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Préface

De tous les outils que présente cette collection d’ouvrages pédagogiques, il faut réserver a la géo-
métrie et au calcul vectoriel une place prépondérante. Parce que la géométrie décrit I’espace et son
contenu et permet seule de passer de la description physique des choses et des phénoménes a leur
expression en langage mathématique et, dela, ala prévision d’autres états et événements physiques.
Parce que, & P’inverse, la géométrie analytique donne aussi forme aux constructions mathématiques
et admet une visualisation qui facilite grandement la compréhension des relations. Parce que, enfin,
le calcul vectoriel, pour sa part, habite directement I’epace et y décrit avec simplicité et élégance des
modéles qui seraient autrement d’expression fort complexe; il constitue ainsi un atout efficace et
puissant de la technologie contemporaine.

L’un et I’autre demandent 3 I’étudiant, comme au praticien d’ailleurs, un exercice certain de
gymnastique intellectuelle qui, & 'instar de celle des athlétes, exige un entrainement qui n’est pas sans
efforts mais débouche par contre aussi sur une puissance d’action et de performance, mentale celle-
13, qui efface vite les peines premiéres.

1l s’agit au surplus de principes et de concepts qui, nés avec les mathématiques, n’en conservent
pas moins aujourd’hui toute leur actualité et tout leur potentiel. Le calcul électronique et les micro-
processeurs, largement disponibles, donnent & I’homme des possibjlités techniques dont il ne soup-
conne pas encore tout le pouvoir; la commande numérique des machines-outils, la conception et le
dessin sur ordinateur et toute la robotique aboutiront au cours des prochaines décennies a des réali-
sations extraordinaires. Et dans tous les cas, la géométrie et le calcul vectoriel seront les outils indis-
pensables de I'ingénieur. Que I’on se rappelle, s'il est besoin de s’en convaincre, ces images abon-
damment diffusées de bras robotisés peinturant les membrures d’une chaise de métal, ou encore
allant, sur une chaine de montage, exécuter une soudure a Pintérieur d’une carrosserie d’automobile.
Gestes barials pour un humain mais dont la description géométrique et vectorielle devient fascinante.
Et ce monde naissant de tiches commandées par ordinateur et exécutées par robot appartiendra a
ceux qui maitriseront ces outils et contrdleront ainsi les ordinateurs.

Les autres de ce volume étaient, de toute évidence, vivement conscients de leurs responsabilités
de pédagogues et de formateurs des ingénieurs et techniciens de demain. IIs ont su organiser leur pré-
sentation avec logique et cohérence, dans un texte bien articulé, mais sans superflu, et accompagné
d’illustrations d’une grande clarté qui non seulement font comprendre et voir les questions géométri-
ques, mais constituent aussi un modéle de démarche dont s’inspirera I’étudiant dans ses propres pro-
biemes de représentation graphique, surtout lorsqu’il faut traduire sur papier la perspective géomé-
trique de I’espace. ‘

C’est donc finalement & un enrichissement intellectuel, dans un domaine de grande importance
contemporaine, que les autres invitent le lecteur.

Yves M. GIROUX *, * Professeur de génie civil et Vice-recteur adjoint 4 I'enseignement et & la recherche & I'Université Laval






Avant-propos

Décrire et contréler la forme et le mouvement des objets qui nous entourent : tel est le but essen-
tiel de enseignement de la géométrie dispensé aux futurs ingénieurs et techniciens. L’importance de
cet enseignement apparait sous un jour nouveau avec le développement des techniques récentes que
sont la commande numérique des machines-outils et la conception assistée sur ordinateur, dont une
premiére phase est le dessin assisté sur ordinateur. Ces techniques donnent un débouché opérationnel
a I’étude des courbes et surfaces paramétrées et de leurs représentations graphiques point par point &
partir des équations (écrans, tables tragantes, imprimantes, ...). Cependant rien ne serait plus néfaste
que de cantonner cet enseignement dans 1’aspect purement analytique. Le travail de conception sup-
pose que I’on posséde bien les trois aspects inséparables de toute étude géométrique : I’observation
qualitative des figures, le calcul vectoriel, leur traduction en terme de cordonnées dans un repére
(géométrie analytique). C’est sur ce pari que repose cet ouvrage qui s’insére volontairement
« avant » I’ Algébre linéaire du Tome III : en effet, le caractére (bi-) linéaire de nombreuses équa-
tions et des changements de repére, élément attractif pour la commodité des calculs, ne doit pas étre
pour autant le leitmotiv de toute étude géométrique. De telles conceptions ont abouti 3 enlever toute
substance « visuelle » & la géométrie et 4 réduire son étude & celle de I’algébre linéaire en dimension
trois. Nous avons voulu au contraire convaincre le lecteur de I’efficacité considérable du calcul vecto-
riel et de ses quatre opérations (+, ~, .,A, définies géométriquement), qu’il s’agisse des transforma-
tions ponctuelles, des lieux géométriques, de la cinématique, des champs vectoriels, ... Le calcul
matriciel vient en contrepoint pour traiter commodément certains problémes linéaires issus du calcul
vectoriel (vecteurs propres notamment). i

Cette option conduit 2 faire entrer en scéne les divers éléments de base (droites, plans, figures
diverses, ...) & partir de leurs propriétés fondamentales accessibles & ’observation, et non a partir
d’expressions analytiques. Ce n’est pas le choix de la facilité mais cette approche nous semble indis-
pensable 4 la formation des ingénieurs et techniciens chargés de concevoir.

L’insistance sur le raisonnement géométrique ne nous conduit pas & faire de I’aspect déductif un
but en soi, ni & ériger en dogmes les propriétés « premiéres » que nous avons parfois appelées « axio-
mes » faute d’un terme plus anodin. :

Nous voulons surtout inciter le lecteur & I’étude détaillée des figures planes ou spatiales : pro-
priétés métriques, intersections, image par une transformation, points remarquables, générations
diverses, ... Cet approfondissement est nécessaire pour faire face aux diverses situations que le lec-
teur rencontrera dans son secteur d’activité. Nous voulons aussi réhabiliter le calcul géométrique et
trigonométrique des éléments d’une figure. Les exercices que nous présentons sont moins congus
pour « faire de la géométrie » sur une figure arbitraire, que pour étudier des objets réels (mécanis-
mes, équipements divers, ...) dont il faut savoir calculer les caractéristiques, notamment au niveau de
la conception — distances, angles, surfaces et volumes — en s’appuyant sur une connaissance suffi-
sante des figures qui entrent en jeu. .



La technologie offre maints exemples de figures complexes qui appellent une notice de calcul
géométrique; la réalisation du cahier des charges impose souvent la valeur de parametres géométri-
ques pour ’objet envisagé.

Outre la forme et le mouvement des objets, la géométrie (vectorielle et analytique) est essentielle
pour décrire et contrdler nombre de propriétés physiques de Pespace : contraintes au sein d’un
solide, champs de forces, champs électriques et magnétiques, trajets de rayons lumineux et d’ondes
sonores, ... Elle fournit des représentations trés suggestive des phénoménes variés (vecteurs tour-
nants et construction de Fresnel, ...). Les exercices que nous présentons rendent compte de la multi-
tude des situations ou intervient, & des degrés divers, une étude géométrique.

De nombreux exercices appellent un dessin; il faut revenir sans cesse sur P’importance de cette
activité de représentation des figures planes ou spatiales, qui conduit au tracé automatique des con-
tours sur ordinateur et 4 'usinage programmé d’une piéce de forme géométrique convenue. llyala
une source passionnante d’activités pluri-disciplinaires ot les outils et modéles mathématiques, cha-
cun le sait, jouent un réle de premier plan. Nous espérons que cet ouvrage y contribuera.




Descriptif sommaire

Dans le chapitre 0 nous rappelons les propriétés élémentaires des droites et plans sous ’angle du
parallélisme et de I'orthogonalité, la géométrie de la droite orientée, les vecteurs du plan et de
I’espace, le barycentre et la distance. Ce chapitre n’a pas pour objet d’exposer une axiomatique; il
s’agit uniquement de présenter les principaux « personnages ».

Le chapitre 1 est consacré aux angles et distances d’une figure, aux produits scalaire et vectoriel
et & leurs applications. C’est ’occasion de rappeler les relations métriques, les lignes et points remar-
quables du triangle. Un paragraphe est consacré aux fonctions vectorielles (position, vitesse et accélé-
ration notamment). .

Le chapitre 2 comprend deux parties principales. La premiére partie traite des transformations
ponctuelles du plan et de I’espace sous les aspects géométrique, vectoriel et analytique. La seconde
partie traite des changements de.repére, notamment des repéres mobiles utilisés en Mécanique, avec
P’exemple des angles d’Euler.

Le chapitre 3 a pour objet les courbes planes. L’étude des droites, cercles, coniques porte sur les
constructions et lieux géométriques en rapport avec ces figures, les intersections, points et lignes
remarquables, les représentations paramétriques.

Un paragraphe est consacré 4 I’étude des courbes paramétrées : étude locale et globale, envelop-
pes, courbure et développées.

Le chapitre 4 porte sur les nombres et fonctions complexes & opérations, racines de polyndmes,
applications géométriques et trigonométriques, construction de Fresnel graphique et numérique.

Le chapitre 5 traite des lignes et surfaces dans I’espace. Pour les lignes : droites, lignes paramé-
trées et leur triédre de Serret-Frénet. Pour les surfaces : plans, sphéres, quadriques, surface de révo-
lution, surfaces cylindriques et coniques, surfaces développables et réglées, enveloppes de surfaces.

Le chapitre 6 est consacré aux champs scalaires et vectoriels : champs de forces et de moments
(torseurs, ...), gradient d’un champ scalaire, divergence et rotationnel d’un champ vectoriel, intégra-
les curvilignes, intégrales de surfaces, angle solide.

Une bréve Annexe présente le cadre de la géométrie descriptive : épures des droites et plans.

L’aspect numérique est présent dans les exercices de programmation du tracé automatique de
droites, cercles, ..., ainsi que dans les exercices de calcul d’éléments remarquables des figures (trian-
gles, ...) et dans le calcul des polynémes d’une variable complexe et la construction de Fresnel.
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Il y a de nombreuses maniéres de présenter, a partir de faits d’observation
courante, les figures simples de la géométrie et leurs propriétés.

Ces présentations se distinguent notamment par le choix des conventions de
départ appelées souvent « axiomes», et par les types de raisonnements mis en
Jeu.

La méthode utilisée dans ce chapitre n'est qu'une fagon parmi d'autres de
parvenir @ un modéle mathématique de I'espace physique.

Le lecteur est libre de préférer celle qui lui a été enseignée lors de son
initiation d la géométrie. Dans ce cas il pourra lire ce chapitre ¢ la lumiére de ce
qu'il connait, revoir les propriétés importantes des figures (selon I'ordre qui lui
convient) en utilisant ses propres méthodes, sans s'arréter au détail des démons-
trations ci-dessous.

0.0. INTRODUCTION.

Le « modéle mathématique de Pespace physique » nous permet de
traduire en équations I'aspect géométrique du probléme a étudier.

C’est la géométrie analytique qui étudie les propriétés des figures
du plan ou de l'espace au moyen de calculs sur les coordonnées des
points de ces figures.

On pourrait alors croire que ce calcul remplace l'observation
détaillée. A premiére vue, ces figures peuvent étre étudiées sans jamais
‘8tre représentées, grace aux méthodes perfectionnées de la géométrie
analytique, en relation avec les calculs sur ordinateur. L’expérience
montre cependant que ces méthodes se limitent & des recettes si I'on
refuse l'observation et I'étude des propriétés des. figures de I'espace.
Clest cet aspect attractif qui devrait animer les esprits curieux chargeés
de concevoir.

Ceest pour leur permettre de construire des figures claires et les
aider a déterminer la position respective des éléments de ces figures,
que nous reprenons aux paragraphes 0.1. et 0.2. Tétude des figures
simples (points, droites, plans..). On met ainsi en valeur les notions
fondamentales de parallélisme et d’orthogonalité. Le lecteur les reverra

sans doute avec profit.

chapitre 0

Modéle mathématique
de 'espace physique.

Remarque 0.0.0. — Beaucoup de propriétés des
figures simples se traduisent par des constructions
et tracés. Le lecteur pourra avec profit tracer lui-
méme les figures, construire des maquettes a I'aide
de carton, plaques minces, ficelles,.., pour mieux
comprendre les propriétés et les raisonnements qui
s’y rapportent. Les équations des figures, présentées
dans les chapitres suivants, permettront aussi des
visualisations sur écran (consoles graphiques reliées
a un calculateur).



Modeéle mathématique de I'espace physique

FiGg. 0.1.1.

Fic. 0.1.2.

A partir du paragraphe 0.3. nous reprenons les concepts de base
du calcul vectoriel. Les vecteurs sont en effet des instruments indispen-
sables aux mathématiques de I'ingénieur, car de nombreuses quantités
physiques comme par exemple les forces, les vitesses se représentent
par des vecteurs.

Nous présentons les régles de calcul pour les vecteurs qui sont aussi
simples que les régles concernant le calcul des nombres réels, mais nous
insistons sur la liaison avec l'aspect géométrique et la théorie des pro-
jections. Ceci nous conduit & la représentation des figures du plan ou
de I'espace par 'intermédiaire de fonctions vectorielles dont les compo-
santes sont déterminées dans un référentiel préalablement choisi. ‘

0.1. POINTS, DROITES ET PLANS

Le mode¢le mathématique de I'espace physique repose sur les trois
notions de points, droites et plans.

Le point apparait intuitivement comme Iintersection de deux
lignes. Le point, pour le physicien ou le mécanicien, est aussi le point
matériel, masse pesante supposée concentrée en un point géométrique,
Cest-a-dire en un «lieu sans étendue ». Cependant cette notion est
toute relative, la Terre est un point dans le systéme solaire, un électron
est aussi un point a notre échelle.

La ligne droite est une ligne dont I'image nous est donnée par un
fil parfaitement tendu entre deux points (fig. 0.1.1.) ou par un rayon
lumineux dans un milieu homogene (fig. 0.1.2.). La droite sera aussi
le plus court chemin d’un point & un autre (paragraphe 1.0.).

A la notion de droite, nous associerons celle de plan. Un plan est
une surface telle que toute droite qui joint deux de ses points y est contenue
tout entiére. C’est sur ce principe que sont congus certains instruments
utilisés en métrologie pour vérifier la planéité des surfaces.

Nous allons formuler des axiomes fondés sur Pobservation concréte
de lespace physique. Ces axiomes précisent les propriétés des sous-
ensembles ou figures de I'espace que sont les droites et les plans.

Axiome 0.1.1.

Par deux points distincts de I'espace, il passe une droite, et
une seule.



0.1. Points, droites et plans

1l en résulte que si deux droites distinctes se rencontrent, leur inter-
section est un point unique. Ces droites sont dites sécantes. Des points
situés sur une méme droite sont dits alignés.

Axiome 0.1.2.

Le plan est une figure telle que toute droite joignant deux de
ses points y est contenue tout entiére.

Détermination d’un plan

Nous pouvons vérifier expérimentalement qu’il est possible de

placer une carte de visite sur la pointe d’une aiguille d’une infinité de

maniéres (fig. 0.1.3.). D’une maniére générale, il y a une infinité de
plans passant par un point donné.

Par ailleurs, si un plan matériel contient deux points donnés A et B,
nous observons qu’il contient la droite AB. Un tel plan peut tourner
autour de AB & la maniére d’une porte qui pivote autour de la ligne de
ses gonds (fig. 0.2.6.). Plagons sur le plancher un clou matérialisant un
point C; la position de la porte butant contre le clou est déterminée.

L’axiome suivant traduit ces faits d’observation.

Axiome 0.1.3.

Par trois points quelconques de I'espace, il passe au moins
un plan.

Cependant, si ces points ne sont pas alignés, le plan sera unique
comme lindique le théoréme suivant. C’est une conséquence de
I'axiome 0.1.2.

Théoréme 0.1.1.
Trois points non alignés déterminent un plan, et un seul.

En effet imaginons qu’il existe deux plans (P) et (P') contenant les
trois points A, B et C non alignés ( fig. 0.1.4.). Ces deux plans contiennent
en entier les cotés du triangle ABC et leurs prolongements. Soit M un
point pris dans le plan (P). Dans ce plan par le point M, menons une
droite coupant AB en Q et AC en R. Ces deux points Q et R appar-
tiennent par hypothése aux deux plans (P) et (P'), donc la droite QR
est aussi dans (P') et M en particulier.

——————— 7
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Fic. 0.1.3

FiG. 0.1.4.
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Remarque 0.1.1. — En général, aucun plan ne passe
par n points donnés lorsque n est supérieur ou égal
4 4. Dans le cas contraire, les points sont dits
coplanaires.

Remarque 0.1.2. — Rappe]ons queles figures formées

par n points ordonnés et non alignés du plan sont
des triangles si n = 3, des quadrilatéres si n = 4,
des pentagones si'n = 5, des hexagones si n = 6
et des octogones si n = 8, etc. Les droites joignant
deux points consécutifs (sommets) sont les cotés,
tandis que les droites joignant deux points opposes
sont les diagonales.

FiG. 0.1.6.

i
(o0

FiG. 0.1.7.

Au lieu. de se donner deux points, il est possible de se donner la
droite qui les joint. En effet, tout plan contenant les deux points contient
la droite, et inversement. » :

Il en résulte que par une droite et un point non situé sur elle, on
peut faire passer un plan, et un seul (fig. 0.1.5. a).

De méme (fig. 0.1.5. b) deux droites concourantes déterminent un
plan, car il suffit de considérer le plan passant par leur point commun O
et par des points A et B pris sur chacune des droites. -

Egalement (fig- 0.1.5. ¢) deux droites paralléles déterminent un
plan, puisque ces deux droites sont dans un méme plan (définition
0.1.3.), plan parfaitement déterminé par I'une des droites et un point

.pris sur l'autre.

. Nous allons maintenant rappeler ou voir quelques propnetes
fondamentales des drmtes et des plans.

Intersection de d‘eux plans

Si deux plans distincts (P) et (P’) se rencontrent, il est facile de
montrer que leur intersection est une droite. Soit A et B deux points de
(P) ~ (P’), et (D) la droite qui les joint (fig. 0.1.6.). Un point C extérieur
a (D) ne peut appartenir a I'intersection car sinon le plan (ABC) serait
confondu avec (P) et (P’) qui sont distincts.

Définition 0.1.1.

Un diédre est la figure formée par deux plans (P) et (P)
dont I'intersection est une droite (D) appelée aréte du diédre.

Il arrive que deux plans donnés (P) et (P') ne se rencontrent pas.
Nous dirons alors qu’ils sont paralléles (définition 0.1.7.).

Intersection de trois plans
Considérons trois plans (P), (P’) et (P”) qui se coupent deux a
deux suivant des droites non paralléles.
(D) = () n (P'),
(D) = (P) n (P"),
D)=@® @) (fig 017)

I est facile de montrer que ces trois droites sont concourantes en

Posons

‘un seul et méme point. Considérons en effet le point I = (D) n (D).
Ce point appartient & (D”), puisque’ : ‘
= (D) @),

D)~ (D) = @)~ P)n P
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Définition 0.1.2.

Un triédre est la figure formée par trois plans qui se coupent
deux & deux suivant des droites appelées arétes du triedre.

Ces droites sont concourantes en un point I appelé sommet

du triédre. :

Intersection d’une droite et d’un plan

Soit une droite (D) qui rencontre un plan (P) sans étre contenue
dans celui-ci (fig. 0.1.8.). L’intersection (P) n (D) est réduite & un point I
unique d’aprés axiome (0.1.1.). S’il y avait un autre point I, la droite (D)
joignant I et I’ serait contenue dans le plan (P).

Si la droite (D) ne rencontre pas le plan (P), nous. dirons quelle

est paralléle 3 (P) (définition 0.1.5.). Rappelons d’abord les propriétes

des droites paralléles dans le plan.

Droites paralléles dans le plan

Définition 0.1.3.
" Deux droites (D) et (DY) d’'un plan (P) sont paralléles si
elles n’ont aucun point commun. B

Rappelons deux axiomes qui sont & la base de la géométrie plane,
notamment le célébre axiome d’Euclide. '

Axiome 0.1.4.

Par un point M d’un plan (P) extérieur d une droite (D) du
méme plan, on peut mener dans (P) une droite unique (D)
paralléle a (D) (fig. 0.1.10.).

Nous connaissons les nombreuses conséquences de cet axiome,
notamment '

Théoréme 0.1.2.
a) Si deux droites (D) et (D') sont paralléles, toute droite (A)
qui coupe l'une coupe l'autre. '
b) Deux droites paralléles a une méme troisiéme sont paral-
léles entre elles.

Lorsque plusieurs droites sont. paralléles, nous disons qu’elles ont
méme direction.

FiG. 0.1.8.

FiG. 0.1.9.

Remarque 0.1.3. — Considérons quatre points non
coplanaires A, B, C et D ( fig. 0.1.9.). Ils engendrent
quatre plans trois a trois.

La figure formée par ces quatre plans est un
tétraddre. Les plans sé coupent deux & deux suivant
les arétes du tétraédre. Dans le cas d’un systéme
de n plans, la figure s’appelle polyédre.

(D)
Fig. 0.1.10.
Exercice 0.1.1. — Démontrer le théoréme 0.1.2.
Exercice 0.1.2. — Montrer quebdeux droites (D)

et (A') respectivement paralléles a deux droites
sécantes (D) et (A) sont sécantes.
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Considérons deux droites (D) et (D) du plan (P) concourantes
en un point A.

Nous pouvons mener par un autre point C du plan (P) les paral-
leles (D)) et (D) & (Dy) et (D7) (fig. 0.1.11.). II en résulte une figure du
plan appelée parallélogramme ABCD avec

B =(Dy)n(D;) et D= (D)) (Dy).

Les mécanismes constitués par des tiges articulées contiennent de
nombreux parallélogrammes ( fig. 0.1.12. a). Nous savons que, quelle que
soit la position des tiges en trait plein (fig. 0.1.12. b). les tiges en trait
pointillé, guidées aux points E et F, restent paralléles. C'est ce qu'expri-
me I'axiome suivant. ‘

Axiome 0.1.5.

Soit deux parallélogrammes ABCD et CDEF (fig. 0.1.12.).
Alors le quadrilatére ABFE est aussi un’ parallélogramme.

L’axiome d’Euclide (0.1.4.) permet de construire le milien M de
deux points donnés A et B que I’on construit généralement en utilisant
la notion de distance (paragraphe 0.5.), MA = MB (double-décimétre).

Considérons deux droites paralléles (A) et (A') issues de A et B
(fig. 0.1.13. @). Soit I un point sur (A).

Nous construisons successivement, 4 la régle

Fig. 0.1.12. b — la droite IB,
Remarque 0.1.4. — La propriété de I’axiome 0.1.5. — la paralléle & IB menée par A, qui coupe (A') en un poiht J.
a ét€ mise en valeur par G. Desargues, géométre et . . L
ingénieur francais (1593-1662), auteur de nombroux Alors la drglte 1 coupe AB en un point M appelé milieu de A et B.
travaux sur le dessin en perspective. Cette construction revient a tracer un parallélogramme dont AB est

Le parallélisme des cdtés d’un parallélogramme est P'une des diagonales.
-aussi lié & la longuenr des cotés : nous verrons que
les cbtés opposés sont deux 4 deux égaux. Ce lien-
entre parallélisme et longueur est précisé au para- Définition 0.1.3.
graphe 0.10. . :
Etant donné deux points A et B, leur milien M est défini

comme l'intersection des diagonales de tout parallélogram-
me AIBJ construit sur AB.

Il est évident que M est aussi le milieu de I et J, c’est-a-dire que
les diagonales du parallélogranime AIBJ se coupent en leur milien. Tl est
possible de montrer que le milieu M est unigue (indépendant du choix
du parallélogramme considéré). Le théoréme suivant aura de nom-
breuses conséquences, notamment le théoréme de Thalés sur les milieux
FiG. 0.1.13.a des cbtés d’un triangle ou d’un trapéze. ’
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Théoréme 0.1.3.
Soit un quadrilatére AIBJ tel que’

a) les cotés Al et BJ sont paralléles,
b) la diagonale AB est coupée en son milieu M par la diago-
nale 1J.

Alors AIBJ est un parallélogramme.

La démonstration est évidente. Il suffit de considérer le quatriéme
.sommet J' du parallélogramme AIBJ'. Les diagonales AB et 1J' se
coupent en leur milieu, donc en M. Mais alors les droites AJ et AJ'
sont confondues car elles passent par M. Le théoréme suivant se démon-
tre de la méme fagon.

Théoréme 0.1.4.

Un quadrilatére AIBJ dont les diagonales se coupent en leur
milieu est un parallélogramme.

Théoréme 0.1.5. (Premier théoréme de Thalés.)

La droite joignant les milieux des cotés d'un triangle est
paralléle au troisiéme coté (fig. 0.1.14. a).

Ainsi une planche rebosant sur les milieux de deux échelles est pafal—
lele au sol (fig. 0.1.14. b).

Soit M le milieu de AB (fig. 0.1.14. a). Menons par A la paraliele
4 BC, par M la paralléle 3 AC qui coupe la précédente en I et BC en J.
Enfin la paralléle 2 BC menée par M coupe AC en N. Ce point N est-il
le milieu de AC? Le quadrilatére AIBJ est un parallélogramme d’aprés
le théoréme (0.1.3.). AIMN est aussi un parallélogramme par construc-
tion, donc MBJIN, grice a Paxiome (0.1.5.).

Nous observons par. ailleurs les parallélogrammes AMIN et
MJCN, ainsi que AMNK, donc AKJC d’aprés I'axiome (0.1.5.). N est
donc le milieu de AC. Inversement la droite joignant les milieux de
AB et de AC est nécessairement paralléle & BC d’aprés 'axiome (0.1.4.).
Notons que le point N a été obtenu a partir de M par une construction
appelée projection paralléle sur AC parallclement a BC. '

.

Remarque 0.1.5. — 1l est souvent nécessaire d’utiliser
la caractérisation suivante du milieu : M est milieu
de AB si, et seulement si, il existe deux points I
et K tels que AIKM et IMBK soient des parallélo-
grammes (fig. 0.1.13.b). C’est le principe du pan-
tographe ( fig. 2.1.12.).

Fic. 0.1.13.b
Exercice 0.1.3. — Démontrer la proposition énoncée
dans la remarque 0.1.5.

Exercice 0.1.4. — Montrer que le milieu de deux
points (définition 0.1.3.) est unique.

Exercice 0.1.5. — Soit A et B deux points donnés.

Trouver C tel que B, soit le milieu de AC. (Voir
remarque 0.1.5. ou utiliser égalit¢ BA = BC)

Fig. 0.1.14.5



Modéle mathématique de I'espace physique,

Exercice 0.1.6. — Montrer que les trois médianes
d’un triangle sont concourantes.

Exercice 0.1.7. — Considérons le trapéze ABCD
(fig. 0.1.15.) et la droite MN qui joint les milieux
M et N des cotés AB et CD. Montrer que MN est
paraliéle aux bases du trapéze. Cela démontre le
théoréme 0.1.6.

D N C (D
F1G. 0.1.15.

Exercice 0.1.8. — Montrer que les mllneux des cotés
d’un. quadrilatére convexe forment un parallélo-
gramme.

Exercice 0.19. — Construire un parallélogramme
ABCD.dont les sommets opposés A et C sont connus
~ et dont les sommets B et D parcourent respective-
ment des droites (A) et (A’) données.

FIG. 0.1.16.

. B
Fi1G. 0.1.17.

Définition 0.1.4.

Etant donne deux sécantes (D) et (A) du plan (P), on peut
mener par tout point M de (P) la paralléle & (A) qui coupe
(D) en un point N (fig. 0.1.15.). Cest la pro]ectwn sur (D)
parallelement a(A).

Il est facile de donner au théoréme (0.1, 5 ) 1a formulation suivante :

Théoréme 0.1.6. (Deuxiéme théoréme de Thalés.)
La projection paralléle conserve le milieu (exercice 0.1.7.).

. C'est encore la construction d'un parallélogramme qui va nous
permettre de séparer le plan (P) en deux demi-plans (P.) et (P-) de
part et d’autre d’une droite donnée (A). Tragons dans (P) une droite (D)
qui coupe (A) en un point 1 (fig. 0.1.16.). Rappelons que la droite (D)
peut étre partagée en deux demi-droites de part et d’autre du point I,
selon 'axiome suivant : :

Axiome 0.1.6.

Etant donné un point 1 d'une droite (D), on peut partager (D)
en deux parties uniques appelées demi-droites, notées (D)
et (D-) (ou vice versa), n'ayant en commun que le point 1
(fig. 0.1.16.). On suppose en outre que :

a) les demi-droites issues de points A et B dtfferents sont
emboitées (fig. 0.1.17.);

b) une projection paralléle sur une droite (D') transforme les
demi-droites de (D) en demi-droites de (D).

Nous appellerons (P+) la région du plan située du cété de (D),
(P-) la région située du coté de (D-). Plus précisément, soit K un pomt
quelconque du plan extérieur a (A) (fig. 0.1.16.), (D) la paralléle 4 (D)
menée par K qui coupe (A) en J, et L le quatriéme sommet du parallelo-
gramme 1JKL. Nous dirons que le point K est du coté (P+) si L appar-

tient a (D), et inversement..

Ainsi toute droite (A) divise le plan-en deux régions telles qu'il est
impossible de passer de I'une & l'autre sans traverser la dr oite (A). En
particulier, tout segment (remarque 0.1.6.) qui joint deux- points A et
B situés de part et d’autre d’une droite coupe cette droite en un point L
Nous terminons.ici cette parenthése pour traxter le cas des droites
paralléles dans I’espace.
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Droites paralléles dans Pespace

Définition 0.1.4.

Deux droites de 'espace sont paralléles lorsque :

a) elles sont situées dans un méme plan,
b) elles n’ont aucun point commun.

1l est en effet essentiel de précisér ce qui était sous-entendu en
géométrie plane, & savoir que des droites paralléles sont dans un méme
plan. Deux droites de Pespace peuvent en effet n’avoir aucun point com-
mun et ne pas étre paralléles. Ainsi, tragons dans un plan (P) une droite
(D) quelconque (fig. 0.1.18.). Considérons une autre droite (D) pergant
le plan (P) en un pomt I non situé sur (D). Ces deux droites n’ont aucun
point commun, puisque A est le seul point de (D') dans le plan (P) et
que tous les points de (D) sont dans le plan (P).

I en résulte que deux droites distinctes de I'espace :

— . ou ne sont pas dans un méme plan (et n’ont aucun point commun),
— ou sont dans un méme plan et sont alors concourantes ou
paralléles.

Les droites paralleles de I’espace ont des propriétés analogues &
celles que nous venons de voir en géométrie plane.

La propriété d’Euclide (axiome 0.1.4.) est encore valable dans
Pespace (exercice 0.1.11.). La partie b) du théoréme 0.1.2. reste valable
(exercice 0.1.12.). La construction d’un parallelogramme va 1ous Servir
ci-dessous pour séparer I'espace en deux régions a l'aide d’un plan

-donné. '

Régions de l'espace séparées par un plan .

Intuitivement, lorsque nous nous représentons un plan horizontal,
nous pensons que ce plan limite deux régions : celle située au-dessus
du plan et celle située en dessous.

Considérons le plan (P) percé par une droite (D) en un point Ii

(fig. 0.1.19. a). Rappelons (géométrie plane) que la droite (D) peut étre
partagée en deux demi-droites (D) et (D -) de part et d’autre du point I,
selon I'axiome 0.1.6. Nous procédons comme pour le partage d’'un plan
en deux demi-plans. Il en résulte deux régions (E+) et (E-) de I'espace (E)
(fig. 0.1.19. a). Notons que le point J est la projection du point K sur le
plan (P) parallélement d la droite (D). Les projections paralléles sont trés
importantes en géométrie.

Remarque 0.1.6. — Il est commode d’appeler Ax
et Ax' les deux demi-droites (D+) et (D) issues de
A (fig.0.1:17.), Bx et Bx' les demi-droites analogues
issues d’un autre point B, choisies de fagon que

Bx « Ax et Ax’ < Bx'

(méme sens)
On appelle segment AB lensemble des points
communs 4.Ax et & Bx'.

Exercice 0.1.10. — Montrer que le milieu M de
deux points A et B appartient au segment AB.

Remarque 0.1.7. — Une figure (A) d’un plan (P)
est dite convexe, si tout segment joignant des points
quelconques de A est contenu dans (A). Ainsi un
trianigle est convexe, mais il n’en est pas de méme
de tous les polygones : un parallélogramme est
convexe, alors qu’une étoile & cinq branches ne P'est
pas.

FiG. 0.1.18..

Exercice 0.1.11. — Montrer que la propriété d’Eu-
clide est vraie dans I’espace.

Exercice 0.1.12. — Montrer que le théoréme 0.1.2. bA

est vrai.dans Pespace.
(D)/. /(D')

I/\/
D) KelR.)

FiG. 0.1.19.a
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Remarque 0.1.7. — Sur la figure 0.1.19. g, nous
dirons aussi que le point L est la projection du point
K sur la droite (D) parallélement au plan (P).

Exercice 0.1.13. — Montrer que la projection d’une
droite (A) sur un plan (P) parallélement & une
droite (D) est généralement une droite (5).

e

FiG. 0.1.19.6

Remarque 0.1.8. — Dans la pratique les régions
(E+) et (E-) ont souvent des propriétés physiques
différentes. C'est le cas en optique pour les dioptres
Plans qui séparent deux milieux d’indices de réfrac-
tion ny et ny distincts (fig. 0.1.19. b). Le rayon
incident, le rayon véfracté et le rayon réfléchi
matérialisent trois demi-droites.

(DL

L

FiG. 0.1.20.

7/

//
C
\

Fic. 0.1.21.

Ainsi tout plan divise I'espace en deux régions telles qu'il est im-
possible de passer de l'une d I'autre sans traverser le plan.

En particulier tout segment (remarque 0.1.6.) qui joint deux points
A et B situés de part et d’autre d’'un plan coupe ce plan en un point 1

(fig. 0.1.8)).

Reprenons I'étude du parallélisme entre figures de I'espace (droites
et plans).

Droites et plans paralléles

Ftudions la figure formée par un plan (P) et une droite (D) paral-
Iéle a une droite (A) située dans le plan (P) ( fig. 0.1.20.).

Si le plan (P) coupait (D), il couperait sa paralléle (A), ce qui est
impossible puisqu’il la contient. Donc, ou (P) contient (D), ou (P) et
(D) n’ont aucun point commun, c’est-a-dire (P) et (D) sont paralleles.

Définition 0.1.5.

On dit que la droite (D) est paralléle au plan (P) ou que le
plan (P) est paralléle 4 la droite (D), pour exprimer que le
plan et la droite n’ont pas de point commun.

Il s’ensuit :

Théoréme 0.1.7.

LY

Toute droite paralléle & une droite d'un plan est paralléle
d ce plan ou y est contenue tout entiére.

Théoréme 0.1.8.

Si une droite est paralléle d un plan, elle est paralléle aux
intersections de ce plan avec tous ceux qui la contiennent,
s’ils coupent le plan.

En effet, soit AB paralléle a un plan (P) (fig. 0.1.21.). Un plan (Q)
passant par AB coupe le plan (P) suivant une droite CD. Les droites
AB et CD sont dans le plan (Q). Elles sont paralléles sinon leur point
commun appartiendrait & AB et au plan (P) et AB ne serait pas paral-
Iele & (P). De méme un autre plan (R) passant par AB coupe (P) suivant
EF paralléle 4 AB donc paralléle 2 CD (théoréme 0.1.3.).

Les conséquences du théoréme 0.1.8. sont nombreuses. En parti-
culier, si deux plans qui se coupent sont paralléles & une droite, leur
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intersection est paralléle d cette droite (exercice). Nous présentons pour
terminer cette rubrique une figure bien connue de I’espace.

Définition 0.1.6.

Etant donné une droite (D) on appelle prisme de direction
(D) la figure formée par une collection de n plans paralléles
a (D) (fig. 0.1.22)) les intersections des plans deux a deux
sont les arétes du prisme.

Plans paralléles

Soit (fig. 0.1.23.) un plan (P) et un point A’ hors du plan (P). Par
A' menons A'B’ paralléle 4 une droite AB de (P) et A'C' & une droite
AC de (P) distincte de AB. Nous déterminons un plan (P') car si A'B’
et A'C’ coincidaient, AB et AC paralléles & une méme droite seraient
confondues. Si les plans (P) et (P’) avaient un point commun, ils auraient
une droite commune qui devrait &tre paralléle 4 deux droites concou-
rantes A'B’ et A'C’, ce qui est impossible.

Définition 0.1.7.

Deux plans sont dits paralléles lorsqu’ils n’ont aucun point
commun.

L’étude précédente justifie cette définition; il s’ensuit :

Théoréme 0.1.9.

Si, par un point pris hors d'un plan (P), on méne deux droites
paralléles respectivement da deux droites concourantes de ce
plan, on détermine un nouveau plan (P') paralléle au plan (P).

Cette propriété ressemble & celle de I'axiome d’Euclide (0.1.4.).
Les conséquences sont nombreuses.

Théoréme 0.1.10.

— Par un point pris hors d’'un plan on peut mener a ce plan
un plan paralléle, et un seul.

— Deux pluns paralléles da un troisiéme sont paralléles.

— Si deux plans sont paralléles, tout plan qui coupe I'un
coupe l'autre, toute droite qui coupe 'un coupe l'autre.

Exercice 0.1.14. — Montrer que lorsque deux plans
paralléles & une droite se coupent, leur intersection
est paralléle & cette droite.

Cl
A'<
Bl
Cc
A<
P B

Fic. 0.1.22.

FiG. 0.1.23.

Remarque 0.1.9. — L’idée du théoréme 0.1.9. est
trés utilisée en topographie. On effectue des visées &
partir de trois points d’un plan, puis on détermine
des paralléles & une altitude donnée.
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Remarque 0.2.1. — Les mots perpendiculaire et
orthogonal sont synonymes. On appelle rectangle
un quadrilatére tel que les deux ctés issus de chaque
sommet sont orthogonaux. Les rectangles sont des
parallélogrammes grice au théoréme 0.2.1. a.

Exercice 0.2.1. — Montrer les parties a) et b) du
théoréme 0.2.1. Le point H = (D) n (D') est le
pied de la perpendiculaive (D') 4 (D).

De méme

Théoréme 0.1.11.

Par deux droites non situées dans le méme plan, on peut
faire passer deux plans paralléles.
En effet, (fig. 0.1.24.) par un point A de (D) on méne (A') paralléle
a (D') et par B de (D) on méne (A) paralléle a (D). On détermine ainsi
deux plans (P) et (Q) paralléles puisque chacun d’eux contient deux
droites respectivement paralléles 4 deux droites de 'autre.

0.2. DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES

Avant d’aborder les propriétés d’orthogonalité dans P'espace, nous
allons rappeler brievement celles du plan.

Droites orthogonales dans le plan

Axiome 0.2.1.

L’orthogonalité est une relation, notée 1, entre les droites
d’un plan donné, telle que, pour toutes droites (D) et (D') :

a) (D) L (D') entraine (D) L (D).

b) (D) L (D') entraine (D) et (D) sont sécantes.

¢) Par un point M d'un plan (P), il passe une droite, et une
seule, orthogonale d une droite donnée (D) du plan (P) (fig.
0.2.1.). '

Il en découle I'important théoréme suivant de la géométrie plane :

Théoréme 0.2.1.
a) (D) L (D) et (D) L (D") = (D) // (D").
b) (D) L (D) et (D') // (D") = (D) L (D"). -
La partie b) du théoréme 0.2.1. contient I'idée de projection ortho-

gonale sur une droite donnée (D). Le point M se projette en H. Nous
allons construire facilement le symétrigue de M par. rapport a (D)

(fig. 0.2.2).
Pour cela tragons sur la droite HM le point N tel que H soit le

milieu de MN (exercice 0.1.5.). Par définition ce point N est appelé le

symétrique du point M par rapport & (D). La droite (D) est appelée



0.2. Droites et plans perpendiculaires

13

médiatrice du segment MN. Il est facile de montrer que le symeétrique
d’une droite (A) est une droite (A’) (fig. 0.2.3.). Réciproquement, étant
donné deux droites (A) et (A') concourantes en un point I, nous pouvons
tracer une droite (D) appelée bissectrice, telle que (A) et (A') soient
symétriques par rapport & (D).

L’axiome suivant affirme lexistence de la bissectrice pour deux

demi-droites et s'interprétera, exemple 1.2.2, comme le partage d’'un

angle en deux moitiés égales :

Axiome 0.2.2.

Etant donné deux demi-droites Ix et 1y concourantes en un
point 1, il existe une droite (D) passant par I telle que Ix
et 1y soient symétriques par rapport @ (D). La droite (D)
est appellée bissectrice de Ix et 1y (fig. 0.2.3. ).

Pour la construire, posons sur I le coté JK d’une équerre JKL
rectangle en K, et fixons en M sur Ox le zéro d’une régle graduée qui
coupe Oyen N. Plaquons alors la régle contre le coté KL (faire la figute).
Déplagons I’ensemble jusqu’a ce que K se trouve au milieu de MN :
alors JIK définit la bissectrice cherchée. Une construction plus
commode est indiquée au § 0.10.

Droites orthogonales dans Pespace

A partir de 13, nous définissons les notions d’orthogonalité dans
Pespace, notamment pour deux droites non concourantes. En effet,
deux droites concourantes (D;) et (D) sont coplanaires et I’ortho-
gonalité est définie dans le plan (P;) qu’elles définissent.

L’axiome suivant répond au souci d’harmoniser I'orthogonalité
dans différents plans paralicles (méme équerre).

Axiome 0.2.3.

Soit (Dy) et (D)) deux droites concourantes d’un plan (Py),
(D2) et (D)) des paralléles d (Dy) et (D)) menées dans un
plan (P3), paralléle a (P1) (fig. 0.2.4.). Alors

(D1) L (D)) <= (D2) L (D).
.Cet axiome correspond & lidée usuelle de Iorthogonalite, ainsi,
par exemple, pour les arétes d'une boite cubique.

Soit maintenant (D) et (A) deux droites mon concourantes dans
Iespace (fig. 0.2.5.). Nous définissons I'orthogonalité (D) L (A) en nous
ramenant au cas de deux droites concourantes.

M
D) HH
Fic. 0.2.2. N
Exercice 0.2.2. — Quels sont les points invariants v

d’une symétrie par rapport a (D)?

Exercice 0.2.3. — Montrer que le symétrique d’une
droite (A) par rapport a4 une droite (D) est une
droite (A’), que les symétriques de deux droites
paralléles sont paralléles.

A) N~

I ' (D)

(A) MN\&
FiG. 0.2.3.

Remarque 0.2.2. — Les notions d’orthogonalité
(plan et espace) seront précisées par la notion
d’angle (définition 0.2.6.) et de mesures des angles
(paragraphe 1.2.).

Fic. 0.2.4.
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(D) Définition 0.2.1.
(& . : : .
- s La droite (D) est orthogonale 4 1a droite (A) si, et seulement
// si, (D) est orthogonale a une paralléle (A') de (A), concou-
M ) rante avec (D) (fig. 0.2.5.).
- - Le lecteur vérifiera (exercice) que les propriétés a) et b) de 'axiome
- d 0.2.1. sont bien vérifiées pour des droites orthogonales dans I’espace.
7 La définition 0.2.1. permet d’envisager I'orthogonalité entre droites et
FiG. 0.2.5. plans.
Exercice 0.24. — La propriété a) du théoréme e
0.2.1. est-elle vérifiée dans I'espace? Définition 0.2.2.
-_— Une droite est dite orthogonale @ un plan lorsquelle est

A

C
Fic. 0.2.6.

Exercice 0.2.5. — Chercher dans la figure 0.2.6.
— des droites orthogonales,

— des plans orthogonaux.
(4)
%) (0
2
7/
Y/ /
. .

I / (D))
P

FiGc. 0.2.7.

orthogonale & toutes les droites du plan.

On dit aussi que le plan est perpendiculaire (ou orthogonal) a la
droite. Ainsi quand une porte (fig. 0.2.6.). tourne autour de ses gonds
A et B, les diverses positions du c6té BC sont toujours perpendiculaires
en B a AB et le c6té BC reste constamment en contact avec le sol. Le
plan du sol est déterminé par deux positions du cdté horizontal.

L’axiome suivant s’inspire de cette situation et assure Iexistence
du plan orthogonal 4 une droite donnée :

Axiome 0.2.4.

Soit une droite (A) orthogonale & deux droites concourantes
(D1) et (D2). Alors (A) est orthogonale a toute droite (D)
du plan (P) formé par (D) et (D3). .

e Pour construire un plan orthogonal & une droite (A) en un point I
de (A), il suffit donc de déterminer deux droites (D) et (D') orthogonales
a (A) en L. Les droites (D) et (D) déterminent le plan (P) orthogonal-
a(A)enl

e Inversement, étant donné un plan (P) et deux droites concou-
rantes (D) et (D) tracées dans (P) (fig. 0.2.7.), nous construisons le
plan (P;) perpendiculaire & (D;) en I et le plan (P;) perpendiculaire
a (D2) en L. La droite A = (P1) n (P2) est perpendiculaire au plan (P)
en L. Il est facile de montrer, 4 titre d’exercice, qu’elle est unique.

e Ces notions sont utiles pour construire la perpendiculaire com-

mune 3 deux droites données (D;) et (D2) de I'espace, c’est-a-dire la
droite (A) qui rencontre orthogonalement les droites (Di) et (D3).
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Considérons le cas général pour lequel (D) et (D2) ne sont ni concou-
rantes ni paralléles. On construit successivement

— la paralléle & (D;) menée par un point I; de (Dy), soit (D3)
(fig. 0.2.8.),

— la perpendiculaire (A) menée par I au plan (P) formé par (Dy)
et (D3),

— des plans (P,) et (P;) paralléles a (A), menés par (Dy) et (Da2).

Alors (Ds) = (P1) n (P2) est la droite cherchée (exercice 0.2.6.).

Terminons par les définitions d’orthogonalité de deux droites ou
de deux plans que les lecteurs confronteront avec ce qui précede.

Définition 0.2.3.

a) Nous dirons que deux plans sont orthogonaux si 'un
est orthogonal & une droite de 'autre.

b) Nous dirons que deux droites sont orthogonales si I'une
est orthogonale & un plan contenant Pautre.

Cette derniére partie nous conduit tout naturellement a la théorie
des projections.

Projection orthogonale de points et de droites.

Définition 0.2.4.

La projection orthogonale d’un point sur un plan est le
pied de la perpendiculaire menée du point au plan.

Ainsi (fig. 0.2.9.) le point a, pied de la perpendiculaire Aa au plan
(P) est la projection orthogonale du point A sur le plan (P).

Le plan (P) est le plan de projection; la droite Aa est la projetante
du point A.

Définition 0.2.5.

La projection orthogonale d’une figure (F) est la figure N
formée par les projections des divers points de (F).

Ainsi la ligne AB (fig. 0.2.10.) a pour projection sur le plan (P)
la ligne ab. Nous allons examiner quelques projections simples.

""" v 1}
O w76
S/
;S
/o - -
/ / !2
L/ /
(_A.)..__.:’;__;/__...
/ /
/ /
m [ Va /Fz (D3)
Aq Ay
Fic. 0.2.8.
Exercice 0.2.6. — Vérifier que la construction ci-

dessus conduit bien a la perpendiculaire commune
aux droites (D1) et (D2) données.

FiG. 0.29.

FiG. 0.2.10.
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Remarque 0.2.3. — Le résultat du théoréme 0.2.2.
est encore vrai si la projection n’est pas orthogonale.
Il fait Iobjet de I'exercice 0.1.12. dans le cas dune
projection paralléle quelconque.

B A B
A L D)
, L
P // P ¢ b
/) .
(@) (b)
Fig. 0.2.11.
A ¢ A
B/F\ B/\C
a
|1
b T~ b = -
P ¢ P) i
(@) (b)
Fic. 0.2.12.

(@) (b)
FiG. 0.2.13.

Théoréme 0.2.2.

La projection orthogonale d’une droite sur un plan est une
droite sauf si la droite est perpendiculaire au plan, auquel
cas la projection se réduit & un point.

Si la droite (D) perce le plan en O, (fig. 0.2.11. a), ce point est sa
propre projection et la projection (d) passe par O.

Si la droite (D) est paralléle au plan (P) le plan projetant coupe (P)
suivant une paralléle & (D). La projection (d) ( fig. 0.2.11. b) d’une droite
(D) paralléle au plan de projection est paralléle a (D).

Remarquons (fig. 0.2.11. a) que le quadrilatére ABba est un tra-
Péze. La projetante du milieu I de AB coupe le segment ab en son mi-
lieu i, ’

C’est la forme la plus élémentaire du théoréme de Thalés 0.1.6.).

Théoréme 0.2.3.

Les projections de deux droites concourantes sont des droites
concourantes (ou confondues si le plun des deux droites est
perpendiculaire au plan de projection).

Ce résultat est présenté sur les figures 0.2.12. a et b. Remarquons
que si Pune des droites est perpendiculaire au plan de projection, la
projection est une seule droite. ‘

Théoréme 0.2.4.

Deux droites paralléles, non perpendiculaires uu plan de
projection se projettent suivant deux droites paralléles (ou
exceptionnellement confondues).

En effet, les plans projetants ABa et CDc (fig. 0.2.13. a) contien-
nent deux couples de droites respectivement paralléles, AB et CD par
hypothése, Aa et Cc comme perpendiculaires au plan (P). Ils sont
donc paralléles et leurs intersections par un méme plan (P) sont des
droites paralliéles. '

Il y a deux exceptions. L’une, si les deux droites paralléles sont”
dans un méme plan perpendiculaire au plan (P) (fig- 0.2.13. b), l'autre,
si les deux droites sont perpendiculaires au plan de projection : chacune
d’elle se projette suivant un point. ‘
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Projection d’un angle

Rappelons la définition suivante valable dans le plan et dans
’espace.

Définition 0.2.6.

On appelle angle la figure formée par un couple ordonné
de deux demi-droites issues du point d’intersection de
deux droites concourantes (fig. 0.2.14.).

En anticipant sur la mesure des angles, nous dirons qu'un angle
est nul si les deux demi-droites sont confondues, plat si la réunion des
deux demi-droites est une droite entiére, droit si les deux droites concou-

rantes sont orthogonales. Nous désignerons par )@ I’angle formé par
les demi-droites AX et AY. Il est facile de montrer que la projection
orthogonale d’un angle est un angle. L’angle projeté est nul ou plat
si le plan des deux cotés de I'angle est perpendiculaire au plan de pro-
jection. La notion -disparait si un c6té de I'angle est perpendiculaire
au plan de projection.

Soit XAY un angle dont la projection est xay ( fig. 0.2.14.).

En général, les angles m et @ sont inégaux {paragraphe 1).
En partlcuher si le plan XAY est perpendlculalre au plan de pmJectlon

I'angle xay est nul ou plat.

L’égalité a lieu, par contre, si le plan de I'angle est paralléle au plan
de projection. Toutefois, la réciproque est fausse. Nous allons le voir
dans le cas particulier d’'un angle droit, ce que le lecteur démontrera
4 titre d’exercice.

Théoréme 0.2.5.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un angle droit
se projette orthogonalement sur un plan suivant un angle
droit est qu'il ait un de ses cotés au moins paralléle au plan
de projection ou contenu dans ce plan.

Symétrie par rapport d un plan (P)

La construction est la méme que celle du symétrique par rapport
~ & une droite (fig. 0.23.). Si N est le symétrique de M, (P) est le plan
médiatenr du segment MN. Etant donné un diédre formé par deux

w/\y - a 7
P
(@) (6)
X
A< v
a

P i

(c)

Fic. 0.2.14.
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Remarque 0.2.4. — Soit un diédre formé par deux
plans (Q) et (Q'), d’aréte (L). On méne (faire le
dessin) par un point I de (L) un plan (Q) orthogonal
a (L). Soit (4) = () N Q) et (A) = (Q) n Q).
Les droites (A) et (A’) forment la section droite du
diédre initial. Il en est de méme pour un prisme
dont la section droite est un certain polygone.

Exercice 0.2.7. — Soit un triédre trirectangle de
sommet A et un plan (P) ne passant pas par A qui
détermine un tétraédre ABCD, et la projection
orthogonale a de A sur la face BCD. Les segments
aB, aC et aD peuvent-ils former des angles droits ?
Faire le dessin.

FiG. 0.2.15.

Remarque 0.3.1. — Les forces de la physique
s’exercent souvent en un point d’application. Ce sont
alors des vecteurs liés.

plans (Q) et (Q'), nous pouvons construire une section droite (remar-
que 0.2.4.) menée par un point I de Pintersection (L) des deux plans
(fig. 0.2.15)). Deux demi-droites Ix et Iy de la section droite possédent
une bissectrice (D). Le plan (P) formé par (L) et (D) est un plan bissec-
teur du diédre (Q) (Q").

Nous allons maintenant introduire un outil d’une trés
grande commodité qui est le calcul vectoriel. Si les pro-
priétés géométriques des paragraphes 0.1. et 0.2. ne sont
pas d’'un maniement facile, elles se traduiront trés simple-
ment en termes de vecteurs. Toutefois ce seront des métho-
des aveugles. Nous obtiendrons des résultats 4 la maniére
des « machines ». Bien que de tels procédés soient trés
utiles il ne faut pas négliger le role formateur de ces deux
premiers paragraphes.

0.3. SCALAIRES ET VECTEURS

En physique et en géométrie, certaines quantités sont compléte-
ment définies par une grandeur réelle; ainsi la masse d’un corps, la charge
d’un électron, la chaleur spécifique de l'eau, I'aire d’un cercle et son
diameétre, le volume d’une sphére ou d’un cube... Chacune de ces quanti-
tés est représentée par un nombre qui dépend du systéme d’unités
choisi. Une telle quantité est appelée un scalaire.

Il existe cependant d’autres quantités physiques et géométriques
qui ne peuvent étre représentées par un simple nombre, car leur caracté-
risation compléte nécessite la connaissance d'une direction et d'une
grandeur. Les forces en mécanique sont des quantités de ce type.

Il est habituel de représenter une force graphiquement par un
segment orienté qui indique la direction de la force et dont la longuenr
est égale a la grandeur de la force pour une échelle préalablement choisie.
C’est le vecteur.

La figure 0.3.1. montre la force d’attraction de la Terre dans son
mouvement autour du Soleil. La vitesse instantanée de la Terre dans
ce mouvement peut €tre également représentée par un segment orienté
d’une longueur convenable. Ceci illustre le fait qu’une vitesse est aussi
une quantité qui peut étre caractérisée par une grandeur et une direc-
tion.



0.4. Généralités sur les vecteurs

19

La figure 0.3.2. montre un systéme de particules, lesquelles agissent
les unes sur les autres. Ainsi la j**™ particule induit sur la i**™ une force
fij, la ki*™ une force fi, etc. Une force extérieure F; étant de plus
appliquée 2 la i**™ particule, il sera intéressant de savoir a quelle force
sont équivalentes toutes ces forces agissant sur la iteme particule.

Plus simplement, la figure 0.3.3. montre une translation, c’est-a-
dire un déplacement sans rotation (voir chapitre 2) d’un rectangle que
le lecteur imaginera étre un véhicule quelconque. La translation est
représentée graphiquement par une ligne dont lorigine est la position
initiale O d’un point du rectangle et dont I'extrémité O' est la position
du point considéré aprés la translation, le mouvement etant caractérisé
par sa grandeur et sa direction. Si 'on effectue cette représentation
pour tous les points du rectangle considéré on obtient une famille de
segments de méme longueur et de méme direction.

Définition 0.3.1.

On appelle vecteur li¢ ou simplement vecteur un segment de
droite dont on distingue une origine et une extrémité.

Le vecteur d’origine A et d’extrémité B, appelé « vecteur AB»,
aura un module, la distance entre A et B, que nous définirons plus loin
(définition 0.5.3.), et un senms qui est le sens de parcours de A vers B.

Notation

Le vecteur AB se représente généralement par la notation AB.
Dans ce volume, nous utiliserons le plus souvent la notation AB. Toute
lettre en « caractére gras » désignera un vecteur. Ainsi u sera « le vec-
teur o ».

0.4. GENERALITES SUR LES VECTEURS

La droite joignant les points A et B est appelée support du vecteur
AB.

Le vecteur BA dorigine B et d’extrémité A est 'opposé du vecteur
AB. Nous écrirons '

BA = — AB (voir paragraphe 0.5.).

;
oP /53 o!
/o
) zfx’j
]
F, —
St T
on Ok
om

Les forces ne sont pas nécessairement coplanaires.

FiG. 0.3.2.

T I T i il /77 7ii 7
FiG. 0.3.3.

Remarque 0.3.1. — Les notions de vecteurs étaient
implicitement contenues dans les régles de compo-
sition des forces et des vitesses au début du XVIII®
siecle. La premiére présentation détaillée d’un
calcul sur des grandeurs dirigées date de 1832
(théorie des équipollences de Bellavitis). L’idée a
aussi &té exposée par Saint-Vénant (1845) et Cauchy
(1847).



20

Modéle mathématique de 'espace physique

Fig. 04.1.
& (a") (A')
D
B \\

Remarque 0.4.1. — "Nous savons déja et nous
reverrons (paragraphe 0.10) que des vecteurs sont
équipollents si, et seulement si, ils ont méme direc-
tion, méme sens et méme module. Pour les construire
on utilise le double-décimétre ou le compas, et le
« té » mobile.

SN

(b)

Fig. 04.3.

Remarque 0.4.2. — Un vecteur glissant est défini
par la donnée du support (A), d’un sens et d’un
module. Pour un vecteur libre c’est seulement la
direction, le sens et le module. Nous notons de la
méme fagon le vecteur lié AB et le vecteur libre qui
lui correspond. Cela n’aura pas trop d’inconvénient.
Si les vecteurs liés AB et AoBo sont équipollents,
on dit que AoBo est un représemtant du vecteur
libre AB.

Vecteur nul

Lorsque Pextrémité d’un vecteur coincide avec son origine, on dit
que c’est un vectenr nul. Son module sera nul, sa direction et son sens
sont indéterminés. Nous le noterons 0.

Vecteurs de méme direction

Sur une droite donnée on peut définir deux sens de parcours opposés
(axiome 0.1.6.).

Lorsque deux vecteurs ont des supports paralléles distincts, on
dit qu’ils ont méme direction. On dit qu’ils ont méme sens si, dans leur
plan, ils sont situés d’un méme c6té de la droite qui joint leurs origines.
Sur les figures 0.4.1. et 0.4.2. les vecteurs AB et CD sont de méme sens.
Sur la figure 0.4.2., les vecteurs AB et EF sont de sens contraires ainsi
que les vecteurs CD et EF.

Vecteurs équipollents

On dit que deux vecteurs (liés) AB et A'B’ sont équipollents si le
quadrilatere ABB'A’ est un parallélogramme ( fig. 0.4.3. a). Dans le cas
ou AB et A'B’ ont méme support, nous dirons qu’ils sont équipollents
§’ils sont liés par deux parallélogrammes (fig. 0.4.3.b). La définition de
la remarque 0.4.1. s’imposera en Mécanique.

Si des vecteurs AB et A'B’ sont équipollents, nous avons les pro-
priétés suivantes (fig. 0.4.3. a) qui sont celles des parallélogrammes -

a) les vecteurs AA’ et BB’ sont équipollents,

b) les segments AB" et BA’ ont le méme miliew M. Chacune de ces
deux propriétés est caractéristique de I’équipollence, y compris lorsque
AB et A’B’ ont méme support. Considérons un troisiéme vecteur A”B”
que nous comparons aux deux premiers ci-dessous,

c) si AB est équipollent & A'B’ et A'B’ 4 A"B”, alors AB est équi-
pollent & A"B". Cest une conséquence immédiate de Iaxiome (0.1.5.).

Vecteurs liés, vecteurs glissants, vecteurs libres

Un vecteur dont T'origine et I'extrémité sont parfaitement déter-
minées est un vecteunr lié.

On parle d'un vecteur glissant AB de support (A) pour deszgne; l'un
quelconque des vecteurs liés équipollents au vecteur lié AB et de support
(A). L'origine reste arbitraire sur le support donné.
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On parle d’un vecteur libre AB pour désigner l'un quelconque des
vecteurs liés équipollents au vecteur lié AB. L’origine reste arbitraire dans
le plan ou dans Uespace.

Si deux vecteurs liés AB et A'B’ sont éqﬂipollents, les vecteurs
libres sont identiques et nous écrivons

AB = A'B".

0.5. GEOMETRIE SUR UN AXE DIRIGE

Soit x'x un axe dirigé, cest-a-dire une droite illimitée sur laquelle
on choisit un sens positif de parcours (fig. 0.5.1.). L’expérience- montre
que la résultante de deux forces portées par un méme axe (fig. 0.5.1.)
s'obtient en mettant les vecteurs qui les représentent bout d bout comme
le précise la définition suivante : ' '

Définition 0.5.1.

La somme géométrique de deux vecteurs glissants Vi et V2
sur un axe (A) est le vecteur glissant V obtenu de la maniére
suivante (fig. 0.5.2.) : on méne par un point A quelconque
de (A) le vecteur AA; équipollent & Vi, puis par A; le
vecteur AjA, équipollent & V. Alors le vecteur glissant
V = AA; est la somme V; + V. Nous écrirons

(0.5.1.) AA; = AA; + Aj1A; soit V= Vi 4V,

On obtient le méme vecteur glissant V si la construction s’effectue
en partant d’un autre point B de (A). En effet les vecteurs AA; et BB,
sont équipollents comme on peut le voir sur la figure 0.5.3. Par ailleurs
il est facile de montrer que I'addition des vecteurs posséde les mémes
propriétés que celle des scalaires, soit

(@ Vi+Vy=Vys+4+V,

() Vi+ (V2 + Vs) = (Vi + V) + V5,

(¢ Vi+0=V,,

(d) tout vecteur glissant V = AB posséde un opposé — V = BA.
Nous conviendrons de noter 2. V le vecteur V + V, 3 'V le vecteur

V + V + V, etc. Plus généralement nous allons définir A . V pour tout
scalaire A.

Fic. 0.5.1.

w / W\\\

A A A, B By B,
FiG. 0.5.3.

Remarque 0.5.1. — De la définition de P'addition
et de ses propriétés, nous pouvons déduire la
relation de Chasles vectorielle

AA; + AAx + L+ Ap-1A, + AGA =0,
si A, A1, Az, ..., A, sont des points d’un axe (A).
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Fi1G. 0.54.

3
Exercice 0.5.1. — Construire le vecteur 3 AB 3
partir du vecteur AB.
Exercice 0.5.2. — Soit A, B, C et D quatre points

alignés sur un axe, M, N, P et Q les milieux de
AB, BC, CD et DA. Montrer que MN = PQ.

Produit d’un vecteur par un scalaire

Nous traitons d’abord le cas simple du partage d’un vecteur AB
en n vecteurs égaux. Dans le cas n = 2 la construction a la régle est
celle du milieu d’un segment ( fig. 0.1.13. a).

Exemple 0.5.1.

Portons sur (A) un point I; (fig. 0.5.4. a), puis les graduations
I, Is, ..., extrémités des vecteurs 2 . Al;, 3. ALy, . . ., etc. Considérons
la droite I3B et les paralléles a celle-ci menées par I; et I, qui coupent
ABen Cet D. D’aprés le théoréme de Thalés (0.1.6.) nous avons

AC = CD = DB,
soit aussi
AB = 3. AC.

Nous avons réalisé la trisection du vecteur AB ou du segment AB et
nous notons

0.52) AC = % .AB, AD = -3?1 AB.

Plus généralement, les paralléles a BI, (fig. 0.5.4. b) menées par
I, I, ..., Is—1 coupent AB aux points Cy, Cy, ..., Cyey. Clest un
partage de AB en n vecteurs égaux et :

0.53. AC; = ;11- . AB.

Nous notons C, le point de la graduation tel que
AC, = p.AC, =5.AB.

Nous avons créé ainsi une graduation sur AB, en particulier, si
n = 10% ou k est un entier au choix. Il s’agit alors d’une graduation
de type décimal. (Le mot graduation est pris dans son sens courant.)

Exemple 0.5.2.

Considérons I’encadrement a 10~ 3 prés du nombre = :
3,141 < 1w < 3,142,
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Nous pouvons construire les vecteurs

ACs3141 = 3141.1073 AB,
AC3142 = 3142. 1073 AB.
1l suffit d’avoir partagé AB en mille. Ce sont des approximations
du vecteur © . AB obtenu i la limite en augmentant le nombre de déci-

males de 7. La définition suivante (qui est en méme temps un axiome)
est fondée sur cette méthode.

Définition 0.5.2.
Soit A un nombre réel dont on connait les approximations
décimales a 107% prés N
0.54.) Ne. 107¥ < A < (N + 1).107%
ot entier N dépend du choixde k = 1,2, ...
Soit V = AB un vecteur glissant sur (A), gradué par les
points Ci, Cz, ... en 10* parties égales. Nous pouvons
tracer pour tout k (fig. 0.5.5.) les vecteurs
ACn, = Ni.107*AB,
ACn+1 = (Nk + 1).107%. AB.
Il existe un point R, et un seul, commun d tous les segments
Cn,. Cn,.+1. Par définition
(0.5.5.) AR =A.AB, ou V =A.V.

Cette opération suit des régles commodes vis-3-vis de. I’addition.
Nous admettrons les propriétés suivantes :

(@ A.(Vi+V)=A.Vi +2.V,
" (05.6.) (B) M +r).V=24.V+2r.V,
(C) A1 . (7\,2 . V) (7\,1 . 7»2) .V.

1l

Rapport de deux vecteurs glissants

Etant donné deux vecteurs glissants u et V, on peut trouver par approxi-
mations successives (remarque 0.5.3) un réel A unique tel que
V=>4i.u

Si Pon fixe le vecteur u, tout vecteur glissant V est alors
caractérisé par un mombre A, ce qui est trés commode. Ce

Remargque 0.5.2. — Si nous prenons
3,141 592 < nt < 3,141 593

le vecteur n. AB est approché par les vecteurs

3141 592.107¢ . AB,

3141 593.107% . AB.
11 faut avoir préalablement partagé AB en 1076,
La précision utilisée dépend du but que ’'on se donne.
Une longuenwr d’onde peut &tre mesurée avec une
grande précision.

R

_ |
R R P R P O

A B Cy\

100 Graduations sur AB (lz=2) Cry
FiG. 0.5.5.

Remarque 0.5.3. — La démarche décrite dans la

définition 0.5.2. correspond tout & fait aux procédés
utilisés en pratique (notamment quand A est irra-
tionnel). Le choix de l'entier k correspond & la
précision-voulue. 1 est courant de prendre comme
approximation de R 'un des deux points Cy, ou
Cny+1, ou méme le milien M, de ces deux points.

Remarque 0.5.4. — Partageons le vecteur unitaire
u en 10* parties égales. Alors la mesure du vecteur
V conduit 4 Ni . 107 < L < (N + 1) 1075 On
choisit la valeur A par excés ou celle par défaut et
Ponécrit V.= A . u.
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O_u v (A)
x ac
\\ (&)
yl Ol uv y
FiG. 0.5.6.
Remarque 0.5.5. — Pour deux axes paralléles

(A) et (A') il est commode de choisir des vecteurs
unitaires équipollents ( fig. 0.5.6.).

Exercice 0.5.3. — Soit trois points A, B et C deux &
deux distincts sur (A). Montrer que le rapport

CA
—= (et les rapports identiques) ne dépend pas du
CB '

choix du vecteur unitaire u.

Remarque 0.5.6. — Posons

(A+) = {Me(a)/OM > 0}
et (A-)={Me(A)/OM < 0}.
Cc; sont les demi-droites issues de O, dont I'existence
était a_fﬁr'mée au paragraphe 0.1. De méme
{M /OA < OM < OB} nest rien d’autre que le
segment AB.

vecteur fixe u, choisi de sens positif sur (A), est appelé vec-
teur unitaire. Le nombre A, rapport de V & u, est la mesure
algébrique de V par rapport d u. Si V = AB, on désigne
habituellement cette mesure algébrique par AB, soit

(0.5.7.) AB = AB .u.

"La valeur absolue de AB précise la notion de vecteur plus ou moins

grand. Par ailleurs le signe de AB indique le sens de AB par rapport
a u. La valeur absolue joue un grand réle comme on peut le voir ci-
dessous.

Définition 0.5.3.
On appelle module ou norme d’un vecteur glissant V = AB
par rapport & un vecteur unitaire # la quantité positive
| AB | que l'on note || AB |, ou simplement AB.

(0.58) |VI=1]AB|=]|AB|

On appelle distance des deux points A et B, étant donné
le vecteur unitaire u, le module du vecteur AB par rapport
au

La distance entre A et B est parfois notée d (A, B).

Ainsi la mesure algébrique n'est autre que la distance affectée du
signe + ou — suivant le sens du vecteur par rapport d u.

La mesure algébrique suit une régle trés commode vis-3-vis de
addition comme en témoigne le théoréme suivant :

Théoréme 0.5.1.

a) La mesure algébrique d'une somme est la somme des
mesures algébriques. '

b) Si l'on multiplie un vecteur par un scalaire k, sa mesure
algébrique est également multipliée par k.

C'est une conséquence directe des propriétés (0.5.6.).

Choisissons sur Ia droite x'x un point O comme référence ( fig. 0.4.1.).

L’abscisse x du point M sur un axe est la mesure algébrique du
vecteur OM que 'on note

05.9.) x=0OM ou OM = x.u.

S
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Pour tout vecteur AB de (A), nous pouvons écrire

AB = AO + OB = OB — OA,

d’ou
(0.5.10.)

Car la mesure algébrique d’'une somme (ou différence) est égale
4 la somme (ou différence) des mesures algébriques d’aprés la rela-
tion 0.5.6. b. Nous pouvons énoncer :

AB = OB — OA.

Théoréme 0.5.2.

La mesure algébrique du vecteur AB est égale a l'abscisse
de Pextrémité diminuée de Uabscisse de Porigine.

Relation de Chasles

Etant donné, sur un axe (A), des points en nombre quelconque A,

Ay, A, ..., A, on a, quelle que soit la disposition de ces points, la rela-
tion ' _
(0.5.11.) AA, +AA,+ ... + A 1A+ AA=0.

Cela résulte de la méme relation écrite avec les vecteurs, qui se
réduit & AA = 0 (¢f. remarque 0.5.1.).

Milieu d’un segment

Si M est le milieu du segment AB, alors le vecteur AM est équi-
pollent au vecteur MB (fig. 0.1.13. b) et nous avons MA + MB = 0
soit MA + MB = 0, ce qui veut dire que M est équidistant de A et B.
Si 'on applique la relation de Chasles en passant par lorigine O, il en
résulte (exercice)

(0.5.12.)

Ainsi l'abscisse du milieu d'un segment est la demi-somme des abscisses
des extrémités du segment.

Théoréme de Thalés

Ce théoréme trés connu généralise le théoréme (0.1.5.) sur les mi-
lieux des cotés d’un triangle. Considérons dans un plan (P) un triangle
ABC (fig. 0.5.7.). Soit (A) la droite AB munie d’un vecteur unitaire u,
(A) la droite AC munie d’un vecteur unitaire #’ (sans rapport avec u).

Remarque 0.5.7. — Le lecteur peunt retrouver la
relation (0.5.10.) grace 4 la notion intuitive de
distance, en supposant que A et B sont situés sur la
partie positive Ox (faire un dessin). Les points
O, A et B sont soit dans cet ordre, soit dans 'ordre
0O, B, A. ‘

Dans le premier cas, nous avons la relation entre
distances,

AB = OB — OA,
AB = OB — OA,

les trois mesures algébriques étant positives.
Dans le deuxiéme cas, nous avons

BA = OA - OB,
soit XE=O_B—J.

soit ici

Remarque 0.5.8. — Michel Chasles (1793-1880),
géométre, a présenté en 1830 A I’Académic de
Bruxelies son Apercu historique sur l'origine et le
développement des méthodes en géométrie. Cet ou-
vrage a le mérite délucider de fagon définitive les
questions relatives au signe des segments sur un
axe et au sens des angles dans le plan.

Exercice 0.5.3. — Retrouver le résultat (0.5.12.).

Exercice 0.5.4. — Soit A, B, C et D, quatre points
donnés d’un axe, M et N les milieux de AB et CD.
Montrer que

a) 2MN = AC + BD = AD + BC;
b) AB.CD + AC.DB + AD .BC = 0.

(D) 2
U
B
w,
@) 2
FiG. 0.5.7. (&
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Remarque 0.5.9. — Une conséquence importante
du théoréme de Thalés est la relation

PN AP AN

BC AB AC
(fig. 0.5.7.) pourvu que BC et PN soient munis de
vecteurs unitaires équipollents. Le lecteur pourra
le montrer en tragant par N la paraliéle & (A’) par
exemple.

~7 A B C (A"
FiG. 0.5.8.

Théoréme 0.5.3.

Si (D) est une paralléle au cété BC coupant (A) en P et (A))
en N (fig. 0.5.7.), alors

(0.5.13.)

L’égalité est facile & montrer si le nombre A = —ﬁ est de la for-
me -Z avec p et n entiers (cf. fig. 0.5.4. b). Dans le cas général considérons
les encadrements décimaux de A :

Ne. 107 < A < (Ni + 1). 107%

Partageons le segment AB en petits segments égaux de longueur
107% d’extrémités Cy, Ca, .... Ces graduations se projettent parallé-
lement a (D) en Dy, Dy, Dy, .. ., sur AC. _

Le point P, situé entre Cy, et Cn,+1 se projette au point N, situé
entre Dy, et D, +1 pour tout k. D’aprés la définition 0.5.2., il est immé-
diat que AN = A . AC, ce qu'il fallait démontrer.

Notons que N est la projection du point P sur AC parallélement
a BC (définition 0.1.4.). Le théoréme 0.5.3. entraine que le rapport de
deux vecteurs est invariant par projection paralléle, ou qu’une paralléle
aux bases d’un trapéze ACC'A’ (fig. 0.5.8.) divise les deux autres cOtés
dans le méme rapport (exercice). Nous pouvons énoncer. 4

Théoréme 0.5.4.

Les projections paralléles d’'un axe (A) sur un axe (A") conser-
vent le rapport des vecteurs glissants.

Division harmonique

Etant donné un segment AB de (A), il existe deux points C et D
qui divisent A et B dans le rapport k, c’est-a-dire que

CA DA

CB~DB_~

La construction ci-contre (fig. 0.5.9.) permet de trouver ces deux
points. L’un, C, est compris entre A et B, I'autre, D, ne I’est -pas, soit
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Définition 0.5.4.

Etant donné quatre points A, B, C et D d’un axe, C et D

- sont dits conjugués harmoniques par rapport a A et B si
les mesures algébriques CA, CB, DA et DB vérifient la
relation

DA

0.5.13. - =
( ) S

efls

Cette relation ne change pas si 'on modifie le sens positif de par-
cours. Cela signifie que A et B sont aussi conjugués harmoniques par
rapport a Cet D.

Les quatre points A, B, C et D, pris dans I'ordre indiqué, forment
une division harmonigue.

Si g, b, c et d sont les abscisses des points A, B, C et D prises avec
un sens positif et une origine choisis de maniére quelconque, la defini-
tion 0.5.4. se traduit par la relation

a—c¢ a—d

b b—d "
soit
(0.5.14.) (@a+b)(c+ d)= 2(ab + cd).

Cest la relation harmonique générale. Elle est valable quelle que
soit Porigine des abscisses.

Elle peut prendre des formes plus simples lorsque I'on particularise
le choix de l'origine comme nous allons le voir dans les exemples sui-
vants utilisés en optique géométrique, dans la théorie des miroirs
sphériques et des lentilles minces.

Exemple 0.5.1.
L'origineest I'un des quatre points considérés.
Sia = 0, par exemple, nous avons

b(c + d) = 2cd,

Exercice 0.5.5. — Les points A, B et C (fig. 0.5.9.)
forment une section dorée si

CA AB
CB AC
Calculer le rapport k en lequel C divise AB (k > 0).
+V/5
2
des proportions harmonieuses fréquemment uti-
lisées en art graphique.

1
C’est le mombre d’or égal 4 . Il correspond &

Remarque 0.5.10. — Une division harmonique
A, B, C, D est encore caractérisée par les relations
suivantes :

) AC _ BC
AD BD
b) AC.BD + AD.BC = 0;
AC BD )
€) == .== = — 1, noté encore
AD BC
{(A.B.C.D) = — L.

La quantité (A,B,C,D) s’appelle birapport des quatre
points A, B, Cet D.

‘Exercice 0.5.6. — Montrer que si a et b sont racines
de ’équation du second degré

ax?+2Bx+ =0
et ¢ et d de I"équation similaire
o x*+2f x+ =0
la relation (0.5.14.) prend la forme
e+’ =2BB.
Exercice 0.5.7. — Montrer que si C et D divisent

harmoniquement AB dans les rapports + k, le milieu
J de CD divise AB dans le rapport k.
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Exercice 0.5.8. — Soit un ensemble de quatre droites soit
concourantes ou paralléles issues des quatre points - 1 1 )
A, B, C et D d’une division harmonique. C’est un (0.5.15.) — o} e

Saisceau harmonique. . AC AD AB
3 M s I ? ’ 1

az Moqtrer que les 1ptersect1'ons A ,B,CetD (relation de Descartes)

d’une sécante et du faisceau déterminent encore une . o

division harmonique. AB est la moyenne harmonique de AC et AD.

b) Montrer qu'un faisceau de quatre droites concou- ) .

rantes est harmonique si, et seulement si, trois de

ces droites découpent deux segments égaux sur une

paralléle 4 la quatriéme.

Exemple 0.5.2.
Si l'origine des abscisses est le milieu 1 de AB, nous avons
AT = 1B,
soit a4+ b =0.
La relation 0.4.3. s’écrit
a.b+c.d=0
ou ‘
(05.16) » & = 1C.1D.
(relation de Newton).
. 4 Exemple 0.5.3.
\\%&' Considérons (fig. 0.5.10.) un miroir cylindrique de centre C et un
! ¢ rayon Al de faible incidence. Le rayon réfléchi coupe I'axe en A’. On .
A %S A F\ démontre la relation approchée
1 1 2
FIG. 0.5.10. T v s’

c’est-a-dire que la relation SCAA’ est harmonique, d’aprés la relation
(0.5.15.). Si F est le milieu de SC, la relation ci-dessus devient

FA .FA' = FS2
C’est I'analogue de la relation de Newton (0.5.16.).

Exercice 0.5.9. — Montrer que le grandissement Le point F est appelé foyer. C’est la limite du point A’ quand le
A'B o . . Fs point A s’¢loigne & Iinfini, c’est-d-dire quand le rayon incident est
7 = - du miroir cylindrique est égal 4 == s 1
AB F parall¢le a Paxe SC.

Cette propriété permet de construire 'image A'B’ d’un objet AB
(fig. 0.5.10.). '

SRR




0.6. Addition des vecteurs libres et multiplication des vecteurs par des scalaires 29

0.6. ADDITION DES VECTEURS LIBRES
ET MULTIPLICATION DES VECTEURS
PAR DES SCALAIRES

L’expérience montre que la résultante de deux forces s’obtient par
la construction classique du parallélogramme des forces (fig. 0.6.1.)
ce qui suggére la définition suivante :

Définition 0.6.1.

La somme géométrique de plusieurs vecteurs donnés
Vi, Va, ..., V, est le vecteur libre obtenu de la maniére
suivante (fig. 0.6.2.) : mener par un point A quelconque le
vecteur AA; équipollent au vecteur Vi, puis par A; le
vecteur A;A, équipollent au vecteur-V, et ainsi de suite
jusqu’au vecteur A, A, équipollent au vecteur V.

Le vecteur libre V équipollent au vecteur AA, est la somme
géométrique cherchée.
Le vecteur V est désigné par la notation

(0.6.1.) V=V +Vy+ ... +V,

Le résultat reste le méme si 'on remplace le point A par un autre
point arbitraire B. Il suffit d’appliquer I'axiome 0.1.5. autant de fois
qu’il le faut (exercice pour n = 2). Le contour BB:B; ... B, se déduit
du contour AA;A; ... A, par la rranslation AB (paragraphe 2.1.).

Dans le cas de deux vecteunrs ( fig. 0.6.3.) la détermination de
V=V 4+V;

se réduit a la construction classique du parallélogramme des forces.

D’aprés la construction (fig. 0.6.4.), il est clair que
' Vi+Va=Vy 4V,
Cette propriété de commutativité $'étend aisément & un nombre
quelconque de vecteurs.
De la définition 0.6.1., il s’ensuit également que laddition des
vecteurs est une opération associative { fig. 0.6.5.). = .
(Vi + V2)+ V3=V + (V2 + V3).

1l existe également un vecteur nul 0 tel que pour tout vecteur quel-
conque V

Résultante de deux forces.

Fi1G. 0.6.1.

Somme g ique de plusi
Fic. 0.6.2.
Vv
Vi v
Fi1c. 0.6.3.
Addition de vecteurs.
v
Vi
FiG. 0.6.4. ) v,

\/) ,
Commutativité de l'addition
de vecteurs.

ViV +V,

ST

ité de I'addition de
F1G. 0.6.5.
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V+0=0+V=V.
D’autre part, tout vecteur V a un opposé V' = — V qui vérifie
V+V =0
Multiplication de vecteurs par un nombre réel
‘/ / La définition (0.5.2.) reste valable si I'on remplace « vecteur glissant »
N,V -2V, v, par « vecteur libre ». Les vecteurs V et A . V ont méme direction : nous
Mutiplication des vectaurs par um noneore el dirons aussi qu’ils sont colinéaires. .
FiG. 0.6.6. Les propriétés (0.5.6.) que nous avons énoncées pour les vecteurs
glissants restent valables pour les vecteurs libres, soit
@ A(Vi+V))=A.Vy + L.V,
Remarque 0.6.1. — Nous avons défini le module 0.6.2) b A+w.V =k.V4pu.v,
| V] du vecteur V (définition 0.5.3.). Cette notion -
permet de déduire le vecteur A . V du secteur V de . (c) . Ap.V) ..V
la fagon suivante : et bien sir @ 1.V=V,

Sa longuenr est | A | . | V |.

SiV # 0etA >0alors A .V a la direction et le sens
du vecteur V.

SiV#0etd <OalorsA.Vala direction de V et
le sens opposé A celui du vecteur V.

SiV =0o0ul = 0(oules deux)alors V = 0.

Différence de vecteurs,

FiG. 0.6.7.

Alaplacede V; + (— V), on écrit simplement V, — V; (fig. 0.6.7.).
Ces propriétés, avec celles de I'addition définissent une structure d’espace
vectoriel (tome II1, paragraphe 0.1.) pour I'ensemble des vecteurs libres.

La multiplication par des scalaires permet d’envisager des sommes
« coefficientées »

S=M.Vi4+A2.Va+ ... + An . Vo
que nous appelierons combinaisons linéaires des vecteurs libres
Vi, Vs ...,V '
Il est également possible d’envisager des moyennes pondérées

MV 4+ Va4 ... 4+ Au Vi

M =
AM A A+ oo+ A

Ces moyennes vectorielles sont & Porigine de la notion de bary-
centre traitée ci-dessous, et qu’il est possible de sauter en premiére
lecture.
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'0.7. BARYCENTRES

Nous avons vu qu’il existait un point M unique appelé milien tel
que MA + MB = 0 et que, si nous choisissions une origine O sur AB,

nous avions OM = -;—(OA + OB).

Nous allons généraliser cette notion de milieu de deux points.
Soit n points Aj, Az, ..., A, de I'espace et n nombres reels non tous
nuls oy, &z, ..., 0.

Nous voulons déterminer s’il existe un point M tel que

(0.7.1.) ot MA; + 0o MA; + ... + axMA, =0

n

ou encore Y o MA; = 0.

=1
Choisissons une origine O. La relation 0.7.1. sécrit alors
o1 (MO + OA;) + a2 (MO + OAz) + ... + 0, (MO + OA,) =0,
soit
072) (1 + 02 + ... + ) MO + a1 OA; + 02 OA2 + ... +
on OA, = 0.
Dans le cas général ot o3 + o2 + ... + o # 0, nous obtenons

0.7.3.) ()M_~°°10A1 + oz OAz + ... + o, OA,
v'-. b a1+a2+...+an

Tl est facile de montrer que le point M ainsi obtenu est unique
(exercice).

Définition 0.7.1.
Nous appellerons barycentre de n points A;, affectés de

coefficients o; tels que 2 o # 0, le point M défini par la
relation =1

N\
*Ag *Ag > tz
/

Fic. 0.7.1.

Remarque 0.7.1. — Soit une plaque homogéne
composée (fig. 0.7.1.). Nous avons vu au tome I
que le centre de gravité de la plaque s’obtient a partir
des centres de gravité A, Az, .., A, des divers
éléments. Le centre de gravité est le barycentre de
ces points chargés par les masses mi, Mz, ..., M.

Exercice 0.7.1. — Soit un parallélogramme ABCD.
Calculer les vecteurs

U = MA — MB + MC - MD,

V = MA + MB — MC — MD.
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'z

Equilibre
A A, A;
G
[ ] @ ]
my my m3
Fic. 0.7.2.

Remarque 0.7.2. — Lorsque ’espace est muni d’un
repére cartésien (cf. paragraphe 0.9.), nous pouvons
donner I'expression des coordonnées du barycentre
M (xg, yo, zc) en fonction de celles des points
Ai (xi, yin i)

" " [

.Zl O Xi _Zl oy yi ‘Zxa' Zi
xg = 55 ) Yo = I_:'n*"‘: 26 = .
Z oy Z i Z o
i=1 i=1 i=1
Exercice 0.7.2. — Déterminer le centre de gravité
de la plaque dessinée figure 0.7.1.
Exercice 0.7.3. — Montrer que dans le cas on

n .
Z a; = 0, le vecteur U peut s’exprimer sous la
=1

forme o; B;A;, ot B, désigne le barycentre du
systéme Aj (0i2), As (2t3), ..., Ay (o).

ma ma ma
FiG. 0.7.3.

Exemple 0.7.1.

Considérons une tige rectiligne sans masse 4 laquelle sont accro-
chées trois masses m1, ma, ms aux points Ay, A,, As ( fig. 0.7.2.). 1l sagit
de déterminer en quel point G de la tige est appliquée la résultante des
trois poids.

D’aprés le théoréme des moments, nous avons
my GA1 + ma GA; + m3 GA; = 0,
soit m1 GA1 + mz GA; + m3 GAs = 0.
En prenant par exemple A; comme origine,

ma A1Az + m3 AjAs

AG =
mi + mz + ms

Dans le cas particulier ot oy + az + ..
0.7.3. s’écrit U = 0 en posant

U = o3 OA; + o2 OAz + ... + o, OA,.

o+ o, = 0, la relation

Si U est le vecteur nul, tout point M de P’espace est barycentre;
le probléme est indéterminé. Sinon, le probléme est impossible et la
somme oy MA; + oz MA2 + ... + o, MA, est égale & un vecteur U,
indépendant du point M (exercice). ‘»

Exemple 0.7.2. ‘

Considérons le systéme représenté figure 0.7.3. ot la masse ms
agit en sens contraire de m; et m,.

En appliquant le théoréme des moments, nous pouvons écrire que
mi . GA1 + ms . GA; — m3. GA3 = 0.
Il en résulte un point G, sauf si ms = m; + ms. Dans ce cas le

vecteur my GA; + my GA, — ms GAs est égal am; AzA; + mz'A3A2,
vecteur qui n’est jamais nul (le systéme des poids revient & un couple).

Propriétés du barycentre

a) Lebarycentre est indépendant de 'ordre des points Ay, As, . . . An.

b) Lorsque nous multiplions les coefficients o; par un scalaire
d différent de zéro, le barycentre des points Ay, Aa, ..., A, nest pas
modifié. 4
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¢) Le barycentre des n points est inchangé lorsque p des n points
sont remplacés par leur barycentre affecté d'un coefficient égal a la
somme des coefficients de ces p points, supposée non nulle.

Soit par exemple o; + o2 = B # 0 et B le barycentre de A; (o)
et Az (02). Nous avons donc

oy MA; 4+ oy MA; = BMB
La relation 0.7.1. s’écrit alors
BMB + o3 MA3 + ... + o, MA, = 0.

M est le barycentre des points B, As, ..
o3, ...y Ol

., A, affectés des coefficients B,

La propriété c) est trés utile lors de la recherche pratique des bary-
centres.

Exemple 0.7.3.

Centre de gravité d’'un triangle ABC {fig. 0.7.4.).

Nous voulons déterminer le barycentre G du systéme A (1), B (1)
et C (1). Soit D, E et F les milieux de BC, AC et AB respectivement.
Draprés les propriétés précédentes, G est le barycentre de A (1) et D (2).
Donc G appartient & la médiane AD et par analogie aux médianes
BE et CF. Clest donc le point de concours des médianes. De plus, la
relation GA + 2 GD = 0, ou DA = 3 DG montre que G est au tiers
de la médiane a partir de A.

0.8. PROJECTIONS PARALLELES SUR UN.AXE

Nous connaissons déja les projections sur un plan parallélement
4 une droite, C’est I'inverse ici. '

Soit (D) une droite donnée de Iespace et soit (P) un plan donné
non paraliéle & (D). '

Définition 0.8.1.

On appelle projection d’un point M de I'espace sur la
droite (D) parallélement au plan (P) la trace M’ sur (D) du
plan paralléle & (P) mené par M ( fig. 0.8.1.).

Exercice 0.7.4. — Déterminer le barycentre de trois
points A, B et C alignés affectés respectivement
des coefficients — 1, 1 et 1.

Exercice 0.7.5. — Soit A, B et C trois points alignés
tels que B soil le milieu de AC. Montrer que le
conjugué harmonique de C par rapport a'A et B
est le barycentre de A (1) et B (2).

Exercice 0.7.6. — Déterminer le barycentre des

points A (— 1), B {1), C (1) lorsque A, B, Csont les
sommets d’un triangle. Programmer Paffichage sur
écran des points A, B, C, G (coordonnées, cf.
Remarque 0.7.2). De méme avec des coefficients
quelconques o, B, 7.

Programmer le tracé du cété AB, lieu des points M
barycentres de A (A\) et B (1 — A)avec 0 < A < 1.

Exercice 0.7.7. — Déterminer le barycentre des
sommets A, B, C et D d’un quadrilatére convexe,
affectés du coefficient 1. Etudier le cas particulier
d’un parallélogramme.

Fic. 0.8.1.
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Fi1G. 0.8.2.

A tout point M de I'espace correspond un point M’, et un seul:
inversement a tout point M’ de (D) correspondent une infinité de points
M, (fig. 0.8.1.) dont le lieu est le plan (P') mené prallélement a (P) par
le point M.

Prajection d’un vecteur sur un axe

La projection d’un vecteur AB sur un axe parallélement a
un plan, est le vecteur A’B’ ayant pour origine et pour extré-
mité les projections de origine et de I'extrémité du vecteur
donné,

Nous pouvons citer a cette occasion la forme finale du théoréme
de Thalés dans I'espace, relatif & deux axes (A) et (A') non concourants
(fig. 0.8.2).

Nous projetons les points A, B et C de (A) sur (A') parallélement
a un plan. Soit A’, B', C' les projections. Nous voulons montrer égalité

_AB
Il est possible de se ramener au théoréme de Thalés dans le plan
(0.5.6.) en menant par A’ la paraliéle 4 (A), qui perce les deux autres

IB//

(0.8.1.)

g Bl

plans en B” et C". Les rapports (0.8.1.) sont tous égaux ol

D’otl le théoréme

Théoréme 0.8.1.
La projection paralléle sur un axe (parallélement d un plan)
conserve le rapport des vecteurs glissants.
Projections orthogonales
La projection est dite orthogonale si le plan (P) est perpendtculatre
a la droite (D). Cest le cas le plus fréquent dans les applications usuelles.
Projection sur un axe de la somme géométrique de plusieurs vecteurs

Les projections de deux vecteurs équipollents faites parallélement
a une méme direction de plan sur un méme axe ou sur des axes paralléles
sont des vecteurs équipollents.
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Considérons ( fig. 0.8.3.) le contour A, Ay, Az, As, ..., A, par lequel
nous avons défini (définition 0.6.1.) la somme géométrique

V=Vi+Vy+ ... +V,.

Projetdns les points A, A1, Az, ..., An parallélement au plan (P)
sur un axe dirigé x'x. La somme géométrique AA, a pour projection
le vecteur A’A;.

Les projections A’, A}, ..., A, vérifient la relation de Chasles
(0.5.1.) qui s’écrit

AA, + A AL+ ...+ A_ A =AA,

Nous pouvons énoncer alors la proposition fondamentale suivante :

Théoréme général des projections 0.8.2.

La mesure algébrique de la projection sur un axe de la somme
géométrique de plusieurs vecteurs est égale d la somme des
mesures algébriques des projections de ces vecteurs.

Ce théoréme a une importance capitale et ses applications sont
trés nombreuses.

Nous allons. tout d’abord envisager la projection sur un axe dirigé -
d'un vecteur porté par un autre axe dirigé, parallélement & un plan (P).

Considérons un vecteur V porté par un arc dirigé (Z) le long duquel
il a pour mesure algébrique V. Si # est le vecteur unitaire de 'axe (Z)
nous avons

V=V.u

Si 'on projette V et # sur un axe dirigé (X) parallélement a un plan
(P), figure 0.8.4., il résulte du théoréme de Thalés que le rapport des
vecteurs V et u est égal au rapport de leurs projections V' et &', Il en résulte
V =V.u,
ce que I'on exprime par le théoréme.

Théoréme 0.8.3.

La mesure algébrique de la projection sur un axe (X) d'un
vecteur porté par un autre axe (Z) est le produit de la mesure
algébrique de ce vecteur sur (Z) par la mesure algébrique de
la projection sur (X) du vecteur unitaire de (Z).

FiG. 0.8.3.

Exercice 0.8.1. — Soit un plan (P) et une droite (D)
non paralléle & ce plan. Soit d’autre part deux droites
(A) et (A") du plan (P). Nous effectuons la construc-
tion suivante :

Un point M quelconque est projeté sur (P) en un
point N, paraliélement & (D); ce point N est alors
projeté sur (A) en L, parallélement a (A’). Montrer -
que L est la projection de M sur (A) parallélement &
un certain plan (faire le dessin).

M
/(D) Z A
(A N
P !
/

Fic. 0.8.4.

Fic. 0.8.5.
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Remarque 0.8.1. — Nous indiquons au paragraphe
0.10. I"idée qui conduit au cosinus de I'angle des deux
axes pour évaluer la mesure algébrique d'un vec-
teur projeté.

FiG. 09.1.

Nous allons maintenant voir des conséquences de la théorie des
projections. En effet, nous étudierons les propriétés des figures du plan
ou de I’espace 4 I’aide des coordonnées de certains points de ces figures.
Ceest I'objet de la géométrie analytigue dont René Descartes (1596-
1650) doit étre considéré comme le fondateur.

0.9. REPERES CARTESIENS

Coordonnées dans le plan

Soit dans le plan deux axes dirigés x' x et y' y, perpendiculaires ou
non, se coupant en un point O. A tout point M du plan, nous associons
ses projections P et Q sur chacun des axes parallélement & lautre
(fig. 0.9.1.).

Les mesures algébriques X = OP et Y = OQ des vecteurs OP
et OQ sur ces axes sont les coordonnées cartésiennes du point M; X est
I'abscisse de M et Y son ordonnée. Tout systéme de valeurs X et Y définit
un point M, et un seul.

Soit V un vecteur donné dans le plan des axes Ox et Oy sur lesquels
sont choisis des vecteurs unitaires i et j. Menons le vecteur OM équi-
pollent au vecteur V.

Nous avons
OM = OP + PM,
avec OP =Xi et PM=0Q =Y,
soit . ‘
(0.9.1.) OM = Xi + Yj.

X et Y sont appelés les composantes scalairves du vectenr V.

- Coordonnées dans Pespace

Considérons trois axes Ox, Oy, Oz, orthogonaux (fig. 0.9.2) et
choisissons sur chaque axe des vecteurs unitaires £, j, k. Nous obtenons
ainsi un repére cartésien orthogonal. L’extrémité M du vecteur OM
se projette orthogonalement en H, K et L sur les plans yOz, xOz et
xOy. Le point H se projette en Q et R sur Oy et Oz, le point K en P
et R sur Ox et Oz, le point L en P et Q sur Ox et Oy.
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Le contour OPLM formé de vecteurs équipollents aux vecteurs
OP, OQ et OR est le contour de coordonnées du point M. On écrit 'égalité
vectorielle

| OM = OP + PL + LM.
Si X, Y et Z sont les mesures algébriques de OP,
PL = OQ, L[M = OR,
nous avons

09.2) OM = Xi + Yj + Zk. .

X, Y et Z sont les composantes scalaires de tout vecteur libre V -

équipollent 8 OM.

Représentation des courbes

La représentation des courbes est d’une importance capitale en
physique et en mécanique pour I¢tude du mouvement des particules.
Cette importante partie des mathématiques est la géométrie différen-
tielle.

~ Un repére cartésien étant choisi, on peut représenter une courbe (C)
par la fonction vectorielle ( fig. 0.9.3.)
0.9.3.) r@)=x@i+y@®j+z@k

A chaque valeur fo de la variable ¢, correspond un point de (C)
repéré par le vecteur r (o) dont les coordonnées sont x (to), y (o), z (o).

Une représentation de la forme 0.9.3. est appelée une représenta-

tion paramétrique de la courbe (C), et ¢ le paramétre de cette represen-

tation. En mécanique la variable ¢ est le temps.

Dans les chapitres 3 et 5 nous verrons les représentations respecti-
vement des courbes planes et des courbes non planes de I'espace dites
courbes gauches.

0.10. ETALON DE LONGUEUR DANS LI’ESPACE

La notion de distance est capitale dans tous les domaines ot 'on
utilise la géométrie. Elle donne naissance aux notions de surface, de
volume, etc. Or nous nm’avons défini la distance que sur un axe donné (A)
dans le paragraphe 0.5., étant donné un vecteur unitaire u choisi sur
cet axe. Il est donc nécessaire d’harmoniser les vecteurs unitaires pour
toutes les directions possibles de I'espace. Nous partons de I'étalon

Remarque 0.9.1. — Soit A (xi, y1, z1) et B (xz, y2, 22)
deux points donnés. Les composantes X, Y, Z du

vecteur AB sont

X=X2—-X1, Y=y2—y1. Z=Zz—~21.

Remarque 0.9.2. — Lorsque deux vecteurs sont
paralléles, leurs composantes sont proportionnelles
(exercice).

Exercice 0.9.1. — Soit les points A (3, 5, — 4) et
B (1,3, — 2).

a) Calculer les composantes de AB.

b) Déterminer le point M de la droite AB d’abs-
cisse 5.

N
S
<

Fi6. 09.3.



38 Modéle mathématique de I'espace physique

constitué par un vecteur unitaire # sur un axe donné (A), et nous voulons
etalonner un axe quelconque (A’). Nous procédons selon les deux régles
suivantes : '

Régle 0.10.1.

Si laxe (A') est paralléle d (A), le vecteur unitaire u' de (A")
est choisi équipollent d u.

Régle 0.10.2.

Si l'axe (A') rencontre (A), le vecteur unitaire u' est choisi
(au sens prés) symétrique de u par rapport a la bissectrice de
Pangle (A, A').

FiG. 0.10.1.

0y (&) Nous savons construire une bissectrice (axiome 0.2.2.) pour effec-

tuer la symétrie considérée (fig. 0.10.1.). Si 'axe (A’) ne rencontre pas
w (A), il est aisé de tracer par un point de (A) un axe (A”) paralléle a (A").
I On applique alors les deux régles précédentes successivement (fig.
0.10.2.). Nous verrons au chapitre 1 (paragraphe 1.2.) que la symétrie
de la régle (0.10.2.) peut étre remplacée par une rotation ou une trans-
lation. Les transformations qui conservent la longueur sont appelées
isométries (paragraphe 2.1.). Il s’agit simplement de « faire venir » u
en u' sans dilatation ni rétraction (utiliser le compas!).

A

(A) 1 #

FiG. 0.10.2. En pratique ce sont les instruments de mesure qui permet-
tent de tracer des points de distance donnée : régle graduée,
compas, pied 4 coulisse, procédés optiques - (interféro-

T metre, télémeétre). ,

A L'unité de mesure du systéme international (SI) est le:

métre qui est la longueur égale a 1650 763,73 longueurs

M d’onde dans le vide de la radiation correspondant & la

0 = transition entre les niveaux 2 pio et 5 ds de I'atome de
krypton 86 !

A

Figures remarquables
FiG. 0.10.3. N . . P
11 résulte des régles (0.10.1.) et (0.10.2.) (ainsi que des résultats du
Remarque 0.10.1. — De la propriété (b) ci-contre, paragrap he 0'5') que
nous pouvons déduire une construction trés simple a) deux vecteurs équipollents ont méme longueur. Inversement

de la bissectrice d’un angle de demi-droites. Nous  deyy vecteurs de méme longueur et de support paralléles sont équi-
tragons (4 'aide d’un compas ou d’une régle graduée)

a partir de I deux segments TA et IA’ de longueur pollents; . . ) .
égale sur (A) et (A)) (fig. 0.103.). La médiatrice de b) deux vecteurs symétriques par rapport 4 une droite ont méme
AA’ est la droite cherchée par raison de symétrie. longueur.
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Inversement, deux vecteurs de méme longueur construits sur la
méme origine A sont symétriques par rapport aux bissectrices de leurs
supports.

Ces deux résultats permettent d’exercer les propriétés bien connues
des figures remarquables (parallélogrammes, cercle, sphére, etc.) com-
portant des segments égaux. Ce sont ces propriétés métriques (relations
a la longueur) qui seront étudiées aux chapitres suivants, avec la notion
d’angle qui joue aussi un role capital.

Repéres normes

Il est souvent utile de disposer d’un systéme étalonné de
vecteurs unitaires i, j, k pour repérer les points de I'espace
dans un repére cartésien (paragraphe 0.9.). On peut par

exemple choisir i, puis en déduire j et k par symétrie ou par.

mesure directe. On dit alors que le repére est normé. Si en
plus les axes sont orthogonaux, il s’agit en fait d’un repére
orthonormé qui sera 'outil permanent du chapitre 1.

Exercice 0.10.1 — Montrer que la symétrie par
rapport & un plan conserve la longueur des segments.

Remarque 0.10.2. — Les cdtés opposés d’un parallé-
logramme sont deux a4 deux égaux. Inversement
un quadrilatére dont les cotés sont deux 4 deux égaux
esl un parallélogramme. Si tous les cotés sont égaux,
il s’agit d’'un losange dont les diagonales sont des
axes de symétrie. Ces propriétés sont déja connues
des lecteurs.

Exercice 0.10.2 — Montrer que tout diamétre d’un
cercle (C) est axe de symétrie pour ce cercle; que
tout plan diamétral d’une sphére-(S) est plan de
symétrie pour (S).

Exercice 0.10.3.- — Montrer que les bissectrices
(D3) et (Da) de deux droites (Dy) et (D) sont ortho-
gonales, et que (Dy, D2, Da, Ds) est un faisceau
harmenique (exercice 0.5.8.).

Exercice 0.10.4. — Soit un faisceau harmonique
(D1, D2, D3, D4) dont les rayons (D) et (D2) sont
perpendiculaives. Montrer que (D;) et (D2) sont les
deux bissectrices de P'angle formé par (D) et (Da).
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0.11. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

0.11.1. — Montrer que les segments qui joignent les milieux de deux
cOtés opposés dun parallélogramme et les diagonales d'un
parallélogramme ont méme milieu.

0.11.2. — Soit ABCD un parallélogramme ol P et Q désignent les
milieux des c6tés BC et CD respectivement. Démontrer que AP
et AQ coupent la diagonale BD en des points E et F qui la
partagent en trois parties égales.

0.11.3. — On donne quatre points A, B, C et D, Combien y
a-t-il de plans passant par deux d’entre eux et le milieu du segment
joignant les deux autres?

0.11.4. — Ftant donné deux droites (D) et (D’) non dans un méme
plan, deux points A et B sur (D), deux points A’ et B sur (D’),
démontrer que les droites AA’ et BB’ ne sont pas dans un méme
plan. )

0.11.5. — On donne deux droites concourantes Ox et Oy. Une
droite (D) perce leur plan en A. Un point M décrit (D). Trouver le
lieu de la droite d’intersection des plans MOx et MOy. °

0.11.6. — Utiliser les vecteurs pour montrer que
a) les diagonales d’un rectangle ont la méme longueur;
b) les quatre diagonales d’un cube ont la méme longueur;

¢} les médianes d’un triangle se coupent en un point P qui divise

1
chaque médiane dans le rapport 5

0.11.7. — Soit quatre points alignés A, B, C et D et les milieux
Ide ABetJde CD.
a) Si la division (ABCD) est harmonique, démontrer

(ACBD) =2, AB? + CD? = 41J2,

1 1 1 1
AC BD AD BC
b) Montrer que cette derniére relation équivaut a
2T (AC.BD + AD .BC) = 0.

Etudier les réciproques possibles.

¢} 8i O désigne le milieu de IJ et M un point quelconque,

démontrer que
MA? + MB? + MC? + MD? = 4 MO? + 3112,
dans le cas ot la division (ABCD) est harmonique.

0.11.8. — Soit I et J les milieux respectifs des segments AB et CD
de la division harmonique {ABCD) telle que

DA CA
== - e = k> 1.
DB CB
a) Déterminer k pour queE‘B = AB. Montrer qu’alors
AB? = 2112

b) Déterminer k pour que CD = 2 "AB. Montrer alors les
relations suivantes :

AB? ='AC.BD: AC?=AB.CB et BD?=AB.AD.

0.11.9. — Montrer que les cétés AB et AC d’un triangle ABC
forment avec la médiane AM et la paraliéle (D) 2 BC menée par A,
un faisceau harmonique (exercice 0.5.8.).

0.11.10. — On donne trois vecteurs
a=i+2j b=2i+j+4k c=—5j
trowvera + ba+b+ca—bb—ab—c|a+b],
a b ¢
bl + 154 ap 137 TeT
0.11.11. — Trouver la résultante des forces suivantes :
aA)Fi =i4+3j~k Fr=5i-2k Fi=—j+3k
bYFy =3i +4j +2k, Fr=—-2i~5j—3k Fi=kFk

0.11.12. — Trouver les composantes d’un vecteur V douné par
son origine P (x, y1, z1) et son extrémité Q (xz, ya2, z2) dans un
repére orthonormé lorsque '

a) P(1,2,0,Q(3.21), b) PO 1, - 1,Q(0,42);

¢) P(2,4,6),Q(1,2,3), dP(0,00),Q (- 1L20).

Trouver dans chaque cas le module du vecteur V, le représenter
dans le repére orthonormé Oxyz.



chapitre 7

Eléments de géométrie euclidienne.

1.0. INTRODUCTION

Les instruments de mesure sont fondés sur la notion de distances
entre deux points donnés et d’angles entre deux directions données.
Les paragraphes 1.1. et 1.2. précisent et rappellent ces notions fonda-
mentales de distances et d’angles qui nous conduisent au produit scalaire
et produit vectoriel de vecteurs. Ces opérations permettent de déterminer
mathématiquement ces grandeurs physiques fondamentales.

1l en résulte une représentation analytique des droites, des plans,
des courbes.

Les fonctions vectorielles qui les représentent se dérivent comme
les fonctions d’une variable et on est conduit & la détermination des
vecteurs vitesse et accélération d’une particule en mouvement dans
Iespace, c'est-a-dire les vitesses et les accélérations au cours de ces
mouvements. '

1.1. DISTANCE DE POINTS, DROITES ET PLANS

La notion de distance est I'une des plus importantes car bon nom-
bre de raisonnements conduisent a la détermination d’une grandeur
fixant la distance entre des points, des droites ou des plans.
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FiG. 1.1.1.

Remarque 1.1.1. — Le lien entre plus courte distance
et orthogonalité apparaitra dans les ecalculs au
paragraphe 1.3., grice 4 la notion de produit sca-
laire. Nous verrons que dans un triangle, au plus
grand angle est opposé le plus grand coté (exercice
1.4.2.), en particulier 'hypoténuse OM d’un triangle
rectangle OHM, soit OH < OM. Nous verrons
dailleurs que OH = OM . cos 0 (relation 1.2.2.).

M,

FiG. 1.1.2.

Remarque 1.1.2. — La plus courte distance d’un
point & une sphére s’obliendra aussi en menant
une perpendiculaire. C’est 12 une propriélé trés
générale en géométrie.

Si la distance entre deux points revient simplement 4 la notion du
module du vecteur reliant les deux points, dés qu’il s’agit de distance
entre un point et une droite, un point et un plan, de la distance de deux
droites, il faut adjoindre a la notion de distance la notion de plus courte
distance d'un point quelconque d'une figure géométrique d un point quel-
conque de ['autre.

Distance d’un point d une droite ou d un plan

En géomeétrie plane, la distance d’un point a une droite est la longueur
de la perpendiculaire menée de ce point a la droite considérée.

Dans le plan (P) déterminé par le point et la droite (fig. 1.1.1.),
OH est le coté d’'un angle droit de I'un des triangles rectangles OMB
dont OM est ’hypoténuse.

Pour tout point M appartenant & (D), nous avons (remarque 1.1.1.)
(1.1.1.) OH < OM.

Autrement dit, OH est la plus courte des distances de O aux divers
points de la droite (D). C'est la distance de O a la droite (D).

Les propriétés des perpendiculaires et obliques de la géométrie
plane s’étendent a I'espace.

Définition 1.1.1.

La distance d’un point & un plan est la longueur de la per-
pendiculaire menée de ce point au plan.

C'est la plus courte des distances de O aux divers points du plan
considéré. :

Dans les plans OHM; et OHM: (fig. 1.1.2.), OH étant perpen-’
diculaire au plan (P) considéré, les triangles OHM; et OHM,, sont rec-
tangles en H et OH < OM; (paragraphe 1.2.), M; étant un point quel-
conque du plan (P).

Distance de deux droites paralléles ou de deux plans paralléles

Définition 1.1.2.

La distance de deux droites paralléles (de deux plans paral-
1eles) est la plus courte des distances d’un point quelconque
de I'une (de I'un) & un point quelconque de I'autre.
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Soit (P) et (Q) deux plans paralléles (fig. 1.1.3.) et A’, B’ les pieds
des perpendiculaires au plan (Q) menées de deux points A et B du plan
(P). Les droites AA’ et BB’ sont paralléles. La figure ABA'B' est un rec-
tangle d’aprés la propriété fondamentale de la perpendiculaire a un
plan. Par suite, les segments AA’ et BB’ ont méme longueur. Si l'on
joint A & un point M; du plan (Q), le triangle AA'M; est rectangle en A
et I'on a, quel que soit M} dans le plan (Q), # = AA’ < AM;. La distance
des deux plans est égale a i

De la méme fagon (fig. 1.1.3.), d est la distance des deux droites
paralléles AB et CD du plan (P).

La distance de deux droites paralléles ou de deux plans paralléles
est la longueur de la portion de leur perpendiculaire commune comprise
entre ces droites ou ces plans.

Nous pouvons tirer quelques conséquences faciles a démontrer de
ce résultat.

Théoréme 1.1.1.

Le lieu géométrique des points de l'espace situés a une dis-
tance donnée d'un plan donné est I'ensemble de deux plans
paralléles a,ce plan, construits de part et d'autre du plan,
a la distance donnée.

Théoréme 1.1.2.

- Le lieu géométrique des points équidistants de deux plans
paralléles est un plan paralléle aux précédents.

Distance de deux droites quelconques de Uespace

De tous les segments qui joignent un point d’une droite (D) a un
point d’une droite (A), lequel est le plus court?

1l sagit de deux droites de ’espace non situées dans un méme plan
et non paraliéles.

Nous avons vu au paragraphe 0.1. que les deux droites (D) et (A)
peuvent étre placées d’une maniére unique dans deux plans paralléles,
(P) passant par (D) et (Q) passant par (A) (fig. 1.1.4.).

Considérons le segment AB joignant un point A quelconque de
(D) 4 un point quelconque B de (A). Si 'on projette orthogonalement
A sur le plan (Q), le lieu de sa projection a est la droite (d) paralléle a
(D) projection de (D) sur (Q).

D
C d B
P A-
2
h
AN ®
Q M;
Fig. 1.1.3.
Remarque 1.1.3. — La propriété ci-contre sert

inversement pour vérifier le parallélisme de deux
plans : on effectue des mesures de distances en divers
points (vérifications de bitiments).

Exercice 1.1.1. — Soit un parallélépipéde rectangle
dont les c6tés mesurent a, b et ¢. Déterminer les
distances entre les arétes non concourantes.

Fig. 1.14.
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M N
Fic. 1.1.5.

Exercice 1.1.2. — Indiquer toutes les perpendi-
culaires. communes existant dans la figure 1.1.5.
qui représente une maison (prisme limité par deux
sections droites).

Or, AB est une oblique par rapport  la perpendiculaire Ag, sauf
si B et a sont confondus, et nous avons

Aa < AB.

Comme (D) et (A) ne sont pas paralléles, la droite (d) coupe la droite
(A) en N. Ce point N est la projection d’un point M de (D) et le segment
MN est égal a Aa. ’

Les points M et N sont donc les points de (A) et de (D) les plus
rapprochés.

La distance MN s’appelle la plus courte distance des deux droites.
Elle est égale 4 la distance des plans paralléles qui contiennent ces deux
droites.

La droite qui porte le segment MN est perpendiculaire aux plans
(P) et (Q) donc aux droites (D) et (A). On dit que cest leur perpendi-

‘culaive commune.

On peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.3.

Etant donné deux droites non paralléles de 'espace et non
situées dans un méme plan, il existe une droite, et une seule,
qui les coupe toutes les deux a angle droit. On l'appelle la
perpendiculaive commune aux deux droites. La portion de
la perpendiculaire commune comprise entre les deux droites
est le plus court segment qui joint un point de l'une @ un
point de Uautre. C'est la plus courte distance des deux droites,
souvent appelée distance des deux droites.

1.2. ANGLES DE DROITES ET DE VECTEURS

Si deux droites ne sont pas paralléles, elles forment entre elles un
angle non nul qu’il est important de pouvoir caractériser.

Cependant comme le montre la figure 1.2.1. pour des droites
coplanaires, il y a plusieurs déterminations possibles suivant les demi-
droites choisies (définition 0.2.6.).

Si les droites ne sont pas orthogonales, il y a selon les cas des angles
aigus et des angles obtus.

La notion la plus efficace est donc celle de 'angle formé par deux
demi-droites appelées cotés de l'angle, ou, ce qui revient au méme,

WLt
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par deux vectemrs portés par chacune des demi-droites et de méme
sens quelles.

Observons au préalable deux angles dont les cotés sont paralléles
et de méme sens.

La définition de la géométrie plane du sens de deux demi-droites
paralléles est applicable dans I'espace (paragraphe 0.1.). Ox et O'x’
sont deux demi-droites paralléles et de méme sens si, dans leur plan,
elles sont d’'un méme coté de OO".

Considérons un angle {O\y (fig. 1.2.2.). Menons par un point O’
deux demi-droites O'x’ et O'y’ respectivement paralléles & Ox et Oy

Arp : s ) N
et de méme sens. On obtient I'angle x'O’y". Que ces deux angles xOy

TN . ™~ . . a ~
et X'Oy soient dans un méme plan ou non, ils joueront le méme role
géométrique et nous les mesurerons par le le méme nombre.

Définition 1.2.1.

L’angle de deux demi-droites est I'un quelconque des angles
formés par les paralléles & ces demi-droites menées par un
point quelconque de I'espace.

Cette définition permet d’envisager I'angle de deux demi-droites
non coplanaires ( fig. 1.2.3.).

Mesure des angles dans le plan

Nous admettrons les résultats suivants qui ressemblent & ceux
concernant les vecteurs : addition des angles, multiplication par des
scalaires. Il sagira indifféremment de demi-droites ou de vecteurs.

E
Ces calculs supposent qua tout angle xOy soit associ€ un nombre
réel qui le mesure, noté (Ox, Oy).

On suppose que (Ox, Oy) et (Oy, Ox) sont de signes contraires.
C’est la mesure algébrique de Pangle. Elle est définie & « un tour prés »
sachant qu’un tour complet mesure 2 7 radians, ou 360 degrés.

Le résultat suivant, appelé relation de Chasles par analogie avec les
opérations vectorielles, est a la base de tous les calculs d'angles, que ce
soit en mécanique, en optique, etc.

/
/

B

o
Y

Remarque 1.2.1. — La mesure de I'angle est souvent
appelée angle par abus de langage. Il en est de méme
au niveau des notations qui ne distinguent pas tou-
jours 'angle et sa mesure.
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Remarque 1.2.2. — Si 'on change un vecteur en son
opposé, I'angle de vecteurs augmente de nt car

Vi, V) + (Va, — V2).

Le dernier terme représente un demi-tour, soit
n 4+ 2 kn.

(Vls - VZ) =

FiG. 1.24.

o

Fic. 1.2.5.

Théoréme 1.2.1.

Soit trois vecteurs libres Vi, V, et V3 d'un méme plan. Ils.
forment des angles dont les mesures algébriques vérifient

(121) (V4 Vs) = (V1, V2) + (Va, V3) + 2 kn,

ou k est un entier relatif quelconque.

Cette relation reste valable lorsque I'on remplace les vecteurs
par les demi-droites.

Exemple 1.2.1.

Dans P’étude d’un mécanisme épicycloidal (fig. 1.2.4), nous voulons
calculer I'angle (Ox, OM) appelé angle polaire du vecteur OM par
rapport 4 'axe Ox. Appliquons la relation de Chasles :

(Ox, OM) = (Ox, O0') + (00, OM) + 2 k.

Les deux angles au second membre sont généralement connus,
sachant les vitesses de rotation des roues dentées.

La relation ci-dessus peut s’écrire aussi
(00, OM) = (Ox, OM) — (Ox, 00") + 2 kx.

Elle rappelle la relation 0.5.10. selon laquelle la mesure algébrique
d’un vecteur est égale a I'abscisse de I’extrémité moins I'abscisse de
'origine.

L’axe Ox sert d’origine pour les angles et nous pouvons énoncer :

Théoréme 1.2.2.

L'angle de deux vecteurs du plan est égal d I'angle polaire
du vecteur extrémité diminué de l'angle polaire du vecteur
origine

(122) (V1, V2) = (Ox, V2) — (Ox, V1) + 2 k.

Exemple 1.2.2.

Considérons dans un plan la bissectrice »'Ib des dem1—dro1tes Tu
et In (fig. 1.2.5.). D’aprés la relation de Chasles,

(I, Iv) = (Iu, Ib) + (Ib, Iv) + 2 k=

Les deux angles au second membre sont déclarés égaux par raison de
symeétrie, c’est-a-dire que la bissectrice partage I'angle (Iy, Iv) en deux
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moitiés. Soit 8 leur valeur commune, o et B les angles polaires de Iu
et Iv par rapport a un axe de référence Ox. Nous pouvons écrire
B — o

9=2.

Par ailleurs,

o+ B
7

(Ox, Ib) = (Ox, Iu) + (I, Ib) + 2kn = o + 0 =

Cest-a-dire que I'angle polaire de la bissectrice est la demi-somme
des angles polaires des cotés de 'angle. II existe des constructions pour
le partage d’un angle en n angles égaux la trisection de 'angle fait I'objet
de ’exercice 3.2.2.

Produit de symétries d’axes concourants

Observons le résultat de deux symétries planes consécutives par
rapport 4 deux droites orientées «'Ou et »'Ov du plan, données par les
angles polaires :

(Ox, Qu) = a; (Ox,0v) =B (fig. 1.2.6.).

Calculons P'angle (OM, OM") 4 l'aide de la relation de Chasles.

(OM, OM") = (OM, OH) + (OH, OM) + (OM, OH') + (OH', OM")
= 2 (OH, OH).

Or (OH, OH) = (Ox, OH) — (Ox,0H) = — o,

(OM, OM") = 2 ([3 - o) = Cte.

Ce produit de symétries consiste & faire tourner OM d’un angle

2 (B — a) : Cest une rotation. Les transformations ponctuelles (transla-
tion, rotation,...) sont étudiées au chapitre 2.

Si les axes de symétrie sont orthogonaux, M' et M" sont alignés.
Clest une symétrie-point.

donc

Rapport de projection orthogonale

Soit dans le plan une droite de référence x'Ox et une droite u'Ou
(fig. 1.2.7.) donnée par

(Ox, Ou) = a.

Cest I'angle polaire de v'Ou par rapport & x'Ox. Soit M un point
de u'Ou, H sa projection orthogonale sur x'Ox. Le rapport C = —g_%

Remarque 1.2.3. — Soit deux vecteurs V; et Va,
et leurs symétriques V| et V4 par rapport & une droite
x'Ox du méme plan. Nous avons

(©Ox, V1) + (Ox, Vi) = 0 + 2 kn,

(Ox, V2) + (Ox, V5) = 0 + 2 kr,
d’ott par soustraction

V1, V2) + (V1, V3) = 0 + 2 kn.

C’est-a-dire que la symétrie change un angle de
vecteurs en son opposé.

Exercice 1.2.1. — Soit deux points fixes A et Bd’un
cercle de centre O et M un point quelconque de ce
cercle. Montrer que

1
(MA, MB) = > (OA, OB) + k.

On utilisera les médiatrices de MA et de MB. Ainsi
Pangle inscrit est la moitié de Pangle au centre.

'UI
Fig. 1.2.6.

(74

Remarque 1.2.4. — Lorsque 'on effectue deux sy-
métries d’axes paralléles, il en résulte une trans-
lation. En effet (faire le dessin)
MM" = MH + HM' + M'H’ + H'M"

=2 (HM' + M'H’)

= 2 HH'.
Ce produit de symétrie consiste 4 ajouter 3 OM
le vecteur constant 2 HH', car OM"' = OM + 2HH'.
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Fig. 1.2.8.

Remarque 1.2.5. — Il est commode de mesurer
Pangle aigu positif comme 'détermination pour
(D, D). ' t

Exercice 1.2.2. — Déduire (1.2.3.) de (1.2.1.).

‘4" a )
’f
P\ -~
FiG. 1.29.
A B
/ — -[-]
P

FiG. 1.2.10.

ne dépend pas du point M choisi, mais seulement de I'angle a.

Ce rapport C (a) est le cosinus de I'angle o, que le lecteur connait
bien, soit

(1.22) OH = OM . cos o

Angles de droites

Soit (D) et (D) deux droites quelconques de I'espace (d) et (d)
leurs paralléles menées par un point O (fig. 1.2.8.). L’angle des droites
(D) et (D) désignera I'un quelconque des angles orientés formés par les
demi-droites correspondantes-dans leur plan (fig. 1.2.1.). On le note
(D, D), et sa valeur n’est définie qu’a n prés. Malgré cette restriction,
les résultats précédents subsistent, notamment la relation de Chasles
entre les angles formés par trois.droites (D), (D), (D”) d’un plan

(1.2.3) (D, D") = (D, D) + (D', D") + kn.

Angle d’une droite et d’un plan

Soit AB un segment (ou un vecteur) et ab sa projection orthogonale
sur le plan (P) (fig. 1.2.9.).

Nous supposons que AB perce (P) en O et que AB n’est pas perpen-

‘diculaire a (P). Les projetantes Aa et Bb étant paralléles, nous avons

4 _ Oa
AB ~ 0OA

Le rapport 6;; est le cosinus de I'angle o, angle aigu que forme
la droite AB avec sa projection. On a donc

(1.24.) ab = AB x cos a.

Si AB est perpendiculaire au plan (P), le segment ab se réduit & un
point, sa longueur est nulle. L’angle o n’est plus défini. On convient
de dire qu’il est droit pour que la formule 1.2.4. soit vérifiée.

Si AB est paralléle au plan (P) (fig. 1.2.10.), le quadrilatére ABba
est un rectangle et ab = AB. L’angle « est nul, son cosinus vaut 1 et la
relation 1.2.1. est vérifiée.
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Nous donnons un nom 4 Pangle o :

Définition 1.2.2.

L’angle d’une droite et d’un plan est I'angle aigu que fait
cette droite avec sa projection sur le plan. Si la droite est
perpendiculaire au plan, I'angle est droit.

L’angle o ne change pas si nous remplagons la droite pér une droite
paralléle et le plan par un plan paralléle.
Nous pouvons énoncer le résultat de la formule 1.2.1.

Théoréme 1.2.3.

La projection d'un segment (ou d'un vecteur) sur un plan a
pour mesure le produit de la mesure du segment (ou de la
mesure algébrique du vecteur) par le cosinus de l'ungle de la
droite qui le porte et du plan.

Pour terminer avec cette notion d’angle, étudions les angles aigus
que fait une droite avec toutes les droites d’'un plan.

Soit (D) une droite qui perce le plan (P) en un point O (fig. 1.2.11).
Si (D) n’est pas perpendiculaire au plan, tragons sa projection (d) sur
le plan (P). Soit (A) une droite quelconque de ce plan passant par O.
D’un point A de (D), abaissons la perpendiculaire AH sur (A). Or, (A)
est aussi perpendiculaire 4 Aa, projection orthogonale de A sur (P).
Par suite, (A) est perpendiculaire au plan AaH, donc a aH.

~
Soit o I'angle aigu AOg, B I'angle aigu (ou droit) de OD et (A).
Dans le triangle rectangle AOH, nous avons -

OH = OAcos B

et dans le triangle OaA, nous avons
Oa = OA cos .

Or OH < Oa (hypoténuse du triangle OaA).
Par suite, cos B < cos o.
o et P étant aigus, il s'ensuit p > o.

Théoréme 1.2.4.

De tous les angles aigus que fait une droite avec les droites
d'un plan, le plus petit est celui de la droite et du plan.

(D)
O\ B (d)
7 a
4
e
N i Al
Fic. 1.2.11.
D C
NS B
~~ y
DY Obr ~_|C
// " )_’/
Al B
Fig. 1.2.12.
Exercice 1.2.2. — Déterminer 'angle d’une dia-

gonale d’un cube avec chacune des faces ( fig. 1.2.12.).
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P

FiG. 1.2.13.

Fig. 1.2.14.

Remarque 1.2.6. — Les plans (P) et (Q) forment
un diedre (fig. 1.2.14.) dont I'aréte z'z est orientée

et I'on peut poser

P, z'z, Q) = (Ou, Ov).
C’est I'angle formé par la section droite menée par O.

i

ol

P

£

e

P ——

——
o

’
1N

[+ n

FiG. 1.2.15.

Eléments orientés dans l'espace

Un demi-plan (R) issu d’un axe z'z peut tourner autour de cet
axe dans deux sens différents. Considérons (fig. 1.2.13.) un triedre
trirectangle formé par les demi-droites Ox, Oy, Oz. Soit (B) le demi-
bissecteur situé dans le quadrant xOy, et un observateur debout sur z'z,
regardant vers (B).

Régle 1.2.1.

Nous dirons que le triédre Oxyz est direct si xOz est a la
droite ¢t yO:z d lu gauche de l'observateur précédent. Dans
ces conditions nous posons

T
2

ce qui constitue une orientation du plan xOy.

(1.2.5)) (Ox, Oy) = = + 2 kn,

. s
Selon la méme convention nous avons (Ox, Ob) = y + 2 kn et

nous pouvons orienter tout angle de vecteurs (V, V') ou de demi-droites
(Ou, Ov) dans le plan xOy ( fig. 1.2.14.).

Considérons maintenant deux vecteurs quelconques de I’espace V
et V', que nous construisons a partir d’'une méme origine A (fig. 1.2.15.).

Deux cas peuvent se présenter :

1° Nous décidons d’orienter le plan (P) formé par A, V et V'. Cela
peut se faire en orientant la perpendiculaire (A) & (P) au point A. L’angle
(V, V') est alors orienté.

2° Le plan (P) n’est pas orienté.

Régle 1.2.2.

En l'absence d'orientation du plan formé par V et V', la
notation (V, V') désignera la détermination comprise entre 0
et Tt de 'angle des vecteurs V et V'.

Nous allons voir maintenant comment ces notions d’angles et de
distances vont se concrétiser 4 partir de produits de vecteurs.
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1.3. PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS

Nous utilisons les résultats vus précédemment concernant les
projections sur un axe. Il s’agira exclusivement de la projection ortho-
gonale.

Théoréme 1.3.1. (dit de la projection orthogonale)

La mesure algébrique de la projection orthogonale sur un
axe dirigé d’un vecteur porté par un autre axe dirigé est égale
au produit de la mesure algébrique du vecteur le long de l'axe
qui le porte, par le cosinus de I'angle des directions positives
des deux axes.

Ceci signifie (fig. 1.3.1).
(13.1) p=|V]|.cosy.

p est la composante du vecteur V dans la direction d’un vecteur Vv,
v étant angle formé par les vecteurs V et V'. p peut étre positive, nulle
ou négative suivant que I'angle formé par les deux vecteurs est aigu,
droit ou obtus ( fig. 1.3.2.).

Exemple 1.3.1.

Imaginons que O (fig. 1.3.1) soit un point matériel et quune
force V agisse sur cette particule qui, sous I'action de cette force, se
déplace d’un vecteur V' faisant un angle y avec V. Le travail G effectué
par la force sur le point matériel est le produit du deplacement, soit
| V' || par la mesure algébrique de la projection du vecteur V dans la
direction V', puisque seule la composante de V dans la direction du
déplacement sert au mouvement. Par suite, le travail G, qui est un
scalaire, est tel que

C=|V].|V].cos(V,V).

Définition 1.3.1.

Le produit scalaive de deux vecteurs V et V' est le nombre
égal au produit des modules de ces vecteurs par le cosinus
de leur angle.

Le produit scalaire se note V. V'
1.3.2) V.V =|V]| V" || cos (V, V).

Fic. 1.3.1.
Vv
Vo N
/ \ | {
= N R
P P
P =0 P=0 P <0

Fic. 1.3.2.
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FiG. 1.3.3.
Exercice 1.3.1. — Calculer les produits scalaires

des vecteurs de Ia figure 1.3.3.

Exercice 1.3.2. — Soit O et A deux points distincts
du plan et k un nombre donné. Quel est 'ensemble
des points M du plan tels que OM . OA = k ?

Remarque 1.3.1. — Soit dans le plan un axe (A)
portant un vecteur unitaire #. La projection d’un
vecteur V sur (A) est X = (V. u) . u. Cette expression
permettra l'expression vectorielle de la symétrie
par rapport a (A).

Exercice 1.3.4. — Soit un paraliélogramme ABCD,
de diagonales AC et BD. Montrer la relation

AC? + BD? = 2 (AB? + BC?).

Exercice 1.3.5. — Démontrer que, quels que soient
les points A, B, C et D du plan, la relation suivante
est vérifiée :

AB.CD + AC.DB + AD .BC = 0.

En déduire que les trois hauteurs d’un triangle
ABC sont concourantes (appeler D le point de
concours de deux hauteurs).

La valeur du produit scalaire de deux vecteurs est donc un nombre
réel indépendant du choix d’un systéme de référence dans I'espace.
Le produit scalaire permet de déterminer I'angle de deux vecteurs,
lorsque le produit scalaire est connu d’une autre maniére (voir 1.6.).
En effet, de la définition 1.3.1., nous tirons

_ V.V
VIV
Par suite (fig. 1.3.1.), la mesure algébrique p de la projection de V
dans la direction V' est d’aprés (1.3.1.)

\A4 ,
P =TV | V] .cos(V, V).

(1.3.3) cos (V, V)

En particulier, si V' est le vecteur unituire de I'axe sur lequel V
est projeté orthogonalement, nous avons | V' || = I et

p=|V]cos(V,V)=V.V
et le vecteur X projeté de V est
(1.34) X=(V.V)V.

Propriétés fondamentales du produit scalaire

De la définition 1.3.1,, il s’ensuit

Théoréme 1.3.2.
Deux vecteurs sont perpendiculaives si, et seulement si, leur
produit scalairve est nul.
. : ‘ T
En effet, puisque V est orthogonal a V', cos (V, V') = cos 5= 0

et donc V. V' = 0. La réciproque est évidente si V et V' = 0.

Dans I'exemple 1.3.1,, cela signifie qu'une force agissant sur une
particule perpendiculairement 4 son déplacement ne fournit aucun
travail.

Théoréme 1.3.3.

Le produit scalaive d'un vectewr V par lui-méme, appelé
« carré scalaire » du vecteur V est égal au carré du module
de ce vecteur.

En effet, de la relation cos (V, V) = cos 0 = 1, nous tirons

VY=V
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soit
(135) |V]=)V.V.
Avec (1.3.3.) et (1.3.5.), il vient
, V.V V.V
(1.3.6.) Vcos (V. V.) VTV ” 1/{7__‘7 \/‘_]’—‘7
De la définition 1.3.1,, nous déduisons I'égalité
(137) V.V =V.V.

Le produit scalaire est donc commutatif.

De méme, si A et A’ sont deux nombres réels quelconques, nous
avons

(1.38.) A (V. V)

A partir de la définition 1.3.1. et du théoréme fondamental des
projections (0.8.2.) (la mesure algébri ique de la projection de Vi + V4
sur le support d'un vecteur V est la somme des mesures algébrique des
projections de V' et V3), il vient

(1.39.) V.V + V) =

Cette relation exprime que le produit scalaire des vecteurs est distributif
par rapport & I'addition des vecteurs.

AV AV =

V.V, + V.V,

Exemple 1.3.2. _
Soit un triangle ABC (fig. 1.3.4.). Nous avons la relation vectorielle
BC = AC — AB.

Les carrés scalaires des deux membres de cette relation, compte
tenu de la propriété de distributivite, sont

BC? = AB? + AC*> — 2AB . AC.
Avec les notations habituelles (fig. 1.3.4.), nous avons la relation
(1.3.10.) 2 = b2 4 ¢ — 2bccos A
Si I'on ajoute et retranche 2 bc au second membre, il apparait que
(1.3.11) 2= (b + ¢ —2bc(l + cos A).
< @b+ cfouasx

C’est-a-dire que a* <b+cdoule théoréme :

AB2 + BC? + CD* + DA?

Exercice 1.3.6. — Soit O le centre du cercle de
rayon R, circonscrit & un triangle ABC et G le
cenire de gravité de ce triangle. Evaluer P’expression

- E = GA? + GB* + GC?,

en faisant intervenir O et G.

Exercice 1.3.7. — Montrer que les diagonales d’un
losange sont perpendiculaires.

Exercice 1.3.8. — Si ABCD est un quadrilatére

convexe et si P et Q sont les milieux des diagonales,
démontrer que

= AC? + BD? + 4 PQ>

Fic. 1.34.

Remarque 1.3.2. — Des trois relations analogues &

(1.3.10.) il est possible de déduire les théorémes

célebres connus sous le nom de cas d’égalité des
triangles.

1% cas : 2 angles et 1 cOté égaux;

2¢ cas : 1 angle et 2 cOtés égaux;

3° cas : 3 cOtés égaux.
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FiG. 1.3.5.

Exercice 1.3.9. — Déterminer le plus court chemin
de A vers B en passant par un point C de la droite
(D) (voir figure 1.3.5.).

Remarque 1.3.3. — La somme des angles d’un tri-
angle est égale a 1t :

(AB, AC) + (BC,BA) + (CA,CB) = =.

Il suffit d’appliquer plusieurs fois la relation de
Chasles entre les angles de vecteurs.

of H Pa) %
Fic. 1.3.6.

Exercice 1.3.10. — Déduire de (1.3.10.) la relation

. 2
sin A =B—c—l/p(p —a){p—-bip— 9

si p est le demi-périmétre du triangle (fig. 1.3.4.).
Exercice 1.3.11. — Montrer que

1
V.V = Z([]V + V|2~ |V -V]h.

Théoréme 1.3.4.

Dans un triangle, la longueur d’un cété est inférieure ou
égale d la somme des deux autres, soit

(1.3.12) [BC| < |BA| + ||AC]|.
Autrement dit, la ligne droite est le plus court chemin de B
vers C. ‘

Par ailleurs si le triangle est rectangle en A, P'égalité 1.3.10. se sim-
plifie et chacun reconnait le théoréme de Pythagore sur le carré de ’hypo-
ténuse,

a® =b* + %

Exemple 1.3.3.

Considérons le systéme bielle-manivelle (fig. 1.3.6.). L’abscisse x
du point P s’exprime facilement en fonction de 'angle 6 = (Ox, CM).
Nous écrivons

x = OP = OH + HP.

Or OH = R cos § et HP? = MP? — MH? d’aprés le théoréme de
Pythagore. MP est la longueur b de la bielle.

HM =HK + KM =h + Rsin 6,
d’ou

x =Rcos8 + |/b? — (h + R sin 0)2.

Les applications du produit scalaire sont nombreuses et variées.
Nous les rencontrerons tout au long de ce volume. Dans les exemples
qui suivent, nous allons voir des applications trigonométriques et
géométriques.

Exemple 1.34.

Les formules trigonométriques usuelles sont bien connues. Nous
les retrouvons a I'aide du produit scalaire.

Considérons le cercle trigonométrique de rayon unité (fig. 1.3.7.).
Soit M et M’ deux points du cercle trigonométrique
(joM | = om | =1)
tels que
- (Ox, OM) = q, (Ox, OM') = o’
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Si P et P’ sont les projections orthogonales de M et M’ sur Ox, la relation
de Chasles permet d’écrire
OM = OP + PM,
oM’ = OP' + PM.".
Le produit scalaire OM . OM' s'exprime de deux maniéres diffe-
rentes
OM.OM = OP.OP + PM.PM,
puisque les vecteurs OP et P'M’ sont orthogonaux ainsi que les vecteurs
OP' et PM.
D’autre part, OM . OM' = cos (&' — o).
En identifiant les deux expressions du produit scalaire, nous avons
cos (o — o) = cos o cos o + sin o sin o',
En faisant o = a, o = — b, puis o = a, o' = b, nous obtenons les
relations bien connues
cos (a + b) = cosacosb — sina sin b,
cos (@ — b) = cos acos b + sin asin b.

Les formules donnant sin (@ + b) et sin (¢ — b) s'obtiennent en
prenant

T T
o=—-—a o =b e a==-—a o =—Db
2 2

Exemple 1.3.5.

Considérons dans le plan un axe (A) muni d’'un vecteur unitaire .
Tout vecteur V se projette orthogonalement sur (A) en un vecteur X
donné par

(1.3.12) X=(V.0).u (remarque 1.3.1.).

Remarquonsque X.u = V.u, soit (V—X).u=0.

Autrement dit, Y =V — X est orthogonal a (A). Nous avons
V = X + Y. Cest une décomposition du vecteur V en deux composantes
orthogonales (fig. 1.3.8.). Le vecteur V' = X — Y a une interpréta-
tion simple : C’est le symétrigue du vecteur V par rapport a (A), soit,
en remplagant X et Y par leurs valeurs,

(1.313) V=2(V.w.u—V.

C’est 'expression vectorielle de la symétrie. Cette formule appliquée

Y
M
M'
N’
ob
P [§) P x
Fic. 1.3.7.
Exercice 1.3.12. — Soit trois points donnés A,

B et C et des nombres réels a, b et c. Exprimer
I’expression

E = a MA? + b MB? + ¢ MC?
A l’aide du barycentre des points A (a), B (b), C (c).
En déduire le lieu des points M tels que E est constant.

Remarque 1.34. — Soit deux vecteurs libres Vi
et Va, et leurs projections
X1 =(V1.ll)ll, Xz=(V2.u)u.

Alors X; + Xo =[(V1 + V2) . 4] . u.
Cest-a-dire que la projection d’une somme est la
somme des projections (cf. chap. 0).

Vi TNV
Fic. 1.3.8.
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Remarque 1.3.5. — Soit V; et V; deux vecteurs du
plan, V; et V; leurs symétriques par rapport a la
droite (A), exprimés & I'aide de la formule (1.3.11.).
Il est facile de montrer que V| LV, =V .V,
c'est-d-dire que la symétrie conserve le produit
scalaire des vecteurs.

Fic. 1.39.

Exercice 1.3.13. — Déterminer les vecteurs X
tels que A . X = ¢, oli ¢ est un réel.

Remarque 1.4.1. — L’espace peut étre orienté de
deux maniéres différentes. Nous n’approfondissons
pas ces questions ici.

a deux vecteurs V; et V2 ( fig. 1.3.8.) permet de montrer que le symetnque
d’une somme Vi + V, est la somme des symétriques 1+ Vi
méme le symétrique de L.V est A.V'. Autrement dit, la symétrie agxs—
sant sur les vecteurs est une transformation linéaire (tome III)

Exemple 1.3.6.

Considérons un plan (P). Nous savons (définition 0.2.2.) qu'un plan
est déterminé par une direction » normale 4 ce plan. Cette direction n
est perpendiculajre & toutes les droites du plan ( fig: 1.3.9.).

Soit O un point quelconque de 'espace et M un point de P. Si n
est unitaire, le produit scalaire OM . n s’écrit

OM .n = p,

p désignant la distance du point O au plan (P).

Ceest & partir de cette relation que nous écrirons I'équation d’un
plan (chapitre 5 et paragraphe 1.7.). :

14. PRODUIT VECTORIEL

A deux vecteurs, nous venons d’associer un scalaire. Cependant
de nombreuses applications physiques et géométriques associent &
deux vecteurs un autre vecteur. Donnons quelques exemples.

Exemple 1.4.1.

Vitesse d'un corps en rotation autour d'un axe fixe (A).

Considérons un disque (D) en rotation autour d’un axe (A) per-
pendiculaire a son plan (fig. 1.4.1.).

Cette rotation peut &tre simplement décrite & partir d’un vecteur
défini ci-dessous.

La direction du vecteur Q est celle de I'axe de rotation orienté
de fagon telle que la rotation s’effectue dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre pour un observateur qui regarde © de son origine vers
son extrémité. On peut également dire que le sens de Q vis-a-vis de la
rotation est celui du déplacement d’un tire-bouchon.

Le module de Q, soit || © || est égal & la vitesse angulaire de rotation
® du disque considéré, soit || [] = Q.
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La vitesse d’un point du disque D est le produit de la vitesse angu-
laire par la distance d du point & I'axe de rotation. .

Soit P un point quelconque du disque situé a la distance d de
'axe de rotation A. Au cours du mouvement, P se déplace sur un cercle
de rayon d. Sa vitesse est wd. Soit r un vecteur fixant la position du
point P & partir d’'une origine O quelconque prise sur I'axe de rotation.
Nous avons HP = d = | r || sin v, y étant 'angle (2, r).

Ainsi
od =[] .|r]|siny.
Cest le module de la vitesse V du point P.

Il est habituel de noter V = £ A r, avec V perpendiculaire au
plandeQ et deret

[V]=|e].|r]|sny.

Nous allons généraliser cette notion.

Définition 1.4.1.

Le produit vectoriel de deux vectenrs A et B pris dans cet
ordre est un troisiéme vectenr C déterminé de la maniére
suivante (fig. 1.4.2.) :

a) Sa direction est perpendiculaire a la direction de plan définie par
les vecteurs A et B. )

b) Son sens est tel que le sens de rotation autour de C amenant A
sur B soit le sens direct de Pespace [inverse de celui des aiguilles d’'une
montre, (cf. régle 1.2.1.)].

c¢) Son module est l'aire du parallélogramme construit sur A et B.

Le produit vectoriel se représente généralement par le symbole

(1.4.1.) C=AAB,
avec
(1.4.2) lcl=|AllB]|.sin(A B)

l’angle (A, B) étant choisi entre 0 et © [¢f. régle (1.2.2.)].

Par suite; si deux vecteurs sont paralléles, leur produit vectoriel
est nul et réciproquement si A et B sont différents de 0, vecteur nul.

C=ANB

[SEAYARE

C=-C=BAA

FiG. 1.4.2.

Remarque 1.4.2. — Considérons (fig. 1.4.3.) un
conducteur rectiligne de longueur | parcouru par
un courant d’intensité i, placé dans un champ
magnétique uniforme B faisant un angle « avec le
conducteur, L’expérience montre que ce conducteur
est soumis & une force F orthogonale & la fois a lui-
méme et au champ B. Le module de la force est
[F| = B.i.I.sina ’
Cette force peut se représenter par

F=i.lrnB,
ot [ est le vecteur qui coincide avec la tige conduc-
trice.

Si le conducteur n'est pas rectiligne, on envisage
un «élément de longueur », soit la différentielle
dl et 1a force ¢lémentaire

dF =i.dl A B.

La force résultante sur le circuit s’obtiendra en
effectuant une intégrale curviligne (chap. 6).

Fic. 1.4.3.
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Remarque 1.43. — Le module de C = A A B
représente aussi le double de P’aire du triangle cons-
truit a I'aide de A et B. )

Remarque 1.44. — La littérature anglo-saxonne
utilise souvent pour le produit vectoriel la notation
C=A x B.

Exercice 1.4.1. — Montrer que

|A ~ BJ* +|A . B = |A]* |B]*.

Fig. 14.4.

Exercice 1.4.2. — Démontrer & I'aide d’un produit

vectoriel

ot a, b, ¢ désignent les cOtés opposés aux angles

A, B, € dun triangle, R le rayon du cercle cir-
conscrit.

En déduire qu'au plus grand angle est opposé le plus
grand coté.

Propriétés fondamentales du produit vectoriel

a) En permutant les vecteurs A et B, C est changé en — C, car le
sens défini ci-dessous est inversé. Nous avons donc

(1.4.3.) BAA)=-(AAB (fig. 1.4.2).

Le produit vectoriel west pas commutatif. 11 est dit anticommutatif,

b) En multipliant A ou B par un scalaire positif, seul le module
de C est changé, C est multiplié par le méme scalaire. En multipliant
A ou B par un scalaire négatif, le sens de C est changé en méme temps
que son module est multiplié par le module du scalaire, C est donc
encore multiplié par le scalaire.

Il en résulte que, quels que soient les signes des scalaires Aet A,
les relations suivantes sont vérifiées :

A AAB=AAML.B)y=LA[A A B].
En combinant, nous obtenons
(144.) M A NB =M\ [A A B]

c¢) Le produit vectoriel est distributif par rapport & l'addition vec-
torielle.

(145.)

Un exemple simple va nous permettre de retrouver cette propriété.

CAA+B =CAA+CAB

Exemple 1.4.2.

Considérons (fig. 1.4.4.) un prisme mnopqr dont les cotés sont
formés par les vecteurs A, B, C et A + B, C étant perpendiculaire au
plan de A et B.

II est possible de représenter (cf. définition 1.4.1.) l'aire de chaque
face du prisme par un vecteur dont le module est égal a Taire de la face
considérée et dont la direction est normale a cette méme face dirigée
vers P'extérieur (par convention). .

Le prisme étant une surface-fermée, la projection de l'aire totale
dans une direction quelconque doit étre nulle, c’est-a-dire que le vecteur
resultant de ceux représentant chaque aire doit étre le vecteur nul.
Soit

(A+B)/\C+~;—A/\B+%B/\A+C/\A+C/\B=0.

Le produit vectoriel n’tant pas commutatif, il vient
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CAA+B =CArA+CAB

Nous allons maintenant voir quelques exemples ou le produit
vectoriel intervient.

Exemple 1.4.3.

Considérons un repére cartésien orthonormé (fig. 1.4.5.). Sur les
axes Ox et Oy, choisissons deux vecteurs unitaires 7 et j. Si 'axe Oz
~ choisi est tel que le tri¢dre Oxyz soit direct, le vecteur k = i A jestle
vecteur unitaire de 'axe des z.

Si le triédre n’a pas le sens direct conventionnel (sens de la pesanteur
en mécanique), nous avons

inj=—k

Exemple 1.4.4,

En mécanique, le moment .4 d’une force F par rapport a un point O
est défini comme le produit ' :
M= F|d
ou d est la distance (perpendiculaire) entre le point O et la droite support
de la force F (fig. 1.4.6.).

Si r est un vecteur quelconque d’origine O, ayant son extrémité M

sur la droite support de F, d s’exprime par
d=|r|sina
et, par suite,
M= r]|F|sina
ou a est 'angle formé par » et F.
Par suite, d’aprés la définition 1.4.1,,
M= |rnF|
Le vecteur
Mo =rANF=0MAaAF

est le vectenr moment de F par rapport au point O. Ce vecteur est perpen-
diculaire au plan déterminé par O et F et sa direction est celle d’un axe
de rotation autour de O, rotation que la force F a tendance a produire.

Indiquons une conséquence de la distributivité du produit vectoriel
par rapport a I'addition vectorielle (fig. 1.4.7.).

Exercice 1.4.3. — Soit A, B, C et D quatre points
de ’espace. Montrer que

AB A AC=DA A DB
+ DB A DC + DC A DA.

Exercice 1.4.4. — Montrer que I'aire d’un triangle

est S=Vpp-a@-b@ -0

. a+b+c
ot ST e
2
. S
le rayon du cercle inscrit r = —, le rayon du cercle
P
abe
circonscrit R = —.
48

Fic. 14.5.

Fic. 14.6.

Exercice 1.4.5. — Chercher le lieu des points O tels
que le moment . o d’une force donnée F, appliquée
en un point donné A, soit paralléle & une direction
donnée (vecteur «).
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FiGg. 14.7.

FiGc. 1.409.

Exercice 1.4.6. — Montrer que le moment %,
d’une force F par rapport 2 un axe (A) est égal au
produit scalaire

g(A) = M 10 . U,

ol o est le moment de F par rapport 4 un point
quelconque. O de I’axe (A), u le vecteur unitaire de
P’axe (A).

Si dans le plan de O et de F, le vecteur F est décomposé en deux
composantes Fy et F, nous trouvons

IFd=|F|d+]|F:|ds
car OA AF =0A AF; +0A A F,.

Cette relation est connue sous le nom de théoréme de Varignon.

Exemple 1.4.5.

Moment %y d'une force ¥ par rapport d un axe (A) = b'b (fig.
1.4.8.).

Pour calculer le moment d’une force par rapport & un axe, nous

- menons par le point A origine de F un plan (P) perpendiculaire 4 I'axe

b'b qu’il coupe en a. Le vecteur F se décompose en une composante Fa,
parallele a I'axe (A), donc perpendiculaire au plan (P) et une compo-
sante F(p) sur la droite CC' intersection du plan (P) et du plan déter-
miné par les vecteurs Fu) et F.

Le moment 4y de la force F par rapport a U'axe (A) est défini comme
la mesure algébrique du moment de la composante F(r) par rapport au
point a. En valeur absolue

[g(A’l = ” F(p) “ .d= ” F” .COS(X.d,
d etant la distance des deux droites bb’ et cc’, prise sur leur perpendi-
culaire commune (paragraphe 1.1.).

Le signe du moment %) est + ou — suivant que Fp tend 2 faire
tourner autour de (A) dans le sens positif ou négatif (paragraphe 1.2.).
Si.# o désigne le moment de F par rapport 4 un point quelconque O
de (A), on montre facilement que

(1.4.3.) Gay= Mp.u (exercice 1.4.6.),

ou u est le vecteur unitaire de I’axe (A).

Un exemple pratique de cette situation est donné figure 1.4.9.
lorsqu’une force inclinée agit sur un disque monté sur arbre monté
sur deux paliers.

Exemple 1.4.6.

" Couple et moment d’un couple par rapport d un point ou d un axe.

Un couple est formé par deux forces paralléles de méme module
et de sens opposé ( fig. 1.4.10. a). Appliqué sur un corps rigide, ce couple
exerce une action de torsion. .
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Cherchons & évaluer le moment de ce couple par rapport & un
point O quelconque.

Additionnons les moments de chaque force par rapport a O, soit
(fig. 1.4.10. b)
Mo =11 AF +1r2 A (—F),
ou ‘
//l/o=(r1 —-rz)AF=8/\F.
r; — Fz est un vecteur e dont le module est la distance d entre les
deux droites paralléles, supports des forces F et — F. Le moment .o

est perpendiculaire au plan des forces F et — F (fig. 1.4.10. c) et nous
avons :

. T
|t ] = el .| F]sin

soit
| o] = | F.d

En d’autres termes, le moment d’un couple par rapport a un point
quelconque O a pour module le produit de I'intensité de la force par
la distance entre les droites paralléles portant F et — F. On retrouve la
notion de distance (paragraphe 1.1.).

Le moment %, du couple par rapport & un axe (A) est la somme
des moments de F et — F par rapport 4 (A). On trouve comme précé-
demment

Gy = Mo .u, avec Mo =e AF.

Double produit vectoriel
Considérons le produit vectoriel suivant :

(A A B) A C.

C’est un vecteur X. Puisqu’il est perpendiculaire 8 A A B qui est
lui-méme perpendiculaire au plan de A et de B, et qu’il est aussi per-
pendiculaire & C, il sensuit que (A A B) A C est un vecteur situé dans
le plan de A et de B et perpendiculaire & C (fig. 1.4.11.).

Ainsi

AABAC=m.A+n.B

On montre (paragraphe 1.6)que m = — (B.C)etn = (A. C).

FiG. 1.4.10.a

Fic. 1.4.10.) FiG. 1.4.10.¢c

FiG. 14.11.

Exercice 1.4.7. — Calculeri A (i A j), (i A k) A &
a) directement, b) & I'aide de (1.4.6.) et (1.4.7.).

Exercice 1.4.8. — Ftudier le probléme de la division
vectorvielle, c’est-a-dire résoudre [’équation

A A X =B,
ot A et B sont deux vecteurs donnés. On utilisera
(1.4:6.) ou (1.4.7.).

Exercice 1.4.9. — Montrer que si A # 0 et que les
deux conditions .

A.B=A.C et AAB=AAC

sont vérifiées, nous avons B = C. Que se passe-t-il
si 'une d’entre elles seulement est vérifiée?
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BAC

Fig. 1.5.1.

Exercice 1.5.1. — Soit un triédre orthonormé repéré
par i, j, k. On pose

A=j+k B=i+k et C=i+]j
Dessiner le parallélépipéde engendré par A, B et C.

Calculer son volume. Décrire les parallélogrammes
constitués par les faces.

Exercice 1.5.2. — Soit un triédre orthonormé de
sens direct, c’est-a-dire que les vecteurs de base
i, j, k sont tels que

k=1iAnj
Calculer (i, j, u), avec
u=1i+j+k

Ainsi, le double produit vectoriel s’écrit

(14.6.) AABAC=A.OB ~ (B.C)A'
et de la méme facon

(14.7) ArBAC=A.C)B-(A.B)C.

Le produit vectoriel n’est donc pas une opération associative. (Il ne
faut donc pas oublier les parenthéses.)

1.5. PRODUIT MIXTE
DEPENDANCE LINEAIRE DES VECTEURS

Des combinaisons de produits vectoriels et de produits scalaires
apparaissent fréquemment dans les applications. Le plus important de
ces produits est le produit mixte de trois vecteurs A, B et C qui s’écrit

(15.1) ABC=A.BAQ)

Draprés les résultats des paragraphes 1.3. et 1.4., un tel produit
est une quantité scalaire.

Draprés la définition du produit scalaire de deux vecteurs, il vient

(fig. 1.5.1)
(ABC)=A.BAC)=|A|.|B A C|cosp.
Or
= | A | cos B,
ou h est la hauteur du parallélépipéde (P) formé avec A, Bet C
D’apres la définition du produit vectoriel,
(hachurée) de 1a base de (P).

Ainsi, la valenr absolue du produit mixte (A, B, C) a une interpréta-
tion géométrique simple. Elle est égale au volume du parallélépipéde (P)
ayant A, B et C comme cétés adjacents. .

| B A C | est laire

Une autre conséquence des définitions du produit scalaire et du
produit vectoriel est que si deux vecteurs dans le produit mixte (A, B, C) -
sont paralléles, ce dernier est nul. De méme, si les trois vecteurs sont
coplanaires, le produit mixte est nul.

Quant au signe du produit mixte, il dépend de T'orientation relative
des trois vecteurs. Il est positif si, et seulement si, les trois vecteurs
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A, B et C forment un triédre direct. Ceci signifie que C et A A B sont
situés du méme coté du plan déterminé par A et B. Il s’ensuit que

15.2) (AAB).C=BAC.A=(CArA).B
et

AAC).B=BAA).C=(CnhrB.A
par contre,

A.BAC=—-B.(AACQC)
Cdmme le produit scalaire est commutatif, nous avons avec 1.5.2.
A BAO=AAB.C=BnrC.A
De plus, pour une constante quelconque k, nous obtenons
(1.5.3.) kA, B C =k(A B C.

Application au produit scalaire de deux produits vectoriels

Considérons le produit
(A A B).(C A D).
Posons C A D = u. Nous obtenons le produit mixte.
(AAB.u=A.BAru=A.[Bn(CnaD)].
Drapreés la relation 1.4.7,, il vient
(AAB.u=A.[B.D)C-(B.CD],

d'ou |
(154) (AAB).(CAD)=(A.CB.D)-(A.D)(B.C).
Dans le cas particulier ot C = A et D = B, nous obtenons
(1.55.) (AAB).(AAB) =(A.A)(B.B) — (A.B>

Cette relation est connue sous le nom d’identité de Lagrange.

En exprimant le produit scalaire & Taide de sa définition dans
Pégalité (1.5.5), nous retrouvons I'expression du module du produit
vectoriel

lAAB|2=]A[*.||B]>— [A]*.[B]*cos* (A B)
= | A[*.]B|?sin* (4, B).

Exercice 1.5.3. — Calculer (B A C, C A A,
A A B)en fouction de (A, B, C).

Exercice 1.5.4. — Soit A, B et C trois vecteurs
donnés, X un vecteur quelconque. Que peut-on dire
du produit mixte (A A X, B A X, C A X)?

Exercice 1.5.5. — Démontrer

(AAB).(CAD)+ (BAC).(AAD)
+(CAA).(BAD)=0.

Exercice 1.5.6. — Le vecteur (A A B) A (C A D)
s%crit «A -+ BB ainsi que yC + 8D. Calculer «,
B, v, & et en déduire

(A,B,C)D = D,B,C} A :

+ (O,C,A) B+ (D,A B)C.
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Remarque 1.5.1. — L’étude de la dépendance linéaire
est menée en détail au tome IIL L'équation (1.5.6.)
est identiquement vérifiée pour

ki =k = ... =k, =0.

‘Si I'on peut trouver des nombres k;, ..., k, non
tous nuls tels que la relation (1.5.6.) soit vérifige,
on peut diviser par I'un des nombres k; # 0 et
représenter le vecteur correspondant A; comme une
combinaison linéaire des autres. Ainsi, si k; # 0,
nous obtenons 4 partir de la relation (1.5.6.).
ka kn
Ap = — —A; — .. —-Z A,
38 kl 2 kl 1t
Dans ce cas, les vecteurs sont dits linéairement
dépendants. Si la relation (1.5.6.) n'est vérifiée que

pour k; = ... =k, =0, alors les vecteurs A; sont
dits linéairement indépendants.
B
A o A
/
o
FiG. 1.5.2.

Remarque 1.5.2. — Supposons A . (B A C) =0

Le vecteur A est orthogonal 4 B A C, donc
parallele aux plans dirigés par B et C, soit

A=m.B+n.C

Fi1G. 1.5.3.

- Application d la dépendance linéaire des vecteurs

Définition 1.5.1.

n vecteurs A, A, ..., A, sont dits linéairement dépendants,
si 'un d’entre eux au moins peut étre représenté comme
une combinaison linéaire des n — 1 autres. Si aucun des n
vecteurs ne peut étre représenté de cette facon, ils sont dits
linéairement indépendants.

Cela revient (remarque 1.5.1.) 4 Pétude de Péquation

(1.5.6.) ki Ay + ka Az + ... + ko Ay =0
d’inconnues ky, ks, .. ., kn.
Exemple 1.5.1.

Deux vecteurs A et B non identiquement nuls sont linéairement
dépendants si A et B sont colinéaires (fig. 1.5.2.). En effet, dans ce cas,
AAB=0

Inversement,si A A B =0, alors
[AAB|=[A].|B]sn@B
entraine (A, B) = 0 ou m puisque A # 0 et B # 0 par hypothése.

Par suite, nous pouvons énoncer :

Théoréme 1.5.1.

Deux vecteurs sont linéairement dépendants, si, et seulement
si, leur produit vectoriel est nul.

Exemple 1.5.2.

Trois vecteurs A, B et C non identiquement nuls sont linéairement
dépendants $’ils sont coplanaires (fig. 1.5.3.).

En effet, la dépendance linéaire implique que I'un des vecteurs
est une combinaison linéaire des deux autres, soit par exemple

A= mB + nC.

Il s'ensuit que le produit mixte A.(B A C) =0 et réciproquement
(remarque 1.5.2.), d’ot

Théoréme 1.5.2,

Trois vecteurs sont linéairement dépendants si, et sevlement
si, leur produit mixte est nul.
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1.6. EXPRESSION ANALYTIQUE
DES OPERATIONS VECTORIELLES

Nous avons déja vu au paragraphe 0.7. qu'un vecteur libre V
dans P'espace rapporté a des axes rectangulaires ou non s’écrit avec la
relation vectorielle fondamentale

(1.6.1.) V = Xi + Yj + Zk,

X, Y et Z étant les composantes du vecteur V, les vecteurs i, j et k étant
les vecteurs unitaires des axes du repere choisi.

Choisissons un repére orthonormé (O, 4, j, k).

Expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs

Nous avons vu au paragraphe 1.3. que le produit scalaire de deux
vecteurs vérifie des propriétés de linéarité. 1l en résulte que le produit
scalaire de deux vecteurs quelconques V et V' écrits 'un et 'autre sous
la forme (1.6.1.) est la somme des neuf produits partiels mis en évidence
par la formule

V.V = (Xi + Yj + Zk). (X'i + Y] + Zk).

Comme les vecteurs i, j et k sont unitaires et orthogonaux deux a deux,
nous avons

@ =07 =W =1,
i.j=j.k=Fk.i=0.
Nous en déduisons Iexpression suivante du produit scalaire :

(1.6.2) V.V = XX+ YY + ZZ.

Norme d’un vecteur. Distance des deux points

Dans le cas ou le vecteur V' est égal au vecteur V, la relation 1.6.2.
s’écrit
V.V=X?+Y2+ 7%
D’autre part, la relation 1.3.2.. sécrit
V.V= |V

Nous en tirons donc I'importante relation

(1.6.3) |V =VX*+ Y+ 22

Exercice 1.6.1. — Vérifier que les vecteurs suivants
sont deux 4 deux orthogonaux :

Vi=(L11), V.=(,2-3),
Vi=(5—4 —1)

Exercice 1.6.2. — Déterminer un vecteur U ortho-
gonal aux deux vecteurs V, = (— 1, 2, 0) et
Vs = (-3, —-12).

Exercice 1.6.3. — Pour quelles valeurs de a, les
vecteursU = (g, — 2, 1)et V = (24, a, — 4) sont-ils
orthogonaux?

Exercice 1.6.4. — Calculer le travail fourni par
une force F = 2i + j — k (N) & un objet se déplagant
le long d’un segment représenté par le vecteur
r=23i4+2j—5k(m).

Exercice 1.6.5. — Les sommets d’un triangle sont
situés aux points A (2, {, — 1), B(— 1,3, 2) et
C (I, — 2, 1). Déterminer la longueur de la
médiane AM.

Exercice 1.6.6. — On peut montrer (nous 'admet-
trons) que le centre I du cercle inscrit d’un triangle
(A, B, C) est le barycentre (paragraphe. 0.7.) des
sommets affectés des coefficients a, b et ¢, longueurs
des cotés. Tracer un organigramme de calcul des
coordonnées du point I connaissant les coordonnées
des sommets A, Bet C.
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Remarque 1.6.1. — Si les vecteurs V et V' sont
situés dans le plan xOy, ona Z = Z' = 0. Le produit
vectoriel V A V' se réduit daprés (1.66) a
(XY’ — YX') k. Sa mesure algébrique le long de
'axe Oz qui le porte est égale A I’aire du parallélo-
gramme construit sur les vecteurs V et V',

Exercice 1.6.7. — Soit les trois vecteurs
U=(,~11), V=(3,1,-3), W =(3,5 -9

Calculer U A Vet U A W, Que peut-on en déduire
pour U, V, W?

Exercice 1.6.8. — Calculer I'aire du triangle de
sommets A (2, — 3,1}, B(l, — 1,2)et C(~ 1,2, 3).

Exercice 1.69. — Déterminer un vecteur u, de
module 1, orthogonal aux vecteurs v (— 1, 2, 0)
etw(— 3, — 1,2).

Lorsque A et B sont des points de coordonnées (x1, yi, z1) et
(%2, y2, 2z2), nous retrouvons la formule donnant la distance de deux
points

(1.64) d(AB) = /(x1 — x2)% + (1 — y2)* + (21 — 22)%.

L’expression 1.3.3.donnant le cosinus de deux vecteurs V = (X, Y, Z)
etV = (X, Y, Z') devient

XX + YY + ZZ
VX + Y2 + 22 )/X? + Y2 + 272

cos (V, V) =

Composantes scalaires du produit vectoriel de deux vecteurs

Les vecteurs V et V' étant mis tous les deux sous la forme 1.6.1,
leur produit vectoriel est la somme vectorielle des neuf produits partiels
mis en évidence par la formule :

VAV =Xi+Yj+ Zk) A Xi+ Y+ Zk).

Or les vecteurs unitaires i, j et k, orthogonaux deux a deux, sont
tels que

I AN =jAj=kANk=),

i ANj=—jAi=k,
Jrnk=—knj=i
kni=—ink=]

11 en résulte donc
(1.65) VAV =(XZ - ZY)i + (ZX — XZ)j + XY - YX) k.

Ainsi, le produit vectoriel de V et V' a pour composantes scalaires
YZ' - ZY', ZX — XZ', XY’ — YX.

L’écriture de 1.6.3. est grandement facilitée si 'on remarque que
cette formule peut étre interprétée comme le développement d’un
« déterminant » par rapport & sa premiére ligne (voir tome III).

i-j k
(1.6.6.) VAV =|X Y Z
X Y Z

Mais attention, ce n'est pas un déterminant ordinaire, car les élé-
ments de la premiére ligne sont des vecteurs. Il s'agit d'un calcul symbo-
lique trés commode. ‘
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Expression analytique du produit mixte

Nous allons retrouver 4 Paide des composantes scalaires des
vecteurs les résultats du paragraphe 1.5.

Considérons trois vecteurs dans un repére orthonormeé de vecteurs
unitaires i, j, k et posons
A=aqi+aj+ask,
B =bii+b2j+bsk,
C=ci+ Czj+ cs k.

Considérons le produit mixte A . (B A C)

4

i j ok
A.BAQ=(@i+aj+ask).|b1 b2 bs
Ci Cz2 C3
Nous obtenons (¢f. chap. 1, tome III).
a dz as
(1.6.7.) A.BAQ=| b by bs
C1 Ca (3

Cest le déterminant formé avec les composantes des vecteurs A,
BetC.

‘Les propriétés du produit mixte données au paragraphe 1.5. peuvent
se retrouver a partir des régles de calcul des déterminants (chap. 1,
tome III).

Composantes scalairves du double produit vectoriel

On peut aussi montrer & partir des composantes les formules 1.4.6.
et 1.4.7. concernant le double produit vectoriel.

Nous nous placerons dans un repére cartésien orthonormé de
vecteurs unitaires , j et k, choisi de fagon & simplifier les calculs. Prenons
i dirigé selon C, j dans le plan formé par B et C et, bien sir, k =i A j,
c’est-a-dire que ces vecteurs sont de la forme

A=ai+aj+ a:k,
B=0bii+ baj
C=Cli.

Exercice 1.6.10. — Déterminer le volume du paral-
lélépipéde engendré par le sommet O des axes de
coordonnées et les trois points A (2,1, 1), B (1,2, 1)
et C (1, 1, 2). Dessiner ce solide.

Exercice 1.6.11. — Soit V = (a, b, ¢), V' = (a', b', ¢')
et V' = (a”, b"”, ¢'"). Montrer que
@v + a'v' + a'v', bV + b'V' + b"'V",

CV + C'V’ + C”V”) — (V, Vl,vu)l.

Exercice 1.6.12. — Soit A et B deux vecteurs donnés.
Déterminer tous les vecteurs X tels que

AABAX)=0;

a) géométriquement; b) analytiquement.

Exercice 1.6.13. — Tracer un organigramme de
calcul du double produit vectoriel
W =V, A (Va2 A V3)(relation 1 4.5.).

Les données sont les coordonnées vy, | < i,j < 3.
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Ainsi

i j k .
B/\C= b1 bz 0 '=——b2€1.k,

cgc 0 O

d’ou
i j .k

AABAC)=|a a as | = —baciazi+aibycij
0 0 ——~sz1

Or nous avons écrit, relation 1.4.7.
AABACO=A.O)B-(B.A)C
En effet, il est facile de vérifier cette proposition :

(A.C)B—-—(B.A)C=a101(b1i+b2j)—(b1a1 +braz)ecii
=alclb2j-—b2azc1i.

Le lecteur constatera que ce paragraphe ne contient pas de figures.
Nous avons fait de la géométrie analytique qui permet d’étudier des
propriétés des figures du plan et de I'espace au moyen de calculs sur
les coordonnées des points de ces figures. C'est la méthode aveugle qui,
bien que trés utile, ne doit pas faire abandonner P'aspect géométrique.

1.7. PREMIERES APPLICATIONS
DU PRODUIT SCALAIRE
ET DU PRODUIT VECTORIEL

Les applications sont nombreuses et se rencontreront dans tous
les chapitres de ce volume.

Dans ce paragraphe, nous nous contenterons de voir les équations
des droites et des plans, les angles de deux directions données dans le
plan et I'espace. A ces notions fondamentales, nous associerons le
calcul de la distance d’un point & un plan ou & une droite qui est indis-
pensable pour la recherche de certains moments d’inertie (¢f. para-
graphe 4.9, tome I).
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Angles de deux droites dans le plan

C’est une application- directe du produit scalaire et du produit
vectoriel.

" Soit My (x1, y1) et Ma (x2, y2) deux points d’'un plan muni d’un
repére orthonormé x0Oy.

Soit V (fig. 1.7.1.) I'angle des vecteurs OM; et OM compris.entre
Oetm. .

Le produit scalaire s’écrit

OM; .OM; = | OM, ||. | OM: | . cos V,

X1 X2 + y1 Y2
| OM | . || OM |

La norme du produit vectoriel est

soit cosV =

| OM; A OM; | = | OM, | | OM; || .sin V,
d’ou
- ]x1yz—yzx1|
sinV = ]
oM, | .| OM: |
Par suite,
gV = [x1y2 = yaxi |
X1 X2 + y1¥2

Quels que soient My et M, pris sur deux droites (A1) et (Az) se
coupant en un point O pris comme origine des coordonnées, nous

avons, en prenant V compris entre 0 et 7,

o ” OM1 A OMZ “

(1.7.1) 8V = M OV

La relation 1.7.1. donne la tangente de l'angle de deux droites
indépendamment d'un systéme de coordonnées, que ces droites soient
dans un méme plan ou dans l'espace.

Nous allons maintenant caractériser les directions et les angles
dans I'espace.

Y
M,
1/2 j
'!/? v M"
[¢] [ 3 ax
u:h
FiG. 1.7.1.

Exercice 1.7.1. — Soit les points A (— a, 0) et
B (a, 0). Déterminer 'ensemble des points M du
plan tels que l'angle aigu des droites MA et MB
ait une valeur constante 6.

Exercice 1.7.2. — Utiliser la relation (1.7.1.) pour

déterminer 'angle V des droites OM, et OM avec
M; (1, 1, 1) et Ma (+ 1,0, 1) (repére orthonormeé).

Remarque 1.7.1. — A partir de (1.7.1) on détermine
[OM; A OM:|

W = Arctg OM, . OM.

et 'on prend

—

V = WsiOM, . OM; > 0,
V= W + nsi OM; . OM; < 0,

<)

'=gsi0Ml .OM; = 0.

Exercice 1.7.3. — On peut montrer (nous 'admet-
trons) que 'orthocentre H d’un triangle ABC est
le barycentre des sommets affectés des coefficients

g A, tgBettg C.

Tracer un organigramme de calcul des coordonnées
du point H & partir des coordonnées des trois
sommets. :

Le numeérateur de (1.7.1.) sera calculé & 'aide de
I'identité de Lagrange (1.5.2.).

(On montre de méme que le centre Q du cercle
circonscrit est le barycentre des sommets A, Bet C

affectés des coefficients tg B+g C, tg/C\ + g A,
g A + 1z B).
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Fic. 1.7.2.

Exercice 1.7.4. — Soit M, (1, I, et M2 (m — 1,
m, m + 1). Quel est le lieu du point M2 7 Déterminer
m pour gue les droites OM; ¢t OM; fassent entre

elles un angle V= 1_6[

Exercice 1.7.5. — Déterminer les cosinus directeurs
de la droite (D) joignant A (1, I, 0) et B (1, 0, 1);
orientée positivement « vers les z croissant ».

Exercice 1.7.6. — Méme exercice que précédem-
ment pour la droite (D’) joignant A’ (0, 1, 0) et
B'(1,1,1).

Directions et angles dans Uespace

. Un ensemble de droites paralléles définit une direction (5) de I'espace.
Menons par une origine de coordonnées la paralléle (D) a cette direc-
tion. La connaissance des coordonnées a, b, ¢ d’un point quelconque
M de la droite (D), détermine la direction (3) (fig. 1.7.2.). Ces coordon-
nées sont appelées: coefficients directeurs de la direction. Bien entendu,
il est possible de remplacer le point M par un autre point quelconque
de (D), différent de 'origine des coordonnées O.

Ainsi, les coefficients directeurs d’une direction ne sont déterminés
qu'd un facteur constant prés, positif ou négatif.

Si un sens positif est choisi sur (D), la direction () est orientée.

Définition 1.7.1.

On appelle cosinus directeurs de la direction orientée (3)
les mesures algébriques o, B, v des projections sur les axes
"de coordonnées Ox, Oy, Oz du vecteur unitaire u de cette
direction orientée.

Nous avons

u=o.i+B.j+v.k avec u*=1.

Exemple 1.7.1.

Si le systéme d’axes est orthonormé, et seulement s’il en est ainsi,
les relations classiques suivantes sont vérifiées : :

o + B2+ =L
Si | OM | = r, nous avons

a=0a.r, b=B.r C=Y.F

rP=a 4+ b+ don r=+)a®+ b+ %

Les deux signes correspondent aux deux sens possibles qu'il est possible
de choisir sur la droite (D). Connaissant les coefficients directeurs
a, b, ¢, nous avons donc les cosinus directeurs o, B, v :

1.7.2)

et

+a +b + ¢

——— = Y=
Va* + b* + ¢? Va* + b* + c? Va* + b* + 2
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Une droite de I'espace (ou du plan) sera connue & partir de ses
coefficients directeurs. Nous reviendrons sur les droites dans le plan
et 'espace aux chapitres 3 et 5.

Exemple 1.7.2.

Angle de deux directions orientées dans un repére orthonormé.

Soit deux directions orientées de cosinus directeurs o, B, v et o,
B, v'. Ces nombres sont les coordonnées des extrémités des deux vecteurs
unitaires u et u’ de ces directions (fig. 1.7.3.).

L’application du produit scalaire donne
ul .|| cos V = cos V

dans laquelle V désigne l'angle, compris entre 0 et m, des directions
orientées. La relation précédente s’écrit d’aprés 1.6.2.

(173)

Si les deux directions ne sont pas orientées, on écrit, compte tenu
des relations (1.7.2.)

u.u =|

cos{l=oc.oc'+B.B’+y.y’.

4 aa’ + bb' + cc
- Vaz + b? + ¢? '[/all + b2 4 ¢?

Nous remarquons les deux signes car deux directions non orientées
font entre elles, soit un angle V, soit un angle © — V (& © prés de surcroit).

cosV =

Draprés. 1.7.3., Porthogonalité de deux directions orientées s’expri-
me par la relation
oo’ + PR+ vy = 0.
Avec des coefficients directeurs quelconques q, b, c et @', b', ¢’ relatifs
A deux directions non orientées, la condition d’orthogonalité s’écrit

a.a +b.b+c.c'=0.

Equations des droites dans le plan

Considérons une droite (A) dans un repére orthonormé xOy.
Soit (A") la normale & (A) menée par O qui coupe (A) en H et u un vecteur
unitaire de (A") dont les composantes sur Ox et Oy sont o et B (cosinus
directeurs de A).

Pour que le point M (x, y) soit sur (A), il faut, et il suffit, que le
produit scalaire du vecteur OM et de u soit égal 4 la distance du point O

FiG. 1.7.3.

Exercice 1.7.7. — Trouver I"angle (D, D’) des droites
présentées dans les exercices 1.7.5. et 1.7.6. Faire
le dessin.

Remarque 1.7.2. — Géométriquement, nous pouvons
également retrouver la relation (1.7.3.) ce que nous
ferons 4 titre d’exercice.

Sur la figure 1.7.3., considérons en effet le contour
de coordonnées OPmM, M étant Dextrémité du
vecteur unitaire u. Nous avons I’égalité vectorielle

OM = OP + Pm + mM.

Projetons orthogonalement cette relation sur I'autre
direction de vecteur unitaire OM’' = u'. Nous
avons

|oM| cos V = cos V = a cos (Ox, OM)
+ B cos (Oy, OM') + v cos (Oz, OM’).

Nous retrouvons immédiatement la relation (1.7.3.)
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Y a la droite (A), soit d, (fig. 1.7.4.). Quel que soit M sur la di-oite (A), nous
avons ‘ ‘

0y OM.u=d.

Les coordonnées du point M étant x et y, o et B étant les compo-
d H santes du vecteur unitaire #, nous obtenons d’aprés 1.6.2.

(1.7.4.) x.o0+y.p=d

a La relation (1.7.4)) est I’équation générale d’une droite, plus connue
des lecteurs sous la forme

y =mx + h
Comme le repére est orthonormé (fig.1.7.5.), nous avons
u=cosfi+sinbj

La droite peut &tre représentée par ce que I'on appelle son équation
normale du type 1.7.4.,, 4 savoir :

xcos0 + ysin6 = p.

@ Nous reviendrons sur les équations et propriéﬁés des droites dans
le plan au chapitre 3.

FiG. 1.7.5.

Exercice 1.7.8. — Soit trois droites données par

leurs équations normales Représentation d’un plan par une équation du premier degré
xcos@; + ysin®y=p;, i=123.

a) Chercher a4 quelle condition elles forment un

triangle équilatéral. Nous avons vu (exemple 1.3.6.) qu'un plan était caractérisé par un

b) Chercher & quelle condition ce triangle équi-  roduit scalaire de deux vecteurs, en P'absence d’un systéme d’axes.

latéral est réduit & un point C (droites concourantes). . . )
On exprimera OC? de deux maniéres différentes Nous allons maintenant considérer I'espace rapporté 4 un repére

en fonction de py, p2 et p3 (faire le dessin). orthonormé.
- Soit (A) une droite normale au plan passant par Porigine des coor-

z données et sur laquelle nous choisissons un vecteur unitaire de compo-
. @) santes o, B, v suivant Ox, Oy, Oz [cosinus directeurs de (A)].

Un point M quelconque du plan (fig. 1.7.6.) de coordonnées x, y, z
Q H appartient au plan (P) normal 4 la droite (A) précédente si le produit
4" scalaire du vecteur OM et du vecteur unitaire u de (A) a pour valeur
o d, distance de I'origine des coordonnées au plan (P), soit

s M/ OM.u=d.
0 ' \/ Y En passant aux composantes, nous obtenons l’équation du plan

Fic. 1.7.6. (1.7.5.) , ax + By + yz = d.

N
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Ainsi, tout plan est représenté par une équation du premier degré
en x, y, z, et inversement (exercice 1.7.10.).

Nous reviendrons plus en détails sur les équations et les propriétés
des plans au chapitre 5.

Distance d’un point @ un plan ou d une droite

Ces problémes de distance apparaissent en particulier dans la
recherche des moments d’inertie d’un corps par rapport & un plan ou
4 une droite.

Exemple 1.7.3.
Moment d’inertie par rapport d un axe passani par le centre de
coordonnées.

Soit un corps solide et un axe (A) de cosinus directeurs a, P, v,
le vecteur unitaire sur cet axe étant u (fig. 1.7.7.).

Soit P un point du corps de coordonnées x, y, z dans le repére
cartésien orthonormé de vecteurs unitaires Z, j et k.

Le moment d’inertie cherché I (¢f. paragraphe 4.9. tome I) est

Iiay = sz . dm,

d étant la distance d’un point matériel P quelconque du corps a la

droite (A).
Or nous avons
d=|unOP|= | OP || sin 6.

Drautre part, d’aprés 1.6.4., '

i

unOP=

N - A

J
o B
x y
soit

uAOP=Pz—vyi+ (yx —az)j+ (ay — Bx) k.
Le carré scalaire donne
d*> = (u A OP).(u A OP),
soit

d? = a? (y? + z%) + B2 (x? + z9) + y* (x* + y*) — 2 Byyz — 2 yazx
' - 2 apxy.

Exercice 1.7.9. — Déterminer 1’¢quation du plan
normal au vecteur V (1, 2, 2) et passant par M (1, 1, 3).
Quelle est la distance de 'origine O a ce plan?

Exercice 1.7.10. — Montrer que toute relation du
type
ax + by + cz =d

est I’équation d’un plan, de direction normale
(a, b, c).

u(&:ﬁﬂ’)

Fic. 1.7.7.

Exercice 1.7.11. — Soit deux droites (A) et (A)
passant par les points A et A’, paralléles aux vecteurs
u et u’. Montrer que la distance d de ces deux droites
est
[ (0, AA", ) |
ETEY YD

Remarque 1.7.3. — On peut aussi utiliser la formule
(1.5.1.) soit

d*> = u? . OP? — (u.OP)*.
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(L

-0
-
-

Fie. 1.7.8.

Exercice 1.7.12. — Déterminer le moment d’inertie
d’une sphére homogéne de rayon R, centrée en O
par rapport au plan (P) d’équation x + y + z = 1.

.. Kxemple 1.74.
Moment d'inertie par rapport d un plan passant par le centre de
coordonnées.

Soit un corps solide et un plan (n), (fig. 1.7.8.) dont la direction
normale a pour cosinus directeurs «, B, v respectivement suivant des
axes rectangulaires Ox, Oy, Oz. Si P est un point du corps .de coor-
données x, y, z le moment d’inertie cherché (cf. paragraphe 4.9., tome I)
est

L = sz.dm,

ou d est la distance d’un point matériel P quelconque du corps au plan
considéré.
Nous avons
| d=u.0P = | OP | cos 6.
Par suite, en passant aux composantes, la distance d cherchée est
d = ox + By + vz

1.8. FONCTION VECTORIELLE.
VITESSE ET ACCELERATION
D’UNE PARTICULE

Nous avons déja vu (relation 0.9.3) qu’une courbe de I'espace
dans un repére cartésien peut se représenter par la relation vectorielle
suivante, écrite dans un repére orthonormé (O, i, j, k) :

(1.8.1.) rt)=x1 ()i + x2)j + x3 (O k.
Supposons que la fonction r () soit définie dans un voisinage de .

Notion de limite

Comme pour les fonctions d’une variable, nous dirons que la
fonction vectorielle r () tend vers une limite I, quand ¢ tend vers o,
si | #(2) — 1| tend vers zéro quand ¢ tend vers fq.

La recherche de 1a limite d’une fonction vectorielle se raméne a
la recherche des limites de fonctions numériques.
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Théoréme 1.8.1.

La fonction vectorielle v () =x, () i+ x2 () j+x3 () k
admet une limite | = 1, i + 12 j + I3 k quand t tend vers to
si, et seulement si, les fonctions x1 (), x2 (), x3 {t) admettent
les limites respectives ly, I et [3.

La limite d’'une fonction vectorielle vérifie les mémes propri€tés
que la limite des fonctions numériques. En particulier, elle est unique.
Si la fonction r (f) est définie en zo, nous avons I = r (to); la fonction
est continue en ce point.

Dérivation d’une fonction vectorielle

Soit une fonction vectorielle r (f) définie dans un intervalle ]a, b[.

Définition 1.8.1.

Une fonction vectorielle r (¢) est dite différentiable en un
point £ si la limite

¥ (to + A1) — ¥ (o)
At

existe. Le vecteur ¥ (o) est appelé le vectenr dérivé de r (o)
(fig. 1.8.1.).

D’aprés la relation 1.8.1. et le théoreme 1.8.1,, nous avons

" |
¥ (to) = 7 (t0) = lim

Théoréme 1.8.2.

Le vecteur dérivé ¥ (to) existe si, et seulement si, les dérivées

m=1,273

, . Xm(to + AD) — X (20)
X, {to) = lim )
At— 0 ’ At

des trois composantes de r (to) existent. Alors, le vecteur
dérivé s'écrit
(1.8.2)

Ainsi, pour dériver une fonction vectorielle, il suffit de dériver
chacune des composantes.

¥ {to) = x} (t0) i + x5 (to)J + x5 (to) k.

Les régles habituelles de différenciation (cf. chapitre 3, tome I)
subsistent. Nous avons

(Aw) = Nu + '
w+v)y=u+v.

(A fonction de 1),

Remarque 1.8.1. — Démonstration du théoréme
1.8.1. Supposons que r (1) tende vers /. Alors,
Ir)—1] '

=V (1) = I + (x2 (1) — B + (x3 (1) — 1a)?

tend vers zéro. Comme }/a® + b* + ¢ 2 |a|,

nous en déduisons que | x; () — Iy |, | %2 (1) — 2]
et |xs (1) — Is | tendent vers zéro quand ¢ tend vers
1g.

Réciproquement, lorsque x; (1), x2 (1) et x3 (t) ten-
dent respectivement vers Iy, I2 et Is, | r () — I
tend vers zéro car

Va* + b+ <|a|+|b|+]|c]

FiGc. 1.8.1.

Remarque 1.8.2. — Si le vecteur r () admet des
vecleurs dérivés en tout point d’un intervalle
Ja, b, la fonction vectorielle r (¢) est dite dérivable

. dr
sur Ja, bf, de dérivée 1’ (t) = ?i'; Si la fonction

dérivée ' (1) est dérivable sur Ja, b[, sa dérivée est
appelée dérivée seconde et se note

d*
) =
-y ar’
Exercice 1.8.1. — Soit une hélice circulaire dont

tout point P est repéré par le vecteur
r{t)=sinti + cosj+ tk.

dr
dr |’
Exercice 1.8.2. — Si
r{) = +20i—3e"2j+ 2sin5 1k,

Calculer
d*r
ar

dr 4%
dr  dr*¥

Calculer
dr  d*r
dar  dr*
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Remarque 1.8.3. — Dérivées partielles d’une fonc-
tion vectorielle. Considérons la fonction vectorielle

we=w i+ usj + usk,

ol les composantes u; admettent des dérivées par-
tielles par rapport & n variables ¢4, ..., 1. Alors la
dérivée partielle de u par rapport & 1; est notée

du . . .
En et elle est définie comme la fonction vectorielle

ou _ duy i+ duy | + Jus k
- ot h oty at,", ot; )
De méme

u - Puy ,  Puz . PPus
= i+ J k.
0ti Bt Ot Ot Ot; Ot 0t; Ot

Exercice 1.8.3. — Soit
u(x,y,2) =3x%yi+ yz2*j — xzk.

Calculer les dérivées partielles premiére et seconde
au point (1, — 2, — 1).

Fic. 1.8.2.

De plus, nous avons
Dérivée d’un produit scalaire :
@.vy=u.v+u.v.
Dérivée d'un produit vectoriel :
@AY =W Av)+@nvy).
Dérivée du produit mixte :
(w, v, w) =, v, w) + (v, w) + (u, v, w).

Les démonstrations seront faites & titre d’exercice (faire attention
a I'ordre des vecteurs pour le produit vectoriel).

Exemple 1.8.1.

Si r (¢) est une fonction vectorielle de norme constante, soit
lre ] =c
nous avons ’
[r]|>=r.r=C?
et (F.ry =2r.¥ =0

Il s'ensuit que la dérivée d'une fonction vectorielle v (£) de norme
constante est soit le vecteur nul, soit un vecteur orthogonal a r ().

Tangente d une courbe (C) de Iespace

La tangente a la courbe (C) en un point M de (C) est la positién
limite MT, si elle existe, d’une droite MN quand N tend vers M le long
de la courbe (fig. 1.8.2.).

Cest la signification géométrique de la dérivée analogue pour une
courbe de I'espace & celle d’'une courbe plane (cf. paragraphe 1.6.,
tome I).

Si la courbe est donnée par le vecteur r (£) et si r (t) admet un vecteur
dérivé v’ (£) non nul, la tangente d (C) au point M (£) a pour vecteur direc-
teur ¥ (1). ‘ ’

. . r(t + At — r(2)
En effet, la droite MN admet pour vecteur directeur ——(-LA—Z—~(—-)
si N (¢ + Af) est repéré par le vecteur r (¢ + At). Lorsque N tend vers M,
r(t+ At —r(p) ‘

Al a pour limite #' (¢).

c’est-a-dire que At tend vers zéro,
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Ainsi, dans un repére orthonormé, les coefficients directeurs de la
tangente 4 une courbe représentée par une relation vectorielle du type
1.8.1. sont x| (1), x5 (1), x5 (¢) (si ces dérivées existent).

Les cosinus directeurs a; de cette tangente sont alors donnés par
les relations 1.7.2. qui s’écrivent
+ xi (9)

= X i=1,23.
Vx2 (0 + xZ () + xZ ()

ai

Le vecteur unitaire tangent ¢ & la courbe donnée s’écrit

t=aii+ axj+ ask,
soit
r (1)

t=

I+ @

si ¥ (f) n’est pas nul. (Sinon, voir chapitre 3.)

(1.83)

*

Vitesse d’une particule

Soit r (£) le vecteur repérant la position d’une particule P en mou-
vement dans I’espace, ¢ étant le temps.

Le vecteur

dr

8.4. V=

(1.84.) 7

est tangent 2 la trajectoire (C) de la particule P. Il est appelé le vecteur
vitesse du mouvement.

Choisissons sur la trajectoire de P une origine O. Nous avons vu
(tome 1, paragraphe 4.4.) que la longueur de I'arc de courbe entre O (to)
et P (¢) est donnée par '

(1.85) s = f VX2 @) + x2 () + xZ () du,

c’est 'abscisse curviligne de P par rapport a O, soit
ds ,
(1.85) Z=lrol=1v]

Le vecteur V est porté par la tangente a la trajectoire.

Exercice 1.84. — Un point matériel se déplace
le long d’une courbe d’équations paramétriques

x=13e?, y=4sin3t, z=>5cos831.

Déterminer son vecteur vitesse et le module du vec-
teur vitesse & I'instant 0.

Exercice 1.8.5. — Une particule se déplace le long
de la courbe d’équations paramétriques

x=e 'cost, y=e 'sing, z=¢e "

Déterminer la longueur parcourue par la particule
entre I'instant 0 et I'instant 10.
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Remarque 1.8.4. — Si la trajectoire (C) est donnée
par le vecteur r (s), s étant la longueur d’un arc de

courbe d’origine donnée (abscisse curviligne), nous’

pouvons écrire
y o) _dr(s)ds
dt ds dt
soit V=|V]T

T étant le vecteur tangent & la trajectoire orientée.
_dr(s)  r (@
== W
Pour un cercle de rayon R, nous avons
r(t) = Rcosti+ Rsintj,

(A)

d’ot
dr (1) L ,
= — Rsinti+ Rcostj
dt
avec d’aprés (1.8.5.)
ds B dr dr  p2
dr dt'dt
t
d’olt s=JRdt*=Rt
0

(longueur arc de courbe).

Ainsi, la représentation d’un cercle a4 P'aide de
Pabscissé curviligne est -

ris) = Rcos-}%i—l- Rsin-lsij.

Nous retrouvons bien la relation (A).

4 \'
=lre oy
iy wt %
(s} a

FiG. 1.8.3.-

La formule 1.8.5. peut aussi s’écrire

4 .

5= j Vi (@) . ¥ (1) dr.
o

Les mécaniciens choisissent la notation équivalente (voir remarque
1.8.3.) pour la vitesse d'un point P

(1.8.6)

d dp
Ve=2(0P) = 2,
dP ds
Ve=—=[Ve|.2
avec A t""d—g
Cds’

ou ¢ est le vecteur unitaire tangent a la trajectoire de la particule en P.

Accélération d’une particule

La dérivée du vecteur vitesse est appelée le vecteur accélération
de la particule et est notée y.

Ainsi |
(1.86.) ¥ () = d‘;t(t) _4d d:2(t)’
soit (@) =V ()= V()

Exemple 1.8.2.
La fonction vectorielle
¥(f) = Rcoswt i + R sin ot j

décrit le mouvement d’une particule P se déplacant en sens inverse
des aiguilles d’une montre sur un cercle (C) de rayon R, centré a origine
d’un repére orthonormé (O, i, j).

Le vecteur vitesse

d . . ,
V=-—;= — Ro sin ot i + Ro cos wt j

est tangent au cercle (C) (fig. 1.8.3.).

Son module est constant

IVI=Vr@®.¥® =Rae.
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La vitesse angulaire (vitesse divisée par la distance R au centre de
rotation) est égale & . :

Le vecteur accélération :

dv : . ,
V== Rw? cos ot i — Ro? sin wtj = — o r (1).
On remarquera que | V| = Cte, mais y # 0, ce qui montre que

le module de y n’est pas en général le taux de variation de V.

Nous verrons au paragraphe 2.5. d’autres applications a la meca-
nique lorsque nous aurons étudié les changements de repéres.

Exemple 1.8.3.

Sans avoir parlé des changements de reperes, nous pouvons des
maintenant considérer le mouvement d’un point matériel P qui se
déplace sur une ligne droite a partir du centre d’'un disque qui tourne
avec une vitesse angulaire .

La position du point matériel (P) est donnée par (fig. 1.8.4.).

(1.8.7.) r(t) =1t.u,
avec
(1.8.8.) u () = cos ot { + sin ot j.

Différentions (1.8.7.), le vecteur u étant fonction de la variable £
nous avons

dr (1) _ du (1)
V= ot
avec
du () . . .
= — SN W -+ O CoSs i J,
dt
par suite,
du
— = 0.
T

On retrouve le résultat de exemple 1.8.1,, Cest-a-dire que u et
du

7 sont orthogonaux, u (¢) étant un vecteur unitaire.

Exercice 1.8.6. — Une particule P est repérée par
le vecteur r (1) = acosw ti + asinw tj + c? k.

a) Calculer les vecteurs vitesse et accélération.

b) Montrer que le module du vecteur vitesse croit
avec le temps, alors que le module du vecteur
accélération reste constant. Que peut-on en déduire?

Y
2
x| 7™M
dt wl
?; a@n

Fic. 1.8.4.
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1.9. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

1.9.1. — Montrer que les plans passant par un point donné O et
équidistants de deux points donnés A et B forment deux groupes
de plans et que, dans chaque groupe, les plans passent par une
droite fixe. Y a-t-il un plan commun aux deux groupes ?

1.9.2. — On donne deux points A et B. Mener par une droite
donnée (D) un plan tel que les distances de A et B 4 ce plan soient
égales (on dit que le plan est équidistant des deux points).

1.9.3. — Peut-on mener par un point, un plan équidistant de trois
points, de quatre points?

1.9.4. — Soit un triangle ABC dont les trois sommets sont situés
d’un méme cbté d’un plan (P) donné. Démontrer que la somme des
distances des points A, B et C au plan (P) est égale au triple de la
distance 4 (P) du centre de gravité¢ G du triangle ABC.

1.9.5. — Démontrer que si une droite fait des angles égaux avec
trois droites de directions distinctes d’un plan, elle est perpen-
diculaire 4 ce plan.

1.9.6. — Mener par un point une droite faisant des angles égaux

avec trois droites données.

1.9.7. — Lieu des droites passant par un point donné et faisant des
angles égaux avec deux droites données. Mener par un_point une
droite faisant des angles égaux avec trois droites données.

1.9.8. — Démontrer que si les cotés AB et AC d’un angle droit
(AB,AC) percent un plan (P) en B et C, la projection de Pangle
(AB,AC) est un angle obtus.

1.99. -~ Comment se projettent deux droites sur un plan
paralléle 4 leur perpendiculaire commune?

1.9.10. — On considére deux plans (P) et (Q) qui se coupent
suivant la droite (D). On joint un point A de (P) 4 un point B de (Q),
on projette A orthogonalement en a sur (Q) et I’on méne la
perpendiculaire aH sur (D). .

1° Démontrer que I'angle B = (HA,Ha) est constant lorsque A
varie dans (P).

2° Etablir qu'entre I'angle B et I'angle o de la droite AB avec le
plan (Q), il existe la relation

sine  AH
sinp  AB’
1.9.11. — D’un point de I'espace, on abaisse les perpendiculaires

sur les faces d’un diédre. Comparer 'angle ainsi formé & ’angle
plan du diédre.

SRR

1.9.12. — Une droite est perpendiculaire au bissecteur d’un diédre.
Elle perce les faces en A et B et le bissecteur en C. Etudier la position
des points A, Bet C.

1.9.13. — Trouver le travail produit par une force F agissant sur
une particule, si cette particule est déplacée d’un point A & un point
B le long du segment AB, lorsque

a) A (0,0, 0), B(0,3,0), F=i+j+k
by A, —1,2), B(0,0,0), F==k;

¢) A2,2,2),  B(44,4), F=—4j+2k;
d) A4, 1,3), B(525, F=i+j—*k

Pourquoi le travail est-il égal & zéro dans d)?

1.9.14. — Pour quelles valeurs de a les vecteurs @ = a,i + 2 j et
b =31+ 4j— ksont-ils orthogonaux?

1.9.15, — Trouver un vecteur unitaire ai + aaj perpendiculaire
au vecteur 27 — 5 j.

1.9.16. — Montrer que les vecteursa = i +j + k, b =i + 2j — 3k
ete = — 5i+ 4j + k sont orthogonaux.

1.9.17. — Considérons le mécanisme articulé ( fig. 1.9.1.) constitué
par trois tiges de longueurs inégales. Les tiges OA et CB tournent
autour de A et C. Leurs positions sont définies par les angles polaires
¢ et 6. Déterminer la relation entre @ et 8. On projettera I’égalité
OA + AB + BC + CO = 0sur les axes Ox et Oy, et 'on éliminera
B. La relation finale, appelée équation de Freudenstein se présente
sous la forme

K;.cosﬂ—K;.coscp%—Ka—cos(O—(p):.ﬁ,
_az__bz_'_cz+d2
B 2ca

d d

avec Ki=~ K;=- K;
c

v V]
FiG. 1.9.1.

1.9.18. — Démontrer analytiquement.que la condition nécessaire
et suffisante pour qu’'un angle droit se projette orthogonalement
sur un plan suivant un angle droit est que I’'un ou ’autre de ses cOtés
soit paralléle au plan.
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1.9.19. — Dans un repére orthonormé, on donne
a=1i+2j-3k, b=i+4+2j c¢=—-14]
Trouvera A b, b A a,(a— b) A (b —¢), (b A c)et
|brcl.@anb)yrncan(banc)

1.9.20. — Trouver l'aire du parallélogramme construit avec les
vecteurs suivants : (i + j, i — ), ( —j+ ki +j— k), @i +j+ k)
et(i +2j— kj+ k).

1
1.9.21. — Deux boules de rayons égaux a > placées en Ao et Bo,

sont lancées a I'instant 0 sur un plan horizontal avec une méme
“vitesse v sous des angles o et B (fig. 1.9.2.). Déterminer quelle
relation o et B doivent vérifier pour que la collision ait lieu. Trouver
Iinstant 7o a laquelle elle se produit.

et

Fig. 1.9.2.

1.9.22. — Une force F a une ligne d’action passant par un point A,
Trouver le moment ./ de F par rapport'a un point O, lorsque

A (0,0,0), 010, 1,0), F=i+]j;.
Al 1,0, O(~51,0, F=1i;
A0, — 1,4, 0(3,0,2), F=3i—-j+2k

1.9.23. — Trouver un vecteur unitaire normal au plan passant par
les points suivants :

a) (0,0,0), (0,1,0), (0,0,1);
b) (- 1,2,3), (1,1, 1), (2 —1,3)
¢) 0, —1,0) (2,2,1), (1,0,1).

1924. — SiV =a A b, montrerquea .V =0etd.V =0,4
’aide de la relation (1.4.6.).

1.9.25. — Trouver le volume des parallélépipédes construits a
partir des vecteurs donnés dans un repére orthonormé

ayi,—j3k;

by2j+ ki—j—j+4k;

)i+ j,i—Jk;

dyj+ki+ji—-3k

Le lecteur pourra avec intérét représenter ces parallélépipédes a
titre d’exercice.

1.9.26. — Dans un repére orthonormé, on considére lés vecteurs
a=i+2j—kb=3i—-4ke=—i+jetd=2i—j+ 3k
Trouver

a)an (¢ nd);

by (b A ¢).(b A d);
c) (b aa)n (e nd);
d) (@ n b)A(end.

19.27. — Si r (r) est le vecteur position d’une particule en
mouvement f = 0, trouver [l'allure des trajectoires, le vecteur
vitesse, la vitesse et le vecteur accélération quand

a) r (1) = 1i;

b) r (1) = *k;

¢) r{t)=3cos2ti+ 3sin2tj;

dyr(f)=tsinti —J.

1.9.28. — Calculer la distance de 'origine des coordonnées a la
droite joignant les points P (0, A, h) et Q (u, 0, — h). Condition
nécessaire et suffisante pour que cette distance ait pour valeur h?

1.9.29. — On considére le réseau cristallin cubique d faces centrées
dont le motif élémentaire est représenté figure 1.9.3. L'atome A
situé sur la diagonale (au quart de celle-ci) est placé dans le
tétraédre OPQR. Déterminer I'angle (AO, AP) et les angles simi-
laires.

P

Fic. 19.3.
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Eléments de géométrie euclidienne

1.9.30. — L’ordinateur est d’un grand intérét en géométrie pour le
tracé d’éléments d'une figure sur imprimante ou leur affichage sur
écran vidéo. Soit deux points Ay (x1, y1) et Az (x2, ya).

a) Afficher ces points sur I’écran, ainsi que le segment A; A, dont
chaque point M est défini par

OM':OAx +7\,.A1A2,

avec 0 < A < 1. On fait varier A de 0,1 en 0,1, par exemple.
b) Aff'cher la droite (D) définie par A; et A, en ne programmant
que les points situés dans les limites de Pécran. On peut utiliser
I’équation :

xmxl_y—yx
X = X2 y;—yz'

Faire varier x pas & pas et opérer un test sur y.

¢) Soit A3 (x3, y3) un autre point non aligné avec A; et A,.
Afficher un rayon lumineux issu de A; et le rayon réfléchi sur (D).
d) Tracer le triangle A; Az Ajs sur écran, ainsi que les médianes,
les hauteurs et les médiatrices.

1.9.31. — Afficher sur écran les cercles

a) de centre A (xo, yo) et de rayon R, en utilisant les formules 3.8.3,
I'angle 6 variant de 0.1 en 0.1 (0 < 6 < 27).

b) circonscrit au triangle A; A; A (voir plus haut). Tracer
également le cercle inscrit.

1.9.32. — On suppose tracée la droite de 1 9.30.5. Sont Mo (x0, yo)
d’oil I’on envoie la bille dans une direction V (a, b).

1° Le programme de ce calcul commence par la détermination
de I, point d’impact sur (D).
2° La bille repart selon

V=2V .N)N = V (symétrie)

si N est normal 4 (D) et unitaire. Programmer le tracé du chemin
suivi par la bille.

3° Méme question en remplagant (D) par le cercle de 1.9.31.

N est le vecteur unitaire porté par Al.

4° Deux points lumineux Az, A4 s'affichent sur I'écran avant que
P’on trace le rayon issu de Mo. Les positions de ces points sont
aléatoires (tirées au sort, voir corrigé).

Le joueur doit choisir V (a, b) pour que le rayon réfléchi passe
entre L; et L. Si c’est le cas, il gagne un point et son total
s’affiche en bas & gauche. Programmer ce jeu pour deux joueurs
(arrét dés que I'un des joueurs obtient 6 points).




chapitre 2

Transformations ponctuelles.
Changements de coordonnées.

2.0. LES TRANSFORMATIONS PONCTUELLES

L’examen comparé de deux figures (F) et (F') de I'espace suggere
parfois un procédé géométrigue permettant de mettre en correspondance
les points M de (F) avec les points (M') de (F’). Cela revient a utiliser
des fonctions de (F) sur (F'), appelées transformations ponctuelles. 1.es
plus connues sont les translations, symétries, rotations, homothéties.
Elles ne sont pas définies sur une figure donnée, mais en tout point de
Pespace. On peut aussi effectuer en chaine plusieurs transformations
T, Ty, . ... Il en résulte une transformation composée, notée

T = ...OT20T1.

Ces produits sont rarement commutatifs. Par contre, ils sont
associatifs : :

(T3 OTz) oTy=Tso0 (Tz (o] T1).

‘ Enfin, nous chercherons & construire la transformation inverse
T~! d’une transformation donnée T, pour repasser de la figure (F')
a la figure (F). )

Nous étudions briévement les transformations planes, puis les
transformations dans I’espace.

| \/T’r \2
Fic. 2.0.1.

Remarque 2.0.1. — Etant donné deux points A et B
et une transformation T, on peut transformer le
vecteur AB en A'B, avec A’ =T (A) et B =T (B).
On peut noter T cette transformation vectorielle
associée de fagon évidente a la transformation
ponctuelle T. Nous parlerons par exemple du symé-
trique d’un vecteur, etc.

T M
o

FiG. 2.0.2.
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Remarque 2.1.1. — Rappelons (remarque 1.2.3.)
qu’une symétrie change un angle de vecteurs en son
opposé. En particulier, elle conserve le parallélisme
et P'orthogonalité des droites du plan. Un produit
de n symétries conserve les angles si n est pair, les
change en leurs opposés si n est impair.

L’aspect analytique de ces transformations ponctuelles nous conduit
a présenter les systémes de références classiques. Ceux-ci permettent la
représentation des figures. Nous indiquons aussi les formules qui per-
mettent de passer d’'un systéme de référence & un autre dans le plan
ou dans l'espace.

Nous donnons I'application de ces notions fondamentales 4 I'étude
des corps solides en mouvement qu’il faut savoir repérer & chaque
étape de leur mouvement propre ou de leur mouvement les uns par
rapport aux autres dans le cas d’assemblage de solides.

2.1. LES :TRANSFORMATIONS PLANES

Nous avons déja rencontré dans les chapitres O et 1 :

— les projections orthogonales,

— les symétries par rapport 4 une droite,
— les translations,

— les rotations.

Rappelons quelques propriétés déja vues.
a) Les symétries conservent la lomguenr (paragraphe 0.10.) des

segments, ainsi que les angles de droites ou de vecteurs au signe prés
(remarque 1.2.3.).

b) Le produit de deux symétries par rapport & deux axes (A) et
(A) est (paragraphe 1.2)) : .
— une rotation de centre I si (A) et (A’) sont concourantes en un
point I, ‘ ' :
— une translation si (A) et (A') sont paralléles.

Inversement, toute rotation ou toute translation se décompose
facilement en un produit de symétries d’une infinité de maniéres. Ainsi,
d’aprés la propriété a), une rotation et une translation conservent les
longueurs et les angles. D’une fagon générale, tout produit de symétries
conserve les longueurs, et les angles au signe prés (fig. 2.1.1.).

Définition 2.1.1.

Une transformation qui conserve les longueurs est appelée
isomeétrie.

11 est facile de montrer qu'une telle transformation conserve les
angles, au signe pres. En effet, si un triangle ABC est transformé en un
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triangle A'B'C’, (fig. 2.1.2.) nous avons
a®> = b% + ¢ — 2bccos A = b? + ¢ — 2 bc cos A’ (relation 1.3.10.),
soit cos A = cos A’, ce qui signifie A’ = A, ou A’ = — A a2 kn prés.

L’isométrie est directe si 'angle est conservé, inverse si I'angle est
transformé en son opposé. Deux figures qui se correspondent dans
une isomeétrie sont isométriques. Par abus de langage, on dit que ce
sont des figures égales (directement ou inversement).

Translation plane

Cette transformation sera utile pour représenter le mouvement
d’un objet sans rotation.

Définition 2.1.2.

Etant donné un vecteur libre V du plan, la translation Gv
est la transformation qui envoie un point M en un point
M’ tel que

(2.1.1) (fig. 2.1.3).

La translation @y transforme tout vecteur AB en un vecteur
égal A'B'. En effet :

AB = A'A + AB + BB = AB.

MM =V

Ainsi la translation conserve la longuenr. Un angle (AB, AC) est
transformé en un angle égal (A'B’, A’C’) de cdtés paralleles au précé-
dent et de méme sens. Une translation transforme toute droite (D) en
une droite (D') paralléle & (D), tout cercle (C) de centre @ en un cercle
(C") de rayon égal, de centre o' translaté de o (exercice).

Considérons un repére cartésien de centre O. La relation (2.1.1.)
s’écrit sous la forme

(2.1.2) OM' = OM + V.

Les coordonnées x', y' de M’ se déduisent aisément de celles de M par
les formules

(2.1.3) X =x + a,
y =y +b

Enfin le produit de deux translations v, et &v, est commutatif
et donne une nouvelle translation G'v, +v,.

A
Cc
Bg
FiGg. 2.1.2.
Cl
Bl
Remarque 2.1.2. — Nous savons (exemple 1.3.4.)

quune symétrie agissant sur les vecteurs libres
(remarque 2.0.1.) est une transformation linéaire,
soit .
T Vi + V2) = T(Vy) + T(Va2),
TA.V)=241.T(V)

Il en est de méme pour les rotations qui sont des
produits de symétries.

Fic. 2.1.3.

Exercice 2.1.1. — Un disque tourne dans son plan
autour d’un point A situé sur sa circonférence.
Une tige assujettie & passer par le centre O, garde
une direction fixe (fig. 2.1.4.). Chercher le lieu des
extrémités M et N du diamétre formé par la tige.

Fic. 2.14.
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Exercice 2.1.2. — Pour le systéme articulé ( fig. 2.1.5.)
les points A et B sont supposés fixés. Déterminer
le lieu des points E et F sachant que les tiges DF
et CE restent verticales.

A B

Fic. 2.1.5. F E

FiG. 2.1.6.a FiGc. 2.1.6.b

B'

A
F1G. 2.1.7. o A

Exercice 2.1.3. — Soit deux plans inclinés orthogo-
naux de section droite xOy sur lesquels roulent
.deux wagonnets liés par une corde de longueur 2 a
joignant les milieux M et N des wagonnets
(fig.2.1.8.).

On marque les points A sur Ox, B sur Oy tels que

OA =O0OB = q.

wx

Rotation plane

Cette transformation sera utile pour décrire le mouvement d'un
objet dont un point est maintenu fixe.
Définition 2.1.3.

Etant donné un point fixe O et un angle o, la rotation Ao,
est la transformation qui envoie un point M en un point

M"tel que
|om | = oM,
(OM, OM) = o + 2 kn  (fig. 2.1.6. a).

Le lecteur montrera facilement que la rotation %o est une iso-
métrie.

Si o = m, les points M, O, M’ sont alignés et la rotation s’appelle
symétrie de centre O (fig. 2.1.6. b).

Considérons I'image A'B’ d’un vecteur AB (fig. 2.1.7.). 1l est facile
de montrer que

(AB, A'B) = o

En effet, (AB, A'B)) = (OA’, A'B) — (OA’, AB).
De plus, (OA’, AB) = (OA, AB) — (OA, OA)).

Or, (OA, AB) = (OA’, A'B’) puisque la rotation conserve les angles
d’une figure d’ou

(AB, A'B)) = (OA, OA) = q.

Inversement, considérons deux figures directement égales faisant
entre elles un angle o (a0 % 0 + 2 km). Il est facile de montrer qu’il existe
un centre de rotation O tel que %o, envoie une figure sur l'autre.

Dans ce cas, les médiatrices des segments AA’ et BB’ passent par O :
cela fournit une construction du centre O 4 la régle et & I’équerre

(fig. 2.1.7).

Exemple 2.1.1.

Soit deux points O; et O, donnés dans le plan. On effectue succes-
sivement %o, «, et Lo, (fig. 2.1.9. a).

Une figure (F) est transformée successivement en deux figures (Fi)
et (F2), un vecteur AB en deux vecteurs A;B; et A;B,. Nous avons
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(AB, A;B>) = (AB, A1B1) + (A1B1, A2B))
= o1 + oz + 2 km.

Ainsi tout vecteur AB tourne d’un angle fixe oz = oy + 0z, ce qui
signifie que la composée des deux rotations Zo,.«, et Zo.., est en
général une rotation %o, «, OU O3 est un centre a determiner, et

o = ol 4+ oz + 2 k.

Le lecteur construira le centre Os en tracant deux médiatrices sur la
figure 2.1.9. b, comme sur la figure 2.1.7. Notons que ce produit de rota-
tions de centres distincts n’est pas commutatif.

Cas particulier : sios = 0 + 2 kn la composée des rotations %o,
et Ro,.4, est plus une rotation. On obtient une translation car 'image
d’un vecteur AB est un vecteur A;B; égal a4 AB.

Indiquons pour terminer l'expression vectorielle d’une rotation
Ro,. & 'aide du vecteur unitaire # de I'axe orienté perpendiculaire au
plan. 11 est immédiat ( fig. 2.1.10.) que

214) OM' =cosa.OM + sina.u A OM.

Tous les résultats précédents peuvent se montrer vectoriellement
en utilisant cette égalité (2.1.4.).

Il est facile d’en déduire les coordonnées de M’ (x, y') connaissant
celle de M (x, y) en utilisant un repére orthonormé d’origine O,

!

X = x.coso — y.sin q,

(2.15.) .
sin o + y.cosa,

!

y =x.
ainsi que I'écriture matricielle correspondante (cf. tome III).

x' _ [cosa — sin o\ /x
y ) \sina cosa/\y/’

Homothétie. Similitude plane
Ces deux transformations ne conservent pas la longueur, contraire-
ment aux précédentes.

‘Définition 2.1.4.

Etant donné un point fixe O et un réel k, homothétie
Hoy est la transformation qui envoie un point M en un
point M’ tel que

(2.1.6.) OM' = k.OM.

Comparer, en module et en direction, les vecteurs
AM et BN. Montrer que la médiatrice de MN passe
par un point fixe o et préciser la nature du triangle
oMN.

B oA B aA

FiG. 2.19.b

Fi6. 219.a

Exercice 2.1.4. — Construire le centre O3 (exemple

n . .
2.1.1.)sachant que oy = o == 7 Décrire la rotation
3?0.1&:'

Fic. 2.1.10.

Exercice 2.1.5. — Soit deux rotations %o, et
Ro,a; qui Sexpriment vectoriellement par

O:M; =cosoy . O/M +sinoy .u A OM,,
O:M; = cos &z . O M; + sinoa . u A O;M;.

a) Exprimer O:M; en fonction de O/M et dé
o3 = O -+ Oa.
b) Chercher le point invariant en posant

M = M; = O3.
¢) On donne les coordonnées (a;, bi) de Oy,
(a2, b2) de O dans un repére orthonormé xOy.

Calculer les coordonnées (a3, bs) de Oz en fonction
des précédentes.
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Fic. 2.1.11. ()

Exercice 2.1.6. — Considérons une transformation
ponctuelle qui transforme tout vecteur V du plan en
le vecteur V' = k . V. Montrer que c’est une homo-
thétie de rapport k. Comment peut-on trouver le
centre (k # 1)7

Exercice 2.1.7. — Soit un triangle ABC. Construire
un carré MNPQ inscrit dans ce triangle, le c6té
MN étant confondu avec BC.

Fic. 2.1.12.

Exercice 2.1.8, — Soit deux droites (D) et (D)
sécantes en O, et un point A extérieur a (D) et (D).
Construire un cercle passant par A et tangent aux
deux droites (D) et (D').

Exercice 2.1.9. — (suite de l'exercice 2.1.3.). —
Trouver le lieu du point I, milieu de MN, et celui
du point P, sommet du rectangle MONP.

Fic. 2.1.13. N,

Tout vecteur AB est transformé en un vecteur A'B’ = k. AB. Il
suffit d’appliquer la relation de Chasles. En conséquence, une homo-
thétie conserve les angles de vecteurs, que k soit positif ou négatif,
(fig. 2.1.11). Drailleurs pour k = — 1, H#o,~1 est la rotation %o .

L’homothétie #%ox transforme une droite (D) en une droite (D')
paralléle a (D), un cercle (C) de centre o et de rayon R en un cercle (C')
de rayon | k | . R, de centre @' homothétique de o.

Exemple 2.1.2.

Considérons I'appareil ( fig. 2.1.12.) appelé pantographe. Le point O
est fixé sur la planche & dessin. Le stylet placé en M suit les contours
d’une figure (F). Le crayon placé en M’ dessine une figure (F’). Comme A’
est le milieu de OA, et A” celui de AM, la droite A’A” est paralléle &
OM (théoreme de Thalés). M’ est le milieu de OM, donc

OM' =%.OM.

La figure (F) est donc homothétique de (F) dans I’homothétie
,}i”o,%. On obtient une réduction de moitié.

Exemple 2.1.3.

Considérons deux homothéties #o,, et Ho,r, effectuées Pune
apres lautre dans cet ordre. Si les centres O; et O, sont confondus,
le résultat est I'homothétie #o, ,.x, (exercice).

Dans le cas contraire, il est plus difficile de conclure. Cependant,
tout vecteur V est transformé en un vecteur kik,V (fig. 2.1.13.). Le
résultat est donc une homothétie de rapport ks = kjk,, de centre Os
a déterminer (on suppose kiks # 1). Ce centre Os est invariant par
le produit des deux homothéties, soit

Houk, H 03,k
O3t O5t > O3
_ et 010'3 = k1 . 0103 et 0203 = kz . 0203

Ces égalités entrainent que les points O3 et O} (fig. 2.1.13.) sont
alignés avec O; et O,. Cela fournit une construction graphique du
centre O3 (fig. 2.1.13.).

Il suffit de construire le transformé M, d’un point M et de tracer
MM qui passe nécessairement par Os.

Si kika = 1, la composée des homothéties est une translation car
le transformé d’un vecteur MN est alors un vecteur égal M,N,.
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Théoréeme 2.1.1.

Le produit des homothéties Ho,k, et Ho,k, est en général
une homothétie Ho.,x, dont le centre O3 est aligné avec O
et Oy, le rapport ks étant égal d kika # 1. Si kiks = 1, il
s'agit d'une translation.

L’exemple suivant traite une application importante de ce théoréme.

Exemple 2.1.4.

Soit un triangle ABC et une droite (A) qui coupe BC en P, CA
en Q, AB en R (fig. 2.1.14.). Le produit de # p,%:g- par J/KQ,Q%effectué
dans cet ordre transforme B en A ce que le lecteur montrera.

Ce produit est une homothétie de centre aligné avec P et Q, et
avec A et B. C’est donc le point R.

... RA PC

Son rapport est égal & eta o

X (_2_1_5‘ , d’ou I'égalité
QC

PC QA RB

@17) A RB
PB QC RA

Réciproquement cette égalité assure l'alignement de trois points P, Q,
R. Cest le théoréme de Ménélaus.

Nous allons maintenant composer une homothétie et une rotation
pour définir la notion trés importante de figures semblables.

Définition 2.1.5.

La transformation,
6 (0, o, k) = Ro.u0 Hox

est appelée similitude plane de centre O, d’angle o et de
rapport k.

Les figures se correspondant par une similitude sont dites
semblables ( fig. 2.1.12.).

Draprés les résultats précédents, une similitude conserve les angles
au signe prés. Un vecteur AB est transformé en un vecteur A'B’ tel que

|AB | = k.| AB |,
(AB, A'B) = a.

Exercice 2.1.10. — Montrer que le poirit O3
(exemple 2.1.3.) est donné par -
1 -k
0,0; = 2 0,0

] — klkz ’ '

Remarque 2.1.3. — Le lecteur vérifiera sur une figure
que le produit de deux homothéties n’est pas
commutatif.

A
(0] A)
R
P B C
Fic. 2.1.14.
Exercice 2.1.11. — Montrer que trois points P,

Q et R, pour lesquels l'égalité (2.1.7.) est vérifiee,
sont alignés. (On utilisera provisoirement le point
Q' intersection de PR et de AC.)

Exercice 2.1.12. — Soit un triangle ABC et trois
points P sur BC, Q sur CA, R sur AB tels que les
droites AP, BQ, CR soient concourantes en un
point O (faire la figure). Montrer que

(On appliquera le théoréme de Ménélaiis d’abord
au triangle ABP coupé par ROC, puis au triangle
APC coupé par BOQ.) Réciproquement, cette éga-
lité assure que ‘AP, BQ et CR sont concourantes.
C’est le théoréme de Ceva.
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FiG. 2.1.15.a

FiG. 2.1.15.b. Y B

Remarque 2.1.4. — Soit deux triangles ABC et
A'B'C’ dont les angles formés par les cotés sont
deux & deux égaux.

Nous pouvons écrire les relations (exercice 1.4.2.)

sin A sin B sin C

a b c ’
sin A’ sinB’ sinC’
al = b/ = Cl
a b c
o dTpsaTh

puisque les angles sont égaux. Les triangles sont
semblables dans une similitude de rapport k (au

signe prés).

Remarque 2.1.5. — Le lecteur connait déja

1° le lieu des points dont le rapport des distances a
deux points fixes A et B est constant;

2° le lieu des points d’ol Ton voit un segment
AB sous un angle constant. Ce sont en général
deux cercles (C) et (C') (paragraphe 3.3.).

Exercice 2.1.13. — Le plan étant rapporté 4 un
repére orthonormé (Ox, Oy), interpréter la trans-
formation définie par

X'=4x -3y,
Y =3x+4y.

Inversement, considérons deux figures (F) et (F') semblables,
clest-d-dire qu'un vecteur AB de (F) et son homologue A'B' de (F')
vérifient

1a® |
TaB] ~

(AB, A'B’) = o (Cte).

2.1.6) = k(Ce),

Existe-t-il un point O et une similitude de centre O qui trans-
forme une figure en I'autre ?

Si ce point existe, nous avons pour tout A
(OA,O0A) =a et |OA' | =k.|OA].

Ces deux relations définissent deux lieux géométriques qui sont
des cercles (voir remarque 2.1.5.), d’oti une construction possible du
point O.

En effet, considérons un vecteur AB de la figure (F) et son homo-
logue A'B’ dans (F'), dont les supports se coupent en I (fig. 2.1.15. a).

Les points I, A, A’ d’une part, I, B, B’ d’autre part, sont cocycliques
avec O car les segments AA’ et BB’ sont vus, des points O et I, sous
angle o. La construction consiste & tracer les cercles (IAA') et (IBB')
qui se recoupent au point cherché O ( fig. 2.1.15. b).

Notons que les nombres et fonctions complexes (chapitre 4) per-
mettent aussi de traiter ces questions.

Il existe beaucoup d’autres transformations ponctuelles que nous
n’étudierons pas ici.

Citons laffinité orthogonale d’axe (A) et de rapport k, notée o4,
qui transforme un point M en M’ tel que HM' = k. HM (fig. 2.1.16.),
ou H est la projection orthogonale de M sur (A). Cette transformation
sera utile pour transformer une ellipse en cercle, et inversement.

Citons aussi l'inversion dont nous parlerons briévement & propos
du cercle (chapitre 3).

Apres ces transformations planes, nous allons voir quelques trans-
formations classiques dans I’espace.

Fic. 2.1.16. (a) H K
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2.2. TRANSFORMATIONS SPATIALES

Nous allons revoir ou voir successivement la translation, la rota-
tion autour d’un axe, la symétrie par rapport & une droite, par rapport
4 un point ou a un plan, la symétrie des figures, ’homothétie.

Translation

La définition est analogue a celle de la géométrie plane.

Définition 2.2.1.

Etant donné un vecteur libre V de 'espace, la translation
&y est la transformation qui envoie un point M en un
point M’ tel que

(2.2.1)

Comme la translation plane, la translation dans l'espace trans-
forme un vecteur AB en un vecteur égal A'B’, conserve les longueurs
et les angles.

MM = V.

Enfin, le produit de deux translations &'y, et &v, est commutatif.
Nous obtenons la translation &'v, +v,.

Exemple 2.2.1.

La transformée d’une droite par translation est une droite qui lui
est paraliele.

Le transformé d’un angle par translation est un angle égal dont
les cotés sont respectivement paralléles aux cOtés du premier et de
méme sens.

Un plan (P) paralléle 4 la translation AB se correspond a lui-méme.
Si (P) n’est pas paralléle au vecteur de translation, son transformé
est un plan (P') qui lui est paralléle.

Si (C) est un cercle du plan (P), le cercle (C') transformé de (C)
par la translation AB est un cercle (C') de méme rayon dont le plan
est paraliéle & celui de (C).

Rotation autour d’un axe

Lorsque I'on se fixe deux points A et B d’une figure (F) de I'espace
(par exemple deux points sur l'aréte d’une plaque (P) rectangulaire,
figure 2.2.1.), celle-ci peut tourner autour de la droite qui joint les deux
points.

Exercice 2.2.1. — Soit deux plans sécants (P) et
(Q), A un point variable de (P), B un point variable
de (Q). Déterminer le lieu géométrique des points
A et B sachant que le vecteur AB est égal & un
vecteur donné V.

Exercice 2.2.2. — Soit un tri¢dre de sommet O formé
par trois plans (P), (Q) et (R). Déterminer un tri-~
angle dont les sommets A, B et C appartiennent
respectivement aux plans (P), (Q) et (R), tel que les
vecteurs AB et AC soient respectivement égaux a
deux vecteurs donnés Vet V',

Remarque 2.2.1. — Contrairement au cas de la
rotation plane, 'angle (AM, A’M’) entre un vecteur
et son transformé n’est pas égal & O (sauf si
AM L (A)). Ceci est visible sur la figure 2.2.1.
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Remarque 2.2.2. — Une figure (F) globalement
invariante par toute rotation #a, d’axe (A) donné
est une figure de révolution d’axe (A) (fig. 2.2.2. a).

2 .
Si (F) est invariante pour o = ——n, on dit que (A)
n

est-un axe de répérition d’ordre n (fiy. 2.2.2. b)
pour n = 5.
(4) (4}

n=5

F1G6. 2.2.2.a FiGc. 2.2.2.b

Exercice 2.2.3. — Soit O un point quelconque de
I'axe (A). Montrer que la rotation %, Sexprime
vectoriellement a 'aide du vecteur unitaire » de
(A) par

OM’' = cosa.OM + sina. (u A OM)

‘ + (1 —cosa).(u.OM).u

En déduire I'expression matricielle dans un repére
orthonormé (i, j, u).

e

Fic. 2.2.3. (a)

Exercice 2.2.4. — Caractériser les axes des rotations
qui transforment un point donné A en un point
donné A’.

Exercice 2.2.5. — Construire I'axe (A) de la rotation

Ras qui transforme un vecteur donné AB en un’

vecteur donné A'B’ non coplanaire avec AB: Indi-
quer comment trouver I'axe (A) et I'angle de rota-
tion o dans un repére donné.

La droite AB s’appelle Paxe de rotation.

Dans cette rotation, tous les points de I'axe restent fixes. Tout
autre point M de la plaque reste & des distances constantes de A et
de B. Le triangle MAB tourne autour de AB et sa hauteur MH garde
une longueur invariable. L’angle (HA, HM) demeurant droit, le point M
décrit un cercle ou une portion de cercle centré en H dans le plan (Q)
mené par H perpendiculaire 4 AB (fig. 2.2.1.).

Définition 2.2.2.
La rotation d’axe (A) et d’angle 0 est la transformation
ponctuelle %0 qui, & tout point M de I'espace associe le
" point M’ de la fagon suivante :
- on meéne par M le plan (Q) orthogonal 4 (A) en un
point H,
- on effectue dans le plan (Q) orienté par (A) la rotation
Ru.p qui transforme M en M.
Notons que le diedre (P, A, P') de la figure 2.2.1. formé par les
deux positions de la plaque a pour valeur 0 (¢f. paragraphe 1.2.).
La rotation dans I’espace a beaucoup de points communs avec la
rotation plane (sauf la propriété de la remarque 2.2.1.), en particulier
Théoréme 2.2.1.
La rotation autour d’un axe conserve la longueur des seg-
ments ainsi que les angles de vecteurs.

Soit un segment MN (fig. 2.2.3.) et son image M'N' dans une

rotation d’angle 6 autour de (A). Nous avons.
M'N = M'H + HK + KN".
En calculant le carré scalaire, nous trouvons
M'N'?2 = 12 + R? + h* + 2 Rr cos (HM, KN).

Or MN? = 7 + R% + K% + 2 Rr cos (HM, KN)
et (HM', KN') = (HM, KN), car la rotation plane conserve les angles,
doit | MN' || = | MN .

Les angles en position quelconque sont également conservés.

11 résulte de ces propriétés que les transformés d’une droite, d’un plan,
d’une sphére, etc. sont une droite, un plan, une sphére, etc.

Dans un repére orthonormé (O, i, j, k), la rotation %y s'exprime

par
x' cos8 —sin® 0 X
y’) = | sin 0 cosf® 0 ( y
27 0 0 1 z
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Retournement

Considérons un axe (A) et la rotation %a,x (fig. 2.2.4.). Cette rotation
particuliére est appelée retournement d’axe (A) ou’symétrie par rapport
a (A).

Exemple 2.2.2.
Symétrigue d’une droite

Soit un axe de symétrie (D) et une droite (A) de I'espace.

— Si la droite (A) rencontre axe (D) en un point O, sa symétri-
que (A’) passera par O et sera dans le plan des droites (A), (D), (A").
La droite (D) est bissectrice des droites (A) et (A) (fig. 2.2.4.).

— Si la droite (A) est parali¢le & (D), sa symétrique (A") est dans
le plan de (A) et de (D). Elle est parallele & (D) et (A"), la droite (D) étant
équidistante de (A) et (A).

— Si les droites (D) et (A) ne sont pas dans un méme plan, la symé-
trique (A’) n’est pas dans le méme plan que (A). Pour I'obtenir, on prend
le symétrique de deux points de (A) par rapport a (D).

Symétrique d’un plan

Soit (D) un axe de symétrie et un plan (P).

Si (D) est perpendiculaire a (P), ce dernier coincide avec son symé-
trique.

Si (P) est paralléle a (D), son symétrique (P') est paralléle a (P).
Les distances de (P) a (D) et de (P’) & (D) sont identiques (cf. paragraphe
1.1.). Si (P) contient (D), il est confondu avec son symeétrique.

D’une fagon générale, le symétrique d'un plan (P) par rapport d
une droite (D) qui le perce en O est un plan (P') qui coupe (P) suivant une
droite (A) coupant D orthogonalement en O (fig. 2.2.5.).

Mais, nous venons de voir que dans certains cas la figure symétrique
d’une droite ou d’un plan par rapport a une droite (D) peut €tre cette
droite ou ce plan. Ceci conduit & la définition de I'axe de symétrie d’une
figure.

Définition 2.2.3.

Une figure (F) admet un axe de symétrie (D) lorsqu’elle
coincide avec sa symétrique par rapport a (D).

FiGg. 2.2.4.

Remarque 2.2.3. — Soit O un point quelconque de
I’axe (A). Le retournement s’exprime vectoriellement
i Paide du vecteur unitaire u de (A) sous la forme

OM’' = 2(OM .u).u — OM.

Exercice 2.2.6. — Soit deux droites (D) et (D)
quelconques. Déterminer des retournements qui
transforment (D) en (D’), suivant les différents cas
de figure. :

Exercice 2.2.7. — Soit deux axes paralléles (A;)
et (Az). On effectue successivement les retourne-
ments d’axes (A;) et (Az). Etudier la transformation
qui en résulte.

Exercice 2.2.8. — Méme exercice que (2.2.7.) en sup-
posant que (A;) et (Az) sont concourants. Que se
passe-t-il si (A;) et (Az) sont orthogonaux?
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Exercice 2.2.9. — Méme exercice que (2.2.7.) en
supposant que (A;) et (Az) sont quelconques : ni
paralléles ni concourants. On notera (D) leur per-
pendiculaire commune qui coupe (A;) en Oy, (AJ)
en Oz (fig. 2.2.6.) (A}) et (A}) les paralléles & (A,)
et (A2) menées par Oz et O;. Montrer que les deux
retournements reviennent i la rotation Hp,,, suivie
(ou précédée) par la translation ©;0,0, paralléle
4 (D). La transformation obtenue s'appelle vissage
ou déplacement hélicoidal d'axe (D), d’angle 26,
de vecteur 2. 0,0,.

(D)
Ay
0O,
i A .-
,,,,,,,, A,
a - 8
(A)
FiG. 2.2.6.

FiG. 2.2.7.

Exemple 2.2.3.

Un segment AB admet pour axes de symétrie la droite AB et les
perpendiculaires 4 AB en son milieu.

Un plan admet pour axe de symétrie toutes les droites qu'il contient
ainsi que toutes les droites qui lui sont perpendiculaires.

Un cercle admet pour axe de symétrie la perpendiculaire menée
a son plan par son centre et tous ses diamétres.

Considérons enfin le produit Ra, . 0 Ra,.» de deux retournements,
qui fait objet des exercices 2.2.7. & 2.2.9. On obtient en général un
déplacement hélicoidal dont I'axe (D) est la perpendiculaire commune
a (A1) et (Az), c’est-d-dire une rotation d’axe (D) assortie d’une trans-
lation paralléle 4 (D).

Symétrie par rapport G un point ou d un plan

Définition 2.2.4.

Deux points P et P’ sont dits symétriques par rapport a
un point O, appelé centre de symétrie si, et seulement si,
le point O est le milieu du segment PP’,

Si P décrit une figure (F), le point P’ décrit une figure (F’) qui est
la figure symétrique de (F) par rapport au point O.

Exemple 2.2.4.

Soit (D) une droite et O un centre de symétrie.
Si (D) passe par O, sa symétrique est elle-méme.

Si (D) ne passe pas par O, la droite OM joignant O 4 un point
quelconque M de (D) engendre un plan (P) défini par O et la droite (D).
Le symetrique M’ de M est dans le plan (P) et décrit une droite (D’)
parallele a (D) (fig. 2.2.7. a).

Si (D) est une demi-droite, la figure symeétrique est une demi-
droite de sens contraire ( fig. 2.2.7. b).

La figure symétrique d’un segment AB par rapport 4 un point
est un segment égal A'B’ (fig. 2.2.7.c).
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Exemple 2.2.5.

Soit un plan (P) et un point O, centre de symétrie.

Si (P) passe par O, il est son propre symétrique.

Si (P) ne passe pas par O, considérons la normale a (P) passant
par O qui perce (P) en H. Le plan (P'), mené parallélement a (P) par
H’, symétrique de H par rapport & O, est le symétrique de (P) par rapport
a0 (fig.2.2.8).

Tout point M de (P) est symétrique d’un point M’ de (P') par rapport
a 0.

Le symétrique d’un cercle (C) de (P) est un cercle (C') de (P’) dont
les centres sont des points symétriques et les rayons sont égaux.

Définition 2.2.5.

Deux points M et M’ sont dits symétriques par rapport
d un plan (P) appelé plan de symétrie, si, et seulement si,
le plan (P) est le plan médiateur du segment MM'.

Si M décrit une figure (F), le point M’ décrit une figure (F') qui est
appelée figure symétrique de (F) par rapport au plan (P).

La symétrie par rapport & un plan se rencontre en particulier en
physique dans I’étude des miroirs plans.

Exemple 2.2.6.

On utilise pour étudier la polarisation de la lumiére deux miroirs
plans (fig. 2.2.10.) dans lesquels un rayon se réfléchit successivement.
Si les deux miroirs forment un diédre d’angle B, il est facile de montrer
que Pimage de la lampe L subit une rotation d’angle 2 § par rapport
a l'aréte du diédre. Pour observer les propriétés physiques de la lumicre,
on fait tourner M, autour d’un axe. ’

Homothétie dans Uespace

Cest la méme définition qu’en géométrie plane, et ce sont les
mémes propriétés (paragraphe 2.1.). :

Fig. 2.2.8.

Exercice 2.2.10. — Considérons un triédre trirec-
tangle Oxyz dont les trois faces sont constituées
par des miroirs plans (fig. 2.2.9.). Montrer que le
rayon réfléchi est paralléle au rayon incident, qu’il
y ait deux, ou trois réflexions. C’est le principe des
cataphotes de la signalisation routiére.

- b
TN P
\\\ 7
il “\ // r
, L n~n
R
Fic. 2.2.10.
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Exercice 2.2.11. — Les miroirs (M;) et (M2) sont
montés sur deux cylindres coaxiaux (fig. 2.2.10.).
Le miroir polarisenr (M,) est fixe. Le miroir ana-
Iyseui (M) peut tourner d’un angle o 4 partir de la
position initiale ot les miroirs sont orthogonaux

<[3 = g) Calculer B en fonction de «, ainsi que

(LLT'r).

Remarque 2.2.3. — Les perspectives se rapportent
a un type important de transformations appelées
homographies, que nous n’étudierons pas ici. Il y a
bien d’autres méthodes de perspective plus évo-
luées.

Exercice 2.2.12. — Soit un repére orthonormé
d’axes Ox, Oy, Oz, et S le point de coordonnées
(a, b, ¢). Un point M (x,y, z) devient M’ (x',y’, z')
par perspective de centre S sur xOy. Calculer
x',y', 2" en fonction de x,y,z.

s

Perspective

Nous citons seulement deux exemples de perspectives, la pers-
pective paralléle et la perspective centrale sur un plan donné (P). Elles
constituent des procédés de représentation plane d’une figure de I'espace.
La perspective parallele s’effectue dans la direction d’un vecteur donné V
(fig. 2.2.11.). C’est tout simplement une projection paralléle (chapitre 0).

FiG. 2.2.11.

FiG. 2.2.12.

La perspective ‘centrale est précisée par la donnée du point S.
L’image M’ d’un point M s’obtient de la fagon suivante ( fig. 2.2.12.) :
on mene la droite SM qui perce le plan (P) en M/, si elle n’est pas paral-
lele a (P). Cette perspective ne peut s’étudier véritablement qu’en fai-
sant référence aux propriétés des cones ¢t des pyramides. I est possi-
ble d’obtenir les dessins en perspective a l'aide d’un ordinateur muni
d’une imprimante ou d’un écran. Il suffit de programmer les formules
fournissant les coordonnées du point projeté.
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2.3. CHOIX D’UN REFERENTIEL

L’étude d’une courbe du plan ou de I'espace, 'étude d’une surface
peuvent étre simples ou compliquées suivant le repére dans lequel
elles s’expriment.

Dans le tome I (chapitres 3 et 4), nous avons déja vu I'importance
. du choix du systéme de coordonnées pour le calcul des surfaces, des

volumes, la détermination des centres de gravité ou le calcul des moments
- d’inertie.

Lorsque nous étudions le mouvement d’une particule par exemple,
les équations générales du mouvement sous forme vectorielle sont
indépendantes des systémes de référence. Toutefois, I’étude d’un mouve-
ment particulier nécessite le choix d’un référentiel déterminé dans
lequel il faut traduire les équations vectorielles. Il faut donc connaitre
les composantes, sur les axes choisis, des quantités vectorielles qui
forment les équations générales.

En pratique, deux systémes de référence sont couramment utilisés
en géométrie plane : les coordonnées cartésiennes et les coordonnées
polaires.

En géométrie dans I'espace, nous utiliserons les coordonnées carte-
siennes, les coordonnées cylindriques ou semi-polaires et les coordonnées
sphériques.

Nous avons déja présenté les coordonnées cartésiennes aux cha-
pitres O et 1. Nous allons préciser les notations dans ces systemes usuels
de référence et voir comment passer d’un systéme a un autre.

Les coordonnées polaires

Soit un point fixe O du plan, appelé péle et soit Ox une demi-
droite issue de O appelée axe polaire.
Soit #'Ou un axe faisant avec Ox un angle 6 compté positivement

dans le sens trigonométrique. Nous portons sur cet axe le point M
défini par la mesure algébrique p du vecteur OM (fig. 2.3.2.).

La connaissance des nombres 0 et p détermine le point M; ces
nombres sont appelés coordonnées polaires du point M. 0 est Pangle
polaire, p est le rayon vecteur.

Un point M étant donné, deux sens positifs opposés peuvent &tre

Remarque 2.3.1. — 1l existe de nombreux procedés
de repérage d’un point M dans le plan, par exemple,
la donnée des distances r; et r; de M & deux points
fixes Fy et F2. Ce sont des coordonnées bipolaires.
Avec ces coordonnées, certaines courbes se repré-
sentent par des équations simples; les ellipses de
foyers Fy et Fo : ry + rz = Cte (fig. 2.3.1.), les

. . rz
cercles centrés sur la droite F;F;: — = Cte, les
. rl

lemniscates de Bernoulli : ry.r; = Cte. Il existe
bien d’autres fagons de repérer un point.

Fic. 2.3.1.

Fic. 2.3.2.
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FiG. 2.3.3.

Remarque 2.3.2. — Une fonction

%y b— [ (xy)

se traduit en coordonnées polaires par une fonction
(p, 8) —— F (p, 8) et réciproquement.

Exercice 2.3.1. — Soit un point M (p, 8). Quelles
sont les coordonnées (p’, 8') du point M’ transformé
de M par la similitude o (O, o, k)?

u,:adTu «] (N 9

FiG. 2.34.

Exercice 2.3.2. — Déterminer le lieu des points
tels que

a) p = cosb,
_ 1
" cos®’

¢) p =cos (8 — 6), 6 donné,

b) p

1
d = e B donné.
) e cos (0 — Bc) B0 donné
du; d*
. Exercice 2.3.3. — Calculer —;‘ti, —d%

choisis sur la droite OM. Le point M a une double infinité de coordonnées
polaires, a savoir

p=|OM]|[, 6= (Ox,OM) + 2kn,
p=—|OM], 0 = (Ox, OM) + n + 2 kr,
ou k désigne un entier arbitraire positif, négatif ou nul (fig. 2.3.3.).
Au chapitre 3, nous verrons les avantages de cette représentation

en étudiant les courbes définies par une équation polaire p = f (0) et
au chapitre 4, en étudiant les nombres complexes.

Il est facile de constater que les points M, dont Iangle polaire a
une valeur déterminée, le rayon vecteur restant arbitraire, ont pour
lieu géométrique une droite passant par O. De méme, les points M ayant
un rayon vecteur déterminé, I'angle polaire restant arbitraire, ont pour
lieu géométrique un cercle de centre O. Les lignes 8 = constante et
p = constante sont les lignes de coordonnées en coordonnées polaires.

Le passage des coordonnées cartésiennes rectangulaives aux coor-
données polaires

.. o , . - T
Adjoignons a Paxe Ox, I'axe Oy qui fait avec lui I'angle + 3 (fig.

2.3.4.). Le théoréme de la projection orthogonale permet de calculer
les coordonnées x et y du point M, connaissant ses coordonnées po-
laires p et 6. En projetant sur Ox et Oy le vecteur OM, nous avons

(23.1) X = p cos 6, y = psin0.

Inversement, pour x et y donnés, nous avons

p=il/x2+y2:

Les deux systémes de coordonnées polaires vérifient donc

I &

cos = —, sin @ = =,

el
© i

p? = x* + 4 tg0=£.

Vectoriellement ( fig. 2.3.4.), nous écrivons

OM =p.u

~ Le vecteur unitaire u étant tel que

u=cos0i+ sinbj
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le vecteur unitaire u; de la normale & OM s’écrit

Ty, . Ty .
u =COS<9+—2~>.I+SIH<9+§>.J,

d
u = —~sin9.i+cos€).j=?1;.

soit

Nous retrouvons le résultat de 'exemple (1.8.1.), & savoir que la
dérivée d’un vecteur unitaire est un vecteur unitaire perpendiculaire
au précédent.

Un vecteur Vy du plan ayant son origine au point M aura des
composantes suivant x et u; qui seront notées V, et V,. Nous allons
écrire sur un exemple les formules qui relient les composantes V, et
V, de V, aux composantes du méme vecteur sur les axes Ox et Oy.

Nous allons choisir cet exemple en mécanique ou x, y, p et 0 seront
des fonctions du temps, V étant la vitesse Vy d’'une particule M du
plan xOy.

Exemple 2.3.1.

Nous avons vu (paragraphe 1.8.) que la vitesse d’un point M du
plan se déplagant sur une trajectoire (C), définie dans un repére ortho-
normé Oxy de vecteurs unitaires i et j, est donnée par
d OM (1)

ar

OM (1) est la fonction vectorielle représentant la trajectoire (C) et s’écrit
OM@) =x(@®).i+y®.J

Imaginons une particule M (assimilable & une personne) se dé-
plagant & partir du centre d’'un disque en ligne droite (fig. 2.3.6.). Sa
position est repérée par le vecteur

OM = p{f).u

(232) Vu=x@.i+y@.j=

Le vecteur unitaire # tourne avec le disque a la vitesse angulaire
0 (1) dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Un tel probléme
est bien adapté a I'utilisation des coordonnées polaires. Il faut exprimer
(fig. 2.3.6.) les composantes V, et Vg suivant u et u;.

Remarque 2.3.3. — Considérons un dipéle électro-
statique formé par deux charges opposées + g
et — q distantes d’une longueur ! ( fig. 2.3.5.). Nous
voulons évaluer le potentiel V et le champ E créés
par ce dipdle en tout point M du plan. Nous avons
-4 q g r—n

dmweor; 4dmeorz 4mee rirm

soit, en fonction des coordonnées polaires,

!
r1=p+AK1zp+§cose,

!
Fa=p— BKzzp—Ecose,

T2 ane?
s e o, Pocos®
dolr; —rz & lcos B, ryre = p* ~ .

4

Si p est grand par rapport a I, nous avons

I glcos®
T~

~
~

47!80 o]

Le calcul du champ E = E, . u + Ep . uy se fera au
chapitre 6,

FiG. 2.3.5.
z
R

Uy K

i J
Pl Y Y

oy M
6% Ve

U

FiG. 2.3.6.
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Exercice 2.3.4. — Supposons le déplacement de
M (exemple 2.3.2.) défini par

p()=R(@A~e™,

0() =1t
Déterminer les vecteurs Vi et yy, ainsi que leurs
normes.

Exercice 2.3.5. — Donner I’expression de I’accélé-
ration d’une particule en coordonnées cartésiénnes.

Exercice 2.3.6. — Sur le disque de I’exemple 2.3.1.
(fig. 2.3.6.) est placé un petit disque tournant de
rayon r, centré & une distance | de O (fig. 2.3.7.).
Calculer la vitesse Vy et Paccélération yy d’un
point M situé sur la périphérie du petit disque.
Sachant qu'a I'instant 1 = 0,
(Ox, OC) = (OC, OM) = 0,

4 quels instants | V| est-elle maximale quand
®; =0 = 0?

FiG. 2.3.8.

Exercice 2.3.7. — Déterminer I'accélération tan-
gentielle et I’accélération normale d’un point ma-
tériel qui se déplace sur ellipse définie par

X = @ cos ®f, y = bsin or.

Nous avons
OM = p () u,
d’ott
du
Vu=7p ()u+ p(t);l—;.
Or |
u=cos0()i + sin 6 (1) j,
d’ott
du . , : ,
7l 0'sin@().i +0cos0(t).j=0.u.
Par suite, la vitesse de la particule M en coordonnées polaires
s’écrit
23.3) Vv =19 .u+ pd.u,
avec
PO =LVYx*® + y* (1)
0 (1) = Arc tg}cy% + km.
Pour Paccélération de la particule M en coordonnées polaires,
- on obtient de la méme maniére
234.) M= %—“ﬂ = (p" — pO*) u + (p8” + 2 p'0') ;.

Le coefficient de u s’appelle 'accélération normale et celui de u;
Vaccélération tangentielle.

Le cas particulier du mouvement circulaire s’obtient immédiate-
ment & partir des relations (2.3.3.) et (2.3.4.), o p (/) = R = Cte, soit

VM = RB' Sl

La vitesse est tangente au cercle. Nous retrouvons les résultats
de I'exemple 1.8.2. (fig. 2.3.8. a).

Pour Paccélération (fig. 2.3.8. b), nous avons -

M = — ROZ u + RO" u,

s . . . . - de
Paccélération n’est radiale que si la vitesse angulaire ¥ est constante
(exemple 1.8.2.). !
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Les coordonnées cylindriques

Un point M défini dans I'espace par ses coordonnées cartésiennes
(paragraphe 0.9.) peut aussi étre repéré par ses coordonnées p, 6, z
dont la signification apparait sur la figure 2.3.9.

Ces coordonnées se relient facilement aux coordonnées carté-
siennes par les relations

x = pcos 6,
235) ‘ y = psin 6,
z =z

11 est facile d’en déduire les formules de correspondance inverse
(exercice).

Un vecteur V de Pespace se projette, sur le rayon orienté en une
composante radiale V,, sur la normale au plan HOM orientée en une
composante tangentielle Vy, sur 'axe Oz, cest la composante axiale V..

Nous allons voir comment exprimer un vecteur V en coordonnées
cylindriques p, 6, z, en prenant pour vecteur V la vitesse d’une particule
de Pespace.

Exemple 2.3.2.

Considérons une particule M qui se déplace suivant une courbe

représentée par une fonction vectorielle différentiable dans un repére
orthonormé, de vecteurs unitaires i, j, k :

OM@)=x@i+y@®j+z(k
En coordonnées cylindriques, d’aprés les relations (2.3.5.), nous
avons (fig. 2.3.9.)
OM () =p()cosO@)i+ p(t)sin®(n)j+ z(Dk
ou OM(@)=p(@).u+z()k
Par suite, la vitesse de la particule M en coordonnées cylin-
driques s’exprime par
(2.3.6.) Vu@ =p Du+p. 00 . w1+ 20k
avec
du

—(z; = 0'(1). u;.

Uy

m

FiG. 2.3.9.

Exercice 2.3.8. — Donner les relations inverses des
relations (2.3.5.).

Exercice 2.3.9. — Exprimer le vecteur
A=zi+2xj+ yk

en coordonnées cylindriques.

Exercice 2.3.10. — Déterminer le lieu des points
tels que z = k . p, o k est un réel fixe non nul.

Exercice 2.3.11. — FEcrire I'équation cartésienne de
chacun des ensembles suivants :

ayp=4, z=0,
b) p = 4,
n
0 =—,
c) 5
: 3

d)0=—-z=1.
) 3
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Fig. 2.3.10.

Exercice 2.3.12. — Exprimer chacun des ensembles
suivants en coordonnées sphériques :

a) x*+ y2 22 =9, b) 22 =302+ y?),

¢) z = x? + y? d) Plan y = x.

Exercice 2.3.13. — Quel est le lieu des points tels
que

a) ¢ = Cte,

b) rcoso = Cte ?

m
FiG. 2.3.11.

Pour Paccélération de cette méme partlcule en coordonnées
cylindriques, nous obtenons

(2.3.7) ™ () = (p”

Le lecteur comparera les relations (2.3.6.) et (2.3.7.) avec les rela-
tions (2.3.3.) et (2.3.4.) en coordonnées polaires.

P02 u + (PO + 2 p'0) uy + 2" . k.

Exemple 2.3.3.

Considérons une particule qui se déplace sur I’hélice circulaire
(fig. 2.3.10.) représentée par la fonction vectorielle

OM () = Rcosti+ Rsintj+ ctk,
M se déplace sur le cylindre x* + y* = R,

 Untel exemple se préte particuliérement bien & uhe representatlon
en coordonnées cylindriques. Nous avons

OM(H)=R.u+ctk
Soit
Vu(@) =RO'(t).us +ck
et
Cym() = — ROZ.u + RO" . uy.

L’accélération est dans le plan (u, #;), donc dans un.plan perpen-
diculaire a I'axe du cylindre sur lequel se déplace la particule.

Les coordonnées sphériques

Un point M de I'espace peut étre défini par ses coordonnées r, 6
et ¢ dont la signification apparait sur la figure 2.3.11., avec r positif
o

etengénéra10<9<2net—g-<(p < 5

Nous avons
OM =rcos@.u+rsing.k
et ‘ u=cos0.i+snb.j
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d’ou

X = r.cos @ cos 6,
y = r.cos @ sin 0,
z = r.Sin Q.

(2.38.

11 est donc facile d’en déduire les formules de correspondance inverse
(exercice 2.3.14.).

Considérons une sphére (S) de centre O (fig. 2.3.12.) et de rayon r.
Un vecteur V quelconque de I'espace ayant son origine M sur la sphere
(S) se projette

— sur le rayon OM orienté et donne la composante radiale V,
sur w,

— sur la normale orientée au plan MOz c’est-a-dire sur la tangente
en M au paralléle de la sphére S qui donne la composante tangentielle
Va sur us, -

— sur la tangente en M au méridien (.#) de la sphére S qui donne
la composante méridienne Vq sur wi.

Nous allons exprimer les composantes d’un vecteur V en coor-
données sphériques r, 8, z en prenant pour vecteur V la vitesse d’'une
particule dans I'espace.

Exemple 2.34.

~ Considérons une particule M qui se déplace sur une courbe repré-
sentée par une fonction vectorielle différentiable dans le repére ortho-
normé i, j, k

OM (@) = x(Hi+ y(@®)j+ z(t)k.

En coordonnées sphériques d’aprés les relations (2.3.8.), nous avons
(fig. 2.3.10.).
OM (1) = r{t)cos @ (t) cos 0 (¢) i + r (1) cos @ (1) sin O (1) j
+ r(f)sin @ (¢) k.
Or
u = cos 8 () i-+ sin 0 (1) J,
d’ot

OM(@) =r({f)cosoDu+r{t)sino )k =r().w

que nous aurions pu écrire immeédiatement.

Remarque 2.3.4. — L’angle 6, choisi entre 0 et 2 &,
T
2
s'appelle latitude. Au tome I, nous avions utilisé
la colatitude, ce qui revient au méme.

T
s'appelle longitude, ’angle @ choisi entre — 3 et

Exercice 2.3.14. — Ecrire un programme pour le

calcul des coordonnées sphériques r, 0, ¢ sachant

les coordonnées cartésiennes x, y, z. On prendra
. b3 i3
00 2net —-~-< <~
2 2

Exercice 2.3.15. — Déterminer les relations de

passage des coordonnées sphériques aux coordon-
nées cylindriques.

Remarque 2.3.5. — Les vecteurs w, uy, w; forment
une base orthonormée directe.

FiG. 2.3.12.
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Exercice 2.3.16. — Déterminer 'accélération vy
en coordonnées sphériques.

Exercice 2.3.17. — Calculer I’accélération yM dans
l'exemple 2.3.5.

Nous avons pour la vitesse

, dw
VM(t)=7w+1d—t.

Or W =cos@()u+ sino )k,
d’ott
dw du
i 0 smcpu+cos<pd + ¢ cos @k,
soit
dw '
7 = 9w + 6 cos @ . u;.

- Par suite, nous pouvons écrire
(2.39) Vi) =71cos Q.0 iy +r.mw+ row,.

En comparant (2.3.6.) avec (2.3.9.), nous remarquons que (2.3.9.)
peut s’écrire immédiatement.

Exemple 2.3.5.

Considérons le cas particulier d’une particule M se déplagant sur
le méridien ./ d’une sphére de rayon R tournant avec une vitesse angu-
laire constante o, c’est-a-dire 6 () = o (fig. 2.3.12.).

Le mouvement de M peut étre représenté par la fonction vectorielle
OM (1) = Rcosytw + Rsin vyt k,

ou vy vitesse angulaire de M sur le méridien .# est supposée constante
(@ @) = v

Puisque w tourne avec la sphére a la vitesse angulaire ®, nous
avons

w = €os ®t i + sin ®f .

En différentiant, nous obtenons

d
(23.10.) Vu () = fd—(—)%[—(—t) = R cos yta; -~ YR sin vt w + YR cos vt k,

c’est-a-dire
@311) - Vy() = (Rcosyf) o uy + yR.w

La vitesse est dans le plan (u1, w;).
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La relation (2.3.11.) s’obtient directement a partir de (2.3.9.) en
faisant p =R =Cte, ¢ =7, 0 = ot.

Nous reviendrons sur la relation (2.3.10.) quaﬁd nous parlerons
de la composition des vitesses au paragraphe 2.7.

24. CHANGEMENT DE COORDONNEES
CARTESIENNES DANS LE PLAN

Nous venons de voir deux types de changement de coordonnées.
Dans ce paragraphe et le suivant, nous. allons examiner les change-
ments de repére en coordonnées cartésiennes.

Comme nous le verrons au chapitre 3, I'équation d’un cercle centré
a Torigine est simple. Il en est de méme pour I'équation d’une ellipse
si son grand axe et son petit axe sont les axes de coordonnées d'un
repére orthonormé. Si ellipse est placée de fagon quelconque par rapport
aux axes de coordonnées choisis, il sera intéressant de pouvoir trouver
son équation dans ce systéme d’axes. (Réduction des coniques chapitre 3.)

Soit donc deux axes de coordonnées Ox et Oy appelés axes anciens
et ®X, oY deux autres axes appelés nouveaux axes (fig. 2.4.1.). Notons
que ces axes ne sont pas nécessairement perpendiculaires, que les angles
quils forment ne sont pas obligatoirement égaux, que les longueurs
des vecteurs unitaires ne sont pas nécessairement égales. Les coor-
données x et y d’un point M quelconque du plan sont les anciennes
coordonnées et les coordonnées X et Y sont les nouvelles coordonnées.

Le probléme du changement de coordonnées peut s’énoncer ainsi :
exprimer les anciennes coordonnées du point M.en fonction des nouvelles
coordonnées et inversement.

Pour résoudre ce probléme, il faut connaitre les données précises
sur la position des nouveaux axes par rapport aux anciens.

Soit xo et yo les coordonnées de @ par rapport & Ox et Oy, p1
et g les composantes suivant Ox et Oy du vecteur unitaire u de X,
p2 et gz les composantes suivant les mémes axes du vecteur unitaire v
de @Y.

Fic. 24.1.

Exercice 2.4.1. — Soit un triangle ABC dont les
coordonnées des sommets sont connues dans un
repére quelconque
A(a, a2), B(by, ba), Clci,ca)

On décide d’utiliser un nouveau repére d’origine A,
défini par

u = AB,

v = AC.
Fcrire les formules de changement de coordonnées

# dans les deux sens.
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Remarque 2.4.1. — ‘La représentation matricielle
des formules (2.4.2.) et (24.3.) (tome 11, paragraphe
2.1.) s’obtient directement 4 partir des éléments de
mise en place des axes nouveaux, soit

5) =G+ G @) -6+ ()
&)=rC)

La condition nécessaire et suffisante pour que la
matrice de passage soit inversible (¢f. tome III,
paragraphe 2.7.) étant det p # 0, soit pi;q; — q1p;
différent de zéro, C'est-a-dire les axes wX et @Y
distincts. La matrice P est la matrice de transfor-
mation.

FiG. 24.2.

Draprés les résultats du paragraphe 0.9., nous écrivons
OM = xi+ yj,
oM =Xu+ Yy,
(24.1) Ow = xoi + yoj,
U =piitqi,
v  =pai+ q2]
Nous avons I'égalité vectorielle
, OM = Oo + oM,
soit a partir des égalités vectorielles (2.4.1)
Xi+yj=(x0 + piX + p2Y)i + (yo + 1X + q2Y)j.
Par suite, nous obtenons
X = X0 + p1X + paY,
{y = Yo + q1X + g2Y.
* Observons que (p1g2 — q1p2) est différent de zéro si les axes oX
et oY sont distincts.

En résolvant le systéme (2.4.2.) en X et Y (c¢f. tome 111, chapitre 1),
nous obtenons les formules inverses

(2.42)

x = 92(x = x0) — p2 (y — yo)

D142 — 41 p2
(24.3) | y = 410 = o) + p1 (y — yo)
D142 — g1 p2 ‘

Les formules (2.4.2.) et (2.4.3.) résolvent le probléme posé, qui peut
aussi &tre formulé sous forme matricielle (voir remarque 24.1)).

Quelques cas particuliers sont intéressants :

1° Translation des axes

Si les axes @X et oY sont paralléles aux axes Ox et Oy et de méme
sens, on passe des uns aux autres par une simple translation (para-
graphe 2.1.). Prenons u =i et v = j, soit p; = 1, ¢q; = 0, p2.= 0,
q2 = 1(fig. 2.4.2.) et, par suite,

x = X0 + X,
y=1yo + Y.
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2° Cas out les repéres { O, 1i,j } et { ©, u, v } sont orthonormés
Si les repéres anciens et nouveaux sont orthonormés et si le sens
. T . \ o . |
de rotation de > qui améne Ox sur Oy est le méme que celui qui amene

oX sur oY, la connaissance de pi, 41, p2, g2 est parfaitement déterminée
par celle de 'angle o que fait 0X avec Ox (fig. 2.4.3.). Ce sont les cosinus
directeurs de oX et ©Y (¢f. paragraphe 1.7.)

i .
cos<a+§>= — Sin o,

. s
s <0€ + ’2') = Cos oL

Les formules (2.4.2.) et (2.4.3.) s’écrivent alors :

p1 = COS O, D2

g1 = sin o, gz

X = X0 + Xcosa — Y sin g,
2.4.4.
( ) {y=yo+Xsinoc+Ycosoc
et
X = (x— xo)cosa + (y — yo) sin a,
2.4.5,
( ) {Yz—(x——xo)sinoc—l-(y—-yo)cosoz.

Si les axes anciens et nouveaux ont méme origine, il suffit de faire
xo = yo = 0 dans les formules précédentes. C'est la rotation des axes
dans le plan.

Au chapitre 3, des applications directes de ces changements de
coordonnées seront donnees.

2.5. CHANGEMENT DE REPERE ORTHONORME
DANS I’ESPACE '

Soit Ox, Oy, Oz trois ‘axes de coordonnées rectangulaires dits
axes anciens et soit X, @Y, ©Z trois axes de coordonnées rectangulaires
dits nouveaux axes.

Un point M arbitraire de I'espace a pour coordonnées x, y, z par
rapport a 'ancien repére, X, Y, Z par rapport au nouveau.

Le probléme du changement de coordonnées consiste, comme en

‘géométrie analytique & deux dimensions, d exprimer les coordonnées
anciennes en fonction des nouvelles et inversement.

A

Exercice 2.4.2. — Déterminer les formules de
changements de coordonnées quand les nouveaux
axes oX, oY sont les deux bissectrices des anciens

(a = %) Ecrire la nouvelle équation de 'hyperbole

équilatére xy = k.

Remarque 2.5.1. — On utilise de nombreux repéres
en astronomie . repéres liés au systéme solaire, re-
péres liés 4 la Terre ou a une autre planéte, etc.
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z Y M
\
\
@
A
A
X T a
N
P (e Y
m
k
(o)
. J Y
z
29 FiG. 2.5.1.
Remarque 2.5.2. — Les pi, g;, r: sont les cosinus

directeurs de X, oY et wZ et vérifient
pl+g*+rt=1 pouri=123.

Les axes X, oY, oZ étant rectangulaires deux a
deux et munis de vecteurs unitaires de méme norme,
nous avons trois relations exprimant que les produits
scalaires deux 4 deux sont nuls :

pipi+ qiqy+riry =0, i,j=123, i%j.

Clest un probléme fondamental, notamment en mécanique. Si (S;)
est un solide en mouvement par rapport 4 un point ®, on peut considérer
un repére (®, X, Y, Z) lié au solide mobile par rapport & un repére fixe
(O, x, y, z). Un point du solide peut étre mobile par rapport au repére
(o, X, Y, Z) lui-méme mobile par rapport au repére (O, x, y, z). Cest la
composition des mouvements sur laquelle nous reviendrons au para-
graphe 2.7.

Les données du probleme sont tous les éléments de mise en place
des axes nouveaux par rapport aux axes anciens.

Soit xo, yo, zo les coordonnées de ® par rapport & Ox, Oy, Oz sur
lesquels on choisit des vecteurs unitaires i, j, k de méme norme.

Appelons pi, g1, 1 les composantes suivant Ox, Oy, Oz du vecteur
unitaire u de X, p2, g2, 12 €t ps, s, r3 les composantes suivant les mémes
axes des vecteurs unitaires v de oY et w de wZ les trois vecteurs unitaires

ayant méme norme. Les p;, g;, 1;: sont les cosinus directeurs des direc-
tions X, oY et ©Z (¢f. paragraphe 1.7.).

Nous avons les égalités vectorielles suivantes :

U =pri+qij+rik,
v =pai+ qaj+ 12k,
w=p3i+qgsj+rsk

Nous pouvons écrire I'égalité vectorielle ( fig. 2.5.1.).
OM = Ow + oM.

En utilisant les relations vectorielles précédentes et les égalités

OM = xi + yj + zk
et

oM = Xu + Yy + Zk,
nous obtenons

xX=Xo+p X+p2Y +psZ,
(25.1.) y=Yo+ @ X+qY+q:Z,
z2=2z0+r X+r2Y+rsZ

I

Les axes oX, oY et oZ étant distincts deux a deux (¢f. remarque
(2.5.2.) et chapitre 1, tome III), nous résolvons (2.5.1.) par rapport a
X, Y, Z pour obtenir les formules inverses

-
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X = p1(x — x0) + g1 (y — yo) + 11 (z — zo),
Y = p2 (x — o) + g2 (y — yo) + 12 (z — zo),
Z = ps(x — xo0) + g3 (y — yo) + 13 (z — 2o0).

(25.2)

Quelques cas particuliers sont intéressants :

1° Translation des axes

Si les axes nouveaux sont directement paralléles aux anciens,
nous avons les formules de simple translation des axes

x = Xo + X,
y=1Yyo +Y,
z =z0 + Z.

On retrouve expression du carré de la distance de deux points
oM.oM = oM ||* = X2 + Y2 + 77
= (x — x0)® + (y — yo)* + (z — z0)*.

"2° Rotation des axes dans le plan

Si les axes Oz et OZ sont confondus et si 6 désigne I'angle des
directions Ox et OX mesuré dans la direction orientée de Oz ( fig. 2.5.2.),
nous avons

p1 = cos 6, g1 = sin 6, ry =0,
pz=cos<6+g>=—~sin6, q2=cos€); rz = 0,
p3=0, £]3f0, 13=1,

Les formules (2.5.2.) se réduisent &

x = Xcos0 — Ysin 0,
y = Xsin 0 + Y cos 6,
z = Z.

(253)

Remarque 2.5.3. — La représentation matricielle
des formules (2.4.1.) et (2.4.2.) (tome III, paragraphe
2.1.) s’obtient directement & partir de la mise en
place des axes nouveaux, soit

x Xo prop:ops X
()-()Cen) G
z Zo Fy o FzoP3 zZ
Xg' X
(yo) +P (Y) .
Zo VA

La matrice P est la matrice de la transformation.
P étant inversible (tome III, paragraphe 2,7,) nous

obtenons
X X — Xo
Y} =P 'y~ yo>.
VA Z -~ Zp

La formule matricielle reste valable méme si les
repéres sont quelconques. P désigne alors la matrice
de passage ded, j kau v w.

Fic. 2.5.2.

Exercice 2.5.1. — Fcrire les formules de changement
de coordonnées pour le nouveau repére :

©(1,0,0), wu=i+j v=i—j w =2k

Exercice 2.5.2. — FEcrire les formules de change-
ment de coordonnées pour le nouveau repére :
©(2,3 —-1), u=2i+j+3k
ve= —i4+j4+ ko w=i+2j+k
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(Toyet (T5)

aCq
F1G. 2.6.1.

g

a0,

e
On perpendiculaire au plan (ko, k1) -
Oz, perpendiculaire au plan (n, i;)

FiG. 2.6.2.
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2.6. ANGLES D’EULER

Au paragraphe 2.5., nous venons de voir qu’il est possible de passer
d’un repére orthonormé & un autre par la connaissance des neuf cosinus
directeurs fixant la position du nouveau systéme par rapport 4 I'ancien.

Dans ce paragraphe, nous allons voir que trois paramétres indé-
pendants suffisent pour passer d’un systéme & l'autre. Ce sont les angles
d’Euler.

Pour repérer la position du repére orthonormé direct
MO,X Y, 7)

par rapport au repére orthonormé (To) (O, io, jo, ko), nous considérons
tout d’abord (fig. 2.6.1.) le vecteur OO’ qui fixe la position de O’ par
rapport au repére (To).

Ensuite, il faut se fixer I'orientation de (T) par rapport a (To),
Cest-a-dire la « situation angulaire » de (T) par rapport & (To).

Soit alors le triedre (T1) (O, iy, j1, k1) d’axes paralléles a ceux de
(T). Ainsi, fixer 'orientation de (T) par rapport a (To) revient a fixer
Iorientation de (T;) par rapport a (To) (fig. 2.6.1).

Nous allons d’abord considérer le cas général ou aucun des axes
de (T;) n’est paralléle aux axes de (T).

Décrire la situation de (T;) par rapport a (To) requiert la donnée
de trois paramétres. Nous choisissons trois paramétres angulaires qui
sont les angles d’Euler définis comme suit :

Les vecteurs ip et i1 non colinéaires définissent une direction de
plan. Soit n le vecteur orthogonal & ce plan. Ce vecteur mené de O
est perpendiculaire a I'axe Oz, il est donc dans le plan Oxoyo.

Sur la figure 2.6.2., le nouvel axe On est l'axe des neuds du - posi-
tionnement de (T) ou (T) par rapport & (To).

Posons
= (io, n) orienté par ko, appelé précession,
0 = (ko, k1) orienté par n, appelé nutation,
¢ = (n,i;) orienté par k1, appelé rotation propre.

Tout d’abord vérifions que les angles Vs, 6 et ¢ permettent d’amener
le repére (T1) sur (To) et réciproquement.
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La rotation d’axe Oz, et d’angle V fait passer du repére
(O, o, jo, ko)

au repeére (O, n, p, ko) [ fig. 2.6.3.].

La rotation d’axe On et d’angle 0 fait passer du repére (O, n, p, ko)
au repére (O, n, g, k1) [ fig. 2.64.].

Enfin, la rotation d’axe Oz; et d’angle ¢ fait passer du repére
(O, n, g, k1) au repére (O, i1, j1, k1) [ fig. 2.6.5.].

Nous avons ainsi au cours de chacune des rotations précédentes
les correspondances suivantes :

o »n,
Rotation d’angle ¥ autour de Ozo { jo —'p ,
' ko bl ko.

n —n,
Rotation d’angle 0 autourdeOn { p — ¢,
k() — k1.

n _)ils

Rotation d’angle @ autour de Oz; { ¢ —ji1,
k1 hd k1.

Nous désirons connaitre i1, j1, k1 en fonction de i, j, k, s, 6, ¢, et
réciproquement.

D’aprés ce qui précéde, la rotation autour de Oz; (fig. 2.6.5)
conduit &

i1= cos@.n+ sing.gq
Ji= —sing.n+cose.q
Dans la rotation autour de Oz (fig. 2.6.3.), nous avons
n= cosVYip+ sin VY jo,
p = — sin Y io + cos Y jo.

Dans la rotation autour de On (fig. 2.6.4.), nous avons
q=cosB.p+sinB. ko
Par suite, nous pouvons écrire .
(2.6.1.) iy = (cos @ cos  — sin @ sin \ cos 6) io

eto + (cos @ sin \ + sin @ cos s cos 8) jo + (sin @ sin 0) ko,

p perpendiculaire au plan (ko,\n)
FiG. 2.6.3.

n

q perpendiculaire au plan (ky, n)
F1G. 2.6 4.

FiG. 2.6.5.
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Remarque 2.6.1. — Le tableau 2.6.2. rend conipte
d’une transformation ponctuelle qui est le produit
de trois rotations

R0:1.4 © Bou,0 0 Rozg b

Un tel produit est en fait ume certaine rotation
R4 0U (A) est un axe passant par O, et o un angle
4 déterminer. L’axe (A) se trouve en recherchant
les points invariants dans la transformation ce qui,
en termes de calcul matriciel, revient 4 chercher la
direction propre associée 4 la valeur propre 1
(tome III, chapitre 3).

Exercice 2.6.1. — Donner le tableau permettant de
déduire o, jo, ko connaissant iy, ji, ki, s, 6, o.

Remarque 2.7.1. — Ainsi que nous I’avons vu au
paragraphe 1.8., soit r (#) la position d’un mobile P.

r N
Le vecteur vp = % est le vecteur vitesse du mou-

vement de P porté par la tangente 3 la trajectoire.
Prenons un point de référence Py sur la trajectoire
de P. Nous avons (¢f. paragraphe 1.8.)

g—jt=]/t"(t).r’(t).t

t étant le vecteur unitaire tangent 2 la trajectoire

Vp ==

d:

R

h..]&.
&.l&.

Nous en tirons le tablean de passage suivant permettant de déduire
(i1, j1, k1) en fonction de (io, jo, ko, U, 6, @) :

(2.6.2.)

fo Jo ko

i | cos ¢ cos  — sin @ sin § cos O cos<psin\l;+éin<pcosd/cose sin @ sin 6

oy

Ji| —sing@cosy — cos @sinrcos 8| — sin ¢ sin ¥ + cos ¢ cos  cos 0 cos @ sin 6

ky sin { sin 6 — cos ¥ sin 6 cos 0

Si @ = 6 = 0 (rotation des axes dans le plan), nous retrouvons les
formules (2.5.3.) avec des notations différentes. Tous les cas particuliers
peuvent s’obtenir 4 partir du tableau (2.6.2.). Le lecteur le fera a titre
d’exercice.

2.7. APPLICATION DES CHANGEMENTS
DE REPERE A LA MECANIQUE

C’est dans cette science que se trouvent de nombreuses applica-
tions des changements de repéres. En effet, il faut pouvoir étudier des
corps solides en mouvement et savoir les repérer a chaque instant de
leur mouvement.

Or dans le mouvement d’assemblage de solides, certains sont en
mouvement par rapport aux autres.

Il'y aura donc des repéres orthonormés qui se déplaceront les uns
par rapport aux autres alors que dans les deux paragraphes précédents
les repéres étaient fixes.

Composition des vitesses d’un point matériel

Exemple 2.7.1.

Reprenons I'exemple 2.3.5. sous l'angle de la composition des
vitesses. Considérons une particule P (fig. 2.7.1.) se déplagant sur le’
meridien () d’une sphere (S) de rayon R avec une vitesse angulaire
constante v > 0. La sphére (S) de centre O tourne avec la vitesse angu-
laire constante ®.
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Cherchons la vitesse du point P dans le mouvement ainsi consi-
déré. Le point P se déplace dans un repere (T1) (O, x1, y1, zo) li€ au
méridien considéré. Ce repére (T;) est lui-méme mobile par rapport 4
un repére fixe (To) (O, Xo, yo, zo). Les vecteurs unitaires sont notés
comme au paragraphe 2.6.

Le mouvement de P sur (.#) peut étre représenté par la fonction
vectorielle

OP (1) = Rcosvyt.iy + Rsinvyt . k.
L'axe Ox; du repére (T,) tourne avec la sphére et Ox, fait un
angle mf par rapport a I'axe fixe Oxo. c'est-d-dire
(2.7.1.) [y (1) = cos wf . iy + sin ! . jo.
Par suite, nous pouvons écrire
d OP _d_t_

(272) V(P)=—— = Rcosyt—— — yRsinyt.i; + yRcos vyt . k.
dt dt

Ainsi V (P) se compose
— d’une vitesse relative dans le repére (T1)
Ve (P) = — yRsinyt.i; + yYRcosyt . k

qui est tangente au méridien (%),

— d’une vitesse d’entrainement du repére (T;), P étant considére
comme fixe dans (T4),
diy

dt

qui est dans un plan parallele 4 Oxoyo et tangente au paralléle passant
par P. ‘

Ve (P) = R cos vt

Nous avons
2.7.3) V(P) = Vr (P) + Vi (P).

Cette vitesse (relation 2.2.11. de Iexemple 2.3.5.) est dans le plan
tangent 4 la sphére en P. Elle a une composante tangente au méridien
en P soit Vg (P) et une tangente au parallele & P soit Vg (P).

Nous allons maintenant présenter le cas général non relié a une
configuration géométrique déterminée.

Considérons un point P mobile par rapport & un repére ortho-
normé (Ty), d’origine O; lui-méme mobile par rapport a un repére
(To), d’origine O.

Fic. 2.7.1.

Exercice 2.7.1. — Déterminer le module || Ve | de
la vitesse dans 'exemple 2.7.1.

Exercice 2.7.2. — Une cabine cylindrique de centre
de gravité G effectue un mouvement composé.

a) L’axe GX tourne autour de Oz avec la vitesse
angulaire o; ( fig. 2.7.2.).

b) La cabine tourne autour de son axe GX avec la
vitesse angulaire ®;. Au départ, les triédres fixes
et mobiles sont homologues par translation. On
distingue le point M (X = 0, Y = r, Z = 0).
Calculer Vy 4 tout instant.

FiG. 2.7.2.
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Nous avons la relation vectorielle suivante :
OP = 00; + O,P.

Par suite, nous pouvons écrire

d OP di, d]l dk,
(274) V(P)=—~ [ (00,) + x1 —= + y1 == +21—d—t—]
dJC1 R dy1 , dZ]_

*[F”’ ar’ +Ik1]'

En considérant P fixe dans (T), soit x; = Cte, y; = Cte, z; = Cte,
V (P) se limite & I'expression entre les premiers crochets qui est donc
la vitesse d’entrainement de P dans son mouvement par rapport & (To).

En considérant le seul mouvement de P dans le repére (T1), V (P)
se limite & P'expression entre les deuxiémes crochets. Cest la vitesse
relative Vg (P).

La vitesse V (P) est la composition des deux vitesses précédentes
(relation 2.7.3.).

Composition des accélérations d’un point matériel

Exemple 2.7.2.

Déterminons Paccélération du point dans l'exemple (2.7.1.) (fig.
2.7.1.). De la vitesse de P obtenue dans la relation 2.7.1., nous dédui-
sons l'accélération de P

dV (P) d* . i

2.75) Yy(P) = = R cos yt ——— i

d
— y?*Rcos yt. i, — y*R sin yt . k.

En considérant le seul mouvement du point matériel (P) sur le
méridien .#, nous obtenons P'accélération relative

Yr (P) = — y>Rcos yt. i — y*Rsin vyt . k.

En considérant P comme fixe sur le méridien, on obtient ’entrai-
nement de P li€ au repére (T;) dans son mouvement vis-a-vis du repére
(To). Cest Paccélération d’entrainement yg (P) :

4 . i

ve {P) = R cosyt T
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En regardant la relation (2.7.5.), nous remarquons qu’il subsiste un
terme complémentaire : Clest l'accélération complémentaire ou de
Coriolis.
. d.i
vc(P) = — 2yR 51nyt7t—.

L’accélération du point P d’aprés la relation 2.7.5. et les relations
intermédiaires ci-dessus est

276, 7(P) = 7& (P) + Tr (P) + vc (P).

Comme pour les vitesses, nous allons retrouver ce résultat dans
le cas général

Considérons un point mobile P par rapport a un repére (T1),
d’origine O}, lui-méme mobile par rapport & un repére To, d’origine O.

Nous pouvons écrire OP = 00, + O,P,
soit OP =00; +x1 (i () + y1 (Dj1 (t) + z1 () ka (l),

i1, j1 et k; étant des vecteurs unitaires du repére (T1) mobile par rapport
a4 (To).

Par suite, nous avons

a2 00, d* iy a2 j a? ky

277) (@)= I:_W— + X 7 + ¥ P + 23 7
dz X1 dz Y1 dz Z1

[dt2 b+t g ks

) dxiy diy  dys dji  dzy dk
dt dt dt dt dt dt |
En considérant P fixe dans (Ty), ye se limite & I'expression entre
les premiers crochets qui est l'accélération d’entrainement e (P) dans
son mouvement par rapport a (To).

En considérant le seul mouvement de P dans le repére (Ty), ¥ P)
se limite & I'expression dans les deuxiémes crochets. C’est 'accélération
relative v (P).

Il reste dans la relation (2.7.7.) un terme complémentaire qui est
I'expression entre les troisiémes crochets : c’est I'accélération complé-
mentaire ou de Coriolis.

L’accélération y (P) est la composition de ces trois accélérations
(relation 2.7.6.).

Exercice 2.7.3. — Déterminer 1'accélération Y™
du point M de la cabine (exercice 2.7.2.).

Exercice 2.7.4. — En décomposant le mouvement,
montrer que P'accélération de Coriolis dans 'exemple
2.7.1. est

d
Ye() =20 (05

Remarque 2.7.2. — L’accélération de Coriolis yc (P)
figurant dans la relation (2.7.7.) peut s'exprimer a
'aide du vecteur instantané de rotation  (voir
2.7.8.). Nous avons :

diy djx
—— = Ay, = .
dt Ah dt
d’ou Yc(P) = 20 A Ve (P).
Remarque 2.7.3. — L’accélération de Coriolis est

nulle dans les cas suivants :

a) =0 (remarque 2.7.2.), donc mouvement de
translation pure;

b) Q// Vg (P).
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2

2y

aCo
Fic. 2.7.3.

2

FiG. 2.74.

Remarque 2.74. — En combinant translation et
rotation on obtient

V()= V(01 + QA OP,

olt Oy est un point lié au solide.
Cette relation est 4 la base de 1a cinématigue du solide.

Champ des vitesses d’un solide en mouvement

Ceest une application directe des angles d’Euler (paragraphe 2.6.). -

Soit un solide (S;) en mouvement par rapport & un point auquel
on associe un repére fixe (To) (O, xo, yo, zo) (fig. 2.7.3.).

Considérons un repére (T;) lié au solide (Si). Les points de (S;)
sont mobiles par rapport a I'espace fixe. Nous allons examiner quelques
mouvements particuliers de solides.

Exemple 2,7.3. .

Dans une translation, tous les points du solide ont méme vitesse
par rapport au repére To. Par suite, si P est un point quelconque du
solide, nous avons

V(P) = V(Oy),

vitesse exprimée dans (To) et notée

V() = 2 (00,

Exemple 2.7.4.

Dans une rotation autour d’un axe fixe Oz, (fig. 2.7.4.), nous avons
vu (exemple 1.4.1.) que cette rotation peut étre décrite & partir d’un
vecteur £ dirigé suivant I'axe de rotation. Cest Paxe instantané de
rotation.

Si (T1) (x1, y1, z1) est lié au solide Sy, ce repére est défini & partir
du repére fixe To (xo, yo, zo) par I'intermédiaire d’un angle

V() = {Oxo, Ox1).
. Toujours d’aprés I'exemple (1.4.1.) et le paragraphe 2.2., un point P
de (S1) se déplace sur un cercle de rayon r dans un plan perpendiculaire

a I'axe de rotation Ozo. Sa vitesse est perpendiculaire au plan de © et
de OP () fonction vectorielle fixant la position de P par rapport & O :

(2.78.) V(P) = A OP(),
soit
VP)=Q A OH + Q A HP.
Les vecteurs © et OH étant perpendiculaires, nous avons
VP =Q A HP
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et
V@ | =¥ @.|HP | =,
c’est-a-dire
Q =V, ko.

Exemple 2.7.5.

Dans un solide en rotation autour d’un point fixe O (fig. 2.7.5.),
on fait un raisonnement identique en utilisant les angles d’Euler (para-
graphe 2.6.).

Soit un repére fixe (To) d’origine O et un repere (T,) lié au solide
de méme origine. Un point P du solide se déplace au sens instantané
du terme sur une sphére de centre O et de rayon OP (2).

Le point P du repére (T1) est connu par les coordonnées d’Euler
v (2), 8 () et @ (¢) et nous avons

(279.) V(P) = Vu(P) + Vo (P) + Vo (P).

L’indice exprime que la composante est prise respectivement dans
une

rotation autour de Oz :
Vv =V ko AOP;
— rotation autour de la ligne des neeuds :
Ve =0n A OP;
rotation autour de l'axe Oz, :
" Vo =¢' ki A OP.

Par suite, nous avons
V({P)=Q A OP,
ol
(2.7.10.) Q=VYko+8n+ ¢k
est le vecteur instantané de rotation.

Le lecteur retrouvera a titre d’exercice les résultats concernant

I'accélération d’un point d’un solide dans les mouvements des trois

exemples précédents (exercice 2.7.6.).
av®)

7 se calcule aisément

L’accélération yp =

Fi1G. 2.7.5.

Exercice 2.7.5. — Un solide tourne avec la vitesse
angulaire ®, autour de I'axe x = y = z orienté
dans le sens des x croissants. Déterminer le lieu
géométrique, 4 un instant donné, des points P tels
que Vp fait un angle donné avec ume direction
donnée.

Remarque 2.7.5. — Nous déduisons de (2.7.10.) les
composantes p, ¢, r du vecteur Q dans le triédre fixe
p=\Ysin0.sin¢p + 6 cosq,

g = \Y'sinf.cosp — 0'sinq,

ro=\'cos® + ¢
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Exercice 2.7.6. — Montrer que
— dans le cas d’un solide en translation

¥ ®) =17 (O1),

O origine de T; mobile par rapport 4 To d’origine O ;;

— dans le cas d’un solide en rotation autour d’un
axe fixe ( fiy. 2.74.) )

YR} =Q AOP +Q AV (P),
soit
Y(P) =Q' A OP — 0. HP.
Retrouver les diverses composantes de I’accélération ;

— dans le cas d’un solide en rotation autour d’un
point fixe ( fig. 2.7.5.)

Yy(P)=Q" A OP + 0?.PH.
mais H n’est plus fixe.

* Exercice2.7.7. — Calculer | Q || (¢f. relation 2.7.10.).

p=d(ﬂAOP)=@AOP+Q/\dOP.
dt dt :
Or d—gg = Vp =0 A OP,
dt
d’ou
dQ
27.11) ¥p = i AOP + Q A (2 A OP).

En développant le double produit vectoriel, nous retrouvons les
expressions de la remarque 2.7.5.
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2.8. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

2.8.1. — Soit deux miroirs plans d’aréte commune (section droite,
fig. 2.8.1.). Le miroir horizontal est fixe tandis que P'autre peut
tourner autour de Iaréte. Soit § = (Ox, Ou). On envoie un rayon
du point L (1, 1) parallélement & la direction de # = 21 — j.
a) Choisir 8 de sorte que le point M (2, 1) soit éclairé par le rayon
apreés deux réflexions.
b) Choisir 8 pour que L soit éclairé 4 nouveau aprés deux
réflexions. }

T Yy u

N\ :

/ Fic. 2.8.1.

2.8.2. — Soit un triangle ABC et un parallélogramme BCDE. Les
perpendiculaires menées de D & AB et de E 4 AC se coupent en M.
Trouver le lieu du point M lorsque D décrit une droite ou un cercle
donné.

2.8.3. — Construire un trapéze ABCD de bases AB et AC
connaissant

a) I'angle A, les longueurs AD et BC, 'une des longueurs AB ou
AC;

b) les longueurs AC, BD, I'angle (AC,BD) des diagonales et I'une
des bases. .

2.8.4. — Soit un cercle fixe de centre O et un point fixe w. On
construit un triangle équilatéral ABC de centre de gravité o, dont
le sommet A décrit le cercle O. Trouver les lieux géométriques des
sommets B et C.

2.8.5. — Soit I, J et K les milieux des c6tés BC, CA et AB du triangle
ABC. On construit extérieurement au triangle le segment JN
perpendiculaire au cdté AC et égal a sa moitié, puis le segment KP

perpendiculaire & AB et égal 4 sa moitié. Démontrer que les seg-
ments IN et IP sont égaux et perpendiculaires.

2.8.6. — Soit Oxy un repére orthonormé. Etudier la nature de Ia
transformation définie par les relations

x' = x 4+ ay, y o= — ax + y (a # 0).
2.8.7. — Construire un cercle tangent 3 un cercle donné et 4 une
droite donnée connaissant I'un des points de contact.

2.8.8. — Soit D et D’ deux 'droites homologues dans la rotation
(A, 0). Appelons OA et OA’ les perpendiculaires communes a
A et D d’une part, A et D' d’autre part.

a) Montrer que la bissectrice intérieure de (OA,OA’) est I'axe
d’un retournement transformant D en D', .

b) Déterminer un second retournement transformant D’ en D.

2.89. — Soit la courbe (C) définie dans un repére orthonormé

ar I’équation
P q ax + b

ex +d

Soit X et oY deux nouveaux axes rectangulaires dont I’origine
® a pour coordonnées

J Tz

d a
X= - y=-,
¢ ¢
n
I'angle o« = (Ox, 0X) = 7 Trouver par rapport a4 ces axes

I’équation de la courbe (C). (Cas particulier ou y = §—4-—; )
2.8.10. — Les axes anciens Oxyz et les axes nouveaux OXYZ sont
de méme origine et forment deux triédres orthonormés et de méme
sens; OX se projette sur les plans xOy, yOz, zOx suivant les
bissectrices intérieures des angles xOy, yOz, zOx; OY est situé
dans le plan xOy; I'angle zOZ est aigu. Montrer que le tableau
des neuf cosinus est

x ¥y z
x| L[ L] L
3| /3| V3

; 1 1
Y-—-—-—.-: 0

2| /2

1

yARS - —

%1""
<
N
<
[







3.1. LA DROITE

Nous avons vu au paragraphe 1.7., comme application du produit
scalaire de deux vecteurs, que toute équation du premier degré en x et y
représente une ligne droite dans un repére orthonormé Oxy.

L’équation d’une droite (A) quelconque du plan s’écrit dans un
repére quelconque :

(3.1.1) Ax +By+C=0.

Cette relation est équivalente, si B est non nul, a
(3.1.2.) y=mx+h, |
avec | m=—-é et h=—-9.

B B

Vérifions que (3.1.2.) définit bien une droite en repére quelconque.
Soit H et K (fig. 3.1.1.) les points de coordonnées respectives (0, h)
et (1, m + h). Soit M un point quelconque dont les coordonnées x et y
vérifient (3.1.2.). Les composantes de HM s’écrivent alors »

(2= ()=

chapitre 3

Les courbes planes.

Exercice 3.1.1. — Soit la droite (D)) d’é¢quation
A+ QRQA+Ty—BA+2)=0.

Quelle est la valeur de A telle que
a) le coefficient directeur m est — 1;
b) (D) rencontre Ox en A (— 5, 0)?

FiG. 3.1.1.
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Remarque 3.1.1. — Si C est différent de O dans
I’équation (3.1.1.) cette derniére peut se mettre sous
la forme
ux +vy+1=0, -
ol les quantités A ! et B !
U o= o 2 [ J e ——
q C~ Ta c~ 7%
sont appelées les coordonnées tangentielles de la
droite (A).

Y
HXQ
/0 X
@)
Fic. 3.1.2.

Exercice 3.1.2. — Soit la droite (4,) d’¢quation
- Dx+Q@u—-1y+5—-—u=0.

Choisir p de fagon que

a) (A // Ox,

b) (4,)//Oy,
¢) (A}) passe par O,
d) (A,) passe par A (3, — 2).

Y
(ANG
H
b
. M
4 o
§) ANy
Fic. 3.1.3.

D’autre part, les composantes de HK sont (1, m).
Nous avons donc HM = x . HK, ce qui signifie que M appartient
a la droite HK.

.Rappelons que m s’appelle le coefficient directeur de la droite et h
Uordonnée a Povigine.

Exemple 3.1.1.

Dans le cas général, la droite coupe les axes Ox et Oy en deux
points distincts P et Q (fig. 3.1.2.). Si a est I'abscisse de P et b I'ordonnée
de Q, I'équation

(3.13) §+X—1=0

b

est du premier degré et représente la droite PQ. Cette équation fait
apparaitre I'abscisse et 'ordonnée des points d’intersections de la droite
avec les axes de coordonnées.

Dans la suite, nous nous placerons dans un repére orthonormé, sauf
mention contraire.

Cas d’un repére orthonormé

Dans ce cas, les expressions (3.1.1.) & (3.1.3.) subsistent. Il est possi-
ble de mettre en évidence une autre forme remarquable de I'équation
d’une droite. Soit p (p > 0) et 0 un systéme de coordonnées polaires
(¢f. paragraphe 2.2.) de la projection orthogonale H de lorigine des.
coordonnées sur la droite donnée (A) (fig. 3.1.3.). Si M est un point
quelconque de la droite (A), le produit scalaire du vecteur OM par le
vecteur unitaire # de la normale OH est

OM.u=||[OM | .| u| cos® = p,
d’ott
(3.1.4.)

Cette équation est appelée 'équation normale de la droite.
Cette équation (3.1.4.) peut s’obtenir & partir de la forme

Ax +By+C=20

xcosO + ysin® — p = 0.

avec
cos® sin® —p +1

A B C =VA;+B2
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La distance de l'origine des coordonnées a la droite est
__lel

P /A% + B?

et les cosinus directeurs de la normale d la droite proposée sont

+ A

coS 0 = e,
[/ A* + B?

+ B

B=sin0 =
, I/A* + B?

Cest-a-dire les résultats de I'exemple (1.7.1.) liant les coefficients direc-
teurs aux cosinus directeurs.

'(3.15)

oL =

Exemple 3.1.2.
Soit une droite (A) d’équation
Ax + By + C = 0.

Sur une normale 2 cette droite, nous pouvons déterminer un sens
positif, par exemple celui du vecteur de cosinus directeurs

A B

arier L ar

L’équation de la normale (A’) passant par lorigine des coordonnées
. est de la forme

a'x + By =0,
ou o et B’ sont les cosinus directeurs de (A’). Ils sont tels que (ortho-
gonalité)

oo + B = 0.
Le calcul conduit &
@ Fpo Fb
/A + B>
[3’ = i [o A1 i ———-—-———————__.._._._A .
/A* + B?

L’équation de la normale (A’) & (A) passant par l'origine est
—Bx + Ay =0.

Exercice 3.1.3. — Soit un miroir plan dont le profil
est la droite (D) d’équation normale -
xcoso + ysino = d (fig. 3.1.4.).

On considére des rayons incidents issus d’une source
lumineuse placée en O, d’angle polaire B. Déterminer
I’équation normale du rayon réfléchi.

FiG. 3.14.

Exercice 3.1.4. — Déterminer A (exercice 3.1.1.)
pour que la distance de O & (D,) soit égale a 1.

Exercice 3.1.5. — Déterminer ’équation normale
de la tangente & la parabole d’équation y = x* au

3
point d’abscisse x = 5

Exercice 3.1.6.. — Soit un dioptre plan (fig. 3.1.5.)
dont une section droite est portée par la droite
(D) déquation

x+ y=d, avecd > 0.
On considére des rayons incidents issus d’une source
lumineuse placée en O, d’angle polaire B. Déterminer
B pour que le rayon réfracté éclaire le point A (24, d).

Y

Indice 1,5

N

Indice 1

FiG. 3.1.5.
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Exemple 3.1.3.
Distance d'un point Mo (xo, yo) d la droite (A) passant par I'origine
des coordonnées d'équation
Ax + By = 0.
Un systéme de cosinus directeurs du vecteur unitaire # de cette
Exercice 3.1.7. — Calculer la distance du point droite est

Mo (1, 1) 4 la droite d’équation 2 x — y = 1.

Exercice 3.1.8. — Déterminer le point M de la
bissectrice (y = x) dont la distance a la droite
d’équation 2 x — y = 0 est égale 4 1.

Exercice 3.1.9. — Déterminer I’angle des deux droites

D) x+2y+1=0,
D2) x— y +1=0.

B LA
/A? + B /A + B

D’apreés les résultats de 'exemple (1.7.3.), la distance cherchée est

d=|/(u A OMo)?,

soit
d= l Axo + Byo |

/A2 + B2

(3.1.6)

Angles de deux droites en axes orthonormés

D’aprés la relation (1.7.1.), la tangente de I'angle V formé par deux
droites se coupant en un point O est telle que '

| OM, A OM, |

V="M, . OM,

Si(x1, y1) et (x2, y2) sont les coordonnées de M1 et M4, nous obtenons

_X1Y2 —YiXa M2 —my
- - £l
Xi1xXa+yiy2 14+ mm

3.1.7.) tg V

my = i—l— et mp = y)—; étant les pentes des droites (A1) et (Az) qui portent
1 2

les vecteurs OM; et OM,.
Si les droites ont pour équations

Aix + Biy + C; =0,
Asrx + Bzy + Cy = 0,
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1 Ao
nous avons my = — y My = et
1 BZ
dout
- —A
(3.1.8) tg V = A1Bz — A.By

T AiA; + BBy

Si les droites sont paralléles, nous avons-avec les relations (3.1.7.)
ou (3.1.8)
mi = my OuU A1B2 — A2B1 = (.
Si les droites sont perpendiculaires, nous avons

1 +mm =0 ou AijAs + BB, = 0.

Exemple 3.14.

Si une droite (A) est connue par son équation
Ax +By+C=20

cela signifie que sa pente est m = — % B # 0).
La droite (A") perpendiculaire a (A) a pour pente% (A 5 0).
Son équation est de la forme
y = —E«x + h,

soit
Ay — Bx — K = 0.
La normale 4 (A) passant par Porigine des coordonnées a pour équation
Ay — Bx = 0.

Nous retrouvons le résultat de 'exemple (3.1.2.).

Les équations des droites ainsi présentées reposent sur la connais-
sance des cosinus directeurs ou de coefficients directeurs de la normale
d la droite considérée.

Nous allons maintenant voir une autre facon de représenter une
droite.

Exercice 3.1.10. — Déterminer les relations entre
A et p pour que les droites (D3) et (A,) des exercices
(3.1.1.) et (3.1.2.) soient

a) paralléles,

b) orthogonales,

c¢) sécantes en un point de 'axe Ox,

d) sécantes en un point de I'axe Oy.

Exercice 3.1.11. — Soit (D;) et (A,) les normales 4
(Dy) et (A,) passant par l'origine O (exercices 3.1.1.,
3.1.2.).

Quelle est la condition sur A et p pour que (D)) et
(A;) déterminent un segment de longueur 1 sur la
droite y = 17 '
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Exercice 3.1.12. — Soit 6 = g, o =cosf,f =sin6,

Xo = 1, yo = 2. Déterminer les valeurs du paramétre
A (3.1.9.) telles que le point M (x, y) appartienne & la
fois & la droite (D) et & la parabole d’équation
y = x%

Représentation paramétrique d’une droite connaissant sa direction
et un point

Soit une droite (A) passant par le point Mo de coordonnées xo
et yo et de direction représentée par un vecteur u. ‘

Un point M quelconque de la droite ( fig. 3.1.6.) est tel que
OM = OM, + MoM,
u étant le vecteur unitaire de (A) et A la mesure du vecteur MoM le long

de (A), nous avons

OM = OM, + .
Soit
OM = (xo + al)i + (yo + PN Jj = xi + y],

ol a = cos 0 et p = sin 0 sont les cosinus directeurs de la direction
positive choisie sur (A) et non plus de la normale. '

Il en résulte pour (A) la représentation paramétrique 4 Taide du

paramétre A :
(319) {x=xo+oc7»,

Yy = yo + PA.

En éliminant A entre ces deux équations, nous obtenons
oy — Bx = ayo — Pxo,
soit a(y — yo) — B(x — x0) = 0.

— P et o sont les cosinus directeurs de la normale 4 la droite de cosinus
directeurs o et f.

v Exemple 3.1.5.

Nous allons utiliser la représentation paramétrique pour chercher
la distance d’un point d une dvroite.

Soit Mo (xo, yo) le point et (A) la droite d’équation Ax + By + C = 0.

La droite perpendiculaire & (A).a pour pente X On choisit sur cette

- droite un sens positif de cosinus directeurs

A B

UasE Tymrw
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 Ecrivons que le point M de coordonnées xo + oA, uo + BA
(fig. 3.1.7.) est sur la droite (A), c’est-a-dire

A(xo +or) + B(yo + BA) + C=0.
Nous obtenons ainsi
_Axo+Byo+C_ _Axo+Byo+C
Ao + BB I/AZ + B? ’

La distance cherchée, prise en valeur absolue a pour expression

A = MoH =

IAxo+Byo+C{

MoH || =
e | = 22

3.2. EQUATION DE DROITES DEFINIES
PAR CERTAINES CONDITIONS

Commengons par le probléme le plus simple qui est de former
Péquation de la droite de pente donnée m qui passe par le point donné
Mo (xo, yo). Cette équation est de la forme

(3.2.1) y = mx + h,

m désignant la pente donnée et h 'ordonnée & I'origine qui est ici 'incon-
nue du probléme.

Nous écrivons que la droite passe par le point donné Mo (xo, yo),
c’est-a-dire :

Yo = mxo + h.
Nous obftenons immédiatement
h = yo — mxo.

En portant ‘cette valeur dé h dans I'équation (3.2.1.), équation
cherchée devient

(3.2.2) y — Yo = m(x — Xo).

FiG. 3.1.7.

Exercice 3.2.1. — La droite (D)( fig. 3.2.1.) d’équation
T T
xcos§ + ysmg =1
représente le profil d’un miroir plan. Déterminer

’angle polaire B d’un rayon incident issu de O pour
que le rayon réfléchi éclaire A (— 2, 2).

o ‘%
FiG. 3.2.1. )
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Remarque 3.2.1. — Pour former P’équation.de la
droite joignant deux points donnés M; (x;, y1) et
M3 (x2, y2), on peut aussi écrire que la droite dont
P’équation est de la forme

y=mx+h

et passe par M, soit y; = mx; + h, passe par M,
s0it y2 = mxz + h, et déterminer les deux inconnues
m et h ce qui donne I’équation (3.2.2.).

Exercice 3.2.2. — Déterminer les équations des
supports des c6tés AB et AC d’un triangle ABC dont
le sommet A est situé sur la bissectrice d’équation
y = x et B et C sont portés par Ox, d’abscisses
respectives b et c.

Exercice 3.2.3. — Les supports des cdtés AB et AC
d’un triangle ABC ont pour équations respectives

x—-3y+5=0 2x+y—6=0

Si les sommets B et C sont portés par Ox, quelle
est I’¢quation de la médiane issue de A?

Remarque 3.2.2. — On peut utiliser les déterminants
(¢f. chapitre 1, tome III) pour obtenir les relations
(3.2.3.) et (3.2.4.). Pour que les points My, M, et
M; soient alignés, il faut, et il suffit, qu’il existe
trois coefficients A, B et C non tous nuls tels que

Ax1 + By + C =0,
Ax; 4+ By, + C = 0,
Axs + Bys + C = 0.

Un tel systtme homogéne en A, B, C n'a de
_ solutions autres que la solution nulle que si, et
seulement si, le déterminant

B.% 1 1
X2 y2 1 = 0,
X3> Vs 1
ce qui n’est autre que la relation (3.2.4.). L équation
(3.2.3.) s’écrit de méme .

x y. 1
xy oy 1 = 0.
.XZ y2 1

Droite joignant deux points donnés

Nous désirons former I'équation de la droite joignant deux points
M (x1, y1) et Mz (x2, y2). D’aprés ce qui précéde, cette équation est de
la forme '

y=yi=mx— x1).
Cette fois, la pente est I'inconnue et nous allons la déterminer en
écrivant que la droite passe par le point My (x2, y2), soit
Y2 — Y1 =m(x2 — x1).
Ceci s’énonce :

La pente de la droite qui joint deux points est le rapport de la diffé-
rence de leurs ordonnées d la différence de leurs abscisses prises dans le
méme ordre.

Dans ces conditions ’6quation de la droite cherchée s’écrit

y—»n
X — X1

Y2 =N
X2 — X1

(32.3)

Conditions pour que trois points soient alignés

Pour que trois points M1 (x1, y1), M2 (x2, y2) et M3 (xs, ys) soient
alignés, il faut, et il suffit, que les valeurs x = x3, y = y; vérifient ’équa-
tion précédente (3.2.3.).

Cette condition peut s’écrire

(3:24) Y o0 _ 2= N
X3 — X1 X2 — X1

ce qui exprime en fait que les droites MM, et M; M3 ont méme pente.

Intersection de deux droites

Considérons deux droites (D) et (D) définies par les équations
Ax + By + C =0,
A'x +By+ C =0.

Elles se coupent si le systéme admet une solution unique en x, y.
La condition nécessaire et suffisante pour que ce systéme linéaire admette

(324) .
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une solution (¢f. chapitre 1, tome III) est que
AB — BA’' # 0,
NPT A B
Cest-a-dire N # B
En d’autres termes (cf. relation 3.1.5.), cela signifie que les pentes
des droites considérées sont différentes. '
Les coordonnées du point d’intersection sont
BC — CPB CA’ — AC 4
X = ——g————-—, = e, Exercice 3.24. — Sur la courbe y = -, soit les
AB' — BA’ AB — BA A B et C dab x .
points A, B et ‘abscisses — 1, 4+ 1 et + 8.
A B Cc ., - . . Trouver le point de concours des hauteurs du
Si A = B #* o il n’y a pas d’intersection, les droites sont paral- triangle ABC et vérifier qu’il est situé sur la courbe.
1eles. '
LA B C . s . i
Si Yo RO les deux droites ont une infinité de points d’inter-

section. Elles sont confondues.

Faisceau linéaire de droites

Si les droites précédentes ont un point commun M, toutes les droites
définies par 'équation générale
3.25) Ax + By + C+ A(A'x + By + C) =0,

dans laquelle A désigne un paramétre arbitraire, passent par le point M.

La famille de droites (3.2.5.) est appelée un faisceau linéaire de
droites.
Suivant la notation abrégée du géometre anglais Salmon (1819-
1904), posons
Ax +By +C =D,
Ax +By+ C =D
L’équation générale (3.2.5.) s’écrit -
D+ AD =,
. \ \ o
soit avec deux paramétres homogénes o et o tels que A = p

aD + oD’ = 0.

Exercice 3.2.5. — Sur la courbe (u) d’équation
: 1

y = x? + —, soit les points M et M’ d’abscisse A
x

et — ). Montrer que les tangentes a(uen M et
M’ se coupent sur (). Ecrire en fonction de A 'équa-
tion de la droite MM',

Remarque ?.2.3. - Si les droites (D) et (D') sont

paralléles, la valeur commune de leur pente est
A A
B~ B

Or, d’aprés la propriété fondamentale des propor-
tions, nous avons

A A’

A + AA
B B B+AB’
Par suite, les droites représentées par I'équation

(3.2.5.) sont paralléles & (D) et (D’) et forment un
faisceau de droites paralleles.
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Exercice 3.2.6. — Montrer analytiquement que les
hauteurs d’un triangle sont concourantes. Les c6tés
AzAs, AsAy et AjA; sont portés par les droites
(Dy), (D2) et (D3) d’équations normales

(D)) xcos6; + ysin®; =p;, i=1,23.

Exercice 3.2.7. — Les droites D,, D,, D, d’équations
respectives y = 0, 24 x + 3 y — 768 = 0,
24 x — 7y 4 168 = 0 forment un triangle ABC
dont on déterminera les sommets et 'orthocentre.
Montrer que I'angle (D1, Da) est double de I’angle
(D2, Dy). :

Exercice 3.2.8. — Former les équations des bissec-
trices intérieures du triangle ABC qui fait 'objet
de Pexercice 3.2.7. Vérifier que ces bissectrices
concourent et trouver les coordonnées de leur point
d’intersection. On écrira que les distances du point
d’intersection aux c6tés AB et AC sont égales,

Condition nécessaire et suffisante pour que trois droites soient

concourantes

Pour que trois droites (D), (D), (D") définies par les équations

D=Ax+By+C=0, D=Ax+By+C =0,
D" = A"x + B"y + C" = (,

soient concourantes, il faut, et il suffit, que (D") appartienne au faisceau
linéaire défini par (D) et (D'). Ceci signifie que I'on peut trouver trois -
nombres a, o, o” tels que I’on ait identiquement

3.2.6.) aD + oD’ + o'D” = 0.
Cette condition exprime que.si (D) et (D) sont paralléles, (D”)
leur est également paralléle. _
La relation (3.2.6.) doit étre valable quels que soient x et y, par
suite, on doit avoir
oA + o’A" + o"A" = 0,
aB + o'B’ + o"B” = 0,
) oaC + o'C' + o"C" = 0.
Pour qu’il existe trois nombres o, o, o différents de zéro, on doit
avoir (tome III)

A A/ A”
B B B"|=0
C C/ Crr

Cette relation permet d’exprimer directement que les droites (D), (D),
(D") sont concourantes ou paralléles.

3.3. LE CERCLE

Nous avons vu comme conséquence du produit scalaire que le

carré de la distance de deux points M (x, y) et C (a, b) est donné par

| MC |> = (x — a)* + (y — b~

Nous allons utiliser ce résultat pour trouver I’6quation cartésienne
d’un cercle. Rappelons qu’un cercle de centre C et de rayon R est le
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lieu des points M situés a la distance R du centre C. L'équation du cercle
de centre C (g, b) et de rayon R (fig. 3.3.1.) est, par suite,

(33.1) (x — a)* + (y — b)*> = R~

Cette équation s’écrit encore

(3.3.2) x* 4 y* —2ax — 2by + a®> + b> - R? = 0.
L’équation est de la forme générale

(3.3.3)

Réciproquement, considérons une équation de la forme (3.3.3.)
Elle peut s’écrire

(334)

x2 4+ y* —2ax - by +c=0.

(x—a?+@y—b?=a>+b—c
Trois cas peuvent alors se présenter.

— Sia? + b* — ¢ > 0, Péquation (3.3.4.) est celle d’un cercle de

centre C (g, b) et de rayon R = |/ a® + b* — ¢

— Sia® + b* — ¢ = 0, 'équation (3.3.4.) n’a qu’une seule solu-
tionx =a,y = b.

— Sia? + b* — ¢ < 0, équation (3.3.4.) n’a pas de solution dans
le plan réel. On dit qu'elle représente un cercle imaginaire.

Exemple 3.3.1.

Le cercle d’équation
4+ -R*=0
a pour centre Porigine et pour rayon R.
Le cercle d’équation
x4+ y?—2ax =0
est centré au point C (g, 0); il a pour rayon R = a. Il passe par I'origine.

Cercle de diamétre donné

Soit My (x1, y1) et My (x2, y2) deux points du plan. Si M est un
point du cercle de diamétre MM, (fig. 3.3.2.), les droites MM, et

YA
b Cla,b)
[¢] a x ax
Fig. 3.3.1.

Exercice 3.3.1. — FEcrire "¢quation des cercles qui
satisfont aux conditions suivantes :

a) C=(-4,2), r=235,

C=@3,~-5), r=1,

¢} C = (— 3, 2) et passant par (2, 6).

Exercice 3.3.2. — Déterminer les coordonnées du
centre et le rayon du cercle, lorsque les équations
suivantes représentent des cercles :

a) x>+ y? —4x+2y—1=0,

By x* +2x+y* +2=0,

c) x2 —-2x+y* =0,
d)x*+y*-2x+6y+9=0

Exercice 3.3.3. — Soit A (g, 0) et B (— a, 0) deux
points donnés. Déterminer le lieu des points M tels
que 'angle (MA, MB) soit égal 4 6 donné.

Exercice 3.3.4. — Ecrire I’équation du cercle

a) passant par les points (— 4, 0), (0, 3) et (0, — 5);
b) passant par les points (2, — 1), (— 2, 3) et centré
sur la droite d’équation y = x.

Exercice 3.3.5. — Pour quelle valeur de 4 ’équation
suivante représente-t-elle un cercle :

ay* + cx? +d (y* — m*x?) + 2 (y — mx) =0

avec a, ¢ et m donnés?

M

2

Fic. 3.3.2,
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Exercice 3.3.6. — Trouver I'équation du cercle
dont le diamétre est déterminé par les intersections
de la droite d’équation y = 2 x — 3 avec les axes.

F1G. 3.3.3.

Exercice 3.3.7. — Montrer que le rayon du cercle

k
de 'exemple 3.3.2. est R = ICZLI, avec a = AB.

MM sont perpendiculaires. En effet, le produit scalaire MM; . MM,

s’écrit

MM;: . MM; = MO+ OM;). (MO + OM;) 4
= MO? + OM, . MO + MO .OM; + OM,; .OM; = 0,

puisque OM; = OM..

Nous pouvons énoncer

Théoréme 3.3.1.

Tout diamétre d'un cercle (C) est vu d'un point quelconque
du cercle sous un angle droit.

L’équation du cercle (C) de diamétre MM, s'obtient en écrivant
que MM; . MM = 0 a l'aide de P'expression analytique, soit

(335) (x — x1)(x — x2) + (y — y1) (9 — y2) = O.

Exemple 3.3.2.

Cherchons les points M du plan dont le rapport des distances a
deux points fixes A et B a une valeur donnée k # 1, soit
MA
(3.3.6.) m‘ = k.
. P )
Les bissectrices de 'angle AMB coupent AB en I et J (fig. 3.3.3)
et nous avons

IA- JA MA

B-IB -MB ¥

Les points I et J sont donc fixes et, puisque 'angle IMJ est droit, le
point M appartient au cercle (C) de diamétre 1J.

Inversement si M appartient 4 (C), nous admettrons (cf. 0.104.)
que (3.3.6.) est vérifiée, d’otl le théoreme :

.Théoréme 3.3.2.

L’ensemble des points du plan dont le rapport des distances
a deux points fixes A et B a une valeur donnée k # 1 est le
cercle de diamétre 1J tel que les points 1 et J divisent le seg-
ment AB dans le rapport k (paragraphe 0.5.).
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En réalité nous avons

A IA

B JB’
c’est-a-dire que la division (ABIJ) est harmonique (paragraphe 0.5.).

Segment vu sous un angle donné

Le théoréme (3.3.1.) se généralise au cas d’un angle quelconque,
le diamétre étant remplacé par une corde M M.

Théoréme 3.3.3.

Toute corde d'un cercle (C) est vue d'un point quelconque M
du cercle sous un angle _constant o ou o — T suivant que le

point M décrit 'arc MiM2 ou M2M (fig. 3.3.4.).

Démonstration :

Soit M un point de I'arc I\m, et o Pangle inscrit (MM 1, MM3).
Les droites MM; et MM, sont respectivement perpendiculaires aux
droites Ou et Ov, bissectrices des angles (OM, OM;) et (OM, OMoy),
et

(MM,;, MM;) = (Ou, Ov) + .

Calculons d’autre part I'angle au centre
(OM;, OM;) = (OM;, OM) + (OM, OM:)

= 2 (OMj, Ou) + 2 (Ov, OM;)

= 2 [(OMy, Ou) + (Ou, Ov) + (Ov, OMz) — (Ou, Ov)]

= 2 (OM;, OM3) ~ 2 (Ou, Ov).
Nous déduisons de ces calculs (exercice)

(OM;, OM;) = 2 (MM;, MM;) = 2 a.
Cest-a-dire que 'angle inscrit (MM;, MM:), moitié¢ de 'angle au centre
(OM}, OMo), est donc indépendant du point M considéré sur ’'arc M M.
Réciproquement le lieu géométrique des points M d'ou un segment

MM, est vu sous un angle fixe o est un arc de cercle passant par les
points M et M.

Exercice 3.3.8. — Soit sur un axe x'Ox trois points
A, B et C d’abscisses 1, 2, 3. Déterminer les points
M du plan tels que I’on ait 4 la fois

MA MA 5

MB MC

M

FiG. 3.3.4.

Exercice 3.3.9. — On considére deux cercles (C) et
(C') de centres O et O’, sécants en deux points A et
B. Soit une sécante variable (A), passant par B, qui
coupe (C) en M et (C') en M'. Montrer que le seg-
ment MM’ est vu du point A sous un angle fixe a
égal 2 (AO, AO') : c’est Pangle des cercles (C) et (C').

Exercice 3.3.10. — Soit deux cercles (C) et (C)
d’¢quations

© 24+ y* —-2ax +2by+c=0,

€y x*+y*—2adx-2by+c =0
Déterminer & quelle condition sur a, b, ¢, a’, b" et ¢’
les deux cercles (C) et (C’) sont orthogonaux.
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Exercice 3.3.11. — Montrer que le lieu géométrique
des points M (fig- 3.3.5.) dont les projections sur
les cotés d’un triangle sont en ligne droite est le cercle
circonscrit au triangle. La droite afy est la droite
de Simson relative au point M du triangle ABC.

Remarque 3.3.1. — Lorsque le cercle n’est pas centré
a lorigine, les résultats ci-contre restent vrais en
effectuant un changement d’axes.

Exercice 3.3.12. — Soit le cercle (C) de centre O et
de rayon 1, A et B'les points de coordonnées (2, 0)
et (2, 2). Déterminer le point M du cercle tel qu’une
bille lancée du point A et se réfléchissant au point
M passe par B.

Si T'on considére I'angle de droites (MM;, MM;) défini & & prés
au lieu de I'angle des vecteurs, on ne distingue plus o et o — 7. Le lieu
géométrique est alors le cercle complet. Nous en déduisons une condl-
tion pour que quatre points donnés soient cocycliques.

Théoréme 3.3.4.
Quatre points A, B, C, et D sont cocycliques si, et seulement
Si, )
(CA, CB) = (DA, DB) + kn

(ou l'une quelconque des égalités du méme type).

Tangentes d un cercle

Soit le cercle d*équation
(33.7) , X2 + y? = R2.

Cherchons la pente de la tangente en un point quelconque M.
Rappelons que, d’aprés le tome I, c’est la dérivée de la fonction au
point M. Comme I'équation (3.3.7.) est de la forme générale f (x, y) = Cte,
la différentielle en un point M (x, y) s’écrit

o o
<5?> = +<6y> =0

Pour le cercle centré a l'origine et de rayon R, nous avons donc
2xdx + 2ydy =0,
dy '
soit a_
dx y

C’est la pente de la tangente en M au cercle d’équation (3.3.7.).
La tangente en M au cercle est perpendiculaire au rayon OM dont

la pente est Y Si X et Y sont les coordonnées d’un point quelconque
X

de la tangente en M, I'équation de cette tangente est
x
(3.338) Y—-y=~ ;(X - X)

qui s’écrit, puisque x? + y? = R?,
Xx + Yy — R? =0.




3.3. Lecercle

135

En introduisant I'angle polaire (Ox, OM) = 0 (fig. 3.3.6.), nous
avons x = Rcos® et y = Rsin®.Latangente en M a pour équation

XcosG+Ysin9—R¥O.

C’est ’équation normale (3.1.4.).

Exemple 3.3.3.
Recherche des tangentes de pente donnée

Soit m (donné) la pente de la tangente en un point M. Les coor-
données du point M ou il existe une tangente de pente m, sont déter-
minées par le systéme

+ R F mR
Ve TV
L’équation de la tangente d’aprés (3.3.7.) s’écrit
(3.3.8) Y =mX + RY/1 + m%

Il y a deux tangentes de pente m, (A;) et (Az) parall¢les. Elles sont
symétriques par rapport au centre du cercle (fig. 3.3.6.).

de solutions

Exemple 3.34.

Tangentes issues d’un point donné

Nous voulons mener par un point P (x1, y1) une tangente au cercle
x? 4+ y? — R? = O et déterminer la pente de cette tangente.

Pour que I'une des droites (3.3.8.) passe par le point P, il faut, et
il suffit, que

(y1 — mx1)? = R* (1 + m?).
La relation précédente est une équation du second degré en m

dont les racines sont les pentes des tangentes (A;) et (A;) issues de P
au cercle (fig. 3.3.3.). Nous écrivons

(x> — R)m?® — 2x1y1m + y2 — R* = 0.

Les racines sont réelles si
x2y} — (x} = RH) (3} — R} =0,

M(.x‘,y)
N L

[e]
N/ P

(4 NAz)

FiG. 3.3.6.

Exercice 3.3.13. — Ecrire 'équation de la tangente
de pente m au cercle d’équation

x* +y? - 2Rx =0.

Exercice 3.3.14. — Eerire I’équation d’un cercle
tangent aux deux axes et passant par le point P (2, 1).

Exercice 3.3.15. — Ecrire les équations des tan-
gentes au cercle d’équation x* + y* = 4, issues du
point P (5, 4).

Exercice 3.3.16. — Calculer la longueur des tan-
gentes au cercle d’équation x* + y2 — 6x — 2y =0,
issues du point P (— 1, 2).

Exercice 3.3.17. — Soit un cylindre de verre vu de
profil selon le cercle (C) tangent & Ox et Oy
(fig. 3.3.7.) et de rayon 1 (indice de réfraction
n = 1,5). Un rayon incident émis de O sous 'angle
se réfracte en I et en J. Déterminer B pour que le
rayon émergent éclaire le point K. (3, 2).

Fic. 3.3.7.
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C’est-a-dire x? +y? —R%2 >0,
ce qui signifie que P n’est pas intérieur au cercle.
La construction de tangentes 4 un cercle est trés fréquente en
physique, comme le suggére I'exemple suivant : ‘
! Exemple 3.3.5.
b On peut construire le rayon réfracté en A & travers un dioptre
A B
T — T ] = plan, en tracant deux cercles (C) et (Cy) de centre A, de rayons n; et n,
\ \(C) ?\ ! A (fig. 3.3.8.). Le rayon incident recoupe (C,) en A,. La tangente en A,
\, AN 2 ¢ ,’, b 1 )
(AN g a (C;) recoupe x'x en B. On méne la tangente BA; au cercle (C,). Alors
‘\\_ ﬁ_,‘, Az AA, est le rayon réfracté, il suffit de vérifier
Ry . sin i-1 = My . sin iz.
Fic. 3.3.8. En effet

Remarque 3.3.2. — L’é¢quation polaire d’un cercle
est trés simple si le pdle est le centre du cercle, soit
p = R. Si le cercle passe par le pdle et est centré
sur Ox, I’équation polaire est p = 2 R cos 0 (exercice).

ny = AA, = AB sin i1,
ny = AA1 = AB sin iz.

D’ot la relation cherchée.

Cest la construction de Huygens.

Représentation paramétrique d’un cercle

La fonction vectorielle
OM (@) = Rcos0.i + Rsin@.j
représente un cercle de rayon R centré & Iorigine.

En effet, nous avons | OM | = R, quel que soit 6. Nous pouvons
considérer que le paramétre 6 varie de 0 4 2 & car la fonction vectorielle
est périodique. Les équations

{szCOSO,

(3.39). ) — Rsin6

sont les équations paramétriques du cercle.

En éliminant 0 entre les deux équations, nous obtenons I’équation
classique x> + y* = R2 De nombreux problémes conduisent 4 des
équations du genre (3.3.9.).
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Exemple 3.3.6.

Soit une plaque (%) dont on connait les moments d’inertie I, et I,
par rapport aux axes principaux Ox et Oy (I, = 0). Calculons les
moments d’inertie par rapport & deux axes OX et OY déduits des précé-
dents par une rotation d’angle o (tome I, chapitre 4).

Nous avons
X = xcoso + ysin q,
Y = — x sin o + ycoS Q.

Les moments Iy, Iy, Ixy se déduisent des précédents (exercice) par
les formules

-

. Ie + 1 Li—1
u=1Ix =Icos?a + Lsin® o = ; LA 5 Y cos 2 0,
) I +1 Ix —
Iy =1I,sin®a + I,cos® o = ; L 5 Y cos 2 a

X

Y sin 2 o

v=Ixy =

Par rapport a deux axes auxiliaires Ou et Ov (fig. 3.3.9.) le point

(u, v) décrit un cercle de centre % I+ 1) O], de rayon % (I, — I,).

Ce cercle permet de lire les valeurs de Ix, Ixy, Iy, coordonnées de P
et P

Puissance par rapport @ un cercle

Soit un cercle (C) de centre , de rayon R, et P un point fixe. Soit (A)
une sécante quelconque passant par P, coupant Ie cercle en A et B
(fig- 3.3.10. a et b).

Le produit PA . PB est appelé puissance du point P par rapport
au cercle (C), et se note

(33.10)

Pc(P) = . PB.

Théoréme 3.3.5.

La puissance d’un point par rapport d un cercle ne dépend
pas de la sécante choisie.

Remarque 3.3.3. — La représentation graphique
ci-dessous est due & Mohr. Nous verrons au chapi-
tre 5 une méthode graphique similaire pour I'étude
des contraintes au sein d’un solide soumis a des
efforts (cercles de Mohr).

v
Ix
P
iy
O 204 u
B (Iy,0) £ Allx,0)
P'
Iy
Fic. 3.3.9.
P Y

\,

\ / @
\\ //
A

FiG. 3.3.10.a

)

FiG. 3.3.10.b
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Exercice 3.3.18. — Calculer la puissance du point
P (2, — 3) par rapport aux cercles (C) et (C')
d’équations respectives

2+ ~3x+4y+ 6=0,
x*+y2 4+ 2x—-3y—25=0.

Remarque 3.3.4. — Si Z¢ (P) > 0, P est extérieur
au cercle (C) (fig. 3.3.10.a). Si Zc (P) < 0, P est
intérieur au cercle {C) (fig. 3.3.10. b). 8Si Zc (P) = 0,
P appartient au cercle (C). .

Fic. 3.3.11.

Exercice 3.3.19. — Montrer que, dans un triangle
rectangle, le carré de la hauteur est égal au produit des
longueurs des segments qu’elle détermine sur ’hypo-
ténuse.

En effet, nous pouvons écrire que
P¢(P) = PA.PB = PA . PA/,

Si A’ désigne le point diamétralement opposé a A sur A’ (fig. 3.3.10. a
et 3.3.10. b).

Zc(P) = (PO + OA). (PO + OA),

Zc (P) = PO? + OA . OA,
(3.3.11) Pc (P) = d*> — R?,
en appelant 4 la distance OP.

Si le cercle est donné par I'équation (3.3.3.),
Pc(P) = x} + y2 — 2axo — 2byo + ¢,
ot xo, yo désignent les coordonnées de P.

Déduisons une conséquence importante du théoréme (3.3.5.).
En menant au cercle (C) deux sécantes PAB et PCD, issues de P
(fig. 3.3.11.), nous avons la relation
Pc(P) = PA.PB = PC.PD.
Réciproquement, supposons que deux droites AB et CD se coupent
en un point P tel que ‘
(3.3.12.) PA.PB = PC.PD.

- Les quatre points A, B, C et D sont cocycligues.
En effet, supposons que PC recoupe le cercle circonscrit 4 (ABC)
en D'. La puissance de P par rapport au cercle est PC . PD'. D’aprés

le théoréme (3.3.5.) et la relation (3.3.12.) nous en déduisons PD’ = PD,
soit D = D,

Axe radical et faisceaux de cercles

Soit (C) et (C') deux cercles de rayons R et R’ (fig. 3.3.12.). Nous
cherchons ¢’il existe des points P ayant méme puissance par rapport
aux cercles (C) et (C'). Iis vérifient
PC?> — R? =PC? - R?

it .
501 PCz . PC/Z — RZ - RIZ’
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(PC — PC)). (PC + PC) = R?'— R?,
C'C.2PI — R? — R?,

si I est le milieu de CC'.

soit

En utilisant 'expression du produit scalaire & I'aide des projections
orthogonales, nous avons

2CC'.I[H = R? — R?,
“ou H désigne la projection de P sur CC'.
Nous appellerons axe radical des deux cercles la droite, lieu géomé-
trique des points -ayant méme puissance par rapport aux deux cercles.

Il est évident que I'axe radical passe par touf point commun a
deux cercles (car d*> — R? = d* — R? = H% fig. 3.3.12. b). Cela
permet de construire facilement I'axe radical de deux cercles sécants
en joignant leurs points d’intersection. Dans le cas contraire, nous
indiquons une construction ci-contre.

Soit (C) et (C') des cercles d’équations respectives
x> +y* —2ax —2by +¢ =0,
x2 +y2—2ax—2by+c =0.
Appelons C et C' les premiers membres des équations précédentes.
L’équation de I'axe radical peut alors s’écrire
D=C-C =0,
ou 2@—a)Yx+2b—-b)y+c—c =0.

Nous allons maintenant étudier, par analogie avec les faisceaux
linéaires de droites, les faisceaux de cercles.

Définition 3.3.1.

L’ensemble des cercles constitué par le cercle (C') et les
cercles d’équation C + AC' = 0 est appelé faisceaun linéaire
de cercles admettant (C) et (C') comme cercles de base.

Supposons les centres o et o’ des cercles (C) et (C') distincts.
Remarquons que, si D=C — C' =0 est I'équation de laxe
radical des cercles (C) et (C'), I’équation C + AC’' = 0 peut s’écrire
C+A(C+D)=0,
A

s0it C+_——D=0,

in £ — L
1+ sih #

FiG. 3.3.12.

Exercice 3.3.20. — Déterminer les axes radicaux
des cercles d’équations

a) x>+ y* —dx=0etx* +y*+6x~8y=0,
by x>+ y* + 6x — 8y =0et
X+ y+6x—-8=0.

Remarque 3.3.5. — Soit trois cercles (C), (C') et
(C”') dont les centres ne sont pas alignés. L’axe
radical des cercles (C) et (C') et celui des cercles
(C) et (C") se coupent en un point I. Ce point I
appartient & P'axe radical de (C') et (C') puisque
Pc (1) = Pe, (1) = Pei ().

1 s’appelle le centre radical des trois cercles. Pour
construire Paxe radical (A) de deux cercles non sé-
cants {C) et (C'), il suffit donc d’en construire un
troisitme (®) coupant les deux premiers en AB
et A'B’ respectivement. Le point d’intersection de
AB et A'B' est le centre radical 1. Il suffit donc pour
construire (A) d’abaisser la perpendiculaire de I
acc'.

Exercice 3.3.21. — Effectuer la construction de la
remarque (3.3.5.).
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(c)
M
A
(A)

Fic. 3.3.13.

FiG. 3.3.14.
Remarque 3.3.6. — Les faisceaux de cercles se

rencontrent dans 1'étude des champs de vecteurs.
Soit par exemple un milieu liquide alimenté par une
arrivée de liquide au point A (fig. 3.3.13-14.) et
qui se vide au point B avec un débit égal. On montre
que les lignes du champ de vitesse, ou lignes de
courant sont théoriquement les cercles du faisceau
a points de base A et B (fig. 3.3.13.). Dans ce cas
les lignes équipotentielles sont les cercles du faisceau
& points limites A et B {fig. 3.3.14.). On démontre
que tout cercle du premier faisceau est orthogonal
a tout cercle du second, et inversement.

L’ensemble des cercles du faisceau a donc une équation de la forme
C + pD = 0, dans laguelle D désigne I'axe radical des cercles de base
(C) et (C') (non concentriques). La droite (D) s’appelle I'axe radical du
JSaisceau.

Exemple 3.3.7.

L’ensemble des cercles passant par deux points donnés A et B est
un faisceau de cercles admettant la droite AB pour axe radical. Les
centres des cercles sont alignés sur une perpendiculaire & AB ( fig. 3.3.13.).
C’est un faisceau d points de base. Chacun des cercles est le lieu des points
d’ot la corde AB est vue sous un angle donné.

Exemple 3.3.8.
Pour toute constante k # 1, tragons le cercle (Cy), lieu des points
M
M tels que _ﬁ% = k (théoréme 3.3.2.). Il est facile de montrer que c’est

un faisceau d’axe radical (A), médiatrice de AB (fig. 3.3.14.). En effet
la division (ABIJ) est harmonique, ce qui s’exprime par

O1.0J = OA? (cf. 0.5.16.).

Donc Zc, (O) = O1. OJ = @2, indépendant de k. C’est un faiscean
d points limites.

Nous terminons ce paragraphe sur le cercle par I'étude rapide
d’une transformation ponctuelle, I'inversion, non traitée au chapitre 2.
Le lecteur verra au chapitre 4 le réle de I'inversion a 'occasion de I’étude
des fonctions complexes.

Linversion
Preésentons d’abord un instrument de dessin appelé inverseur.
Exemple 3.3.9.

L’inverseur est rivé au point O ( ﬁg 3.3.15)). Une pointe fixée en D
suit une courbe donnée (y). Le crayon fixé en B dessine une courbe
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transformée (y"). Calculons la puissance de O par rapport au cercle
variable (C) de centre A, passant par B

Pc(0)=0B.0OD = I* — a%

Clest une constante 1. Dot la définition :

Définition 3.3.2.

Etant donné un point fixe O et un réel p, linversion de
pole O et de puissance p est la transformation ponctuelle
Fo, qui envoie un point M en M’ situé sur OM, tel que
(3.3.13.) OM.OM' = .

Si p est positif et OM = |/j1, nous avons aussi OM’ = 1/, Cest-a-
dire que le point M est invariant (B et D confondus, losange aplati
dans I'exemple 3.3.9.). Le cercle de centre O et rayon |/ p est invariant.
C’est le cercle d’inversion.

Citons péle-méle quelques propriétés de I'inversion :

a) deux points M et N, non alignés avec O, et leurs inverses M’
et N’ sont cocycliques (cf. relation 3.3.12.),

b) l'inverse d’une droite (D) ne passant pas par O est un cercle (C)
passant par O, et réciproquement (exercice 3.3.22.),

¢) l'inverse d’un cercle (C) ne passant pas par O est un cercle (C)
ne passant pas par O, et réciproquement (exercice 3.3.24.).

Nous étudions maintenant les courbes coniques et en premier lieu
Iellipse. :

3.4. I’ELLIPSE

 Définition 3.4.1.

Lellipse est le lieu géométrique des points du plan dont la
somme des distances 4 deux points fixes F et F’' de ce plan
est une constante 2 a.

Les points F et F’ sont les foyers de Iellipse. Choisissons un repére
orthonormé, I'axe des x étant la droite FF', et I'axe des y, la médiatrice
de FF'.

Inverseur de Peaucellier

FiG. 3.3.15.

Exercice 3.3.22. — Démontrer la propriété (b) en
utilisant la propriété (a). On note H la projection
de O sur (D).

Exercice 3.3.23. — Montrer que
fo,;u Ofo,p = Ho, E.

Exercice 3.3.24. — Démontrer la propriété (c) en
prenant p’ = Pc (O) dans I'exercice (3.3.23.).

FiG. 3.4.1.
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Remarque 3.4.1. — Si a = b, I'ellipse est un cercle
de rayon a.

Exercice 3.4.1. — Déterminer I’équation de Pellipse
de foyers F (3, 0) et (— 3, 0) et de sommets (5, 0)
et(— 5,0)

Exercice 3.4.2. — Prolonger le segment MF’ d’une
longueur égale 4 | MF || sur la figure 34.1. Soit
@ -le point obtenu. En déduire que lellipse est le
lieu des centres des cercles passant par F, tangents
au cercle (I') de centre F’ et de rayon 2 a.

Remarque 3.4.2. — L’équation
(x = x0)* (v = yo)
e e =1
représente une ellipse de centre (xo, yo) et dont les

axes de longueur 2 a et 2 b sont paralléles aux axes
de coordonnées.

Exercice 3.4.3. — Déterminer les foyers et les axes
des ellipses suivantes :
XZ yZ
e ] 2 +3y" =3
a) 7 + 3 by x* +3y

2
c)5x2+2y2=20;‘ d)x?+y2=2,

Soit ¢ et — ¢ les abscisses respectives de F et F', et
(34.1) |MF | + |MF | =2a  avec a>c
Pour tout point M (x, y) du plan nous avons ( fig. 3.4.1.)
| ME" |2 = (x + ¢)* + y2,
| MF [* = (x = c)* + y%,
soit
| ME" [[* — | MF || = (| MF" || + | MF[). (| MF" | - | MF |)
= 4 cx.
Si le point M appartient a Tellipse, la relation (3.4.1.) entraine
, 2ex
| ME | — v | =2
soit
(342) [MF|=a-Z et |MF|=a+Z

Par suite, nous obtenons 4 partir des relations (3.4.1.) et (3.4.2.)
que les coordonnées d’un point quelconque de Pellipse vérifient

R

soit
2 2
<C-l—aT—‘>x2 +»y2 +c*—a?=0.
En posant a®> — ¢? = b? et en divisant par b?, il vient
2 2
(343) S+ -1=0 awc a>bh

L’équation (3.4.3.) est I'équation de Uellipse dans le systéme d’axes -
défini précédemment.

L’ellipse d’équation (3.4.3.) admet les axes Ox et Oy pour axes de
symétrie. L’axe Ox est appelé axe focal de la courbe et I'axe Oy, axe
non focal. Le point O est centre de symétrie de la courbe.

L’ellipse coupe I'axe des x en deux points A et A’ d’abscisses +a
et — a, et 'axe des y en deux points B et B’ d’ordonnées + bet — b
(fig. 3.4.1.), appelés sommets de I'ellipse. AA’ est le grand axe de I'ellipse
et BB’ le petit axe.
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Réciproquement, toute équation du type

xZ y2

—6;2-+b_2=1

définit une ellipse.

Sia > b, les foyers F et F’ sont portés par Ox et ont pour abscisse
+ }/a® — b% Nous avons alors | MF || + | MF' | = 2a.
Sia < b, les foyers F et F' sont portés par Oy, qui est alors I'axe

focal de cette ellipse. Les foyers ont pour ordonnées + |/b* — d®
Nous avons alors | MF | + | MF' | = 2 b (fig. 3.4.2.).

Directrices d’une ellipse

2
Tracons la droite (A) paralléle 2 Oy d’équation x = Z (fig. 3.4.3).
Nous calculons ¢

2
v =2 - x =2 (o - )
c c a
soit, d’aprés (3.4.2.),
| ME | _c
Lo
. o MEE e
Réciproquement, la condition ——————" MH|Z ~ 22 conduit immédiate-

ment 4 Péquation (3.4.3.).

Par suite, nous obtenons une deuxiéme définition de Uellipse.
Lellipse est le lieu des points dont le rapport des distances
4 un point fixe et & une droite fixe est constant et inférieur
al.

La droite (A) est la directrice relative au foyer F. La directrice
2
a .
x = — — est associée au foyer F'.
c

.. y1 c
L’excentricité e de Iellipse est le rapport —.
’ a

i
N/

FiG. 34.2.
Y
B
ﬁ—tfl
Al A Ik
g u/ gf ’
.2 g
(A B (A)
Fic. 3.4.3.

Exercice 3.4.4. — Fcrire '¢quation de Iellipse de

1
foyers (2, 0) et (— 2, 0) et d’excentricité 7

Remarque 3.4.3. — En utilisant la deuxiéme défi-
nition de Pellipse et en appelant p le rayon vecteur
MF et 6 I'angle (Fx, FM), il est possible de trouver
une équation polaire de Pellipse
_a(l-éh
P T ecos o

Cette équation de I'ellipse apparait dans les mou-
vements des planétes autour du Soleil (lois de
Kepler).

Exercice 3.4.5. — Démontrer qu’une ellipse admet
P’équation précédente pour équation polaire.
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Fic. 344,

Exercice 3.4.6. — Montrer que le systéme d’équa-
tions
Y= al - 2t
Ty e YTy

est un systéme d’équations paramétriques de lel-
lipse privée du point A’ (— a, 0).

Exercice 34.7. — Soit G et G’ les projetés des
foyers F et F’ sur la tangente en M a Dellipse.

a) Montrer que F et F' sont situés sur le cercle
principal (C,).

b) Montrer que FG . F'G’ = b?, quel que soit M.
On calculera pour cela la puissance Zc; (O).

Equations paramétriques de Pellipse

Soit I'équation de Pellipse (E)
x2 y2
3 + x i 1=0, avec

Pour qu’un point M (x, y) appartienne & (E), il faut, et il suffit,

b < a.

vy s , x .y . . .
qu’il existe un nombre réel ¢ tel que — et 5 soient le cosinus et le sinus
a
de cet angle (fig. 3.4.4.).

La fonction vectorielle
OM (@) =acos @i+ bsinj
représente une ellipse dans le plan Oxy, centrée & lorigine, dont les
grand et petit axes sont paralléles aux axes Ox et Oy respectivement.

Les-équations

X = a.cos @,
344.
( ) { y = b sin o,

constituent un systéme d'équations paramétriques de lellipse (E).
@ est appelé I'anomalie excentrigque du point M.

Au point M de Pellipse, dont les coordonnées sont données par
les relations (3.4.4.), faisons correspondre le point M; du plan dont les
coordonnées sont

X = acos o, y = asin Q.

Le lieu géométrique de M; (¢f. paragraphe 3.3.) est le cercle (Cy),

x? + y? = d%

Ceest le cercle principal (C1) de Pellipse (fig. 3.4.4.). L’anomalie
excentrique @ du point M est 'angle (Ox, OM,).

Les points M et M; ont méme abscisse et leurs ordonnées sont
dans le rapport constant

|pmM| _ b
” PM; ” a

L’ellipse (E) est 'homologue de son cercle principal (C;) dans

Taffinité orthogonale d’axe AA’ et de rapportg <ou - 2)
: a



3.4. Lellipse

145

Nous pouvons également associer au point M (fig. 3.4.4.) le point
M de coordonnées ‘
x = b cos o, y=bsing
qui décrit le cercle (Cz) d’équation x> + y* = b
Cest le cercle secondaire (C»).

Les points M2 et M ont méme ordonnée et leurs abscisses sont
dans le rapport constant

loM| _a
[, [ 75

Lellipse (E) est I'homologue de son cercle principal (Cz) dans

Paffinité orthogonale d’axe BB’ et de rapport—;E <ou - % .

Exemple 3.4.1.

Considérons une tige AB dont les extrémités A et B restent sur Ox
et Oy. Quand la tige varie (fig. 3.4.6.) le point M marqué sur celle-ci
décrit une ellipse. En effet, si nous posons ¢ = (Ax', AB), nous avons

X = acos @,
y = b sin @.
Cela fournit un procédé graphique pour construire I'ellipse considérée.

Comme pour le cercle au paragraphe 3.3., nous allons voir sous
formes d’exemples quelques problémes relatifs aux tangentes a Iellipse.

Exemple 3.4.2.

Tangente en un point M (x, y) & une ellipse (E) d’équation -
x2 yZ
:Z_Z— + B‘f -1 =0.

La pente de la tangente en un point M (x, y) de la courbe

f (% y) = Cte
of
dy 0x . s s dy = bx
est x- Ty c’est-a-dire = Ty

dy

Exercice 3.4.8. — Déterminer le lien du point M
du systéme articulé (fig. 3.4.5.). On calculera les
coordonnées de- M en fonction de [angle
B = (Ox, OI).

FiG. 3.4.6.

Exercice 3.4.9, — Déterminer I’équation des tan-
gentes & lellipse d’équation 3 x* + 4 y* = 13,
paraliéles 4 la droite d’équation y = 3 x + 4.

Exercice 3.4.10. — Quel est le lieu du point
d’intersection de deux tangentes a I’ellipse, perpen-
diculaires entre elles?
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Exercice 3.4.11. — On construit un tuyau convergent Au point M (x, y), I'ellipse admet. donc pour tangente la droite
dont le profil est constitué par deux arcs d’ellipses v
identiques qui se raccordent & mi-parcours selon Xx
ques 4 P (34.5) =+ 'EZX —1=0

une tangente d’angle polaire% ( ﬁg.y 3.4.7.). Déter-
A Taide des coordonnées paramétriques de I'ellipse, I'équation de

miner une représentation paramétrique du profil
la tangente s’écrit en remplagant x par a cos ¢ et y par b sin o,

connaissant les dimensions imposées.

(347, Y = mX £ |/b* + a* m®.

De méme, il montrera que I'équation donnant les pentes m des
tangentes issues d’un point P (x,, y,) est

/ _~ B ' X cos Y sin
L (346 L ® _1-0
Lo/ a b
B, ~ i 30 . . L
@Z 7 ! A titre d’exercice, le lecteur montrera qu’il existe deux tangentes
LT ‘ de pente donnée m a Iellipse. Leurs équations sont

%
1
\

FiG. 3.4.7. (348.) (x} —a)m?* = 2x1y1m + y? — b* = 0.

Exemple 3.4.3.
Normale en un point M (x, y) de I'ellipse (E) d’équation

Les résultats se déduisent immédiatement de ceux de lexem-

— Quelle est I’¢quation de la ple (3.4.2.),

Exercice 3.4.12.
= 3, orthogonale 4 2y
La pente de cette normale est —~, d’oul 'équation de cette normale

p bzx q h

normale 2 lellipse 2 x? + 3?
la droite y + 2 x = 0?

2 2
a‘X bY
(34.9.) —_—— =% = 0.
X y
Exercice 3.4.13. — On représente les moments A Taide des coordonnées paramétriques de lellipse, 'équation de
d’inertie d’une plaque (¢f. exemple 3.3.6.) de la cette normale est
fagon suivante : X
a) On méne & partir du point O et sous I'angle o (3.4.10.) aXsin @ — bY cos @ — ¢* sin @ cos ¢ = 0.
S . .
un vecteur ON de Iongueurf— ot S est la surface
X
de la plaque. Montrer que N décrit une ellipse.
LI 4.4,
b) On donne au vecteur ON la longueur —2 ‘Exemple344
SIx . . .
Soit T et N les intersections de la tangente et de la normale en

Déterminer la nouvelle courbe. Ce sont les ellipses
d'inertie.

M (x, y) avec I'axe Ox.
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Nous calculons facilement

2 2
oT=% et ON=55x,
p a
d'ott OT.ON = ¢? = OF%

Cela signifie {0.5.16.) que la division FF'NT est harmonique. Les
droites qui joignent M & ces quatre points forment un faisceau harmo-
nique (exercice 0.5.8.), et deux d’entre elles sont perpendiculaires. Aussi
(exercice 0.10) MT et MN sont les bissectrices de MF et MF' (fig. 3.4.8.).
Ce résultat peut se démontrer analytiquement (exercice 3.4.14.); nous
I’énongons ci-dessous.

Théoréme 3.4.1.

La tangente MT et la normale MN sont les bissectrices de
l'angle formé par les rayons vecteurs MF et MF'.

Ainsi un rayon lumineux issu de F se réfléchit sur l'ellipse en un
rayon passant par F', et inversement. Deux personnes se parlant a dis-
tance dans un tunnel elliptique s’entendront bien si elles se placent
chacune en un foyer.

3.5. I’HYPERBOLE

Définition 3.5.1.

L’hyperbole est le lieu géométrique des points du plan dont
la différence des distances 4 deux points fixes F et F' est
constante et égale & 2 a.

Les points F et F' sont les foyers de 'hyperbole.

Exemple 3.5.1.

Considérons deux sources lumineuses de méme longueur d’onde
A = VT, et méme phase 0, placées en F et en F'. Nous examinons la
vibration résultante en tout point du plan.

T ~

/N F

=
N

Fic. 3.4.8.

Exercice 3.4.14. — Montrer analytiquement le
résultat du théoréme 3.4.1.

Exercice 3.4.15. — On suppose que le segment FF’
porte une charge électrique uniforme de densite A.
a) Montrer que le champ électrique créé en tout
point M (x, y) par un élément de longueur a pour

module | dE || = dou si cet élément est vu

A
) 4meoy
de M sous I'angle do.
b) En déduire que le champ E créé par le segment
FF' en un point M de I'ellipse est normal a celle-ci.
On décomposera FF' en petits éléments de longueur
obtenus en partageant I'angle ﬁd} en petits angles
égaux, symétriques par rapport & la bissectrice de
P
FMF".
Lellipse de foyers F et F' est alors une ligne
équipotentielle de ce champ (¢f. chapitre 6) dans le
plan xOy.
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Posons |MF | =r et |MF | =v.

Les vibrations émises en F et F’ se représentent par

Yo (f) = asin 2 —.
sous la forme

T
Elles se propagent (dans le vide) et arrivent déphasées au point M
\\. ' / y(t)=asinzn(%—-;«),
/7://

: t v
") =asin2n|{=— —)
y (1) (T x)
la vibration résultante a pour amplitude (paragraphe 4.5.)
' A =al/2cos o,
FiG. 3.5.1. ou ¢ est la différence des phases :
; . _ P r'
& Yy g ¢o=2n T
» p L L’amplitude A est maximale si ¢ = 2 km, soit .
\ ,//T r—r =1k, keZ
F,"' 1;. o) H ‘:} 'CF = Aussi les zones d’éclairage maximal appelées franges d'interfé-
rences sont des hyperboles de foyers F et F' (fig. 3.5.1.).

Choisissons la droite FF' pour axe des x et la médiatrice de FF’
pour axe des y (fig. 3.5.2.) d’un repére orthonormé. Soit ¢ et — ¢ les
abscisses des foyers F et F' et

FiG. 35.2. i |MF | — [MF||=2a (a<o)
En effectuant des calculs analogues & ceux de I’ellipse, nous obte-
) nons I’équation vérifiée par tout point de ’hyperbole
Exercice 3.5.1. — Etablir I"équation de I’hyperbole 2 3 '
(3.5.1). x y _
(Gs51) - S5 - o 1 =0, avec  c? — a* = b2
a :
Remarque 3.5.1. — Une équation du type Cette équation (3.5.1.) est ’équation de Phyperbole.
2 2
-+ ho1=0 )
at b Etude de la courbe
deéfinit une hyperbole de foyers F et F’' portés par
Oy. Cette hyperbole est dite « conjuguée » de celle
d’équation (3.5.1.). '

L’hyperbole admet les axes Ox et Oy comme axes de symétrie
et O comme centre de symétrie. L’axe Ox est appelé axe focal,
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Iln’y a aucun pdint de I'hyperbole sur 'axe des y. Les points d’inter-
section de I'hyperbole avec I'axe des x sont les sommets A et A’ de
I'hyperbole.

Pour déterminer la forme de I'hyperbole, il suffit, puisque O est
centre de symétrie d’étudier la courbe d’équation

a
—l=—x [l - avec X > a
x2

Remarquons que lorsque x tend vers + oo, y tend aussi vers + 0.
11 nous faut donc rechercher I'asymptote si elle existe.

En utilisant le développement limité (¢f. annexe 1 tome I)de /1 + u
forsque u tend vers zéro, nous obtenons
. 1
lim € <——> =0,
x—++ 0 X

o1 ] e
y=3" 2 x* x* \x/[| ave
. b ba b <1>
soilt y=-x—._—+.._.8__.

. . . . b \
Par suite, la droite d’équation y = — x est asymptote a la courbe
: a

et la courbe est située en dessous de son asymptote.

1l est facile de voir que la fonction est croissante (composée de
fonctions croissantes).

Le tracé de la courbe se compléte a I'aide des symétries, ce qui

. , . b .
entraine que la droite d’équation y = — — x est aussi asymptote.
a

Directrices d’une hyperbole
. 2
Au foyer F (fig. 3.5.2.), associons la droite HP d’équation x = %-.

Si M appartient a la branche de droite de I'hyperbole, nous pouvons
écrire
a? a
M| = (x- %)= 2| uF |

Si M appartient 4 la branche de gauche, nous avons

a® a
IMe | = (% - x) = 2| uF |

Exercice 3.5.2. — Déterminer les équations des
hyperboles suivantes :

(H;) de foyers F = (3, 0) et F' = (— 3, 0) et de
sommets A = (2,0) et A’ = (— 2, 0);

(H2) de foyers F = (3, 0) et F' = (— 3, 0) et passant
par (2, 4).

Remarque 3.5.2. — L’équation
(x = x0)*  (y — yo)? =1
s - b2 -
représente une hyperbole de centre (xo, yo) et dont
les axes sont paralléles aux axes de coordonnées.

Exercice 3.5.3. — Tracer les hyperboles
JCZ y2
=1,
A

b) 5x2 — 2y* = 20.

Exercice 3.5.4. — Montrer que 'hyperbole « conju-
guée » a mémes asymptotes que ’hyperbole d’équa-
tion (3.5.1.).
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Remarque 3.5.3, — En utilisant la deuxiéme défini-
tion de I'hyperbole et en appelant p le rayon vecteur
MF et 0 I'angle (Fx, FM), il est possible de trouver
une équation polaire de ’hyperbole

_af?-1)
T 14 ecos®

Exercice 3.5.5. — Déterminer I’équation polaire
de I’hyperbole. )

Exercice 3.5.6. — "Déterminer ’équation de la tan-
gente a I’hyperbole d’équation 5 y* — 3 x? + 2 = 0,
paralléle 4 la droite d’équation y = 2 x — 1.

Exercice 3.5.7. — Déterminer 1’équation de la nor-
male & hyperbole 3 y? — 2 x? = 2, perpendiculaire
4 la droite d’équation 3y ~ x = 9.

Dans les deux cas, le rapport des distances MF et MP est constant
et sa valeur supérieure d l'unité. Réciproquement, la relation

|MP| _a
[ME[ ¢

conduit & la relation (3.5.1.).

a
avec ->1
c

Nous obtenons la deuxiéme définition de Uhyperbole.

L’hyperbole est le lieu des points dont le rapport des dis-
tances & un point fixe et 4 une droite fixe est constant et
supérieur a 1.
a2
La droite d’équation x = - est la directrice relative au foyer F.

¢ y L.
Le rapport constant ¢ = — > 1 est Pexcentricité.
a

A titre d’exercice, le lecteur pourra vérifier quelques propriétés
des hyperboles analogues a celles des ellipses. Ces propriétés se dédui-
sent de celles des ellipses en changeant b? en — b2

Ainsi la tangente & 'hyperbole au point M de coordonnées x et y
a pour équation (comparer avec la relation 3.4.5.)

Xx Yy

a?  b?

- 1=0.

Il est aussi possible de mener deux tangentes de pente m 4 une hyper-
b2 .
bole, lorsque m? > o Les équationis sont alors (comparer avec la
relation 3.4.7)
Y =mX + |[/a*m® — b2

L’équation aux pentes des tangentes menées a ’hyperbole par un
point P (x1, y1) est (comparer avec la relation 3.4.8.)

x2—-a)m? - 2mxiy1 + ¥y} +b* = 0.

Equation de Phyperbole rapportée d ses asymptotes

C’est une application des formules de changement de coordonnées
dans le plan (relations 2.3.2.).
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2 2
z, . 5r .
Ecrivons en effet I’équation Z T

le systéme d’axes formé par les asymptotes OX et OY, en général non
perpendiculaires (fig. 3.5.3.).

— 1 = 0 de I’hyperbole dans

Les formules de changement d’axes sont
x=pX +p2Y, y=aqX+qY,

en désignant par pi, g1 et p2, g2 les composantes suivant Ox et Oy
des vecteurs unitaires # et v de OX et OY.

. b .
Désignons par o I'angle (Ox, OX) tel que tg o = p Nous en tirons

a . b . .
cos o = —, sin o = — puisque ¢ = a® + b% Il vient donc
c ¢

_a b _a b
pl“‘c: q1 = C, PZ—C,. («12—~C-

Les formules de changement d’axes s’écrivent

b
x=-‘c—’(x+Y), y==(=X+Y)

En portant ces valeurs dans I'’équation (3.5.1.) de I'hyperbole, nous
obtenons la nouvelle équation

2
(35.2) XY = 94-.

Dans le cas oll @ = b, c’est-a-dire lorsque les asymptotes sont ortho-
gonales, lyperbole est dite équilatére.

Son équation est

Xy
Z @ =0
ou
(35.3) x> —y* —a*=0.

L’équation de I'hyperbole équilatére écrite dans le systéme d’axes
orthogonaux formé par ses asymptotes est d’apreés (3.5.2.)

¢t a
XY = T puisque ¢? = 2 a%.

Y Yy, X
v k3
. ] L
¥ O F X
FiG. 3.5.3.

Exercice 3.5.8. — Montrer que le produit des dis-
tances d’un point M de ’hyperbole a ses asymptotes
21,2

est constant et égal & ——.
c

Remarque 3.54. — Les hyperboles équilatéres se
rencontrent fréquemment dans les applications pra-
tiques. Ainsi, la loi de Mariotte pour 1’étude des

. : RT
gaz parfaits s'éerit pr = RT. ou encore v = —.
r

La courbe représentative du volume en fonction de
la pression est une hyperbole équilatére 4 tempé-
rature constante.

‘Dans un autre domaine, ’hyperbole est la trajec-

toire d’une particule chargée repoussée par une
particule fixe de méme signe.



152

Les courbes planes

Remarque 3.5.5.

Autres équations paramétriques de Phyperbole

Soit I'équation de ’hyperbole
x2 yz

a*  b?

1.

Cette relation ressemble 4
ch?t — sh?t =1
(cf. annexe 1, tome I).
x
Posons — = ch ¢ et% = sh t, ol x et y désignent les
a
coordonnées d’un point quelconque de la branche
d’hyperbole définie par x > 0. Les équations
{ x=acht,
{y=>bshy
constituent un systéme d’équations paramétriques
de 'la branche de I’hyperbole définie par x = 0.
Nous utiliserons quelquefois d’autres systémes
d’équations paramétriques de cette branche d’hyper-
bole. Ainsi, nous déduisons
1+ u?
1—u?
_ 2bu
T

du précédent systéme grice aux formules donnant

X = qa

. !
ch ¢ et sh ¢t en fonction de th 3 (analogues a celles

de la trigonomeétrie).

Equations paramétriques de hyperbole

L’équation de 'hyperbole (H)

2
y
7z =1

peut s’écrire

Pour quun point M (x, y) appartienne & I’hyperbole (H), il faut, et il

suffit, qu’il existe un nombre réel ¢ tel que

x Yy
. o= f,
a+b
x_y_1
a b

Nous en déduisons la représentation paramétrique

—la t+l
*=3 t)

(354)

1 1

Une autre représentation de I'hyperbole se déduit de I’équation

(3.5.1.), transformée en somme de carrés

2 2
y x
E’Z“ + 1 = —2,
soit g—z— -)i + f’i =
x* b x
a
En posant = cos O,
ay .
et ’ —— = §in @,
, - ¢
nous obtenons
.a
cos @
(35.5.) ®
o y=>btgo.
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3.6. LA PARABOLE

Définition 3.6.1.

La parabole est le lieu géométrique des points du plan
équidistants d’un point fixe, appelé foyer, et d’'une droite
fixe appelée directrice.

Nous choisissons des axes orthonormés tels que le foyer ait pour
coordonnées g, 0>, et que la directrice ait pour équation x = — L4

2
(fig. 3.6.1.). '
La définition donnée ci-dessus, se traduit immédiatement par la

relation
Y L (Y
(s=8) +r=(+3)

ce qui s’écrit sous la forme plus connue
(3.6.1) y? - 2px = 0.

Cest Péquation de la parabole. 1’axe Ox est axe de symétrie et
s’appelle I'axe focal de la parabole. Le point O est le sommet de la para-
bole.

D’autre part, toute équation du type

(3.6.2.) x2—-2py=0

est I’équation d’une parabole de foyer (O, 1—2)> et de directrice ayant

pour équation y = — g(faire la figure).

Nous allons maintenant voir quelques propriétés des paraboles.

Exemple 3.6.1.

Tangente en un point

Soit M (x, y) un point quelconque de la parabole définie par I'¢qua-
tion (3.6.1.).

En différentiant (3.6.1.), nous avons
2ydy —2pdx =0.

~A\F
[¢) J a
P {
P
(D) )
FiG. 3.6.1.

Remarque 3.6.1. — L’équation
(y = y0)* = 2p (x — xo)

représente une parabole d’axe horizontal, de som-

met (xo, yo).



154

Les courbes planes

Exercice 3.6.1. — Un point matériel se déplace
dans le plan xOy et sa position est donnée par
x = Acoswt, y = B cos 2 or. Montrer qu’il décrit
un arc de parabole.

Exercice 3.6.2. — Etablir les équations des paraboles
suivantes :

a) foyer (3, 0) et directrice x = — 3,

b) foyer (0, — 2) et directrice y = 2,

c) foyer (4, 2) et sommet (1, 2),

d} sommet (0, 0) et directrice y = 1.

Exercice 3.6.3. — Déterminer le foyer, le sommet
et la directrice des paraboles sujvantes :

a)  y? b) 8x =y~

c) -y d) 12y = x%

- 6x,
12 x2,

[
I

]

Exercice 3.6.4. — Montrer que le symétrique du
foyer F par rapport aux tangentes 4 la parabole
appartient 4 la directrice.

Exercice 3.6.5. — Déterminer les tangentes a la
parabole d’équation y* = 4 x

a) de pente 1,

b) passant par A (0, 2).

La pente de la tangente a la parabole en un point M quelconque
de cette derniére est

dy p

dx  y
La tangente a ainsi pour équation, X et Y étant les coordonnées
d’un point courant de cette tangente,

¥ - ) -2 - )

Or y? =2 pX.

Par suite, nous obtenons pour équation de la tangente en un point
M quelconque ' '

(3.63.) Yy — p(X + x) = 0.

Tangente de pente donnée

Si la tangente doit avoir une pente donnée m, il en résulte

14
2m?’

m = —p‘, avec X ==

L’équation (3.6.3.) se réduit &

Y=mX+——p.—.

(3.64. 5

Y

Contrairement & lellipse, 'hyperbole et le cercle, la parabole
n’admet qu'une tangente de pente donnée.

Tangentes issues d’un point

Draprés (3.6.3.), les tangentes menées par un point P (x;, y;) sont
telles que

- P
y.1 = MXy +2m'

Les pentes m sont racines de ’équation du second degré

2xim* —2ym + p = 0.
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Pour que les tangentes soient réelles, il faut, et il suffit, que
yi —2px1 20,
c’est-a-dire que le point P doit étre extérieur a la parabole.
~ Les tangentes sont rectangulaires, si le produit de leurs pentes

mym; est égala — 1. Or,

mimsy = R

2x 1
Par suite, le lieu des points P tel que les tangentes a la parabole
menées de ce point soient rectangulaires est la droite x = — g Cest

la directrice (D) ou I'axe des y dans la représentation de la figure (3.6.1.).

Normale d la parabole en un point
Sa pente est — X, d’ou son équation
14 .

3.6.5.) p(Y — )+ yX —x) =0

Exemple 3.6.2.

Dans les exemples que nous allons présenter, nous allons voir
quelques propriétés fondamentales de la tangente et de la normale.

La tangente en M (x, y) (fig. 3.6.1.) coupe 'axe Ox en un point T
d’abscisse X obtenu en faisant Y = 0 dans P'équation (3.6.3.), soit

x =OH = — OT.

Le sommet de la parabole est le milieu de la sous-tangente HT.

En faisant Y = 0°dans ’équation de la normale (3.6.5.), I'abscisse X
du point N ot la normale coupe Ox est

JON| =x+0p

donc |HN | = p (fig. 3.6.1). HN est la sous-normale, de longueur
constante, égale au paramétre p.

Nous apprendrons & chercher (tome IV, chapitre 1) des courbes
4 sous-tangente ou sous-normale constantes.

Exercice 3.6.6. — Déterminer le lieu des points
d’intersection de deux tangentes a la parabole,
perpendiculaires entre elles.

Exercice 3.6.7. — Soit K la projection d’un point
M quelconque de la parabole d’équation (3.6.1.)

P
sur la directrice (D) d’équation x = — 7 Montrer

que la médiatrice de KF est la tangente en M 4 la
parabole.
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Y
H (D)
/
/@ o
FIG. 3.7.1.

3.7. NOTIONS GENERALES SUR LES CONIQUES

L’ellipse, Phyperbole et la parabole sont des coniques. Nous verrons
au chapitre 5 que ce nom leur est donné car ces courbes sont des inter-
sections de cOnes avec des plans. Mais nous avons déjd vu que ces
courbes pouvaient &tre définies de la méme fagon.

Définition 3.7.1.

Une conique est le lieu géométrique des points M tels que
le rapport des distances & un point fixe F, appelé foyer,
et & une droite (D), appelée directrice, est constant :
|MF|_
[ ME
ol e est l'excentricité et H la projection orthogonale de M sur (D).

(37.1)

Nous allons établir 'équation des coniques dans le cas ou le foyer
F est 4 l'origine O (fig. 3.7.1.). Soit (D) la directrice associée, d’équation
normale

xcoso + ysino — g = 0.

Nous avons, si M a pour coordonnées (x, y),

Mo | = /% + 77

|MH | =|xcosa + ysina — g,
Soit /x* + y* =e|xcosa + ysina — g,
ou encore x2 + y* =e?(xcosa + ysina — g)

En développant et en ordonnant, nous obtenons
(372) (1 —e*cos*o)x? + (1 — e?*sin? o) y? — 2 e? cos o sin & xy
+2q.efcosax +2q.esinay —e?.g> = 0.
Cette équation est de la forme générale
(3.7.3) Ax* +2Bxy + C)* + 2Dx + 2By + F — 0,

Nous obtiendrions encore une équation de cette forme si le foyer n’était
pas a Porigine.

Réciproquement, nous voulons savoir si une équation du type (3.7.3.)
represente une conique. ‘
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Nous allons d’abord montrer que I’équation (3.7.3.) peut en général
se ramener a une équation de la forme

(3.74.) Ax? + 2Bx'y + Cy? + F =0,
aprés une translation d’'axes convenable.

Si T=xp i+ yo j est le vecteur translation (fig. 3.7.2.) nous
avons les relations suivantes entre les nouvelles coordonnées et les
anciennes :

x' = x — Xo,

I

ou encore x = X -+ Xo,
y =y = Yo y =Y + Yo,

En reportant dans (3.7.3.), nous obtenons
A (X' 4 x0)® + 2B + x0) () + yo) + C()/ + yo)* + 2D (x' + xo)
" +2E(Q + yo) + F=0.
Soit
Ax? + 2Bx'y’ + Cy*> + (2 Axo + 2Byo + 2D) x'
4+ (2Cyo + 2Bxo + 2E) ¥ + AxZ + 2 Bxoyo + Cy? + 2 Dxo

+ 2By +F=0.

Cette derniére relation est du type (3.7.4.) lorsque nous avons

(315) {Axo + Byo + D=0,

Bxo + Cyo + E =0,
et que nous posons
(3.7.6.) F' = Ax2 + 2 Bxoyo + Cy5 + 2Dxo + 2 Eyo + F.-

Le systéme (3.7.5.) admet pour solution

x CD — EB
0 = 5T A
B? — AC’ .
(3.7.7) _ AE - DB siB*> — AC # 0.
Yo =BT AC

En changeant x" en — x’ et y' en — ', nous remarquons que 'équa-
tion (3.7.4.) reste inchangée. Le point @ de coordonnées (xo, yo) dans
I'ancien systéme est donc centre de symétrie de la courbe.

Si nous notons f (x, y) le premier membre de I'équation (3.7.3.),
nous voyons que la premiére équation de (3.7.5.) a pour premier membre
la dérivée partielle premiére par rapport a x de f (x, y) au point (xo, yo).
De méme, la deuxiéme équation de (3.7.5.) a pour premier membre la
dériyée partielle premiére par rapport & y de f (x, y) au point (xo, yo).

Y, W ®

TN

Fic. 3.7.2.

Remarque 3.7.1. — Dans le cas ol [équation
(3.7.3.) ne présente pas de terme en xy, il suffit de
compléter les carrés. En effet, ’équation

Ax? + Cy* + 2Dx + 2Ey + F =0

s’écrit
D\ E\? D? E?
X+ — C — F—r = =0
A<v+A>+ <y+c>+ =0
C’est I’équation d’'une ellipse de centre
® D E
A C
DZ EZ
si A, C et—x + T F sont strictement positifs

(ou strictement négatifs).
C’est 1’équation d’une hyperbole .de centre

o -2 - E
A C

si A et C sont de signes contraires.
C’est I'équation d’une parabole si A ou C sont nuls.

Exercice 3.7.1. — Déterminer la nature des courbes
d’équations

ay5x* —4y* —20x—24y+4=0,
By*+6x—6y+ 21 =0,

&) x>+ y* —2ax + 2y +2=0.
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Exercice 3.7.2. — Déterminer les centres de symétrie,
s'ils existent, des courbes d'¢quations

a)x* —2xy—y*—-12=0,

b)2x* +4xy +52 +4x+ 16y + 2 =0,
) P = 2xy + x> —4x =0,

d) —5y* + 12xy + 48y — 36 = 0.

Exercice 3.7.3, — Déterminer le centre de symétrie,
s’il existe, de la courbe d’équation

x>+ 2axy +y? —2ax + 2y + 2 =0,

ol @ est un parametre réel.

Exercice 3.74. — Déterminer le lieu géométrique
des centres des coniques d’équation

K K0 ~-K)xy+x2~aK? =0

lorsque K varie.

Remarque 3.7.2. — Compte tenu des relations
(3.7.5.), F’ peut aussi s’écrire

F' = Dxo + Eyo + F.

y w1y
X
y o
{+] I3
A6 x
(0] 2 @&
Fic. 3.7.3.

Exercice 3.7.5. — Un point matériel se déplace dans
le plan xOy sous P'action d’un champ de forces
F = — kxi — kyj. Montrer que sa trajectoire est en
général une ellipse.

Remarque 3.7.3. — Si F' = 0, I"équation (3.7.8.)
est Péquation de deux droites réelles quand
AC — B% < 0.

De plus, F’ est la valeur f (xo, yo).
Nous en déduispns le théoréme suivant :

Théoréme 3.7.1.

Soit I'équation
fxy)=Ax*+2Bxy +Cy>? +2Dx +2Ey + F=0.

Si B> — AC est différent de zéro, cette équation s'écrit sous
la forme

Ax? 4+ 2Bx'y + Cy? + F' =0,
ou x' et y' désignent les coordonnées d’'un point dans le systéme
d’axes X'y translaté du premier.

Les coordonnées de o, centre de symétrie de la courbe, sont
les solutions du systéme

{ f:: (an }’0) = Ov
fy (X0, yo) = 0.

De plus, nous avons F' = f (xo, yo).

Nous allons montrer que I'équation (3.7.4.) peut se ramener a une
équation de la forme

(3.7.8.) AX? + BY? + F' =0,

par une rotation des axes autour du centre .

Soit wX et oY les axes nouveaux déduits de @x’ et @y’ par rotation
d’un angle o autour de w (fig. 3.7.3.) Les formules de changement de
coordonnées (2.3.4.) s’écrivent

x =Xcoso — Y sin o
y = Xsina + Y cos a.

La nouvelle équation de la conique s’écrit & partir de I’équation
(3.74):

A(Xcosa — Ysina)® + 2B (X cosa — Y sin a) (X sin o + Y cos o)
+ C(Xsina + Ycosa)? + F = 0.

Pour que les termes en XY disparaissent, il faut, et il suffit, que

(C — A)sinacos o + B (cos? o — sin? o) = 0.




3.7. Notions générales sur les coniques

159

Sil’on excepte lecas A = C, B = 0 ou Péquation (3.7.3.) représente
un cercle réel ou imaginaire (chapitre 4), angle o est défini par la condi-
tion

2B

(3.79) i

tg2a =

La nouvelle équation de la conique est alors de la forme
AX?+ CY*+F =0.
Les nouveaux coefficients A’, C’ ont pour valeurs
A’ = Acos?a + 2Bsinacosa + C sin?q,
C' = A sin?a — 2Bsinacos o + Ccos? a,
soit
A'C = AC — B2
Si AC — B% > 0, A’ et C' sont de méme signe. L’équation
(3.7.8.) est celle d’une ellipse si F' est positif.
Si AC — B2 < 0, A’ et C' sont de signes contraires. L’équa-
tion (3.7.8.) est celle d’une hyperbole si F' # 0.

Nous pouvons retrouver les résultats précédents a 'aide des matri-
ces. Nous avons vu dans le tome III, chapitre 3, qu’une forme quadra-
tique,

Q (%, y) = ax? + 2 bxy + cy?,
peut s’écrire
Q (%, y) = AX? + pY?,

ou A et p désignent les valeurs propres de la matrice

a b

M = .

G o)

Soit, dans notre cas, Q (¥, y) = Ax'? + Bx'y + Cy'?,

A B

M = (B C).

- Les valeurs propres de la matrice sont les solutions de I'équation
A2 —(A+CA+ AC — B? = 0.

Ces racines sont réelles toutes deux (exercice). Plusieurs cas peu-
vent se présenter :

Exercice 3.7.6. — Déterminer la nature des courbes
dont les équations sont données dans lexercice
(3.7.2.).

Exercice 3.7.7. — Discuter la nature des coniques
x2 +2axy +y* —2ax +2y+2=0.

Exercice 3.7.8. — Transformer I’équation donnée

et tracer la conique dans les cas suivants :

a)x*+xy+y¥ +3y+4=0

b)y2x*—3xy+y  —6x+5y+4=0,

) 5x* +5y*+6xy—4x+4y=0,

d) x*> — y? + 2]/§xy —2(1 +[/§)x
—20-)3)y+2=0.

Déterminer 'aire §’il s’agit d’ellipses.

Exercice 3.7.9. — Nous réalisons pour un oscillo-
scope un signal abscisse x (f) = a sin (o1 + @) et
un signal ordonnée y (1) = b sin (0t + ¢2). Déter-
miner la trajectoire suivie par M [x (1), y (1]
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Remarque 3.7.4. — Une conique est définieen général
par cing points car I’équation (3.7.3.) comporte six
coefficients définis & un facteur prés. Il existe une
théorie des faisceaux de coniques prolongeant celle
des faisceaux de droites ou de cercles.

Si (Dy), (D2) et (D3) sont trois droites formant un
triangle M:M2Mas (fig. 3.74.). Les coniques cir-
conscrites & ce triangle ont pour équation générale

A1D; D3+ A2D3.Dy + A3 Dy .Dy = 0.
Les coefficients A1, A2 et A3 sont alors déterminés

4 un facteur prés par deux conditions supplé-
mentaires.

M,
(D)

FiG. 3.74.

Exercice 3.7.10. — Déterminer Iéquation de la
conique passant par les cing points M; (1, 0),
M2 (3, 0), M3 (0, 1), M4 (1, 3) et Ms (4, 4).
Etudier la conique obtenue.

Y

a) AC — B? < 0, les deux racines sont de signes contraires. L’¢qua-
tion (3.7.8.) est alors I'équation d’une hyperbole, si F' est non nul;

b) AC — B? > 0, les deux racines sont de méme signe. L’équation
(3.7.8.) est alors I'équation d’une ellipse si F’ est positif.

Revenons au cas oi AC — B2 = 0. Le systéme (3.7.5.) est alors
indéterminé si CD = EB et impossible si CD # EB.

L’équation (3.7.3.) s’écrit dans le cas o0t AC — B? = 0 sous la forme
x/A + y)/CP +2Dx + 2By + F = 0,
si A et C sont tous deux positifs v

ou x)/-A+y)/-C*+2Dx+Ey+F =0,
si A et C sont tous deux négatifs.

Enposant _
X=2Dx+ 2Ey + F,
Y=]/Kx+[/ay ou Y=|~—Ax+] - Cy,

nous obtenons
Y2 =X
C’est I'équation d’une parabole.

En résumé, I'équation (3.7.3.) représente

e une ellipse si AC — B? et F’ sont positifs,

@ une hyperbole si AC — B? est négatif et F' 0,

@ une parabole si AC — B?estnulet D x E # 0,

e deux droites sécantes si F' = 0 et AC — B? < 0,

e deux droites paralléles (ou confondues), si
AC—-B>=D x E=0.

L’équation se factorise alors sous la forme D; . D, = 0
si les droites ont pour équations Dy = 0 et D, = 0 (remar-
que 3.7.3.).

3.8. LES COURBES PARAMETREES DANS LE PLAN

" Nous supposons le lecteur familiarisé avec I'étude et le tracé des
courbes données sous forme explicite

y=/&
(¢f. annexe 1 et paragraphes 1.6. et 1.7. du tome I).
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Mais, il n’est pas toujours possible de transformer I’équation
h (x, y) == 0 d’'une courbe sous la forme dite résolue y = f (x), et, méme
si cette opération est possible, I'étude du tracé de la courbe peut étre
trés difficile.

D’autre part, de nombreuses courbes apparaissent directement
sous forme paramétrique (en mécanique, par exemple, ou le parametre
est souvent le temps).

Bien que nous ayons déja rencontré de telles représentations au
tome I et dans les paragraphes précédents de ce chapitre, rappelons
quune courbe paramétrée est une courbe ou I'abscisse, par exemple x,
et Pordonnée, par exemple y, sont données en fonction d’un paramétre.
Ce paramétre peut étre le temps ¢, un angle ¢ ou 6, etc.

Elle se présente soit sous la forme

(38.1) x=f@® y=g@
soit sous forme vectorielle

r(=f@i+g@)j

Donnons tout d’abord quelques exemples déja rencontrés.

Exemple 3.8.1.

La ligne droite

Sioet B sont les cosinus directeurs d’une direction positive choisie
sur la droite, la représentation paramétrigue a 'aide d’un parameétre A
d’une droite passant par un point Mo (xo, yo) est (¢f. équation 3.1.9.)
{x = xo + o},

38.2.
(38.2) y = Yo + pr

Le ceércle
L’équation paramétrique d’un cercle de rayon R, centré en un
point ® (xo, yo) est

(3.83) {; = %o + Roos,

= yo + R sin 6.

L’ellipse .

Les formules (3.4.4.) donnent une représentation d’une ellipse

Remarque 3.8.0. — Il est commode de tracer une
courbe paramétrée sous la forme (3.8.1.) a l'aide’
d’un ordinateur muni d’une table tracante ou d’un
écran cathodique. Il suffit de faire calculer les valeurs

-successives de x (f) et y (¢) quand le parameétre ¢

progresse suivant un pas h déterminé (fig. 3.8.0.)
entre deux valeurs a et b.

FiG. 3.8.0.

Remarque 3.8.1. — Nous avons vu que Dellipse et
Phyperbole admettaient plusieurs représentations
paramétriques simples. De maniére générale, une
méme courbe admet une infinité de représentations
paramétriques.

Exercice 3.8.1. — Etablir I’équation cartésienne
des courbes suivantes données par leur équation
paramétrique :

a) x = ar*, y = a*f,
at + b __ct+d
- T+ U

) x=acos<t+-§), y=bsin21,

ar? a

+2 VT is e

[3
d) x =
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Exercice 3.8.2. — Déterminer un systéme d’équa-
tions paramétriques pour les courbes suivantes :
a)y=x*+1,

b) y = Log (Log x),

¢) x* +y* —3axy =0 (posery = tx).

Exercice 3.8.3. — Déterminer des représentations
paramétriques de la parabole d’équation y* = 2 px.

FiGc. 38.1.

Exercice 3.8.4. — Une roue dentée de rayon r et
de centre O’ roule sans glisser & intérienr d’une
roue dentée de rayon R et de centre O, considérée
comme fixe. Montrer que les équations de la trajec-
toire d’un point M de la roue mobile sont

X = (R-—r)cosG+rcos<R_r)9,
.

- ,‘> 0,

si le point M est initialement en M (R, 0).

. R .
Si — = n avec n entier, la courbe s’appelle
r )

R
y=(R—r)sin6+rSin<

hypocycloide 3 n rebroussements.

Si la petite roue roule a 'extérienr de la grande, la
courbe s’appelle épicycloide 4 n rebroussements.
Les équations sont alors

x = (R 4+ r)cos8 — rcos (R '+ r)e,

y = (R + r)sin 6 — rsin (R + ">e,
N

avec les mémes conditions initiales.

_ centrée a I'origine des coordonnées

X = qcos Q,
3.84. ,
(38.4) {y=bsin(p.

L’hyperbole

Nous avons vu qu’une représentation paramétrique de Thyper-
bole (H) est ‘

a
Y
(385.)
y = btgb.
Exemple 3.8.2.
La cycloide

Soit un cercle (C) de rayon R qui roule sans glisser sur une droite (D).
Soit M un point de (C) lié a (C) (fig. 3.8.1.). La trajectoire de M s’appelle
une cycloide.

Au cours du mouvement de (C), il arrive que M soit sur D. Choisis-
sons I'un de ces points comme origine et appelons-le O. Nous pouvons
alors achever le repére orthonormé Oxy, tel que Ox soit porté par (D).

Nous voulons exprimer les coordonnées du point M, en fonction
de l'angle (0M, ®l) = o.

Nous avons I'égalité vectorielle

(3.8.6.) - OM = Ol + lo + oM.
Dans ’hypotheése du roulement sans glissement, nous avons
Ol = IM = Ro,
d’oi
Ol = Roi

De plus, nous pouvons calculer I'angle polaire de ®M, soit

(Ox, ®©M) = (Qx, ol) + (oI, oM),

(Ox, oM) = — g — 0.

D’ou '(oMchos<—g— >i+Rsin<~-1-zE-(P>j,
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soit oM = -—Rsincpi—Rcos@j.
D’autre part, Io = R .
En appliquant (3.8.6.), nous obtenons
OM = Ropi + Rj — Rsin i + Rcos @ j.
Comme OM = xi + yj,

nous déduisons la représentation paramétrique

{x=R.(q>~ sin @),

3.8.7.
( ) y =R — cos o).

Premiéres remarques sur les courbes paraniétrées

Soit une courbe paramétrée donnée par les équations

{x.= [ @,
y =g @
Nous noterons M () le point de coordonnées (f (z), g (?) et r (?) ) )
le vecteur de composantes ( f (¢), g (1)). l}e:;f‘;‘;?e ii'sjzit)": }ia(l?il)()::qg}; x‘ll:‘:,orf‘c’ggzo;
Le premier travail est de chercher le domaine de définition des est impaire si f (— ) = — f (t) {tome I).

fonctions f'et g.

Exemple 3.8.3.

Soit
P4r-2 P 41-2
Tt -2° yETT T

La fonction x = f (¢) n’est définie que pour t # Oet ¢t # 2. La Exercice 3.8.5. — Déterminer lintervalle d’étude

fonction y=g (Z) nest définie que pour ¢ # 7 des courbes parameétrées suivantes :
a) x = at?, y = da*t,

Pour ¢ tendant vers zéro, f (¢) tend vers Pinfini, avec le signe de ¢ n _
alors que g (0) vaut 1. La droite y = 1 sera donc asymptote. ~ by x = acos <’ + §>’ y=bsin2y,
Pour ¢ tendant vers 2, f (f) et g (f) tendent vers I'infini, avec le signe ~ ¢) x =at —bsint, y=a—bcost,
det — 2. d) x = tgt - L
8L V=St

Ensuite, nous examinons si les fonctions sont périodiques, afin de
réduire Pintervalle d’étude.

) a(l — %) at (1 — 1%
X = 2 = .
¢ iy’ 7 1+
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Exemple 3.8.4.
Soit la courbe paramétrée

X = COS {,
= COS ! + sin
y= 0083 3
Nous avons

f+2n)=cos(t +2m)=cost = f(1)
gt +6m = g().

Donc le point M (¢ -+ 6 m) coincide avec le point M (z). I suffit donc de
faire varier ¢ sur un intervalle de longueur 6 7.

Enfin, nous étudions la parité des fonctions f et g. En effet, cette
parité entraine des symétries et donc une réduction de I'intervalle d’étude.
Plus précisément, _
— si f et g sont impaires, la courbe est symétrique par rapport

ao,

— si f est impaire et g paire, la courbe est symétrique par rapport
a Oy,

— - si g est impaire et f paire, la courbe est symétrique par rapport.
a Ox. '

Exemple 3.8.5.

Soit la cycloide de 'exemple (3.8.2.) d’équations paramétriques
x =R (¢ — sin ¢) = f(¢)
y=R(l —cos9) = g(9)

Les fonctions f et g sont toujours définies.

avec R > 0.

Remarquons que

f@+2n)= f(p)+ 2R,
gl + 2n) = g(p)

Exercice 3.8.6. — Quels sont les coefficients direc- Le point M (¢ + 2 m) se déduit donc du point M () par une trans-
teurs de la normale au point ordinaire M (1) d'une  Jation T = 2 nRi. Il suffit donc d’étudier la courbe sur un intervalle
courbe d’équations paramétriques, x = f (f), de longueur 2 & ‘

y=g(n? '

D’autre part, nous avons

S(=0)=—f(o) g(—0)=glp).
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La courbe est donc symeétrique par rapport 4 Oy. 11 suffit donc de
Iétudier sur [0, ] par exemple.

Tangente

Nous avons vu au paragraphe 1.8. que si une courbe est donnée
par un vecteur r (¢), de vecteur dérivé ¥ (fo) au point #o, alors la tangente
a la courbe au point M (z0) a pour vecteur directeur ' (to), si ¥’ (to) # 0.

Si les fonctions f et g sont dérivables, la tangente a la
courbe en M (o) admet donc pour vecteur directeur

(f" (to), g (to)) si f" (to) €t g (t0)
sont toutes deux non nulles.

Les points tels que les dérivées f* et g’ sont non toutes deux nulles
s'appellent des points ordinaires. L’équation de la tangente au point
M (to) est, si (f” (t0), g’ (t0)) # (0, 0)

(388.) [ (t0) (Y — g (1)) = ¢ (o) (X — f (t0)).

Si la premiére s’annule seule, soit f' (fo) = 0, la tangente est paral-
1&le & Oy. Si la deuxiéme s’annule seule, soit g’ (to) = 0, la tangente est
paralléle a Ox.

Exemple 3.8.6.
Soit la courbe d’équations paramétriques
x =1 1
{ y = 1.
X =2t—1 y =3
Tout point M de la courbe est point ordinaire.

Nous avons

Au point M G), la tangente est paralléle & Oy et au point M (0),

la tangente est paralléle 4 Ox.

Nous allons maintenant étudier le cas des points singuliers (ou
stationnaires), c’est-a-dire des points tels que ¥’ (to) = 0. Supposons
que r () soit p fois continiiment dérivable dans un intervalle ouvert
contenant fp €t que nous ayons

Fto) =# (ta) = ...
P (to) # 0.

Alors, nous pouvons écrire la formule de Taylor vectorielle qui
se réduit a

= r?=1 (1) = 0,

Remarque 3.8.3. — Remarquons que nous pouvons
avoir M (fo) = M (11) pour to 5 t;. Un tel point
est dit point double (fig. ci-dessous). Cependant la
tangente pour 7 = fo peut étre différente de la
tangente pour ¢ = ;. Pour cela, nous éviterons de
parler de « tangente en M ».

Mits) .-
i M(l«; “~.;

Exercice 3.8.7. — Rechercher les points doubles de
la courbe définie ci-dessous :

2 ot
v YTt

Que peut-on dire des tangentes aux points doubles ?

X =
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Remarque 3.8.4. — Lorsque M () est point ordinaire,
il est facile d’étudier la convexité. En effet, la pente
go _
o7
Pour que la courbe soit convexe, il faut, et il suffit,
que Y. soit positive, ce qui signifie f' () m’ () = 0,
si m est dérivable.

de la tangente 4 la courbe est m (1) =

Exercice 3.8.8. — Montrer que tout point de la
courbe d’équations paramétriques x*> = ¢ Log 1,
y = t (Log £)* est point ordinaire. Ftudier la
convexité.

Remarque 3.8.5. — La formule de Taylor-Young
s’étend aux fonctions vectorielles. Soit r (f) une fonc-
tion vectorielle définie sur un intervalle [#o, to + H],
4 valeurs dans R* ou R®. Nous supposons que r
admet des dérivées continues jusqu’a Pordre p.
Si ¢t est un point quelconque de [intervalle
[t0, o + H], nous avons

2

’,// (t())

P =1 () + 2 () +

1!

(t — to)
21

I""l 7
TR kL
n!

[ (t0) + £ (0],

avec limsg (1) = 0.

t-to

Exercice 3.8.9. — Déterminer le (ou les) (point(s)
singulier(s) des courbes dont les équations paramé-
triques sont données ci-dessous. Préciser la tangente
en ce point.

2 1
a)x=t2+—t, y=t2+;3,
Byx=2e —* ~21, y=4.

Exercice 3.8.10. — Déterminer le vecteur tangent
en tout point de la courbe

x=-cos3¢+ 3cost,
y =sin3¢+ 3sint.

rm—um=9%$&Nww+am

avec lim € (¢) = 0.

t-rtg

Cette égalité signifie que la droite M (to) M (¢) est paralléle au
vecteur ) (to) + £ (z). Lorsque M (¢) tend vers M (zo) sur la courbe,
la droite admet une position limite : elle devient paralléle au vecteur
P (to).

Si les fonctions f et g sont contindiment dérivables jusqu’a
Pordre p et si p est le premier entier tel que

(f® (t0), g™ (o)) # (0, 0),

la tangente en un point singulier M (¢o) est paralléle au
vecteur (£ (to), g (t0)).

Exemple 3.8.7.

Soit la courbe d’équations paramétriques

3

x=1 y=1£2 -

Le vecteur dérivée (2 1, 2 ¢ — 3 %) est nul pour ¢t = 0. L’origine est
donc point singulier.

Le vecteur dérivée seconde vaut (2, 2) pour ¢ = 0. Donc la tangente
a l'origine est paralléle au vecteur (2, 2).

Exemple 3.8.8.

Soit la cycloide de I'exemple (3.8.2.). Nous avons
X, = R (1 — cos @), Yo = Rsin o,
d’ou
x, =0, pour ¢ =0,
Vo=0, pour ¢ =0 et ¢ =1
Pour ¢ = 7, la courbe admet une tangente horizontale.

Pour @ = 0, la courbe admet un point singulier. Le vecteur dérivée
seconde (R sin ¢, R cos @) n’est pas le vecteur nul. If est égal a (0, R).
La tangente pour ¢ = 0 est donc verticale.
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Forme au voisinage d’un point

Tout comme pour les fonctions d'une variable, il est intéressant
de connaitre la forme d’une courbe au voisinage d’un point, en parti-
culier sa position par rapport a la tangente. Le lecteur débutant peut
sauter cette rubrique et étudier directement les branches infinies.

Exemple 3.8.8. (suite)

Revenons sur la cycloide. Pour ¢ = 0, la tangente est verticale.
Nous voyons par symétrie que la courbe traverse sa tangente. Nous
verrons plus loin qu’un tel point est un point de rebroussement de
premiére espéce ( fig. 3.8.2.).

Nous allons maintenant étudier le cas général.

Soit p le plus petit entier tel que #? (fo) # 0.

Soit g > p le plus petit entier tel que ¥? (1o) ne soit ni nul ni paral-
léle a ¥” (to). Donc pour tout p < r < g, ¥ (o) est nul ou colinéaire
a r? (10). Ainsi ¥? (1) et r'? (1o) forment un repére que nous allons uti-
liser pour préciser la forme de la courbe.

Ecrivons la formule de Taylor-Young en un point ¢ du voisinage
de to :

(t — lo)“1
(p+ 1!
n (t — lo)q

(t — to)f P (

(3.89) r(t)—r(to) = Y to) + PP (10) + ..

(9 (t0) + £ (1),

avec lim € (f) = 0.
t-1g

Cette relation (3.8.9.) peut s’exprimer sous la forme

(3.8.10.) r (1) — r(to) = Xr'P (to) + YF?D (to),
' — P

ou X est de la forme (~t——'—t‘i (1 + a (),
— g

et Y est de la forme (—t——é—‘tg)—(l + B.(9).

Les fonctions o et B tendent vers zéro lorsque ¢ tend vers to. Nous
avons donc

{t — to)?

(t — to)?
T Y~ —rt

X ~
q!

FI1G. 3.8.2. 7'{to)

Remarque 3.8.6. — Le lecteur débutant retiendra
simplement

a) le vecteur tangent au point M (1o) est +' (to), si
ce vecteur n'est pas nul:

b) par rapport & la tangente, la courbe est située
dans le demi-plan contenant le vecteur '’ (ro), si
celui-ci mest ni nul ni paralléle au précédent
(fig. 3.8.2.);

¢)il y a en général un point d'inflexion pour

't = 1o lorsque "’ (1o) est nul ou paralléle & ¥' (f0),

soit
S (o) [ (10}
g (to) g” (1)

Remarque 3.8.7. — En fait, la formule (3.8.9.) se
réduit a

(38.10) (1) — r (ta) = Xr'® (10) + Yr'? (10)
en posant
{t — to)’ (t — to)
X = l 4 )\. + [N
p! [ (r+ +
(t — 1oy vt {(t — 1077
+ (q——l)! g1 +-————q! €x
t — q
et y ¢ q,"’) 1 + sv).

o0 Ap+1, - Ag-1 désignent les composantes des
vecteurs #P*Y) (1g), ..., r9 1) (1) par rapport a
P (10) et £x et ey les composantes de & par rapport
a (to) et p@ (to).

Exercice 3.8.11. — Effectuer les calculs ci-contre

pour

) x i £u+2) ourt = 0
= Ly = rt =0,

a e+’ T+1 °

b) x =cos*1, y=sin®1.
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FiG. 3.8.3.

Exercice 3.8.12. — Soit la courbe d’équations
- e . -
parameétriques x = fe', y = - Préciser la position

de la courbe par rapport 2 sa tangente.

M )

) X
,,-q(to) \\

Y
FI1G. 3.8.4.

Exercice 3.8.13. — Déterminer les points d’inflexion,
s’ils existent, de la courbe d’équations paramé-
triques

x=1t*Logt, y=1t(Loge>

FiG. 3.8.5.

Remarque 3.8.8. — Un point ordinaire (p = 1) ne
peut étre un point de rebroussement.

Plusieurs cas peuvent alors se présenter.
® Premier cas : p impair et q pair (par exemple, p = 1 et g = 2).

Quand | 1 — 7o | est assez petit, X a le signe de ¢ — 7o et Y est positif.
La courbe est donc du méme coté de la tangente que le vecteur 9 (fo),
au voisinage de to (fig. 3.8.3.). Elle traverse la droite paralléle a r (1)
au point M (to) : c’est la forme courante.

Exemple 3.8.9.

Reprenons la cycloide, pour ¢ = gpar éxemple.

Le vecteur dérivée seconde (R, 0) n’est pas paralléle ai vecteur
dérivée premiére (R, R). La courbe est donc du méme cbté de la tangente
que le vecteur dérivée seconde (remarque 3.8.6.). Il en est de méme
pour0 < o < 2.

e Deuxiéme cas : p impair et q impair.

Quand |t — fo | est assez petit, X et Y ont le signe de (t — to). La
courbe traverse sa tangente et la droite paralléle & r9 (¢o) passant par
M (to) (fig. 3.8.4.). Le point M (to) est appelé un point d’inflexion.

Exemple 3.8.10.
Reprenons I'exemple (3.8.6.) page 165.
F()=@2t— 138,
F{)=(261.
Les vecteurs ¥ (¢) et #” (f) sont paralléles lorsque t = O et t = 1.
PP (1) = (0,6) pour tout 1.
Les points M (0) et M (1) sont donc des points d’inflexion.

@ Troisiéme cas : p pair et q impair.

Quand | 7 — 1o | est assez petit, X est positif et Y a le signe de ¢ — 1.
La courbe traverse sa tangente, mais reste du méme c6té que la paral-
léle & H9 (to) au point M (fo) (fig. 3.8.5.). Le point M (to) est appelé un
point de rebroussement de premiére espéce.

Exemple 3.8.11.

Reprenons Pexemple (3.8.7.).
Au point O, la tangente est paralléle au vecteur dérivée seconde
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(2, 2). Le vecteur dérivée troisiéme en O est (0, — 6); il est non paralléle
a la tangente en O. Donc O est un point de rebroussement de premiére
espéce. '

© Quatriéme cas : p pair et q pair.

Quand |t — to| est assez petit, X et Y sont tous deux positifs.
La courbe reste d’un méme cdté de la tangente et de la paralléle & ¥ (to)
au point M (to) (fig. 3.8.6.). Le point M (to) est appelé un point de rebrous-
sement de deuxiéme espéce.

Exemple 3.8.12.
Soit la courbe d’équations paramétriques
x=€e¢1—t y=£-31
Nous avons
X =e1—-1 y=3-3

Le point M (1) est donc point singulier. La tangente au point
M (1) est paralléle au vecteur dérivée seconde (1, 6). Remarquons que
le vecteur dérivée troisiéme est aussi (1, 6). Le vecteur dérivée quatriéme
est (1, 0). Donc le point M (1) est un point de rebroussement de deuxiéme
espéce.

Branches infinies

Nous pouvons étendre aux courbes paramétrées les définitions
données pour les fonctions d’une variable (¢f. annexe 1, tome I).

Ainsi, une courbe admet une branche infinie quand ¢ tend vers fo
(ou + o), si la distance de M (¢) & Porigine tend vers Iinfini quand ¢
tend vers fo (ou + oo). Cette notion est indépendante de lorigine
choisie. Pour une courbe d’équations paramétriques x = f (1),
y = g (1), cela signifie que 'une au moins des fonctions f ou g tend
vers I'infini quand ¢ tend vers #o (ou + o).

Nous énoncons sans démonstration le résultat sur lequel repose
les recherches de branches infinies.

o) X

FiG. 3.8.6.

Exercice 3.8.14, — Déterminer les points parti-
culiers des courbes de ’exercice (3.8.11.).
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Remarque 3.8.8. — Détermination pratique des
branches paraboliques et des asymptotes,

a) Si f (1) a une limite finie xo lorsque ¢ tend vers
fo (ou + oo0) et que g (¢) tend vers F oo, la droite
d’équation x = xg est asymptote.

b) Si g (1) a une limite finie yo lorsque ¢ tend vers
to (ou + co)et que f (1) tend vers linfini, la droite
d’équation y = yo est asymptote.

¢) Si f {1) et g {r) tendent toutes deux vers I'infini,
nous formons le rapport —i—% Si ce rapport a pour
limite 0 ou + oo, la courbe admet une branche
parabolique dans la direction de Ox ou de Oy
respectivement. Si ce rapport a une limite finie et
non nulle m, I"équation de la droite de pente m en
un point M (r) est

Y—-g@)=mX- 1)

Il faut donc étudier la limite de g (1) — mf (t) quand
¢ tend vers to (ou + c0). Si g (1) — mf (1) tend vers
P'infini, la courbe présente une branche parabolique
dans la direction de pente m. Si g (1) — mf (1) tend
vers une limite /1 quand ¢ tend vers f5 (ou + o),
la courbe admet la droite d'équation Y = mX + £
comme asymptote.

Exercice 3.8.15. — Déterminer les branches infinies
pour la courbe de ’exercice (3.8.11. a).

Théoréme 3.8.1.

Pour qu'une courbe admette une direction asymptotique
quand t tend vers to (ou + o0), il faut, et il suffit, ou bien,
t .
que % tende vers une limite finie m et la direction asymp-
t
totique a alors pour penie m, ou bien, que % tende vers
Uinfini et la divection asymptotique est 'axe Oy.

Tout comme pour les fonctions d’une variable, la courbe peut
admettre alors une asymptote : Cest le cas lorsque la droite de direction
asymptotique m, menée par un point M (z) de la courbe, tend vers une
position limite lorsque ¢ tend vers zo (ou + o). Si, au contraire cette

droite s’¢loigne & Pinfini, la courbe présente une branche parabolique.

Nous allons voir sur un exemple comment déterminer pratique-
ment §'il y a branche parabolique ou asymptote.

Exemple 3.8.13.

Reprenons la courbe (C) de I'exemple (3.8.4.) d’équations para-
métriques

_P+r=2

P +r-2
TN

(3.8.10.) )

Des problémes se posent lorsque ¢ tend vers + oo et lorsque t = 0
out =2

Lorsque ¢ tend vers + oo, x tend vers 1 et y tend vers + oo.

La courbe admet la droite x = 1 comme asymptote.

. 31 =2

La différence x — 1 = 5———
t“— 2t

courbe est a droite de son asymptote quand y tend vers + oo et & gauche

quand y tend vers — co.

est du signe de ¢ & I'infini. Donc la

Lorsque ¢ tend vers 0, y tend vers 1 et x tend vers I'infini avec le
signe de 1.

La droite y = 1 est asymptote a la courbe. La différence
ZZ
t—2
est negative lorsque ¢ tend vers zéro. La courbe est au-dessous de I'asym-
ptote lorsque x tend vers I'infini.

y—-1=
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Lorsque ¢ tend vers 2%, x tend vers + oo et y vers + oo.
Lorsque ¢ tend vers 27, x tend vers — oo et y vers — 0.

Le rapport% = fa pour limite 2.

La courbe admet donc 2 comme direction asymptotique lorsque
t tend vers 2.

Formons la différence
P 4r-2

—2x =
y x p

Elle tend vers 2 lorsque ¢ tend vers 2. Il y a donc une asymptote
d’équation
' y=2x+ 2

La position de la courbe par rapport a4 I'asymptote est donnée
par la différence

=(z‘—2)(t+1)

—-2x—2
y X p

Cette différence a le signe de t+ — 2 quand ¢ tend vers 2. Donc la
courbe est au-dessus de son asymptote quand x tend vers -+ oo et au-
dessous lorsque x tend vers — 0.

La courbe coupe son asymptote oblique en un point A. Pour
déterminer le paramétre ¢ pour lequel M (1) = A nous écrirons I'éga-
litt y = 2 x + 2 a I'aide de I'expression paramétrique de x et y. Nous
obtenons I'équation du troisieme degré

2P —=324+4=0

de racines évidentes t = — 1 et ¢t = 2. Il est évident que seule la valeur
t = — 1 convient.
. 2 2
Les coordonnées de A sont alors x = — 3 ety = 7

Construction des courbes paramétrées

Pour construire une courbe paramétrée définie par les équations
x = f(f), y = g (£), nous adopterons le plan suivant.

a) Recherche du domaine de définition de f et g.

b) Recherche du domaine d’étude. Les propriétés de périodicite,

Exercice 3.8.16. — Soit un segment de longueur a,
dont ’extrémité H avance sur ’axe Ox, tandis que
le point M tourne & chaque instant. On pose
x = OH et 6 ={Hx, HM). Déterminer x en fonc-
tion de 8 pour que la trajectoire de M soit tan-
gente au segment & tout instant (avec x = 0 quand

n . . .
0 = ~2-> On obtient la tractrice, rencontrée dans le

mouvement d’une voitlure qui se gare le long d’un
trottoir (I'axe Ox) ( fig. 3.8.7.).

l’ \\
lll \\\
PRI
N, ~
\-{:@____
0 T () @
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Exercice 3.8.17. — Ftudier la courbe paramétrée
définie par les équations
!+ ! t+ !
X == ~ m ————
_ t Y 22

Exercice 3.8.18. — On considére le lieu géométrique
(&) du point M, intersection de la droite verticale

(A) telle que HA = ¢, et de la droite (A’) passant par
t
O, d’angle polaire o =% (fig. 3.8.8.). Déterminer

les équations paramétriques de la courbe (&)

Montrer que  IPéquation  cartésienne  est
X . . .
¥y = ——. Soit un point N de (&), d’angle polaire
X
tg
83

I
6, et M le point de (&) tel que AH =§ AK.

Montrer que l'angle polaire o de M est le tiers
de @ : cette construction revient i la trisection de
I'angle 6. La courbe (&) s’appelle trisectrice.

Y
(0,)B

Exercice 3.8.19. — Construire la courbe d’équations
paramétriques

X = COS {, y=sint(l + cos ).

Exercice 3.8.20. — Construire la courbe appelée
Jolium de Descartes définie par les équations para-
métriques

_ 3a _ 3a?

R )

:cherchant les solutions de

de parité, de symétrie permettent parfois d’étudier la courbe sur un
domaine plus petit que les domaines de définition de 1 et g.

¢) Etude du sens de variation de fet g, en premsant les maximums
ou les minimums de f et g.

d) Détermination des points remarquables (intersection avec les
axes, points singuliers, points d’mﬂexxon points doubles), et des tan-
gentes en ces points.

e) Etude des branches infinies éventuelles.
f) Tracé de la courbe.

Exemple 3.8.13. (suite)

Nous allons achever la construction de la courbe définie dans
I'exemple (3.8.13.)

_Pt+r=2 7
TN

Nous avons déja déterminé son domaine de définition (exemple
3.8.3.). Les fonctions f et g ne sont ni périodiques, ni paires, ni impaires.

+t -2
=2

Etudions les variations de fetdeg
-3 +4t—4
)

T 4 ()
YI“‘g()"‘(t_z)Z i

It

x=f()=

Nous en déduisons le tableau de variations suivant :

1| — o 0 2 4 + o
X; - - -
x 1 + + 00 —

-0 - \\-{—1

w\/

Les points d’intersection avec Ox ou avec Oy s’obtiennent en

P rt—2=0,

puisque x et y ont méme numérateur. -
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Nous obtenons ¢ = 1 et t = — 2. L'origine des coordonnées est
donc point double. La courbe a deux tangentes a I'origine

—-712
Ty =(—3 — t Toz = {——}
1=(=3-3 et T- <16’16>
Comme x; ne s’annule jamais, tout point de la courbe est point ordinaire.
Il n’y a pas de point d’inflexion.
1I ne reste qu’a tracer la courbe (fig. 3.8.9.).

Exemple 3.8.14.

Reprenons la cycloide de 'exemple (3.8.5.)
x = R (p — sin @), y =R (1l — cos o).

Nous avons vu quil suffisait de I'étudier sur [0, n] (exemple 3.8.5.)."
Comme x;, = R (1 — cos ¢), y, = R sin ¢, nous pouvons dresser
le tableau de variations suivant :

o |0 m
x5 | 0 +
x |0 — 7R
y |0 — 2R
Vo | O +

Tout point entre 0 et & est point ordinaire. La pente de la tangente
entre 0 et 7 est

sin @ t
e S tO‘ B
m (@) 1 — cos @ )
1
Donc m(p) = —
. 2 -
sin® >

D’aprés la remarque (3.8.4.), nous en déduisons que la courbe est
concave entre 0 et .

La courbe ne présentant pas de branches infinies, il ne reste qua
la tracer ( fig. 3.8.10.).

Fic. 3.8.9.

Exercice 3.8.21. — Etudier I'hypocycloide de 'exer-
cice (3.84.) lorsque R =4 et r = 1. Ses équations
paramétriques sont alors

x = 4 cos> 0, y = 4sin® 0.
Exercice 3.8.22, — Etudier la courbe paramétrée
d’équations
in . sin !
X = sin =, = §in =.
y YT

C’est une courbe de Lissajous.

.
O} TR 2WR 3TR 4TIR g0

FiG. 3.8.10.
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Exercice 3.9.1. — Etablir directement 1’équation
polaire d’une droite. ‘

Exercice 3.9.2. — Déterminer ’équation polaire
d’un cercle passant par le péle, sachant les coor-
données polaires (R) du centre.

Fi1e. 39.1.

Remarque 3.9.1. — Les équations polaires sont
trés utiles pour 'étude des cames et excentriques,
car le déplacement horizontal de la tige (fig. 3.9.2.)
est fonction de I'angle de rotation de la came.

Y

)
iS B

F1G. 3.9.2.

3.9. COURBES EN COORDONNEES POLAIRES

Nous avons déja rencontré des courbes définies par leur équation
polaire, en particulier les coniques dont le foyer était choisi comme
poéle (cf. remarque 3.5.3.). Nous allons donner quelques autres exemples
classiques avant d’étudier ces courbes en détail.

Exemple 3.9.1.

Equation d'une droite ne pussant pus par le pole.

Une telle droite (D) admet pour équation cartésienne
Ax + By +C =0, avec C 0.

Remplacons x et y par leur expression en fonction des coordonnées
polaires p, 0, soit x = pcos 8, y = psin .

Nous obtenons
Apcos® + Bpsin6 + C = Q,
soit
_ - C
" Acosf + Bsin®

(39.1) p

Exemple 3.9.2.

Limagon de Pascal.

Soit (C) un cercle de diamétre a, O un point fixe du cercle (C) et b
une longueur donnée (b > 0) (fig. 3.9.1.). Toute droite (D) passant par O
recoupe le cercle (C) en un point P. Désignons par M et M’ les points
de (D) dont la distance & P est b. Si la droite (D) est tangente en O au
cercle, les points M et M’ sont aussi définis de la maniére précédente.
L’ensemble des points M et M’ s’appelle un lkimagon de Pascal.

Nous allons chercher a trouver une relation entre les coordonnées
de M, c’est-d-dire I’équation de la courbe. Choisissons O comme pble
et OA, ot A désigne le point diamétralement opposé & O, comme axe
polaire. Notons 6 = (Ox, Ou), ot Ou est I'axe porté par OP. Nous

avons alors OP = a cos 6, puisque P appartient au cercle de diamétre OA.
Si M appartient au limagon de Pascal, nous avons

OM = OP + b,
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soit
(3.9.2) p=acosb + b.

Nous allons maintenant étudier les courbes définies par leur équa-
tion polaire p = f (6). Elles peuvent évidemment se traiter comme
des courbes paramétrées d’équations x = f. (0) cos 6, y = f (0) sin 0.
Toutefois, cette méthode n’est pas forcément la plus simple.

Intervalle d’étude

Aprés avoir cherché le domaine de définition de p = f (8), nous
étudierons la périodicité de la fonction f, ce qui permettra de réduire
Pintervalle d’étude & une période.

Nous chercherons ensuite les symétries éventuelles de la courbe
pour réduire l'intervalle de variation. Ainsi, si la fonction est paire ou
vérifie f (1 — 8) = — f (0), la courbe est symétrique par rapport &
Ox. Par contre, si la fonction est impaire ou vérifie f (x — 6) = f (0),
la courbe est symétrique par rapport & Oy. La courbe est symétrique
par rapport 2 O

si (0 + nm) = f(8), avec n impair
ousi f® + nn) = — f(6) avec n pair.
Exemple 3.9.3.

Reprenons le limagon de Pascal p = a cos © + b. p ne change pas
lorsque 0 augmente de 2 . 1l suffit donc d’étudier la courbe sur un
intervalle de longueur 2 7. p ne change pas non plus lorsque 6 est changé
en — 0. La courbe est symétrique par rapport a Ox. Il suffit donc d’étu-
dier la courbe sur un intervalle de longueur «, par exemple [0, 7] et de
compléter par symétrie.

Tangente en un point

Soit M (8) le point de coordonnées (p, 0) de la courbe d’équation
polaire p = f (8). Nous allons supposer dans la suite la fonction f
dérivable.

Avec les notations précisées sur la figure 3,9.3., nous avons
OM (8) = pu.

Exercice 3.9.3. — Déterminer Pintervalle d’étude
pour
a) p=asin20,
b) p=acos36,
c) p= a
P="%
sin =
2

Fi1c. 39.3.
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Exercice 3.9.4. — Déterminer quelques points avec
leur tangente pour la courbe

p=1+4cosb.

En appliquant les résultats du paragraphe 2.7., nous obtenons

dOM () +
de - Pe" pula
avec u=cos0i + sin0j
du . .
et u;-E=-smet+cos(91.

Nous pouvons donc exprimer dans le repére orthonormé (O, #, u;)
la pente de la tangente en M (0), soit

S SO p
(39.3) BV = = o

ol V désigne I'angle de la tangente en M (6) avec la droite portée par u.

Si f7(8) = 0, la tangente est paralléle au vecteur u;, en ce point
M (6).

Si f (0) s’'annule pour une valeur 8o, la courbe passe par le péle.
La tangente est alors la droite d’équation polaire 8 = 0.

Exemple 3.94.

Soit le limagon de Pascal p = acos 0 + b, py = — asin 0.
La pente de la tangente en un point M (0), lorsque 0 est compris
strictement entre 0 et , est

acosOv—I-b
tg V= ——ooo———
gV — asin 0

Remarquons que selon les valeurs de a et b, différents cas parti-

culiers peuvent se présenter :

b

a)p=0,si——1<—a<1,soitb<a.

. , . . b
La tangente est alors la droite d’équation polaire 8o = Arc cos ——.
. a

by p=20etpy=0sib = a
La tangente est alors Ox. Un tel point M () est un point singulier.
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Branches infinies

L’étude des branches infinies comporte trois cas principaux.
a) p tend vers linfini pour une valeur finie Oo.

" La courbe admet une branche infinie de direction asymptotique OX,
telle que (Ox, OX) = 0o (fig. 3.9.4.). Pour déterminer 'asymptote éven-
tuelle, nous utiliserons les coordonnées de M (8) dans le repére OXY

X = pcos(® — 8o), Y = psin (B — 0o).
‘Quand 6 tend vers 68, X tend vers + co.
Si Y tend vers + oo, la courbe admet une branche parabolique
dans la direction de OX.
Si 'Y tend vers une limite /, la droite d’équation Y = d est asymptote.

b) p tend vers Uinfini avec 6.

Nous dirons alors que la courbe admet une branche spirale
(fig. 3.9.5.).

c) p tend vers une limite finie lorsque © tend vers U'infini.

Nous dirons alors que la courbe admet un cercle asymptote
(fig. 3.9.6.).

Tracé des courbes en coordonnées polaires

Le tracé des courbes en polaires nécessite toujours de savoir si p
.s’annule. Nous ne donnerons pas de plan précis de I'¢tude. Le lecteur
cherchera a préciser les points précédemment énoncés.

Exemple 3.9.5.

Achevons I'étude du limagon de Pascal dans le cash < a.

Nous pouvons dresser le tableau de variation & partir des résultats
des exemples (3.9.3.) et (3.9.4) :

0 0 Bo - T
Pe -
a+b
P \’0\
' —a-+b

F1G. 3.94,

Exercice 39.5. — Etudier les branches infinies
pour les courbes

1

QP = cos2 8
by p =26,
gp=1+e""%
dyp=1-+t 8
p= g 7
0 o
W
Fi1G. 3.9.5.
F1G: 3.9.6.
Exercice 3.9.6. — Préciser ’étude du limagon de

Pascal p = acos O + b dans lescas ou b 2 a.
Si b = a, la courbe est une cardioide.
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FiG. 3.10.3.

Remarquons que p est positif, puis négatif. Il est souvent important
pour le tracé des courbes données par leur équation polaire de faire
cette remarque.

3.10. ENVELOPPES DES COURBES PLANES

Nous avons vu dans les paragraphes précédents qu'un point M
vérifiant une propriété &, décrivait en général une courbe (C), lieu
geométrique de M. Nous allons étudier dans ce paragraphe les courbes
astreintes & vérifier une propriété 2. Elles restent, en général, tangentes
d une courbe fixe (E).

Exemple 3.10.1.

Soit une droite (D) astreinte & rester 4 une distance donnée R
d’un point fixe O. Il est facile de voir que (D) reste tangente au cercle
de centre O et de rayon R (fig. 3.10.1.).

Exemple 3.10.2.

Soit un cercle (O) de centre fixe O et de rayon R donné. Le centre
d’un cercle (w) de rayon r (+ < R) décrit le cercle de centre O et de rayon R.

Le cercle (w) reste tangent aux cercles de centre O et de rayons
respectifs R + ret R — r(fig. 3.10.2.).

Considérons maintenant une famille de courbes planes (C;) dépen-
dant d’'un paramétre A et définies par ’équation générale

(3.10.1.) F(x,y,A\) =0,
dans laquelle A désigne un paramétre arbitraire.

A chaque valeur donnée de A, correspond une courbe, et une seule.
En raisant varfer A, nous obtenons des courbes (Cy,), (Ci,), (Cis) (fig.

3.10.3).

Définition 3.10.1.

Nous appellerons enveloppe des courbes (C,), une courbe (E),
si elle existe, a laquelle toute courbe (C,) est tangente en
un ou plusieurs points. Les points de tangence sont dits
points caractéristiques.
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Désignons par (C) et (C') les courbes de la famille obtenues respec-
tivement pour les valeurs A et A + AXA du parametre. Les coordonnées
des points communs sont les racines communes aux deux équations.

Fx,y,A) =0,
F (x, 3, A + A)) = 0.

Nous pouvons garder la premiére équation et remplacer la seconde
par la suivante :

Fx, p, A+ AN — F(x, y, A)

(3.10.2) AN

0

lorsque AA est non nul.

Le point M = (C) A (C') est une approximation du point de contact T
quand AX tend vers zéro.

Lorsque A tend vers zéro, les deux courbes se confondent. De plus,
nous avons

i L6 %A+ AN — Foopnd) _
AA—O A?\,

La limite figurant 4 gauche est la dérivée partielle par rapport a A
de la fonction F.

Dong, la condition (3.10.2.) devient
(3.103.) F; (x,3,A) =0.

Les quelques remarques précédentes permettent d’énoncer un
théoréme dont la démonstration est donnée ci-dessous.

0.

Théoréme 3.10.1.

L'équation de I'enveloppe (E) d'une famille de courbes d'équa-
tion F (x, y, \) = 0 s'obtient en éliminant A entre les deux
équations

F(x,y,A) =0 et Fi (x,5,A) = 0.

Marquons sur chaque courbe (C;) le point caractéristique M de
coordonnées

(3.10.3.) x=fM), y=g0)
les fonctions f et g admettant des dérivées f' et g'. Nous devons avoir

FLf(), g ), 2] =0

Remarque 3.10.1. — Considérons une famille de
rayons lumineux issus d’un systéme optique. L’en-
veloppe de ces rayons est une ligne trés éclairée qui
s’appelle une caustique. La figure (3.10.4.) montre
le cas d’un faisceau paralléle incident & un miroir
sphérique (dans un plan diamétral). Le faisceau
réfléchi admet une enveloppe (c’est une néphroide).

A
»0
S
i
Fic. 3.104.

Remarque 3.10.2. — Le lieu (£) obtenu par élimi-
nation de A entre les équations (3.10.1.) et (3.10.3.)
comprend aussi le lieu géométrique des points
singuliers, s’il en existe, des courbes (C). En un tel
point, nous avons, en effet,

oF oF

x ey
c’est-a-dire que la pente de la tangente d la courbe
F (x, y, A) = O est indéterminée.

Ainsi la condition (3.10.5.) est satisfaite sans qu’il
y ait contact entre la courbe (C) et la courbe définie
par les équations paramétriques (3.10.3.).

La figure (3.10.5.) montre d’ailleurs que les points
singuliers sont des points caractéristiques de lieu
(S) tout comme les points o une courbe (C) touche
son enveloppe (E). ‘

FiG. 3.10.5.
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Remarque 3.10.3. — On obtient parfois.la courbe
enveloppe sous forme paramétrique, soit x = f (1),
y=g (A). Si, quel que soit le paramétre A, la courbe
(C,) passe par un ou plusieurs points fixes, ces points
font partie du lieu considéré a la remarque 3.10.2.
En effet pour 'un quelconque d’entre eux, - f(A)

dx dy
et g (L) sont invariables, donczx = 0 et—d—x = (et

la condition (3.10.5.) est encore vérifiée.

Exercice 3.10.1. — Trouver I'enveloppe de la droite
xcos® + ysin8 = asin 0 cos 0.

Exercice 3.10.2. — Exprimer en fonction de ¢ les
coordonnées du point caractéristique de la droite

Px—a)+3mx—2y=0.
Former I’équation cartésienne de I'enveloppe.

Exercice 3.10.3. — Chercher ’enveloppe des droites
AB d’un repére orthonormé, telles que

OA .OB = K?

si A est I'intersection de la droite avec Ox et B
Pintersection avec Oy.

En dérivant par rapport a A on obtlent

dF dx oF dy doF

@.104) > Ty

= 0.

Comme la courbe (Cy) et I'enveloppe sont tangentes en M, ce contact
s’exprime par la relation

OF dx OF dy
(3.105.) oy 5 = 0.
J0F oF . . \
En effet ™ et 5}—) sont coefficients directeurs de la normale a la
courbe (Cy) F (x, y, A) = 0, puisque
JF oF
™ dx + 5— dy=0

. , s oF OF
exprime l'orthogonalité d’'un vecteur de composantes e 5} avec

le vecteur infinitésimal tangent (dx, dy).

dx d . .
De méme — et &y sont les coefficients directeurs du vecteur tan-

dh  dr
gent 4 Penveloppe d’ou la relation (3.10.5.) qui, avec (3 10.4.), entraine
(3.10.2).

Exemple 3.10.3.

Enveloppe des droites d'équation

Yy =Ax + = 2 2
ou A est un paramétre variable.
Nousavons F(x,y,A) =y — Ax — 5% = (.

‘Calculons la dérivée partielle par rapport a A

’ P
F,(x, v, A) = _x+2?\,2 0,
.y N 14
d’ou A=+ r
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En portant dans I'équation de la famille de droites, nous’obtenons

i px
=+2 [=
y==%2 >

ou y2 = 2px.,

L’enveloppe est une parabole.

Exemple 3.10.4.

Soit un projectile lancé avec une vitesse vo sous un angle d.
En négligeant la résistance de Iair, la trajectoire est une parabole

(fig. 3.10.6.). Lorsque I'angle de tir variede 0 a g ces paraboles changent

de position. Quel]é est 'enveloppe de ces paraboles (paraboles de tir)?

L’équation de la trajectoire d’un tel projectile (¢f. remarque 0.2.2,
tome IV) est

2

gx
y+m——xtgo¢ = 0.

La dérivée partielle par rapport a o est

gx? sin o X

vg cos®a  cos?a

2
Elle s’annule pour tga = %o,

gx

En portant dans I'équation générale des paraboles de tir, nous
éliminons I'angle o et nous obtenons I'enveloppe cherchée

gx* g
205 29
C’est une parabole {( fig. 3.10.6.).

y:

Nous venons de voir des problémes ou la famille de courbes dépend
d’un parameétre.

Or, aux paragraphes 3.3. & 3.6, nous avons vu des familles de
courbes dépendant de deux paramétres

F (X, ¥, a, b) = 05

dans laquelle a et b sont des fonctions d’'un paramétre A.

Y
E)
Ol \Olg|OL3
’ Ve
Coy Coy
. Cug
FiG. 3.10.6.

Exercice 3.10.4. — Déterminer les caustiques (re-
marque 3.10.1.) obtenues par réflexion d’un faisceau
paralléle dans

a) un miroir sphérique,

b) un miroir parabolique (faisceau incident paralléle
a I'axe).

Exercice 3.10.5. — Déterminer I’enveloppe de la tige
MP dans le dispositif de la figure 3.4.5.
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Fic. 3.10.7.

Remarque 3.10.4. — Les courbes (C,) sont parfois
connues sous forme paramétrique :
x = u(t, ), y=v(,A)
On montre (exercice) que I’enveloppe s’obtient en
adjoignant a ces équations la relation
Ox 0Ox
ar o
dy 0y
ot O\

= 0.

Exercice 3.10.6. — Démontrer le résultat de la remar-
que (3.104.).

Exercice 3.10.7. - Déterminer I'enveloppe des
ellipses (Ey) d’équations paramétriques

x = a (cos A + cos @),

~y = b (sin A + sin ¢),
(a et b constants).

Exemple 3.10.5.

Considérons les cercles (C) (fig. 3.10.7.), de rayon R, dont les cen-
tres @ de coordonnées a et b ont pour représentations paramétriques

a=o¢Q@); b=y
Ils ont pour équations .
x—a?+(y—5b?-R>=0.
Nous obtiendrons I'enveloppe en éliminant A entre cette équation
et I'équation dérivée '
PMNx—a+ VA -b=0.
Cette équation dérivée est celle d’une droite qui passe constam-

ment par le centre  du cercle (C) correspondant et qui est normale
au lieu de @ en chacun de ses points (fig. 3.10.5.).

Les deux branches de I'enveloppe s’obtiennent en portant de part
et d’autre de o, les longueurs constantes oM = @M’ = R sur la nor-
male en @ 4 la courbe Q lieu de ce point. Ces courbes sont appelées
courbes paralléles 3 (Q).

On aurait pu également considérer des cercles de rayon variable
R = y (A). On aurait de la méme fagon obtenu une enveloppe se compo-
sant de deux branches.

Nous allons examiner de fagon plus générale les enveloppes a deux
paramétres.

Soit donc les courbes d’équation générale
(3.10.6.) F(x,y,a,b) =0
lorsque les deux paramétres a et b sont liés par une relation
(3.10.7.) G(ab)=0.
On suppose que a et b sont fonctions d’'un parameétre A tel que
GleM, ¥y ] =0
On obtient I'enveloppe en éliminant A entre les équations

Flx.p.oM ¥ M] =0,
Fao' W) + F, ¥ () = 0.

Mais d’apres I’équation (3.10.7.) on a aussi
Gio'W) + Gy (A) =0.
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1l revient alors au méme d’éliminer a et b entre les relations (3.10.6.),
(3.10.7.) et la relation
FE_E
G, G
On peut aussi se trouver confronté au probléme inverse suivant,

A savoir, chercher la relation (3.10.7.) qui doit exister entre a et b pour
que Penveloppe ait une forme donnée d avance, soit

(3.109.) H(x, y) = 0.

(3.10.8)

. dx
Pour trouver cette relation entre a et b, on calcule - dans les
équations y

oF 0F
JH JH
de—’rb—y- dy = 0.

d .
En égalant ces valeurs de ;1%’ soit

Hx _Fx

Hy FYy

et en &liminant x et y entre (3.10.6.), (3.10.9.) et (3.10.10.), on obtient la
relation cherchée du type (3.10.7.) entre a et b.

(3.10.10.)

Exemple 3.10.6.

Un exemple trés important se rencontre dans la commande numé-
rique d’une fraiseuse. On suppose que la fraise travaille dans un plan
horizontal (P) pour tailler un profil de forme donnée (I'). Les diverses
positions de la fraise déterminent dans (P) une famille de cercles (Capp)
de centres o (a, b), et de méme rayon R. Le probléme consiste & trouver
la trajectoire (Q)du centre ® connaissant I'enveloppe (I') des cercles

(fig. 3.10.7.). D'aprés I'exemple (3.10.3.), on obtient @ en portant une.

“longueur R sur la normale en M a (I). Une fois trouvée la trajectoire
("), on programmie I'avancement de la fraise par pas suivant les techni-
ques propres a la commande numérique.

La méthode n’est possible que si le rayon de courbure a (I') reste
supérieur & R, ce qui nous améne au paragraphe suivant.

Remarque 3.10.5. — Prenons le cas d’une famille de
droites (D) d’équation

ux + vy +1=0
lorsque les coordonnées tangentielles u et v sont
liées par une relation
(3.10.11) fv)y=0.
L’équation cartésienne F (x, y) = 0 de cette

enveloppe s’obtient en éliminant u et v entre les
deux relations précédentes et

x )y

Lo Y
L'é¢quation (3.10.11.} est 'équation tangentielle de
la courbe enveloppe.

Exercice 3.10.8. — Soit une échelle de longueur
placée contre un mur vertical. Si 'on fait glisser
le pied de I’échelle sur le plan horizontal, elle prend

. dans P’espace différentes positions dont nous cher-

chons ’enveloppe.
L’échelle matérialise les droites d’équation

f+X——1=0, avec a?b? = %
a b

A Fic. 3.108.

o~

e —

Exercice 3.10.9. — On dispose d’une fraise de
rayon 2 cm pour creuser dans une plaque un profil
semi elliptique. Le demi grand axe de I'ellipse mesure
5 ¢m, le demi petit axe 3 cm. Déterminer une trajec-
toire pour le centre o de la fraise.
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Fic. 3.11.1.

3.11. COURBURE ET DEVELOPPEE
DES COURBES PLANES

Nous allons présenter diverses expressions du rayon de courbure
utilisables facilement dés que I'on connait en coordonnées rectangu-
laires une représentation paramétrique ou polaire de la courbe étudiée.

Soit M et M’ deux points infiniment voisins sur une courbe plane
donnée (C). Les tangentes en M et M/, orientées dans le méme sens de
parcours sur la courbe, font entre elles un angle & appelé angle de contin-
gence (fig. 3.11.1)).

Définition 3.11.1.

On appelle courbure moyenne de 'arc MM’ le rapport
£
arc ﬁ/l'
et courbure de la courbe (C) au point M la limite de ce

rapport, si elle existe quand M’ tend vers M. On appelle
rayon de courbure I'inverse de la courbure.

L’interprétation de cette définition est facile si 'on considére un
cercle de rayon R. En effet pour un cercle de rayon R on a

arc MM’ = Re.

Par suite & 1
A ——/—'ﬁ— =,

arc MM’ R

. , 1
Si la courbe est un cercle, la courbure moyenne est égale a R quels
que soient les points M et M.

Si la courbe n’est pas un cercle, on peut confondre I’arc correspon-
dant de la courbe (C) avec un arc de cercle de rayon Ry qui est le rayon
de courbure cherché de la courbe (C) au point considéré (fig-3.11.1.).

Vectoriellement soit t le vecteur unitaire tangent 4 la courbe (C)
au point M. Nous avons vu (remarque 1.8.3.) un résultat général, a
savoir, que si une courbe (C) est représentée par la fonction vecto-
rielle r (s) ou s est la longueur de 'arc de courbe (C) prise 4 partir d’une
origine Mo, le vecteur unitaire tangent 3 (C) est
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t___dr(s)= d_;_(t_)

(3.11.1.) s o
dr (1)
dt
2
Le vecteur % = d d';z(S) est un vecteur porté par la normale en M a la
. . N . dt
courbe (C), de vecteur unitaire n, puisque t* = 1 entraine t'?ig = 0.

Nous allons voir que le module de ce vecteur est égal a la courbure
de Ia courbe (C) en M, soit

dt n

(3.11.2) 5RE

En effet associons au point M l'extrémité m du vecteur Om d’ori-
gine O équipollent au vecteur unitaire ¢ de la demi-tangente MT

(fig. 3.11.2).
Le lieu géométrique du point m est un cercle de centre O. Le vec-

’

dt .. mm , do
teur T est la limite du vecteur As Son module est égal au rapport o

ou da est la mesure de 'arc mm’ qui n’est autre que 'angle de contin-
gence €.

Ainsi si 'on connait la courbe par la fonction vectorielle r (s),
ot s est Pabscisse curviligne 4 partir d'un point Mo de la courbe choisi
comme référence, la courbure en un point M d’abscisse curviligne s est

dz?r (s)

@ (s) dPr ()
Tast | '

ds* ds*

(3.11.3) —l%(s—) = .

Cette formule restera valable dans I'espace (cf. chapitre 5).

Exemple 3.11.1.

Nous avons vu (remarque 1.8.3)) que la représentation d’un cercle
de rayon R peut s’écrire ~
s

r(s) = Rcosﬁi + Rsin%j,

FiG. 3.11.2.

Remarque 3.11.1. — Une courbe n’est pas, en
général, paramétrée par la variable s, abscisse
curviligne. Cependant les calculs ci-contre seront

- utiles et permettront le calcul de R quel que soit

le paramétre ¢.
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Fic. 3.11.3.

Exercice 3.11.1. — Montrer que la courbure d’une
ligne droite est identiquement nulle.
Montrer que la courbure d’un cercle de rayon a est

|
égaled —.
a
Exercice 3.11.2. — Déterminer le rayon de courbure

aux sommets d’une ellipse d*équations

X = acos Q,
bZ
On trouve Ry = — aux sommets A et A’,
a

y = bsin g.

2
a
Ry = T aux sommets Bet B,

En tragant les cercles de courbure en chaque sommét,
on obtient une bonne approximation du tracé de
Iellipse (faire le dessin pour a = 5, b = 3).

EPRRY " — _1_ _‘_S‘_ 0
d’ot ¥ (s) = RcosRl
Par suite,
., 1 _ e
| ¥ ()] = R et n= ——-———” el

S . .S
—1 — Sl —

R

Cependant cette formule n’est simple & utiliser que si 'on a trouvé

la fonction vectorielle r (s) représentant la courbe (C).

On se propose de calculer le rayon de courbure en un point d’une
courbe (C) définie dans un repére orthonormé par les équations para-

métrigues : x = f (1), y = g (1).

Si nous désignons par o I'angle défini 4 kn prés que fait avec Ox

la tangente en M, et par s la longueur de I'arc l\m sur la courbe (C)
(fig. 3.11.3)), il en résulte que le rayon de courbure, inverse de la cour-

bure, est

ds

(3.11.4) R=|>|

Or d’aprés le paragraphe 4.4., tome I,

ds®* = dx* + dy* et

dy

dx’

yl
o = Arctg =,
retg

Par suite, x? 4+ y?|de,
SOlt xlyll — ylxll
da = x12 + yIZ
I1 en résulte I'expression suivante pour le rayon de courbure :
i 3
’2 12\
X -+ 2
(3.115.) ( " y,)u
NEZEZd)

Dans le cas particulier ot la courbe (C) est définie par une équa-

tion explicite

y=F(x)
la formule (3.11.4) se réduit 4 la forme
‘ 3
(3.11.6) R = Q_IJFTY[_)?
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Enfin si la courbe est définie par une équation polaire
p=0(0)
ona- x = pcos 6, y = psin 0.

11 en résulte en prenant pour paramétre I'angle 6 que

dp

12 2 . n2 12’ c o T ,
xc+y p‘ + p ave p 70
YR/ ! s " dz

Xy — yx" =p* +2p?* —pp’,  avec p=d£,

soit, pour le rayon de courbure
R
|p* + 297 — pp" |’

(3.11.7.) R

Centre de courbure
On appelle centre de courbure de la courbe (C) au point M, le
point @ ot la normale en M (x, y) touche son enveloppe (fig. 3.11.4.).
Supposons la courbe (C) définie paramétriquement, la normale
a pour équation
X—x)x+ Y~y =0
Pour avoir le point @, nous devons, d’apres la théorie des enveloppes,

adjoindre & cette équation I'équation dérivée par rapport a ¢, que I'on
peut écrire

(X _ x) x" + (Y . y) yr/ — x12 + yIZ.

En résolvant par rapport & (X — x) et (Y — y), nous obtenons
pour les coordonnées X et Y du centre de courbure o les expressions

12 ’2

(3.11.8.) X~x=’4%i4m
x'y" — yx
x/2 + y12

3.11.9. Y —-y=Xo""77r
( 119) y xxlyll — ylxll

La distance du point M au centre de courbure o est égale au rayon
de courbure. Le calcul de

| Mo® | = (X - x)? + (Y —y)* =R?
a partir des formules (3.11.8.) et (3.11.9.) redonne le résultat.

Exercice 3.11.3. — Montrer qu’en désignant par
o le centre de courbure au point M de la conique

(r>0)
et par N le point ot la normale en M coupe I'axe
Ox, les segments Mo = R, MN = /i comptés posi-

tivement le long de la mé&me direction sur la normale
3

. . n
vérifient la relation R = —.
14

¥y = 2px + gx*

Exercice 3.11.4. — Soit M le point d’abscisse x sur
'hyperbole équilatére xy = k%, calculer les coor-
données X et Y du centre de courbure ® corres-
pondant.

Montrer que si la normale en M coupe ’hyperbole
en un autre point N, et si P désigne le point de cette

normale tel que I'angle MOP = g-on a

Mo = — MP = — - MN.

Fic. 3.114.

Exercice 3.11.5. — Coordonnées du centre de cour-
bure (w) de la chainette

y = achf.
a
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Exercice 3.11.6. — Former ’équation cartésienne
de la développée de la parabole y* = 2 px. Etudier
" Pintersection de la parabole avec sa développée.
Calculer I'aire comprise entre les deux courbes.

Exercice 3.11.7. — Méme exercice pour P'arche de
cycloide : )

x = afp — sing)
y =a(l — cos @),

avec0 < ¢ < 2.

Remarque 3.11.2, — Si (Q) est la développée d’une
courbe (T'o), (I'o) est une développante de la courbe
(Q). Toutes les courbes (I') paralléles & (I'y) sont
aussi des développantes de (Q). Les développantes
de cercles se rencontrent dans le profil des dents
d’engrenages.

Développées d’une courbe plane

Définition

On appelle développée d’une courbe plane, la courbe enve-
loppe de ses normales, ou le lieu géométrique de ses centres
de courbure (fig. 3.11.4.).

Si la courbe (C) a pour équations paramétriques
x=f@ y=g0
sa développée (D) a pour équations, avec le méme paramétre, les équa-
tions qui s’écrivent d’aprés les relations (3.11.8.) et (3.11.9.)
20+ g%
J'@g @ —-g@f@
[P0 +g%@
F'0g@0—-g@f@

X=/f0-g@0 = F (),

Y=g@O+ @) =G ().
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3.12. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

3.,12.1. — Soit un prisme dont la section droite est le triangle OAB
{fig. 3.12.1.). Le prisme est constitué par une matiére transparente,
d’incide de réfraction n = 1,5. Un rayon incident au prisme est
porté par la droite (D) d’équation x = d, ol d est un parameétre
réglable compris entre 0 et 4. Le rayon arrivé en I sur la face AB se
réfracte suivant la loi de Descartes sin i = n sin r.
1° Déterminer une condition sur d pour que le rayon réfracté
sorte en J par la face OA.
2° Déterminer alors Pabscisse X du point K ot le rayon émergent
JK rencontre ’écran d’équation y = — 3.

‘ e ey

{Air}

Afa,0) 24
3
l K(X,"3) ‘
FiG. 3.12.1.
3.122. — Déduire de la propriété (a) de Pinversion So,u

(paragraphe 3.3.) que la distance des inverses M’ et N’ de deux
points M et N est
| MN |

MN | = | ] e
IMN = [n ] TeMT ToNT

Montrer alors la condition de Ptolémée pour qu'un quadrilatére
ABCD (de diagonales AC et BD) soit inscriptible dans un cercle :

BD.AC =BC.AD 4+ CD. AB.

3.12.3. — 1° Démontrer que la puissance d’un point M d’une ellipse
par rapport au cercle principal est proportionnelle au carré de sa
distance au grand axe. '

2° Montrer que la longueur de la tangente menée du point M au
cercle secondaire est proportionnelle a sa distance au petit axe.
3® En déduire une construction d’une ellipse, connaissant deux
points de la courbe et soit le cercle principal, soit le cercle secondaire.

3.12.4. — Démontrer qu'une ellipse et une hyperbole de mémes
foyers se coupent 4 angle droit.

3.12.5. — Ecrire ’équation de la normale au point M (f) de
Pellipse d’équations paramétriques

x = asint, y=bcost.

3.12.6. — Déterminer le lieu des points d’oti I'on peut mener deux
normales orthogonales & une parabole.

3.12.7. — Construire une épicycloide (cf. exercice 3.8.4.) dans le
cas ot R = 4, r = 1. Les équations sont alors

x = 5cos8 — cos 58,
y = 5sin8 — sin 5 0.

3.12.8. — Etudier la courbe paramétrée définie par les équations

(42 =5
21 Tu-3e-1
t2

~4Log!

a) x =

b) x

“TLog! y






chapitre 4

Nombres et fonctions complexes.

4.0. INTRODUCTION

De méme que les vecteurs, les nombres complexes constituent un
outil pour ’étude de la géométrie plane. Cependant, les nombres com-
plexes présentent des différences importantes par rapport aux vecteurs.
Ainsi, ils pourront se multiplier et se diviser trés commodément et, bien
évidemment, s’additionner comme nous le verrons.

Alors nous pourrons effectuer les mémes calculs élémentaires
" qu’avec les nombres réels, résoudre des ¢équations dont I'inconnue sera
un nombre complexe, etc. ‘

Nous en déduirons des méthodes trés efficaces pour traiter de
nombreux problémes physiques et géométriques. Nous utiliserons tout
au long de ce chapitre le plan (#) muni d’un repére orthonormé
(O, u, ») (fig. 4.1.1.) et non plus (O, i, j) comme dans les chapitres
précédents a4 cause du symbole imaginaire pur. A I'occasion de ce
changement, les étudiants s’entraineront 4 ne pas étre tributaires d’une

notation donnée.

Remarque 4.0.1. — L’idée des nombres complexes
remonte au début du XVI° siécle. On la rencontre
déja dans les travaux de J. Cardan (1501-1576) pour
la résolution d’équations impossibles du type
x* + 1 = 0. Ce sont les « nombres impossibles »
du type |/ — 1, appelés aussi nombres imaginaires,
ou encore nombres complexes.
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Remarque 4.1.0, — 11 y a plusieurs fagons de repérer
un ‘point M dans la plan (fig. 4.1.1.) : le «code »
abscisse a et ordonnée b, le «code» module r
et argument 9, etc. Le nombre complexe z est en
fait la donnée des différents moyens de repérer
le point M, le point de départ étant le couple
(a, b) de la définition 4.1.1.

Y
b M
5
¢ 9
o = a. x
FiG. 4.1.1.
- Remarque 4.1.1. — Le module r = | OM || d’un

nombre complexe z d’image M, est un nombre
positif. Les coordonnées polaires du point M sont
constituées par le rayon vecteur p = -+ r et par
I’argument 6 4 2 7 prés.

Remarque 4.1.2. — Le module des nombres com-
plexes suit les mémes propriétés ‘que la valeur
absolue des nombres réels. En particulier
[Z1+22|<]21[+ lzzl,
|21 .22 | = |z1 | . | 22| et

4.1. DEFINITION DES NOMBRES COMPLEXES

Les nombres complexes se définissent & partir des nombres réels
comme en témoigne la définition suivante, dont nous allons montrer
I’aspect géométrique.

Définition 4.1.1.

Nous appelons nombre complexe, noté z, un couple ordonné
de deux nombres réels a et b quelconques.

Nous écrivons z = (g, b).

Exemple 4.1.1.

z=(1,2),2 = (— 1,%) et z' = ([/3, 1/3)

sont des nombres complexes.

Nous voyons immédiatement que les nombres complexes servent
d repérer les points du plan (#), voir remarque 4.1.0.

Le nombre z = (a, b) représente les coordonnées a et b d’un point
M du plan tel que

“4.1.1.) OM = au + by

et réciproquement ( fig. 4.1.1.). Pour cette raison, le plan () est souvent
appelé plan complexe. Nous dirons que le point M est 'image du nombre
complexe z et que z est affixe du point M. Ce dernier terme désigne
simplement le couple abscisse-ordonnée (a, b) du point M.

Cette interprétation géométrique permet de voir que 1’égalité de
deux nombres complexes z = (a, b) et z' = (@', b’) est équivalente aux
égalités des nombres réels a = a’ et b = b,

Module et argument

Connaitre le nombre complexe z = (g, b), c’est connaitre son
image M ou encore le vecteur OM = a.u + b . v. Cependant le point M
peut aussi €tre repéré dans le plan (2) par les deux grandeurs suivantes :

r = | OM || appelé module,
]

(u, OM) appelé argument

du vecteur OM, défini & 2 © prés. Nous dirons que r et 0 sont le module
et argument du nombre complexe z d’image M.
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Nous noterons |z | le module du nombre complexe z et arg (z)
son argument, soit

z|=r
4.1.2. | ’
( ) { arg (z) = 0.
11 est facile de calculer les coordonnées a et b & partir du module r
et de 'argument 8, grice aux relations

_ ‘a=rcosb,
4.1.3.) b =rsinb,
r=0

et réciproquement grice aux relations

r=/a* + b?,
4.14.) cos § = g,
sin 6 = ?

L’angle 8 peut &tre déterminé a 1’aide de tables trigonométriques,
ou bien a I'aide d’une machine possédant la fonction Arc tg (voir la
remarque 4.1.3. et 'organigramme 4.1.2.).

Exemple 4.1.2.

Le nombre complexe z = (1, 1) a pour module r = ]/5 et pour

argument 6 = %’Z, = (— 1, 1)apourmoduler’ = 1/§et pour argument

0 = -37“ (fig. 4.1.3.).

La connaissance de a et b équivaut d celle de r et 0, aussi
nous désignerons parfois le nombre complexe z = (a, b)
par[r, 0] entre crochets.

Exemple 4.1.3. -

Dans I'exemple (4.1.2.), le nombre complexe z = (1, 1) peut étre

désigné vpar []/5, ﬂ, le nombre complexe z' = (— 1, 1) par

%)

Remarque 4.1.3. — Des relations (4.1.4.) se dédui-

b
sent I'égalité tg 6 = —g et un angle 6o = Arc tg —
a

. LI I
compris entre — 3 et > Cet angle est bien 'argument

si a > 0 (le lecteur dessinera les différents cas de
figure). Sinon, il faut ajouter ou retrancher n. On
obtiendra ainsi ’argument 6 entre — 7 et © (méthode
programmable).

- FI1G. 4.1.2.

M's M
ev

(o] u a

Fic. 4.1.3.
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Exercice 4.1.1. — Déterminer le module et I"argu-
ment des nombres complexes écrits sous forme
cartésienne

(1,0), (0, 1) (— 1,0), (1,1/3), (3, 4).
Exercice 4.1.2. — Mé&me exercice que précédemment
pour

(I + cosa,sina), (cosa, sina + 1), aréel
Exercice 4.1.3. — Déterminer la forme cartésienne

(@, b) pour les nombres complexes suivants donnés
par leur forme polaire[r, 8] :

[1, 0], [2, 7, [1, g] [1/'2‘, ﬂ

Remarque 4.1.4. — Il existe de nombfeuses présen-
tations possibles des nombres complexes (& partir
des matrices, des polyndmes, etc.).

Y
L M
B M |

E
e
[4) a’ : (I {.z" @€

M
FiG6. 4.2.1.
Exercice 4.2.1. — Calculer les sommes suivantes :

(1,3) + @, = 1); .
(1,412, 2,141) + (3,588, 0,859);

2,0 + (- LY3) + (= 1, - }/3).

Remarque 4.2.1. — La forme polaire (module et
argument) est peu favorable pour effectuer des
sommes de nombres complexes. On montre cepen-
dant la relation suivante qui peut servir dans certains
cas:
4.2.7.) lz+2|<|z|+ 2]
Cela résulte de I'inégalité (1.3.12)

foM” | < | OM] + | oM’ |.
L’inégalité (4.2.7.) rappelle celle que nous connais-
sons pour les nombres réels avec les valeurs absolues
la+b|<|al+|b}

(a, b) est la forme cartésienne du nombre complexe,
[r, 6] sa forme polaire. Nous utiliserons ces deux formes
par la suite, selon le type du probléme envisagé.

Nous allons présenter ci-dessous les opérations élémentaires
relatives aux nombres complexes.

4.2. OPERATIONS ELEMENTAIRES
SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Addition et soustraction

Considérons deux nombres complexes z = {a, b) et z' = (@', b’),
d’images M et M’ dans le plan (2).

Définition 4.2.1.

La somme z + 7' est le nombre complexe z” dont I'image
M" est déterminée par 1’égalité

(“42.1) OM’ = OM + OM/,
soit
(@422) (@, b") = (ab)+ @, b)=(a+a,b+b)

L’image M" s’obtient par la somme vectorielle (4.2.1.) (voir la
figure 4.2.1.). Cette opération posséde d’ailleurs les mémes propriétés
que la somme vectorielle (voir paragraphe 0.6.).

(0, 0) est le nombre complexe nul; tout nombre complexe
z = (a, b) admet comme opposé (— a, — b) que nous noterons — z.

La différence de deux nombres complexes z et z’' d’images M et
M’ s’obtient en effectuant la différence vectorielle

4.2.3) OM" = OM — OM’ (fig.4.2.1.)
soit
“4.24.) (@ b") = (a,b) — (@, b')=(a—a,b-b)

Comme les vecteurs du plan, les nombres complexes peuvent étre
multipliés par une constante réelle k.

Nous écrivons alors si z = (a, b),

(4.2.5) k.z=(k.a k.b).
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Cette opération possede les mémes propriétés vis-a-vis de I’addition
que 'opération vectorielle correspondante (paragraphe 0.6. et tome III,
paragraphe 0.1.).

Ainsi I’ensemble des nombres complexes, noté C, est un espace
vectoriel réel (cf. tome III). L’opération (4.2.5.) permet d’écrire tout
nombre complexe z = (g, b) sous la forme

4.2.6)) z=a(l,0)+b(0,1)

forme qui sera trés importante par la suite.

43. MULTIPLICATION
DES NOMBRES COMPLEXES

Contrairement au cas de ’addition, nous partirons ici des formes
polaires [r, 8] pour z = (a, b), [+, 8'] pour z' = (@', b'). Remarquons
que le point M (a, b) est 'image du point A (1, 0) par la similitude de
centre O, de rapport r, d’angle 0 (voir figure 4.3.1.).

Cette similitude o (O, r, 6) transforme le point M’ en un point M”
tel que

@3.1) joM | =r|OM | =r.1,
(432) (Ox,OM") = (Ox, OM') + (OM’, OM") = 0 + ¢'.

Définition 4.3.1.

Nous appelons produit de z par z' le nombre complexe z”
dont I'image M" est déduite de M’ par la similitude de
centre O qui transforme A (1, 0) en M, soit

(4.3.3.) =, 0" =04 8.

Autrement dit, le produit de deux nombres complexes a
pour module le produit des modules et pour argument la
somme des arguments.

Exemple 4.3.1.

. T . T
Soit z = [2, Sjl etz = [3, 4].

Exercice 4.2.2. — Calculer le résultat de la combi-
naison linéaire suivante, déterminer sa forme po-
laire :

2.(1,2) - 3(L, + )+ /3@ - 2).

Exercice 4.2.3. — Soit z un nombre complexe de
forme polaire [r, 8]. Trouver la forme polaire de
k .z ol k est réel.

Exercice 4.3.1. — Calculer les produits z . z’ pour
les nombres complexes donnés sous forme polaire :

b3 . Tl
a) z =[1’€} et z/ = |:1,4:|,
e w = [13%
b)z=]:1,z]etz—[l, 4}

N

Exercice 4.3.2. — Montrer que si z = (r, 8) est
un complexe non nul, il existe un nombre complexe
z' = (r',0")tel que z. z' = (1,0).[cf. paragraphe 4.4.]
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Remarque 4.3.1. — Le nombre complexe (0, 1)
¢tudié dans l'exemple 4.3.3. est souvent noté i.
Les électriciens le notent plutdt j car-la lettre i
désigne I'intensité du courant électrique.

Exercice 4.3.3. — Soit zy, z2, z3 de formes polaires

 Eab-gEd

Figurer leurs images Mi, M2, M3j ainsi que les
images Made zy . z3, Msde z; . z3, Mg de z; . 23 . z3.
Cela illustre la propriété d’associativité du produit
4.3.6.).

T
Nous trouvons z” = [6, 5].

Exemple 4.3.2.
Soit z = [r, 6] et z' = [1, 0] ou (1, 0).

D’aprés (4.3.3.), nous trouvons z . z’ = [r x 1,0 + 0] = z. Ce
nombre complexe z’' = (1, 0) laisse inchangé tout nombre complexe
z = [r, 0]; en particulier

4.34.) (1,0) x (1,0) = (1, 0).

Le nombre (1, 0) est appelé usuellement élément neutre de la
multiplication.

Exemple 4.3.3.
Considérons le nombre complexe noté i (voir remarqﬁe 43.1)

tel que i = (0, 1) ou [1, g] d’image B (fig. 4.3.2.).

11 est facile de calculer le carré i2.

C’est le nombre complexe de module 1 x 1 = 1, d’argument

g— + g = T, ¢’est-a-dire le nombre complexe [1, ] ou (0, 1) d’image A’,

soit

(4.3.5.) ©0,1) x (0,1) = — (1, 0).

Les relations (4.3.3.) rendent évidentes la commutativité de cette
multiplication, soit z . z’ = z’ . z, ainsi que la propriété suivante appelée
associativité du produit :

(4.3.6)

La relation (4.3.6.) est valable quels que soient les nombres com-
plexes z1, z2, z3.

Z1 . (Zz . 23) = (Z1 . Zz) . 2Z23.

La propriété suivante, appelée distributivité, est moins évidente que
(4.3.6.). Elle résulte de nos connaissances sur les transformations ponc-
tuelles (chapitre 2).

Nous avons

4.3.7)

Zl.(Zz+Z3)=Zl.Zz+Zl.Za.
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quels que soient les nombres complexes z1, z2, z3. La figure 4.3.3. illustre
cette égalité.

Laformea + bi

Ecrivons la relation (4.2.6.) pour deux nombres complexes

z=(a,b)etz = (a’,b)

{z =a .(1,0)+ b .(0,1),

4.3.8) a . (1,0)+ b .(0,1).

Il

Le nombre complexe (0, 1), noté i dans I’exemple (4.3.3.), vérifie
4.39) i = —(1,0).

Le nombre complexe (1, 0), d’ordonnée nulle, se comporte tout
fait comme son abscisse 1 (cf. exemple 4.3.2. et remarque 4.3.2.).

Aussi nous simplifions I’écriture des relations (4.3.8.) en remplagant
(1, 0) par le réel 1 et-(0, 1) par le symbole i, d’ou I’écriture

z =aqa + bi,

(4.3.10.) 2 =a 4 b

La somme z + z' s’écrit facilement
z4+ 2 =(@+d)+ b+ b)i.
La relation (4.3.9.) s’écrit plus simplement

(4.3.11.) ?=—-1 ou i=)-1

- Leproduitz .z’ = (a + bi).(a’ + b'i) seffectue comme le produit
de deux bindmes (a + bx) . (@' + b'x) grace a la distributivité (relation

4.3.7.) soit zz' = aa’ + (ab’ + ba')i + bb'i
et d’apres (4.3.11.),
(43.12) 2.7 = (aa’ — bb') + (ab’ + ba') i.

!

Sib = b = 0, alors les nombres complexes z = a et z/ = a’ se
réduisent a des nombres réels et zz' = aa’.

Sia = a' = 0, alors les nombres complexes z = bi et z' = b'i sont

dits imaginaires purs. Cependant, leur produit est réel car
zz' = bb'i® = — bb'.

FiG. 4.3.3.

'Remarque 43.2. — Soit z = (a, 0) et 2/ = (a’, 0)

deux nombres complexes d’ordomnée nulle, d’abs-
cisses positives pour simplifier. Leur somme est
z + 2' = (a + a', 0). Leur produit est
z.z2=(a.da,0)
car les formes polaires de z et 2’ sont[a, 0] et[a, 0].
Ainsi la somme et le produit sont-aussi d’ordonnée
nulle. Nous constatons ‘que (a, 0) et (a’, 0) se com-
portent comme leurs abscisses a et a’. C'est pourquoi
ces nombres complexes sont dits réels.

Remarque 4.3.3, — 11 est facile de vérifier que le
produit de (k, 0) par z = (a, b) n’est autre que
(ka, kb), c’est-a-dire k . z défini en (4.2.5.).

Exercice 4.3.3. — Calculer les produits

ay (1 + 1)@+ 1), by B+ (5~ 2i),

(1l + i), AA+DRC+NGE+1)
e) (b + ai)(a + bi), N E+iP-2-n.

Exercice 4.3.4. — Vérifier la régle 4.3.7. en utilisant
la forme a + bi pour zi, z3, z3.

Exercice 4.3.5. — Déterminer le lieu des points M
d’affixe z tels que (z — a) (z — b) soit réel. a et b
désignent les affixes de points donnés A et B.
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Exercice 4.3.7. — Fcrire un programie pour le
calcul d’un produit de plusieurs nombres complexes
non nuls (cas ot P'ordinateur n’effectue pas direc-
tement les opérations sur les nombres complexes).

Q=xQ~yRi+a,
R=2R+yQ,

Cela suggeére la définition suivante :

Définition 4.3.2.

Etant donné un nombre complexe z = a + bi, le nombre
a s’appelle partie réelle, le nombre b s’appelle partie ima-
ginaire du nombre complexe z. Nous écrirons souvent

(4.3.13) a=Re(z), b=1In()

Terminons ce paragraphe sur le produit des nombres complexes
en adaptant la méthode de Horner {(tome I, paragraphe 0.6.) au cas ou
la variable est complexe pour le calcul de la valeur d’un polyndme.

Exemple 4.34.

Soit le polyndme a coefficients réels
(4.3.14.) P(z) = auz" + Gn-12""1 + ... + a1z + ao,
avec z = x -+ iy. 4

Comme dans le cas réel, nous calculons les termes successifs
Po, Py, ..., P, définis par

(4.3.15.) P.=2z.Pi-1 + an-r, 1 <k<n e Py=a,.

Si lordinateur utilisé n’effectue pas directement le calcul des
nombres complexes, nous séparons partie réelle et partie imaginaire des
nombres Py.. Nous posons P, = Q; + iRy. La relation (4.3.15.) se scinde
alors en deux relations programmables

(4.3.16) {Qk = XQu-1 + yRu-1 + Gu-s,

Ry = xRp-1 + yQu-1, 1 £ k <,
avec Qo = an et Ro = 0.
La figure (4.3.4.) présente I’organigramme de ce calcul (mémoires
auxiliaires Qi, Ry).

Nous introduisons maintenant le quotient des nombres complexes
et les techniques de calcul qui s’y rapportent.
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4.4. QUOTIENT. COMPLEXES CONJUGUES

Soit deux nombres complexes z et z’ de formes polaires [r, 0] et

.z s
[/, 87 avec ' # 0. Le quotient — est par définition le nombre complexe
z

. r . .
de forme polaire [——,, 0 — 9’:| constitué par le quotient des modules
, r

et par la différence des arguments.

Exemple 4.4.1.

U ] R P .
SOIM:[Z’ZJ etz —-[3, 6} Alorsz,—L, 12].

Supposons les nombres z et z’ donnés sous forme cartésienne
a + ibeta’ + ib'. Le quotient s’écrit

z a+ib
z' a + ib"

11 est possible de rendre le dénominateur réel en multipliant en haut
et en bas par sa quantité conjuguée o' — ib’ (voir remarque 4.4.1.). Le

dénominateur devient a’? — i?b'?> = a2 + b'* = r'* d’aprés (4.1.4.).
Exemple 4.4.2.

L+ _l4i 2-i_ 34i _3 i

240 2+i 2-i 2241* 55

Définition 4.4.1.

Etant donné un nombre complexe z = a + ib d’image M,
nous appelons conjugué de z le nombre complexe, noté
z, dont 'image M’ est symétrique de M par rapport a4 Ox
(fig. 4.4.1.) soit
(44.1) z=a — ib.

Remarquons que le produit de z par Z est une quantité connue :

z.%3 = a* + b?* = r* d’aprés (4.1.4.).

Autrement dit
4.4.2)

z.z=|z|%

Remarque 4.4.1. — Le lecteur connait bien la notion
de quantité conjuguée relative aux radicaux. Par
exemple

1+Y2 _0+Y2)@-Y2) _ e
2+Y2 e+V/2e-V2)

2 - 1/5 est la quantité conjuguée de 2 + ]/5

Exercice 4.4.1. — Effectuer les quotients f—, avec
z

ayz=3+4+1i 2z =5-21
byz=m+i, z'=1— mi.

Exercice 4.4.2. — Exprimer les quantités réelles
Re (z), Im (z) de la définition 4.3.2. en fonction de
zetdez.

Exercice 4.4.3. — Soit m I'image du point d’affixe z
z+1
z—1
Si m décrit la droite d’équation y = 1 — x, quel est
le lieu de M?

et M celle du point d’affixe Z, avec Z =

FiG. 4.4.1.
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Exercice 4.44. — Soit un circuit comportant des

résistances R, des inductances L et des capacités C,
parcouru par un courant alternatif de pulsation .
Leurs impédances complexes sont définies respec-

1
. tivement par R, jLo et T Les lois de I'électricité
: ic

permettent d’affirmer que les impédances s’ajoutent
pour des éléments en série, tandis que les inverses
s’ajoutent pour des éléments en paralléle.

Déterminer 'impédance des circuits de la figure 4.4.2.

L R c
I~ a

FiG. 44.2.

Exercice 4.4.5. — Peut-on trouver une condition sur z
7 —

i o
- soit imaginaire pur?

our que le nombre
p q ‘ P

Exercice 4.4.6. — Démontrer les propriétés (4.4.3.)

(444, (4.45) et (4.46.).

Exercice 4.4.7. — Déterminer ’ensemble des points
M d’affixe z tels que les images des nombres
complexes 1, z et 1 + z” soient alignées.

w L

Bl
FiG. 4.5.1.

Il est facile de montrer, & titre d’exercice, les propriétés suivantes

(4.4.3)

z+ 2z =z 4+ 2z,

(“4.4.4) TE=32.%2, |%|=2%,
z z'

(4.4.5) @)=z

(44.6.) z=7<zeR.

Nous verrons I'importance de ces propriétés aux paragraphes
suivants (paragraphes 4.5. et 4.6.).

Nous avons ainsi présenté 'outil constitué par les nombres com-
plexes et leur ensemble, noté C. Les opérations sur R ne sont qu'un cas
particulier des opérations complexes. Nous allons étudier quelques appli-
cations. trés utiles des nombres complexes, notamment pour la géométrie
plane et la trigonométrie.

4.5. APPLICATIONS A LA TRIGONOMETRIE

Le rapport entre les nombres complexes et la trigonométrie
apparait déja au paragraphe 4.1. dans les relations (4.1.3.) et (4.1.4.) qui
permettent le passage de la forme cartésienne, désormais a + bi, 4 la
forme polaire constituée par le module r et 'argument 0.

Grice & (4.1.3.) nous pouvons écrire

Z=a+ bi =rcosf + irsin 6,
501t
4.5.1.)

Considérons le cas particulier ot le module r est égal 4 1. Alors
Iimage M de z est située sur le cercle trigonométrique ( fig. 4.5.1.) et
z = cos 0 + isin 6.

z = r (cos 8 + isin 0).

Soit M’ un autre point du cercle, d’affixe z’ = cos 0'+ isin 0.

Nous savons que le produit z . z' a pour module 1 x 1 = 1 et pour
argument 8 + 6, d’ou ’égalité

(452) : :
(cos 6 + isin 0) (cos 8’ + isin 6') = cos (8 + 6') + isin (8 + 6').
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En effectuant le produit figurant au premier membre, nous voyons
apparaitre les formules d’addition bien connues :

45.3) cos (B + ') = cos B cos 8" — sin 6 sin 0,
_ sin (8 + 0') = sin 0 cos ©’ + sin 0’ cos 0.

Si 0 = 0, la formule (4.5.2.) devient
(cos ® + isin 0)* = cos 20 +isin2 6.

Plus généralement, en élevant z a la puissance n, nous déduisons
I'importante formule de de Moivre

@4.5.4)

trés utile pour exprimer cos 1@ et sin 18 en fonction de cos 0 et de sin 9
(remarque 4.5.1.). )

[(cos & + isin 8)" = cos nB + isin nd,|

La notation exponentielle

Considérons la fonction complexe E de la variable réelle 6,
définie par

E (0) = cos 0 + isin 0.
D’aprés (4.5.2.), cetté fonction vérifie

E@® + 8 =E(®).E(0).

Par ailleurs, il est immédiat que E (0) = 1. Or, ces deux propriétés
caractérisent justement la fonction exponentielle réelle e, ou plus
généralement e*®, ol A est une constante.

Ne pourrait-on pas écrire E (0) sous la forme e, grace 4 un bon
choix de A?

Le calcul formel suivant répond a cette question. La dérivée de
e est égale & Ae*®. La dérivée de E (0) est égale a .

— 8in® + icos O = i{cos O + isin8) = {E (B)

(voir remarque 4.5.2.).

La ressemblance entre E (8) et ¢ est totale en choisissant A = 1.
Nous poserons donc

(4.5.5.)
Un nombre complexe@uelconque s’écrira donc (cf. 4.5.1.)

4.5.6.)

cos 0 + isin 8 = e

z = re'®

Exercice 4.5.1. — Calculer
(cos 8 + isin 0) (cos @ + isin @) (cos ¥ + isin ).
En déduirecos (0 + ¢ + ) etsin (0 + ¢ + V).

Remarque 4.5.1. — (cos 6 + i sin 0)" s’exprime aussi
4 l'aide de la formule du bindme de Newton

(cos @ + isin@)" = cos"® + Clcos" ! Bisin@
+ o+ CEcos™ P B (i)Psin? O + ... + (i)' sin" 0.

Exercice 4.5.2. — Calculer cos 3 0, sin 3 6, cos 4 6
et sin 4 8 en fonction de cos 0 et sin 6.

Exercice 4.5.3. — Calculer I'expression
(cos © + i sin 0)3.
1l pourra étre utile de poser
cos@ + isin@ = (cos @ + isine)%.

Quelle conséquence en résulte-t-il pour-la formule
de de Moivre dans le cas d’exposants fractionnaires?

Remarque 4.5.2, — Soit la fonction complexe d’une
variable réelle t t—— z (1) = a (¢) + i . b (¢).
Comme pour les fonctions vectorielles (paragraphe
1.8.) nous pouvons définir la dérivée par

B —
z (1) = lim Z_(ii_’)_.i(‘_)
=0 h
On trouve z' (t) = a’' () + i.b' (1), les fonctions
a (1) et b (t) étant dérivables.

Exercice 4.5.4. — Calculer les nombres complexes
suivants :
% i + 5
a) ez b) e c)e*f
. 3 .
Exercice 4.5.5. — Calculer —, avec z; =

P+

Z2 1/_7: ’

i T

. En dédui — et sin —.
n dequire cos 2 et sin 2

L, V3t
T
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Remarque 4.5.3. — Certains nombres complexes
Z, d'expression algébrique simple, s'écrivent diffici-
lement sous forme exponentielle (lorsque I’argument
ne s’exprime pas comme une fraction de ). Pour
calculer les racines carrées z = x + iy d’un tel
nombre Z = a + ib, nous écrirons

(x+ iy =a+ib

et nous résoudrons le systéme

x? — y* =g,

2xy =b,
qui conduit & une équation bicarrée en x ou en y.
‘Exercice 4.5.6. — Déterminer les racines carrées
dei,1 —i,5— 121
Remarque 4.54. — Les racines n*™* de I'unité sont

(2kn
de la forme z=¢"y avec k=0, I, .., n — 1.
Dans le cas particulier ot n = 3, les trois racines
sont 1, ¢3, ¢3. En notant o = ¢3, il est

facile de montrer que

~ 1 2 2
o= —=0"¢e 14+ o+ a =0
o
. ;
z=20'86 Y
7B i
zy=2¢"° Z=4e *
4
Z:
o] 2
=10 a
Zy
FiG. 4.5.2.
z=2 Y

.—?\

oz
3
2,=2€
Wiz
3
Z3=2€
2 otem
TN 20 Z-8

/
Y
N, ’

FiG. 4.5.3.

ce qui met en évidence le module r et ’argument 0, de méme que la forme
polaire [r, 6].

En changeant 6 en — 0, 1’égalité (4.5.5.) devient
(45.7) cos0 —isinh = e 9,

Des deux relations (4.5.5.) et (4.5.7.) on peut tirer les formules d’Euler

e 4 g0 . ei® _ o= 0
—re @t 8I0 O =~

(45.8)) 5 57

cos 0 =

La formule de de Moivre (4.5.4.) prend la forme trés banale
(eie)n — eine_
Cependant nous l'utilisons ci-dessous pour extraire les racines
n'*™e d’un nombre complexe.
Racines n'*™* de Z. = Re™®

Nous cherchons un nombre complexe z = re®, tel que z" = Z,
soit

?‘" X eine —_ R X eie'

Egalons les modules : 7 =R, d’ou r = |/R.

Egalons les arguments sachant qu’ils sont définis a 2 kn pres.

ne =0 + 2 kn,
soit o =2, 2k
n n
Nous obtenons ainsi n arguments possibles selon que
k=0,1,2.,n—1
D’ou le résultat final
n ] 2 oo
“59) r=|R 0= —+ % k=0,1,.,n—1

En particulier Z = Re'® posséde deux racines carrées opposées
(fig. 4.5.2.), trois racines cubiques (fig. 4.5.3.), quatre racines qua-
triemes ( fig. 4.5.4.), etc.
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Exemple 4.5.1.
= — letn = 2.Le nombre Z s’écrit e™. Les racines carrées z ont
n 2kn
pourmodulel/f = ] etpourarguments0 = 5 + 5 aveck=0ouk = 1.
Fa £ =
Soit zo = e ? et z; = e 2.Ce sont simplement les nombres complexes
iet — 1. ’
Soit plus généralement un nombre réel négatif Z = A. Son
module est R = |A| = — A, son argument est ® = =. Les deux Fic. 4.5.4.
racines carrées sont i /| A | et — i}/| A |.
~Exemple 45.2. Exercice 4.5.7. — Déterminer les racines cubiques
. . deietl + i
Soit Z = — 4 et n = 4. Sous forme polaire, Z = 4 e

Les quatre racines zo, z1, Z2, Z3 ont pour module 1/5 et pour

MRS TR o 454,

arguments A T’ 4

k4
. Ll . r . . A
Soit zo = 1/5 _e'% = 1 + i. Nous écririons de méme, les valeurs
de zi, z, et z3 (exercice).

Exemple 4.5.3.

Soit Z = 1 + ietn = 3. Sous forme polaire, Z = ]/E e,

6
Les trois racines zo, z; et z ont pour module 1/5 ét pour arguments
n 9n 17=w

12120 12
Soit zo = i/i e, etc.

4.6. RACINES COMPLEXES D’UN POLYNOME

Il sagit essenticllement de polyndmes & coefficients réels. La
variable sera notée z.

Nous traitons d’abord le cas du trindme

(4.6.1.) P(z)=az>+bz+c, a#0.

Exercice 4.5.8. — Soit a un nombre réel. Résoudre
I’équation
<1+ix)3_l+ia
1—ix) 1-—ida

Exercice 4.5.9. — Déterminer les racines #*™ des
nombres complexes suivants :

a)z=—32¢et n=>5, .

b) z = —1+]/§iet n=6,
¢)z=—2Tietn=3

Remarque 4.6.1. — Nous rencontrerons des équa-
tions du type

az? + bz +c¢c=0

au tome IV, pour la résolution d’équations diffé-
rentielles du type

ay'" + by +cy=0.

Les racines complexes jouent alors un role trés
important,
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Exercice 4.6.1. — Montrer que le module des racines

complexes (4.6.3.) est égal & E.
a

Exercice 4.6.2. — Résoudre les équations suivantes :
224 4z45=0
2+2mz+2m+3=0.

Exercice 4.6.3. — Résoudre les équations bicarrées

x* - x2~2=0,
x*+x2+1=0.

[}
8
&

21

Fic. 4.6.1.

Ce trindme n’a pas de racines réelles quand le discriminant
A = b* — 4 ac est négatif. Cette circonstance est fréquente lors de la
résolution d’équations différentielles (voir remarque 4 6.1. et le chapitre
2 du tome IV de la presente collection).

Le polynéme (4.6.1.) s’écrit

‘ b \? A
(4.6.2) P@E)=a [ <Z + 5;) - Z—C;ijl
L’équation P (z) = 0 s’écrit
b \? A
(4.6.3.) (Z + 2—a> = i

Le lecteur connait bien I’expression des racines quand le discri-
minant A est positif ou nul. S’il est négatif, il faut utiliser les racines du
nombre négatif A (voir exemple 4.5.1.) d’oti les deux racines

, _—b+il|A]
; - 2a ’
4.64.) : ]A[=~—A=4ac—b2.
,  —b—i [A|
N 2a ’
Exemple 4.6.1.
522 + 11z + 25 = 0, A =121 — 125 = — 4,
Les deux racines sont
, =114 2i ¢ y =11 =24
-
Exemple 4.6.2.
ZZ24+z+1=0A= -3

Les deux racines seront notées

~1+i)/3 .

o = - s0ite 3,
2

- —1-1i})/3 P

oc=———2———l/—, soite 3.

(fig. 4.6.1.), voir remarque (4.5.4.).
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Nous remarquons que les racines sont des nombres complexes
conjugués. C’est le cas pour tous les polynémes a coefficients réels comme
I'indique le théoréme (4.6.1.) ci-dessous.

Théoréme 4.6.1.

\

Soit P un polynéme de degré n a coefficients réels
46.5) P(2) = an" + ap-12""" + ... + a1z + ao.

a) 1l admet n racines (une racine double compte pour deux,
etc.) dans le plan complexe, situées dans un disque

(4.6.6.) |z] <M,
ou M est fonction des coefficients du polynéme (voir
fig.4.6.2.).

b) Sile polynéme P admet une racine complexe zo = a + ib,
le conjugué zo = a — ib est également racine de P.

La démonstration de (b) est facile et fait I'objet de ’exercice (4.6.4.).
Celle de (a) peut étre trouvée dans[3].
Exemple 4.6.1.
Soit le polynéme
PG =25 -325+2+32> -6z +4.
11 est oi)tenu en multipliant entre eux les trois trindmes
Ti(z)=2>—2z+2
de racines imaginaires 1 + i, 1 — I.
T, (z) = z* + 2z + 1 de racine double — 1,
T3 (2) = z2 — 3 z + 2 de racines réelles 1 et 2.

La figure (4.6.3.) montre les six racines dans le plan complexe, a
Iintérieur du disque de rayon M = 7.

Si le degré du polynome dépasse deux ou trois (exercice 4.6.6.)
il n’y a pas de formule connue pour calculer les racines : il faut alors
appliquer des méthodes numériques dérivées de celles que nous avons
étudiées pour les racines réelles (voir tome I, chapitre 1).

Nous présentons ici quelques apergus trés succincts sur la méthode
de Newton. : :

Exercice 4.6.4. — Démontrer la partie (b) du
théoréme 4.6.1.

Y

] 1
M:max ,|ﬂo|,la1i,~-- lay il 1
) fant

FiG. 4.6.2.

Remarque 4.6.2. — Le polyndme P est divisible par
z — zo et par z — zg (théoréme 4.6.1. b), donc par
le produit (z — zo) (z ~ Zzo) égal &

22 — 2az + a® + b2

Exercice 4.6.5. — Résoudre I'équation
22 —2rcosaz +r* =0,

ot r est un nombre réel strictement positif et & un
réel de ]— m, nf. :
Préciser le module et ’'argument des solutions.

Y

F1G. 4.6.3.

Exercice 4.6.6. — Soitl'équationx’ + px 4+ ¢ = 0.
Pour la résoudre on pose x = u - v, soit
1w+ 0¥ + (u + ) Buv + p) + g = 0. Choisissons

. uetvtelsquen® + v® + g =0,s0it3up + p = 0.

Déterminer u et v, ainsi que leur somme x, en
discutant suivant le signe de 4 p* + 27 ¢%. Clest la
méthode de Cardan.
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Y
2 ZT"
L
L Z,
z,
5 &
0 ' 1 ‘ Fura
FiG. 4.64.
Exercice 4.6.7. — Transformer I’équation générale

du troisiéme degré )
ax®* + bx? +ex +d =0
en I’équation réduite
V+py+g=0

a . .
en posant y = x + 5 Exprimer p et g en fonction
dea,b,cetd.

Exercice 4.6.8. — Tracer un organigramme de
calcul des racines de 1’équation du troisiéme degré

ax® + bx* +ex +d=0
en la transformant comme il est indiqué dans
P’exercice 4.6.5.

Meéthode de Newton

Elle repose sur la méme formule que dans le cas réel (tome I,
paragraphe 1.11.). «

En partant d’une valeur initiale zo dans le disque déhni par (4.6.5.),
nous calculons les termes successifs de la suite .

P (z)

P’ (za)
Le numérateur P (z,,) et le dénominateur P’ (z,) se calculent par la
méthode de Horner (exemple 4.3.4.) si le degré n est élevé. Si la suite

converge, sa limite z est racine du polyndme. La figure (4.6.4.) présente
la suite de points obtenus pour 'exemple (4.6.1.) avec zp = i.

(4.6.7.) Zn+1 = Zn

Si la valeur initiale zo est mal choisie, la suite sort du disque et il
faut recommencer avec une autre valeur. Si la suite converge, on peut
arréter le calcul des que :

Izn+1 — Zn |
Zn|

(4.6.8) <s

£

ol € est un petit nombre donné a ’avance.

Dés qu’une racine complexe est trouvée, soit z = a + ib, avec
sa conjuguée a — ib, on cherche les autres racines en appliquant (4.6.6.)
avec une autre valeur initiale zo.

On peut aussi préalablement diviser P (tome I, remarque 2.9.2.) par
le trinéme T (z) = z*> — 2 az + a* + b? qui est en facteurs dans P (re-

. marque 4.6.2.). Alors on ne risque plus de retrouver la racine précédente,

et ainsi de suite.

4.7. APPLICATIONS A LA GEOMETRIE PLANE

Nous allons voir que le calcul complexe est aussi un outil pour
décrire les transformations ponctuelles du plan.

Soit T une transformation ponctuelle du plan (£) sur lui-méme
(chapitre 2). A tout point M d’affixe z correspond par T un point N
d’affixe Z. Cela revient donc a une fonction [ : z. +—— Z de
I’ensemble C dans lui-méme.
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Nous allons observer quelques cas simples déja vus au chapitre 2.

Translations :

Soit V le vecteur de translation, de composantes o et . Au point
M (x, y) correspond le point N (X, Y) tel que

X=x+q,

Y=y+Ba
soit X + iY = x + iy + o + if, ou encore
4.7.1.) Z=z+Db

en posant b = o + ip.

Exemple 4.7.1. »
Z=z+3+2i (fig-471.).
Homothéties

Soit I’homothétie de rapport k et de centre O. Le point M (x, y)
est envoyé en N (X, Y) de fagon que

X = kx,
soit Y =k,
“4.7.2) . Z = kz.

S’il s’agit d’une homothétie de centre Mo quelconque, il est facile
de trouver la relation

4.7.3.) Z — zo = k{z — zo),
ol zp est I'affixe de Mo (fig. 4.7.2.).

Exemple 4.7.2.
Zo=2+3i, k=2 (fig.472).
Ecrivons la relation (4.7.3.)
Z—@+3i)=2[z-@+30]
SoitZ =2z —2 — 31

FiG. 4.7.1.

Fic. 4.7.2.

Exercice 4.7.1. — Soit la transformation du plan
complexe définie par Z = 2 z — 1. Montrer que
c’est une homothétie. Quelles sont les images des
droites y = mx, des cercles de centre O dans la
transformation?
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Y
N(Z)
o Mz}
[8] &
FiG. 4.7.3.

Exercice 4.7.2. — Résoudre dans I’ensemble des
nombres complexes le systéme

2i21 — Zg == 1 ~—6i,

zy + 21z i.

Si my et my désignent respectivement les points
d’affixes z; et z;, déterminer les rotations d’angle

n s
3 ou ~— 3 transformant m; en m,.

Exercice 4.7.3. — .1° On effectue les transforma-
tions ponctuelles du plan (repéré par (O, u, v) ortho-

normé).@?(O,g),puis @ (u + v).SoitN(Z)I"imagede

M (z). Déterminer la relation Z = f (z). Montrer
‘que N se déduit de M par une seule rotation & (C, &)
dont on cherchera le centre C et 'angle «.

" 2° On effectue les rotations # (A;, o), puis
Z (A2, az). Un point M (z) devient M; (z;), puis
N (Z). Trouver les relations z; = f; (z) et
Z = f;{z;)puisZ’ = f (z). Conclusion ?0n appelle
ay €t ay les affixes des points A; et A,.
Exemple :a; =0 + Oi,a; = 1 + 0f, 0y = 0tz =

A

Exercice 4.7.4. — Etudier la transformation qui, au
point M d’affixe z, associe le point N d’affixe Z tel
que

Z=(1~iyz+2i.

Exercice 4.7.5. — Soit la transformation définie parf

Z=(+1iz+ L
Montrer que c’est une similitude.

-Rotations

Soit o I'angle de la rotation de centre O. Le point M (z) est
envoyé en N (Z) de fagon que

|1Z]

argZ = argz + a

|z] x 1,
(fig. 4.7.3.).
Cela signifie que

4.74) Z=1z.¢e"
car ¢ a pour module 1 et pour argument o.

Exemple 4.7.3.

T s T . .
o = =, soit e® = ¢2. = j;d’ou la relation Z = iz (fig. 4.7.3.).

2

S’il s’agit d’une rotation de centre Mo quelconque, la relation
suivante s’établit facilement :

4.75.) Z — zg = (z — zo) e™.

Similitudes

La similitude o (O, k, o) s’obtient en combinant homothétie et
rotation.

D’aprés (4.7.2.) et (4.7.4.)
(4.7.6.)

Z=q.z avec a = ke™,

Exemple 4.7.4.

H# (O, ]/5), la similitude se traduit par Z = az, avecq = ]/5 ed=1+ i,
soitZ = (1 + i) z.

. . . T "y
Si nous combinons la rotation £ (O, —> avec I’homothétie

Si la similitude a pour centre M, (zo), la relation (4.7.6.). devient
. Z — zo = a(z — zo),
soilt
4.7.7.)

avechb = (1 — a) zo.

Z = az + b,
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Montrons inversement qu’une fonction du type Z = az + b
représente une certaine similitude. Pour trouver son centre Mo (20),
il suffit de chercher le point invariant dans la transformation, c’est-a-dire
le point qui vérifie Z = z. Appelons zo la valeur commune.

On résout donc I’équation

(4.78.)

zo = azo + b,

b
d’oll zg = ———, a # 1.
1 —a
La relation (4.7.7.) peut s’écrire (exercice)
(Z — z0) = a(z — zo0).

1l s’agit donc bien d’une similitude o (Mo, | a |, arg a).

Exemple 4.7.5.

Soit la transformation ponctuelle exprimée par la relation
Z=2iz + 1.

Nous donnons ici deux interprétations

a) On combine les transformations 5 [0, 2], # [O,g—], T ().

b) On cherche le point invariant, soit

1 142i
T1-2i 5

zo = 2izo + 1, zo

La relation Z = 2 iz + 1 peut s’écrire

(Z — z0) = 2i(z — zo).

Elle décrit la similitude o <Mo, % 2).

Symétries

Pour une symétrie par rapport a Ox, la fonction complexe est
simplement définie par

4.79.)

Pour une symétrie par rapport & une droite (D) passant par O,

Z =z

Exercice 4.7.6. — Soit une transformation ponc-
tuelle du plan qui, au point M d’affixe z = x + iy,
associe le point M’ d’affixe z’ = x' + iy’. La trans-
formation ponctuelle est du type z' = az + b, ol
a et b sont deux nombres complexes. .
a) Déterminer les complexes a et b sachant qu
A (1, 0) se transforme en A’ (— 1,0)et B (2, 0) en
B’ (0, 1).

b) Interpréter la relation en termes de rotations,
homothétie et translation.

¢) Déterminer le point invariant de la transfor-
mation, d’affixe zo. )

d) EnpofantZ = z — zget Z' = z’ — zo, déterminer
une relation entre Z' et Z. Interpréter.

Remarque 4.7.1. — Si p = 1, Pinversion £ (O, 1)

|
se traduit par Z = — : en effet nous avons

|Z].]z| = letarg Z = arg z (exercice).
. ! . .
La fonction Z = p représente la transformation
b
# (0, 1)0 o Les fonctions Z = : - avee

a, b, ¢ et d complexes, représentent toutes les
combinées des transformations précédentes.

Exercice 4.7.7. — Soit la transformation ¢ qui, au
point d'affixe z, associe le point N d’affixe Z tel que
¢ z+4+6
Z= .

z+2

a) Préciser ’ensemble des pointss M qui n’ont pas
d’image dans la transformation.

b) Déterminer ’ensemble des points M du plan
pour lesquels Z est un réel négatif.

¢) Déterminer I’ensemble des points M du plan pour

lesquels 'argument de Z est Itz_

d) Déterminer P'ensemble C; des points M du plan
pour lesquels N décrit la droite (Dy) d’équation
Y = k. Montrer que Ci passe par un point fixe et
reste tangente & une droite fixe lorsque k décrit R*.
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FiG. 4.7.5.

Remarque 4.7.2.
Z = f(z) qui transforme z = x + iy en
Z = P (x, y}) + i.Q (x, y). Supposons que f est
dérivable, ainsi que P et Q au premier ordre. Nous
observons la limite (4.7.12.) et nous notons
h = Ax + i Ay.

a) Supposons Ay = 0. Alors (4.7.12.) devient

P (xo + Ax, yo) — P {xo, yo)
+ i[Q (xo + Ax, yo) — Q (xo, yo)]
Ax
oP
qui tend Vers—(XO, ¥o) + i Q (%0 o) = f" (20);

b) Supposons Ax = 0. Alors (4.7.12.) devient
P (x0, yo + Ay) — P (x0, yo)
+ i[Q (%0, yo + Ay)
iAy

~ Q (x0, yo)]

i P
qui tend vers —a% (xo, yo) — i—a—i (0, yo) = f' (z0).

~ Soit une fonction complexe

(4.7.12.) lim

faisant un angle o avec Ox, remarquons sur la figure 4.74.) que
 Pp=R(0,0)0F0:02 0, — 0),
d’ou Z = e™ . (e”z), soit finalement

(4.7.10) z

=7 g™,

Autres transformations

Citons Vinversion 4 (O, , 1) de centre O et de puissance 1, telle que
O, M, N soient alignéset que OM .ON = p (fig. 3.4.5. et remarque4.7.1.),
et d’une fagon générale les composées entre elles de toutes les
transformatmns précédentes.

Dans tous les cas la transformation se traduit par une fonction
complexe

4.7.11) Z = f(2).

Inversement nous pouvons étudier la transformation ponctuelle
associée a une fonction f donnée de l'ensemble C dans lui-méme. Nous
supposons que la fonction complexe f est suffisamment réguliére :
plus précisément nous la supposons dérivable, c’est-a-dire qu’il existe
pour tout z¢ la limite :

S (2o + h) — f (20)

>0 h T

heC,
cette limite est notée f’ (zo). C’est un certain nombre complexe p.e™.

Nous pouvons alors écrire I'approximation

4.7.13.) AZ ~ pe™.Az.

La transformation est assimilable, au voisinage de Mo (zo), & une
similitude de rapport p et d’angle a.

Nous savons (paragraphe 2. 1 ) qu’une similitude conserve les
angles d’une figure. Aussi deux courbes (I'y) et (I'z) se coupant suivant
un angle y ont pour images deux courbes se coupant suivant le méme
angle v (fig. 4.7.5.). Cela résulte de la relation (4.7.13.) et des propriétés -
des tangentes. On dit pour cela que (4.7.11.) représente une transfor-
mation conforme.
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Les fonctions dérivables f sont dites analytiques et possédent de
nombreuses propriétés dont 1’étude sort du cadre de cet ouvrage.

Exemple 4.7.6.

Soit Z = f (z) = ¢°. Remarquons que Z = e**% = ¢&* . eiy. Le
point M (x, y) devient le point N de module ¢* et d’argument y.

11 est facile de calculer la dérivée de ¢° qui est égale 4 e (exercice).

Nous abordons maintenant 'une des principales applications
physiques du calcul complexe.

4.8. LA CONSTRUCTION DE FRESNEL

Les calculs trigonométriques sont toujours assez compliqués.
Les nombres complexes permettent souvent de simplifier ces calculs
comme on l'a déa vu au paragraphe 4.5. Nous traitons ici de la
superposition de plusieurs mouvements sinusoidaux de méme fréquence,
mais d’amplitudes et de phases différentes, du type

4.8.1.) y (1) = asin (ot + ¢).

Exemple 4.8.1,

Considérons le dispositif de la figure (4.8.1.) constitué par une roue
animée d’un mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire ®.
La tige verticale mue par lergot tournant effectue un mouvement
sinusoidal de pulsation . Si la figure représente le dispositif a 'instant

t = 0, nous posons ¢ = (04, OMy).

A Dinstant #, Mo vient en M et
(OA, OM) = ot + o,
d’ou

“82) OP = y (1) = asin (f + ¢).

Exemple 4.8.2.

Soit deux dispositifs en série du type précédent, de méme vitesse

Nous obtenons deux expressions de la dérivée
[’ (z0), et nous constatons que les fonctions P et Q
sont liées par deux relations

7). op G,
4714) —= —2, —_—— ~9—
ox oy ay 0x

Ce sont les équations de Cauchy-Riemann.

Remarque 4.8.1. — Augustin  Fresnel (1788-1827)
est le fondateur de "optique moderne. 1l a introduit
I’hypothése ondulatoire dans ’étude de la diffraction
de la lumiére et des interférences lumineuses,
notamment pour ’étude des cristaux.

os

2Z777777]

L7

M

FiG. 4.8.1.

ZI777771 23]

VL2777

F1G. 4.8.2.



212

Nombres et fonctions complexes

Remarque 4.8.1.
C_)I—s_z = 6-_()2 + OPsz
comme O00; = 0P, nous avons _

OP; = y; (1) + y2 (1).

—An S
wy U

FiG. 4.8.3.

Exercice 4.8.1..
Fresnel pour 'exemple 4.8.3.

Exercice 4.8.2. — Déterminer graphiquement (papier
millimétrique et rapporteur) I'amplitude et la phase
(par rapport a sin t) de la somme

i3
2sint+sin<z+g>+cost.

— Effectuer la construction de.

angulaire o (fig. 4.8.2.). Les roues ont pour rayons a; et az, les angles
de phase sont @y et @3, soit
yi (@) = O.P; = a; sin (ot + 1),
y2 (1) = OsP; = a; sin (0t + ¢3).
Le mouvement résultant est décrit par

y@) = O—P; = g, sin (02 + ¢1) + az sin (0f + @2).

Nous montrerons plus loin que y (¢) est égal 3 un mouvement

sinusoidal unique de méme pulsation @

y (t) = asin (ot + @),

ol a et ¢ sont & déterminer.

Exemple 4.8.3.

~ Soit un circuit R, L en série ( fig. 4.8.3.) parcouru par un courant
i () = Isin ot. Nous considérons donc que I'intensité a une phase nulle

La tension u aux bornes de I'ensemble est la somme des tensmns
u; de la résistance, u, de la bobine,

4.8.2.) = Uy + Ua.
Or nous savons que
u; = Ri = Rl sin o,
. 4
Uy = '.LZ = L ol cos ¢ = L ol sin (a)t + 5).

Remplagons u; et u, par leurs valeurs dans (4.8.2.)

(483) u = Rlsin o + L ol sin <mt + g)

C’est une somme de deux signaux sinusoidaux du type
(4.8.4)

avec

ay sin (@t + Q1) + az sin (@1 + @2),

T

a; = RlI, ©; =0, a; = Lol, P2 = 3

Dans tous les cas, nous associons & chaque fonction sinusoidale
a sin (of + @) un vecteur tournant OM d’origine O, de vitesse

y@ =
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angulaire ®, d’argument ¢ a I'instant 1 = 0. L’affixe z (#) du point M
est alors
z(t) = a gitotto)

ou j désigne 'imaginaire pur de module 1.

y (f) n’est autre que Im z (¢) & I'instant ¢ = 0,
(4.8.5.) z (0) = ae®.

Considérons la superposition y; + y; de denx mouvements sinu-
soidaux avec les notations de (4.8.4.). Représentons (fig. 4.8.4.) les
deux vecteurs tournants OM; et OMa, ainsi que leur somme vectorielle
OM qui tourne & la méme vitesse angulaire o. Nous savons (paragraphe
1.3.) que la projection de OM = OM; + OM; est la somme des projec-
tions, donc I'ordonnée y de M est égale & y; -+ y2 (on peut aussi dire
que Paffixe z du point M est égale 4 la somme des affixes z; et z2 de
M; et M., et prendre les parties imaginaires). Avec un double
décimétre, nous mesurons 'amplitude résultante a = OM.

Avec un rapportenr nous mesurons la phase résultante

o = (Ox, OM), (fig. 4.8.5.).

La construction de Fresnel est encore valable dans le cas de
trois fonctions sinusoidales (exemple 4.8.4.), et plus généralement
pour un nombre quelconque n du type a sin (o + ©).

Exemple 4.84.

Le courant alternatif triphasé consiste en trois courants circulant
dans trois conducteurs (fig. 4.8.7). Ces courants iy, i, et i3 proviennent
de trois générateurs G, G; et G3 délivrant des tensions sinusoidales de
méme pulsation ® :

e1 = E . sin o,

2
e; = E .sin (mt + ~3—n>,

es = E . sin (mt + 543—“>

Remarquons que les trois tensions ont la méme amplitude E et qu’elles

: 2
sont déphasées de + -3£

Leur somme est nulle car les vecteurs tournants peuvent étre
disposés comme les cotés d’un triangle équilatéral (fig. 4.8.8.).

F1G6. 4.84.

FiG. 4.8.5.

Exercice 4.8.3. — Considérons le véhicule ( fig. 4.8.6.)
sans ressorts ni amortisseurs, roulant sur un profil
sinusoidal de période L. Soit M un point du chéssis
AB, situé 4 une distance x de A, et D la distance AB.
Calculer en fonction de L, D et x P'amplitude a
du mouvement vertical effectué par le point M.
Ftudier les différents cas possibles.

Générateurs

Récepteurs

Montage adtoiléy

F1G. 4.8.7.
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Fi6. 48.8.

FiG. 4.8.9.

Si les impédances Z1, Z,, Z3 sont égales, la somme des courants
est également nulle. :

Le fil OO’ n’est traversé par aucun courant et on I’appelle fil
neutre. Posons

Uy = 01 — Ua,
Uz = vy — U3,
Uz = vz — Ui,

ce sont les tensions entre les trois fils deux a deux.

Si les impédances des récepteurs ne sont pas égales, le systéme est
déséquilibré (fig. 4.8.8. b). On utilise alors un neutre fictif (point O)
en plus du neutre réel (point O'). Les tensions sont évaluées par rapport
4O et a O'. Cest le point de départ des constructions de Fresnel effec-
tuées pour ces systémes. ‘

Meéthode numérique

L’ordinateur effectue facilement les calculs trigonométriques les
plus fastidieux.

Commengons par un cas particulier qui nous servira pour
résoudre le cas général.

Exemple 4.8.5.

Soit la somme de fonctions
4.8.6.) y (t) = A cos ot + B sin o,
que nous voulons transformer en a sin (w¢ + @), soit
(4.8.7.) y (t) = (asin @) cos ot + (a cos @) sin ot.
En comparant (4.8.6.) et (4.8.7.) nous déduisons
(48.8) A = asin o, B = acos o,

d’ou I'amplitude a et la phase ¢ :
A
(4.8.9.) a=]/A* + B? ¢ = Arc'8 g+ km.

L’organigramme (4.8.9) ci-cdntre présente le calcul précis de la
phase ¢ suivant les cas de figure.
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Considérons maintenant le cas général de n fonctions sinusoidales
(4.8.10.)

chacune d’entre elles peut prendre la forme (4.8.6.). La somme s’écrit

e (t) = ax sin (@ + @i), 1 < k < n;

(4.8.11.) Y v () = A cos ot + Bsin oy,
A :
avec
4.8.12)) A=YYasing, B=) acosqp.
1 1

11’y a plus qu’a appliquer la méthode de ’exemple (4.8.5.), comme
le montre 'organigramme (4.8.10).

Y

Le lecteur aura avantage a mettre au point le programme qui
rend les mémes services que la construction de Fresnel.

Ce chapitre achéve I’étude de la géométrie plane. Nous
allons aborder maintenant 1’étude détaillée des figures de
Pespace 4 la suite des notions fournies par les chapitres
0,1et2.

A=At+a;sin P,
B=B+ay cosPy

Organigramme
4.8.9

FIN
FiG. 4.8.10.

Exercice 4.8.4. — Déterminer numériquement 'am-
plitude et la phase de ’
n 2
x@0)=Y k.sin(Znt +-—Ig‘->

k=1
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4.9. Exercices supplémentaires

4.9. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

4.9.1. — Trouver les parties réelles et imaginaires des nombres
suivants :

A+20—-(1-0 Q+iP+1-if
G +2iP -2+ L4i4 2i—1)2

492, — Caleculerle module et 'argument de

Ve _v2 a
2 ,

Zp o e ] e 22=1—i,

2
En déduire la valeur de cos T ét sin i
r — et sin —.
reay 12 12

4.9.3. — Calculer le module et 'argument des nombres complexes
suivants : :

(1 +cosa+isina), [cosa+i(sina+ 1)],
1 4+cosa+isina
1+ cosb +isinb’

ol a et b sont des paramétres.

4.9.4. — Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
' iy
Cx iy +i

Quel est le lieu des points M d’affixe z = x + iy, tels que Z soit
imaginaire pur ? Méme question pour Z réel.

1
4.9.5. — Calculer z tel que z, Z et 1 — z aient méme module. -

4.9.6. — Soit A et B les points d’affixe .a et b. Montrer que
’ensemble des points M d’affixe z tels que
7 -

— | =k (avec k > 0)
z—b

" est un cercle si k s 1 et la médiatrice de ABsi k = 1.

4.9.7. — Soit ’équation
(E) 2+ QQi-1D2~({(+4)z+3Q2i-1)=0.

a) Montrer que (E) admet une racine réelle zo, que ’on calculera.
b) En déduire les autres solutions de (E).

4.9.8. — Chercher les solutions complexes des équations

2244z +16=0,
2B+ 4z + 16 = 0.

4.9.9. — Résoudre P’équation
(1 4+ 2)° = (1 — z)5
On pourra exprimer z 4 I"aide du nombre ez?

4.9.10, — Etablir I’identité suivante
lz+zP+|z—2=2(z*+ |2 |?), zetz dansC,

et en donner une interprétation géométrique.

4.9.11. — Quelles relations doivent exister entre les nombres

" complexes dont les images sont

a) trois points alignés,
b) les sommets d'un triangle équilatéral?

49.12. — Soit trois points M, M2 et M3 d’affixes z;, z2 et zs.
Montrer que l'aire du triangle est égale &

1] — — —
5 Imlzy .23 — 21 .22 — 22 .Z3) |.

Exemple : zy = i, 22 = 1,23 = — i.




5.0. INTRODUCTION

Ce chapitre entreprend I'étude des formes diverses des lignes et
des surfaces rencontrées dans la réalité.

Ces objets se représentent en projection sur un plan et les méthodes
modernes permettent maintenant de réaliser les figures a laide de
I'ordinateur muni d’une table tragante.

Bien entendu I'utilisateur ne peut mettre en ceuvre ces techniques
avec profit que si I’on sait relier la forme et les propriétés des figures au
calcul analytique lié & leur mise en équation dans un repére donné.

L’équation des lignes et des surfaces est le point de départ, pour

la détermination des plans tangents, des lignes intersections de deux
surfaces, des surfaces engendrées par une ligne variable, etc.

5.1. LEPLAN ET LA LIGNE DROITE DANS I’ESPACE

Ce sont deux notions indissociables. Un plan est connu par la
direction de sa normale (et un point). Une droite est I'intersection de
deux plans.

chapitre 5

Lignes et surfaces
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Remarque 5.1.1. — Il est facile de voir qu'une équa-

tion du type
Ax +By+Cz+ D=0

représente un plan de vecteur normal # = (A, B, C)
si (A, B, C) # 0. En effet, si Mo (xo, yo, z0) €st un
point fixe de 'espace vérifiant (5.1.1.), nous pouvons
écrire

A(e—x0) + By — yo) + C(z — z0) = 0.
Ceci signifie que le vecteur n = (A, B, C) est ortho-

gonal au vecteur Mo M. Ainsi M décrit le plan

passant par My, orthogonal a ».

Fi1G. 5.1.1.

Remarque 5.1.2. — Désignons par (a, 0, 0), (0, b, 0)
et (0,0, c) les coordonnées des points ou le plan (P)
coupe les axes Ox, Oy et Oz (fig. 5.1.2.). )

Nous avons

' g=_2 ,__D  __D
A B c

L’équation (5.1.1.) prend la forme
Z4i+io1=0

- Nous avons vu au paragraphe 1.7. que, I'espace étant rapporté a
un repére orthonormé, un plan (P) est représenté par une équation
du premier degré. .

(5.1.1)

et réciproquement,

Ax +By+Cz+D =0

A, B et C sont les coefficients directeurs de la direction normale
au plan. Nous savons (relations 1.7.2)) que les cosinus directeurs de
cette direction normale au plan sont

o = iA
/A2 + B? + C*

+B
J/A? + B? + C*

_ +C
LV ey T

(5.1.2) B =

La distance de I'origine des coordonnées au plan (P) considéré
est

___Io|
/A% + B? + C?
Donc, pour que M (x, y, z) appartienne & un plan (P), il faut, et
il suffit, que le produit scalaire du vecteur OM et du vecteur unitaire

u (o, B, y) ait pour valeur p, distance de 1’origine des coordonnées au
plan (P) (fig. 5.1.1.), Cest-a-dire

(513)

p

ax + Py +yz—p=0.

Formes remarquables de P'équation (5.1.1.)

Si lun des coefficients A, B, C est nul, le plan est paralléle a l'axe
de coordonnées correspondant.

Par exemple, si C = 0, le plan
Ax + By + D =0
est paralléle 4 I'axe Oz. '

Si D est nul, le plan passe par l'origine.
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Equation d’un plan défini par ceriaines conditions

Exemple 5.1.1.

Former U'équation d'un plan mené par un point Mo (xo, yo, Zo) per-
pendiculairement & une direction donnée de coefficients directeurs (0o,

BO’ ’YO)
L’équation est de la forme

oox + Boy + Yoz + g =0,

g est une inconnue que 'on détermine en écrivant que le plan passe

par le point Mo.
Nous avons ainsi
g = — aoXo — Po Yo — Yo Zo.
L’équation cherchée s’écrit
(5.14) %o (x — xo0) + Bo (¥ — yo) + vo.(z — z0) = 0.

SN

Exemple 5.1.2.

Equation du plan mené par un point Mo (o, Yo, Zo) parallélement
a deux directions distinctes données (A) et (A') de vecteurs directeurs
u (o, B, y)etu' (0, B, v)

La normale & ce plan est dirigée par le vecteur n = u A #', d’otl les
coefficients directeurs de la normale

I =By — B,
m = yo — ay,
n=oaf — Ba'.

L’équation du plan cherché est
I(x— x0) + m(y — yo) + n(z — zo) = 0,

soit MoM.n= MoM,uu’) =0,

que I'on a coutume d’écrire en utilisant les déterminants (chapitre 1,
tome III) :

X — Xo Yy — Yo zZ — Zg
(515) o B v |=o0
cxl Bl ,YI

F1G. 5.1.2.

Exercice 5.1.1. — Soit le plan (P) d’équation
2x—3y+5z=10

a) Ecrire Péquation du plan paralléle 4 (P) et pas-

sant par (0, 0, 0).

b) Peut-on écrire I'équation du plan perpendicu-
laire & (P) et passant par (0, 0, 0)?

Exercice 5.1.2. — FEcrire Péquation du plan (P)
passant par Mo (3, 0, 1), paralléle au vecteur

V=(,—-11)
et perpendiculaire au plan (Q) d’équation

x—y+2z—-1=0

Remarque 5.1.3. — Pour déterminer P’équation du
plan de 'exemple (5.1.2.), nous pouvons aussi écrire

Mo M = Au + pv.
Nous obtenons alors les éguations paramétriques du
plan .
x = Xo + Ao + pot, ¥y = yo + AP + pp,
z = zo + Ay + My
valables dans un repére quelconque.
L’équation (5.1.5.), valable dans le cas d’un repére
quelconque, signifie aussi que les vecteurs MoM,

u, u' sont linéaivement dépendants (tome III, cha-
pitre 1).
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Remarque 5.1.4. — Pour que le plan
Ax +By+Cz +D =0,

passe par les trois- points M;, Mz et Mg, il faut;
et il suffit, que
Axi +By1 +Cz + D=0,
Axz + By, +Cz + D=0,
Axa+Bys+Cz3+D=0.
Si l'on élimine A, B, C et D entre les quatre équa-
tions homogeénes ainsi formées, le plan passant par
M;j, M; et M; peut étre défini par Péquation (¢f. cha-
pitre 1, tome III)
x y z
X1 V1 oz
X2 Y2 22
X3 Y3 Z3

[ S SN S Y

Exercice 51.3. — Ecrire Péquation du plan (P)
passant par les points P (— 2, 1, 3), Q(2, — 1,0)
et S(0, — 3, 2). Déterminer

a) la distance du point O au plan (P),

b) les intersections de (P) avec les axes de coor-
données, )

¢) les intersections de (P) avec les faces du trié-
dre Oxyz.

Remarque 5.1.5. — Cherchons les coefficients direc-
teurs de Pintersection (D) dans le cas d’un repére
quelconque. Transportons les plans (P) et (P) a
P'origine des coordonnées parallélement 4 eux-
mémes.
Leurs équations deviennent
Ax + By + Cz = 0,
Ax+By+Cz=0.
Ce systéme est équivalent au systéme (5.1.8.) (cha-
pitre 1, tome III) écrit sous cette forme en convenant
que si un dénominateur est nul, le numérateur 'est
aussi. o
Ainsi les coefficients directeurs de la droite d'inter-
section sont les trois déterminants
B C A C
B C A C

A B
A B

Exemple 5.1.3.

Equation du plan passant par trois points donnés de I'espace.
Soit M; (xi, yi, zi), avec i = 1, 2, 3 les trois points considérés.

Le vecteur n = My Mz A M; M est un' vecteur normal au plan
passant par My, M et M.

L’équation cherchée se déduit en écrivant
n.MiM =0,
soit
(5.1.6.)

si [, m et n désignent les composantes de n, (¢f. remarque 5.1.4.).

lx —x)+m@y —y1) +n(z—z1) =0,

Intersection de deux plans

Si deux plans se rencontrent (chapitre 0), leur intersection est une
droite (A) que nous allons représenter de diverses fagons.

Soit deux plans (P) et (P') d’équations respectives
Ax + By +Cz + D =,
Ax +By+Cz+D =0.
Si les coefficients directeurs A, B, C et A/, B', C' sont proportionnels

(A, B, C) = A (A, B!, C"), les deux plans ont méme direction de normale,
ils sont paralléles.

(5.1.7)

1ls sont confondus si, de plus

D =AD),
. A B C D
t B dE e — RN e
ot A B C A D’

Sinon notons n et n’ les vecteurs normaux a (P) et a4 (P'), de
composantes (A, B, C) et (A’, B, C’). La droite d’intersection (D) est
dirigée par le vecteur n A n'.

En particulier, la paralléle (Do) a (D) menée par I'origine a poﬁr
équations : ‘

x y , z

(5.1.8.) BC' — CB' = CA — AC = AB — BA" .

Si I'on suppose AB’ — BA’ # 0, la droite (D) n’est pas paralléle au




5.1. Le plan et la ligne droite dans I'espace

- 221

plan xOy. I est facile de déterminer un point Mo (xo, Yo, zo) de (D)
en fixant z, et en résolvant Le systéme suivant :
Axo ++ Byo =D — CZo,
Alxo + B/yo = D — C'zg.
Les équations de (D) sont alors

X — Xo - Yy — Yo — zZ — 20 -
(519) BC'— CB  CA'— AC' AB — BA”
Si au contraire AB' — BA' = 0, la droite (D) est paralléle au plan
xOy, et la droite (Do), cotttenue dans ce plan, a pour équation

_CA' - AC
Y=gc —cp ¥ =m~
La droite (D) a pour altitude
_BD'-DB' L
= —BC " "
Elle est donc définie par deux équations
= k, .
(5.1.10.) { : _ I:n Xk (exercice 5.1.5.).
Exemple 5.1.4.

Deux toitures identiques (fig. 5.1.3.) se croisent a angle droit.
Déterminons les droites d’intersection des deux toitures en choisissant
un repére orthonormé au sol (axes paralléles aux arétes). Les plans
(P,) et (Q1) ont pour équations

(P1)z=H + h —y, normalan, (0, 1,1),
Qi)z=H+ h —x, normalav, (1,0, 1).

La droite SI; est dirigée par le vecteur v = n; A v, = (I, 1, — 1),
et est inclinée de 35,15° avec la verticale car

Lk 1
cos(v,k)=h= —--‘7_5.

Elle a pour équations

_z—(H+h
=ToT

tirés du tableau des coefficients

A B C
A’ B Cl

pris avec les signes +, — et + (paragraphe 1.11,
tome III) suivant la méme régle que celle du produit
vectoriel.

Exercice 5.1.4. — Déterminer les équations (5.1.8.)
pour les deux plans

P) x+y+z=3,

P) x+y—z=1

Exercice 5.1.5, — Calculer le nombre k du systéme
(5.1.10.) représentant la droite d'intersection de
deux plans (P) et (P') d’équations ’
Ax +By+Cz+ D=0,

Ax+By+Cz+D =0,
quand AB’ — BA' = 0.
Reprendre le raisonnement et représenter les droites
quand BC' — CB' = 0ou CA’ — AC' = 0.

Fi1G. 5.1.3.

Exercice 5.1.6. * Déterminer la surface totale de
la toiture de la figure 5.1.3.
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Exercice 5.1.7. — Ferire I'équation du plan mené
par la droite d’intersection des plans dont les équa-
tions sont

X+y—-24+42=0 x—y+z-2=0
et par le point A (2, — 1, 1).

Remarque 5.1.6. — Si les plans (P) et (P') sont paral-
léles (soit A’, B’ et C' proportionnels 4 A, B et C),
alors A 4 AA’, B + AB' et C + AC' sont quel que
soit A proportionnels a A, B et C. Tous les plans
d’équation (5.1.7.) sont paralléles a (P) et a (P') et
forment un faisceau de plans paralléles.

Exercice 5.1.8. — Soit les plans (P) et (P’) d’équations
P)x+y+1=0 P)x—y+22=0

et les plans (Q) et (Q') d’équations

Q2x+2y+1=0 (Q)3x—3y+6z+1=0.

Forire Iéquation du plan contenant les droites
d’intersection de (P) et de (P'), ainsi que de (Q)
et de (Q").

La droite SI,, symétrique de SI; par rapport 4 Oz, a pour équations
x=y=2z—(H+ h) '

La toiture, fermée par des plans verticaux (P3) et (Q3), est consti-
tuée par quatre trapézes et deux triangles.

Faisceau linéaire de plans

Si les plans (P) et (P’) définis par les équations (5.1.7.) ont une
droite commune (A), tous les plans définis par I'équation générale

5111) (Ax+By+Cz+ D)+ A (A'x+By+ Cz+ D')=0,
dans laquelle A désigne un parametre arbitraire, passent par la droite (A).

La famille des plans (5.1.7.) est appelée faisceau linéaire de plans.
Comme pour les faisceaux linéaires de droites (paragraphe 3.2.), posons

P =Ax +By +Cz +D,
P=Ax+By+Cz+D.
L’équation (5.1.11.) s’écrit
. P+AP =0,
ou, avec deux paramétres homogenes p et p' (définis & une constante

multiplicative prés) tels que A = %—,

(5.1.12) WP+ WP =0.

Exemple 5.1.5.

Equation d'un plan mené par une droite (A) parallélement a I'axe Oz.
Reprenons (5.1.11.) sous la forme '
P'=P+ AP =0.

Le plan cherché (P") étant paralléle 4 'axe Oz, nous avons

C+AC =0,
cest-a-dire
A= — —C(-:7 avec C %0,

d’ou 'équation cherchée
(AC.— CA)x + (BC' — CB)y + (DC' — CD') = 0.
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Exemple 5.1.6.

Equation d'un plan passant par (A) et par I'origine.
Supposons que (A) ne passe pas par P'origine. Nous voulons écrire
P"=P+ AP =0

Le plan devant passer par 'origine (0, 0, 0) nous aurons

D+ AD =0,
soi't ‘7»_= - %, si D' # 0.

Le plan cherché a donc pour équation :
(AD" — DA) x + (BD' — DB) y + (CD' — DC) z = 0.

Exemple 5.1.7.

Conditions pour que trois plans passent par une méme droite.

Soit Py = 0, P; = O et P3 = 0 les équations des trois plans.

Si (Py) et (P2) se coupent suivant une droite (A), pour que (P3)
passe par cette droite, il faut, et il suffit, que (P3) appartienne au faisceau
défini par (P;) et (P2). Ceci signifie que I'on doit pouvoir trouver trois
coefficients constants o1, oz et oz tels que
(5.1.13) o1 Py + 02 P2 + a3 P3 =0,

cette condition est précisée dans la remarque (5.1.7.).
Représentation paramétrigue des droites de Uespace

Soit une droite (A), de direction donnée et passant par un point
M, de coordonnées (xo, Yo, Zo)-

Soit o, B et y les cosinus directeurs de (A) sur laquelle est choisi
un sens positif de parcours (fig. 5.1.4.).

Un point M arbitraire de (A) est connu par la mesure algébrique A
du vecteur My M.

Nous avons Mo M = OM — OMo,,
soit
MoM = (x — x0)i + (y — yo)j + (z — zo) k

et MoM = XA.u=A.[oi + Bj + vk],

Remarque 5.1.7. — Soit I'équation
Aix +Biy+Ciz=D;

du plan (P), i = 1, 2, 3. La condition (5.1.13.)
signifie que les trois vecteurs V; = (As, Bi, Ci, D))
de R* sont linéairement dépendants (voir tome III,
paragraphe 0.6.).

Exercice 5.1.9. — Les trois faces du triédre ont pour '
équations

P =Ax +By+ Cz=0,
P=Ax+By+Cz=0
PP=A"x+B"y+C'z=0
Former les équations des plans menés par chaque
aréte perpendiculairement & la face opposée et

montrer que ces plans passent par une méme
droite (D).

(A)
P - M(x,y,2)
x"',—‘/
/1\71 k u (oc,(s,*r)
70 J Y
[
a .
FiG. 5.1.4.
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Exercice 5.1.10. — Déterminer les équations para-
métriques de la droite (D) passant par le point Mg
et de vecteur directeur V :

a) Mo (3, 0,1), V=( 1L,-1L1),

by Mo (1, 1,2), V=(-3 20,

c) Mo(l, — 2,5), V= (-4 —628).

Exercice 5.1.11. — Déterminer les équations para-

métriques de la droite (D) passant par les points
Mo et M; donnés

Ca) Mo = (2,3, 1),
b) Mo = (1,2, 1),

M; = (1, - 2,3),
Mi=@3 L1

Exercice 5.1.12. — Soit trois points A (1, 2, 1),
B(3,1,1)et C(1, 0, 1) de I’espace.

Déterminer les équations des droites, supports des
cotés du triangle ABC.

~ tA)
7]
—"/
%,
e
(5) Y
(*4]

Exercice 5.1.13. — Calculer la distance de l'origine
des coordonnées a la droite joignant les points
P (0, A, h)et Q (1, O, — h). Déterminer une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que cette distance
ait pour valeur h.

avec o + B% + y2 = 1, d’ou la représentation paramétrique de la
droite :

X = Xo + 0.A,
(5.1.14.) y=y0o+B.A
z =120 +7.A

ou A est le paramétre.

L’élimination du paramétre donne I'équation (¢f. 5.1.9.).
x——xo_y—yo zZ — Z0
o § Y

o, B et y étant les cosinus directeurs de la droite.

(5.1.15.)

2

Lorsque les coefficients directeurs A, B et C (et non les cosinus
directeurs) sont connus, les équations (5.1.14.) restent vraies en rem-
plagant o, B et vy par A, B et C et I’équation (5.1.15.) s’écrit

x-xo__y;)’ozz“zo
(5.1.16.) =5 G

Exemple 5.1.8.

Cherchons la distance d’un point Mo (xo, Vo, zo) @ un plan (P) défini
par I’équation

Ax + By + Cz + D =0,
[Dans I'exemple (1.7.3.), nous avions utilisé le produit vectoriel. ]
Les équations de la perpendiculaire au plan (fig. 5.1.5.) sont:

x—-xO:—y:—yo:Z—Zo:}\l
o B Y ’
+ 1

Y
C /A2 +B*+C*

avec

Ecrivons que le point M (x, y, z) appartient au plan (P)
A (xo + oaA) + B (o + BA) + C (20 + YA) + D=0,

soit
A = AXQ+Byo+CZo+D
- Ae + BB + Cy °
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or | Aa + BB + Cy| = |/A? + B? + C?, d’ou la distance cherchée est
_|Ax+Byo+Czo+D| ~ -

(5.1.17.) d
/A + B* + C2

Exemple 5.1.9.

Cherchons la distance d’un point‘ M; (x1, y1, 1) 4 une droite (A)
de Pespace de cosinus directeurs o, B et y (¢f. exemple 1.7.4.). La droite
a pour équations

X=X _y—JYo _
« B ¥
Le plan (P) mené par M; perpendiculairement a (A) a pour équation
alx —x1)) + By —y)+7v(—2z21)=0.

Son intersection H avec (A) (fig. 5.1.4.) est telle que, d’apres le
théoréme de Pythagore,

|KH | = | MoK ||* — || Mo H |
. Moy H étant la distance de Mo au plan (P), nous avons d’aprés la
formule (5.1.17.) A
Mo H || = |a(xo — x1) + B(o — y1) + (20 — 21),
puisque o, P et y vérifient «® + B + y% = 1.
Or “ MoK “2 = MoK . MoK = (X1 - XQ)Z -+ (y1 - yo)2 -+ (21 — 20)2,
d’oti 1a distance KH cherchée.

zZ — Zo

Exemple 5.1.10.

Soit un miroir plan coincidant avec le plan xOy (fig. 5.1.6.).
Une source lumineuse est placée en Mo (0, 0, 1). Cherchons la
direction du rayon qui, aprés réflexion, éclaire le point M; (2, 2, 1).
Le rayon réfléchi passe par Mg (0, 0, — 1), image de Mo dans le
miroir. C’est donc la droite My M; d’équations
y _z+1

2 2

X
2

Exercice 5.1.14. — Déterminer le point d’inter-
section, §'il existe, du plan (P) et de la droite (D)

a) P)x—~y+3z—6=0,

x—1 y+2 z-2
I B
P x-y+2z—-1=0,

(D) déterminée par Mo (3, 0, 1), de vecteur
directeur V = (1, — 1, 1).

D)

Exercice 5.1.15. — Déterminer les coordonnées du
point d’intersection A des droites (D) et (A) d’équa-
tions

x= 5-2nu
D) )= — 2 4+ 3y,

z =W

x= 3 <+ A
4) y=2A+2

z = — 4\ — 2

FIG. 5.1.6.
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Exercice 5.1.16. — Traiter 4 nouveau Pexemple
(5.1.10.) en plagant le miroir selon le plan (P) d’équa-

tion x -+ y—z~1=0 (faire la figure).

Fi1G. 5.1.7.
\‘~~
.
A Y
- T
M,
=TIt
T(h) L Mo T
0 T 2]
FiG. 5.2.1.

qui rencontre le miroir en J (1, 1, 0). Le rayon incident Mo J a pour
équations

-] %

Z zZ
1
Exemple 5.1.11.

Soit un dioptre plan (fig. 5.1.7.) coincidant avec le plan (P) d’équa-
tion x — y — z = 0. Cherchons 4 éclairer le point M3 (2, 1, 0). Les rayons
M, I et IM sont situés dans le plan (Q) passant par Mo M et normal
au dioptre, dont 'équation est -

2x—y+3(z-1)=0 (exercice).
Le point I appartient 4 (D), intersection de (P) et Q), d;équations
x=3+4+4) y=3+5\ z=-—A\
_IMom| v |
IMoI| | ™ ]

si H et K sont les projections de Mo et M sur la normale en I au dioptre

(P). Les numérateurs sont les distances d’un point & une droite.
Alors on exprime que sin { = n sin #, ce qui améne une équation

du quatriéme degré d’inconnue A, d’ot la position du point I (exercice).

Nous avons  sin { et sin f =

3.2. LES COURBES DANS I’ESPACE

Nous avons vu paragraphe 0.7. (relation 0.7.3.) qu’une courbe (C)
de I'espace peut se représenter par une fonction vectorielle.

(52.1) r@=fOi+g@j+h@k

La représentation paramétrique de la courbe (C) (fig. 5.2.1) est
alors '

(5.2.2.) : x = f(), y=g(@), z = h(2).

Nous savons également (cf. paragraphe 1.8.) que la tangente au
point M (t0) de la courbe d’équation (5.2.1.) (ou 5.2.2.) est dirigée par
le vecteur

¥ (to) = f'(to) i + ¢' (t0)j + K (2o) K,

si r (to) est dérivable et si ¥ (to) # 0. Nous nous placerons dans ce cas
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dans la suite. Un vecteur unitaire de la tangente (relation 1.8.3.) est alors

¥ (to)
/¥ (to) . ¥ (to).

L’équation de la tangente a4 la courbe (C) d’équations para-
métriques (5.2.2.), au point M (zo) de coordonnées

xo = f (to), yo = g(to), zo = h(to),

t =

est

X—XO_Y"J’Ozz_ZO
(5.2.3) f(te) g () K (to)

Au point M (#0) d’une courbe (C) de 'espace, il existe une infinité
de droites qui sont d la courbe (C) en ce point (fig. 5.2.2.). Leur lieu
géométrique est un plan perpendiculaire en M (fo) & la courbe (C) dont
la direction normale est la direction de la tangente a la courbe (C)
M (to). C’est le plan normal (No) & la courbe (C) en M (fo).

Ce plan (No) a donc pour équation
(52.4) (X — x0) [ (t0) + (Y — yo) ¢ (t0) + (Z — 20) K (t0) = 0.

Parmi toutes ces normales en M (z0) & la courbe (C), nous allons
définir ce que I'on appelle la normale principale en M 2 la courbe (C).

Plan osculatenr. Normale principale. Binormale
Tous les plans passant par un point M (¢) de coordonnées

x=f@hy=9@,z=nh(@)
de la courbe (C) ont pour équation générale

(5.25.) uX—-x)+ v -y +w@Z-2=0.

Définition 5.2.1.

On appelle plan osculateur 3 1a courbe (C) au point M (to),
la position limite, quand Az — 0, du plan qui contient la
tangente M (fo) T et le point M (¢o -+ Af) si celui-ci n’appar-
tient pas a la tangente au point M (fo) pour | Az ] suffisam-
ment petit ( fig. 5.2.3.).

.....

"'
4
/
]
u
o)
6%

F16.5.2.2,

Remarque 52.1. — Si ¥ (f0) = 0, le point M (o)
est stationnaire pour t = fto.. Comme dans le cas
des courbes planes, si r (f) est p fois continiment
dérivable au voisinage de o et si

¥ (o) = # (t0) = ... = r"" D (10) & 0, r'? (1) # 0,

la courbe (C) admet pour tangente au point M (fo)
une droite paralléle au vecteur #? (to).

Exercice 5.2.1. — Déterminer la tangente a I'instant
zéro des courbes paramétrées suivantes :

a) x =acos@, y=asinqg,
z = he (hélice circulaire);
y=1z=1r

b) x = 1%,
c) x = e %, y=-e"*cost,z=e sint

FiG. 5.2.3.
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Remarque 5.2.2. — Si la courbe (C) est une droite,
. il n’existe pas de plan osculateur, puisque la droite
est sa propre tangente en tout point. Si la courbe (C)
est une courbe plane telle que M (f) n’appartienne
pas & la tangente en M (t0) pour | 1 — o | suffisam-
ment petit, le plan osculateur est le plan de la courbe.

Exercice 5.2.2. — Soit la courbe d’équations para-
métrées ’

X =1 y =1 z = 3,

Montrer qu’elle admet en tout point M (f) un
plan osculateur, dont on déterminera I’équation.

, Exercice 5.2.3. — Etudier Iexistence de plan oscu-
lateur pour I’hélice circulaire

x=acosq, ¥=asing, z=bo.

Exercice 5.2.4. — Montrer que les coefficients direc-
teurs I, m et n de la normale principale vérifient
avec nos notations

Xl+ym+z2n=0

"Al + Bm + Cn = 0,
donc peuvent étre égaux a
=Bz ~Cy, m=Cx'~ Az, n=Ay - Bx.
Quelle est ’équation du plan rectifiant ?

Quels sont les coefficients directeurs de la binor-
male?

Le plan (5.2.5.) contient la tangente au point M (zo), de coefficients
directeurs f” (to), g’ (t0), K’ (o) et la droite M (fo) M (t0 + Af).

Soit Q un point du plan, de coordonnées X, Y et Z.

Ecrivons que les vecteurs M (f0) Q, M (to) M (o + Atf) et un vecteur
tangent en M (fo) sont linéairement dépendants, soit

X — f(t) Y — g () Z — h(t)
) g (to) ' (to) = 0.
fto+ A — f(to) gto+ AD) —g(to) h(to+ Af) — h(to)
Supposons que la courbe (C) ait un vecteur position r () deux fois

continliment dérivable dans un voisinage de fo. Alors, nous pouvons
écrire

| SIS (.Y
S (to + At) — f(to) = At f'(t0) + Tf (to + c1 A9,

avec 0 < ¢1'< 1, etainside suite.

Par opérations élémentaires, le déterminant précédent se trans-
forme donc en

X — f(t)
J (t0)
f"to + c1 AY)
Lorsque A¢ tend vers zéro, nous obtenons, en remplagant f (z0)
par x, g (fo) par y et h (to) par z,
X —x Y~y
(5.2.6.) x' y 4 = 0.
xll - y
Si ¥ (fo) n’est pas colinéaire a r” (fo), c’est équation du plan oscula-
teur (O).
Les coefficients directeurs du plan osculateur sont
(527) A=y 2z -z,
et son équation
(5.2.8.) A -x)+BY —-»+C(Z—12)=0.

Ce plan osculateur dont les coefficients directeurs sont A, B et C
contient les vecteurs de composantes

X' = f'(t) ¥ =g to) z=HI)

Y — g (to) Z — h(to)
g' (to) W (to) = 0.
g (to + c2 A . W (to + c3 A¥)

1 "

B — Zl xll —_ xl Z”’ C — xl yll — yl x/l
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et xll = fII (to), yll — gll (ZO), Z” — h!l (to),

lesquels ne sont pas autre chose, si ¢ désigne le temps, que le vecteur
vitesse et le vectenr accélération du mouvement du point M (to) (¢f . para-
graphe 2.1.8.).

Définition 5.2.2.

La normale en M (#), située dans le plan osculateur, s’appelle
normale principale (fig. 5.2.4.).

Définition 5.2.3.

La perpendiculaire en M (¢) au plan osculateur est appelée
binormale ( fig. 5.2.4.).

Les trois droites, MT, MN et MB (fig. 2.5.4.) respectivement
tangente, normale et binormale forment un triédre de coordonnées mobiles
qui est le tricdre de Serret-Frenet.

Ses faces sont le plan normal NMB, le plan osculatenr TMN et
le plan rectifiant TMB. En chaque point de (C), nous avons un tel triédre.

Exemple 5.2.1.

Considérons T'hélice circulaire (fig. 5.2.5.) d’équations paramétri-
ques
X = acos t, y = asin ¢, z = ht.

La tangente en M & cette courbe, d’aprés I'équation (5.2.2.) est
définie par les équations

X —acost Y —asint Z-—ht
—asint  acost  h

Elle fait avec Oz un angle constant.
Cherchons le plan osculateur 2 'hélice au point M. Ses coeffi-
cients directeurs d’aprés les relations (5.2.3.) sont
A =ahsint, B= —aghcost, C=d>
Le plan osculateur a, par conséquent, pour équation

hsint(X —acost) —hcost(X —asinf) + a(Z — ht) = 0,
soit
h(Xsint — Ycost) + a(Z — hi) = 0.

FI1G. 5.2.4.

e

F1G. 5.2.5.
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Remarque 5.3.1. — Le lecteur montrera a titre
d’exercice et vérifiera que

¢_1£__ n st db__ n
ds R(s) ~ ds T(s)

entraine

dn t n

ds~ R T

Ces formules sdnt les formules de Serret-Frenet.
Symboliquement

[ 1 a7 7
= O xm O t
dn | Loy, Ll
ds | R (s) T (s)
db 1
@ 0 —

| ds_] N T (s) 0 " _b_

Le plan paralléle au plan xOy dont I’équation est Z = ht coupe
le plan osculateur suivant la droite qui porte le rayon HM du cylindre
passant par M (fig. 5.2.5.).

Cette droite est la normale principale n puisqu’elle est normale 3
I’hélice et située dans le plan osculateur, définition (5.2.2.).

D’aprés les résultats de I'exercice (5.2.4.) ses coefficients directeurs
sont

l=—a(@+h)cost, m= —ala®+ h*)sint, n=0.

Elle est perpendiculaire & I'axe du cylindre de rayon a sur lequel
est tracée I'hélice.

La binormale 4 'hélice MB est normale au plan osculateur. Ses
coefficients directeurs sont

hsin ¢, — hcost, a.

Elle est dans le plan tangent en M au cylindre, ce plan étant le
plan rectifiant de I'hélice au point M.

5.3. COURBURE ET TORSION DES COURBES
DE L’ESPACE

Nous allons tout d’abord présenter vectoriellement les résultats
précédents.

Comme pour les courbes planes, relations (3.11.1) et (3.11.2),
si la courbe (C) est représentée par la fonction vectorielle r (s), ol s est
I'abscisse curviligne d’un point M de (C) & partir d’'une origine choisie
sur (C), le vecteur unitaire tangent a (C) est

dr (1)
_dr(s)
(5.3.1) =% a0l
dt
At dr(s)
Le vecteur 5 dZ

est un vecteur paralléle a la normale principale. Nous notons n le vecteur

.. R dt
unitaire de méme sens que e
s
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Définition 5.3.1.
On appelle courbure de la courbe (C) au point M la norme

dt
du vecteur —.
ds

Nous notons

dat 1

(5-3-2.) % = R_(S—)- n,

R (s) étant le rayon de courbure de la courbe (C) au point M
d’abscisse curviligne s.

En d’autre termes le vecteur unitaire normal dans la direction de

de est
ds

(5.3.3) n = R (s) ¢ (s)
Ce vecteur n est perpendiculaire 4 . Les vecteurs » et ¢ déterminent
le plan osculateur & la courbe (C) (fig. 5.2.4.).
Le vecteur
b=tAn

est un vecteur paralléle a la binormale.

11 est perpendiculaire au plan osculateur.

Le triédre de vecteurs unitaires ¢, n et b est le triédre de Serret-Frenet.

\ 4z db dt
Considérons le vecteur T Ce vecteur, comme le vecteur I est

paralléle a la normale principale. Nous allons le montrer 4 titre d’exercice.

- db . '
Tout d’abord le vecteur:i—; est perpendiculaire d la tangente a la

courbe (C). En effet si 'on dérive la relation qui exprime orthogonalité
de la tangente et de la binormale :

t.b=0,
on obtient
db dt 1
t%— “bzg‘—- _mb."= A

puisque b=t nAn
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Exercice 5.3.1. — Reprendre le calcul ci-contre pour
la courbe (C), intersection de la sphére

S)x*+y>+22=1
par le cylindre
O x*+y~172=1

Que constate-t-on?

D’autre part comme b? = 1 entraine

db
b.;E-O,

db T .
le vecteur — est perpendiculaire 4 la binormale. Ce vecteur est donc

ds
dirigé suivant une direction paralléle 4 la normale principale de vecteur

unitaire n.

Définition 5.3.2.
On appelle torsion de la courbe (C) au point M d’abscisse

. o db
curviligne s la mesure algébrique du vecteur 7 par rapport
s

au vecteur unitaire normal n. Le rayon de torsion T (s) est
Pinverse de la rorsion.

Cette définition revient a la relation vectorielle

(534.)

Exemple 5.3.1.

Considérons a nouveau I'hélice circulaire tracée sur le cylindre
2 2 __ 2
X° + y© = a“
Elle est représentée par la fonction vectorielle
r() =acosti+ asintj+ htk.

D’apres la formule (1.8.6.) la longueur de l'arc d’hélice est
t
S(Z):\[ "I(S).I’I(S)dS=tm,
o

d’ou la représentation vectorielle r (s) de I'hélice ‘

(s) = acos — + asin & j+h S k
r = .
Ve + B Va® + 1> a4 B

Il s’ensuit

" (s) 4 cos i i ¢ __sin S j
¥ = — - A
a* + 1 Va> + B2 @+ Va* + hzj

d’ou, d’aprés la relation (5.3.2.),
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Rl(s) =|r(s)| =r (s).¢ (s)
it 1 a
SO1 R—(S) = ——'a2 n hz.

1l s’ensuit d’aprés la relation (5.3.3.)

cos 5 i — sin S J
n= - e — SN .
Va* + 1* Va* + 1

Le vecteur binormal b est tel que

b=t An=1r(s) An,

soit
b= h sin > — h COs —= 2 Jj+
Va2 + 1 Yad+r Ya:+h? Ve + 12", -
Il s’ensuit a* + i
b (s) = 'Tﬁ‘_z‘ cos > i+ — h 5 8in S i
a* +h Va® + h? a*+h Va* +

c’est-a-dire d’aprés la relation (5.3.4.)

1 S
T= +n(S)b(S)=a—z—hz

Ainsi Phélice circulaire a une courbure et une torsion constantes.

Comme nous I'avons vu au chapitre 3 les formules établies ne sont
simples a utiliser que si 'on a trouvé la fonction vectorielle r (s) repré-
sentant la courbe (C) a partir de ses équations paramétriques.

Nous nous proposons maintenant de calculer directement le rayon
de courbure et de trouver le centre de courbure A partir des équations
paramétriques de la courbe,

x=f@ y=g@®, z=h(
La courbure (cf. paragraphe 3.11.) est la limite du rapport

e MM ;/IM' quand M’ tend vers M, & étant l'angle de contingence
(fig. 5.3.1.. |
Or _ sing 1

Iim ——=lim ———— = —
mw-omarc MM w-marcMM’ R
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Exercice 5.3.2. — Déterminer les rayons de courbure
et de torsion pour les courbes de I'exercice (5.2.1.).

Remarque 5.3.2. — Onmontre quelesrayons Ret T
sont donnés par
__lrar
tr@arol
[ @ Ar@]|

oo ol

et | MT A M'T’ |] = | MT || | MT’ | sin e.

Or 'arc MM’ a pour équivalent
ds = /() + g2 @) + W2 () dr.

Les vecteurs MT et MT' ayant pour composantes' f g, h et
fr+ A g + Ag, B + AW, on trouve
[F20) + g2 () + K> @)}

R= >
J/A? + B* + C?

(5.3.5.)

avec
A = (g/ B — W g//), B = (h/ f/r _ f/ h”), C = (f/ gu _ g/ f”)'

Nous chercherons le centre de courbure quand nous aurons étudié
I’enveloppe d’une famille de surfaces au paragraphe 5.7.

Exemple 5.3.2.

Reprenons I’hélice circulaire de 'exemple (5.3.1.) d’équatiqné para-
métriques

X = aCoSs I, y = asin t, z = ht,

Lapplication de la relation (5.3.5.) redonne le résultat de I'exemple
(5.3.1.) soit

(a® + hz)% _d+ R
]/a2 (@® + h?) a
Nous verrons les propriétés du centre de courbure au paragra-
phe 5.6.

R =

5.4. LES SURFACES

Une relation entre trois variables indépendantes représente une
surface, (chapitre 3, tome I). D’une facon générale I'équation d’une
surface (S) s’écrit

(54.1) Fx,y2) =0.
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Exemple 5.4.1.

Equation d’une sphére de rayon R centrée & l'origine des coordon-

nées
x2+y2+22=R2.

Equation d’un cylindre de rayon R dont I’axe est I'axe Oz dans

un repére orthonormé Oxyz
x* + y* = R
Un plan est une surface d’équation
Ax + By +Cz + D = 0.

Au paragraphe (3.3.) du tome I nous avons vu que la différentielle
de la fonction F s’écrit

JF oF JF
dF-g);dx—l-g;dy—}-—é;

Elle est nulle d’aprés (5.4.1.).

dz.

Cela exprime que le vecteur de composantes

oF O oF
ox’ 08y 0z
est perpendiculaive 3 la tangente a une courbe quelconque tracée sur la
surface et passant par M (fig. 5.4.1.).
Ainsi I’équation du plan tangent en un point M (x, y, z) & la surface
(S) d’équation (5.4.1.) sécrit
(54.2) X—-0F,+Y - y»)F,+(Z-2F,=0
aussi longtemps que F;, F; et F; ne sont pas toutes trois nulles au point M
qui est appelé point ordinaire de la surface (S).

Les coefficients directeurs du plan tangent a la surface (ou de sa
normale) d’équation (5.4.1.) en un point M quelconque sont F, F} et F,.

Si la surface est définie par une équation explicite de la forme
(5.4.3) z = @(x, ),
Péquation du plan tangent §’écrit
(54.4.) Z—-—z=pX-x)+qX —y

o _ 09

en posant D = " q = a—y—

Remarque 54.1. — Une surface (S), comme une
courbe, peut étre paramétrée, mais les coordonnées
x, y et z d’'un point M de (S) dépendent de deux -
paramétres. A et g, soit

x = f(u,v),

y = g{uv)

z = h(u,v).
Par exemple la sphére de centre O et de rayon 1
est représentée par

X

il

cos 6 cos @,
y = sin 6 cos @,
z = sin @,
en éliminant les deux paramétres, on obtient une
relation du type (5.4.1.).
Le plan tangent en M (u, v) est engendré par les

et

(exercice).

vecteurs %0 0
du ov

F1G. 54.1.

Exercice 54.1. — Déterminer les plans tangents a
Pellipsoide (E) d’équation
2

z
P —=1
)+4

11
a) au point A (5, > 1/5> de (E),
b) passant par la droite (A) d’équations
x+y=2 z=0
¢) paralléles au plan (P) d’équation
x+y+z=0

Figurer ces plans tangents en perspective.
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Remarque 54.2. — L’équation (5.4.3.) revient & para-
métrer la surface par les grandeurs x et y (¢f. remar-
que5.4.1).

Soit
X = X,
Y=y,
z =0 (x )
Exercice 5.4.2. — Soit une surface paramétrée
(¢f. remarque 54.1.) L
' x=f (w0,
y=g )
z = h (u,v).

Montrer que le plan tangent en M (x, y, z) est défini
par

X-x Y-y Z-z

of 8g oh

20 ™M) 7™ BT:(M) -0
af dg oh

E» M) E(M) ‘-a;(M)

Exercice 5.4.3. — On suppose que la fonction @ est
maximale au voisinage d'un couple (x, y). Montrer
que

o
— (X y) = =—(x,y) =0.
7 ) 3 ()

La formule de Taylor s’écrit 4 I'ordre 2 (¢f. tome I,
chapitre 3).

Ox+hy+ k)~ 0y
1
= ph + gk +-2-(rh2+2shk+ th?) + ...

Justifier plus généralement les résultats du théoréme
(54.1).

Les coefficients directeurs du plan tangent sont alors p, g et — 1.

La normale en M 2 la surface (5.4.1.) a pour équations, suivant le
mode de représentation adopté (5.4.1. ou 5.4.3.). :

X=x Y-y Z-z

(545.)

Points stationnaires. Lignes de niveau

Considérons une surface représentée par

(54.6.) z = @(x,y).
La surface peut présenter des sommets et des creux ot Paltitude z

est maximale ou minimale. Il est facile de montrer (exercice 5.4.3.) que
0 0 .
les dérivées partielles p = —a—(f et g = a—(p sont nulles en ces points.-

Nous supposerons que ¢ admet des dérivées partielles continues jus-
qu’a ordre 2.

Définition 5.4.1.
Tout point M (x, y, z) tel que

i a9
4.7. (%, y) =0 = <" (x,
(54.7) 7 % 9) 3 (. )
est appelé point stationnaire pour la surface d’équation
(54.6.).

Cependant, un point stationnaire n’est pas nécessairement un
maximum ou un minimum. L’étude des dérivées secondes
%o o ?o

e
ox? S dy dy*

est nécessaire pour élucider ce point, grice a la formule de Taylor
(exercice 5.4.3.). o

r
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On obtient les résultats suivants :

Théoréme 5.4.1.

Soit M un point stationnaire pour la surface (S) d'équation
(5.4.6.). Nous avons les cas suivants : '

rt — s* + - 0
r - +
col cas
maximum | minimum pas douteux
d’extrémum

La figure (5.4.2.) montre les trois cas possibles, avec les lignes de

niveau correspondantes.

Deéfinition 5.4.2.

Pour toute constante h, on appelle ligne de niveau h de la
surface (S) la courbe tracée sur (S), lieu des points M (s'il

en existe) tels que

F1G. 54.2,

z=0(xy) =h

Exercice 54.4. — Déterminer les points station-
naires des surfaces

@) 2= (= D + (7 ~ P,
by z = xy.

Exercice 54.5. — Déterminer les lignes de niveau -
et les lignes de plus grande pente (leurs projections
sur xOz) de la surface (S) d’équation z = xy.

Exercice 54.6. — Soit une surface (S) d’équation

fxpz2) =0
Ecrire un programme de tragage des lignes de niveau.

Exercice 54.7. — Soit deux surfaces (S;) et (S2)
d’équations :
fit,p,2)=0 et fa{x,y,2)=0.
FEcrire un programme de tracage de la ligne
(L) = (81) N (Sa).

Les points de la ligne seront recherchés sur les
plans d’équation z = & pour diverses valeurs de h
comprises entre zo et z;.
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Gl

o .
T~

F1G. 5.4.3.

FiG. 544.

Les lignes de niveau forment une famille de courbes & un paramétre,
solutions de ’équation différentielle (tome 1V, chapitre 1).

(54.38) @(x, »+y. % = (,

. S ox T dy

On représente ces lignes en projection sur le plan d’équation z =0
(figures 5.4.2. et 5.4.3.). Les lignes tracées sur (S) orthogonalement aux
précédentes sont les lignes de plus grande pente (fig. 5.4.3.). Leur équa-
tion différentielle se déduit simplement de (5.4.8.) (trajectoires ortho-
gonales).

) , 0
(5.49.) Emw—yamn

Si la surface est représentée par une équation du type
A F(x,y,2) =0 .
les lignes de niveau et de plus grande pente s’obtiennent de fagon simi-
laire. =

Nous allons maintenant voir a titre d’exemples quelques surfaces
classiques.

Les surfaces cylindriques

Définition 5.4.3.
Une surface cylindrigue est une surface engendrée par une
droite qui demeure paralléle d une direction fixe et qui est
assujettie a une condition géométrique simple : s’appuyer sur
une courbe (C) donnée par exemple (fig. 5.4.4.).

La droite demeure paralléle 4 une direction de coefficients direc-
teurs o, P et v.
Les équations sont donc

X—Xo Y—JYo 2—20

o p Y
soit - Bz — yy = A, Px — oy = .

3

La condition géométrique imposée s'exprime par une relation du
type G@Rw=0.
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L’équation geénérale des surfaces cherchées sécrit sous forme
générale

(5.4.10.) G Bz — vy,Bx — ay) = 0.
On peut raisonner de fagon plus générale encore. Si
P=0 e P =0
sont les équations de deux plans passant par l'origine et si ces plans
se coupent, la droite d’intersection (A) a pour équation P = A, P’ = p.

Cette droite se déplace parallélement & elle-méme en vérifiant une
condition, G (A, p) == 0, pour engendrer une surface cylindrique.

Ainsi une autre forme générale d’une surface cylindrique est

(54.11.) G(Ax + By + Cz, Ax + By +Cz) =0

Exemple 5.4.2.

Soit deux plans paralléles aux plans zOy et zOx, (fig. 5.4.5.) donc
d’équation x = A, y = .

L’équation G (x, y) = 0 représente dans I'espace la surface cylin-

drique de génératrices paralléles & Oz et qui a pour base dans le plan
xQOy la courbe (C) d’équations

z=0, G{,y =0
*Ainsi I’équation du cylindre d’axe Oz ayant pour base le cercle
x? + y* = R2est '
x? + y* =R
L’équation de la surface cylindrique d’axe Oz ayant pour base

Pellipse centrée a l'origine O de demi grand axe a et de demi petit axe b
s’écrit
2 2
X y

a b

Exemple 5.4.3.

Equation du cylindre ayant pour base le cercle x* + y‘2 = R? et une
génératrice de coefficients directeurs o, B, vy (fig. 5.4.6.).
La génératrice a pour équation
X—x Y-y Z-z
o B Yy

Exercice 5.4.8. — Ecrire I'équation du plan tangent
4 la surface cylindrique d’équation (5.4.10.).

Méme question pour la surface cylindrique d’équa-
tion (5.4.11.).

Coefficients directeurs de la droite génératrice de
la surface (5.4.11.).

FI1G. 5.4.5.

Exercice 54.9. — Déterminer I'équation du cylin-
dre ayant pour base la parabole (%) d’équations
y=x% z=0etparallélean(l,0,1).

F1G.5.4.6.
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Sa trace sur la plan xOy (Z = 0) a pour équations .
X=x— %, Y=y &
Y Y
Or X2 + Y2 = R?, d’ou I'équation du cylindre
(yx — az)® + (yy — Bz)* = R® %

Exemple 5.4.4.

Equation du cylindre.de génératrice paralléle a u (o, B, v), circonscrit
a la sphere (S) (fig. 5.4.7.)

x2+y2+zz=R2.
La droite (D)

X—-x Y-y Z-2z
« B v "
coupe la sphére en deux points tels que
(x + ap)® + (v + Bp)* + (z + vp)* = R%

FiG. 54.7. Les points d’intersection sont racines de ’équation
@ + P2+ ) p2+2(x + Py +yz2)p+ x>+ y2+ 22— R*=0.
Or la droite doit couper la sphére en deux points confondus.

L’équation en p précédente doit avoir une racine double, d’ou I'équa-
tion du cylindre

(ox + By + 72> — (@ + B2+ ¥ (x* + y* + 22 — R¥) = 0.

Les surfaces coniques

Deéfinition 5.4.4.

Une surface conique est une surface engendrée par une droite
qui varie en passant par un point fixe et est assujettie d une
condition géométrique simple : s’appuyer sur une courbe
donnée (C) par exemple (fig. 54.8.). Le point fixe O est
le sommet de la surface conique.

Si I'on prend ce sommet pour origine, une génératrice quelconque
de la surface conique (n’appartenant pas au plan yOz) a pour équations

FiG. 5.4.8. y = AX, Z = ux.
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La condition imposée est
GG p) =0
L’équation générale des coniques ayant pour sommet I'origine des
coordonnées est

EPAEAY ‘
(54.12) Fm%@~G(ﬁJ—0(x¢m

La fonction F est homogéne et d’ordre zéro en x et en y.

Plus généralement, soit ¥ une fonction de trois variables homogéne
d’ordre m. L’équation ¥ (x, y, z) = O représente un céne. En effet, quel
que soit £, nous avons '

V(tx, ty, 12) = £ (5, 3, 2.

On po'se t = —)lzet Pon obtient (x 7 0)

m Z\ _
X \’!<1, ,;)—-0

= =

Exemple 5.4.5.

Equation du céne de sommet (a, b, c) ayant pour base dans le plan
x0y le cercle x* + y* = R? (fig. 5.4.9.).

Soit S le sommet et M (x, y, z) un point arbitraire du cone. Si 'on

désigne par X, Y et Z les coordonnées courantes, la droite SM a pour
équations

X—a Y-b Z-c
x—a y—-b z-—c¢

Ia trace de cette droite sur le plan xOy, (Z = 0) a pour coordonnées

X—a az—cx
X=a—c¢ = .
—¢ zZ—c

N

Y=b_cy—bzbz—cy.
zZ—c zZ—C

En écrivant que X?> + Y2 = R? nous avons I'équation du cdne
considéré

(az — cx)* + (bz — ¢y)* = R* (z — o)~

Exercice 5.4.10, — Fcrire équation du plan tan-
gent & la surface conique (5.4.12.). Vérifier que ce
plan ne dépend que de A et de p et passe par Pori-
gine des coordonnées.

Exercice 54.11. — Déterminer Iéquation du cone
de sommet O (0, 0, 0) circonscrit 4 la sphére de
rayon 1 d’équation

-1+ -1 +z-1P=1
Exercice 5.4.12. — Déterminer 'équation du cone de

sommet O s’appuyant sur la courbe (I'), intersec-
tion de la sphere

(S)x* + y* + 2%

I
—_

et du cylindre

Ox*+(y -1 =1

]

Exercice 54.13. — Déterminer 'ombre sur le plan
xOy de lellipsoide (£) d’équation
X2 (y—4P
? + —‘—4 + (Z fad

éclairé par une source lumineuse placée en L (5, 5, 5).

2)? = 1
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F16. 5.5.1.

Si I'on remarque que az — ¢z et bz — cy peuvent s’écrire respec-
tivement '

a(z—c¢c)—c(x—a) et b(z~—c)—c(y—b),
nous voyons que cette équation est homogéne par rapport 4 x — a,
y —betz —c.

5.5. LES SURFACES DE REVOLUTION

Définition 5.5.1.

On appelie surface de révolution toute surface engendrée
par une ligne (C) de I'espace appelée génératrice, tournant
autour d’une droite (A), appelée axe de rotation.
Nous avons déja vu des surfaces de révolution et, comme appli-
cation du calcul intégral, nous avons calculé les volumes des solides

de révolution ainsi que leurs surfaces latérales aux paragraphes 4.5.
et 4.6. du tome I.

Pour la représentation analytique d’une surface de révolution (R),
nous la considérerons comme le lieu géométrique de ses paralléles,
c’est-a-dire des trajectoires que décrivent les différents points de la
génératrice dans la révolution de celle-ci autour de I'axe de rotation.

L’axe de rotation (A) a pour équations
xv~—xo__y,—~yo__Z—Zo
o B Y

Un paralléle quelconque (I') de la surface (R) (fig. 5.5.1.) est linter-

section d’une sphere (Sy)
(x — x0)> + (y — yo)* + (z — 2z0)* = A
et d’'un plan (P,) ayant pour coefficients directeurs ceux de I'axe (A)
auquel (P) est perpendiculaire, soit
ax + By + vz = p.

Les deux paramétres A et p varient de telle sorte que le paralléle
(I') qui est un cercle centré sur 'axe de rotation (A) S’appuie constamment
sur la génératrice (C). Ceci s’exprime par une relation entre A et p qui
d’une maniére générale s’écrit

G, =0
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La surface de révolution (R) cherchée admet une équation de la
forme

G(S,P) =0,
soit
(551) G[(x — x0)? + (¥ — yo)* + (z — z0)%, ox + By + yz] = 0.

Mais comme on a le choix des axes, on a coutume de choisir 'axe
de révolution comme I'un des axes Ox, Oy ou Oz.

Surfaces de révolution d’axe Oz

Au lieu de définir les paralléles de telles surfaces au moyen de
sphéres centrées a 'origine, on peut considérer chacun d’eux comme
Pintersection d’un plan (P;) d’équation z = A (perpendiculaire & Oz)
et d’un cylindre (C,) x* + y* = pd’axe Oz. (On peut, pour le cas général
d’un axe quelconque, faire le méme raisonnement a partir du cylindre
dont I'équation a été trouvée a I'exemple 5.4.4.)

La forme générale de I'équation est alors
(5.5.2.) Gz x>+ y)=0.
C’est la formule (5.5.1.), avec
Xo=yo=20=0 et a=p=0 y=1
La méridienne principale d’une telle surface est la courbe (K),

intersection de la surface avec un plan passant par 'axe de révolution,
appelé plan méridien.

Si la surface est définie par I'équation (5.5.2.), la méridienne (K)

est dans le plan yOz, (fig. 5.5.2.). Elle a pour équation
G (Za y 2) =0

(on fait x = 0 dans I’équation (5.5.2.) de la surface). Elle est bien entendu
symeétrique par rapport & Oz. Cette méridienne principale est une géné-
ratrice particuliere, (C) étant une génératrice quelconque (fig. 5.5.2.)
de la surface engendrée par (K) ou par (C).

Une surface engendrée par la révolution autour de Oz d’une courbe
(') d’équations

x =0, F(zy)=0

(dans le plan yOz) a pour équation

F(z,}/x* + y*) = 0.

Exercice 55.1. — Décrire la surface de révolution
d’équation
GBS, P)=S~P*=0

(notations ci-contre).

FI1G. 5.5.2.

Exercice 5.5.2. — Soit la droite (D) d’équations
y=1 x+z=0

Déterminer la surface de révolution daxe Oz
engendrée par la droite (D).
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Exercice 5.5.3. — La parabole d’équations
x=0 z=y)

engendre un paraboloide d’axe Oz.

On pose une boule de rayon 1 dans ce paraboloide.
Déterminer le cercle de contact des deux surfaces.

Faire le dessin.

Exemples 5.5.1.
— Ladroite x =0, y =R
tournant autour de Oz engendre le cylindre
x* + y* = R2
y2 Z2
— Llellipse x = 0, 22-4_57_1:0, a> b,

tournant autour de Oz engendre Pellipsoide de révolution aplati

2 2 2
AR AR
a b

2 2

Y+ _1=0 a»b
a

b
tournant autour de Oz engendre Pellipsoide de révolution allongé.

x2+ 2 22
Ty i 1o
b a

— Lellipse x = (),

— Laparabole x=0, y>—2pz=0
tournant autour de Oz engendre le paraboloide
x2 4+ y%2 —2pz.= 0.

Plans tangents et normales d une surface de révolution d’axe oz
C’est en quelque sorte un exemple. En effet soit (S) 1a surface de
révolution d’axe Oz et d’équation générale (5.5.2.).

Si ’on pose u = x? + y? les coefficients directeurs de la normale
en' M sont 2 x G, 2 y G, et G..

Le plan tangent a pour équation
2x(X - x)G,+2y(Y - )G, + (Z — 2)G, = 0.
11 est perpendiculaire au plan méridien
yX—-xY =0
Lanormale en M est définie par les équations
wa__Y—'y'_Z—‘-Z’
2xG, 2yG, = G-
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5.6. SPHERES, CYLINDRES, CONES,
QUADRIQUES

La sphére

Les propriétés de la sphére se déduisent aisément de celles du
cercle (paragraphe 3.3.).

L’équation de la sphére de centre C (g, b, ¢) et de rayon R est

(5.6.1) (x—a® +(y—b? +(z—cf =R,
ou encore
(5.6.2.) x? 4+ y2+ 22 —-2ax —2by —2cz+d =0,

avec d = a® + b® + ¢* — R~

Si My (x1, y1, z1) et Mz (x2, y2, z2) sont les extrémités d’un
diameétre, 'équation est (¢f. 3.3.5.)

(563) (x — x1)(x — x2) + (v — y) (¥ — y2) + (2 — 21) (z — z2) = 0.

Le théoréme (3.3.2.) se généralise facilement sous la forme suivante :

Théoréme 5.6.1.

L’ensemble des points de I'espace dont le rapport des distan-

ces d deux points fixes A et B a une valeur donnée k # 1
est la spheére de diamétre 1J, tel que les points 1 et J divisent

le segment AB dans le rapport k.

Exemple 5.6.1.

Considérons deux charges électriques g et g’ de signes opposés
(fig. 5.6.1.) placées aux points A et A’. Le potentiel du champ (para-

graphe 6) est
Ve (149
dmegg\r 1

11 est nul en tout point M tel que

!

(5.6.4) $=—%=a@

r
ce qui définit une sphére d’aprés le théoréme (5.6.1.). Inversement soit
une sphére métallique. Une charge g placée a4 proximité de la sphére

Remarque 5.6.1. — Dans I'équation (5.6.2.)
x2 49?422 ~2ax ~2by ~2¢cz+d=0

apparaissent quatre paramétres a, b, ¢ et d. La
sphére est définie. en général par quatre points
M;i, M3, M3 et M4, dont on connait les coordonnées.
L’équation de la sphére (exercice) s'écrit alors
X2+ 4+ x oy oz
2 2 2
Xxp+yi+zy X1 Y1 oZ1
B yi 4+ ox2 oy o2
j+y3+3 % oy oz

X+ Vi+ 2R Xa ya o za

—_ e
I
=3

Exercice 5.6.1. — Une sphére (S) réfléchissante, de
centre O (0, 0, 0), de rayon 1, est éclairée par une
lampe placée en L (2, 2, 2). .
Déterminer le rayon incident tel que le rayon réflé-
chi éclairé T (2, 1, 1).

F1G. 5.6.1.
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FI1G. 5.6.2.

Exercice 5.6.2. — Déterminer I'équation d’un rayon
incident issu de A et celle du rayon réfracté
(fig. 5.6.2.).

Montrer que celui-ci passe par A’.

Exercice 5.6.3. — Soit A et B deux points fixes.
Déterminer le lieu des points M de Pespace tels
que :

I MA|* + | MB |* = k,

ot k est un réel positif. On posera a = | AB ||.

F1G. 5.6.3.

qui induit sur celle-ci une répartition de charge . La théorie des images

“électrigues permet de calculer o 4 partir du champ créé par g et ¢’ (image

¢électrique de g). La charge ¢’ est définie par

= Ret d—R2
q_ qD —D'

Exemple 5.6.2.

Soit un dioptre sphérique (fig. 5.6.2.) et deux points A et A’
« divisés » par la sphére (S) dans le rapport k = '—';«, On démontre que tout

rayon issu de A se réfracte en M selon un rayon passant par A’ qui est
Vimage virtuelle de A, parce que le chemin optique n. AM — n’. A’ M est
nul, donc constant pour tout M de (S). Les points A et A’ réalisent le
stigmatisme rigoureux pour le dioptre sphérique.

Plan tangent a une sphére

L’équation (5.4.2.) s’écrit
(5.65.) xX + yY + zZ — R? = Q.

Le lecteur établira a titre d’exercice 'équation des plans tangents
de direction donnée, ou passant par une droite (A) donnée.

Intersection de deux sphéres
Soit deux sphéres (S) et (S') données par leurs équatioﬁs sous la
forme (5.6.2.) ‘
x>+ y? 4+ 22 —~2ax —2by —2cz +d =0,
x>+ P+ 22 ~2ax-2by—-2cz+d =0.
En faisant la différence membre & membre nous obtenons Péquation
d’un plan (P)
(566) 20@—ad)x+2b-b)y+2(c—-c)z+d—-d =0

Clest le plan radical des deux sphéres qui est orthogonal a la ligne CC’
des centres (fig. 5.6.3.), et qui découpe sur (S) et (S') un cercle (I') de
centre ®, de rayon r. Ce cercle est 'intersection de (S) et de (S').
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Cylindres et cones de révolution

Nous avons vu au paragraphe (5.4.) comment établir P'équation
cartésienne des surfaces coniques et cylindriques. Ces méthodes s’appli-
quent aux cylindres et cones de révolution. Nous observons plutét ici
les intersections de ces surfaces entre elles, et leurs sections par des plans.

La figure (5.6.4.) présente la section d’un cylindre (C) par un plan
(P). Nous figurons les deux sphéres (S) et (S') inscrites dans (C) tangentes
a (P) en deux points F et F’. Soit M un point de l'intersection (C) n (P),
et la génératrice (D) passant par M, tangente 4 (S) et a (S’) en deux points
TetT.

Nous avons

(567) | MF | = | MT |

car les tangentes issues de M 4 la sphére (S) ont toutes méme longueur.
De méme | MF' | = || MT' |, et

(5.6.8) |MF | + | MF | = | MT | + | MT" |.
Cette somme est constante : c’est la distance o o’ des deux centres.

D’ou le théoréme :

Théoréme 5.6.2.
Les sections planes d'un cylindre de révolution sont des
ellipses.

Soit o I'angle que fait le plan (P) avec la verticale, (A) la droite
P) n (Q), H le projeté de M sur (A).

Nous avons | MT | = | MH |. cos ¢, d’ou (5.6.7.)
| MH | '

Ainsi Pellipse a pour excentricité e = cos d.

La relation (5.6.8.) est encore valable pour un cone (%) de demi-
angle au sommet 9, si le plan (P) est tel que a > 8 (fig. 5.6.5.). La somme
| MT | + | MT' || est constante, égale a la longueur de la génératrice
du tronc de cobne découpé sur le cone par (S) et par (S’). L’intersection
() n (P) est donc une ellipse.

Si o < O (exercice) nous avons
(569) [ MF| - [MF|=[MT| - |MI'|=Ce

et la section est une hyperbole.

Exercice 5.6.4. — Déterminer le centre o et le rayon r
du cercle (I') = (S) n (S') défini ci-contre ( fig. 5.6.3.).
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Exercice 5.6.5. — Exécuter les figures correspondant

aux cas de I'hyperbole et de la parabole sur le modéle.

de la figure (5.6.5.).

Remarque 5.6.6. — On montre que Pimage d’une
conique (y) par une perspective (paralléle ou cen-
trale, c¢f. paragraphe 2.) est en général une autre
conique (y'). Cela est évident pour la perspective
centrale si I'on connait (y) comme section plane
d’un c6ne de révolution.

Exercice 5.6.6. — Soit deux cylindres (%) et (€') de
méme rayon b, d’axes concourants en un point O,
La sphére (S) de centre O et de rayon b est inscrite
dans (%) suivant un cercle (y), dans (%’) suivant un
cercle (y'). Soit (P) et (P) les plans de ces cercles.
Montrer que tout point de (¥¢) N (¢') appartient 3
I'un des bissecteurs (Q) et (Q') de (P) et de (P').
En déduire que Pintersection (%) n (%’) se compose
de deux ellipses (E) de demi-axes a et b, (E') de demi-
axes a' et b, avec

1 1 1

2 ET

[

Calculer a et o’ en fonction de 'angle 8 que font les
axes de (¥) et de (%").

Exercice 5.6.7. — Montrer que toute section plane
d’une quadrique est une conique. '

Remarque 5.6.7. — L’équation (5.6.10.) peut s’écrire
sous forme matricielle
A BII BI CII x
B A B C y
1 = 0.
[x vz Mg 5 a o |2]=0°
cC ¢ CD 1

Si o = 0 (exercice) la section est une parabole.
Ces résultats sont rassemblés dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.6.3.

Soit un céne de demi-angle au sommet © coupé par un plan (P)
ne passant pas par O, faisant un angle o avec la verticale.

La section conique est

® une ellipsesi o > 0,
® une hyperbole si o < 0,
® une parabole si o = 0.

L’excentricité est e =

Les intersections de sphéres, de cones et de cylindres deux a deux
sont beaucoup plus compliquées en général. Ce sont des courbes para-
métrées du quatriéme degré, non planes en général, dont on peut tracer
les projections sur la table tragante de I'ordinateur (quartiques).

On obtient ainsi une épure des figures considérées (cf. Annexe).
Le tracé des intersections de solides en projection sur deux plans ortho-
gonaux est ’'un des objets de la géométrie descriptive créée par Gaspard
Monge (1746-1818).

Les quadrigues

Nous avons vu au chapitre 3 les coniques; on appelle quadriques
les surfaces représentées par I'équation générale

(5.6.10) f (x,p,2z) = Ax> + A"y* + A"z + 2Byz + 2B’ zx
+2B"xy+2Cx+2Cy+2C"z+ D=0

Les surfaces des exemples (5.5.1.) sont des quadriques particuliéres.

Comme pour les coniques (paragraphe 3.7.) et par application des
changements de coordonnées rectangulaires dans l'espace (c¢f. para-
graphe 2.4.), une translation d’axes,

: y=yo+Yy, z=z+7
(dans le cas des quadriques & centre unique), transforme I'équation

(5.6.10) en une équation ne contenant plus de termes du 1°' degré soit

X = Xo + X,



5.6. Spheéres, cylindres, cénes, quadriques

249

(5.6.11.) Ax? +Ay?+ A"z + 2By 7 + 2B 7 X

+2B"x'y+H=20.

Les coordonnées xo, yo, zo du centre @ s’obtiennent (cf. coniques
paragraphe 3.7.) en résolvant le systéme
of

== (X0, Yo, zo) = 0,

O0x

0
_a:){: (XO, Yo, ZO) = 0,

f _
aZ (xo, Yo, Zo) = (.

Une rotation d’axe convenable peut faire disparaitre les termes

rectangles et conduit en général a I’équation sous forme réduite classique
5612) oaX*+BY*+vZ*=3

Pour cela nous écrivons les termes de second degré de la relation
(5.6.11.) sous la forme

(remarque 5.6.7.).

A B" B X
(xl yl ZI) Bll Al B y
B B A z
Le nouveau repére (o, XYZ) est défini par les vecteurs propres de

la matrice (3 x 3) ci-dessus. Les valeurs propres o, P, v se retrouvent
dans (5.6.12.); o, B, v et 8 sont définis a un facteur preés.

Donnons ici un exemple de quadrique suite au paragraphe 4.9.

du tome I.

Exemple 5.6.3. Ellipsoide d’inertie

Nous savons que le moment d’inertie d’un corps solide homogéne
par rapport 4 I'axe (A) de cosinus directeurs o, B et y passant par le
centre de coordonnées est '

(5.6.13.) Ir = Jv d* dm,

ou d est la distance d’un point matériel P quelconque du corps a la
droite (A). D’aprés 'exemple (1.7.3.)

Exercice 5.6.8. — Déterminer le centre o de la
quadrique d’équation
4x* +4y? —322 4+ 6yz + 6zx — 8xy

‘ +6x+6y+6z+4=0

Remarque 5.6.8. — Donnons briévement une liste
de quadriques suivant les signes des coefficients
o, B, A et 6 de la relation (5.6.12.) :

e o B, v, 6 > 0:l'équation (5.6.12.) s’crit
X y: 272
atEpta=t

c’est un ellipsoide (exercice 5.6.10. a);

e o, B,& > 0,y < 0:équation (5.6.12.) s’écrit
X2 Y: z?

a? b

1,

c’est un hyperboloide a une nappe (exercice 5.6.10. b);
ea,f>07v8<0,
X y* 7*

L S
a® b ’

cest un hyperboloide & deux nappes (exercice
5.6.10. ¢);
@ 8=00x B x vy <0, par exemple,
X: y* z?
ZtET
c’est un cdne (exercice 5.6.10.d).
ey=0

Cylindres d’axe ®Z, dont la base est une conique
{exercice 5.6.10¢). Cependant I’équation (5.6.10) ne
conduit pas toujours a la forme (5.6.12.). Il y a d’au-
tres formes possibles que nous ne détaillerons pas.
Citons la forme

qui caractérise les paraboloides (elliptiques si
p x g > 0, exercice 5.6.10. f, hyperboliques si
p x g < 0, exercice 5.6.10. g).

Exercice 5.6.9. — Déterminer I'équation réduite
(5.6.12.) pour la quadrique de I'exercice (5.6.8.).
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Exercice 5.6.10. — Dessiner les quadriques d’équa-
tions

xz y2 zZ
2 (5) + () - () -+
by x* + y? — 22 = + 1,
) x2 4+ yr -zt = — 1,

Exercice 5.6.11. — Le point M d’angle. polaire 6
décrit le cercle (y) de centre C (0, 0, h) et de rayon R
(fig. 5.6.6.).

Le point M’ d’angle polaire 8 + o (o fixé, 0 S e < )
décrit le cercle (y) de centre C' (0, 0, — h) et de
rayon R. Déterminer

a) les équations de la droite MM’ pour tout 8;

b) Péquation de la surface (3#) engendrée par cette
droite quand 0 varie.

Comment cette surface s’appelle-t-elle?

h

h

Lo S

¥ o M

FIG. 5.6.6.

(56.14) d* = o®()* + 2% + B* (x* + 2%) + v (x* +)?)

— 2 Byyz — 2 yozx — 2 afxy.

On appelle par convention habituelle

A=IOX=J(y2+zz)dm B=on=j(x2+zz)dm,

C=1Io = j(xz + y?) dm
et les produits d’inertie
D= Jyzdm, E = fzxdm, F = nydm.

D’aprés la relation (5.6.14.), on a pour (5.6.13.) '
Iy =Aa®>+Bp*+Cy>-2Daop — 2Eya — 2F af.

(5.6.15)
Si I'on prend sur I'axe (A) deux points P et P’ tels que
‘ ’ |
|oP| = |oP | = -
20
On a OP = | OP || u, si u est le vecteur de (A) de cosinus directeurs

o, Bety. 4

Désignons par x, y et z les coordonnées de P
¢ y= B -
Ly V1a V1w
Par suite, 'équation (5.6.15.) s’écrit

(5616) 1=Ax*+By*+Cz2—-2Dyz—2Ezx — 2Fxy.

X =

Ainsi P et P ehgendrent une quadrique que I'on appelle ellipsoide
d’inertie du solide (S) par rapport au point O.

Exemple 5.6.4. Contraintes au sein d’un solide

En chaque point O d’un solide existent des efforts intérieurs qui
assurent sa cohésion.

Imaginons un plan passant par O, partageant le solide en deux.
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Tout élément de surface (paragraphe 6.) dS, contenant O, est soumis
a une force élémentaire dF et le vecteur

dF
f=%

est appelé contrainte au point O pour la direction de plan considérée.
Il sécrit
(5.6.17.) f=n+1

ou n et ¢ sont les contraintes normale et tangentielle a la facette dS
(fig. 5.6.7.).

Soit un repére orthonormé Oxyz et un cube élémentaire construit

sur ce dernier (fig. 5.6.8. a). '

Nous appelons fi, f> et f3 les contraintes relatives aux faces yOz,-

xOz et xOy qui se décomposent ainsi :

Ji=0x.0 +Ty.j +1x .k
(5.6.18.) fo = oy < J o+ Ty i+ 1k,
=0k 4+ T @ + Ty j.

Pour observer la contrainte f s’exercant sur un plan (P) quelconque,

désignons par v un vecteur unitaire normal 4 (P), de cosinus directeurs
o, B et y. (P) découpe un tétraédre OABC sur le triedre (fig. 5.6.8. b).

En exprimant I'équilibre du tétraédre dans Je solide nous obtenons
(exercice 5.6.11.) les composantes f, f, et f, de la contrainte f sous la

forme
x Ox Txy Txz o
<y> = <Tyx Oy 'Fy2> <ﬁ>
z Tzx Tzy Oy Y

Calculons la contrainte hormale n = n v, sachant que n = f . v
et que la matrice T, est symétrique (exercice 5.6.11.).

(5619) n=oc..0>+0,.p%2 +0,.7*

+20B. Ty + 207 T + 2BV T = @ (05 B, ).
Divisons les deux membres de (5.6.19) par n. Nous avons
0 <i, B _v_> _1
V'V Yn

2 —B-, —), telque OM =

V' Vn

v

T

et lepoint M <

=

- FI1G. 5.6.7.

Exercice 5.6.12. — En exprimant I’équilibre du cube
(fig. 5.6.8. a) montrer que

Tey = Ty Taz = Tame Tz = Tzpe

C’est-a-dire que la matrice
Ox Txy Tx:
To={ 1= 0Oy T

Tex Tzy  O:

" appelée tenseur des contraintes (cf. paragraphe 6.)

est symétrique.

T\Ojll.k. ,/it: ,\',‘.;-‘.Z.__ | é L, .'Il; ‘ Sy
O": .2 ;Z i

a

i

FI1G. 5.6.8.
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Remarque 5.69. — Le nouveau repére OXYZ est
tel que les contraintes tangentielles au point O
sont nulles sur les directions des plans XOY, XOZ
et YOZ. '

Remarque 5.6.10. — Comme o? + B2 + y =1, les
relatlons (5.6.20.) entrainent
R R 7

W+ﬁi+ﬁi~1

Ainsi Pextrémité du vecteur contrainte f décrit un

ellipsoide (ellipsoide de Lamé).

Remarque 5.6.11. — Le point M (n, £) est 4 I'inter-
section des trois cercles (Cy), (Ca) et (Ca). I est
situé dans la zone hachurée ( fig. 5.6.9.).

Exercice 5.6.13.
a) Montrer que (Cy) (Cz) et (C3) sont concourants
(en calculant un déterminant par exemple).

b) Calculer la puissance d’un point de (I';)) par rap-
port 4 (Ci), i = 1, 2, 3. En conclure que le point
M (n, 1) appartient a la zone hachurée (fig. 5.6.9.).

décrit donc une quadrique d’équation ¢ (x, y, z) = 1.
Si nous diagonalisons la matrice symétrique T, (tome 111, exemple
3.5.1.), équation (5.6.19.) prend la forme nouvelle
]f\Il.X2 + Nz.Y2 +I\I3.Z2 = 1.

Dans le nouveau repére (axes principaux des contraintes) nous
avons

fx = . Nl,
(5.6.20) fr=p.Ny
fz =Y. N3.

Pour se faire une idée des grandeurs n = || n| et t = | t |, tragons

un repére d’axes Ot et On et cherchons le lieu du point M (n, ) quand
la direction du plan (P) varie. Nous partons des relations

P f[P = = NP o+ NP+ N2 LY
n=N1.u2+N2.B2+N3.72

et Cat+ P4y =1
@ Soit o fixé. — En €liminant f et vy nous trouvons
n* 4+ 2 — n(N2 + N3) + N2 N3 + a? (N3 — Np) (Ny — Nz) = 0.

Clest P'équation d’un cercle (C,) centré sur On, de centre indépen-
dant de o. Pour o = 0, nous avons un cercle (I'y) d’équation

(5.6.21) n* + 2 — n(Nz + N3) + N2 N3 = 0.
® Soit B fixé. — En éliminant o et y nous trouvons
n* + 2 —nNs + Np) + Ny Ns + B (Ny — N2) (N2 — N3) =0,
équation d’un cercle (C,) qui, pour § = 0, se réduit a (I'y)
(56.22) n? + 12 —n(Ns + Ni) + Ny N3 = 0.
® Soity fixé. — Nous avons de méme un cercle (C3)
w + 2 —n(Ny + Nz2)+ Ny N2+ 9> (N2 = N3) (N3 — Ng) =0
qui, pour v = 0, se réduit a (I'3)
(5.6.23) n? 4+ 2 —n(N;y + Nz) + Ny Np =

Nous figurons (fig. 5.6.9.) les cercles (I'y), (I'2) et (I's) en supposant
N; > N3 > Nj. Ce sont les cercles de Mohr. Le point M (n, ?), inter-
section des trois cercles concourants (Cq), (Cz) et (Cs), appartient a la
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zone hachurée (exercice 5.6.12.). Ces cercles sont trés utiles pour décrire
’état des contraintes au point O suivant la direction de plan considérée.

Les angles @1, @2 et @3 que fait le vecteur normal n avec les plans
principaux sont donnés par la construction de la figure (5.6.10.).

Notons que I'état des déformations peut aussi étre décrit par ce
type de représentation plane. Les liens entre contraintes et déforma-
tions sont I'objet de la résistance des matériaux.

5.7. SURFACES ENVELOPPES. SURFACES
DEVELOPPABLES. CENTRE DE COURBURE
D’UNE COURBE DE I’ESPACE '

Comme pour les courbes planes au paragraphe (3.10.), considérons
une famille de surfaces (S;) définies par ’équation générale
F(x,y,2A) =0
dans laquelle A désigne un paramétre arbitraire.

Les surfaces (S) et (S) obtenues pour les valeurs A et A + AA du
paramétre se coupent suivant une courbe (C). Lorsque AA tend vers
zéro, la courbe (C) a pour limite une courbe (I') dite courbe caractéris-
tique de la surface (S).

Comme pour les points caractéristiques dans le cas plan (para-
graphe 3.10.) on démontre de la méme fagon que la courbe caractéris-
tique est définie par ’équation

(5.7.1.) F(x,p,2zA) =0
et équation dérivée par rapport a A,
(5.7.2.) Fo(x, 52, A) =0.

On peut énoncer un théoréme analogue au théoréme (3.10.1.).

Théoréme 5.7.1.

Si les surfaces (S) admettent une enveloppe, celle-ci fait
partie du lieu géométrique obtenu par élimination de A entre
les équations (5.7.1.) et (5.7.2.).

Exercice 5.6.14. — Montrer que les angles @1, @2
et @3 que fait » avec les plans principaux de con-
trainte sont donnés par la figure (5.6.10.).

FIG. 5.6.10.

Remarque 5.7.1. — Soit un solide en mouvement.
Sa surface qui varie dans I'espace définit une famille
de surfaces d’équation

Flx,y,20 =0

ou ¢ désigne le temps.

Exercice 5.7.1. — Soit un ellipsoide (Eo) d’équation

2 2, 2
x* 4yt =1
Y3

On le fait tourner autour de la droite (D) d’équations
x = 0, y = z avec une vitesse angulaire o.
Soit (E;) la surface vue & Pinstant t Déterminer
I’équation de la famille (E,) et amorcer le calcul
de la surface enveloppe. '
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Exercice 5.7.2. — Soit une plaque (%) suspendue
en trois points A, B et C par des cables maintenus
verticaux. A Pinstant 0, la plaque se confond avec
le plan xOy, les points A, B et C ont pour coordon-
nées (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, — 1, 0). Un dispositif
provoque des montées et descentes des points
A, B et C dont les altitudes dépendent du temps
selon les fonctions

a(f) =sin ¢,

b(f) = 2sin ¢,

¢ (f) = sin? ¢
Ecrire les équations de:la surface enveloppe (£) du
plan de la plaque mobile (#,). :
Etudier cette surface {&).

Remarque 5.7.2. — Supposons que la famille de
surfaces (S,) soit donnée sous forme paramétrique
x = f{u, v 1),
y=g o),
z = h(uuvd).

L’enveloppe s’obtient en adjoignant & ce systéme
la relation
ou dv O
b o O
ou ov A
0z 0z Oz

u v A

=0 (exercice).

FiG. 5.7.1.

Soit en effet
(573) x=fD y=gOhi z=hO0),

les équations paramétriques de la courbe caractéristique (I') qui corres-
pond & la valeur A du paramétre, ¢ précisant la position d’un point
arbitraire le long de (I).

On peut considérer ces équations (5.7.3.) comme définissant une
surface (E) a deux paramétres.

Les différentielles totales dx, dy et dz des fonctions 5.7.3. vérifient
F.dx + F,dy + F,dz + F; d\. = 0.
D’aprés (5.7.2.), on obtient
F.dx + F,dy + F,dz = 0.

C’estI’équation du plan tangent en M 4 la surface donnée (S) d’équa-
tion (5.7.1.). 1l est identique au plan tangent a la surface enveloppe (E)
pourvu que les trois dérivées partielles F', F}, et F), ne soient pas toutes
les trois nulles au point M considéré.

Comme pour le cas plan, exemple (3.10.3.), considérons des sphéres.

Exemple 5.7.1.

Soit la famille de sphéres (S) de rayon R constant, dont le centre
de coordonnées a, b et ¢ est fonction d’'un paramétre A. Autrement
dit, le centre décrit une courbe (D) de I’espace.

a=a()), b = b(}A), ¢ = c(A).
L’équation des sphéres (S) s’écrit '
(x—a?+(y—>5b?+(z—c?=R%L
On lui adjoint I'équation dérivée par rapport a A,
x—aad+@y—~bb +(z~—c)c =0

C’est un plan qui passe constamment par le centre d’une sphére (S).
La courbe caractéristique est le grand cercle, section d’une sphére (S)
par le plan normal a la courbe (D), lieu géométrique de son centre,
(fig. 5.7.1). '

L’enveloppe (E) obtenue, appelée surface canal, est engendrée par
le cercle (C) de rayon constant R dont le plan reste normal au lieu
géométrique (D) du centre du cercle (fig. 5.7.1.).
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Exemple 5.7.2.
Le tore

Dans I'exemple (4.5.2.) du tome I nous avons déja parlé du tore.
C’est la surface engendrée par un cercle qui tourne autour d’un axe
situé dans son plan.

Considérons ici le probléme sous 'angle de 'enveloppe d’une sphére
de rayon constant dont le centre décrit un cercle fixe donc une applica-
‘tion de I’exemple précédent. Cette enveloppe est un tore.

Supposons que le centre d’'une sphére (S) de rayon r d’équation
(x — a4+ (y —b? + 22 =1
décrive un cercle d’équation
z =0, a® + b* = R? = Cte,
soit
‘ a=Rcosp, b=Rsino.
A léquation de la sphere
(x — Rcos @) + (y — Rsin @) + 2% = 2,
qui s’écrit
(574) x2+y?+ 224+ R2—r2=2Rxcos¢ + 2R ysinq,
on adjoint 1’équation dérivée par rapport a @, soit
(5.7.5) ycos @ — xsin @ = 0.

C’est un plan passant par I’axe des z.

En éliminant @ entre les équations (5.7.4.) et (5.7.5.), on obtient
Péquation du tore, surface algébrique du quatrieme degré

(576) (x> + ¥+ 22+ R? — )2 =4R*(x? + y).

Surfaces développables
Définition 5.7.1.

On appelle surface développable, toute surface enveloppe
d'un plan P dépendant d’un paramétre variable.

Soit I'équation du plan (P)
(5.7.7) Ax +By + Cz 4+ D =,

Exercice 5.7.3. — Déterminer 'équation de la surface

.canal engendrée par une boule de rayon 1 dont le

centre décrit I'hélice circulaire d’équations

x=2cost, y=2sint, z=44¢

Exercice 5.7.4. — Déterminer P'équation de la surface
canal engendrée par une boule de rayon 1 lancée
a Porigine selon le vecteur vitesse v (0, 1, 1). La pesan-
teur s’exerce parallélement & Oz (g = 10).
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Exercice 5.7.5. — La figure (5.7.2.) représente le
profil du tore (T) sur le plan yOz et celui d’un plan (P)
contenant Ox, tangent au tore en deux points U
et U

a) Déterminer I'équation de ce plan et celle de
Pintersection (T) n (P) = (I).

b) Déterminer I'équation de (I) dans un repére
orthonormé { I, J, K } tel que I et J appartiennent
4 (P). En déduire que (T') est formé par deux cercles
(cercles de Villarceau).

Tracer la projection horizontale de (T) et (I') sur xOy.

dans laquelle A, B, C et D sont des fonctions d’un paramétre A. L’équa-
tion dérivée s’écrit
Ax+By+Cz+D =0
et représente un plan. La courbe caractéristique est donc toujours une
ligne droite (A). '
La surface enveloppe (E) est, par conséquent, une surface engendrée
par une droite que I'on appelle surface réglée (cf. 5.8.).

Nous nous limiterons comme application au probléme de la
recherche du centre de courbure d’une courbe de I'espace.

Centre de courbure

Considérons une courbe (C) de I’espace (fig. 5.7.2.). Le plan (A4"))
normal a (C) au point M () a pour équation. ,
(5.7.8.) X=x)x"+ Y-y +@Z-2)z =0.
La courbe (C) étant donnée par sa représentation paramétrique x (z),

Y (&), z (2), la relation (5.7.8.) représente une famille de plans de para-
métre ¢.

La droite caractéristique (A) du plan (4,) est appelée droite polaire.
On la définit par 'équation (5.7.8.) et I'équation dérivée
579) X —=x)x" + (Y — y) V' +(Z—2)2" =x% + y? + 22
" Cette droite polaire a donc pour coefficients directeurs,
A=yz -2y, B=7x"—x2, C=xy —yx"

Elle est donc perpendiculaire au plan osculateur (@) 4 la courbe (C)
en M (c¢f. relations 5.2.3.) et paraliéle A la binormale.

Définition 5.7.2.

On appelle, centre de courbure de (C) au point M le point @,
ot la droite polaire (A;) perce le plan osculateur (@,).

Ses coordonnées vérifient I'équation (5.7.8.) I'équation (5.7.9.) et
I'équation ‘ ’
(5.7.10.) AX-x)+B(Y-)»)+C(Z~-2=0
du plan osculateur.
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Ces trois équations forment un systéme linéaire en
X—x, Y-y, Z-z

Si I, m et n sont les coefficients directeurs de la normale principale,
(exercice), on trouve, A2 + B? + C? étant le déterminant du systéme,
que les coordonnées X, Y et Z du centre de courbure sont

x/2 + yfz . 212

X-x=lorprco
x,z 4 y/2 + z/2
(5.7.11.) Y — y = mm,
; xlz + yfz + ZIZ
i
avec =Bz —Cy, m=Cx'— Az, n= Ay’ -~ Bx'.
Exemple 5.7.3.

Reprenons P'hélice circulaire (H)

X =acost, y=asint, z = ht.

Nous avons déja donné I'expression du rayon de courbure, exem-
ple 5.3.2. et constaté que le rayon de courbure était constant.

L’application des formules (5.7.11.) permettant de trouver les.

coordonnées du centre de courbure.

2 hz
X — x = —~a—-+———cost,

2 h"i
Y—-y= —-9—i_——sint,

a
Z —z=0.
Par conséquent,
n? h? .
X=—~—cost, Y= ——sint, Z = ht

a a

Le lieu décrit par le centre de courbure @ est donc une nouvelle

hélice (H') (fig. 5.7.3.). C’est une hélice de méme axe, de méme pas,
2 .

tracée sur yn cylindre de rayon —.
a

Exercice 5.7.6. — Déterminer Ies coefficients direc-
teurs de (Azx) pour la courbe d’équations

x(f) = tcost,

y({) =tsiny,

z{t) =1 (tracée sur un cone).

Exercice 5.7.7. — Déterminer le lieu du centre de
courbure pour la courbe (C), intersection de la
sphére

S x*+y +z22=1,
‘etdu cylindre
@® *+@p-1)P=1
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AN

P(A)

F1G. 5.8.1.

Exercice 58.1. — Par tout point P (0, 0, A) sur
Oz (- 1 € A < 1), on méne les deux tangentes
horizontales 4 la sphére

S) x—2+y*+22=1

Déterminer la surface réglée qu’elles engendrent
(conoide).

AT
T Q.
\\ i
1 \ i
2l \ |
i i \\‘ ',l
| \ a_x
; \ )
kY
[ \ Al
O Yy
x P,
A - R >
FiG.5.8.2.
Exercice 5.8.2, — Une trémie est engendrée de la

fagon suivante :

par chaque point My (Ag, 0,0), 1 < X < 1, du seg-
ment AA’ (fig. 5.8.2.) on méne le plan (P,) d’équa-
tion

z (x~?na),-1<?»<1,

_ h
AR —a)
Ce plan coupe le cercle (C) d’équations
x*+y2=R%L z=#h,
en. deux points Qs et Q.

Les segments M Qi et M3 Q;, — 1 < A < 1, en-
gendrent la surface considérée.

Déterminer son équation et les sections planes par
des plans z = Cte.

Exercice 5.8.3. — Revoir ['exercice (5.6.10.).

5.8. SURFACES REGLEES

~ Ce sont des surfaces engendrées par une droite dépendant d’'un
parametre A. On les rencontre fréquemment en architecture. En général
la droite variable (D;) s’appuie sur une courbe (%) en un point P (1) et
est dirigée par un vecteur variable u (\) (fig. 5.8.1.).

D’ou pour un point M quelconque
OM =O0OP(\) + p.u(A).

Exemple 5.8.1.
Soit {A) la droite d’équations

2=0 y= (fig.5.8.3.).

On joint tout point P (A, 1, 0) de (A) au point Q (0, 0, A) de Oz.
La droite PQ est dirigée par

w() = PQ (= % — 1, 1)
Alors OM = OP + p u (\), soit

X =A— Ay,
y=1-4
z = Ap.

L’élimination de A et . donne
x+2)y=x
c’est 'équation d’une quadrique a déterminer (exercice).

Fi1G. 5.8.3.

Nous terminons ce volume par Pétude des champs scalaires
et vectoriels, qui ‘utilise les figures de I'espace que nous
venons d’observer.
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5.9. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

59.1. — Ecrire I'¢quation des plans paralléles aux vecteurs V),
et V2 donnés et passant par le point Mo.

a)Vy = (0,0, 1), V2 =1(01,0) Mo = (0,0, 0);
b)Vi=(2,—3 -4, V2=(132), Mo = (-~ 1,0, 1);
Vi=(-314), V2=(2 -15) Mo=(-2-31)

Déterminer ensuite les intersections avec les axes de ces différents
plans.

5.9.2. — Fcrire I'¢quation des plans passant par trois points Mj,
M et Ma.

ayM; = (0,00, M =(222), Ms = (1,2, 3);

bM; =(0,a,2), M2a=(2a1, —1), Ms=(3a — La);

c)M; =(0,0,1), Mz=(0,2,0), M;s =(3,0,0).

5.9.3. — Etudier, suivant les valeurs du paramétre réel a, linter-
section des trois plans d’équations

§3] ax -2y +z= |,
(Q) x—2ay+z=—2
R) x=—2y+4+az= 1

5.9.4. — Soit trois plans (P;), (P2) et (P3) passant chacun par trois
points donnés. .
(P,) passe par Ay (60,0,0) By (0, 60,0, Ci (0,0, 30),
(P2) passe par A, (80,0,0), B:(0,40,0), C:(0,0, 80),
(P3) passe par A3 (30,0,0), Bz(0,60,0), C;(0,0,60).

a) Dessiner la figure formée par ces plans dans le « triedre positif ».
b) Déterminer les intersections.

¢) Calculer le volume du polyédre formé par (P1), (P2) et (P3)
et les trois plans de coordonnées (voir tome II1, fig. 6.4.4.).

5.9.5. — Deux particules de rayon 1 effectuent des mouvements
rectilignes uniformes de vitesse v sur les droites (D) et (A) :

x—2_y—1

D z
(D) 1 T =%

(4) (fig. 5.9.5.).

z
-1 1 2
A T'instant zéro les centres sont en Mg et Ny, sur xOz et yOz. Déter-
miner I'instant 7. de la collision des deux particules et les nouvelles
droites(D’) et (A’) suivies par celles-ci aprés le choc.

Fi1G. 5.9.5.

5.9.6. — Un « trapéze » est constitué par une tige de longueur 2 |
suspendue en ses extrémités par deux fils de longueur L (fig. 5.9.6.).
On fait tourner la tige d’un angle 0 de fagon que le centre reste
sur Oz. Déterminer la hauteur /i (6) = OC du centre et les direc-
tions des deux fils.

Alo,/,L)

F16. 5.9.6.

59.7. — On pose une carpette circulaire de rayon r & cheval sur
un cylindre horizontal de rayon R. Trouver une condition pour

que le contact soit total (r € R [/5). (fig. 59.7.).

%
, ()
U

F16. 5.9.7.
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Déterminer les équations paramétriques du contour (C) de la
carpette.

Chercher I’équation du cylindre de base (C) dont I'axe vertical
passe par le centre de la carpette.

5.9.8. — On appelle géodésique d’une surface (S) toute ligne (C)
tracée sur (S) le long de laquelle le plan osculateur (0) est orthogonal
au plan tangent(% )a la surface au méme point. (fig. 5.9.8.).

On démontre que si M et N sont deux points de (C), cette courbe
est le plus court chemin de M vers N sur la surface (S).

Déterminer sur le cone (8) d’équation z2 = x* + y* la géodésique
(C)passantpar M (1,0,1) et N(0,2 2).

—

Fi1G. 5.9.8.



Dans tout ce chapitre, nous nous placerons dans un repére ortho-
norm¢ direct.

6.1. CHAMPS SCALAIRES ET CHAMPS
VECTORIELS

Champs scalaires

Définition 6.1.1.

Un champ scalaire est une fonction f qui, & tout point M
d"une partie de I'espace, fait correspondre un nombre réel

f M)

Ainsi, la température a un instant donné, en tout point de la sur-
face (S) de la Terre, définit un champ scalaire sur (S).

Dans la plupart des applications, le domaine de définition (2)
d’une fonction scalaire f est une courbe, une surface ou une région
donnée de I'espace. :

chapitre 6

Champs vectoriels
Intégrales d’un champ
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Exercice 6.1.1. — Etant donné un champ scalaire
défini par
f M) =4yz® + 3xyz — 2% + 2,
déterminer la valeur de ce champ aux points
M(L1 -2 et N(©O, 1)

Exercice 6.1.2. — Soit un champ scalaire défini par
2 2
y z
M) = x>+ 5 ——,
J M) % =2
si x, y et z désignent les coordonnées de M dans un
repére cartésien. :

Déterminer Pexpression de f (M) en coordonnées
cylindriques et en coordonnées sphériques.

x Fic. 6.1.1.

FiG. 6.1.3.

Lorsque nous introduisons un systéme de coordonnées x, y et z,
la grandeur scalaire f (M) peut s’écrire f (x, y, z) a l'aide des coor-
données. Cette notion de fonction de point a 'avantage de montrer le
role purement auxiliaire joué par les coordonnées. Par exemple, la
densité en un point matériel d’'un milieu continu ne dépend que du
point considéré.

Exemple 6.1.1.

La distance f (M) d’un point quelconque M & un point fixe Mo
de l'espace est un champ scalaire dont le domaine de définition (2)
est tout I'espace.

En utilisant les coordonnées cartésiennes, si xo, yo €t zo sont les
coordonnées de Mo, nous avons la relation bien connue

fM) = f(xy2) =) - x) + (v = yo) + (z — 20)’,

ol x, y et z désignent les coordonnées de M.

En changeant de systéme de coordonnées, les coordonnées de M
et de Mo changent en général, mais f (M) conserve la méme valeur
pour un étalon de longueur donnée.

Champs vectoriels

Définition 6.1.2.

Si & chaque point M d’une certaine partie (%) de 'espace
(par exemple les points d’une courbe ou d’une surface)
nous associons un vecteur V (M) = MH, nous avons défini
un champ vectoriel sur le domaine (9) (voir fig. 6.1.1.).

Ainsi nous connaissons le champ des vecteurs tangents 3 une courbe
de lespace (fig. 6.1.2.), le champ des vecteurs normaux & une surface (S)
donnée (fig. 6.1.3.).-

Dans un repére cartésien, nous pouvons écrire
V(M) = V(x,y,z) = f (x’y: Z)i + g(x,y,z)j + h(x’yaz)ka

mais il ne faut pas oublier que le champ V ne dépend que des points
du domaine.

Les équations

P = f(x,y,z), R = h‘(x,y,z) -

Q= g (x’ Y Z),
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qui donnent les composantes du vecteur champ MH en fonction des
coordonnées x, y et z du point M sont les équations du champ.
Citons quelques cas importants :

— un champ de vitesse ou le vecteur MH peut étre le vecteur
vitesse 4 un instant donné d’une particule d’un fluide en mouvement,
occupant a cet instant la position M;

~ un champ de forces ol le vecteur MH représente une force a
laquelle se trouve soumise une masse ponctuelle mobile donnée lorsque
cette masse ponctuelle vient en M. Un champ de forces peut aussi étre
déduit de champs électriques, ou magnétiques.

Exemple 6.1.2.

Champ de vitesses

Considérons a un instant quelconque les vecteurs vitesses V ™)
d’un corps tournant autour d'un axe. Ils constituent un champ vectoriel
de la rotation (fig. 6.1.4.).

Dans un repére orthonormé, nous avons vu & I'exemple (1.4.1) que

VM) =V{x,y 2 = A OM.

Si le choix du systéme de coordonnées est tel que le vecteur £2
(vecteur instantané de rotation) soit dirigé suivant I’axe Oz de module
®, nous avons d’aprés la formule (1.6.4.) donnant les composantes

scalaires du produit vectoriel de deux vecteurs

i j k
VM) =|0 0 o] =0 (- yi+ xj).
X y z
Exemple 6.1.3.
Champ de forces

Considérons une particule A de masse M fixée en un point Po
et une particule B de masse m placée en un point quelconque P de
’espace, attirée par le point A.

D’aprés la loi de Newton sur la gravitation, il existe une force
gravitationnelle F dirigée de P vers Py dont le module est proportionnel

N : .
a — ou r désigne la distance Po P, soit
r

(1) | |F| =3, oic=GMnm

&

-

FiG. 6.1.4.
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Fic. 6.1.5.

w0

E(M;)
M

o* —
Al M EM)
FI1G. 6.1.6.

G = 6.67 x 107! m3/kg.s? est la constante de gravitation. Ainsi F
définit un champ vectoriel dans I'espace.

Si nous introduisons des coordonnées cartésiennes
r=)(x — %o + (y — yo)* + (z — 20)>.

Introduisons le vecteur ’

)] r=(x—x0)i+(y—y)j+(z— zo)k.

r e
Nous avons | r| =r et —— est un vecteur unitaire dirigé
r

suivant F. Le signe moins indique que F est dirigé de P vers Py
(fig. 6.1.5.). Avec les relations (2) et (1) nous obtenons

F=||F||<-_’—;>=-c;'§,

X — Xo , y—JYo. Z — 2o
F=—-c—5—i-c—5—j—c—5—k,
r r r

soit

X — Xo - Vo Z - Z0
CX——gl“ et — c¢—5— sont les composantes du
r :

vecteur champ F.

Exemple 6.1.4.

Une charge électrique g placéé en A produit un champ électrique
défini en tout point M par

1 q
'_2.

E (M) =41ceo r

u,

ou r est la distance | AM |, u le vecteur unitaire porté par AM, dirigé
de A vers M (fig. 6.1.6.).

Soit un dipéle €lectrostatique constitué par les charges + g et
— g placées en A G O)etB <—— é, 0). Le champ E se décompose en
tout point M du plan selon une composante radiale E, et une compo-
sante tangentielle Eq (fig. 6.1.7.). Nous I'exprimons tout d’abord par
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ol u; et u sont les vecteurs unitaires portés par AM et BM, avec
ri=| AM| et r.=|BM|.
Un calcul effectué plus loin conduira a

_2pcosH psin 0

E=—— Ey=-——7i
4meer? 4meer?y

avecr = | OM ||.

Ce calcul utilisera la notion de potentiel.

Le paragraphe suivant est consacré a I'étude d’un cas particulier
de champ vectoriel.

FiG. 6.1.7.

6.2. CHAMP DES MOMENTS DE VECTEURS
GLISSANTS

Considérons, par exemple, un systéme (&) de forces Fy, Fa, ..., Fx
agissant sur un solide donné ( fig. 6.2.1.). On peut caractériser ce systéme
de forces par la résultante R = Fy + F2 + ... + F, et par le moment
résultant (exemple 1.4.4.)

Ao (y) = Mo (Fl) + Mo (F2) + ... + ﬂ/o(Fn),
avec Mo (F;) = OM; A F;, 1<ign
Notons X, Y et Z les composantes de R, et L, M et N celles de

A o (&) par rapport 4 un repére orthonormé.

Le point O par rapport auquel on calcule le moment est quelconque :
ainsi le moment résultant #o (&) définit un champ vectoriel.

Soit G un autre point de I’espace et .#o- (<) le moment résultant
en ce point. Nous pouvons calculer la différence

E

FiG. 6.2.1.

Mo (F) — Mo (&) = ; (O'M; — OM) A Fi

i=

—00A Y F,=00AR,
i=1

Exercice 6.2.1. — Calculer le moment par rapport
4 O (origine des axes) du systéme (&) de deux

L : forces ¥;:(1,0,1) et F; (1, 1,0) appliquéesen
d’ott la formule importante des points A (L2 1) et Az 1 1)

6.2.1. Mo = M O
( ) 10 &) 0 (5?) +0 AR, Exercice 6.2.2, — Calculer le moment du systéme (&)
qui relie entre eux les vecteurs du champ calculés en des points différents. deI'exercice{6.2.1.) par rapport au point O’ (1, — 1,2).
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Remarque 6.2.1. — Effectuons le prodyit scalaire
des deux membres de (6.2.1) par le vecteur OO’;
nous obtenons

M. 00" = Mo . 00",

cest-a-dire que les moments par rapport i deux

points O et O’ ont méme projection sur la droite OO'.

C’est une propriété caractéristique des champs de
. moments d’un systéme de vecteurs glissants. .

F! E
F'\\I ;
ADA| LAY A,
it .
“ Y
FiG. 6.2.2.

Exercice 6.2.3. — Soit la force F{ (0, 2, 4) appli-

3
6.2.1) et Fy (0, — 6, 4 appliquée en un point
A% (0, y, 0). Déterminer y pour que le systéme (&)
ait méme moment résultant quele systéme (&).

quée au point A} (D, i 0) de la poutre (exemple

Effectuons le produit scalaire des deux membres de la relation
(6.2.1.) par la résultante R. Nous obtenons

(62.2) Mo . R = Mo . R,
ou encore

L'X+MY+NZ=LX+ MY + NZ

Cette quantité est indépendante du point O considéré : c’est I'inva-
riant scalaire du systéme de forces ().

Exemple 6.2.1.
Considérons le systéme (&) des deux forces
Fi (0, — 55 et F2(0,1,3)

appliquées aux points

Ay (0, é, 0) et A2(0,10)
d’une poutre de longueur I, encastrée dans le plan xOz (fig. 6.2.2.).
Nous avons
R=(@0 —48) e Ho(&)=4L00).
Soit alors le systéme (&) des forces
Fi1 (0, —4,4) et F;(0,0,4)

appliquées aux points

, 21 , 31
Al (0, —5~, O> et Az <0, —5", 0)
Nous avons

R=0—-48=R (%) =(410,0) = Mo(¥)
Les systémes (&) et (') ont méme résultante R et méme moment
résultant en O.

Drapres (6.2.1.), ils ont méme moment résultant en tout point O
de Pespace.

Définition 6.2.1.

On appelle torseur Vensemble de tous les systémes (&)
ayant méme résultante et mémes moments qu’un systéme
donné (&) de vecteurs glissants.



6.2. Champs des moments de vecteurs glissants

267

Cette notion peut &tre utile pour I'étude d’un systéme (&) compliqué.
Tl est naturel de rechercher le systéme (') le plus simple parmi tous
ceux qui ont méme résultante et mémes moments qu’un systéme donné
(&) de vecteurs glissants.

Les systémes les plus simples comportent un ou deux vecteurs
glissants (couple par exemple).

Exemple 6.2.2.

Soit un systéme (&) de vecteurs glissants Fy, Fj, ..., F,, de résul-
tante R et de moments .o (&). Cherchons tous les points P tels que
les vecteurs %, (%) du champ de moments soient colinéaires a la
résultante R.

Soit P et P’ deux tels points. D’aprés (6.2.2),
R. e (#) = R. Mhp (P),

donc les deux moments, colinéaires 4 R, sont égaux. D’aprés (6.2.1.),
‘nous avons :

(623)  Mo(P) = Mp(F)+ OP AR = Mp + OP' AR,
soit
OP A R = OP' A R,
ou
(6.2.4.) PP’ A R = 0.

Les points P et P’ sont situés sur une méme droite (D) paralicle
a la résultante R, appelée axe central du systéme (¥).
Cherchons P tel que OP soit orthogonal a (D).
Effectuons le produit vectoriel de (6.2.3.) par R
RAMo(P)=R A (OP AR)=R*.0OP — (R.OP).R,
d’ou ’

_RA Mo (&)

6.2.5. OP = ;
(6:25) TX[?

Nous reprenons I'étude des champs scalaires et vectoriels quel-
conques.

F16. 6.2.3.

Exercice 6.2.4. — Un assemblage cubique de pou-
tres (fig. 6.2.3.) fixé au sol est soumis aux forces
Fi(—1—-1-1), Fa(1,0,—-1) Fsz(—-11-1)
et Fu (— 2, — 2, — 3) appliquées aux points
A, Az, As et Ay sous Paction de cébles tendus.
Déterminer la résultante R et le moment résultant
par rapport au sommet Aj.

Exercice 6.2.5. — Soit un axe (A) ne passant pas
par O, dont le vecteur unitaire w (o, B, y) admet
un moment .%o (1) de composantes A, p et v.
Montrer que le moment résultant du systtme de
forces (&) par rapport a Paxe(A) est (paragraphe 1.4.)

G =u.dlp ()+ R. o ()
= oL + BM + YN + AX + pY + vZ

Exercice 6.2.6. — Déterminer le moment par rapport
a laréte A} A (fig. 6.2.3) du systéme de forces
Fy, F2, F3 et Fy (exercices 6.2.4. et 6.2.5.):

Exercice 6.2.7. — Déterminer I'axe central du sys-
téme des forces Fy, Fa, F3 et Fa de 'exercice (6.2.4.).

Exercice 6.2.8. — Montrer qu'aux points (P) de
I"axe central (D) le moment .#,» (&) est de longueur
minimale.
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P

Fic. 6.3.1.

Exercice 63.1. — Déterminer la dérivée dans la
direction de u (1, 1, 1) du champ scalaire

x+y+z

flep2) = mmee
VX2 + y* + 2%

. aupoint M(1,0,0).

Champs vectoriels. Intégrales d’un champ

6.3. GRADIENT D’UN CHAMP SCALAIRE

Considérons un champ scalaire différentiable défini dans un
domaine (&) de I'espace, soit f (M) = f (x, y, 2).
Nous savons que la dérivée partielle premiére de f par rapport

-4 x représente le taux de variation de f dans la direction Ox, etc. On

peut ne pas vouloir se limiter a ces trois directions privilégiées et cher-
cher le taux de variation de f dans une direction quelconque.

Pour définir cette dérivation, choisissons dans Pespace un point M
et une direction en M représentée par le vecteur unitaire u (fig. 6.3.1.).

Si (D) désigne la droite issue de M dans la direction de u et si N
est un point de (D) situé a une distance s de M, alors

(6.3.1) (gf ) M) = 140_[@%1@

est appelé la dérvivée de f en M dans la direction de u. Si (a,b,c) désignent
les composantes de u, (6.3.1.) s’écrit :

(6{) (M) = lim f(x + as,y + bs,z + cs) — f(x,y,z)’

6 s—0 dS

Cherchons a exprimer cette dérivée a I'aide des dérivées partielles
de f.

Si M est représenté par le vecteur position a ( fig. 6.3.1.), la droite (D)
peut étre représentée sous la forme vectorielle (cf. ch. 3) '

r@)=x@Ei+y@E)Jj+z06)k

3.2,
(63.2) - r(s)=a+ su
of L, . '
Dans ce cas, s est la dérivée de la fonction f [x (s), y (s), z (5)]

par rapport & 'abscisse curviligne s sur (D). Nous obtenons

f f of\ dy  (of\ dz
o (oo (EL5 (L2 ()5

D’aprés la dérivation de la relation (6.3.2.), nous avons (¢f . théoréme
1.8.1)

dr  dx, dy dz
Gt Tk
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Si nous introduisons le vecteur

| AN AN
(634)) (grad f)u = <6x >M e <ay )m’ * (62 )M b

la relation (6.3.4.) peut s’écrire comme un produit scalaire :

6.3.5.) (af ) M) = u . (grad [)u.

En particulier, si le vecteur u a la direction de Paxe des x, soit u =
nous en déduisons

. o, o
<—a-§>i-t.gradf-axt.t— .

Dans ces égalités et les suivantes, la lettre M est sous-entendue.

D’aprés (6.3.5.) et la définition du produit scalaire de deux vecteurs,
nous avons

of ,
<5§ )u = |ul|.|grad f | cosy = | grad f | cosvy,

ou vy est I'angle entre u et grad f.

Nous remarquons que <g€> est maximal quand
cosy=1 soit y=0,

c’est-a-dire quand le vecteur u est colinéaire a grad f.

Théoréme 6.3.1.

Si f(M) = f (x, y, z) est un champ scalaire ayant des déri-
vées partielles premiéres continues, alors le vecteur grad f
défini par

gradf———f— ai: +—a—§—

existe. D’aprés (6.3.5.), le vecteur grad f, s'il n'est pas nul
indique la direction de plus rapide croissance de f autour
du point M de I'espace.

Remarque 6.3.1. — La différentielle totale

of af s
df = ———d —
If + 6y az dz
se présente comme un produit scalaire
grad f . dM.

Exercice 6.3.2. — Soit f un champ scalaire diffé-
rentiable. Montrer que le vecteur

o, LU
P +6y + 5k

est indépendant de la base orthonormale choisie.
Cet exercice montre que grad f ne dépend que du
champ.

Exercice 6.3.3. — Trouver le gradient grad f quand
a) fxy) =x* =y,
b) f(x, y, z) = xyz,
) fx p2) =——2—L2‘——2
. /x* + y* + z
d) f(xy) = Log (x* + y?),
e) fx, 3 2) = yz + zx + xy,
D feyn=x+ )+ 2%

Exercice 6.3.4. — Soit x un vecteur donné. Montrer
que

grad || x || =

[EZ0
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Exercice 6.3.5. — Trouver la dérivée de la fonction
scalaire définie par f (x, ¥) = x? 4 y* au point
P (x = 2, y = 2) dans les directions suivantes :

a) i; bByi+j s d) —i+j;

e) =&, f)—~i+j W —-j pi-]

Exercice 6.3.6. — Trouver la dérivée des fonctions
scalaires "suivantes en un point P dans la direc-
tion v lorsque :

a) f(xy=2x43y P:(0,2),

voov =3,

b fen) =3 P:(3 - 1)

v=9i-3j
P:(203),

&) Sxy2) =%+ + 2%
. v=20i-j

1

d L Vs o —

Vo2~ 3j+ k.

Exercice 6.3.7. — Montrer que
grad (f + g) = grad f + grad g
ce qui avec 'opératenr différentiel V s’écrit
V/f+9= YV +Vg
Montrer que
grad (fg) = ggrad f + f gradg
soit
V=gV + Vg
Que dire de

grad ! ?
g

P:(1,2,-3),

Exemple 6.3.1.
Trouver la dérivée de la fonction scalaire définie par

f&xpz)=x*+y* + 22

cau point M (1, 2, 3) dans la direction du vecteur v = i + 2 k.
Nous avons ,
grad f =2xi+2yj+2zk
Au point M/,

grad f =2i+4j+ 6Lk

Comme | v| =]/5 I vecteur unitaire dans la direction du
vecteur v est

Par suite, au point M, nous avons

(.-G

9%

Expression symbolique du vecteur gradient

%k).(2i+4j+6k),

soit

Dans la littérature, le gradient est souvent écrit a I'aide de l’opé;fa-
teur différentiel « nabla » :

v=liy 2540y

=t Tal Ta"
alors

e, Of. of. of
(6.3.6.) gradf—Vf—axz+ayJ+azk

L’utilisation de cet opérateur différentiel permet de trouver trés
rapidement des résultats qui sont longs et fastidieux a obtenir a parti
des composantes. '
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Surfaces de niveau

Considérons un champ scalaire f (x, y, z) différentiable. Supposons
que pour chaque constante h, 'équation

6.3.7) fy2z)=nh
représente une surface (S;) dans I'espace.

Nous obtenons ainsi une famille de surfaces (Si) que 'on appelle
surfaces de niveau du champ de scalaires f (x, y, z).

Par un point donné de Pespace, il passe une, et une seule, surface
(Sk) qui correspond & une valeur de A.

Une courbe (I') quelconque de I'espace peut se représenter sous la
forme

.r(t) =xWi+y@j+z(@)Ek

Si la courbe (I') est tracée sur une surface de niveau (6.3.7.), les
fonctions x (), y (¢) et z (¢) doivent vérifier

fIx@y@z®] =h

En différentiant par rapport a ¢, nous obtenons

of dx _of dy  of dz

dr
o d Ty a T E)g =0

(638, -

dr dx. dy, dz
Le vecteur E—Et+—‘§j+—ak
est tangent a (I'). Si Pon considére toutes les courbes de (Sp) passant
par le point M de la surface S (fig. 6.3.2.), leurs tangentes en M restent
en général, si M est régulier, dans un plan dont le seul point commun
avec la surface est le point M. Ce plan est appelé le plan tangent a (Sy)
au point M (fig. 6.3.2.).

Ce plan est défini par la normalé 4 la surface (Sp) en M. D’aprés
la relation (6.3.8.) et le théoréme (5.2.1.) nous avons donc le théoréme
6.3.2.). '

Théoréme 6.3.2.

Si f est une fonction scalaire telle que par un point M de
espace, il passe une surface de niveau (S;) de f et, si

grad f 5 0

Exercice 6.3.8. — Soit
fxpz)=x2z+ dv,
glx,p,2) =2 72 y - x_yz,

H

Calculer V (f + gletV(fgienM (1,1, 1)

Exercice 6.3.9. — Soit un champ scalaire U défini
en coordonnées bipolaires ry, r2 par

= f(r,r2)

avec

n=lAM] =AM

A M
et upy = .

On pose ny =
$! ra

Calculer grad u.

Exercice 6.3.10. — Montrer que les rayons vecteurs
d’un point M d'une ellipse (E) de foyers A et B
déterminent des angles égaux avec la tangente en
M a (E).

FiG. 6.3.2.
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Exercice 6.3.11. — Montrer que les courbes de niveau
de la fonction

S 6 y) = Log (x* + y?)
sont des cercles concentriques centrés a 'origine.

Montrer que grad f est un vecteur dont la direc-
tion est normale aux cercles. ‘

Exercice 6.3.12. — Trouver un vecteur normal
unitaire aux surfaces suivantes en un point donné
P (x, y z) de ces surfaces. Ecrire 'équation des
plans tangents correspondants et préciser la nature
des surfaces considérées

X+y+z=0 P, 1, - 2),
z=x*+ )% P(2239),
x% 4 y? 4+ 2% =38, P2 -20),
2x+3y—z=1, P(1,27).

en M, alors grad f est un vecteur perpendicualive o (Sy)
en M; cC’est un vecteur normal au plan tangent & (Sy) en M.

Il en résulte immédiatement que le plan tangent & une surface

" d’équation

f (X, Y Z) =C
en un point Mo (xo, Yo, z0) a pour équation

©639) (X — xo) (—Z{—)M + (Y = y0) (%)M +Z - 20) (%)M —o.

+

Exemple 6.3.2.

Trouver le vecteur unitaire normal d une surface de niveau donnée
en un point donné. »

Soit le cone de révolution z? = 4 (x> + y?). Ce cone est la sur-
face de niveau f(x,y,2) = 0 de la fonction

[y 2) =4+ %) ~ 2%
Par suite,
grad f =8xi+8yj~2zk
Aupoint M (1,0,2) delasurface
“grad f =8i— 4k

Le vecteur unitaire normal a la surface d’aprés le théoréme (6.3.2.) .
est

grad f 2

n—-———»——~=———i-———1—k
R =Ty VAR

Exemple 6.3.3.

Champ gravitationnel, équation de Laplace.
Nous avons vu dans I'exemple (5.1.3.) que la force d’attraction
entre deux particules est

¥
F=—C—§,
r

soit F = _c(x —3x°i+y—3)’0j+z—szok>,
r r

c>0,

¥
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avec r=|r|= V(x — X0 + (¥ — yo)? + (z — z0)?
qui est la distance entre les deux particules considérées
P(x,y2) et Po(xo, yo, zo).

d /1 X — Xo
Or ) 5;(;‘)—‘— r3 .

R 01\ _  y—=1yo 0 (1\ z—20
De méme 5(;) = 3 et pe <—’:> = -

Par suite, nous obtenons

F = grad ?
Nous dirons que la fonction
c
f (X, ¥ Z) = ;_‘

est le potentiel du champ gravitationnel.

On a également en différentiant une deuxiéme fois,

f{g=_1+ﬂkjﬁ

ox? \r 3 7
2\ __1 30—yr
ay*\r) P
2 (y_ _ 1, 36—z
oz2\r) 1 r ’
Ainsi le potentiel |
c
, f (xs Y Z) = ;
satisfaitI’équation
*f o*f of
o T T

Cest 'équation de Laplace sur laquelle nous reviendrons au tome V.

Remarque 6.3.13. — Le laplacien avec I'opérateur
différentiel

62 62 aZ
2 — .
vi=a 62+6y2+622
s’écrit
V2 f = Af.

Exercice 6.3.14. — Montrer que
Vi(fg) =gV f+2V Vg + fVg
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Exercice 6.3.15. — Soit (p, 6, z) un systéme de coor-
données cylindriques et f une fonction scalaire.
Montrer que

aF 1 0F oF

d f = — —— —k,
grad f 6p"+pae"‘ + %

. cons du
avecu = cosOi +sin@j et w = Y

F(p.8,2) = f(x 32

Remarquons que nous notons f la fonction de
point M. Par contre, si f est une fonction de plu-
sieurs variables f(x, 'y, z), elle conduit a4 une
fonction F (p, 0, z) dans un systéme de coor-
données cylindriques. Dans la pratique, nous la
noterons toujours [ par abus de langage, quel que
soit le systéme de coordonnées choisi. La formule
précédente devient
of 1af of

=% ——= —k.
gradf 1+ 69,1+

Exercice 6.4.1. — Déterminer la divergence du
champ vectoriel défini par

a) u(M) = xz, v(M) = x)?,
by u(M)

wM) =2y,
= €%, p (M) = sin (xyz), w (M) = cos (zx).

Composantes du vecteur gradient dans les systémes de coordonnées
classiques

Méme si T'on raisonne avec les opérateurs vectoriels tels que le
vecteur gradient, c’est-a-dire indépendamment d’un systéme de réfé-
rence, les nécessités du calcul conduisent toujours a P'utilisation finale
d’un systéme de référence, ce qui rend indispensable la connaissance
des composantes.

En coordonnées cartésiennes, nous avons vu que

_5f ﬁ af
grad f +6y] a.k.

En coordonnées cylindriques (cf. paragraphe 2.2.), la fonction f
apparait comme une fonction des coordonnées p, 0 et z et le vecteur
grad f se définit par ses composantes cylindriques suivant u, u; et k.
Il s’écrit

of . Laof of 1.

(6.3.10.) grad [ = 5_'5 U+ — -y + L

p 00 0z

En coordonnées sphériques (cf . paragraphe 2.2.), la fonction f est
une fonction de r, 6 et @. En utilisant les composantes suivant w, u;
et wy, grad f s’écrit
of 1 of 1of
a” T rCOS(paGu 7 r dp v

(6.3.11.) grad [ =

6.4. DIVERGENCE D’UN CHAMP VECTORIEL

Soit un champ vectoriel V (M), notation qui signifie qu’a un point M
correspond le vecteur V (M) indépendamment d’un systéme d’axes.
Siu (M), v (M) et w (M) sont les composantes scalaires de ce champ

V (M) dans un référentiel cartésien, par exemple, on définit
ou ov ow
4.1, i = _— — (M) + — (M).
G41)  @VVIM) = o) + () + 5 (M)
Cest la divergence du champ vectoriel V (M). Dans la suite, nous
sous-entendrons souvent M.
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Remarquons que si
V=ui+vji+wk
a 0

, ,, 0 , .
5;:+—a—y-j+——k>.(ut+v1+wk).

(6.42) 5

diVV=V.V=<

Notons que V .V = div V est un champ scalaire associé d un
champ vectoviel.

Ce champ scalaire a une signification physique importante.

Exemple 6.4.1.

Soit une particule fluide qui, 4 'instant ¢, occupe un volume dr,
posséde une masse spécifique p et se trouve en un point M, de coor-
données cartésiennes x, y et z.

A un instant ultérieur ¢ + d¢, la méme particule occupe un volume
dv', posséde une masse spécifique p’ et se trouve en un point M’ de coor-
données x', y' et 2.

Sa masse n’ayant pas varié, nous avons
pdt = p'dr’.
Nous voulons évaluer p’ et dt’ en fonction de p et de dt, du temps

et de la vitesse V (x, y, z, ) de la particule dont les composantes
sont appelées u, v et w.

Le point M (x, y, z) se déplace en M’ (x', y', z') de fagon que
x'=x 4 udt, y =y -+ vd, z' =z 4+ wdt.

Or u, v et w sont des fonctions de x, y, z et t. Comme ¢ et dr sont
considérés comme fixés, les seules variables sont finalement x, y et z.

Nous avons (¢f. tome I, paragraphe 3.8. et 3.13.) de plus
dv _dx'dy'dz D(x',y,?2)

(643, & dxdydz Dy 2)
(remarque 6.4), ot ox ox o
ox dy 0z
Diyz) _|oy oy oy
D(xyz) ox 9y Oz |
oz 9z o7
ox 8y 0z

est le déterminant fonctionnel ou jacobien.

Exercice 6.4.2. — Montrer que

av av av
divV=— i+ —.j+ —.k
iv T i+ 3 Jj+ 52 k

Remarque 6.4.1. — Dans 'exemple ci-contre nous
avons d chaque instant t, un champ de vitesses
V (M, 1) au sein du fluide. C’est un exemple de
champ variable.

Remarque 6.4.2. — La relation (6.4.3.) symbolise un

passage & la limite quand I’élément de volume (¥")
tend vers zéro, pour

jjf dx' dy dz

o)

J]:f .dx dy dz
o)
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B

Remarque 6.43. — Rappelons (tome III, paragra-
phe 2.12.) que I'application (x, y, z) }— (4, v, w)
peut étre représentée au voisinage de Mo (%o, Yo, 20)
au moyen de la matrice jacobienne

oo
ox dy 0z
o o
ox dy Oz
ow dw ow
| 6x 8y oz

sous la forme lindarisée

du dx\’
dv }=J.{ dy ).
\dw dz

La divergence est alors définie comme la trace de la
matrice jacobienne

divV = TrJ.

et 'invariance de la trace par changement de repére
entraine celle de la divergence.

Avec les relations (6.4.2.), le rapport (6.4.3.) s’écrit

ou ou ou
1+ T dt a—y— dt 5 dt
dt’ ov ov av
E = ‘g dt 1+ '5; dr EZ_ dt
ow ow ow
- dt | .67 dt 1+ P dt

En développant ce déterminant (chapitre 1, tome III) en se bornant
au premier ordre en dt on obtient, :

()
dr ox 9oy 9oz)
ce qui s’écrit vectoriellement
| v = (1 + div V di) dr,
ou dv —dv d (dr)
dt dt

= (div V) dz.

Cette quantité représente I'accroissement relatif de volume de la
particule P, c’est-a-dire la dilatation cubique unitaire du fluide au point
et entre les instants considérés. La quantité scalaire

= divV

représente la vitesse de dilatation cubique unitaire du fluide au point M
a l'instant 7. :

Propriél“é fondamentale de la divergence
La divergence est un opérateur vectoriel qui peut &tre défini indé-
pendamment de tout systéme de coordonnées. En effet, la formule (6.4.2.)
divV=V.V
peut s’entendre pour tout repere.

La divergence est un champ scalaire, les valeurs de div V ne
dépendent que des points de l'espace. Ces valeurs sont indépendantes du
choix du systéme de coordonnées.

Par exemple, si

X* =an1x + a2y + ais z + by,
V¥ = az1 x + az2 y + az3 z + by,
7% = az; x + as2y + ass z + bs,
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et si u¥, v¥ et w* sont les composantes du vecteur V dans le nouveau
repére de vecteurs unitaires 7*, j* et k¥ on montre que

diVV_-a_u_F.(?_Y_F@v__.a_ui_{_?l* _a_w_*.
T ox Ay 0z ox* | Oy* | oz*

Définition 6.4.2.

Si f (x, y, z) est une fonction scalaire deux fois continfiment
différentiable, alors

of ., of., 0
gradf=%1+-a§j+5]z—rk

et le champ scalaire

. > f o*f o*f
div (grad ) = T2 + 3 + 5

est appelé laplacien de f, et noté A f.

Si l’on' utilise I'opérateur différentiel V, nous avons (¢f. remar-
que 6.3)
(6.4.4.) div(grad /) =V.(Vf)V2 f=Af.

On montre alors facilement que si f est une fonction scalaire
div(fV)= V(fV)=fV.V4+V.V [,
soit
(645.) div(fV) = fdivV + V. grad f.

De méme si p est un champ scalaire et F une fonction numérique

(6.4.6.) grad F (p) = Z—i grad p.

Expression de la divergence en coordonnées cylindriques et sphériques
Le lecteur pourra démontrer les résultats ci-aprés présentés a
partir des résultats du chapitre 2.

En coordonnées cylindriques, le vecteur V est représenté par ses
composantes V,, Vg et V; qui sont des fonctions de p, 6 et z. Par utili-

Exercice 6.4.3. — Montrer ’égalité

ou + Qli aw B ou* oot
ox dy 0z ox dy

Exercice 6.4.4. — Calculer A f avec

f(xv Vs z) = x? y3 243
au point M (1, 1, 1).

ow*
oz

Exercice 6.4.5. — Montrer que si ¢ (M) est une

fonction scalaire

grad ©" = n " ! grad o.
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Exercice 6.4.6. — Déterminer la divergence du champ
électrique du dipdle (exemple 6.1.4.). :

Exercice 6.5.1. — Trouver le vecteur rot V quand
Q) V=yi—xj

b) V=2z%i+x*j+ y*k,
¢) Ve=2xzi-yzj
Exercice 6.5.2. — Soit les vecteurs
U=yi+zj+xk
et
Vo= xyi+ yzj+ zx k.
Calculer

a) rot (U A V),
b) div(U A V).

sation des formules de correspondance des coordonnées et des compo-
santes, on obtient

. Vo 8V, Ve OV,
6.4.7.) - divV = 0 + o o Tz

En coordonnées sphériques, le vecteur V est représenté par ses
composantes V,, Vg et V, qui sont des fonctions de 7, 6 et @. On obtient
ainsi

2V, OVe 1 Ve Ve Velgo
or  rcoso 30 rdo ro

(648) divV =

6.5. ROTATIONNEL D’UN CHAMP VECTORIEL

Considérons un champ vectoriel V (M) dans un repére cartésien
et posons

\

VM) =ui+vj+ wk.

Définition 6.5.1.

Le champ vectoriel noté

(6.5.1) rotV=VaAV
est appelé le rotationnel du champ vectoriel V (M).

La présentation de ce champ associé au champ vectoriel V (M)
4 l'aide de I'opérateur vectoriel différentiel

0 d 0
;9 0 L9
V=intig T
permet de trouver ses composantes a partir de la relation (6.5.1.)

(¢f. tomeiIII, chapitre 1)

ik
: 8 8 8
6.52. Vave | 2 8
(65.2) AV= 5 &y @l
u vV w
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soit

- fow  Ov\., ou Ow), v Ou
(6.5.3.) rotV = <—67 - 5;)1 + (5; - 5;)/ + <a - E) k.

Sur un exemple, nous allons voir la signification du rotationnel
qui joue un rdle important dans de nombreuses applications.

Notons que le rotationnel est indépendant du repeére considéré
(exercice 6.5.3.).

Exemple 6.5.1.

Reprenons 'exemple (1.4.1.).

La rotation d'un corps solide rigide B autour d'un axe (A) fixé de
Pespace peut se représenter par I'intermédiaire d’un vecteur £ de gran-
deur o dirigé suivant 'axe de rotation.

Le champ de vitesse de la rotation peut se représenter sous la
forme

V=QAr,
ou r est le vecteur repérant la position d’'un point mobile du corps B
dans sa rotation autour de 'axe (A).

Si 'on choisit un repére cartésien dont 'axe z est porté par (A)
(fig. 6.5.1.), nous avons Q =0k

d’ou la vitesse en un point (x, y) du corps solide.
V=QAr=—oyi+ oxj.
D’aprés la relation (6.5.3.) on a alors
rotV=20k=2Q,
Q est le vectenr tourbillon.

Ainsi dans le cas de la rotation d'un corps solide autour d'un axe,
le rotationnel du champ de vitesse a la direction de I'axe de rotation et
son module est égal a deux fois la vitesse angulaire de rotation ®.

Identités usuelles

Nous présentons ci-aprés quelques identités fondamentales qui
se vérifient aisément en passant aux composantes ou en utilisant 'opé-
rateur différentiel V.

Exercice 6.5.3. — Soit un vecteur a fixé, et le champ
vectoriel

F,.(M)=V (M) A a.
Montrer que

divF, =rotV .a

(cela entraine I'invariance du rotationnel en fonc-
tion du repére, sachant celle de la divergence).

Exercice 6.5.4. — Montrer que

\Y oy ov
rot (V)=%;Ai+—a;/\j+g/\k.

FiG. 6.5.1.

Exercice 6.5.5. — Si U (M) et V(M) sont deux champs
vectoriels donnés et f une fonction scalaire f (M),
montrer que,

a)rot (u + u) = rotu + rotv,
b) rot (f u) = grad f Au-+ f[roty,
c) diviu Av)=v.rotu —u.rotv.

On utilisera Vopérateur différentiel V.
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Exercice 6.5.6..

a) Déterminer les constantes a, b et ¢ pour que le

vecteur

V=@+2y+a2)i+@bx—-3y—z)j
+@x+ecy+22)k

vérifierot V = 0.

b) Montrer qu'alors V peut s’exprimer comme le
gradient d’une fonction scalaire.

Exercice 6.5.7. — Montrer que

a) VA (VAYV)=rotrotV
=V(V.V) - V.VV
= grad (divV) — V2V,

b) V.(Voi A V@) =0.

Remarque 6.5.1. — Si V est un champ vectoriel tel
querot V = 0, alors nous pouvons trouver un champ
scalaire f tel que V = grad f ou V = — grad f.
On dit alors que le champ de vecteurs V dérive
d’un potentiel. Dans certains domaines, on utilise
égalité V = grad f et dans d'autres V = — grad f.

Le rotationnel d'un gradient est identiquement nul, soit

(6.54.) rot (grad ) =0
VAW f)=0.
La divergence d'un rotatiénnel est également nulle
(6.5.5.) divrotV =0
V.(VAV)=0.

Composantes du vecteur rotationnel en coordonnées cylindriques et
sphériques
C’est encore une application du chapitre 2.

En coordonnées cylindriques, le champ V étant représenté par
ses composantes V,, Vg et V,, dans les directions u, u; et k, nous obte-
nons

(656) rotV = <l oV: _ QY_e) - <§y_g ~ avz) .

p o8 0z oz 9p
Ve Ve 14V,
i <55' P po® >k'

En coordonnées sphériques, le champ V étant représenté par ses
composantes V,, Vy et V, dans les directions w, u; et w;, nous obtenons

(1 v, Ve  Vetgo
6.5.7.) rotV = <r COS(p_aB—_ra(P+ r )
(1Yo Vo), (Ve Vo 10V
r do or r )t o r rcoso 90 v

6.6. INTEGRALES CURVILIGNES

-Ces intégrales sont trés importantes. pour I’étude de nombreux
problémes pratiques.
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Nous allons voir qu'une intégrale curviligne est une généralisation
de I'intégrale définie

b
J f (%) dx.

Dans l'intégrale définie, nous intégrons le long de l'axe des x, et la
fonction f est supposée définie pour toute valeur de x comprise entre
aetb.

Pour une intégrale curviligne, nous intégrerons le long d'une courbe
du plan ou de P’espace. La fonction a intégrer est une fonction définie
en tous les points de cette courbe (et peut-étre en d’autres points).

Nous considérons une courbe (C) de I'espace sur laquelle nous
choisissons un sens de parcours. Soit A un point initial sur la courbe (C)
ainsi orientée et B un point final, points qui peuvent coincider si la
courbe (C) est une courbe fermée ( fig. 6.6.1.).

. Considérons la représentation paramétrique classique de la courbe
" (C), paramétrée par son abscisse curviligne s,
r{s)=x@i+y@E)j+z6)k, avec a<s<b,
a et b représentent les abscisses curvilignes de A et de B, choisies & partir
d’une origine.

Nous supposons que F (s) est continue et a des dérivées premiéres
continues. Ainsi, en chaque point de (C), il y a une tangente unique
4 la courbe pour a < s < b. Un tel arc AB est dit continu entre A et B.

Cas d’une fonction scalaire

Soit f (x, y, z) une fonction scalaire, définie et continue dans une
région du plan contenant I'arc AB de la courbe (C). A la place de

fx(s)y (), z ()],
nous écrirons simplement f (P), ou P est un point de (C) de coordonnées
x (), y (s), z ().
Nous divisons (C) en n arcs partiels (fig. 6.6.2.), limités par les
points Po (= A), Py, P3, ..., Pu—y1, Ps (= B). Les valeurs correspon-
dantes de I'abscisse curviligne s en ces points sont

So (= a) < s1 < 82 < ... < Sa-1 < 8 (= D).

FiG. 6.6.1.

FI1G. 6.6.2.
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Remarque 6.6.1. — La continuité des fonctions f, x,
y et z permet d’établir la limite ci-contre. Le pro-
bléme se rameéne a celui d’une intégrale simple.

Remarque 6.6.2. — L’intégrale curviligne le long'-

‘d’une courbe fermée (C) se note souvent

§ s

pour indiquer le sens de parcours positif conforme
4 Torientation du plan.

Fi1G. 6.6.3.

" Sur chaque arc partiel, nous choisissons un point Q quelconque,
soit Q; entre Py et Py, Qp entre Pp-1 et Pn. On considére la somme

= m’é—-‘;l f (Qm) A s,

ou
A Sm = Sm — Sm—1.
Si Ton considere les sommes partielles pour n = 2, 3,..., Asn
tendant vers zéro quand n tend vers 'infini, nous obtenons une suite

de nombres réels J3, J3, ... qui admet une limite indépendante du choix
des points Q..

La somme

661) J=fQ)Asi+ f(Q)As2+ ... + f(Q)Asn

admet une limite qui est appelée I'intégrale curviligne de la fonction f
le long de I’arc AB que 1’on note

(6.6.2.) f (P ds ou f f(x, v, 2) ds.
)

©

La courbe (C) est appelée chemin d’intégration.

- A partir de la définition, nous retrouvons les propriétés habituelles
de l'intégrale (¢f . tome I, chapitre 2), a savoir

"

ay|] kfds=k fds (k constant),
Jo ©
n
(663) | b)| (f+g)ds= J fds + J g ds,
J© © ©
)| fds= fds+ fds+f f ds.
Jo € (€2) (€3

Dans la relation (6.6.3. ¢), le.chemin (C) est divisé en trois arcs
(C1), (C2) et (C3) ayant chacun le méme sens de parcours que (C),

(fig. 6.6.3.).

Dans la relation (6.6.3. b), le sens de parcours de (C)est le méme
dans les trois intégrales. Si le sens de parcours de (C) est inversé, la
valeur de 'intégrale est multipliée par — 1.
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Cas d’une fonction vectovielle. Circulation d’un champ vectoriel

Soit P (M), Q (M) et R (M) les composantes du champ F qui,
dans un repére orthonormé de vecteurs unitaires i, j, k, s'écrit
F=P@xyz2i+Qyz2j+Rxypzk
Ainsi

Pdx+ Qdy+ Rdz ={P— +

ds ds
s étant I'abscisse curviligne d’une courbe (C) sur laquelle les fonctions
P, Q et R sont définies et continues.

dx QQ + RE> ds,
ds

Or le vecteur tangent unitaire a (C) est

jd_':—ci)fi+[_i_}_l‘+‘_1§_k
ds ~ ds as? T A

Par suite, Pdx + Qdy + Rdz = (F%) ds

et J de+Qdy+Rdz=j < .%’i)ds
© © §

que nous conviendrons d’écrire
(6.6.4.) I'= J F.0ds = J F.dr,
© ©

ol ¢ est le vecteur unitaire tangent en un point M de (C) et ds I'élément
d’arc contenant ce point (fig. 6.6.4.).

I' est appelée la circulation du champ F le long de (C).

Exemple 6.6.1.

Travail d’un vectenr (ou d'une force).

Considérons une particule sur laquelle agit une force variable F.
Cette particule est supposée se déplacer le long d’une courbe (C) donnée
de T'espace.

On appelle travail de la force F le long du chemin (C) I'intégrale
curviligne

@‘=J F.dr=j Pdx + Qdy + Rdz,
©) ©)

I'intégrale étant prise dans le sens du déplacement.

FiG. 6.6.4.

Remarque 6.6.3. — L’intégrale curviligne est linéaire
par rapport au champ F.

J(F1+F2).dr=f Fy . dr +J Kz . dr
© © ©

f (AF).dr = XJ‘ ¥ .dr, avec] réel.
© ©

D’autre part, si le chemin (C) est formé de deux
chemins (C;) et (Cz) parcourus dans le méme sens,
nious avons

jF.dr=J F.dr+J~ F.dr
(© (o (€2
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Exercice 6.6.1. — Un point M est mobile sur une
ellipse (E) d’équation

(8]

= 1.

x2
_§.+

SIS

a

Ce point M est P'extrémité d’un ressort de raideur k
accroché en O, dont la longueur normale est b.
Calculer le travail de la force de rappel quand le
point M descend de B (0, b) vers A (a, 0) le
long de Pellipse. ’

Nous avions déja vu I'expression du travail élémentaire
_ d&é =F . dr
dans la définition du produit scalaire (paragraphe 1.3.).

Si nous introduisons le temps ¢ comme variable d’intégration, alors
dr .
dr = — dt = v dt,
dt
ou v est le vecteur vitesse. L’intégrale (6.6.4.) devient alors

11
(6.6.5.) G = J F.vdt,
A .

]

ol £o et ¢; sont les valeurs initiales et finales du temps ¢ entre lesquelles
s'effectue le mouvement.

Draprés la seconde loi de Newton (¢f . tome IV, chapitre 0)

a*r dv
F=maz=ma

ol m est la masse de la particule. En portant ce résultat dans la rela-
tion (5.6.5.), nous obtenons,

131
dv 1 d m
6 = J:o mE'de_fto —Jt—<5v.v)dt

- [ E Gy a=2pr

ce qui signifie que le travail est égal A la variation de I'énergie cinétique
de la particule au cours de son mouvement. '

t
2
to

Nous venons en fait de calculer dans cet exemple une intégrale
curviligne.

Calcul des intégrales curvilignes

Pour calculer une intégrale curviligne, nous allons nous ramener
au calcul d’une intégrale définie ordinaire. Ceci peut se faire simple-
ment 3 partir de la représentation du chemin d’intégration (C).

— Le chemin d’intégration (C) est représenté par la fonction vecto-
rielle r (s) ou s est abscisse curviligne sur (C)

rs)=x@i+yE)j+zE)k
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Par suite, si a < s < b, nous écrirons,

b
6.6.7.) f(x y 2)ds = J SIx(s),y(s),z(s)]ds

©
et I'intégrale du second membre est une intégrale définie classique

Jb F (s)ds, avec F (s) = f [x (s), y (s), z (5)]-

— Le chemin d'intégration (C) est donné sous forme paramétrique
par la fonction vectorielle
668) r()=x@)i+y@Wj+z()k, avec to <t <t

La fonction vectorielle et sa dérivée premiére étant continues, nous
remplagons Pintégrale

b . -
J fLx () () z (] ds par f fIx (t),y(t),z(t)]z—i-dt.

Ainsi, le chemin d’intégration (C) étant représenté par la relation
vectorielle (6.6.8.), nous pouvons écrire

(6.6.9.) fxy 2)ds = r fIx@,y @ z@®] %dt,

©
avec (¢f. paragraphe 1.8.)

ds
5= Vr@.r@=)x*0+y2 @ + 22 ).
Exemple 6.6.2.
Calculons I= f xy? ds,
©

ot (C) est un segment sur la droite y = 2x du plan O xy pris du point
A(— 1, — 2) aupoint B(l, 2). :

Ecrivons I'équation de la droite sous forme paramétrique (cf.
chapitre 5),

r()=ti+2tj avec —1<t<L

Exercice 6.6.2..— Calculer I'intégrale curviligne

J x2 y? ds,
©

ot (C) est la droite AB, avec A (0,1) et B(1,0).

Exercice 6.6.3. — Calculer I'intégrale curviligne

(2 + y* + 2% ds,
©)

ou (C) est la droite OA, avec A (1,1, 1).
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Remarque 6.64. — Nous avons supposé pour
établir (6.6.10.) que les fonctions x (f), y (1) et z (1)
admettaient des dérivées continues. Si cette pro-
priété n’est pas vérifite sur (C) et si (C) peut étre
décomposé en deux arcs (Cy) et (Cz) sur lesquels
F admet une dérivée continue, nous poserons par
définition

f F.drzf F.dr-l-J F.dr.
{C) {Cy) {C2)

Exercice 6.64. — Calculer I'intégrale curviligne
(x + y)dx + (x — y)dy
(©
si
a) (C) est I'arc de cercle défini par x = cos 6,

y=sin6(0<6<§>,

parcouru dans le sens direct;

b} (C) est le segment de droite qui vade A (1,0) &
B (0, 1).

a0, ds T/
Nous avons Zt--t+21 et E"V""“Vg-

Sur (C) on a xp?=1t(Q20% =8¢

Par suite, nous avons

+1 16
J=J‘ xy3ds = 8 SI trdt = —.
© l/— -1 l/g

— S'il s'agit de lintégrale d'un champ vectoriel F, il faut calculer
I'intégrale (6.6.4.)

J=J F.dr=J Py, 2)dx + Q(x, 5, 2)dy + R{x, y, 2) dz,
©) ©

ot P, Q et R sont les composantes du champ F dans un repére ortho-
normé.

Le plus souvent il y a avantage & utiliser une représentation para-

- métrique de larc "AB du chemin d’intégration (C) considéré, soit

r(y)=x@)i+y@)j+z () k.

Si ¢ varie de t; 4 t; quand P varie sur (C)de AaBona
t2
‘ dr
J= F(1).= ) dt,
.[, < @ dt)

mﬁd&)J=.[kfﬁxaxyaxzaﬂx%n~kQ[xULyULzaﬂy%0

+R[x@y@z(A] 2@} ar

soit

31
C’est une intégrale définiedutype J = J f (@)adte.
to

Exemple 6.6.3.

Soit & calculer I'intégrale curviligne

J=J x?dy + y* dx
ADB
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N /'\
le chemin d’intégration ADB (fig. 6.6.5.) étant formé de I'arc AD qui
joint les points A (]/E, 0) et D (1, 1) surle cercle x* + y* = 2,

et de Parc DB qui joint le point D (1, 1) au point B (— 1,0) sur
la parabole 2y? = x + 1.

Nous avons

J=j F.dr=f F.dr—%—j F.dr = Jap + JoB.
‘ADB AD DB

Calculons Jzp.
, . . . TS
La représentation paramétrique de 'arc AD est

x=1)2cost, y=1)2sint, 0<t<-g,

. £ , 10 —
soit Jap = J4 2 ]/5 (cos® t — sin® #) dt = —2—54-11—5
0

Calcul de J55.
On peut conserver y comme variable d’intégration. Nous avons

x=2y*—1, dou dx=4ydy, 1<y<0.
Par suite,

22

0
Jop = J [2y* — 12 +4)y*]dy = — =
, 15

Par suite, I'intégrale cherchée

ADB

28 —
Fioe = B-20)2 1?0]/5 = — (, 018...

On remarque tout de suite que dans certains cas il est facile de se
ramener & une intégrale simple comme pour le calcul de J55 sans avoir
4 passer par une représentation paramétrique.

Nous allons le voir aussi sur un autre exemple.

“Exemple 6.6.4.

Calculer I'intégrale curviligne

J= J [x*ydx + (x — z)dy + xyz dz].
(C)

Exercice 6.6.5. — Calculer I'intégrale curviligne
(3x* + 6y)dx — 14yzdy + 20 x 22 dz
©
lorsque

a) (C) est 'arc OA de la courbe d’équations para-
métriques

x=1 y=14 z=1¢, avec A=(1,11);
b} (C) est le chemin OA obtenu en joignant O a
B(1,0,0,BaC(l,1,0)etCaA;
¢) (C)est la droite OA.

Exercice 6.6.6. — Trouver le travail total fourni lors
du déplacement d’une particule dans un champ de
forces

F=3xyi—5zj+10xk
le long de la courbe d’équations paramétriques
x=0241 y=27 z=1

lorsque ¢ variede 14 2.

Exercice 6.6.7. — Calculer I'intégrale curviligne
(y+ 2)dx + (z + x)dy + dz
o TR

lorsque (C) est

a) le segment de droite qui vade A (1, 1, 1) a

B(222),

b) I'hélice circulaire d’équations paramétriques
x=cos0, y=sinh z=20

lorsque 6 variede 03 2 .

Exercice 6.6.8. — A un point M du plan, associons

le vecteur V (M) passant par Porigine O, dirigé

vers O et de longueur constante égale & h. Calculer

la circulation de ce champ le long de T'ellipse
x=acost, y=bsint

parcourue dans le sens direct.
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. Exercice 6.6.9. — Calculer la circulation le long du a) (C,) est Parc de parabole y = -x* dans le plan z = 2 compris
cercle (C) de centre O et de rayon 2 du champ entre les points A (0,0,2) et B (1, 1, 2) (fig. 6.6.5.).

= —-2x)i+(3x+2)j Comme y = x?> Ielong de (C), nous avons

Exercice 6.6.10. — Calculer la circulation du champ dy =2xdx et -dz=
Ve(yz+2x)i+x2j+(xy+22k P it

8 (C) est ar suite,

. 3 1 1
a) la courbe d’é¢quation x* + y* = 1, z = 1 _ 4 _ 4 9
parcourue dans le sens positif de A (0, 1, 1) a J = xTdx + (x = 2)2xdx = (" + 2x* — 4x)dx,
B (1,0, 1); 0 0
b) le long du segment AB. . 17

soit J=— 5

b) (C2) est le segment de droite y = x dansle plan z = 2 com-
pris entre les points A et B précédents (fig. 6.6.6.). Il vient puisque

dy = dx et dz=0,

1 5
J=f P+ x—2dx= -2,
o 4

z Ainsi d’aprés ce résultat la valeur de lintégrale curviligne dépend
non seulement des bornes choisies sur le chemin d’intégration, mais
A(00.2 fég_alement, en général de la forme géométrique du chemin d’intégration
c. ] joignant les bornes choisies.
d H - . Y . e
G 4 (1 '5 Un probléme important consiste 4 chercher sous quelles conditions
9\ o la valeur de l'intégrale curviligne est mdepemlante du chemin d’intégra-
N tion joignant deux points A et B.

o,

F1G. 6.6.6.

6.7. CHAMP DE FORCE DERIVANT
D’UN POTENTIEL

Supposons qu’il existe une fonction scalaire V (M) telle que

= —gradV=—VV,

Nous avons, M; et M, étant deux points sur une courbe (C)

M, M3
j F.dr=f F.dr=f — VV.dr
© M M,

Py



6.7. Champ de force dérivanit d’un potentiel

289

Or d’aprés la remarque (6.7.1.), nous avons
dv = VV.dr,
soit

M2 M2
(6.7.1.) j F.dr = — J dV = V(M) — V(My).

M; M,

Théoréme 6.7.1.

Si le champ vectoriel F est tel que F = — grad V, on V (M)
est un champ scalaire continiiment différentiable, le travail
total effectué en déplagcant un point matériel le long d'une
courbe (C) d'un point M a un point M, de (C) est

G =J‘MZF.dr:V(M1)-—V(M2).

M,
Le travail, soit lintégrale curviligne, est alors indépendant
de la courbe (C) qui relie les points My d M.

On dit dans ce cas que le champ de force dérive d’un potentiel.

Théoréme 6.7.2.

Un champ de force dérive d'un potentiel si, et seulement si,
il existe une fonction scalaire V (M) continiiment différen-
tiable telle que F = — grad V ou, ce qui est équivalent, si,
et seulement si, ‘

V A F = rotF = 0 identiquement.

Ce résultat est évident, puisque le rotationnel d’un gradient est
identiquement nul (¢f . relation 6.5.4.).

A partir du théoréme (6.7.1.), on peut énoncer le théoréme fonda-
mental suivant :

Théoréme 6.7.3.

Si un champ de force dérive d’un potentiel, l'intégrale curvi-
ligne est nulle le long de toute courbe fermée sans inter-
section (courbe fermée simple), ce que 'on note

3@ F.dr =0.
©

(672,

Remarque 6.7.1. — La fonction scalaire V (M) telle
que F = — VV s’appelle I'énergie potentielle, ou
encore le potentiel scalaire ou simplement le poten-
tiel du point matériel dans le champ de force F.
L’équation (6.7.1.) peut s’écrire :
Le travail effectués de M; a M le long de (C) est égal
a I'énergie potentielle en M; moins I'énergie poten-
tielle en Mo, soit

& =V -V,
ot

Vi=VM,;) et Vy=V(Ma)

Dans certains domaines la fonction. V considérée
comme potentiel vérifie

F=+gradV=+ V.V.

Remarque 6.7.2. — Le champ électrique E dérive
d'un potentiel V. Si E est créé par une charge ponc-
tuelle g placée en O nous avons

q u

4meor?

E(M) =

oM
avec r=|OM| et u= -

Le potentiel (exercice) est donné par

vy = —2- 14 ce.
T 4me v

On prend la constante nulle de fagon que V soit
nul a I'infini.
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FiG. 6.7.1.

Remarque 6.7.3. — Le lecteur rencontrera de nom-

breuses formes différentielles en thermodynamique,

quand les variables sont la pression, le volume ou
la température. Certaines de ces formes sont exactes
et leur intégrale curviligne ne dépend que des extré-
mités du chemin, autrement dit de Pétaf initial et de
I'état final.

Réciproquement si l'on a la relation (6.7.2), le champ de
Jorce F dérive d'un potentiel.

En d’autres termes cela signifie que le travail total effectué en
déplagant un point matériel sur un circuit fermé est nul.

En effet d’aprés le théoréme (6.7.1.), 1a valeur de lintégrale est
indépendante de la courbe (C) reliant A au point B. Ainsi (fig. 6.7:1.)

F.dr=f F.dr = —-J‘ F .dr.
LE AER BEA

Par suite, il vient

j EW:J Eﬂw+f F.dr=0.
TN N L~
ADBEA ADB BEA

Les applications sont trés importantes.

Intégration des différentielles totales

Une forme différentielle

6.7.3.) o =Pdx+ Qdy + Rdz,

ou P, Q et R sont des fonctions scalaires définies dans une région (D)
de 'espace, n’est pas nécessairement la différentielle exacte (ou totale)
d’une fonction scalaire V (x, y, z) en tout point M (x; y, z) de (D).
En effet, soit V (x, y, z) une fonction scalaire d’une différentielle
totale
ov av . av

(6.7.4.) = % dx + 5}‘ dy + P dz.

Si Pon compare les relations (6.7.3.) et (6.7.4.) ['expression
Pdx + Qdy + Rdz ’

est la différentielle d’'une fonction V (x, y, z) si, et seulement si,

v v v
(675) P=%p Q=3 R=%

en tout point M de (D).
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En langage vectoriel, la forme di[férentielle (6.7.3.) est exacte Remarque 6.74. ‘— La condition dintégrabilité
dans (D) si, et seulement si, la fonction vectorielle s'écrit'donc
. . 0Q oP OR 0Q P JdR
F=Pi+ Rk =, === —= —
Qj+ o oy Oy o 7 ox

est le gradient de la fonction scalaire V (x, y, z) dans (D), soit

ov, oV, oV
F—gradV=-5£1+5;]+~5;k

Il s’ensuit d’aprés le théoréme (6.7.1.)

Théoréme 6.7.4.

SiP(x, ¥, 2), Q(x,y, z) et R (x, y, z) sont continues dans une
région (D) de 'espace, alors I'intégrale curviligne

J Pdx + Qdy + Rdz
©)

est indépendante du chemin d'intégration reliant A et B
dans (D) si, et seulement si, la forme différentielle

Pdx + Qdy + Rdz

est une différentielle exacte dans (D).

En effet, si P dx + Q dy + R dz est une différentielle exacte dV
et AB un arc du chemin d’intégration limité par deux points A et B

B
f ﬂdx+ iny +9de

B
I=J (Pdx + Qdy + Rdz) = | Bx 3 5

A
d’aprés les relations (6.7.5.).
Si (C) est donné sous forme paramétrique
r)=x@i+y@Oj+z@Ok
avec ¢ = to correspondant i A et t = #; correspondant 4 B, alors

I = f“ %dt = V[x @)y @),z O}k

soit
I=V(B)- V()

La valeur de I'intégrale ne dépend que des points A et B et non
du chemin d’intégration suivi entre A et B.

si F=Pi+Qj+ R~k

Exercice 6.7.1. — Montrer que la forme différentielle

® = (2xcosy+ zsin y)dx
+ (xzcos y — x?sin y)dy + x sin ydz
est une forme exacte.

Exercice 6.7.2. — Attraction newtonienne.

Soit M un point matériel de masse m, subissant
une force d’attraction de la part d’'un point O,
inversement proportionnelle au carré de la dis-
tance OM.

Montrer que le champ de vecteurs
I

VM) = — T"z‘i u
ainsi défini (p > 0, u vecteur unitaire dirigé dans
le sens de OM) dérive d’un potentiel. Calculer le

travail du champ le long d’un chemin quelconque,
allantde A 2 B.
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Exercice 6.7.3. — Calculer la circulation du champ
de 'exemple (6.8.1.) entre les points

A LD et C(2,24)

Exercice 6.74. — Déterminer la fonction f pour
que le champ F de composantes

P=e"f(y, Q=¢e"Logy

dérive d’un potentiel. Quel est le potentiel qui tend
vers 0 quand (x, y) tend vers (1, 0) et vers — 1 quand
(x, y) tend vers (0, 0)?

Déterminer alors la circulation de ce poientiel le
long de P'arc de courbe y = ¢* qui va du point
A (0, 1) aupoint B(l,e) etlelongde la droite
AB.

Théoréme 6.7.5.

La forme différentielle P dx + Q dy + R dz est exacte
dans une région (D) de U'espace ou P, Q et R sont définies et
contintiment différentiables si, et seulement si,

(6.7.6.) rot F = 0,
avec F=Pi+Qj+ Rk
C’est la condition d’intégrabilité.

La condition (6.7.6.) est la condition nécessaire et suffisante pour
que lintégrale curviligne

(6.7.7) J Pdx + Qdy + Rdz
©

soit indépendante du chemin d’'intégration dans la région (D) considérée
de I'espace d’aprés le théoréme (6.7.4.).

En effet, si 'intégrale curviligne (6.7.7.) est indépendante du chemin
d’intégration, d’apres le théoréme (6.7.1.),

F=Pi+Qj+ Rk=gradV.
D’aprés la relation (6.5.4.), on sait que
rot F = rot (grad V) =0.

La réciproque se démontre facilement a partir du théoréme de
Stokes (cf . paragraphe 6.10.).

Voyons quelques exemples de ces résultats.

Exemple 6.7.1.

Trouver le travail produit par la force
Fe=yzi+xzj+xyk

dans le déplacement d’une particule le long d’une courbe (C) dun
point A(l,1,1)aunpoint B33 2). '

Le travail @ est donné par

& =J yzdx + xzdy + xydz.
©




6.7. Champ de force dérivant d’un potentiel

293

; La quantité sous le signe somme est la différentielle totale de la
fonction scalaire V (x, y, z) = xyz, puisque les relations (6.7.5.) sont
vérifiées.
Par suite, & ne dépend que des points A et B et nous obtenons
d’aprés la relation (6.7.6.)
6 =VB)-V(A)=V(332-V({411),
soit o =17.

Exemple 6.7.2.

Intégration des différentielles totales d deux variables
Considérons une expression de la forme
P, y)dx + Q(x,y)dy =0.
C’est une équation différentielle du premier ordre (¢f. chapitre 1, tome IV).
Or P (x, y) dx + Q (x, y) dy n’est pas nécessairement la différentielle

totale oV v

d’une fonction V (x, y).
Une condition nécessaire est que

av ov
P(x,y) = Q(xsy) =
ox dy
c’est-a-dire
oo —ag ~— Q
oy  ox
Cette condition est suffisante. En effet, cherchons s’il est possible
de déterminer une fonction V (x, y) par les deux relations

ov ov ’
'b; = P(x:y): 'a-y- = Q(xay)

En intégrant V par rapport a x la premiére nous avons,

V= r P(x, y)dx + & (y),

X0

soit

N Q) = f %Iyidx+ & ).

Exercice 6.7.5. — Les expressions suivantes sont-
elles des différentielles totales? Si oui, intégrer les
équations différentielles correspondantes

a) @ = (x + y)dx + (x — y)dy;
b) @ = dy + (ytgx — cos? x) dx;
) o=("7+3x*yNdx +(2x%y — xe ) dy.

Exercice 6.7.6. — Soit la forme différentielle
o =2xy*dx — y(x* + 1)dy.
a) Montrer qu'elle n'est pas totale.

b) Chercher une fonction f(y) telle que f(y) ©
soit une forme différentielle totale.

¢) Intégrer ’équation différentielle

2xptdx — y(x? + dy = 0.
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E(20.y) M@y)
(C)
A(xOpyd) . D(x;yo)‘
&x©
F1G. 6.7.2.

Comme o® T par hypothese,

Q) =5 J Mix+ 0 0)= Q1) ~ Qo) + ' 0,

c’est-a-dire @' (y) = Q(x0,y) et @(y) = f Q (xo0, y) dy.
y0

En définitive, nous avons

V(%)) = J P (x, y) dx + f Q (xo, ) dy.

X0
t

La condition (6.7.6.) est la condition d’intégrabilité de la différentielle
totale

P(x, y)dx + Q(x, y) dy.

Remarquons que la formule (6.7.4.) revient au calcul de lintégrale
curviligne

J Pdx + Qdy
AEM

le long du chemin AEM allant du point fixe A (xo, yo) au point courant
M (x, y) (fig. 6.7.2.).

1l est clair que nous obtiendrons la fonction V en remplagant le
chemin d’intégration par un arc A (C) M quelconque et, en particulier,
par le chemin ADM qui conduit & I'expression

V(xy) = f TP (x, yo) dx + J Q (% ) dy.

X0

Il y a 12 un procédé d’intégration de certaines équations différen-
tielles du premier ordre (chapitre 1, tome 1V).

6.8. TRANSFORMATION DES INTEGRALES
DOUBLES EN INTEGRALES CURVILIGNES

La notion d’intégrale double a été donnée au paragraphe (3.6.)
du tome I et leur calcul aux pa;agraphes (3.7) et (3.8.) du tome 1.
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Rappelons que I'intégrale double de la fonction continue f a I'in-
térieur du domaine (2) du plan xOy limité par une courbe (C) est

I= f f (x, y) dx dy.
@

Nous allons voir ici une correspondance de la plus grande impor-
tance théorique et pratique entre la notion d’intégrale double et la notion
d’imtégrale curviligne.

Cest la formule de Riemann ou de Green (cf. remarque 6.8.1.).

Théoréme de Riemann (ou de Green)

Soit (@) une région du plan xOy intérieure d une courbe
plane rectifiable (C), et deux fonctions P (x, y) et Q (x, ¥)
des deux variables x et y supposées uniformes et pourvues
de dérivées partielles continues dans la région (2) du plan,
alors

5Q oP
8.1, — e b dx dy = P . dy.
©¢81) LH(@) <6x 8y> re J(c) B Qdy

Pour montrer ce résultat nous allons considérer une région (2)
particuliére (fig. 6.8.1.), limitée par une courbe (C) coupée en deux
points M; et M, par toute parallele & Oy d’abscisse comprise entre
deux valeurs extrémes a et b et en deux points N; et N par toute paral-
léle & Ox d’ordonnée comprise entre ¢ et d.

I= Jj ?de dy
@ 0¥

la formule (3‘7.2.) du tome I relative au calcul des intégrales doubles.

Appliquons a

Nous avons
dI »2(x) gP
] ——dy=P(x,y2)—P(x:y1)’
dx y1(x) ay

ot y; et y, sont les ordonnées des points M et M3, et, par conséquent,

b
1= be(x,yz)dx -J P (x, y1) dx.

a a

Remarque 6.8.1. — La formule (6.8.1.) est la formule
Bernhard Riemann  (1826-1866) qui est I'un des
mathématiciens les plus importants du xix® siécle.
C’est dans sa Dissertation inaugurale présentée en
1851 a I'Université de Gottingen et. consacrée aux
« Principes fondamentaux pour une théorie géné-
rale des fonctions d’une grandeur variable com-
plexe » qu’il a présenté la formule (6.8.1.).

Cette formule est souvent attribuée au mathéma-
ticien anglais George Green, mais la lecture des
mémoires originaux montre que la dénomination
de formule de Green doit plutdt &tre réservée a la
formule analogue de transformation d’une intégrale
de surface en intégrale triple (paragraphe 6.11.).

Remarque 6.8.2 — La formule (6.8.1) peut aussi
s’écrire sous forme vectorielle.

J‘J‘ [(rot F). n] dx dy = f F.tds

2 ©

oll n est un vecteur unitaire perpendiculaire au
plan xOy et ¢ un vecteur tangent a la courbe (C),
s étant labscisse curviligne sur (C) (fig. 6.8.1.)
L’intégrale curviligne c’est la circulation du champ
vectoriel F le long de (C).
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(@)

a

FiG. 6.8.2.

Les deux intégrales ainsi formées sont les valeurs de lintégrale

curviligne J P (x; y) dx prises respectivement le long de ’arc AM,B
(©)

N
et le long de I'arc AM ;B (fig. 6.8.1.).

Leur différence est I'intégrale curviligne(ﬁ “ P (x, y) dx prise le
(€)

~ long du contour (C) parcouru dans le sens négatif. Nous pouvons donc

écrire avec la convention de signe habituelle (C) parcouru en sens inverse
des aiguilles d’une montre (sens direct)

ff —-——dxdy é;de.
@ ©

Cette formule s’étend aisément au cas d’un contour ne vérifiant pas
la condition restrictive de 'existence de deux seuls points d’intersection
M; et M. II suffit de décomposer le domaine (2) en deux ou plusieurs
parties par des segments de droites (fig. 6.8.2. a et b). Dans le cas simple
de la figure (6.8.2. a), nous appliquons la formule aux deux domaines
partiels. En ajoutant membre & membre, nous obtenons au second
membre les deux intégrales sur EF et sur FE dont la somme est nulle.

On calcule de méme avec les abscisses des points Ny et N, sur une
paralléle a Ox (fig. 6.8.1.) 'intégrale double

J = jj -—dx dy,
@ 0

d d
J=J Q(xz,y)dy—f Q (x1, ) dy.

dot

Ces intégrales sont les valeurs de I’iﬁtégrale curviligne JQdy

. N N 4
prises le long de l'arc CN,B et CN;B (fig. 6.8.1.), x; et x, étant les
abscisses des points N et Nj.

Par suite, nous avons

0Q
—dx dy = Qdy
JJ(@) ox ©

‘avec la convention de signe habituelle.

En ajoutant les deux résultats, nous obtenons la formule (6.8.1)

"de Riemann.
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Une des premiéres applications permet de retrouver le résultat de
I'exemple (6.8.2.).

En effet, puisque

0Q 0P
de—l—Qdy:Jf <————>dxdy,
39«:) @ \9x 0y

la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale

J Pdx + Qdy
©)

soit nulle le long de tout contour fermé tracé dans une région du plan
contenant (2) est que l'intégrale double soit nulle dans tout domaine
de la région de plan considéré, soit

0P 9Q

dy  ox
Exemple 6.8.1.

Aire d’une région plane limitée par une courbe (C)

‘Dans la formule de Riemann (6.8.1.), posons P =0 et Q = x

ona ‘
J] dxdy = i; x dy.
@ . ©

L’intégrale double est I'aire A du plan intérieure a la courbe (C).
P= -y e g=0 nousavons

A= ff dx dy = ——fﬁ y dx.
(2) ©)

A=—1-§ xdy — ydx.
2J o

De méme, si

Par suite,

(6.8.2.)

Exemple 6.8.2.

Calcul d’une aire plane en coordonnées polaires

Soit p et 6 les coordonnées polaires définies par
x=pcosB, y=psinb.

Exercice 6.8.1. — Soit le champ V défini dans le
plan par

P(x,y) = ax + by,
Q (x, y) = cx + dy.

-, . fa b
Trouver une condition sur la matrice d pour
c

que la circulation soit nulle le long de tout chemin
fermé.

Exercice 6.8.2. — Soit un champ V défini dans le
plan par ses composantes radiale et orthoradiale
V. et Vi Déterminer une condition sur V, et Vy
pour que la circulation le long de tout chemin
fermé soit nulle.

Exercice 6.8.3. — Déterminer I'aire d’une ellipse
d’équations paramétriques

x=acost, y=~bsint

Exerice 6.8.4 — Soit la courbe d’équation
x4y —3axy =0.

En donner une représentation paramétrique (cf. exer-
cice 3.8.2.). La représenter rapidement et déterminer

" la surface de la boucle.
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Alors dx = cos O dp — p sin 0 d6,
dy = sin 0dp + pcos 0 do.
D’apreés la relation (6.8.2.)
1
A= —§ p? de.
2J
Ainsi calculons P'aire d’une cardioide d’équation polaire
p=a(l —cosB), ot 0<0O0<2m
On trouve
Exercice 6 e N 2 3n
xercice 6.8.5. — Calculer Iaire limitée par la A=— (1 — cos 0)*dd = — a>.
cardioide d’équation polaire 1 = a (1 + cos 0). 2 0 2
Exemple 6.8.3.

Transformation de ['intégrale double du laplacien d’une fonction
de deux variables en une intégrale curviligne de sa dérivée normale.
Soit W (x, y) une fonction définie et continue ainsi que ses dérivées
premiére et seconde dans une région (2) du plan xy.
oW oW

POSOHSP(x,y) = __a_);_ et Q(x,.))):'g

N Q P W + *w
ous avons oy = a2 T

AW étant le laplacien de W.

=AW = V*W

Ainsi, nous obtenons

dx | dy
de+Qdy=f <P—+Q—>ds
ﬁ@ o \ ds ds

. ___(?_V_V.‘EC__}_a_W@ d
B © dy ds = 0x ds >

oW, oW,
Or gl'adw-——é}—l"r—a'})—_].
Le vecteur tangent a (C) est
dr . dx. dy.

=% dst T’
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Le vecteur normal & (C) tel que ¢. n = 0 sécrit

dy, dx,
n=—oi——j.

Par suite, é; Pdx + Qdy =§; (grad W . n) ds.
©

©
Or d’aprés la formule (6.3.5.) la dérivée de W dans la direction n
est

(6.8.3) <%¥> = grad W . n.

Par suite, avec la formule de Riemann (6.8.1.)

J] V2 W dx dy =§ <?—VX> ds,
@) (©) 0s Ju

n étant le vecteur normal a (C) dirigé vers I'extérieur de (C) (fig. 6.8.3.).

6.9. INTEGRALES DE SURFACE

Les intégrales de surface sont aux intégrales doubles ce que les
intégrales curvilignes dans le plan sont aux intégrales définies.

Examinons d’abord un cas particulier. Considérons sur la surface
définie par I'équation
z=0¢(xy)
la portion (S) limitée par un contour (I') qui se projette sur le plan
Oxy suivant le contour (C) (figure (6.9.1.)). Soit R (x, y, z) une fonction

de trois variables indépendantes x, y et z continue dans une région de
I'espace contenant (S).

Définition 6.9.1.
On appelle intégrale de surface du champ scalaire R et
I'on note
(6.9.1.) , jj R (x, y, 2) dx dy
(8)

Pintégrale double de la fonction
R1 (X, ,V) =R [xo ¥, @ (x’ y)]

FI1G. 6.8.3.

" Remarque 6.9.1. — La définition (6.9.1.) n’exige pas

que la cloison (S) soit coupée en un seul point par
une paralléle quelconque 4 Oz. Elle permet, s'il y
a plusieurs intersections, de se ramener dans chaque
cas, & la somme algébriques d’intégrales doubles
envisagées dans le plan xOy.
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db

Y FiG. 69.2.

Exercice 6.9.1. —-Que sont les courbes (I') et (C)
dans la figure (6.9.2.)?

Exercice 6.9.2. — Intégrer la fonction scalaire
Sy, 2) = xyz
sur la demi-sphére de 'exemple (6.9.1.)
er+yP+22=1 0z

étendue au domaine (2) intérieur & la courbe (C) dans le
plan xOy.

Exemple 6.9.1.

On prend pour domaine (S) le triangle sphérique ABC de la sphere
x? 4+ y? + 2z? = 1 dont les sommets ont pour coordonnées A (1, 0, 0),
B(0,1,0) et C(0,0, 1)(fig. 69.2.).

On veut calculer
I=J (x +y + z)dxdy.
®)]

Cette intégrale est égale 4 'intégrale double

jj(x—}—y—k /1 = x* — y?)dxdy

étendue au quart de cercle AOB du plan xOy.

En passant aux coordonnées polaires (cf. paragraphe 3.8., tome I),
nous obtenons ‘

3 1 ,
I=f2def (r cos® + rsin® + /1 — #)rdr

0 0

ce qui donne en effectuant la premiére intégrale 4 6 constant et en

s . . T
intégrant la fonction de 6 obtenue de 0 4 >

oA

1 (2 . 2
I==| (cos® +sin0 + 1)dd = +
3Jo 3

Définition générale d’une intégrale de surface. Flux d’un champ
vectoriel

La définition générale d’une intégrale de surface comporte une

convention de signe d’'une grande importance que nous allons préciser
dans le cas de 'intégrale

I= ﬁ‘ R (x, y, 2) dx dy
]

considérée dans la définition (6.9.1.).

(6.9.1)
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En tout point de (S), la demi-normale MN au c6té supérieur de
la surface fait avec Oz un angle aigu (fig. 6.9.1.) ayant pour cosinus,

1
(6.9.2) Y = ————
/1 +p* + ¢
15l0) do , s ar .
avec p = e 1= E la surface (S) étant définie par I’équation

z = @ (x, y) (¢f. chapitre 5).

Si nous considérons 'élément d’aire dS sur la surface comme porté
par le plan tangent en M, sa projection do = dx dy sur le plan xOy
s’écrit y dS. L'intégrale (6.9.1.) peut donc s’écrire

(69.3) I = H R (%, y, 2) y dS.
(S)

C’est I'intégrale de surface étendue au c6té supérieur de la portion
de surface (S).

Définition 6.9.2.
Plus généralement, étant donné une cloison quelconque,

c’est-a-dire une portion de surface sur laquelle a été choisi
un cété extérieur déterminé, 'intégrale de surface (6.9.1.)

IZJJ R(x, y,2)dxdy
8

étendue & cette cloison sera I'intégrale (6.9.3.)

I= Jj R (x, y, 2) v dS,
(s)

v désignant le cosinus de I'angle aigu que fait avec Oz la
demi-normale correspondant au coté extérieur choisi de la
surface.

On définit de la méme maniére les intégrales de surface

Jf P(x,y,z)dydz et J Q(x, y,z)dz dx
(S) (S)

étendues au co6té extérieur choisi sur la surface (S).

Exercice 6.9.3. — Calculer I'intégrale sur la sphére (S)
=P+ -2 +-27=1
du champ scalaire

fypz)=x+y+z

Exercice 6.94. — Calculer l'intégrale sur le para-
boloide (S) : .

z=x24+y% z2<1

du champ scalaire [ (x, y, 2) = [/x* + y* + 2%
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Remarque 69.2. — Le flux revét une grande impor-
tance dans de nombreux problémes physiques.

On montre que le flux du champ électrique 2 travers
une surface fermée (S) est donné par

1
®==Y g,
aozq

ot Y gq désigne la somme des charges intéribures
a(8).

Par contre le flux du champ magnétique sur (S)
est nul. On dit que ce flux est conservatif (¢f: 6.11.).

Remarque 6.9.3. — Dans le cas d’une surface para-
métrée par

x = f{(uv),

y=g(0)

= h(u,v).

S
|

On montre que

[.=-1.,

oil (%) est 'ensemble des couples (u, v) correspon-
dant aux points de (S).

du dv

JOM A 0OM
du v

Par exemple, la sphére unité

X = CoS @ cos 6,
!y = €08 @ sin 6,

z = sin Q.
Nous avons
o0M
6 = cos @ . uy,

oOM . ;

—56———- —sin@.u+coso.k
/OM oOM . 2

£ A W: +cos@.sin@.k 4+ cos“@.u
= COS (p . W.

Alors

2 ; .
.al:f dejk cospdp = 4m.
TR

Ce sont respectivement les intégrales

ff P(x,y,z)adS et J‘ Q(x,y,z)BdS,
(s) (s)

ou o et B sont les cosinus des angles que fait avec Ox et Oy la demi-
normale correspondant au c6té extérieur choisi.

L’intégrale de surface la plus générale

>(6.9.4.) ¢ = Jf P(x,v,2)dydz + Q(x, y,2)dzdx + R(x, y,2) dx dy
) _

est par définition la somme

(69.5) @=£[@P+Ml+ﬂﬂ&
(S)

ol o, B et v sont les cosinus directeurs de la normale n 4 (S) orientée du
cbté extérieur préalablement choisi.
Définition 6.9.3.

{ Flux a travers une surface (S)

Vectoriellement la somme (6.9.4.) s’écrit

@:Hmﬂm

C’est le flux du champ vectoriel F 4 travers la surface (S) de normale
orientée n et d’élément d’aire dS (fig. 6.9.3.).

(69.6)

Cette formule est Pextension 4 une surface de la notion de circula-

tion le long d’une courbe de vecteur tangent orienté ¢, relation (6.6.4.),

= | (F.9ds,
(&}

ou ds est ’élément d’arc sur (C).

. /.
Exemple 6.9.2.

Le flux du vecteur unitaire normal n en tout point de (S) a une
interprétation simple. En effet, dans ce cas,

cp:f (n.n) dS=H as,
® ®)
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c’est l'aire o7 de la portion de surface considérée. Si la surface a pour
équation z = @ (x, y), nous avons (cf. 6.9.1. et 6.9.3)

d=J‘J‘ ydxdy=fj V1 + p* + ¢* dx dy,
' ) (@)

ol (9) est le domaine obtenu par projection de (S) sur le plan xOy.
Si 'on suppose donnée une masse surfacique p (P) définie en tout
point P.de (S), la masse totale M portée par (S) sera (cf. chapitre 4, tome I).

M=Jf udS=fJu.ydxdy.
s

Des formules similaires conduisent au calcul du centre de gravité
et du moment d’inertie de (S).

Si (S) porte une densité de charge électrique o (P), la charge totale

portée par S sera
Q=Jf cdSzJ] o v dxdy.
() (s)

6.10. FORMULE D’AMPERE-STOKES

Comme la formule de Riemann au paragraphe (6.8.), la formule
d’Ampére-Stokes, dont 'importance est capitale en physique mathéma-
tique, indique la correspondance entre la notion d’intégrale curviligne
dans lespace et la notion d’intégrale de surface.

Soit donc Pintégrale curviligne,
(6.10.1.) J‘ P, y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x, y, 2) dz
)

étendue dans Pespace & un contour fermé (I') parcouru dans un sens
déterminé (fig. 6.10.1.).

Au sens de parcours choisi le long de (I') on associe un cté extérieur
choisi sur (S) de telle sorte qu'un mobile parcourant (I') dans le sens choisi
tourne dans le sens positif des rotations de I'espace autour de la demi-
normale extérieure en un point quelconque de la cloison S.

Aux deux co6tés de la surface correspondent deux sens possibles de
parcours le long de la courbe (fig. 6.10.2. a et b).

Exercice 6.9.5. — Montrer la propriété de la remar-
que (6.9.3.).

Exercice 6.9.6. — Calculer I'aire de la portion de
la sphére (centre O, rayon 2) intérieure au cylindre
d’équation x* + {y — 1) = 1.

FIG. 6.10.1.
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F1G. 6.10.2.

Exercice 6.10.1. — Calculer, en utilisant la formule
de Stokes, la circulation le long du carré

Cix=+1 y=+1 z=0)
du chagandéﬁni par
Pxyz=x+2y+5g

Qx,p,2)=3x—3y -z
R, p2) =4x+ 2z

Si la surface (S) est continue par morceaux, on la partage en surfaces
S: et S, en orientant sur chacune les normales correspondantes au sens
de parcours sur le contour fermé (I') sur lequel s’appuie (S) (fig: 6.10.2. ¢).

La remarque (6.8.2.) qui présente sous forme vectorielle la formule
de Riemann peut s’étendre 4 lintégrale curviligne générale (6:10.1.),
c’est-a-dire -

Théoréme d’Ampeére-Stokes

Si (S) est une surface continue par morceaux s'appuyant sur
une courbe fermée (I') de l'espace et si F (x, y, z) est un champ

" vectoriel possédant des dérivées premiéres continues dans une
région de l'espace contenant (S), alors

(6.10.2.) J] [rot F.nldS = J (F.dds
(S) [t9]

n étant un vecteur unitaire normal ¢ (S) et t un vecteur uni-
taire tangent d (I') dS un élément d’aire de (S) et ds un élé-
ment d'arc de (T').

. Lelecteur se rapportera aux livres cités en référence, pour la démons-
tration. '
Si F s’écrit a I'aide de ses composantes
F=Pi+Qj+RE
dans un repére orthornormé Oxyz de vecteurs unitaires i, j, k, nous
(6.10.3.) Pdx + Qdy + Rdz = Jf

obtenons
(6_R - ?2) dydz
") @\ 0z

P R\ 0Q oP
+ (‘a—z- —-—a;)dxdz + (E—a—y>dxdy

On retrouve en particulier que I'intégrale curviligne
J Pdx + Qdy + Rdz
) '

est nulle le long du contour fermé (I') si, et seulement si, rot F = 0,
c’est-a-dire quand F dérive d’un potentiel V,F = grad Vou — grad V.
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Exemple 6.10.1.
Calculer la circulation sur le cercle trigonométrique (C) du champ V

défini par

Q(x,y,2) = yz%,

Un calcul facile montre que  rot V =k, d’ou

é; V.dr=H k.nds,
©) (5)

ot (S) est une surface s’appuyant sur (C).

Px,y,2)=2x —y, R (x, y,z) = zy?.

On trouve = si (C) est dans la plan xOy.

6.11. FORMULE D’OSTROGRADSKY

- Elle indique la correspondance entre la notion d’intégrale de
surface et 1a notion d’intégrale triple.

Soit (S) une surface fermée simple et (¥") la région de l'espace

intérieure a (S). Supposons M -e— V (M) est un champ différentiable.

Théoréme 6.11.1.

Le flux ® du champ V (M) d travers (S) est égal d l'intégrale
triple de la divergence sur le domaine ("), svit

D = J:[ V.ndS = JiU div V dv.
(s) )

Ce théoréme est trés utile car une intégrale triple est parfois plus
facile & calculer qu’une intégrale de surface.

(6.11.1.)

Exemple 6.11.1.

Soit la surface (S) constituée par les six faces du cube
Cx=%1y=+1z==1).

Calculons le flux a travers (S) du champ V défini par
P(,yz)=2x+y+z
Ql,y2)=x+2y+ 2
Rx,p2)=x+y+2z

Exercice 6.10.2. — Calculer, en utilisant la formule
de Stokes, la circulation le long du cercle trigono-
métrique (C) (plan xOy) du champ V dont les
composantes sphériques sont -

Vo =1,
Ve =sin 6,
Ve = 8.

Exercice 6.11.1. — Calculer le flux @ a travers la
boite cylindrique C (p < R, |z| < h) du champ V
dont les composantes cylindriques sont

V, = p6,
VO = P
= = 0z.

Exercice 6.11.2. — Calculer le flux ® du champ V
dont les composantes sphériques sont

Vy =6,
Ve = cos @,
Vr = F,

a travers la boite conique intersection du cOne
C(Z* = x? + y?),

‘de la sphére

S(? + y? + 22 = R?)

et du demi-espace E (z = 0).
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FiG. 6.11.1.

F1G. 6.11.2.

Remarque 6.11.1. — Le flux du champ magnétique B
est conservatif dans tout I'espace.

Le flux du champ électrique E est éonservatif dans
la région (£) ot il n’y a pas de charges.

Nousavons divV = 2 + 2 4+ 2 = 6, soit

(I)=J:U 6dv =6 x 2° = 48,
©)

Supposons un champ vectoriel V dont la divergence soit nulle
en tout point de la région (¥") de 'espace

(6.11.2) divV)y(M) =0 pour Me ().

Alors le flux ® de ce champ a travers (S) est nul.

Soit @, et @, les flux du champ V a travers deux parties complé-
mentaires (S1) et (S2) de (8), (fig. 6.11.1.). Nous avons

(6.11.3) D + D=0 ou d; = — ;.

Cette derniére égalité signifie que le flux — @y entrant 4 travers
(S;) est égal au flux @, sortant a travers (Sz). On dit alors que le flux
est conservatif.

Cette propriété a une conséquence importante.

Théoréme 6.11.2.

Soit un champ V de divergence identiquement nulle, et une
courbe fermée (y) dans l'espace. Le flux du champ V 4 travers
une surface (S) d'orifice (v) est indépendant de la surface (S)
choisie (sans trous par ailleurs!).

Si (S1) ét (S2) sont deux telles surfaces (fig. 6.11.2.) elles délimitent
une région fermée (¥7) qui répond a la situation précédente, et Ia rela-
tion (6.11.3.) est vérifiée. Nous allons voir un exemple important de
champ vectoriel a divergence nulle.

Exemple 6.11.2.
Soit le champ défini par
oM u
V(M)=W=;§, M # O,
avec r=|OM]| et u=9—rM.

. _ 6. x d [y d(z\
av -5 (5)+ 5(35) 52 6)

(L _3xa\ (1 _3yer
T\ o oty

| =
w
2
(=53
-~
N
+
N
5 -
w‘w
BN
SRSy
——
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Or —=

Ce champ & flux conservatif est utilisé ci-dessous.

Angle solide

L’ensemble des demi-droites issues d’un point O et s’appuyant sur
une courbe fermée (y) forme une surface conique (C). Cette surface
partage I'espace en deux régions (E;) et (E2) appelées angles solides.

Pour définir la mesure d’un angle solide, considérons une sphére (S)
de centre O et de rayon r { fig. 6.11.3). Soit (S;) et (S2) les calottes sphen-
ques intérieures a (Ey) et a (Ey), d’aires 7 et 5.

Posons
6.11.4) o= o - %”;—

Ces rapports sont indépendants du rayon R choisi.
~ Ce sont les mesures des angles solides (E;) et (E2).
Remarquons que

4 2
(6.11.5) Q1 +Q; = ’:zr —4n

Ceci est I'angle solide offert par I'espace tout entier. L’unité d’angle
solide est le stéradian : c’est la surface d’une sphére de rayon 1.

Exemple 6.11.3.

Soit un élément de surface dS situé & une distance R du point O
(fig. 6.11.4.) et 8 I'angle que fait sa normale avec le rayon vecteur r.
11 est vusous un angle solide élémentaire

dQ.—dS
r?

si dS' est Paire de la calotte sphérique élémentaire résultant de la cons-
truction précédente.

Fig. 6.11.3.

FIG. 6.11.4.
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Exercice 6.11.3. — Déterminer P'angle solide sous
lequel on voit du point O une circonférence (y)
dont 'axe passe par O. On appellera 6 le demi-
angle au sommet du cdne de révolution de sommet O,
s’appuyant sur (y). ’

Exercice 6.11.4. — Soit un élément de surface dS
de centre O, porté par le plan xOy. Déterminer
I’ensemble (X) des points M de ’espace d’ott I'on
voit 'élément sous un angle solide constant.

Mais nous avons dS' = dS | cos 0 | (relation .iimite) d’ot

a0 = asles®l_, %
r

ol u est le vecteur unitaire orienté de O vers 1’élément dS.

Ce calcul permet d’envisager la mesure Q2 d’un angle solide comme
intégrale d’angles solides élémentaires. ~

Théoréme 6.11.3.

L’angle solide de sommet O intercepté par une courbe fermée
(v) a pour mesure

(6.11.6) Q= fdﬂ - H u.nds
. £} ¥

ou (X) est une surface quelcongue d’orifice (y).

. v,
Autrement dit, Q est le flux du champ a8 travers (£). Nous savons

que ce flux ne dépend pas du choix de (Z), donc Q ne dépend que de la
courbe (7).

Les angles solides interviennent trés souvent en électromagnétisme.
Le potentiel scalaire du champ créé en O par le courant parcourant une
spire (y) s’écrit notamment

_ _ bl
V= 4

ol I est P'intensité, Q Pangle solide sous lequel la spire est vue du point O.

Nous verrons au tome V que I'étude des champs scalaires
et vectoriels conduit souvent a des équations aux dérivées
partielles ol interviennent les opérateurs (gradient, rota-
tionnel, divergence) qui ont fait I'objet du présent chapitre.



annexe

Géométrie descriptive

Les quelques lignes de cette annexe ne présentent qu’un apergu
des méthodes utilisées en géométrie descriptive. e but est le méme
quen géométrie analytique et consiste & étudier les propriétés des
figures de 'espace relatives aux distances, aux angles, etc.

11 s’agit ici d’une méthode graphique utilisant la représentation d’un

solide par ses projections sur deux plans de coordonnées, dessinées sur
une méme feuille, comme c’est 'usage en dessin industriel. ’

Epure d’un point

L’espace étant rapporté & un repére orthonormé (O, I, j, k,) nous  Remarque A.l. — Les projections horizontale et
distinguons deux plans : frontale d’un solide s’obtiennent de plus en plus

e le plan horizontal (H) défini par (Ox, Oy), a laide de Pordinateur muni d’une table tragante.

L Cependant il n'est pas inutile de connaitre les mé-
® le plan frontal (F) défini par (Oy, Oz). thodes de la géométrie descriptive. Elles constituent

P tout point M t ection hori tal un bon entrainement pour «voir» la forme du
our tout poimn Nous Notons m sa projection horizontale, solide a partir de ses projections. Elles permettent

m' sa projection frontale (fig. A.1). Il est commode de faire  aussi d'imaginer les calculs analytiques les plus
tourner m’ autour de Oy pour amener ce point sur (H).  simples dans une situation donnée, notamment pour
11 en résulte une seule figure plane (fig. A.2), ot les deux  le calcul des intersections de solides (choix de
points m et m' forment I'épure du point M. La droite mpy ~ Sutfaces auxiliaires).

est la ligne de rappel du point M. Les coordonnées x et z

s’appellent I'éloignement et la cote du point M.
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Exercice A.l. — On remplace le plan frontal (F)
par un autre plan (F;) orthogonal & (H), coupant
ce dernier snivant une nouvelle ligne de terre
¥y y1. Dessiner Pépure d’'un point M par rapport
aux deux repéres, sur la méme feuille.

Exercice A.2. — Méme exercice que A.l. en suppo-
sant que le plan horizontal (H) est remplacé par
(H,), le plan frontal restant fixe.

Tout plan (P) ou toute droite (D) paralléles au plan xOz sont de
profil par rapport au repére (O, X, y, z).
L’axe Oy est appelé ligne de terre.

Ay

FI1G. A.2.

Epure d’une droite

Supposons la droite (D) donnée par deux points
Ala, a) et B(bb).

La droite (d) joignant a et b est la projection horizontale de (D), et la
droite (d') joignant a' et' b’ est sa projection verticale (fig. A.3.). Les
points Ao (a0, ap) et Bo (bo, by) sont les intersections

D)nH) et D)n(F).
Ce sont les traces de la droite (D).

Rappelons (chapitre 0) que deux droites (D) et (A) de I'espace ne
se coupent pas en général. Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’elles soient concourantes est que leurs projections de méme nom se
coupent sur une méme ligne de rappel aa’ (fig. A4.), avec

a=dn@ e a=(@)n(d)
Si Pune des droites est de profil, son épure n’est pas trés suggestive

et il est commode de changer de plan frontal (exercice A.1.) en prenant
(F,) orthogonal 4 (F). Il en est de méme si les deux droites sont de profil.
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Le plan

Il peut étre défini par deux droites concourantes (D) et (A). dont
les projections (d, d') et (3, 8') se croisent en (a, a’) comme sur la figure
(A.4.). Ces droites sont utiles pour déterminer les autres points du plan
comme on le montre ci-dessous.

Exemple A.1.

Déterminer m’' connaissant m pour un point M dun plan (P) donné
par deux droites concourantes.

La méthode consiste & tracer une droite auxiliaire (I, ') du plan (P)
telle que la projection horizontale (I) passe par m, la projection frontale
(I') étant déterminée grace aux points b = () n(d) et ¢ = () n (D)
que 'on rappelle en b’ et ¢’ sur (d) et (3').

Enfin la ligne de rappel issue de m coupe (I') au point cherché m’
(fig. A.5.). Cet exemple illustre une démarche typique de la géométrie
descriptive, fondée sur la construction d’une figure auxiliaire pour
déterminer les points cherchés.

11 est commode de choisir pour (D) et (A) les intersections du plan
(P) avec les plans de référence (H) et (F). Notons que dans ce cas les
projections (d') et (8) sont confondues avec la ligne de terre (fig. A.6.).
Les projections (d) et (8') se coupent sur y'y en (a,. a'). _

On peut déterminer les traces (Do) et (Ao) d’un plan donné par des
droites concourantes quelconques (D) et (A).

11 suffit de déterminer le point d’éloignement nul de (d, d'), soit
(bo, bp), et le point d’éloignement nul de (3, &), soit (co, cp)- Alors la
droite bo ¢ est la trace horizontale cherchée (do). Enfin les points (eo, p)
et (fo, fo) de cote nulle sur (d, d') et (5, 3) donnent la trace frontale (5g)
joignant eg et fo (fig. A.6.). Les deux traces se coupent sur la ligne de
terre en un point (a0, ap). Cependant ce point sort parfois des limites
de I’épure (fig. A.6.).

Nous allons voir une utilisation trés simple des traces d’'un plan.

Exemple A.2.

Soit deux plans (P) et (Q) donnés chacun par leurs traces (fig. A.7.).
Ces plans se coupent en général suivant une droite (T) qui se construit
a Paide des traces (d) et (3) de (P), () et (A) de (Q).

Soit a=()n@d), b =(@)nQ)

Exercice A.3. — Dessiner les épures de droites
a) verticale,

b) de bout (paralléle a Ox),

¢) horizontale,

d) frontale (]| (F)),

e) de profil.

)

Fic. A5,
Exercice Ad. — Soi un plan (P) donné par les

points A (62 3), U@ 57 e V(275
Déterminer le point (m, m’) du plan d’¢loignement 3
et d’'ordonnée 1.

Exercice A.5. — Construire dans le plan (P) de
I'exercice A.4. [les droites (D) et (A) se coupant
en (a, )]

a) la droite horizontale passant par (g, a'),

b) la droite frontale passant par (g, a').

{
d"
(6Y)
“'\
w/ Q)
y 2 Jfo ¢ I y
i ¢
(d) |

7 be
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Exercice A.6. — Déterminer les traces du plan défini
dans I’exercice A 4.

F1G. A.S.

Exercice A.7. — Soit (P) le plan de ’exercice A 4.,
A le point de coordonnées 1, 1, 1. Tracer I'épure
de la perpendiculaire 2 (P) menée par A.

Lesdroites (t) = ab et (¢') = a'b’ sont les projections cherchées.
Le probléme se complique si les traces ne se coupent pas dans les limites
de I'épure.

On utilise alors un plan auxiliaire horizontal par exemple, pour
déterminer les points de I'intersection (, t').

Exemple A.3.

Soit un plan (P) donné par ses traces (d) et (8'), et une droite (L)
de projections (I} et (I'). Pour déterminer I'intersection (P) ~n (L) nous
nous ramenons au cas précédent, c’est-a-dire 4 lintersection de deux
plans.

11 suffit de construire par exemple le plan vertical (Q) passant par

(L), dont la trace horizontale est (/). Ce plan coupe (P) selon (ab, a'b’)
et cette derniére droite coupe (I, I') au point (m, m') cherché (fig. A.8.).

Angles droits

Nous connaissons une condition pour qu’un angle droit se projette
suivant un angle droit (chapitre 0). En géométrie descriptive selon les
cas,

a) on effectue un changement de plan frontal (exercice A.l.) ou
de plan horizontal (exercice A.2.) pour que l'une des projections de
I’angle droit soit aussi un angle droit;

b) on détermine des droites ou plans auxiliaires vis-3-vis desquels
I’angle droit est en situation particuliére. ’

Cependant I'exemple suivant s’effectue directement.

Exemple A 4.

Tracer la perpendiculaire (L) issue de O & un plan (P) donné par
ses traces (d) et (8'). Remarquons que les projections (J) et (I') doivent
8tre orthogonales aux traces (d) et (3'), et réciproquement ; d’ott I’épure
(fig- A9.), avec la construction du pied (m, m') de la perpendiculaire.

Pour mesurer la distance || OM | on effectue un changement de
plan frontal de sorte que OM soit paralléle au nouveau plan frontal.
Le lecteur tracera ces épures & titre d’exercice.
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Conclusion

Nous espérons que ces éléments trés succincts de géomeétrie descrip-
tive ‘inciteront le lecteur curieux & consulter les ouvrages spécialisés
en géomeétrie descriptive. Ces méthodes s’appliquent a des solides trés
divers (intersections de quadriques...). Le recours 4 une surface auxi-
liaire ou a un changement de plan de référence est permanent et permet
souvent de tracer les intersections cherchées point par point. (Voir
Bibliographie).

FI1G. A.10.

Exercice A.8. — Soit le cone (C) de sommet'O,

T
d’axe Oz de demi-angle au sommet 7

Déterminer I'é¢pure de (P) n (C) ot (P) est le plan
de I'exercice A 4.

La figure A.10 représente I’épure d’un tore coupé
par un plan bitangent. L'intersection qui se projette
horizontalement selon deux ellipses, est formée
par deux . cercles appelés cercles de Villarceau.



Solutions des exercices

chapitre 0

0.1.1.

a) En supposant D' n A = (4, nous arri-
vons a une contradiction avec I'axiome
d’Euclide.

b) En supposant que les droites se rencon-
trent, nous aboutissons 4 une contradiction
avec I'axiome d’Euclide.

0.1.2. — En supposant D' N A’ = (J et en
utilisant le théoréme (0.1.2. b), nous montrons
D n A = @. Contradiction.

0.1.3. — Le lecteur ménera par I la paralléle
a AB (fig. 0.13. a) et par M la paralléle 4 Al
et utilisera I'axiome (0.1.5.).

Réciproquement, prolongeons IM et tragons
par B la paralléle 3 MK. MKBJ est un
parallélogramme donc aussi AIBY par tran-
sitivité.

0.1.4. — Nous partons de la construction du
milieu de la définition (0.1.3.) et de la remar-
que (0.1.5). Soit I' un point quelconque.

U K’

Nous tragons MK'//AI’ et I'K'//AB et nous
achevons le parallélogramme AI'BJ. Nous
utilisons I'axiome (0.1.5.) pour montrer

a) I'K'K  parallélogramme car AIKM et
AI'K'M parallélogrammes;

b) 'K'BM parallélogramme car II'K'K et
IKBM parallélogrammes;

¢) MK'BJ" parallélogramme car AI'BJ et
AI'K'M parallélogrammes.

En conclusion, I'M et MJ' sont paralléles a
K'B. D’aprés I'axiome d’Euclide, I', M et J'
sont alignés. :

‘La diagonale d’un parallélogramme quel-

conque, de deuxiéme diagonale AB, passe
donc par M.

0.1.5. — Se donner un point I quelconque.
Tracer par I la paralléle & AB et par B la
paraliéle & AL Si K est leur point de ren-
contre, mener par K la parallele a IB.

0.1.6. — Soit G le point de rencontre des
médianes AM et BN. CG rencontre AB
en P. Tragons par B et C les paralléles 2
AM et par A et C les paralléles 4 BN. Nous
déterminons ainsi un parallélogramme
C'ECF. Nous allons montrer que G est
le milieu de CC. En effet, G est milieu
de BB’ car GM//B'C-et M milieu de BC.

Idem pour AA’, A est milieu de C'E (projec-
tion paralléle) N milieu de AC est aussi
milieu de EA". Donc en appliquant le pre-
mier théoréme de Thalés, nous avons

AN//A'C’ soit AC//A'C'.
ACA'C' est un parallélogramme de diago-
nales CC’ et AA’. G est donc milieu de CC'.
Les points C, P et G sont alignés et d’aprés
la définition du milieu, P est milieu de AB,
ce qu'il fallait démontrer.

0.1.7. — Soit P le milieu de AC. Par le pre-
mier théoréme de Thaiés,

MP//BC et PNJ/AD.

Comme BC//AD et axiome d’Euclide,
MN//AD//BC.

0.1.8. — Soit M, N, P et Q les milieux res-
pectifs de AB, BC, CD et AD. Par le pre-
mier théoréme de Thalés, MN//AC et
et QP//AC d’ol MN//QP.

Idem pour QM//NP.

0.1.9. — Si A//A’, il est facile de montrer
(exercice) que les milieux déterminés par
toute sécante aux droites A et A’ décrivent
une droite D paralléle a ces derniéres. Le
probléme est donc impossible si le milieu M
de A et C n’appartient pas a D et indéter-
miné dans le cas contraire. ‘

le milieu de AC, le probléme se raméne a
construire une sécante a A et 3 A’ de mi-
lieu M. Pour cela, il suffit de joindre IM
et de construire J tel que M soit milieu
de 1J (¢f. 0.1.5.). Les paralléles menées par J
a A et A’ déterminent les deux points cher-

. chés.




Solutions des exercices

315

0.1.10. — Utiliser construction du milieu de
la remarque (0.1.5.) et axiome (0.1.6.).

0.1.13. — Construire par un point de (A) le
plan (Q) paraliéle &4 (D). La droite cherchée
est (P) n (Q).

0.1.14. — Soit I un point de (P) n (Q) et
(R) le plan mené par (D), passant par L
On applique le théoréme (0.1.5.) et la pro-
priété d’Euclide.

0.2.1.

a) En supposant D n D" = A il serait
possible de mener par A deux droites ortho-
nales & D',

b) Soit A = D n D". Par A, menons A,
orthogonale & D. Elle coupe D' en B.
Par B, on peut mener A; 1 A. Nous avons

donc A,//D".

L’axiome d’Euclide entraine que A; = D'.
Donc A L D'. D’aprés I'unicité¢ de l'ortho-
gonale, A = D.

0.2.2. — Eléments de (D).

0.2.3. — Si (A)/(D), en choisissant deux
points sur (A) on détermine une droite (A").
Si M est un point quelconque de (A), la
perpendiculaire MK 4 (D) coupe (A') en M.
D’aprés les théorémes de projections paral-
1eles, K est milieu de MM’ si (A) n (D) = 1,
en choisissant un point A sur (A), on déter-
mine (A') qui est la droite IA’. L’axiome de
la bissectrice nous permet d’affirmer qu'il
existe (D) telle que (A) et (A') soient symé-
triques.

Si (D) # (D), AA’ aurait deux milieux.

11 existe une démonstration reposant sur le
théoréme de Thalés.

0.24. — Non.

0.2.7. — Non.

0.5.2. — Utiliser la relation de Chasles et

AB
des relations du type : MB = -

0.5.3. — Cela résulte de la relation v = An
pour les vecteurs unitaires de 'axe.

0.54.
a) Ecrite MN = MB + BC + CN et
exprimer MB et CN.

b) Appliquer la relation de Chasles en pas-
sant par A pour CD, DB et BC.

0.5.5. — Si g%:i:% , nous avons
Ch _ AB
F®

__AC+CB__, B

AC AC

0.5.6. — Utiliser les relations donnant la
somme et le produit des racines d’une équa-
tion du second degré.

0.5.7. — Nous avons une relation analogue
4 celle de exemple (0.5.2.) : JC? = JA . JB

soit jA ic
T B
D’aprés les propriétés des proportions,
A _ AC
© T
Comme
JA JA IC _(J‘A)Z
B ¢ B \ic/

nous tirons le résultat.

058.

a) Soit O le point de concours des droites
issues de A, B, C et D. Mener par B et B
les paralléles & AO.

L’application du théoréme de Thalés donne

CA A0 _ DA _AO
CB BM DB BN

De méme : =

BN B'N
Comme —F
BM BN
CA" DA
nous avons P = - L.
CIBI DIBI

(Pour un faisceau paralléle, le résultat est une
conséquence du théoréme de Thalés.)

b) D’aprés a) nous avons

BN _BN __,

BM BM
Donc B est le milien de MN, B’ est celui
de M'N'. Et réciproquement.

0.5.9. — On applique le théoréme de Thalés.

0.7.1. U=20
V =405

si O désigne I'intersection des diagonales et I
le milieu de AB.

0,7.2. — Se donner un repére et appliquer les
résultats du tome L.

0.7.3.
U=o0; 0A; + (02 + ... + o) OB,
si By désigne le barycentre des points
Az (02) ..., An (0t).
D’ott
U = o; OA; — oy OBy = oy B1A;.

0.74.
GC = BA.
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CA DA
0.7.5. —— 2 donc -]—);é" = — 2
CB DB

0.7.6. — Le symétrique de A par rapport au
milieu de BC.

0.7.7. — En utilisant les propriétés d’asso-
ciativité du barycentre, on montre que Cest
le point de concours des droites joignant
les milieux des cotés.

Dans un parallélogramme, cest le point de
concours des diagonales.

0.8.1. — Cest la projection parallélement au
plan dirigé par (D) et (A").

09.1.

a) AB = (— 2, — 2,2).

b) Ecrire AM = LAB doud = — 1
M5, 3, = 6).

0.10.1. — 1l suffit de remarquer que les vec-
teurs OM et OM’ sont symétriques par
rapport a la droite OH, projeté de OM sur
le plan (P). Or la symétrie par rapport a
une droite conserve la longueur.

M

Fi1G. 0.10.1.

0.10.2. — Soit M un point du cercle (C),
M’ son symétrique par rapport au diamétre.

M
9] H
([l
M'
Nous avons | OM' || = || OM || d’aprés la

propriété (b) du paragraphe (1.10.). Donc M’
appartient a (C).

0.10.3. — Soit M un point de (D,), N son
symétrique par rapport a (D3), situé sur (D),
P et Q les symétriques de N et M par rapport
4 (Ds), situés sur (Dy).

M/ AN
(D) (D) (D)
Nousavons
loM| =] ON| =|OP|=]|0Q]

donc le quadrilatére MNPQ est un parallé-
logramme (théoréme 0.1.4.). La droite HH'
joignant les milieux de MN et de PQ est
paralléle aux cbtés MQ et PN, et perpendi-
culaire au c6té MN. Ainsi MNPQ est un
rectangle et (Ds) est perpendiculaire a (Da).

Dans le triangle OMN, le point O est le
milieu de MN. Ainsi (Dy), (D2) et (D3)
découpent des segments égaux sur la droite
MN paralléle & (D).

Le faisceau (D, D2, D3, D4) est donc harmo-
nigue (cf. exercice 0.5.8. b).

0.10.4. — Soit, (D3) L (Ds). La paralléle a
(D4) menée par un point H de (Ds), coupe
(D)) et (D2) en deux points M et N (figure
précédente). Le point H est le milieu de MN
(cf. exercice 0.5.8. b). Aussi la droite (Ds) est
médiatrice de MN, donc bissectrice de I'angle
formé par (D;) et (D2). La droite (D),
orthogonale & (D3), est 'autre bissectrice de
cet angle.

chapitre 7

1.1.1. - a, b, c.

1.1.2. — ADperpendiculaire commune 8 AM
et DF, etc.

1.2.1.

(OA, OB) = (OA, OM) + (OM, OB)
= 2 (0A, Ox) + 2(Oy, OB)
= 2 [(OA, Ox) + (Ox, Oy)
+ (Oy, OB) — (Ox, Oy)]
= 2 {0A, OB) — (Ox, Oy).
Or  (MA, MB) = (Ox, Oy) + kn,
d’ou le résultat.

' T
122, — o = —
i 4
A B
IR
\
D N C
NN
NN
Ay \\
\ N,
\
3, N,
\\ N
' \
) A \\ 5 B
VA
D (o]
B'C 1

gp = =—= =1y
AB 1/5

B =y = 35,3 degrés.
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131 -

V2 -1

1.3.2. — Cherchons celui My situé sur OA,
soit OMp = xq . OA.

On trouve xo Pour tout autre

kK
loa|*

point M solution on a
(OM — OMy).OA =0,

soit MoM L OA. Tout point M du plan (2)
mené par Mo orthogonalement 4 OA est
solution, et réciproquement.

133, — Soit w=i+j u=i+k

ww=1 Jul=w]=V2

cos (i, w) == i —;—1
' lall-Iwl g/27 2
i
(, W) = 3
1.34. A o B
va
//
Z/
B C
AC? = (AB + BC)? = AB' + BC?
+ 2AB.BC

BD? = (BC + CD)? = BC? + CD?

+ 2BC.CD.
Or .
AB? = CD?> et AB.BC = — BC.CD
puisque AB = — CD, d’ou le résultat,
1.3.5.

a) 1l suffit d’utiliser la relation de Chasles,
a l'aide de A par exemple.

b) Si D est le point de concours des hauteurs
issues de A et B, la relation démontrée en a)
entraine AB . CD = 0, donc CD est la
troisiéme hauteur.

1.3.6. E = 3R? - 30G>
On utilise la relation de Chasles.

1.3.7. — Soit AC et BD les diagonales, ¢ la
longueur commune aux quatre cotés.

AC.BD = (AB + BC). (BC + CD)
=c?2—c? 4+t~ c?
=0.

138. AB+BC+ CD + DA =10

On éléve les deux membres au carré scalaire,
et I'on fait apparaitre les milieux P et Q de
AC et BD.

1.39. — Tracer le symétrique A’ de A par
rapport a (D). Alors

IAC| +cCB|=]AC]|+]|CB],
la droite A’B coupe (D) au point C cherché.

1.3.10. — D'aprés (1.3.10))
- B+t —-ah)
A=Y T —4)
cos T
sin? A =1-—cos?A =
_4b2 2_(b2+cz__az)2
N 4 p? ¢? ’

on développe la différence des deux carrés
au numerateur et 'on fait apparaitre la quan-
tité p.

1.3.11. — On développe les carrés scalaires.

1312. - Sia+ b +c#0,

E=(a+ b+ c)MG? + a GA? + b GB?
+ ¢ GC?

si E = Cte, M décrit un cercle de centre G

et de rayon
_ [ E—=h
p= a+b+c

si .
h=aGA*> + bGB* + ¢ GC? < E.

Si a+b+c¢=0, alors

aMA+bMB +cMC=U
et

E=2MO.U + ¢ 0A? + hOB? + ¢ OC?

Si E = Cte, M décrit une droite perpendi-
culaire a U.

1.3.13. — Cas particulier : Xo = x . A

alors x = “_/:T“.i Cas général : soit deux
vecteurs solutions X et X'. Nous avons
A.X~-X)=0,

donc Y = X — X'est un vecteur orthogonal
a A. Les vecteurs solutions sont de la forme
Xo+Y avec Y .LA.
141
(A.BP = |A>.|B?.cos? 6,
|AABI = [A]>.|B|".sin® o,

d’ou le résultat.

14.2.

a) Evaluons la surface
=lbcsinfk =lacsinbl~3 =labsin oR
2 2 2
Les relations cherchées s’obtiennent en mul-

2
tipliant les quatre membres par —.
abe
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Soit Q le centre du cercle circonscrit (fig.)
et D le point diamétralement opposé¢ au
sommet C.

Les angles inscrits @ et BAC sont égaux.

sin BDC = BC _ @
mEPE T DBe TR
car BDC est rectangle en B. Soit sin A = 2aR’

etc.

B D C

b) Le résultat est évident si les trois angles
sont aigus, car la fonction sinus est crois-

7
sante sur {0. ~2—:| notamment. Dans le cas

contraire, supposons A obtu et B < € soit
b<e

Dans le triangle ABD rectangle en A nous
avonsc¢ < BD € a.
143.

AB A AC = (AD + DB) A (AD + DC)
on développe le produit.

144,
) S = 1 be sin A
a) 8 =3 .
Or d’aprés 'exercice (1.3.10.),
. 2
sinA ==1/p0 - 2@ - b - o)

d’ott S.

b) Le cercle inscrit de centre I est tangent
aux trois cotés en P, Q et R (faire le dessin).
Ces points déterminent avec A, B, C et I six
triangles rectangles et le bilan des surfaces
donne facilement S = p.r.

¢) a = 2 R sin A (exercice 1.4.2.) et

S =%bcsin A,

d’ou le résultat.

1.4.5. — Nécessairement QA et F sont ortho-
gonaux 4 u; le probléme n’est possible que
si F. u = 0. Alors le point O doit apparte-
nir au plan orthogonal & » mené par A. Et
inversement.

1.4.6.
M =aA A F,
M. u=(@aA A F).u=(aA, F,u)
=aA.(F A u) F,

(aH + HA) A [(F5 + Fp) /\_u]
al.(F, Anu)y=(aH A F,).u
=d x mes . alg (F,).

I

Mais le point a peut &tre remplacé par tout
point O de (A) car

(.//l la — M /o) LU= (Oa, F, Il) = 0.

14.7.
iAn(Ffrf=ink=—]j
AR Ai=—jAi="Fk
Bin(fap=0G.p.i—-2.j=—]j
GARAi=P . k~(@F. k).i=Fk

1.4.8. — Remarquons que A et B doivent étre
orthogonaux, ainsi que B et X. De plus X
sera'déterminé & A . A prés.
Prenons X — B A A,
AAX=A2.B~(A.BJA= + AZ.B.
La solution sera donc
BaA

———-—" A‘Hz + A A

X =

1.4.9. — Nous avons
AAAAB=AAAACQ

soit, en appliquant (1.4.5.),
(A.B).A-A>.B=(A.C)A - A”.(C,
d'ou B = C.
A .B = A . Csignifie que B et C ont méme
projection sur A.

A A B = A A C entraine notamment que
A, B et C sont coplanaires.

15.1.
ABCO=G+ki+ki+j=..=1

Les faces sont des losanges d’angles au som-
met 60° ou 120°, car A, B et C sont de méme
norme et font entre eux des angles de 60°
(calculer le cosinus par les produits scalaires).

152,
(jouy =G40+ @GL)+ GG k)
=0+0+1:

méme volume que le cube unité.

1.5.3. — Calculons a part
(CAA)A(AAB)
[(CAA).B].A-[(CAA).A].B
(A,B,C). A

Le produit cherché sera donc

B A O).[(A,B,C).A] = (A, B, C2

[}

1.54. — Il est nul car les trois vecteurs sont
dans le plan orthogonal 4 A.

155, — On applique la formule (1.5.1) &
trois reprises.

1.5.6. — D'aprés (1.44.).
(A AB)A(CAD)
=[(A ~AB).D].C—~[(AAB).C].D
et d’abrés (1.4.5.) le premier mambre vaut
[A.(CAD].B-B({C AD)].A
d’otl le résultat.
1.6.1. Vi.Va=1+42-3=0,

Vi.Vi=5—-4—1=0,
V,.Vi=5-8+3=0
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1.6.2. — Soit U (x, y, 2).

U.V1=-—X+2y=0,
UVe=—-3x—y+2z=0.
7
Soit x =2y et =2y avec y quelcon-

que. Exemple (4.2.7.).

1.6.3.
U.V=2a*~2a~4=0.
Les racines sont

1+3 1
,sonta'=2€ta”=~2—.

a =

1.64.
Fr=2x3+4+1x24+(-1x-5=13J.

/.4\ W R, Xy )

By, &9y X224)
C(‘Lu X4z, L33)

{numéro du
coté calculd)

1.6.5. — Les coordonnées du milieu M de BC

1
sont (O 3 2> et les composantes du vec-

2
1 25 21
Zo= o AMI 2323

) + 2 A m.
1.6.6. — L’orgamgramme présenté calcule
successivement || AB |, | AC | et | BC |}, soit
S. avec ¢ = 3, puis 2, puis 1 (numéro varia-
ble). Les coordonnées cherchées sont by, by

et bs (fig. 1.6.6.).

teur AM (—— 2, % , - E) , d’ou

AM? = 4 +

1.6.7. U A V(24 06)
UaW®,8, 12).

Ainsi U, V, W sont coplanaires.

FIG. 1.6.6.

1.6.8. — AB a pour composantes (— 1,2, 1)
et AC(— 3,1, 2) donc AB A AC a
pour composantes (3, 5, — 1) et pour module

V3.

1
L’aire est 5 l/g =

1.6.9. — v A w a pour composantes (4, 7, 2)
et pour module ]/@ d’ot les deux solutions

+4+7£J

Vo7mim

2,3 m?2,

1.6.10.

1.6.11. — Utiliser la linéarité et 'expression
analytique du produit mixte.

1.6.12,
A AABAX)=0 siB A Xestnulou
colinéairea A. Si B A X # 0, alors cela
entraine que A est orthogonal & B. Tout
vecteur X orthogonal & A convient car alors
B A X est colinéaire & A. Si A n'est pas
orthogonal 4 B, onréalise B A X =0 en
choisissant X colinéaire 4 B,
b) Prenons

A = a.i B=b1.i+bz.j,

X = xl.i+Xz.j+X3‘k.

Alors
AA(BAX)
= d) (bz x1 — by Xz)j—- ay by x3 . k.
Le second membre est nul dans deux cas
1) by = 0 = x; (X orthogonal 3 A),
2) b1 #0,363 =Oetbzx1 —-b1JC2 = 0
(X colinéaire a B).

1.6.13. — Figure page suivante.
MA.MB
I™MAJ .| ™MB [
Elevons au carré : nous ne distinguons plus
Qetnt — 6.

1.7.1. co§ 0 =

[(—a—x)(a—x)+yP
]/(a + x)? +y2.[/(a - x)2 +y?

cos? f =
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Aprés un certain nombre de regroupements
de termes on obtient

x% 4+ (y &+ acotg 8)? =

sin? @’

Ce sont deux cercles centrés sur Oy.

DEBUT) .
Viivy Uy Ui
. Vot Uy Uy Uy
Va: vy Unp Uy

S= S+v; vy
T =T+ Vs

FiG. 1.6.13.

1.7.2. — OM; A OM: _apour composantes
(1, 0, — 1) et pour module VZ. De plus
OM; .OM; = 2.

Dot tgV = Kg V = 35,3 degrés.
1.7.3. — Pour chaque sommet, S; et S, dési-
gneront le carré scalaire des deux cdtés du
sommet, et P le produit scalaire des deux
vecteurs partant du sommet. Les coordon-
nées cherchées sont notées oy, @, et 0s.
(Voir organigrammé ci-contre).

1.74. — Soit A le point de coordonnées
(— 1,0, 1) et V le vecteur de composantes
(1,40

Alors AM; = m .V : M, parcourt la droite
dirigée par V, passant par A.

En appliquant (1.7.1.) on trouve m = [/5

1.7.5. AB(O, — 1,1) = (p, g 1)

-1 1 )
X 1/51 1/5 5
A'B(1,0,1) = (¢, ¢.r)
d’on (a" b, c’) P (

1 .- 1 >
—_ 0, —)
V2 Y2

A (2,00, 003)
B s X0, X3 )
C Vs, X3z 5 Lag)

dot (a,b,c) = <0

17.7. )
cos V = qa’ + bb' +cc’=0+0+§.

v="

Par exemple, 3

1.7.8. — Tl faut 02 — 6 =§+2kn

et 93—-92=-§+2k7§

(permutations circulaires possibles).
OC? = OHZ + CH? (Pythagore).

=j+1

non
;=
TTTAL A
oui /) =3

J

Fic. 1.7.3.
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Or OH3z =d3; et CHs =CKs~KzH;s 1.7.11. — Soit Ao Aj les points o la per- 1.8.6.
OH, 2p pendiculaire commune rencontre (A) et (A"). V()= —aosinol.i+ aocosot.j
CKs = - = —17—; Alors d = | Ao A} || . +2ct.k
cosE Notons que AoAjp est orthogonal aux Y() = —aw?(cosot.i+sinet.j)+ 2c.k
T p3 vecteurs u et «', donc colinéaire a u A o'
K3H; = OHs.tge = 17—5 soit IV | =Va?e® +4c2 2,
Ao Ay . (u A W) Al =12 o* + 4 c2
e Cpi—pP g=ltoto-lr )] I7@) =Va*o* +4c
dot  OC =g+ 0 Junu]
|, Ao Ap, )|
) e b
\Ds) (D funw]

De la méme fagon

oC? = (2 pP1 — pZ)Z

+ p.
3 123

Do
(2p1 — ps)* +3di = (2ps — p2)* + 3p%

qui se réduit & py = p2 + ps
{permutations circulaires possibles).

1.7.9. — Le vecteur unitaire normal est
\%

W o= g

R vl
¥33)

D'ot équation x + 2y + 2z =3d.
Comme le plan passe par M, il en résulte
9=3d, dot d=3,

2y 2z

+- =3

soit x +
3 3 3

1.7.10. — Soit n le vecteur ai + bj + ck.
L’équation proposée s'écrit n.OM = d.

Si Mo est un point de 'ensemble, nous avons
n.MoeM = 0, ce qui représente le plan
orthogonal & n en M.

1l reste & montrer que 'on peut remplacer Ao
et Ay par A et A’ quelconques sur (A) et (A'),
ce qui est facile (car A, A//u et AJA'[/u').

1.7.12.
d=[x+y+z—1]'

/3

On peut calculer I; en coordonnées sphéri-
ques, ou utiliser un théoréme de Huygens
(tome I, paragraphe 4.9.).

1.8.1.
¥=costi—sint.j+hk |r]| =1/£
¥ = —sint.i—cost.k |r] =1
1.8.2.

V=032 4+2i+6e%j+ 10cos5¢t.k
¥ =61.i—12e"%j—50sin5¢. k.

1.8.3. — Au point considéré
u, =~ 12i+k, u,=3i+j, w,=4j—k

":x= - 12i, ";y = 0, ”": = 4j’
’IZ}’: 6i, "ﬁ: = -k, ";2 = 2j
1.84.
V()= —6e ?.i+ 12cos31.j
— 15sin3:t. k&

Ivo | =sVs.
1.85.
dP? = dx* + dy? + dz? = 3 e” % di?,

z=1/§fwe-'dz=[/§(1 — e719),
0
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chépitre 2

2.1.1. — Les points M et N se déduisent des
translations verticales du point O qui décrit
un cercle (C) de centre A. Les lieux de M et
de N sont donc des cercles translatés du
cercle (C).

2.1.2. — Les points E et F se déduisent
de Cet de D par deux translations verticales
des points C et D qui décrivent chacun un
cercle. Les lieux de E et F sont des cercles
translatés des précédents.

2.1.3 — Soit ® le quatriétme sommet du
carré ®AOB (1). Le point N et le trans-
formé du point M par #.}, donc la média-
trice passe par . De plus, le triangle @ MN
est rectangle isocéle.

2.14. — La composée de ‘%0:-5“ par .@oz,g est

une rotation %o, c'est-d-dire une symétrie.
par rapport a Oz : il suffit d'appeler O3 le
milien de MM,.

Pa m s

M O» ‘ M,

FiG. 2.1.4.

2.15.

a) O:M; = cosaz . (0O; M; — 0; 03)
+sinoz.(w A [0 M; — O Oz])

On remplace O, M, par sa valeur, d’oli

O;M; =cosaz .O4 M

+sincau A O M-V
avec

Ve=cosaz . 010z +sinoy.u A O O,

b) Nous avons

(1 — cosa3) O; O3 — sinas (A O O3)
=(1 — cos0z) 0;: Oz — sin a2 (# A 01 O3).

Enposant v = O0; O3, w =u A v,

et 0103=K.v+u,w
nous obtenons aprés simplification
sin s sin %2
27 2
2
1 o
W= 5~ cotg—zi.sin (or — o).
c) 003 = 00; + 0,03

d’ot1 les formules cherchées en utilisant aussi
v = 01 0; = 002 — 00,
soit {az — a1, ba ~bi).w=unAv

soit (b1 — bz, a2 — a;).

2.1.6. — Soit un vecteur AB et son image
A'B’. Les droites AA’ et BB’ se coupent en
un point O. D’aprés le théoréme de Thalés
les points A’ et B’ se déduisent de A et de B
par '’homothétie 5o x.

Soit C un point quelconque. Son image C'
s’obtient aussi par #ox car OC' = k. OC.

C' _
0 FiG. 2.1.6.
2.1.7. — Nous construisons un carré
Mo No Po Qo

dont le c6té Mg No est situé sur BC tandis
que le point Qg est situé sur AB.

Q,

R
i

B I

/ M, M N, N
Toute homothétie de centre B conserve au
carré ces deux propriétés, L'un des carrés

homothétiques MNPQ a son sommet P
sur AC et P est homothétique de Po par
rapport a B, il suffit donc de tracer BPo
qui coupe AC en P.

2.18. — Soit I = (D) n (D), (A) la bissec-
trice qui passe dans le méme quadrant
que A. Tout cercle tangent 4 (D) et 3 (D')

est centré sur (A). Tragons un tel cercle (Co)
deeentre o,

Les autres cercles semblables (C) se déduisent
de (Co) par des homothéties de centre I

La droite IA coupe (Co) en deux points
K et K,. Les rayons we K, et wo K2 ne
changent pas de direction sous 'effet des
homothéties 3#, «.

Nous tragons donc

A(l)x//(t)on et A(Dz//(l)oKz.

2.19. — Le point I, milieu de I'hypoténuse
MN, se déduit du point M par la rotation
w2 suivie (ou précédée) de Phomothétie

#w, . Lelieu de I est donc I'image de O Mo
par cette transformation : c’est le segment AB.
Le point P se déduit du point I par ’homo-
thétie #o,2 : C’est le segment Mo No.

2.1.10. — Nous avons

a) 0: 05 =k .0,0; et

b) 02 03 = k.0, 05,

soit "

b)0; 03 — 01 02 = k2 (01 O3 ~ 01 Oy),

qui, joint avec a), entraine le résultat cherché.

2.1.11. — Drapreés le théoréme de Menelaiis,

|

Q
>
gl
> |

= ],

S|
Q[.I
(@]
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cette égalité, jointe a I'hypothése, entraine
QA _ QA
q Q¢
dott Q = Q' ce qui assure l'alignement
cherché.

2.1.12.
RB OA Cp

a) — e = ],
RA OP CB
B

S
BP 0OA QC

Le produit membre a4 membre assure I'éga-
lité cherchée.

Pour la réciproque on applique le théoréme
direct en remplagant par exemple P par
le point P’ obtenu comme suit : BQ et CR
se coupent en O et P' = (AO) n (BC).

2.1.13. — Nousavons | OM' || = 5.] OM |,
donc la transformation

N 4
est une isométrie. Nous posons 3 = COS O

3
et -3 = sin o, dolt o ~ 37d.
La transformation est la similitude & (0, o, 5).

2.2.1. — L’image du plan (P) par Gv est un
plan (P') qui coupe le plan (Q) suivant une
droite (D’). Soit (D) I'image de (D') par la
translation inverse Gy . (D) et (') sont les
lieux de A et de B.

2.2.2. — On applique le résultat de I'exercice
(22.1)a(P)et 4 (Q) puisa (P)et & (R).

Il en résulte les deux droites (D) et (D)
trouvées dans (2.2.1.), et deux autres droi-
tes (A) et (A) lieux de A € (P) et C € (Q) tels
que AC = V'.

Onprend A ={(D)n(A), B= Gv A
et C= Gy A '

223,
a) Soit H la projection de M sur (A). D’aprés
Pégalité (2.1.4.) nous avons

HM' = cosa.HM + sina.(u A HM).
Or
HM' = OM’' — OH et HM = OM — OH.
et OH = (OM . ). u, d'ot le résultat.

b) Cette relation permet de trouver les com-
posantes x', ), z2 de OM’ sachant celles
x, y et z du vecteur OM, pour un repére
orthonormé d’origine O.

X' X Nz — vy
¥ J=cosaly |+ sinof vx — Az
z' z My — px

A

+ (1 —cosa)(Ax + py + vz)\ p

v

d’otl la matrice suivante ol P'on note ¢, s et d
les nombres cos o, sin et 1 — cos

c+A*d  —vs+Aipd ps+Avd
R= | vs+Aipd c+p%d —~As+puvdl
—us+Avd As+pvd ¢+ vid

Cette matrice R peut aussi s’obtenir en effec-
tuant un changement de base.

Soit une base (I, J, K) telle que
K=u=°Ai+p.j+v.k

Nous choisissons I dans le plan { i, j }, soit

I=p.i—~Aj (nonnormé).

Puis
J=Kal=k.i+pv.j—A*+p?). k
Les vecteurs I et J ont méme longueur

(fig. 2.2.3.). )
La matrice de rotation pour la base (I, J, K)
est :
cosaa —sina 0
M= Jsina cosa O]}
0 0 1

La matrice de rotation pour la base { i, j, k }
est

R=P.M.P!
ot Pest la matrice de passage
1 Av A
P= [—A pv o u

0 vi—1 v

En effectuant ce calcul on retrouve la matri-
ce R trouvée plus haut.

¢). Soit Ry et Ry les matrices représentant
les rotations %a,q, €t Pa,.. La matrice
Rs = Rz . Ry représente la transformation
Rarar - Py q, qui est une isométrie. Comme
le point O est conservé, c’est une rotation
Ras.a; dont I'axe (Asz) passe par O.

Le vecteur unitaire u3 (A3, p3, v3) de (As) est
invariant : c’est un vecteur propre corres-
pondant & la valeur propre 1. On le trouve
en résolvant le systéme

/s
Ra. H3 = ().

Un changement de base analogue au précé-
dent b) permet de calculer I'angle o de la
rotation.

2.2.4. — Toutes les droites (A) du plan média-
teur (P) de AA".

2.2.5. — Daprés lexercice (2.2.4.) on consi-
dére les plans médiateurs (P) et (Q) de AA’
et de BB’ qui se coupent suivant une droite
(A), axe de la rotation cherchée %a,q.

La rotation %, existe par hypothése.
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Les plans médiateurs ont pour équation

3 . . .
(P) Z (d} — a)) (xi _at a,> = (.
=1 2

3

Q@ Y @& - b;)(x: —”“Z“b")z

i=1

(¢f. paragraphe 5.2.).

La droite (A) est dirigée par U = AA’ ABB'.
1l n’y a plus qu’a chercher un point H de (A).
Procédons plutdt vectoriellement. Soit (R)
le plan mené par I et orthogonal 4 (A) en un
point H, (S) le plan passant par J, orthogonal
4 (A) en un point K. Nous avons

IJ=1IH + HK + KJ.
TH est dirigé par V = AA’ & U et s'obtient
en projetant 1J sur cette direction, soit

y.v)
H = .V,
v
avec
A ’ U
IJ’= —B—%}—B {facile).

Donc H est connu. Nous avons Zu.. A = A’
dans le plan (R). '

Finalement
G LAL 1ALV
2 || 13.v)

11 reste & effectuer les calculs.

2.2.6.
a) Si (D)//(D’) I'axe du retournement est la
droite (A) équidistante de (D) et de (D).

b) Si (D) n (D) = L, les deux bissectrices
de (D, D') constituent les axes cherchés.

H’ . Ml
4 (DY
IS vy H {D})
’ ~ ‘}\E \\\\\\\ ( A}
// - H (DtT
g D)
P) M
FiG. 2.2.6.

¢) Si (D) n (D) = &, soit HH' la perpen-
diculaire commune, I le milieu de HH',
(D) et (D) les paralléles & (D) et (D') menées
par 1. Les bissectrices (A) et (A') de (Dy, DY)
constituent les axes cherchés. La figure
montre la construction de limage d’un
point M.

2.2.7. — Translation Gzv.

(a) ](a)
M
<H 7 H
M M
Fic. 2.2.7.

2.2.8. — Soit A3 la perpendiculaire commune.
Dans le plan (P) les retournements sant
deux symétries d’axes concourants dont
le produit est la rotation 2 ;,2e. Il est facile de
montrer que la transformation composée est
R0

FiG. 2.2.8.

2.2.9. — Nous avons { fig. 2.2.6.)

Ret (Az) o Ret (A1)

= Ret (A;) o Ret (A;) o Ret (A;) o Ret (A1)
Or Ret (Az) o Ret (A}) est la translation
B 2.0,0. €t Ret (A3) o Ret (A;) est la rota-
tion .@D‘zo.

2.2.10. — Si le rayon incident est paralléle &
I'un des plans de coordonnées, il n’y a que
deux réflexions par rapport aux deux autres -
plans. On observe dans leur section droite
un produit de symétries d’axes rectangulai-
res, d’oll une symétrie-point qui conserve la
direction. Dans le cas général il y a rois
réflexions. I I est symétrique de SIy par
rapport & I'aréte Oz car le produit

y(Mg)Oy(M;) est .9’0:‘ '

De plus, .SP(MS) o0 F oy = .?/0 (facile).

Donc Is R est symétriqde de SI; par rapport
4 O, et &0 conserve la direction.

2.2.11. — L’angle de deux plans est égal &
I'angle aigu de leurs normales, soit

B=(InTn)
In est dirigée par
u=j+k
I' n' par
W = —j+ (coso.k + sina.i).
Or
, u.u . 5
W) = e = — §in? -
bl 7 B 2 Al
Soit cos B = sin® %.
Par ailleurs

(LLYr)=ao0un — o
22.12. — SM' = A . SM ou A est & déter-
miner.,
Soit
X —a=A(x-— h),
y —b=2A—b)
Z —¢=A(z — ¢).

Comme ' =0, A= — d’ott
Z—c
, x —a
X =a-—c. .
z—c¢
- b
y'=b~c.y .
z -

231, p=k.p, 60=0+a
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2.3.2,

a) p? = pcos @ ou x? + y? = x, cercle
centré sur Ox.

b) x = 1.
¢) Image du cercle trouvé en a) par %o, q.

d) Image de la droite trouvée en b) par Ko, .
2.3.3. Wy = —un, uj= - u.

2.34.
Vm=R[~—sint+ e " (cost + sinn]i
+ R[cost + e (sin ¢ — cos )] J.
Yu=R[—~cost— 2sint.e™"]i
+ R[~sints + 2cosze”']j.
» [ Vul =RY1+2e 2 —2¢7"

lyml = RY1 +4de 2

235, Px o, dy

: 7M=~£E~2~.I+W.j.
2.3.6.
OM = 0C + CM;
OC =lcosw;r.i+ Isinw; 7.j
CM=rcoswzt.i+rsinwzt.}j

doC d4dOM
M T
= (~ W sinw; 1 — rw;sinw; 1)
+ ({®wycoso; 1 + r®; cos w2 1)j.
&20oC 4&cm
™= T T

= ~ (lo}cosw; t + rojcoswy1).§
~(oisine f + roisinw,1).j
fm]? = Pot + r* o) + 2r o} o}
cos (, — w2) 1,

. T 2n
maximalavecune périodicité T = .
w; — @3z I
2.3.7.
Vu = — awsinof . i + bw cos wr . j.
M = — aw® cos of . i — bw? sin wr . j.
Vu
Or T=+rr,
V]|

— (bw cos @ . i + aw sin wr . j)

N =
I V|

d’oti f et j en fonction de T et de N
(—asinwr. T — bcoswr.N)
[ vmll '
_ (beoswr. T — asinwr.N)
I Vu

I =

En remplacant dans I'expression de yy :
™ = 0% (@® — b*)coswtsinwr. T
+ ab w® . N.

2.3.8. — Comme pour les coordonnées po-
laires.

239, z.i—2pcosB.j+ psin6.Lk
De plus
i=rcosO.u—sinb.u,
j=sn0.u+ cosB.u;.
Dot A=cosB(z—2psinbB)u
— (zsin @ + 2pcos? O)u; + psin 6. k.

2.3.10. — Cone de révolution d’axe Oz, de
demi-angle au sommet o tel que tg o0 = k.

2.3.11.

a) x* +y? =4% z=10 (cercle)
b) x* + y? = 4%

¢) Plan xOz.

d) Droite y = ]/S.x, z =1

2.3.12.

a) r =3 (sphére).
byo =+ T (cOne).

3
sin @

r=

T cos? g
7

d) 0 =—

) 8=7

2.3.13.
a) Cone.
b) Plan parali¢le a xOy.

2.3.14. — Figure.

2.3.15. p = rcos o,
6 =6,
z = psin Q.

2.3.16. — Calculons
o =@ 0 + 0 cose.u (texte),
o =—@ .0 — 6sine.u,
U=0.u, n=-0.u
En partant de (2.3.9.) nous trouvons

Ym = [r06"coso + 21 8 cos @
—~2r® ¢ sino].um
+ [ =re?—r0?cos’ @]. ©
+[re" +2¢ ¢ + r6?cossin ¢] 0.

2.3.17.
6()=on o) =y, r(®) =R.
M = (— 2 R oy sin y1) u,
— R (y* + w?cos® yt) o

R
+ (Emz sin 27!) .

24.1. (xo, yo) = (1, az), pr = by — ay,

q1=Dby—as, pr=c¢ —ai, g2=cC1— az

formules (2.4.2.) et (2.4.3.).
242, x=22Y ,_X+X
V2 V2
X4y —x+y

et X*-Y?*=2k

2.5.1.
x4y _x-y z—1
T
2.5.2.
x -2 y—3 z+1
X = -2 s
9 9 3
x—2 y-3 z+41
Y= -3 3
g Tt
x—2 y—3 z+41
Z =2 5 —
9 + 9 3
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2.7.1. R? 0? cos? yr + R? y?

2.7.2. — Précession d’angle ¢ (1) = o, ¢,
mutation d'angle 6 (1) = », 1. Le tableau

(2.6.2.) donne
iy = cosw ¢.iy + sinw ?. o,
ji = —sinw, 1.coswz!.fp + coswy ¢

cos W2 I .jo + Sin w2 ! . Ko,

ki =sinw; 1.sinwz !t .ip — cosm; ¢
sinw; f.jo + cos w2 ¢ . ko,

OM = OG + GM
= Rsinw 1.0 — Rcosm, 7. jo
+r.jun
Vu = R (cos® tip + sinw; t) jo
+r££l—
dr’

il suffit de dériver j;.

2.1.5. — Soit k; le vecteur unitaire de P'axe
de rotation, u celui de la direction donnée.
La condition cherchée est

Ve.us= || Vp|.cosa
ol o est Pangle donné, Ve = w.k; A OP
soit ‘ »

o (ki, OP,u) = 0 | ki A OP || .coso.
Soit iy, j1 et ki un triédre orthonormé par
rapport auquel nous repérons les points

OP =x,i1+ym . ji+21.k

u=a.i +b.j1 + c. k.

La condition se traduit par

bxi —ay =cosal/x} + y?
ou
b* — cos* o) x? — 2abx; y1

+ (@® — cos? ) y? = 0,

équations de deux droites (D) et (D) dans
le plan iy, j; pourvu que a® + b? < cos? a.

Les plans (P) et (P') menés par (D) et (D)

parallélement a Q constituent le lieu cherché.

2.7.6. — Dans (2.7.11.) nous avons

QA (QAOP)= (Q.OP).Q«Q.2 .OP.
Or OP=O0OH —~PH et Q= o.ko.

D’ou
®? (ko . OH) . ko — ? . (OH — PH)
= o®.PH.

2.7.7. — Partons des composantes de la re-
marque(2.7.5.)

0 =p*+q*+1?
_\‘I/2+9/2+(p12+2(p \II'COSG

chapitre 3

311
ayh= -1,
1
by A = — 3
312
1
a) po=1, b) p =
c) p=235, d) po=2.

3.1.3. — L’équation cherchée est de la forme
xcos® + ysin0 = p.

_Avec 0 =(Ox,OK) et p=|OK]|

or |OL| =24
et | OK|=]OL].cos(x~ )
11 suffit donc de déterminer 0 :

8 = (Ox, IR) + g

Par ailleurs,

(Ox, Im) = ?12— [(Ox, OI) + (Ox; IR)]

don f=20-p—r
2
Alors p = 2dsin(x — B).
- 24
A=
3.14. ~ 160
3. 24
3.1.5. —r- T4l =0
' 2" 2 8 .

3.1.6. — Nous exprimerons que

sin f = 1,5 sin #.

11 est facile de voir que { =- — B, d'ou

18
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{cos B — sin B)

Si Pon pose tg B = 1, les cordonnées du
point I sont

sini =

Xo = et = —dt—~
T+ Yo=Trr
2, _ | AH|? '
sin? f =
I1a|?
@ + yo — xo)
= —- ——~'~2~ e e 22
(2d—,\'o)2+(d—yo)2
t2
B 2
Qe+ 1+
d’out Péquation
1 - p? ?
= (1,5 ————
1412 (1.3) Qe+ 12 +1
que I'on résout numériquement avec
0L
317 s
5
3.18.
M(+ 1/3, + l/g) ou M(— [/g, —-1/5).
3.19. gV =3
3.1.10.
GA—Tp+7T=0,
by Shp+ 14p — 3% — 7 =0,
A —p+4=0,
Hr—p+1=0
3.1.11. — Equation de (D}) :
(2Ar+Tx—Ay=0.
Equation de (A)) : )
Cp~Nx—-@-1Yy=0
A p—-11
2h—7 2u-1§
A
3.1.12. x =1+ 5
D)
y=2+ —l[z——s—k.

M appartient a la droite et 4 la parabole si

2+1/5x=<1+-73>2

2 2
soith = — 2+ /3 V(2 - /37 +4.

3.2.1. — Soit A’ le symétrique de A par rap-
port 4 (D). 1l est facile de voir que le rayon
réflechi IA est paralléle 4 Ox et que

2
(Oy, OA) = % soit P = -31‘

3.2.2. — Equation de AB

x xb
x—b x—b
L’équation de AC s’obtient en remplagant b
par ¢.

Rectangle en Asi (b + ¢)* — 8 bc > 0.

Y =

323. 5
2x =3y +2=0.

3.24. H(Z 2).

3.2.5. — Les tangentes en M et M’ se coupent

L . 1
au point d’abscisse — s

Equation de MM' :
x
y = F + A%

3.2.6. — Choisissons A, comme origine et
D3 comme axe A;x. Achevons le repére
orthonormé A, xy. Les équations des droites
(D3), (D) et (D3) sont alors

(Dy) x cos 8y + ysin 6; = py,
(D2) x cos 8, + ysin By =0,
D3)y =0.
Les trois hauteurs A; Hi, A2 Hz et As Ha
ont pour équations respectives
AL H;sin0; x — cos 8, y =0,
. sin 6,
Az H,sin@2x —cos Oz y = plc-os_é—{
p1 sin 8,

Astlax = G — o)

11 est facile ensuite de montrer que le déter-
minant

sin @; - cos6; 0
sin 0
sinB; — cos O, 2 % =0,
cos 8,
) 0 sin 02

Pt @, — 6y)

1l est aussi possible de démontrer que les
deux premiéres hauteurs sont concourantes
et que la troisiéme passe par le point de
concours. .

327.—- A0,24), B(— 170, C(320)

Orthocentre <0,:—2§§ X
~ 24 3
th=7, tg-C=Z dot B=2C.

328. — Ecluation de la bissectrice intérieure
de 'angle A :
3x4+y—24=0;
de I'angle B :
3x 4y +21=0;
de I'angle C:
x+3y—~32=0

Leur point d'intersection a pour coordonnées
(5, 9).

3.3.1.
a) (x + 4% + (y — 2)* = 25,
) (x—32+(+5%=1,

¢) (x + 3P + (y — 2 = 41.

33.2.

ayC2,~1; r= 1/5,
b) cercle imaginaire,

¢) C(LO)y; r=1,
dC,—-3); r=1

3.3.3.

a) Ecrire de deux maniéres différentes le
produit scalaire MA . MB

MA . MB = x? + y* — 4%
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MA.MB = )/(a — x)* + y*
/(x + a)* + y* cos 0.
Porter au carré. L’égalité est alors

(x* + y* —a®? —cos 20 (x* + y* — a?)?
—4a?y?cos? 0 = 0.

soit
2a
2 2 __ a2
(x + Yy a tg6y>
2a
2 2 _ 2 -
(x + y a +tg9y) 0

Les points M appartiennent donc soit au

cercle de centre C; (0, _a_) et de rayon
tg 6 :

soit au cercle de centre C, (0, — i)
tg 8

sin 0
et de rayon ‘
YOR | Gl |
k2
b) Cercle centré en O, de rayon 5 - a’.
3.34.

1
a)x2+y2+2x+2y——15=0,
B) (x + 4% (y + 4)* = 100.

3.3.5. — Pour que I'équation puisse repré-
senter un cercle, les coefficients de x? et
de y? doivent &tre égaux soit
& - a?
TN
et, de plus, ¢? — a? doit &tre positif.

3
3.3.6. x2+y2-—-2-x+3y=0.

3.3.7. — 1 et J divisent AB dans le rapport k,
donc leur milieu C divise AB dans le rapport
k% Dot

CA 2. soit A CB __AB
s L 11—k
D’autre part,
o e k2a2
CI’=CA.CB = ——=
(1 — &7

d’ou I = ka .

[1— k|
Ce probléme peut aussi se traiter analytique-
ment en choisissant les axes pour que A
et B soient portés par un axe et soient symé-
triques par rapport a [origine.

3.3.8. — Le point M appartient 4 l'intersec-
tion de deux cercles (C;) de diamétre IC
et (Cz) de diamétre I'Y, donc a leur axe
radical. Comme les abscisses de I, I' et J'

57 .
sont respectivement 73 et 5, axe radical est
L5
la perpendiculaire au point d’abscisse 3

(utiliser le fait que ce point a méme puis-
sance par rapport aux deux cercles).

3.39. — Utiliser le fait que la somme des
angles d’un triangle est égale & m et qu'un
angle inscrit est égal 4 la moitié de Pangle
au centre qui intercepte le méme arc.

3.3.10. — Calculer le produit scalaire
OA . O'A ot A est 'un des points d’inter-
sections des deux cercles. La relation est
alors

2ad +2bb —¢—¢ =0,
3.3.11. — Pour que les trois projections o,
et v d’'un point M .sur les trois c6tés d’un

triangle ABC soient alignées, il faut, et il
suffit, que

(Bo, BM) = (By, PM) + k.

o, B, M et C appartiennent au cercle de
diamétre MC. Donc -

(B, BM) = (Ca, CM) = (CB,CM) + In
B, A, vy et M appartiennent au cercle de
diamétre AM. Donc

By, BM) = (Ay, AM) = (AB, AM) + mm.
Nous aboutissonsa

(CB,CM) = (AB,AM) + (k — | + m) .

M appartient donc au cercle circonscrit au
triangle ABC.

3.3.12. — Le symétrique A’ de A par rapport
4 OM est donné par

OA’ = 2 (OA . u). u — OA (avec u = OM),

d’ott A’ (2 cos 2 8, 2 sin 2 8). Il suffit d’expri-
mer que M, A’ et B sont alignés, soit

cos 6 sin 6 1
2cos28 2sin26 1| =0
2 2 1

Développer et résoudre numériquement.

3313, y=mX ~mR £+ R}Y/m? + 1.

3.3.14. — Puisque le cercle est tangent aux
deux axes, son centre est sur ['une des bissec-
trices, en fait sur la premiére puisque le
cercle passe par P (2, 1).

Son équation est de la forme
(x — o) + (y — 0)? = o

Les calculs entrainent o =35 ou o =1,

3.3.15. — Une tangente paraligle a Ox,
d’équation y = 4 et une tangente d’équa-

12
tion y — 2 =?(x - 3).

3.3.16. — Si o est le centre du cercle, r son
rayon et T le point de contact de la tangente
issue de P,

TP? = wP? — 1%,
TP?=17-10=7 dod TP =J/7.

3.3.17. — Nous paramétrons le cercle par
x=1+cosB,- y=1+sin6.

Alors si 6; et 8, sont les paramétres de

0 ¢}
TetlJ etsit = tg—2—1~,. 1 = tg—zz, nous
avons
14 #)?
o tgﬁ:&:,__:g..t_{.)m_
X1 2
i = (10, Q1) = (Ox, Ql) — (Ox, 10).
) f=0;—B+r.
03 = (Ox,QJ) = (Ox, QI) + QL QJ)
0y — 01 —
@) 8, +1—2# dod i-=w.

De plus (3, JK) = iet
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o3 A JK|?

ley|*|Ix|*
_ (sin 8, — cos 62)
TB-200 4N

ouA = cosB; + sinf, et

(5) sin? { = (1, 5)% sin? #

On détermine P numériquement a partir

des cinq équations trouvées.

(4) sin? i = sin* (], JK)=

3.3.18.
PcP)=1 et Pc(P)=1
P appartient donc a P'axe radical des deux

cercles.

3.3.19. ~ Soit (O) le cercle de diamétre BC
et A’ Pintersection de la hauteur avec ce
cercle.

24 (0) = HA . HA' = AB. AC.
D’ou I'égalité cherchée puisque HA = HA’.

3.3.20.

a) L’axe radical étant le lieu des points
ayant méme puissance par rapport aux

deux cercles, nous avons

Xy —dx=x>+y +6x—8y

soit >
0 =X,
y 3’
hy=1
34.1. b? = a? — ¢* = 16.
* xZ yZ
o = 1
ST

3.4.2. — Prolonger MF' du c6té de M d’une
longueur égale & | MF |.

Alors|[F @ = [FM| + | M® | =2a.

® appartient donc au cercle de centre F' et
de rayon 2 a.

D’autre part, le cercle de centre M, passant
par F, est tangent au cercle précédent.

Réciproquement, soit un cercle de centre F'

et de rayon 2 a, un point fixe intérieur F

et un cercle de centre M passant par F et
tangent en ® au cercle (F'). Les points

F’, M et @ étant alignés dans cet ordre, nous
avons

IMF| + | MF'| = | MF | + | M®| = 2a.
Donc M appartient a une ellipse de foyers
FetF.

34.3.

a) F(1,0); F(—10)

grand axe Ox.

by FQY20) F (- 2}/20);
grand axe Ox.
¢) F(0.1/6);

F (0 - /6y
d FQ)20; F(-2)20;

grand axe Oy.
grand axe Ox.

3.44.

¢
a=-=28
e

b? = 64 — 4 = 60,

MF
345, —~ 85€, wmm = g.
Par hypothése, MH e

D’une part,
FK = pcos® + MH

=pcose+g.
e

D’autre part, la distance de F a (A) est
2

a a

connue et égaled — — ¢ = — (1 — &%),
c e

D’ot I'équation de l'ellipse.

3.4.6. — 1l est facile de vérifier que
XZ yl
P + X3 =1

mais que le point A’ (— a, 0) ne peut étre
obtenu a partir des équations paramétriques
données.

3.4.7.
x == (a — b) cos B,
y = (a + b) sin B.
C’est une ellipse de grand axe Oy.

3.4.8. — Si O est la projection orthogonale
de O sur la tangente en M a Pellipse, OO’ est
la médiatrice de GG, donc OG = OG".

Montrons que OG = a. La tangente (A) est
donnée par

Xcosgp Ysing
+
a b

et dirigée par

(1) -1=0

u = (asin @, — b cos @).
Puisque G est la projection de F sur (A),
FG.u =0, dou

2) Xbcos @ + aY sin ¢ = ab.

En élevant (1) et (2) au carré et en les addi-
tionnant, nous trouvons

X2+ Y?=ad% soit OG =a

3.49.
Y =3X + /3.

3.4.10. — Les pentes des tangentes perpen-
diculaires entre elles doivent vérifier

mm' = — 1.
De plus, elles sont solutions de Péquation
x* —a¥)m® - 2xym + y* — b* =0,
Nous en déduisons donc que
y? - b?

e == — ],
x* — a*

. Les tangentes perpendiculaires entre_elles

appartiennent au cercle d’équation }/a® + b2,

3.4.11. — Equations paramétriques de la pre-
miére ellipse -

X = acos @,
y = 40 + 30sin @.

Equations paramétriques de la seconde ellipse

{x = 80 + acos v,
y = 30sin V.
Au point d’abscisse 40, les deux vecteurs

N : T
tangents doivent faire un angle de + I3 avec

'horizontale.
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D’ot équation
(120)* 1
a®(a® — 1600) 3
a* = 800 + 40)/427 ~ 1626.

3412, — D’aprés (3.4.9.) Péquation de la
normale est

X Y
— o — — 1 =,
x Yy
\ s ) X
D’aprés la direction nous avons  y = )
Ontrouve x =2, y=1 doul
X

X

34.14. — L’équation de la normale est
aX Y
x

—¢? =0,

. ? x
Elle coupe Ox au point P { ——,0 ).

o?

11 suffit de calculer les distances du point P

aux droites MF et MF".
3.4.15.
N JE = 1 Adx
a) Nous avons = Tne T™MP [
ce qui conduit facilement au résultat sachant
_ ¥
que dx = ol dx,

b) Soit PR la bissectrice intérieure de I'angle

(MF, MF'). Partageons Pangle " MF en
couples d’angles élémentaires symétriques
par rapport a la bissectrice. Cela détermine
un partage de FF' en couples de segments
élémentaires.

D’aprés a) les champs dE; et dE|, dus par
exemple & P; P; et P| P, ont méme module
et sont symétriques par rapport 4 la bissec-
trice. Il en est de méme pour tous les couples
de petits segments. La résultante E est alors
portée par la bissectrice, donc normale 3
Pellipse.

3.5.1. — Voir début du paragraphe 34.

352
2 2
(Hy) :f— A 1. (H3) : nous avons
4 5
9 64
FopEsloet A+ b =9,
d’ou
y2
a? =1 b*=28 et x2~—§—=1‘
3.5.5. — Voir ellipse (paragraphe 3.4.).
35.6. Y=2X+ 2—1—/—9—1
15 7,
3517, Y=3X+|/5
2
36.1. y=B (2 %2- - 1>.
\3.6.2. a) y* =12x,
b) y? = 8x,
Ay =2 =6{~1),
d) y* = — 2 px.
3.63. a) F(~ 3,0),
b) F (4,0),
1
FLO, — =],
) ( %)
d) (0, 6).
3.6.5. a) Y =X+ 1,
X
b)Y == +2
)Y =5+

3.6.6. — Voir cours.

37.1.
a) Hyperbole, . b) parabole, c) cercle.

3.7.2
a) (01 O)» b) (L - 2),
¢) pas de centre, d) (— 4,0).

373

2a 1+ a4
-1 -1/

3.7.4.
C 2xy + 12y — 1day + 44> =0
(hyperbole si a # 0).

3.7.5. — L’équation du mouvement est
OM" + kOM = 0,
soit X' kx =y 4+ ky=0.

x et y sont des fonctions sinusoidales de
méme fréquence.

3.7.6.
a) Hyperbole, b) ellipse,

¢) parabole, d) hyperbole.

3.7.7. — Ellipse, hyperbole, parabole selon
quel —a? >0, <0ou=0.

3.7.8. '
a) On pose (aprés calculs)
x o &=y=3V2
- 2
et Y = W
2
2 2 ' .
d’ou = + = 1, ellipse d'aire
T
o =6mn)/3.
38.1.

a)y=%}ax}x

b)b~x=d—y

X—a y-¢

€) x = 7 cos lAr'csiny+1[
B 2 b3/

a—x

2 __ 23 §
d) y* =a*x ——————[(a_x)2+x2]2.

3.8.2.
A x=1, y=1+1...,
by x =¢, y=Logt,
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3.8.4. — Désignons par 0 I'angle (Ox, OT).
Remarquons que OM = 00’ + O' M.

Pour déterminer les composantes de O’ M,
il faut connaitre Pangle (O x', O' M). Or
(O'x,0'M) = (O'x,0'T) + (O'T, 0’ M).
Le petit cercle ayant roulé sans glisser &
I'intérieur du grand, les arcs de cercle par-
courus sont égaux

R = —r(O'T,0'M)

d’ott

R » — R
OX,0OM=0—0—= e('—)

r r

11 est facile de trouver alors les coordonnées

de M.

3.8.5.

Sym
— & =10 s
a) O [0, + oof.

by & =[0,27],

¢) M (¢t + 2 n) se déduit de M () par une
translation T = 2 a i

P L }O,g[,

o & = [0, + oof.
3.8.6. (—g @ S Q)
38.7.

m(= ) - w (=175

2

388.
X () =1Q2Logt + 1);
Yy (t) = Logt(Logt + 2).

3.8.9.

a) Point singulier pour ¢t = 1. La tangente
est paralléle au vecteur dérivée seconde, soit
(6, 8).

b) Point singulier pour t = 0. La tangente
est paralléle au vecteur dérivée troisiéme, soit
(2, 6).

4
3810. - Si t # 3 + km, le vecteur tan-
gent est de la forme

(—3sin3¢—3sint, 3cos3¢ + 3cosi)
si = 7—2[ + kn, le vecteur tangent est de la
forme

(—qgcos3t—3cost, — 9sin3¢ — 3sin).

3.8.11.
b) Point singulier pour =0 parexemple

(cos3 t>__12 (—3 +f_[(0>+<81 (t))]
sin®t/ 21\ 0/ 31|\ e2(0)) ]

3.8.12. — Les vecteurs dérivée premiére et
dérivée seconde sont paralléles pour

2 B 2
(calcul d’un déterminant). Il y a donc deux
points d’inflexion.

3.8.13. — Il y a point d’inflexion si
2(Log)® + 3(Log2)* —2=0.

3.8.14. — Pour la courbe (3.8.11. a), il existe
notamment un point de rebroussement de
deuxiéme espéce.

3.8.15.

a) La droite x = 1 est asymptote (obte-
nue lorsque ¢ — o).

.16
b) La droite y = 5 est asymptote (obte-
nue lorsque ¢ — 2).

. 2
c) La droite y = — 3 x + gest asymptote

(obtenue lorsque t — — 1).

3.9.3.
a) Période n. Symétrie par rapport a3 Ox.

-og

L. 2
b) Période '§E Symétrie par rapport a Ox.

-3

¢) Période 4 n. Symétrie par rapport & Oy.
& = [0,27]

39.5.
a) Asymptote (pour 6 = % (Y = O>.

b) Branche spirale.
¢) Cercle asymptote (p = 1).
d) Asymptote ('axe polaire).

3.10.1. — Courbe d’équations paramétriques

x = asin®@, y=acos®0.
3.10.2. x (x* + y?) = ay*

3.10.3. — Equation de AB :
h?
y= - —K—zx + h.

2

Enveloppe: y = —
4x

3.10.7. — Ellipse dé¢quations paramétriques

x=2acosh et y = 2bsin A De plus,

toutes les courbes passent par O.

3.10.8. S p=h

3x  k* 3y x?
114 X =22 4 — Y =22 4
ML X ="t o Y= 4o

3015 X =x —ash>chZ, Y=2achX
a a a

3.11.6. — Développée 27 py* = 8 (x — p)*.
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chapitre 4

411
(L) =[LO], (01)= [1’—; ,
(-0 =[Lr) @L)3)= [z, ﬂ
G, 4) = [5, Arctg ﬂ

41.2.
(1 + cosa, sina)

=[2

=12

a
cos—-
2

a si cosa 0
"2 377

a
cos =
2

a+1r si csa<0
-5 i 02 ,

(cosa, 1 + sina)

=~[/§ cos£+sin£ 5+E
2 21 2 4

si cosa+sina>0
2 2
—_1/5 cOS= + sin= g-i-§—7E
L 2 2 2 4

si cosa +s'na <0
— + sin— .
2 2 -

4.1.3.
[1’ 0] = (1’ 0)1 [27 TC] = ("_ 2’ 0),

[1, g} -0 1), [1/5, ﬂ = (1, 1).

4.2.1.

a) (3,2), b) 5, 3), ) (0,0).

4.2.2.

(-1+2)31-2}3)

=[1/§(21/§— ) —%].

4.2.3.

k.z="[k,8] si k>0
k.z=[k|r,0+x] si k<O

5
431 a)zz' = [1]—;] \b)zz' =[1,7].

1
4.3.2. ¥ o= > 0= -0
4.3.3. — Figure.
Y
M, :
A _eM
e E
0o \: ‘ x
“\\\\',Ms
\\\‘
M, N,
M,
4.34.
a) 1+ 34, b) 17 — i, c) 21,
d) 10i e) (@®>+bHi, f)1+17i

4.3.6. — Hyperbole paséant par A et B.

13 4+ 114

44.1. qa) %

b) i
1 -
4.4.2, Re (z) = 3 (z+ 2),

1
Im (z) = 2—i(z — Z).

4.4.3. — Droite
Y=X~1 avec Z =X + iY.

4.4.5, — Cercle centré en O et de rayon 1,

* privé du point d’affixe — i.

44.7. — Droite réelle et cercle de centre
A (1, 0) et de rayon 1. [On écrit la condition
d’alignement (z — Z) (22 — z —%) = 0.}

45.1. — On calcule le produit sous forme
algébrique et sous forme polaire.
cos (8 + @ + @) = cos 0 cos ¢ cos
— §in 0 sin @ cos ¥ — cos 6 sin @ sin
— sin O cos @ sin .
4.5.2. — Utiliser la remarque (4.5.1.)

cos30 =4cos’ 0 — 3cos 6,
sin 30 = 3sin® — 45sin3 6,
cos40 = 8cos* 0 — 8cos? @ + 1.

4.5.3.

(cos © + i sin 8)3

_ s'39-+2k1\: +isi 39+2kn
= CO 3 3 isin st )

La formule de de Moivre ne s'applique pas
aux exposants fractionnaires.

454. a) i, b — 1, c) —;— + iﬁ.

2
Zy T
455, — =11 -—
55 Z2 [: 12]

21 V3+1+i(/3-)
TV

et

456. a) [1, -ﬂ [1, iﬂ

)3 -2, (-32).

457 —De i = [l,g], nous déduisons

trois racines
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apssi trois racines
6 b1 6~ 3m
={V2—=} =12 —
w=[iag) - [1n%]
6 17
et Z3 = [l/i —I_ZE:I

+ ai

I
4.5.8. — Remarquer que -
I — ai

s’écrit sous la forme cos ¢ + isin ¢ en

posant a = tg% et donc

1+ xi .
- = cos{ + isin\y
1 — xi

avec

2k
x=tg% d’ott \!/=-(§—!_——3—T—c.

11 est facile d’en déduire les trois valeurs
possibles de x.

459,
2k
dp=2 06=24+2 k=01,234
5775
K
B p=) ,9=E+ﬂk—012345.
n 2kn
=3 0=04 2 o012
Jp S k=012

4.6.2. — Premiére équation : — 2 + i et
A A

Deuxiéme équation :sim > 3oum < — 1,
les racines sont réelles et valent

—m+VYm*-2m-3
et —m—|/m?—-2m-—3;

si — 1 < m < 3, les racines sont imagi-
naires et valent — m + i}/ ~ m*+2m+3
et —m—il/—m*+2m-+ 3.

4.6.3. — Poser x* = X et résoudre l'équa-
tion en X.

Pour la premiére, les solutions sont

x = —1/2, x=+]/_2_, x=ix= —1

Pour la seconde, les solutions sont
T 41 2n Sn
L=} el T O e t [ L—=)
<3> (13 (13>e ( 3)
e
4.64. Y =
=0

465, z=rcosa + ir|sinal| et

z; = rcoso — ir|sinal

466. — Sidp® + 274> > 0,

zl3¥——+ B et v3=—%—1/ﬁ,
3 2
14 q
€ tant = — 4
n notant P 27+4

Dol x=3\/—%+1/6+3\/—%—[/5
pour la racine réelle, les deux autres racines

étant complexes conjuguées.

e Si4p® + 27 g* < 0 (ce qui exige p < 0)
u® et v® sont racines complexes conjuguées.

113=—%+i}/-—ﬁ
R A

Les racines cubiques étant encore complexes
conjuguées, les trois racines du polyndéme
sont réelles.

et

Pour les trouver nous pouvons poser

X = rcoso avec r =2 —-3;

'équation x> + px + q = 0 devient

A
z\/-"—
27

0+ 2mn
X2 = 1 COS

4cosdo — 3cosa = cos3a=

D’ou, en posant 0 = 3o,

0
Xy = rcos—j,
0+4n
X3 = I"'COS .

e Si 4p®+274%>=0, lepolyndmeadmet

une racine réelle simple 23 —g et une

racine réelle double 3\[%

4,6.7. — Factoriser a dans le polynéme du
troisiéme degré qui est équivalent &

b c d
X 4+-x*+"x+~-=0 aveca#0.
a a a

Ecrire ensuite x sous la forme x = y + h,
soit

b b
343y 43Ry + R+ —y? 4 2-hy
a a
LTI P
a a a a

La forme réduite s’obtient lorsque

b b
3h+—=0, soit h= ~_—,
a 3a
Nous avons alors
_c b?
P=27 322
2y ch d
=72 3427,
4.6.8.
2% Degré
_c. b
b= n " 3a
20, d
9% 5@ 32" u i
f=Arc cos £
37
Y= Tcos %(
’yz= T'cos +§n
Yy =Tcos fam

=l -3
FIN =Y ~3g
3=a, ~
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4.7.1. — La recherche des points invariants
montre qu’il en existe un seul Mg, d’affixe 1.
La transformation est donc une homothétie
de centre My, de rapport 2.

Les droites d’équation y = mx sont trans-
formées en les droites d’équation

Y = mX + m;

les cercles de centre O sont transformés en
cercle de centre A (— 1, 0) et de rayon
double.

4,72, — Se résout comme un systéme de
nombres réels.

2y = — 4 —joset zp=1-—21i

. . no.
Pour déterminer la rotation d’angle 7 S elle

existe, on cherche les solutions de l;équation
1—-2i—20=e2(—4 —i— zp)

soit zo =1+ i

Le point d’affixe z, est le centre de la rotation

9, n b
d’angle 3 qui transforme m; en m;.

473 - 1°Z =iz +1+1i

11 existe un seul point invariant C, d'affixe i.
La relation précédente s’écrit

Z~i=1i(z— i)
ce qui permet de voir que la transformation

. T
est une rotation de centre C, d’angle o = 5

2 Z =t (z — ar) + €% (a; — az) + az.

C’est une rotation, dont le centre est point
invariant et d’angle oy + o2 # 2 kn.
Si ou + a2 = 2km, c'est une translation.

4.74. — Chercher d’abord le point invariant
qui vérifie

zo=(1—1i)zo + 21,
soit Zo = 2.

La relation exprimant la transformation géo-
métrique s’écrit alors

Z-2=(-i~2).

Clest une similitude de centre Mo d’affixe 2,

de rapport [/5, d’angle — %

475 - ¢ (MO, ]/: g) ot Mo a pour
affixe i

4.7.1.

a) Le point d’affixe — 2.

z+6 (z+6)(2+2)

b) Z = = .
) = T TG D)
-4 fmz
SmZ = 22
me=erE+
2
ReZ = |22+ 12 + 8Rez

(z+2)(Z + 2
Pour que Z soit un réel négatif, il faut
SmZ =0
soit fmz = 0, ce qui entraine que z est

un réel et il faut z2 + 8 z + 12 négatif,
soit —6<z< —2

c) llfautque HAeZ =0, soit
lzP+12+ 8%z =0

Cette relation est vérifiée lorsque

—-2<SFmz<2
et  Rez= -4+ |4-Smz.
d) Si N décrit la droite Dy, nous avons
—4Fmz
C+2(E+2)

soit (e z + 2)* + (mez + %)z == :—2

Le point M appartient au cercle Cy de centre

Mo d’affixe 2 + i%, de rayonl—zcsi k # 0.

Si k=0, Cclestla droite réelle.

Les cercles Cy passent par le point d’affixe
— 2 et sont tangents & I'axe réel.

1
48.1. c

48.2.

4.8.3. — Les tiges supportant les roues sont
supposées verticales a tout moment. Soit h
leur longueur.

Nous avons
= rsinznx + h
ya = L A )
2n
yp = rsin-i—(x,\ + D) + h,

en supposant que l'inclinaison du véhicule
reste négligeable. Le déphasage de yg est
2nD

T

P8 =

De plus
ym=ya+ Al —ya) O0<SA<L

On trouve 22D
n
Al —
21— e2)

tg oy = o
(1 -+ hsman>
et

. D D . D
a=1 \/1 +47\.sm—i-(cos—L~+ Xsm-i-).
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chapitre 5

5.1.1.
a)2x—3y+52=0.
b) Il y en a une infinité! Leurs vecteurs
normaux sont paralléles a (P). Ils sont de la
forme A (1, — 1, — 1) + n(3, 2 0) oy,
plus simplement (3 — 24,2 — 3 — )
enposant p=1-—R} a<<A< L
Dot

B-2M0x+2-30)y—-Arz=0
5.1.2. — Le vecteur N (1, — 1, 2) normal
a (Q) est paraliele a (P), de méme que

vV, - 11).

Donc N A V (1, 1, 0) est normal a (P).
Soit x+y=0

5.1.3.
x y z |1
-2 1 3 1
=0
P
0 -3 21

soit Sx+y+62—9=0

b) (P)n Ox (—i—, 0, 0) P)n 0Oy (0,9,0),

(P) n Oz (o, 0, ;)

¢)S5x+y=9 dans xOy, y+6z=29
dans yOz, 5x + 6z — 9 = 0 dans
xOz.

X

5.14. —
-2

et z=0.

N

5.1.5. — Nous résolvons le systéme

Axo + B(mxo + k) = D — Ch,
A'xo + B (mxo + k=D —Ch

D’ou

(D—-Chy(A' + B m) —
— (D' -~ Ch(A+ Bm
B(A'+ B'm) — B’ (A + Bm)

et 'on remplace m et ) par leurs valeurs. -

k=

5.16. o =4h)2(L +h).
517. 3x+2y—-2z+4=0.
5.1.8. — L’équation cherchée prend les for-

mes
P+AP =0 e Q4+ pQ =0

3
On trouve A =3 et p=1 (coefficients
proportionnels, d’oli 5x — y + 6z + 2 = 0.

5.1.9. — Le plan (Q") mené par (P) n (P)
et perpendiculaire a (P”) a pour équation
P + AP’ = 0.0On trouve

- (N.N"
N'.N")
si N, N’ et N” désignent les vecteurs normaux
aux trois faces.
De méme pour,
(Q):P +uP" =0 et (Q):P"+VP=0

avec

=(N’. N) . v=(N"'NI). :
(N".N) (N.N
Le systéme des trois équations est lié car
1 A 0
0 1 pi=1~—-Apv=0
v 0 1

5.1.10.
ayx=34+X y=—-k z=14+A

5.1.11.

Qx=2-% y=3-5 z=1+2M

5.1.12,

BC: X

1
=y et z=1,

CAix=1 et z=1,

x—-1 y—-2

AB: = =

2 — et z=1
5 1 5
5.1.14. R
“)(2’44>
s (2028
7T T )

5,1.16. — La normale (A) & (P) passant par
Mo a pour équations

x=A y=-—A z=1-—Ah

Le projeté H de My sur (P) a pour coordon-

2 21
 nées (—5, 3 3/ Le symétrique Mj a pour

3
coordonnées <i - i - }-)
3 3 3
La droite My M, rencontre (P) en

1 11
J(E’ =7 5)-

5.2.1. a)x=a et Z.—.—_f,
a k
byy=12z=0,
x-1 y—1
E R T

522 62X —61Y+2Z -2 =0.

5.23.
(bsin@)X — (bcos@)Y +aZ — abp = 0.

5.3.1. — En utilisant les coordonnées sphéri-
ques on remarque que cos @ = sin 8 le

. . . T
long de Pintersection, soit 8 = ¢ + 3 sur

I'une des branches qui se représente par
x =coso sin ¢,

2
y = COS @,

t
z =sing, doi 5= J V1 + cos® @ do.
o

L’abscisse curviligne ne s’exprime pas sim-
plement en fonction du paramétre (et vice
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versa). Dot Putilité des formules directes
du type (5.3.5.).

54.1.

DX+Y+)2.2-2=0

2
b) X+Yi~1{2-.z-—2=0[onpartde

AX 4+ Y —2) + pZ],
OX+Y+Z+)6=0.

5.4.2. — Point de départ :

dOM = a—OMdu + goM
du v

dv.

5.4.3. — Voir tome III, remarque (6.1.1.)

5.4.4. -
a) (0,0), O, +1), (£1,0) b)(0,0).

5.4.5. — Les lignes de plus grande pente
vérifient x = yy’ d’oli (fome IV) x? — y? = C.
Ce sont des hyperboles dont les asymptotes
sont les bissectrices des axes Ox et Oy.

5.4.6. A
G aG oG
(o5)x-0-(5 +17)
G
Y -y + <B5{>(Z ~z)=0.

Les dérivées partielles sont prises au point

A p) = Bz = vy Px —ap).

oG oG
&% — r_ —
(Aax+Aap)(X - X)
8G _ oG
l+<Ba+Ba)(Y—y)
G 4G
+(Ca—x+CE>(Z—Z)—O

*+*+ (BC' — CB, CA’ — AC', AB’ — BA').
547. y = (x ~ z)%

548.

oG oG . 0G
(‘ysrzm)(x"‘”<’°‘a'x>

(Y -3+ (x%)(z.*z) =0

Les dérivées partielles sont plrises au point
w=(LZ2
0\1 “) - <x7 x>'
5.4.9.

X2+ P+ 2%~ 2(z +2x + xy) = 0.
5.4.10.
O+ PP =4y (7 + Y+ D),
55.1. P .
552, — Dans le plan X = 0, la normale
4 la parabole en un point M (O, y, 2z) a pour

équation

1
Z—z=——(Y~-)
z 2y(Y »

Elle coupe Oz en N|{0, 0, z + %) Nous

avons | MN| =1 au point cherché, soit

3
apres caleul, y = et z=- [laltitu-

—
(%3

de cherchée.

)
La boule est alors centrée en N (0, 0, Z)
N(o,o,,.+_}
e "‘\\ Mloy, =)
I// \\ .
l/ 5 \‘\
1
: N0, ) |
\ L /
o
M, Q:,\E ,‘_3.)
. 7 7%
i 1
-1 0 1 Y

5.6.1. — Remarquons d’abord que le plan
LRT passe par O si R est le point de réfle-
xion; donc R appartient au ‘plan LTO
d’équation y = z, qui coupe la sphére sui-

vant un grand cercle (I'). Nous sommes
ramenés 4 un probléme plan (figure avec (I')
vu de face). Le point R a pour coordonnées

y1-2 ¥% y,.y) et le calcul a pour but de

trouver y en exprimant que
(RT, OR) = (OR, RL).

y se trouve numériquement.

5.6.3. — Soit P le milieu de AB.
Nous avons
MA? + MB? = 2 MP? + PA? + PB?

- (relation de Chasles), d’ou .

MP2=2k4_a2=R".

. 2
Sphére de centre P et rayon Rsi k > 52—‘

5.6.4. — On pose
=a+A(a—4a) y=b+rbd-0>)
z=c¢+ Alc—C).

On détermine A. Pour le rayon r, utiliser les
relations métriques dans les triangles rec-
tangles.

5.6.5.
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5.6.6. — Tout pointde (%) (¥') estéqui-
distant des axes (A) et (A'), ainsi que des
plans (P) et (P') orthogonaux au plan (A, A").

Les bissecteurs (Q) et (Q') coupent les cyclin-
dres selon deux ellipses (E) et (E').

On trouve

soit les excentricités
0 , .0
e=CoS— et e = sin—-
2

(ou I'inverse).
56.7. — Soit @(x,y,2) =0
la quadrique dans le repére initial, et

PX Y, Z)y=0"

son équation dans un nouveau repére
(O, XYZ) tel que le plan de section soit
(O, XY). La section a pour équation

DX, Y,0)=0

ce qui représente une conique.

5.6.8.
(=1, —1, — 1).

5.6.9. — On trouve d’abord Péquation au
centre

4x2 4 4y% ~322 46y +62x -
—-8x'y —-5=0.
1 —
LM
—
= Y

eas-og; %

La matrice des termes de second degré a pour
valeurs propres 3, 8, — 6 et pour vecteurs
propres (1,1, 1), (1, - 1,0), (1,1, —2).

La nouvelle base comprend les vecteurs

M

Gz 7 7 G 770
1 1 -2
(7 7 72)

On obtient un hyperboloide 4 une nappe.

Péquation de

c) -

{vue de face
en perspective)
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¢)

1)

——
-

Lo s e

5.6.11.
X — cos 6 Y —sin@
cos (B — o) — cos 8 = sin (0 — o) — sin 6
Z—-h
geyT
b X? 4 Y? _ Z2 -1

o o
cos? — h? cotg?® -
53 €3

hyperboloide de révolution.

5.6.12. — Exprimons que le moment des
forces élastiques g, rapport au centre de
gravité G, est nul. La composante de ce
moment sur Ox comprend T, da®* pour
les facettes B'COA et DA'BC' et ~ 1., da®
pour les facettes A’CB'D et AOBC, d’oti &
Péquilibre

da® (iy: — 1) =0, etc

5.6.13.
a) Supposons Cs = A; C; + Az C; (fais-
ceau). Nous trouvons
N2 - N;
N2 — Ny
On peut aussi calculer
. Nz +Ns o*(N3 — Ni)(N; — No)
[ N3+N;i B(N; — Np)(Nz — Na)|=0.
1 Ni+ Nz y2(Nz—N3)(N3—Ny)
b) Pour i=1 Ia puissance est
a? (N3 — N)(N; — N3) < 0;
de méme pour i = 2 et 3. Donc (I') est

intérieur 3 (Cy), i = 1, 2, 3. Ainsi M est
intérieur au triangle curviligne hachuré.

)\'1 et 7\.2 =

5.7.1. — En utilisant la relation de I’exercice
(2.2.3) nous obtenons les coordonnées X, Y
et Z a linstant ¢ du point placé initialement en
(x, y., z) et vice versa. Pour abréger, notons
of = o,

x=Xcosa + (Z — Y)sina,
y=Ycosa+ Xsina -

Y+ Z
+ (I — cos o) : R

2 =2Zcosa — X sina

+(1—cosa)Y;Z_

D’on Péquation de (E,), et celle de la surface
enveloppe, maijs Pélimination de ¢ est assez
longue.

5.7.2. — L’équation du plan (P;) est

hy y z 1
1 0 sint 1
L% t) = . =0,
Sy 0 1 2sint |
0 —1 sin?z 1
soit

sin (1 — sin #) x + sin 7 (2 — sin ¢) 3
—~2z+sint(2+sint) =0
=sin?t(l —x—y) +sinz@+x+2y)
—-2z=0

ou,pour t # 0,
sint(l—x—y)+2+x+2y—2z

: 0
sin ¢

I'élimination conduit alors a
x+2y+2P=4z2(x+y~—1).
Clest 'équation d’une quadrigue (hyperbo-

loide & une nappe).
57.3. — La boule mobile a pour équation
(X—2costy> +(Y ~2sint)* + (2412 =1.

Il conviendrait de dériver et d’éliminer ¢;
mais P'élimination n’est guére envisageable.

Ty
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Cependant la courbe caractéristique (I'";) est
le grand cercle de rayon 1, centré en M,
situé dans le plan (P:) orthogonal au vecteur

tangent T, < sint cost 2 )
N ™ T T T
Vs Vs s
Ce plan a pour équaticm

—2sint. (X —x)+ 2cost(Y — y)
+4(Z - 2)=0.

Sa direction est définie par la base
. Ui (cos ¢, sin 1, 0)

Un point de N de (I')) se représente par
ON = OM; +-cosu.U; + sinu.V,.
Soit

2
X =cost(2 + cosu) — —=sin fsin u,

V3

2
Y =sinf(2 + cosu) + Fcostsin u,
5
1
Z =4t~ —sinu
Vs

Ce sont les équations paramétriques de la
surface canal. :

5.74. — Le centre décrit la parabole d’équa-
. 1 ‘

tionsx =0, z= — zgy2 + y. Nous procé- /
dons comme ci-dessus, d’ot les équations

X = cos u,
Y=y+sinu(l — gy),

1
Z= —igyz + y + sinu

5.7.5. — Le profil de (P) fait avec xOy un
angle o tel que sin o = %

L’équationde (P)est sina.y — cose.z = 0.
Nous joignons celle du tore

()'cz + y2 + ZZ + RZ — r2)2 = 4R2(x2 + yZ)
pour définir (I').

Considérons les vecteurs
1{(1,0,0), J(O,cosa,sina) et K=IAJ

(0, — sin a, cos o). Pour cette nouvelle base
les formules de passage sont

x = X,
y=7Ycosa — Zsin .
z =Ysino + Zcosa.

En faisant Z = >0 on trouve pour (I')
X2+ Y2+ 2rX - R2~r) =0,

Il y a aussi deux cercles. Voir figure.

5.7.6. (-1, ~m1l +27%)

5.8.1.
Z+3yy* =1 —2Hx2 =0

5.8.2.

LIt x 2
2 _p22l b o _
=Rz [hz (ah+z(R——a)> ]’

voir tome I, exercice (4.11.6.).

Les sections horizontales sont des ellipses
qui vont de la fente (pour z = 0) au cercle
(z = h).

chapitre 6

6.1 F(M) = — 40, f(M)=1.

in2 2] 2
612, p? <cos2 0+ ) _z

b
sin? 8\ sin® @
r? l:cos2 0 (cos? 0+ = ) -~ j]

6.2.1. (a1, — 1x
62.2. @ — 2,4).

!
6.2.3. = =

y 3

6.2.4.

R(—3, -2 —-6), Mia(—2—-4L])
6.2.6. - 7L

6.2.7. — L’axe central passe par
p(_21 151 81
49° 49 49/
6.3.1. 2.

6.3.2. — Point de départ (¢f. tome III)
X ayy A1z dya X

¢

¥yl =1\ a2 az az ¥

.’

daszy dasz aszz z

tq

6.3.3.
a)y 2x, —2y)
b) (yz, zx, xy),
(x, y, 2)
) e,
Vx:+y2 422
(2x,2y)
9 x* + ¥
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&) (y+zz+xx+Y),
N2xy 2

6.35.
a) 4, b)4)/2 o 4 d) 0,

& —4, f) —4)/2 K-4 jo.

23
6.3.6. 3,70, 8)/5 (14 *
638.

(1 —e, e 5) et (1 —2e ¢ 5+4e).

6.3.9. — Nous avons
grad ry = uy, "grad ra = u,

af
dU = —. — . uy.
grad U an wm + F uy
6.3.10. — Nous avons
UM) =rs +ry =Cte

le long de (E), grad U est orthogonal & (E)
d’aprés le théoréme (6.3.2.), soit

(s + uz). t =0,
ot f est le vecteur unitaire tangent a Dellipse.

Huy.t= —1u.t

Uy

p Sy Uz

n
Soit (u1, 1) = 1 — (u2, t) (figure) d’ou
‘ (a1, n) = ~ (uz, n).

6.3.12. — Plan, paraboloide, sphére, plan.

64.1.
a)z+2xy+3z2%y,
" b) ye® + yzcos(xyz) + x sin (zx).

6.44.
2yz22 (y* 2% + 3x? 22 + 6x7 YA

6.4.6. — Nous avons

E, 0E, 0Es

divE = =2 4 22 4

iv o + p + 030
psin®

T 4neer’

3 © 0

(exemple 6.1.4.).
- 2p(cosO +sin6) -

Diod divE = ——=

6.51. a) (0,0, — 2),
c) (— 3 x,0).

b)) (2y,222x),

6.5.6.
ada=4 b=2 c=—1,

by V=grad U avec

3
U=x2—§y2+zz——yz+4zx+2xy.

6.6.1. — Au point M (a cos @, b sin o), la
force est

F = ([/a?cos® ¢ + b*sin2 ¢ — b)
' (acos@.i+ bsing.j).

D'ou
’6:...:—(:2 2 cOos ¢ sin @

0 1/az sin® @ + b2 cos? @
On pose

us=cos2@, doit T=—~(~b.k

6.6.2. 1/5

b
6.6.3. V3.
664. — a) — 1. b) 1.
6.6.5. — a) 5, b) %%, ) 13—3
6.6.6. (303).
667, 4 2Log2 +

b) 4 7.
668 0

6.6.9. 8w
6.610. - a) 1, b L
6.7.3. 15.

674. f() =y(Logy — 1) + Cte.
On trouve
U=¢e"(yLogy —y + C) + D.
Les deux conditions entrainent
1 — e

X D= X
e—1 e—1

6.7.5.

a) Oui, U(x,y)=(x2_y2)

+xy+C=Ctg

les courbes sont des hyperboles,

b) non,
¢) oui, U(x,)) = xe™ + x> y? = Cte.
ap
6.7.6. a) @- = — 2xy, — =4xy
ox ay
b) On trouve yf'(3) + 3 f(y) = 0, soit
C
SO = 7 Prenons C = 1.

2
¢) Dot U(x,y) = —%-y—!—Cte.

6.8.1. — Matrice symétrique.

Ve Vo 10V,

tV=|—0o k
6.8.2. ro (ap + > o 69)
d’aprés la formule (6.5.6.). Le rotationnel
doit &tre nul.

683. = ab.
634, 3.
2
2
685. 3ra
2

6.9.1. — (C) comprend un quart de cercle
bordé par deux rayons. (I') comprend les
trois quarts de cercle.

1

69.2. IG

6.9.6.
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6.10.1. rot V=17+j+k

Le flux de rot V est égal au flux de &, donc
4 la surface de (C), soit 4.

6.10.2. — Draprés la formule (6.5.7.),

<cose > sin 6
rotVe|——— +1tg¢ |w—
rcos ¢ r

Sur le disque on a

cos 0 sin 0
H —

rotV = uy + 2k

- .
le flux est celui de 2 &, soit 2 n.
6.11.1. — D’aprés la formule (6.4.7.),

divV =36

h R
Jﬂ divV dv =f dzfdp
'a -h o

2r
J 3046 = 127 Rh.

0

6.11.2. — D’aprés ia formule (6.4.8.),
1 sing @sin@

r COS @ r I

divV =3 +

Sans oublier de transformer dx dy dz en
r cos @ do db dr nous trouvons

6.11.3.
Q = 2n(l — cos 0)sr.

6.11.4. — (X) a pour équation r> = C .sin @
ou C est une constante arbitraire.
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Les nombres indiqués a c6té de chaque titre cité dans cet index renvoient aux pages

A

Abscisse, 24.
— curviligne, 185.
Affinité orthogonale, 90.
Alignés (points), 3
Angle, 17,
—  de deux droites, 66, 124.
—  d’Euler, 100.
—  polaire, 46.
—  solide, 307.
Ampére - Stokcs (formule de), 303.
Argument, 192.
Axe
— central (d’un systéme de forces), 267.
— radical de deux cercles, 139.

B

Barycentre, 31.
Birapport, 27.
Bissecteur (plan), 18.
Bissectrice, 13, 39.

C

Caustique, 179.
Cercle, 130.
- de Mohr, 137, 252.
Chasles, 21, 25.
Commande numérique, 183.
Cdne de révolution, 247.
Conforme (transformation), 210.
Coniques (courbes), 156.
Coordonnées, 36.
— cylindriques, 101.
e sphériques, 102.
Courbe paramétrée, 37, 160, 226.
Courbure, 184.
Cycloide, 160.
Cylindre, 247.

D
Demi-droite, 8.
Dépendance linéaire, 64.
Désargues G., 6.

Descartes R., 28, 36. :
Développée, développante, 188.
Diagonale, 6. -

Diédre, 4.

Dioptre, 10, 226, 246.

Dipble, 264.

Direction, 5.

Directrice d’une conique, 143, 149, 153, 156.

Distance de deux points, 24, 37.

—  d’un point & un plan ou a une

droite, 42, 73, 224.
—  de deux droites, 43, 73.
Divergence, 274.
Division harmonique, 26.
Droite, 2, 121, 224.

E

Ellipse, 141. .

Enveloppe, 178.

Epicycloide, 162.

Epure (point, droite, plan), 309.

Euclide, 5.

Euler (formule d’), 202.

Excentricité d'une conique, 143, 150, 153,
156.

F

Faisceau
— linéaire de droites, 129,
—  harmonique (de droites), 28, 39.
—  des cercles, 138.
—  de plans, 222.
Flux, 302.
Fonction vectorielle, 74.
Forme différenticlle, 290.
Foyer d’une conique, 143, 149, 153, 156.
Fresnel A. (construction de), 211.

G
Gradient, 268.

H
Heélice, 229.

‘Homothétie, 87, 207.

Horner (méthode de), 198.
Hyperbole, 147.
Hypocycloide, 162.

Intégrale
-  curviligne, 280.
—_ de surface, 299.
Intersection
— de cylindres, 248,
e de droites, 4.
— de plans, 4, 220.
— de sphéres, 246.

Inversion, 90, 140, 210.
Isométrie, 38.

L

Laplacien, 277.
Lignes

- de niveau, 237.

— de plus grande pente, 238.
Limagon de Pascal, 174,

M

Médiane, 8.
Meédiateur (plan), 17.
Meédiatrice, 13.
Menelaiis-(théoréme de), 89.
Mesure algébrique, 24.
Milieu, 6, 25.
Module, 192.
Moivre (de) (formule de), 201.
Moment, 59, 265.

— d’inertie, 73.

N

Newton, 28.
Nombre d’or, 27.

O

Orientation, 50.
Orthogonal(es) — droites, 12,
Ostrogradsky (formule de), 305.

P

Pantographe, 7, 88.
Parabole, 153.
Paraliéles droites, 5.
—_ droite et plan, 10.
e plans, 4,
Parallélogramme, 6.
Perpendiculaire commune, 14, 44.
Perspective, 96.
Plan, 2, 218.
- osculateur, 227.
— tangent, 235.
Point, 2.
—  d’inflexion, 168.
- de rebroussement, 168.
Polyédre, 5.
Potentiel, 273.
Prisme, 11,
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Produit Retournement, 93. T

*—  scalaire, 51, 65. - Riemann-Green (formule de), 295. .

—  vectoriel, 57, 66. Rotations, 47, 86, 92, 208. 5

—  mixte, 62, 67. Rotationnel, 278. %ﬁgl?éid(rt%écs).réme de), 7, 8, 25.

—  vectoriel double, 61, 68. v
.. Tore, 255.

Projections S Torseur, 266.

— paralléles, 7, 33.
— orthogonales, 12, 15.
Puissance (d’un point par rapport a un cer-
cle), 137.

Q
Quadrique, 248.
- R

Rectangle, 12.
Relation de Chasles (angles), 45.
Repére :

- cartésien, 36.

—  (ortho) normé, 39.

Sécantes (droite), 3.
Segment (de droite), 8. .
Similitude, 89, 208.
Sphiére, 245.
Surface
—  cylindrique, 238.
—  conique, 240.
— de révolution, 242.
—  réglée, 258,
—  développable, 255.
- canal, 254,
—  de niveau, 271.
Symétrie 12, 209.
—— produit de, 47.
—_ image d’un vecteur, 55.

3

Torsion, 232.

- Translation, 47, 85, 91, 207.

Trapéze, 8.
Triangle (relations métriques), 53, 58.
Triédre, 5. )

Trieédre de Serret-Freinet, 229,

Vecteurs,

v

18.

colinéaires, 30.
équipollents, 20.
glissants, 20.
somme de, 29,
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