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Below  is  a  scan  from  the  edition  of  Jiuzhang  Suanshu  (The Nine  Chapters  of  the Mathematical Art), 

edited by Shen Kangshen,  John Crossley and Anthony Lun, Oxford, 1999. This  is  the classic of Chinese 

mathematics. Like Euclid, this is a compendium of the mathematical concepts and techniques which had 

been  developed  slowly  from  perhaps  the  Zhou  (or  Chou)  dynasty  (begins  c.1000  BCE)  through  the 

Western  Han  dynasty  (ending  9  CE).  Unlike  Euclid,  it  is  a  simple  list  of  actual,  perhaps  even  useful 

numerical problems and algorithms for their solution, without any  indication of proofs. Since then, the 

Nine Chapters had a long history of ups and downs, sometimes being required in civil service exams and 

sometimes being burned and nearly lost. Each time it was republished though, new commentaries were 

added, starting with those of the great mathematician Liu Hui in 263 CE and continuing through those in 

this English translation by Shen, Crossley and Lun.  This edition takes a bit of patience to read: 

a. Boldface = text from The Nine Chapters 

b. Sans‐serif text = Liu’s commentary 

c. Italics = Li’s commentary 

d. Ordinary text referenced by superscripted numbers = Shen, Crossley and Lun’s comments 

The excerpt is from the end of Chapter 4, “Short Width”, where cube roots are introduced and applied 

(incorrectly) to the problem: what is the diameter of a sphere with given volume. Liu notes their rule is 

wrong  and begins  a  correct  analysis by  introducing  the  ‘double umbrella’,  (=  the  intersection of  two 

cylinders as in the preface to Archimedes’ Method). He uses the method of comparing areas of slices to 

argue  that  the volume of  the double umbrella  is 4/pi  times  the volume of  the  sphere. Zu Geng  (also 

called Zu Xuan),  in  the  late 5th century CE,  found  the  formula  for  the volume of  the double umbrella, 

hence the correct formula for the volume of the sphere. This is described in Li’s commentary. Amazingly, 

his method  is  to  add  to  the  volume  of  the  double  umbrella  the  volume  of  an  auxiliary  pyramid:  as 

described below, the idea is very close to that of Prop.2 of the Method and even closer to Heiberg and 

Zeuthen’s  reconstruction  of  the missing  Proposition  15  of  the  palimpsest.  But  he  turns  the  auxiliary 

pyramid or cone upside down,  resulting  in a much  simpler proof not needing  the balance beam!  In a 

sense, he does Archimedes one better. 

 

 



























 

INDIA 

Below are two scanned documents on the Indian calculation of the area and volume of the sphere: 

1. A secondary source, Kim Plofker, Mathematics in India, Princeton Univ Press, 2009, Chapter 6, pp. 

196‐201, describing the work of Bhaskara II (1114‐1185) on the sphere. 

2. A literal translation by Takao Hayashi of verses 58‐61 in the “Gola” or sphere section of Bhaskara’s 

treatise Siddhānta Śiromani, (Crest‐jewel of the Siddhāntas) plus Bhaskara’s his own (prose) 

commentary. 

Some background: 

a. Indian math was developed first in service of Vedic ceremonies, later in service of astronomy which, in 

turn, was driven by the market for astrology. All “documents” were originally in very concise cryptic 

Sanskrit verse, meant to be memorized and passed down with oral instruction by each guru. Only later 

are any justifications described. 

b. Most likely under Greek influence in the wake of Alexander, planetary models with epicycles appear. 

Using these for predictions demanded tables of sines. Sines were made into integers by multiplying by a 

radius R equal to 3438 (which makes the length of one arc minute of the circumference very close to 1) 

and the resulting ‘Rsines’ were then rounded and computed at intervals of 3 ¾ degrees (=30/8 degrees), 

using half angle formulas. The Rsine table itself would require a lot of memorization and indeed it was 

their first differences which were versified (using three different systems, the most colorful being using 

words ‐‐ such are ‘arms’ for 2). 

c. At least by the mid 5th century CE, in the earliest surviving siddhanta, it is noted that the second 

difference of the sine table is proportional to the sine table itself, which allows the whole table to be 

constructed from scratch. The discovery of the discrete second order difference equation for sines, I 

believe, is the key which led to all the Indian work in calculus. 

d. Bhaskara follows exactly Archimedes’ approach in ‘On the Sphere and Cylinder’: he finds the area of 

the sphere by integrating over latitude and is led to its approximation using the sum of sines over a 

regular sequence of angles from 0 to 90. Note that Bhaskara II also realized also that the first differences 

of sines are cosines (see Plofker below; this was not apparent earlier because it needs half‐angles to 

come out right). Likewise differences of cosines are sines, so the required sum of sines could be found 

directly from this fact – and this appears explicitly some 2 centuries later in the work of Mādhava. But 

instead of using this identity, Bhaskara adds the sines numerically using his table in order to find the 

area! He clearly prefers numerical justifications to theoretical: a bias present in most of Indian 

mathematics (e.g. when they found Gregory’s series for pi, they also found ingenious ways to 

approximate the remainder in order to usefully sum it). 
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