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ment de cette maniére, il y aura discussion (1) ; tandis que, si on ajoute
les conditions posées dans le cas présent, ¢ est-d-dive que, sutvant I'ana-
lyse, la droite AB est le double de la droite BZ, e que la droite BZ est
plus grande que la droite Z©, il n'y aura pas de discussion, et le pro-
bléme se présentera comme suit : Etant donndes dewx droites BA, BZ dont
la drovte BA est le double de la dvoite BZ, ainsi qu'un point @ sur la
drotte BZ, couper la droite AB en un point X de maniére que la droite XZ,
soit & la droite Z® comme le carvé de la droite AB est au carvé de Ig
droite AX. Nous donnerons 4 ailleurs Vanalyse et la synthése de chacun
de ces cas d la fin de la proposition (3.

Archiméde avait promis de démontrer « 4 la fin » ce que nous
venons de dire, mais on n’a retrouvé dans aucune copie la chose
qu'il avait promise (3). C’est ainsi que nous avons découvert que
Dionysodore, parvenu aux mémes choses, et ne pouvant s’appuyer
sur le lemme omis, a eu recours, pour le probléme entier, 4 une
maniére différente que nous décrirons dans la suite. D’autre part,
Dioclés, ayant cru aussi qu’Archiméde avait promis mais n’avait pas
tenu sa promesse, s’est efforcé d'y suppléer dans un livre qu'il a écrit
Sur les Miroirs Ardents, et nous décrirons également son essai dans
la suite ; car cet essai n’a aucun rapport avec les choses omises, et,
de méme que chez Dionysodore, le probléme est établi au moyen d’'une
démonstration différente. Mais nous avons cependant rencontré dans
“un-vieux livre, — car nous n’avons Pas manqué de faire des recherches
dans beaucoup de livres, — des théorémes qui ne présentent pas mal
d’obscurités en raison de fautes, sont altérés de diverses maniéres,
mais comportent cependant I'objet de nos recherches, conservent
partiellement le dialecte dorien, cher 4 Archimede, et sont écrits
avec les dénominations habituelles aux sciences dans I’Antiquité. La
parabole y était appelée section de céne rectangle et hyperbole la

I.  Swpiopbe, séparation, distinction, c’est-a-dire discussion des cas de possi-
bilité d’un probléme,

2. ARCHIMEDE, ¢bidem, p. 103, 1l g-11.

3. Archiméde n’a peut-étre pas négligé de donner Fanalyse et la synthése qu'il
amnonce 4 Ia fin de la proposition. Elles peuvent avoir fait Pobjet d’'une note
diffiérée qui se serajt égarée entre les mains de 'un de ses amis et savants corres-
Pondants d’Alexandrie. II n’est donc pas exclu de retrouver cette note dans un ma-
nuscrit non encore exhumé ou dans un palimpseste non encore délavé, de méme
qu'on a retrouvé si tardivement le traité de La Méthode mécanigue d’Archiméde.
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section du céne obtusangle (1), en sorte qu’en raison de ces faits, on
a cru que ces théorémes n'étaient autres que ceux qu’Archimede avait
promis d’écrire « & la fin » (%), C’est pourquoi, aprés nous étre appliqués
avec soin, avoilr trouvé que son verbe, tel qu’il était écrit, était difficile
en raison, comme nous l'avons dit, du grand nombre de fautes, et
en avoir dépouillé les conceptions petit a4 petit, nous l'avons écrit
dans un langage plus usuel et plus clair dans la mesure de nos capa-
cités. Le premier théoréme sera traité d’une maniére générale, afin
de montrer clairement ce qu'Archiméde dit au sujet des détermina-
tions (%), et cela sera appliqué ensuite aux choses qui sont analysées
dans le probléme (%).

Soient donc données une droite AB, une autre droite AT et une
aire A, et qu'il soit proposé de prendre, sur la droite AB, un point
E tel que l'aire A soit au carré de la droite EB comme la droite AE
est 4 la droite AT

Que ce soit chose faite ; posons la droite AT & angles droits sur
la droite AB et prolongeons la droite de jonction T'E au point Z.
Menons, par le point I', la droite I'H parallele & la droite AB et, par
le point B, parallélement a la droite AT, la droite ZBH qui rencontre
chacune des droites I'E, I'H. Complétons le parallélogramme H® ;
menons, par le point E, la droite KEA paralléle a I'une et 4 l'autre
des droites I'Q, HZ, et que le rectangle compris sous les droites T'H,
HM soit équivalent a l'aire A. Dés lors, I'aire A étant au carré de la
droite EB comme la droite AE est a4 la droite AT, la droite TH

I. Les termes parabole et hyperbole n'ont été introduits que postérieurement
4 Archiméde par Apollonius de Perge, dans son traité Des Conigues.

2. Eutocius attribue donc témérairement & Archimeéde le long théoréme qui
va suivre ; car la critique moderne n’a pas ratifié son opinion, ou, du moins, Ia
considérée comme fort douteuse. En effet, le dialecte dorien utilisé par Archiméde
dans toutes ses ceuvres, écrit et parlé en Sicile, patrie d’Archiméde, peut avoir été
le véhicule de la pensée géométrique d'un de ses contemporains ou d’un de ses
successeurs pendant la période de plus d'un demi-siécle qui sépare d’Apollonius,
a partir de qui les dénominations archaiques de section de céne droit rectangle et de
section de cone droit obtusangle furent remplacées respectivement par les noms de
parabole et d’hyperbole. D’autre part, le probléme en question présente des lon-
gueurs inusitées chez Archiméde et des développements de relations géométriques
qu'il abandonne généralement & la sagacité des savants amis et correspondants
auxquels i s’adresse. :

3. wepl =B Swpioudy, au sujet des déterminations ou discussions des cas de
possibilité.

4. C'est-a-dire dans la proposition IV sur le partage de la Sphére dans un
rapport donné.



SUR LE TRAITE DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE 637

a la droite HZ comme la droite EA est & la droite AT et le carré
de la droite T'H au rectangle compris sous les droites FH, HZ
comme la droite I'H est 4 la droite HZ, il

s'ensuit que l'aire Aest au carré de la droite € X Z
EB, c’est-i-dire au carré de la droite KZ,
comme le carré de la droite TH est au rec-
tangle compris sous les droites T'H, HZ et
que, par permutation, le rectangle compris 4
sous les droites I'H, HZ est au carré de la
droite KZ comme le carré de la droite TH 4 ¥4
est a l'aire A, c’est-a-dire au rectangle com- \;l
pris sous les droites I'H, HM. Mais la droite

I'H est a la droite HM comme le carré de la
droite I'H est au rectangle compris sous les
droites TH, HM ; par conséquent, le rectangle compris sous les
droites I'H, HZ est aussi au carré de la drojte ZX comme la droite
I'H est a la droite HM. Mais la droite HZ étant prise pour hauteur
commune, le rectangle compris sous les droites 'H, HZ est au rectangle
compris sous les droites MH, HZ comme la droite I'H est 4 la droite
HM. Donc de méme le rectangle compris sous les droites I'H, HZ est
au rectangle compris sous les droites MH, HZ, comme le rectangle
compris sous les droites I'H, HZ est au carré de la droite ZK ; par
conséquent, le rectangle compris sous les droites MH, HZ équivaut
au carre de la droite ZK. Dés lors, si 'on décrit autour de la droite
ZH comme axe, et par le point H, une parabole telle que son para-
métre soit la droite HM, elle passera par le point K (%) et sera donnée
de position, parce que la droite HM est donnée de grandeur (%) en
tant que comprenant l'aire donnée A avec la droite donnée HT. En
conséquence, le point X est lié 4 une parabole donnée de position.
Décrivons-la de la maniére dite, et soit telle que HK (3). Derechef,

r 4 M
Fig. 45

1. APOLLONIUS, Les Comigues, liv. I, prop. 11 (Voir trad. précitée, p. 21).
2. EucLipE, Les Données, prop. 54.

. A TH AE
. ir e 0 = A, — =~ et l'on;
3. On doit avoir T AT Posons THXHM = A. On a HZ = AP ©
T2
beut éerire : ‘I%(H_HE = %’m d’on, d’apris“ la prenieire relation .
4 A TH' THxHZ T# sy I'H TH*

BB Kz THxEZ 9% Ty = 3~ rEwaw OF §W < FEcHEH
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Paire @A étant équivalente 4 l'aire I'B (1), c’est-a-dire que le rectangle
compris sous les droites AB, BH étant équivalent au rectangle com.-
pris sous les droites ®K, KA, si I'on décrit, par le point B, une hyper-
bole dans les asymptotes ®OI, I'H, elle passera par le point K en
vertu de la réciproque du huitiéme théoréme du second livre deg
Eléments des Cowiques d’Apollonius (%) et sera donnée de position
parce que chacune des droites I, I'H et le point B sont donnés de
position. Décrivons-la de la maniére que nous venons de dire, et
qu'elle soit telle que KB. Le point K est donc lié a une hyperbole
donnée de position. Or, il était lié aussi & une parabole donnée de
position ; donc, le point K est donné (2). Et la perpendiculaire KE
est menée de ce point sur la droite AB donnée de position ; donc, le
point E est donné (4. Dés lors, puisque 'aire donnée A est au carré
de la droite EB comme la droite EA est 4 la droite donnée AT, les
deux solides ayant le carré de la droite EB et I'aire A comme bases
et comme hauteurs (°) les droites EA, AI' ont les bases dans un
rapport réciproque (%) avec les hauteurs ; donc, ces solides sont équi-
valents (7). En conséquence, le carré de la droite EB, multiplié par la
droite EA, équivaut 4 I'aire donnée A multipliée par la droite donnée
I'A. Mais le carré de la droite BE, multiplié par la droite EA, est le
plus grand de tous les solides semblables obtenus sur la droite BA
st la droite BE est le double de la droite EA ainsi que cela sera
démontré (%) ; par conséquent, il faut que l'aire donnée, multipliée

domc  THxHZ TH . THxHZ TH .
€ TE T omw T OmPeutecire: oo N7 T mM ‘

THxHZ THxHZ _, . T R TP ; -
wr = EMXEZ d'ol : HM X HZ = KZ* d’ou KZ est I'ordonnée de la para

bole de sommet H et de paramétre HM.

1. EucLipg, Eléments, liv. 1, prop. 43 : Dans tout parallélogramme les com-
pléments des parallélogrammes qui sont autour de la diagonale sont égaux entre
eux.

2. Arorironius, Les Conigues, liv. II, prop. 12 (et non 8) : 8i d'un point d’une
section (hyperbole) on méne deux droites sous des angles quelcongues sur les asymp-
totes, et si, d'un point de la section, on méne des paralléles & ces droites, le rec-
tangle délimité sous ces paralldles sera équivalent au rectangle délimité sous les
droites auxquelles les paralléles ont été menées (Voir trad. frangaise, p. 128).
EvucLIDE, Données, prop. 25.

EUcCLIDE, tbidem, prop. 30.

C’est-3-dire respectivement.

gvrimendvbacty.

Evcring, Eléments, liv. XI, prop. 34. A AE

On a par construction (voir note plus haut) e = AT d'olr :

GO IISAL S o
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par la droite donnée ne soit pas plus grande que le carré de Ia droite
BE multiplié par la droite EA.

La synthése sera donc la suivante : Soient AB la droite donnée,
AT T'autre droite donnée, A l'aire donnée, et qu'il faille couper la
droite AB de sorte que 'aire donnée A soit au carré du segment restant
comme I'un des segments est 4 la droite donnée AT

Prenons la droite AE troisiéme partie de la droite AB ; en con-
séquence, l'aire A, multipliée par la droite AT, est plus grande que
le carré de la droite BE multiplié par la droite EA ou égale a ce carré
ou plus petite que lui. Si elle est plus grande, la synthése n’aura pas
lieu, ainsi qu'on I'a démontré dans I'analyse. Si elle est égale, le
point E résout le probleme, car les solides étant équivalents, les
bases sont donc en rapport réciproque avec les hauteurs, et l'aire A
sera au carre de la droite BE comme la droite EA est 4 la droite AT

Si laire A, multipliée par la droite AT, est plus petite que le
carré de la droite BE multiplié par la droite EA, Ia synthése sera la
suivante. Posons la droite AT

4 angles droits sur la droite AB, |

menons, par le point B, paralle- |2 & z

lement & la droite AT, la droite 7o A4
BZ, et que celle-ci rencontre au 4 A

point H la droite I'E prolongée. 1o %
Complétons le parallélogramme

Z0 et menons, par le point E, 77 A T . F4

la droite KEA parallele a la Fig. 46

droite ZH. Dés lors, puisque V'aire A, multipliée par la droite AT, est
Plus petite que le carré de la droite EB multiplié par la droite EA,
Paire A est & un carré plus petit que celui de la droite BE, c’est-a-dire
plus petit qué celui de Ia droite HK, comme la droite EA est 2 la
droite AT Que l'aire A soit donc au carré d'une droite HM comme la
droite EA est 4 la droite AT, et que I'aire A soit équivalente au rec-
tangle compris sous les droites I'Z, ZN. Dés lors, puisque 'aire A,
C’est-3-dire le rectangle compris sous les droites I'Z, ZN, est au carré
de la droite HM comme la droite EA est 4 la droite AT ; mais que la
droite I'Z est & la droite ZH comme la droite EA est 4 la droite AT,

EB*X AR = A xAT. Or, le solide EB?x AE sera démontré plus loin étre maximum
pour EB = 2 AE,

Les (Buvres complétes d' Archirede TT — 18,
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et que le carré de la droite I'Z est au rectangle compris sous les drojteg
I'Z, ZH comme la droite I'Z est 4 la droite ZH, il s’ensuit que le
rectangle compris sous les droites I'Z, ZN est au carré de la droite HM
comme le carré de la droite I'Z est au rectangle compris sous les
droites I'Z, ZH, et que, par permutation, le rectangle compris sous Jeg
droites I'Z, ZH est au carré de la droite HM comme le carré de la
droite I'Z est au rectangle compris sous les droites I'Z, ZN. Mais Ja
droite I'Z est & la droite ZN comme le carré de la droite I'Z est ay
rectangle compris sous les droites I'Z, ZN ; et, si I’on prend la droite
ZH comme hauteur commune, le rectangle compris sous les droites
I'Z, ZH est au rectangle compris sous les droites NZ, ZH comme I3
droite I'Z est a la droite ZN ; par conséquent, le rectangle compris
sous les droites I'Z, ZH est aussi au carré de la droite HM comme
le rectangle compris sous les droites I'Z, ZH est au rectangle Compris
sous les droites NZ, ZH ; donc, le carré de la droite HM équivaut an
rectangle compris sous les droites HZ, ZN. Dés lors, si nous décrivons
par le point Z, autour de la droite ZH comme axe, une parabole
telle que son parameétre soit la droite ZN, elle passera par le point M.
Décrivons-la, et qu'elle soit la parabole MEZ (1). Et puisque le
rectangle @A équivaut au rectangle AZ (%) c’est-a-dire que le rectangle
compris sous les droites ®K, KA équivaut au rectangle compris sous
les droites AB, BZ, si nous décrivons, dans les asymptotes OI', I'Z,
une hyperbole passant par le point B, elle passera par le point K en
vertu de la réciproque du théoréme VIII des Eléments des Conigues
d’Apollonius (3). Décrivons-la, et qu'elle soit telle que I'hyperbole
BK qui coupera la parabole au point Z; menons, du point H, la

. . —_— A BEA
I. Suivante le texte, si AXAIl' <« EB*x EA, on = < == ; posons

AT
_ . A EBA _.
HM < HK = EB de telle sorte que l'on ait : = AT Soit A = I'ZXZN,
,T2ZxzZN _EA TZ BA .., . . TZ Tz .
donc : e = Ar PV ¥E T AT et si I'on écrit ZH Tz OR auR
TZxZN Tz! ., TZxZH TZ? TZ2 I'Z  TZXZH
s d'ols : O

M T TIXZE D TLXEZN  ZN  ZNxZH’
 TZxZH TZxZH
T OEM2 ZNXZH’
P'axe est ZH, le sommet Z et le paramétre ZN.

2. EucLipg, Eléments, liv. I, prop. 43.

3. Arorrowius, Les Conigues, liv. II, prop. XII (et non pas VIII). Voir plus
haut.

aM® | TZXZN

donc d’ol : HM® = ZNx ZH, équation de la parabole dont

R R T PN
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perpendiculaire ZOTT sur la droite AB et menons, par le point =,
la droite PEX paralléle 4 la droite AB. Dés lors, puisque BEK est
une hyperbole, que les droites ®1", I'Z en sont les asymptotes, et que
les droites PE, EIT sont menées paralleles aux droites AB, BZ, le
rectangle compris sous les droites PE, =[I équivaut au rectangle
compris sous les droites AB, BZ : en sorte que le rectangle PO équivaut
au rectangle OZ (*). En conséquence, si 'on meéne la droite de jonction
du point I' au point X, elle passera par le point O (2). Menons-la, et
qu’elle soit telle que la droite I'OZ. Dés lors, puisque la droite OB est a
la droite B, c’est-a-dire la droite T'Z & la droite 2%, comme la droite
OA est 4 la droite AT, et que, si I'on prend la droite ZN pour hauteur
commune, le rectangle compris sous les droites I'Z, ZN est au rectangle
compris sous les droites £Z, ZN comme la droite T'Z est 4 la droite
Z%, il s’ensuit que le rectangle compris sous les droites T'Z, ZN est

aussi au rectangle compris sous les droites 2N, ZN comme la droite

OA est 4 Ia droite AT Et l'aire A équivaut au rectangle compris sous
les droites T'Z, ZN : tandis que le carré de la droite 5, c’est-3-dire
le carré de la droite BO équivaut au rectangle compris sous les droites
2Z, ZN en vertu de la parabole ; par conséquent, 'aire A est au carré
de Ia droite BO comme la droite OA est 4 la droite AT ; donc, le
point O, qui résout le probléme, a été pris (3.

Au reste, on démontrera de la maniére suivante que le carré de
la droite BE, multiplié par la droite EA, constitue le plus grand de
tous les solides obtenus semblablement sur Ja droite BA si Ia droite
BE est le double de la droite EA. En effet, soit de nouveau, comme
dans I'analyse, la droite donnée AT 4 angles droits sur la droite AB.
Prolongeons la droite de Jonction I'E et qu’elle rencontre au point Z
la droite menée par le point B parallélement & la droite AT Menons,
par les points I, Z, les droites ©Z, I'H paralléles a la droite AB ; pro-

I. On a, par propriété de I’hyperbole : PE X EIl — ABXBZ, ou rectangle
PII = rectangle AZ, d’oh : rectangle PII — rectangle ATl = rectangle AZ — rec-
tangle ATI, ou rectangle PO = rectangle OZ.

2. EucLipE, Eléments, liv. I, prop. 43 réciproque.

OB TZ OA o

) 3. Les rectangles semblables donnent : BT = §7 = i ©t l'on peut écrire :
ZXZN Tz _TZXZN OA _

m —_ —E-E, dOI’iF_‘, . m = —A'“l—_‘ OI', A= PZXZN, et la parabole sz, de

N — 0
Paramétre ZN, donne : ZE* = OB = S7Z % ZN ; donc : é =24

55 = AT d’olt détermina-

tion du point O cherché.
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longeons la droite T'A jusqu’au point ® et menons, par le point E,
droite KEA paraliele 4 cette droite. Faisons enfin en sorte que Je
rectangle compris sous les droites I'H, HM soit au carré de la droite
EB comme la droite EA est A la droite AT. Dés lors, le carré de Ig

" droite BE, multiplié par la droite EA, équivaut au rectangle com-
pris sous les droites I'H, HM multiplié par la droite AT, parce que
ces deux solides ont les ba-
ses dans un rapport récipro-
P que avec les hauteurs. Je
dis donc, que le rectangle

compris sous les droites I'H,

HM, multiplié par la droite

AT, estle plus grand de tous

les solides obtenus d'une

z maniére semblable sur la

0 A
/  droite BA.
. 4 X En effet, décrivons, par

le point H, autour de l'axe
» / ZH, une parabole telle que
% son parameétre soit la droite
HM ; elle arrivera donc par

— = le point K comme on l'a
démontré dans 1'analyse (1),

et, prolongée, elle rencon-

trera la droite ©I" paralléle

Fig. 47 au diameétre de la section (%)
en vertuduthéoréeme XXVII

P du premier livre des Elé-
ments des Coniques d’Apol-

lonius {3). Prolongeons-la ; qu'elle rencontre la droite @' au point
N et décrivons, par ce point, une hyperbole dans les asymptotes NI,
I'H. Elle arrivera donc par le point K comme on 1’a dit dans 'analyse.

&

I. . Voir plus haut dans la partie analytique de la proposition.

2. Clest-d-dire parali¢le au diamétre HZ de la section conique qui est ici une
parabole.

3. APOLLONIUS, Les Conmigues, liv. I, prop. XXVI de I'édition critique, au
lieu de prop. XXVII de la copie utilisée par Eutocius : « Lorsque, dans la parabole
ou I'hyperbole, une droite est menée parallélement au diamétre de la section, elle
rencontrera la section en un seul point (Voir trad. francaise précitée, p. 48).

BB e L
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Qu'elle vienne donc telle que Phyperbole BK, et, la droite ZH
étant prolongée, posons une droite H= égale & celle-ci. Menons enfin
la droite de jonction EK que nous prolongeons jusqu’au point .
En conséquence, il est manifeste que la droite EO touche la parabole
en vertu de la réciproque du théoréme XXXIV du premier livre des
Eléments des Contques d’ Apollonius (%). Dés lors, la droite BE étant le
double de la droite EA, — car cela a été supposé ainsi, -— ce qui
revient & dire que la droite ZK est le double de la droite K@, et le
triangle O®K étant semblable au triangle ZZK, la droite 5K sera aussi
le double de la droite KO. Or, la droite ZK est aussi le double de la
droite KII parce que la droite EZ est aussi Je double de la droite =H
et que la droite ITH est paralléle 3 la droite KZ. En conséquence, la
droite OK est égale A la droite KT ; donc, la droite OKTI, qui touche
I'hyperbole et est placée entre les asymptotes, est divisée en deux
parties égales en vertu de la réciproque du théoréme III du second
livre des Eléments des C ontques d’Apollonius (2). Or, elle touche égale-
ment la parabole au méme point K ; donc, la parabole touche I'hyper-
bole au point K. Des lors, imaginons que I'hyperbole soit prolongée
jusqu’au point P ; prenons un point X quelconque sur la droite AB,
menons, par le point X, la droite TEY paralléle 4 Ia droite KA, qu'elle
rencontre 'hyperbole au point T et menons, par le point T, la droite
OTX paralitle a la droite I'H. Des lors, puisque le parallélogramme
®Y équivaut au parallélogramme I'B en vertu de I'hyperbole et de
ses asymptotes (3), si nous retranchons de part et d’autre le paraliélo-
gramme commun ['Y, le parallélogramme ®F devient équivalent au
parallélogramme XH et, par suite, la droite de jonction menée du
point I"au point X passera par le point X (4). Qu’elle y passe et soit

I. APOLLONIUS, Les Condques, liv. 1, prop. XXXIII de I’édition critique et non
pas XXXIV de la copie utilisée par Eutocius : Si on prend un point sur une para-
bole, et si de ce point on abaisse une droite de maniére ordonnée sur le diametre, et
sil'on pose une droite égale & celle que cette derniére droite découpe sur le diamétre,
dans la direction de celui-ci et & partir du sommet, la droite de jonction, menée du
point ainsi obtenu au point que on a pris, sera tangente 4 la section (Voir trad.
francaise précitée, p. 60).

2. AroLLowNivs, ibidem, liv. 11, prop. 111 : Lorsqu’une droite est tangente &
une hyperbole, elle rencontrera chacune des asymptotes, elle sera coupée en deux
Parties égales au point de contact, et le carré de chacun de ses segments sera &qui-
‘valent au quart de la figure obtenue sur le diamétre mené par le point de contact
(Voir trad. précitée, p. 120).

3. APOLLONIUS, tbidem, liv. 1], prop. XII énoncée dans une note précédente,

4. EucLIDE, Eléments, liv. I, prop. 43 réciproque.
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telle que la droite ["2X. Et puisque, en raison de la parabole (1), I¢
carré de la droite WX équivaut au rectangle compris sous les droiteg
XH, HM, le carré de la droite TX est plus petit que le rectangle
compris sous les droites XH, HM. Faisons donc en sorte que le rec-
tangle compris sous les droites XH, HQ soit équivalent au carré de
la droite TX. Dés lors, puisque la droite ['H est 4 la droite HX comme
la droite 2A est a la droite AT, mais que, si I'on prend la droite HQ
comme hauteur commune, le rectangle compris sous les droites I'H,
H est au rectangle compris sous les droites XH, H{) et & son équi-
valent le carré de la droite XT, c’est-a-dire le carré de la droite BE,
comme la droite I'H est a la droite HX, il s’ensuit que le carré de la
droite BX, multiplié par la droite 2A, équivaut au rectangle compris
sous les droites I'H, H  multiplié par la droite T'A. Or, le rectangle
compris sous les droites I'H, HQ), multiplié par la droite I'A, est plus
petit que le rectangle compris sous les droites I'H, HM multiplié
par la droite ['A ; par conséquent, le carré de la droite BY, multiphé
par la droite ZA, est plus petit que le carré de la droite BE multiplié
par la droite EA (%). On démontrera les choses de la méme maniére
pour tous les points pris entre les points E, B,

Mais prenons un point ¢ entre les points E, A ; je dis que le carré
de la droite BE, multiplié par la droite EA est ainsi plus grand aussi
que le carré de la droite B¢ multiplié par la droite ¢A.

En effet, les mémes constructions étant faites, menons, par le
point ¢, la droite s¢P paralléle & la droite KA, et quelle rencontre
I'hyperbole au point P ; car elle la rencontre parce qu’elle est paralléle
a l'asymptote (3), et que la droite A'PB’, menée par le point P, paralle-

1.  ArorroNius, Les Conigues, liv. I, prop. XI {(Voir trad. francaise précitée,
p. 21).
2. En résumé : Considérant la parabole NKH, d'axe ZH, de sommet H
et de parameétre HM, on a : ¥X? == XHxHM; donc, TX® < XH xHM, posons
- TH XA . THxHQ TH
_ % . e » . _
XH x HQ = TX* (I). Or, on a : AN et Pon peut écrire : YHWHO — XO
 THXHQ ZA , | . _THXHQ IA

donc : XHSHG = AT d’olt la relation (I) donmne : = T AT ou
THxHQ _ ZA
Bx? AT
(TH x HM) X AT ; donc : *BE:XSA < (PHXHM) x AL Or, on a posé au début :
% == %, d’olt : (TH X HM) x AT = BE*x EA ; donc : BE2X %A < BE2xX BA.
. 3. Avorronius, ibidem, liv. II, prop. XIII : « Si, dans la région délimitée
par les asymptotes et par la section (hyperbole), on méne une paralléle 4 1'une des

I3

d'ott : (THXHO)XAD' = BE*XZA. Or, (THxHQ) XAl <
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lement a la droite AB, rencontre la droite HZ prolongée au point B,
Et puisque, derechef, le rectangle IS équivaut au rectangle AH en
vertu de 'hyperbole (%), la droite de jonction menée du point I"au
point B’ passera par le point .

¢ (?). Qu'elle y passe, et soit la
droite I'¢B’. Et puisque dere-
chef, le carré de la droite A'B’
équivaut au rectangle compris
sous les droites B'H, HM en <t Lt - 5
vertu de la parabole, le carré

de la droite PB’ est donc plus @
petit que le rectangle compris
sous les droites B'H, HM. Fai-
sons en sorte que le carré de la
droite PB’ soit équivalent au 45 % \ —>\B

rectangle comprissous les droi-
tes B'H, HQ. Déslors, puisque 77§ 4
la droite 'Hest 4 la droite HB’
comme la droite cA est 3 la
droite AT, mais que, si I'on
prend la droite H{) comme
hauteur commune, le rectangle
compris sous les droites I'H,
- HQ est au rectangle compris sous les droites B'H, HQ, c’est-a-dire au
carré de la droite PB’, c’est-a-dire de la droite B¢, comme la droite
I'H est & la droite HR', il s’ensuit que le carré de la droite B, mul-
tiplié par la droite ¢A, équivaut au rectangle compris sous les droites
I'H, HQ multiplié par la droite TA. Et le rectangle compris sous les
droites T'H, HM est plus grand que celui qui est compris sous les
droites I'H, HQ ; par conséquent, le carré de la droite BE, multiplié
par la droite EA, est plus grand que le carré de la droite Be multiplié
Par Ja droite ¢A (3). On démontrera cela de la méme maniére pour

Fig. 48

asymptotes, cette paralltle rencontrera la section en un seul point (Voir trad.
ancaise précitée, p. 129). ‘

1. APOLLONIUS, Les Comiques, liv. I, prop. XII énoncée dans une note pré-
cédente,

2. EucLiDE, Eléments, liv. 1, prop. 43. _
3- En résumé : La parabole d’axe HB, de sommet H .et de paramétre
HM a pour équation A'B? = B'HXHM; donc: B'P* < B'HxHM. Posons

1
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tous les points pris entre les points E, A. Or, on I'a démontré aussi
pour tous les points situés entre les points E, B ; donc, si la droite
BE est le double de Ia droite EA, le carré de la droite BE, multiplié
par la droite EA, est le plus grand des solides obtenus semblablement
sur la droite BA.

Il faut toutefois faire attention a ce qui découle de la figure que
nous avons recueillie (*) ; car, puisqu’il a été démontré que le carré
de la droite BX, multiplié par la droite TA, et le carré de la droite Be
multiplié par la droite ¢A, sont plus petits que le carré de la droite BE
multipli¢ par la droite EA, il est possible, quayant I’aire donnée,
multipli¢e par la droite donnée, plus petite que le carré de la droite
BE multiplié par la droite EA, le probléme initial soit résolu lorsque
la droite AB est coupée en deux points. Or, cela aura lieu si on imagine
une parabole décrite autour de la droite XH comme axe, de maniére
4 avoir la droite HQ comme paramétre (2); car une telle parabole
passera absolument par le point T (¥). Et puisqu’il est nécessaire
qu'elle rencontre la droite I'N paralléle au diamétre (%), il est évident
qu’elle coupe aussi I'hyperbole en un autre point situé au-dessus du
point K comme ici au point P. Et la droite menée perpendiculaire-
ment du point P sur la droite AB, comme D'est ici la droite Ps (%),
coupera la droite AB au point ¢, de maniére que ce point ¢ résolve
le probléme et fasse en sorte que le carré de la droite BY, multiplié

— ' cA . THx HQ TH
I —_ pip2 B — ’ N =
BFHxHQ =BP* (I) Or,on a: BB = AT et 'on peut écrire ; FEXHG = BH
THxXHQ A . . . THXHQ A
donc : BFHXHO = AT d’on la relation (I) donne : Hpr —ar "

F—-}E-%z—m = % d'oli: (I'HxHQ)x AI' = Be*x A, Or, T'H x HM > I'H x HQ, done:

S

(FHXHM) X AT > B®XcA. Or, on a posé au début E‘H—_X,I:-I-B—& _ DA d’ou :
BE? AT

(TH X HM) x AT = BE®*X EA ; donc : BE2X EA > B2 X cA.

I. Les deux figures qui précédent sont combinées en une seule dans certains
manuscrits, et c’est 4 une figure unique qu'Eutocius se rapporte ici. L’édition
d’Archiméde de Torelli (Oxford, 1792) donne la figure unique (p. 167), tandis que
Pédition critique donnée par Heiberg (Leipzig, 1915), et que suit notre traduction
francaise, donne les deux figures séparément {pp. 143 et 147).

2. Voir 'avant-derniére figure. :

3. APOLLONIUS, Les Conigues, liv. I, prop. XI énoncée dans une note précé-
dente. On aura, en effet TX? = XH x HQ.

4. APOLLONIUS, tbidem, liv. I, prop. XXVI : Lorsque, dans la parabole ou
I'hyperbole, une droite est menée parallélement au diamétre de la section elle ren-
contrera la section en un seul point.

5. Voir la derniére figure.




SUR LE TRAITE DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE 647

par la droite 2A, devienne équivalent au carré de la droite Be mul-
tiplié par la droite ¢A, comme cela résulte manifestement des démon-
strations qui précédent (}). En conséquence, comme il est possible de
prendre, sur la droite BA, deux points qui réalisent ce que nous
cherchons, il est permis de prendre celui des deux points que nous
voulons, soit le point situé entre les points E, P, soit celui qui est situé
entre les points E, A. Car, si nous voulons prendre celui qui est situé
entre les points E, B, la parabole décrite par les points H, T, coupant
I'hyperbole en deux points comme nous I'avons dit, le point plus
rapproché du point H, c’est-a-dire plus rapproché de l'axe de la
parabole, fera découvrir un point situé entre les points E, A de méme
que le point T fait découvrir le point X () ; tandis que le point plus
€loigné fera découvrir un point situé entre les points E, A de méme
que le point P fait découvrir le point ¢ (3). Le probléme est donc ainsi
analysé et synthétisé d’une maniére générale. Mais, pour conformer
cette maniére au verbe d’Archimeéde, imaginons, comme dans la figure
méme de son texte (%), que la droite AB est le diameétre de la sphére,
que la droite BZ est égale 4 son rayon et que la droite Z® est donnée.
Dés lors, il dit qu'on dost donc couper la droite donnée AZ au point X
et faive en sorte qu'une donnée (5) soit au carré de AX comme XZ est @
une drotte donnée (8). Mais, en énongant la chose simplement de cette
maniére, il y aura discussion (7). :

En effet, si I'aire donnée, multipliée par une droite donnée, se
présentait plus grande que le carré de la droite
AB multiplié par la droite BZ, le probléme
serait impossible, comme cela a été démontré ; eB X
‘tandis que, si elle se présentait équivalente, le " '
point B résoudrait le probléme et ne servirait
en rien a la proposition d’Archiméde ; car la
sphére n’était pas coupée dans un rapport donné (8). En énoncant
ainsi la chose simplement, il y avait discussion ; mais si on ajoute

Fig. 49

I. On a démontré plus haut que l'on a : BE*XSA = (IH X HQ)XTA =
B gA
Voir 'avant-derniére figure.
Voir la derniére figure.
ARCHIMEDE, thidem, liv. 11, prop. IV, fig. p. 1o1.
C’est-a-dire BAZ
C’est-a-dire la droite donnée Z@.
ARCHIMEDE, tbidem, p. 103, 1. g-12,
Voir plas haut.

PR oY g
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les conditions qui sont posées dans le cas présent (1), c’est-a-dire si Iy
droite AB est le double de la droite BZ et la droite BZ plus grande
que la droite Z©, il #'y aura pas de discussion (2). En effet, le carré
donne de la droite AB, multiplié par la droite donnée Z®, est plus
petit que le carré de la droite AB multiplié par la droite BZ, parce
que la droite BZ est plus grande que la droite Z©, et, cela ayant liey,
nous avons démontré que le probléme est possible et comment il
évolue.

Il y a d’ailleurs lieu de remarquer que nos explications s’accordent
avec les termes mémes d’Archimeéde ; a la suite de 'analyse de son
probleme général indiquant ce 4 quoi il arrive, il dit d’abord : Ox dost
couper la drotte donnée AZ au point X et faive en sorte gu'une droite
donnée soit au carvé de la drotte AX comme la droite XZ est & une droite
donnée (%). Puis, aprés avoir dit que le probléme en question est géné-
ralement sujet a discussion, et, qu'en ajoutant les conditions qu’il a
découvertes, c’est-a-dire que, si la droite AB est le double de la droite
BZ et la droite BZ plus grande que la droite Z®, il n'y a pas de discus-
sion, il reprend le probléme d’'une maniére plus particulitre, et dit :
Et le probléme se présentera comme swit : Etant donndes deux drottes
BA, BZ, dont la droite BA est le double de la dyoite BZ, ot un point &
" sur la droite BZ, couper la droite AB en un point X (4). 1l ne dit plus
comme précédemment qu’il faut couper la droite AZ, mais qu'il faut
couper la droite AB, parce qu’il n’ignore pas que deux points peuvent
étre pris sur la droite AZ, comme nous I'avons démontré plus haut,
et que ces points résolvent le probléme : I'un situé entre les points
A, B, lautre entre les points B, Z, points dont celui qui est situé entre
les points A, B lui est utile pour la proposition initiale,

Nous avons donc transcrit ces choses aussi clairement que possible
conformément aux termes d’Archimede. Mais Dionysodore, n’ayant
rencontré nulle part ce qu’Archimeéde avait promis d’écrire « a la fin»,
et n'ayant pour ainsi dire pas la capacité d’imaginer en plus les choses
qui n’avaient pas été exposées, a consigné une maniére de trouver le
probléme qui ne manque pas d’élégance, tout en suivant une voie
différente pour le probléme entier. Nous avons donc pensé qu'’il fallait

ARCHIMEDE, tbidem, p. 103, Il. 13-14.
ARCHIMEDE, ibidem, p. 103, L. 15.
ARCHIMEDE, thidem, p. 103, 1l. g-11.
ARCHIMEDE, tbidem, p. 103, 1. 15-16.

P
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nécessairement surajouter cette maniére aux autres, apres 'avoir
toutefois corrigée comme nous avons pu le faire ; car, dans toutes les
copies que nous avons rencontrées, elle est rapportée en présentant de
nombreuses démonstrations obscurcies par une foule d’erreurs dues
la grande négligence des hommes.

SOLUTION A LA MANIERE DE DIONYSODORE M

Couper une sphére par un plan de maniére que ses segments
soient entre eux dans un rapport donné.

Soit la sphére dont le diamétre est la droite AB, et que le rapport
donné soit celui de la droite T'A A la droite AE. I1 faut done couper la
sphére par un plan perpendiculaire A la droite AB de maniére que le
segment dont le sommet est le point A soit dans le rapport de la droite
I'A 4 Ja droite AE avec le segment dont le sommet est le point B.
Prolongeons la droite BA au point Z ; posons la droite AZ moitié de
la droite AB, et que la droite ZA soit 4 la droite AH dans le Tapport
de la droite I'E & la droite EA. Que la droite AH soit a'angles droits
sur la droite AB ; et prenons la droite A® moyenne proportionnelle
entre les droites ZA, AH. La droite A® est donc plus grande que la
droite AH. Décrivons, autour de la droite ZB comme axe et par le
point Z, une parabole telle qu’elle ait la droite AH cormme paramétre ;
elle passera donc par le point @ parce que le rectangle compris sous
les droites ZA, AH équivaut au carré de la droite A® (2). Décrivons-la
et qu'elle soit ZOK. Elevons, par le point B, la droite BK paralléle a
la droite A® ; qu’elle coupe la parabole au point K, et décrivons,
par le point H, une hyperbole dans les asymptotes ZB, BK. Elle
coupe donc la parabole entre les points ©, K. Qu'elle la coupe au
point A; menons, du point A, la droite AM perpendiculaire sur
la droite AB et menons par les points H, A, les droites HN, AS

L. Dionysodore, géomstre grec du 11° sidcle avant J.-C. Son ouvrage dans
lequel Eutocius a relevé la solution du probléme de partager la sphére en segments
dans un rapport donné est perdu. Vitruve lui attribua Pinvention d’un cadran solaire
en forme de cone. (Voir : L'architecture de Vitruve, traduction nouvelle par Ch. L. Mau-
fras, Paris, 1847, 2 vol., in-8°, vol. IL, p. 361, 1. 12). D’autre part, on ne sait si on
doit I'identifier avec le Dionysodore mentionné par Héron comme ayant écrit un
ouvrage sur le tore (nspt omeipac) dont il a calculé Ie volume.

2. On a par construction : A®? = ZA X AH, cfr ApoLLoNIUS, Les Coniques,
liv. I, prop. XI énoncée dans une note précédente.




