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PROPOSITION 1V

Couper une sphére donnée de manidre que les segments de sphére
~solent entre eux dans un rapport donné,

Soit ABI'A la sphere donnée. On doit la couper par un plan de
maniere que les segments de sphére soient entre eux dans le rapport
donné. Coupons par un plan passant par la droite AT". Dés lors, le
rapport du segment AAT de la sphere au segment ABI" de la sphere
est donné. Coupons la sphére par le centre (), que la section soit le
grand cercie ABI'A, que le |
centre soit K et le diameétre
AB.Faisons en sorte que PX
soit & XB comme la somme
de KA, AX est a AX, tan-
dis que AX soit & XA com-
me la somme de KB, BX est 3 BX, et menons les droites de jonc-
tion AA, A", AP, PI". Dés lors, le c6ne AAT équivaut au seg-
ment AAT" de la sphere et le céne APT au segment ABI" (*) ; par
conséquent, le rapport du céne AAT au cdbne APT est donné. Or, AX
esta XP comme céne est 3 cone, puisque ces cOnes ont comme méme
base le cercle décrit autour du diameétre AT" ; par conséquent, le rapport
de AX 3 XP est donné également. Pour les mémes raisons que pré-
~ cédemment, par construction, KB est & BP et AX est 3 XB comme -
- AA est 3 KA (%), Et, puisque KA est & AA comme PB est 3 BK,
~ par composition, KA estd AA comme PK est a KB, c’est-a-dire 3 KA;
par conséquent, KA est aussi & AA comme la drojte entiere PA est 3

I. Le texte sous-entend ici, ou bien aura perdu : « par un plan perpendiculaire
au plan mené par AT. » '

2. Voir proposition II. :

3- Par une suite de relations analogues & celles de la proposition II, on a, par
construction: KA+AX _ PX KA+AX—AX_PX—XB KA _PB

Ax .~ xp dou: AX XB ’ % ax~xm O°
KA:KB, d’oﬁ:%=§% et, par permutation ; %=% (I). D’autre part, par con-
sruction: 3= KELBX, oy A X0 KB +BX “BX M _KD o
d’oﬁ:%%=-§—§ et, permutant, %ag—%(ll). Dés lors, les relations (I), (I1) donnent,

Cbmme le tex ;—I-(—F-:é_}_(_:i\.A~
exte PE XB KA "
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la droite entitre KA. Des lors, le rectangle formé sous PA, AA équi-
vaut au carré de KA et le carré de KA est donc au carré de AA comme
PA esti AA (). De plus, puisque AX est 3 XB comme AA esta AK,
par inversion et par composition, BA serad AX comme KA esta AA(Y).
Posons la droite BZ égale & la droite KB ; il est d’ailleurs évident
qu'elle s’étendra au dela du point P (*). Or, puisque le rapport de AA
3 AX est donné, celui de PA & AX sera donc donné aussi (*). Donc,
puisque le rapport de PA a AX se compose du rapport de PA a AA
et de celui de AA 3 AX, mais que le carré de AB est au carré de AX
" comme PA estd AA, tandis que BZ est 2 ZX comme AN est a AX,
il en résulte que le rapport de PA a AX se compose du rapport du
carré de BA au carré de AX et du rapport de BZ 3 ZX (°). Etablis-

1. La relation %z%ﬁ de la note précédente, présentée dans le texte sous la
%=%%, donne : KA+AA=ME u I—{A‘—‘PK ou, en observant que

ot O —
" TAA KB ' AA KB’
KA = KB,%A I-D—I—{— Donc, par permutatiOwn et par addition, on a:—~—-———KAZAAA = ”PKQAKA

A KA
KA IR dou: KA = "o, co KA" _PA
Xgﬂﬁ,d ou: KA =PA x AA,d ol comme le texte _X__X_?ﬂm_
AK

Al donne par inversion: )-(E = 20
AK AX AN

forme

y OU

2. La relation de la note avant-précédente% =

et par addition XB+aX _AK+A8 -, BA KA

AX AA AX  AAT
Le texte présente ici linterpolation suivante : « et le carré de BA est au carré
de AX comme le carré de KA est du carré de AA. Et, de nouveau, puisque la somme

de KB, BX est & BX comme AX est A AX, par différence KB est 4 BX comme AA
est 4 AX. »

3. En effet, dans la relation %:—Igg, on a AX > XB; donc KB > PB. Or, BZ=

hAgh i I £ 4
np, 4oic nZ > pB.

Le texte présente ici I’interpolation : « et ZB sera A BX comme AA est a 0K,
en sorte que BZ sera aussi & ZX comme AA est 4 AX. »

. AX XKB+BX . AX ZX

. O X = Selk L T e tr = —,

4. On a posé BZ=XKB, donc la relation donnée <A X devien - BX
AX ZX AX ZX

d’ u: = e — ; t par
ol ==X —Bx’' "V AX ZB’ Or, ZB=KB est une donn¢e, XB et p

suite XB+BZ=7X sont déterminées par la position du plan sécant, don % est
y o AX , cobne APT
donné, d’out X est donné. D’autre part, on a vu plus haut que le rapport m
XF cbne APT . XP+AX cbne APT +cbne AAT
est donné. Or, oz =-————=, d’ou: =
€. On, 35 = Gone AAT’ ¢ OV TAX céne AAL » o8
PA _rhombe AATP d donné
AX = oBne AAT ) 4OnC Fx st conne

5. Plus explicitement, on peut €c ire : PA_PA Ad i ' A rchiméde
P s P ri Gy x relation qu’Archt

appelle rapport composé de deux rapports et- qu'Eutocius, dans son commentairé
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sons BZ 4 Z® comme. PA est 3 AX. Le rapport de PA & AX est
d’ailleurs donné ; donc, le rapport de BZ a Z0O est donné aussi. Or,
la droite BZ est donnée, car elle est égale au rayon ; donc, la droite Z®
est donnée aussi. De plus, le rapport de BZ & Z® est donc composé
des rapports du carré de BA au carré de AX et de BZ 4 ZX. Or,
le rapport de BZ a Z0 est composé des rapports de BZ a ZX et de
ZXaZ0O (*);il reste donc que XZ estd ZO, c’est-a-dire 4 une droite
donnée, comme le carré BA, c’est-a-dire d’une donnée, est au carré de
AX (*). De plus, la droite ZA est donnée ; donc on doit couper la
droite donnée AZ au point X et faire en sorte qu'une donnée (°) soit
au carré de AX comme XZ est 4 une droite donnée (*). Mais, en
énongant ia chose simplement de cette maniere, il y aura discussioi,
tandis que si I'on ajoute les conditions qui sont posées dans le présent
cas, c’est-a-dire que, suivant ’analyse, AB est le double de BZ et que
ZB est plus grand que Z®, il n’y aura pas de discussion, et le pro-
bléme se présentera comme suit : Etant données deux droites BA, BZ,
dont BA double de BZ, ainsi qu’un point ® sur la droite BZ, couper
la droite AB en un point X de manitre que XZ soit & Z® comme le
carré de BA est au carré de AX.

Nous donnerons d’ailleurs I’analyse et la synthése de chacun de
~ces cas a la fin de la proposition (°).

sur cette proposition, démontre longuement par des considérations purement
géométriques. Or, la relation PAxAA=KA~ obtenue précédemment, donne :

PA =2 ——2 —2
M=% tandis que Pon a démontré : g;=—§—__é—2—~ d’oli: PIX _I?_A_z D’autre part,
AA AX A AX

ZB _AA
7X  AX

~tion, il vient, comme le texte : L E_A— x]—3§.
I\LX AXZ ZX
. Le texte présente ici cette petite interpolation : « Eliminons le rapport com-
mun de BZ 4 ZX. »

. On étabht BZ PA, or, f;\{ est donné ainsi que BZ=KB; donc Z®© est donné.

on a vu (note précédente) que - d’ol, substituant dans la premitre rela-

AX
Mais, on a eu : -I-)-A -}}A— —<  d’ol: Bz _ BA xBZ or, on peut écrire:
| AX X ZX VAC) ﬁ2 *7X
B7_BZ 17X, BZ 7X _BA" BZ ZX _BA
S = t ==
707X AO donc, X 570" _&)_(2 X Z» OU, comme le texte: ) =

3. Clest-d-dire le carré de BA.

4. C’est-a-dire 4 la droite donnée ZO.
‘5. Le probléme auxiliaire, dont Archiméde annonce la démomtr'mon n'a pas -
retrouvé 4 la fin de cette proposition ni 4 un autre endroit de ses ceuvres.

étd
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La synthése du probléme sera donc la suivante : soit donné [e
rapport de la plus grande droite IT & la plus petite droite 2. Qu’une
sphére soit donnée, qu’elle soit coupee par un plan passant par le
centre, et que la section soit le cercle ABI'A, dont le diametre est
BA et le centre K. Posons BZ égal & KB et coupons BZ en un point @

de maniére que ©Z soit 3

A OB comme II est a 3,

Coupons encore BA en un

A 7 point X de maniere que

e XZ soit a ©Z comme le
=

carré de BA est au carré
de AX, et, par le point X,
menons un plan perpendiculaire 3 BA. Je dis que ce plan coupera la
sphere de maniere que le grand segment soit au petit comme I est 3 3,
En effet, faisons en sorte que la somme de KB, BX soit 3 BX
~comme AX est & AX, tandis que la somme de KA, AX soit a XA
comme PX est 3 XB et menons les droites de jonction AA, AT, AP,
PI'. On aura donc, en vertu de la construction, comme cela a été
démontré dans I’analyse, le rectangle formé sous PA, AA équivalent
au carré de AK, et KA sera a AA comme BA est a AX ; en sorte
que le carré de KA sera aussi au carré de AA comme le carré de BA
est au carré de AX. Et puisque le rectangle formé sous PA, AA équi-
vaut au carré de AK, il s'ensuit que PA est & AA comme le carré

Cependant, comme il a dfi reconnaitre qu’une solution n’était pas possible par le
seul usage de la régle. et du compas, puisque selon les méthodes actuelles, elle
découle d’une équation du 3™ degré, il est probable qu'il en a donné une a l'in-
tervention des cections coniques dans un de ses ouvrages perdus. D’ailleurs, Euto-
cius, dans son commentaire sur cette proposition, déclare avoir déchiffré pénible-
ment, dans un ouvrage dont le texte et les figures étaient fort altérés, une solution
qu’il attribue 4 Archiméde, en considération de ce qu’elle était rédigée dans le
dialecte dorien, qui est celui des ceuvres du grand géométre, et de ce que les
termes de parabole et d’hyperbole étaient encore exprimés par les périphrases
habituelles 4 Archiméde. C’est en s’inspirant de ce texte qu’Eutocius a rétabli une
fort longue solution par les sections coniques (voir plus loin, vol. II du présent
ouvrage, p. 635). Mais, chose précieuse, Eutocius qui, au VIe€ siécle, disposait encore
des ceuvres de certains géometres grecs, qui ne nous sont pas parvenues, nous rap-
porte les solutions du probléme en question données par Dioclés et par Dionysodore.
La premiére aboutit a une construction géométrique par l'ellipse et I'hyperbole
rectangulaire, tandis que celle de Dionysodore, qui reprend d’ailleurs entiére-
ment le probléme de la section de la sphére en segments dans un rapport donné,
donne une magnifique solution au moyen de la parabole et de I'hyperbole. (Voir
plus loin, vol. II du présent ouvrage p. 649. Voir aussi 'excellente interprétation
de la solution Dionysodore en notations modernes, dans I'ouvrage de Heath, The
works of Archimedes, Cambridge, 1897, p. 66-79.)
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de AK est au carré de AA. Par conséquent, PA sera aussi 3 AA comme
le carré de BA est au carré de AX, c’est-3-dire comme X7 esta ©Z ().
Et puisque la somme de KB, BX est 4 BX comme AX est & XA,
tandis que KB est égal 3 BZ, il en résulte que ZX sera aussi 3 XB
comme AX est & XA, et que, par conversion, ZX sera 3 ZB comme
AX est a AA; de maniére que AA sera aussi 3 AX comme BZ est
2 ZX. Et puisque PA est 3 AA comme X7 est & 70, tandis que AA
est 2 AX comme BZ est 3 ZX, on aura, par identité en proportion
troublée, PA 3 AX comme BZ est 3 Z0. Dés lors, AX sera aussi 3
XP comme ZO est &3 ©B. Or, ZO est a OB comme IT est 3 3 ; par
sequent, AX cst aussi A X, c'est-a-dire que le cone AL'A est au
cone APTY, ou bien que le segment AAI' de la sphére est au seg-
ment ABI" de la sphere comme IT esty S (*).
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PROPOSITION V

Construire un segment de sphere semblable & un segment de
sphére donn¢, et équivalent & un autre segment de sphere donné.

Soient deux segments de sphére donnés ABT', EZH. Soit le cercle
déerit autour du diametre AB la base du segment ABT et le point T"

le sommet ; tandis que le cercle décrit autour du diamétre EZ est la
-‘\“‘-‘.——

— —_——2
I. La relation PAx AA=AK> donne :PA_><—;\A=_/LIEZ , ou %}:A_‘K; Or, on a vu
— AA AA AA
KA” _BA® PA _BA® XZ BA® PA_ X7
e —-=——_ oy “AA == Or,on a posé == ==2_ | d'ot : -2 XZ
AR® Ax? ARxE A Ptier T e AN T oz
2. Plus explicitement : Par hypothése : I%%)E =%et KB=1ZB,
d’Ob:KB+BX:ZB _ ‘ CZX AX ZX __ AX . .
. +BX=ZX, donc : BX = X1’ d’odr : ZX —BX = AX %A °U
ZX _AX ., . AA Bz ) ‘ .PA X7
75 AA’d OU'TX“Z\X' Or, on a eu (note précédente) ‘AT 76
doulh, AA_XZ Bz PA Bz . PA Bz ou PA _BZ
’ PAA AX Ze " zx’ AX 7o' "PA—AX BZ—2z® " PX Tem’
do,ﬁ:_\A:Pl Or @;zBZd. PA  AX d AX  PX d’ot le texte -
AX BZZ® OR " ' AX —26 Onnﬁ*gz-z”@,' .—Z—®---GE, ou, comme le texte :
PX"gp Or, par hypothése: 28 _ I .40 AX_ I Cone AAT _AX
PX OB par hypothese o8B~ ’dOHC’PX s On coéne APT' PX’

d’oy . COne AAT 11
cone APr ~ 3 - Or (prop. II), céne AAT =segment AAT, et cOne APT = seg-

Ment App dof segment AAT" II
y OU, Ty
comme le texte ‘Segment ABT =S




