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LA QUADRATURE
DE LA PARABOLE

Archiméde & Dosithée, prospérité /

Lorsque j’appris que Conon, dont 'amitié 3 mon égard ne fut
jamais en défaut, était mort ; que tu avais été lié avec Conon, et que
tu étais habile en géométrie, je fus affligé de la mort d’un homme qui
était A lIa fois un ami et un mathématicien distingué, et je m’occupai
de te faire parvenir par écrit, comme j’avais pensé d’en écrire 2 Conon,
un théordme de géométrie qui n’avait pas encore été examiné, et
qu’aprés I'avoir étudié maintenant moi-méme, j’ai trouvé d’abord par
la mécanique, puis démontré par la géométrie.

Parmi ceux qui, d’ailleurs, se sont occupés de géométrie avant
nous, d’aucuns se sont efforcés d’exposer par écrit qu’il était possible
de trouver une aire rectiligne équivalente 3 celle d’un cercle donné
ou d’un segment de cercle donné (*) ; puis ils ont essayé de carrer
Paire, délimitée pari' une section de cOne entier (*) et une droite, en
assumant des lemmes inadmissibles ; motif pour lequel beaucoup ont
reconnu que ces choses n’avaient pas été découvertes par €ux. Mais
aucun de mes prédécesseurs n’a encore, que je sache, cherché la
quadrature d’un segment délimité par une droite et une parabole, chose -
que nous avons trouvée maintenant. Nous démontrons, en effet, que

1. Allusion aux premiéres recherches de la quadrature exacte du cercle et
notamment A celles d’Hippocrate de Chio qui, combinant la constance du rapport
du cercle au carré du rayon avec la proposition de Pythagore sur le carré de hy-
poténuse, découvrit la proposition sur les lunules, célébre dans 'antiquité.

2. L’expression {md tig Shov 100 xtvou Topds, littéralement « par une section
de cbne entier », est incompréhensible, et a probablement été altérée par- un
copiste. 11 s’agit sans doute de 'aire comprise entre un arc d’ellipse et une droite,
c’est-3-dire de I'aire d’un segment elliptique. :
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tout segment délimité par une droite et par une parabole dépasse
d’un tiers le triangle ayant méme base et méme hauteur que le segment,
en admettant d’ailleurs pour la démonstration ce lemme : que I'exces
dont la plus grande de deux aires inégales dépasse la plus petite peut
étre ajouté A lui-méme jusqu'a dépasser toute aire finie donnée. Les
géometres qui nous ont précédé ont également fait usage de ce lemme;
car ils s’en sont servis pour démontrer que le rapport de cercles entre

eux est le méme que celui des carrés de leurs diamétres, et que le.

rapport de sphéres entre elles est le méme que celui des cubes de leurs
diameétres. De plus, ils ont assumé un lemme semblable pour démon-
trer que toute pyramide est le tiers du prisme ayant méme base et
méme hauteur que cette pyramide, et que tout cbne est le tiers du
cylindre ayant méme base et méme hauteur que ce céne. Il se fait
cependant que les divers théorémes que nous venons de mentionner
ne sont pas considérés comme moins vrais que ceux qui ont été démon-
trés sans ce lemme, et il me suffira que ceux que je publie maintenant
soient traités avec ce méme degré de certitude. Je t'envoie donc les
‘démonstrations que j’en ai écrites, d’abord telles que je les ai examinées
par la mécanique, puis telles que je les ai établies par la géométrie.
Elles sont d’ailleurs précédées de propositions élémentaires sur les
sections coniques qui seront utiles 3 la démonstration. Sois en bonne
santé.

PROPOSITION 1

Si ’on a une parabole, sur laquelle se trouve ’arc ABI", une droite

B _ BA paralléle au diamétre, ou diametre elle-
méme ('), une droite AT" parallele 2 la tan-
gente A la parabole en B, la droite AA sera
égale & la droite AT, et, si la droite AA est
égale A la droite AT, la droite AL et la tan-
gente 3 la parabole en B seront paralle-

A A [T les (?).

1. C’est-a-dire si BA est une paralléle 4 I’axe de la parabole, ou 1'axe méme.

2. Archiméde ne donne pas la démonstration de cette proposition, probablement
donnée déja par ses prédécesseurs; mais on en trouve plus tard, une démonstration
dans le traité Des Conigues d’ArorLonius (livre I, prop. XLVI). Voir trad. fran-
caise de P. Ver Eecke; p. 85.
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PROPOSITION II

Si ABT" est une parabole, la droite BA une
paralléle an diametre, ou diametre elle-méme, B

la droite AAT" une paralléle a la tangente a la -
parabole au point B, et si la droite EI" est une
tangente a la parabole au point I, les droites
BA, BE seront égales ().
A A r

PROPOSITION II1

Si ABI® est une parabole, la droite BA une paralléle au diametre,

B ou le diamétre méme, et, si des droites AA,
EZ sont menées parallélement a la tangente
a la parabole au point B, le carré de la droite
E VA AA sera au carré de la droite EZ comme la
droite BA est 4 la droite BZ (*). Ces pro-
/ , positions sont d’ailleurs démontrées dans les
A A U Eléments relatifs aux sections coniques (*).

PROPOSITION IV

Soit ABT" un segment délimité par une droite et par une parabole ;
menons, du milieu de la droite AT, la droite BA parallele au diametre,
c’est-a-dire étant elle-méme un diametre, et prolongeons la droite de
jonction BI". D&s lors, si une autre droite Z® est menée parallelement
3 1a droite BA, coupant la droite menée par les points B, L', le rapport
de ZO® 3 OH sera le méme que celui de AA a AZ.

En effet, par le point H menons la droite KH parallele a la
droite AT". Dés lors, le carré de AL est au carré de KH comme la

1. Voir ApoLLoNIUS, Les Conigques, livre I, prop. XXV et trad. de P. Ver Eecke.

2. Ibidem, livre I, proposition XX. Voir trad. de P. Ver Eecke.
3. C’est-a-dire dans les ouvrages élémentaires qui auraient été écrits par Aristée
et Euclide, lesquels ne nous sont pas parvenus.




380 LES (EUVRES COMPLETES D’ARCHIMEDE

longueur BA est & la longueur BK ; car cela a été démontré (*). Par
conséquent, le carré de BI" sera au carré de B® comme la longueur BI'

)
B
”er )
N
A Z A F A A ZT

est 3 la longueur BI ; car les droites AZ, KH sont égales (*). Des
lors, les droites BI', B&®, BI sont proportionnelles ; en sorte que le
rapport de BI' 3 BO est le méme que celui de I'8 2 81. En consé-
quence, ©Z est 3 OH comme TA est 3 AZ. Or, AA est égal 3 AT';
donc il est évident que le rapport de AA 3 AZ est le méme que celui
de Z8 a 8H (°).

PROPOSITION V.

Soit ABI® un segment délimité par une droite et par une parabole ;
par le point A menons la droite ZA paralléle au diamétre, et par le
point I" la droite I'Z tangente A la parabole en I'. Dés lors, si dans
le triangle ZAT 'on méne une paralléle quelconque & la droite AZ,
la droite menée sera partagée par la parabole dans le méme rapport
que celui dans lequel la droite AT est partagée par la droite menée,

1. Méme renvoi 4 des démonstrations perdues de prédécesseurs.
2

. AT _BA N . _BA_Br _ AT _Ar_BI
2. On a: —_KHa B’ Par similitude de triangles : BE =B’ et i = AZ— B8’
— o2 =3
B
donc : £2 = 2L , d’oli, comme le texte : BL _BL
KH® Be , B> BI
BI' _ BO

3. La relation de la note précédente peut s’écrire: 6 - B’ c’est-a-dire,
comme le texte, que les droites BI', B8, BI sont proportionnelles, et, suivant que
BI' _Br+Be _Te

I’on consid ' ’ e =D =T =

- :sx ¢re I'une ou I'autre figure du texte, on aura: o = g5 Bl o1 Or,
A re .

B — Az’ et eT = %; donc : §—§= -g% Mais, AA=TA; donc, comme le texte :

AA _ Zo

AZ ©eH-
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et le segment de la droite AL, situé du c6té du point A, correspondra
au segment de la droite menée situé du c6té du point A.
En effet, menons une paralléle quelconque AE 3 la droite AZ, et

que la droite AE partage d’abord la droite AT

en deux parties égales. Dés lors, puisque ABT" 7z

est une parabole, que la droite BA a été menée
parallélement au diameétre, et que les droites
AA, AT sont égales, la tangente en B % la pa-
rabole sera paralléle i la droite AT" (*). D’autre
part, puisque AE' est paralléle au diamatre,
que la droite I'E, menée par le point I, est
tangente a la parabole en I, et que la droite AT -
est paralléle 3 la tangente en B, la droite EB E

sera égale a la droite BA (*) ; en sorte que le \
rapport de AA 3 AT est le méme que celui de \ : .
AB a BE. La proposition est donc démontrée A
dans le cas ol la droite menée divise AT en B
deux parties égales. Mais, s’il n’en est pas ainsi, §
menons une autre parallele quelconque KA 3 N
AZ. Il faut démontrer que le rapport de AK i

KI" est le méme que celui de KO 3 ®A. En

effet, puisque la droite BE est égaled ladroite A Kk A K T
BA, la droite IA est aussi égale 4 la droite KI.

Donc, le rapport de AKX 4 KI est le méme que celui de ATY 3 AA, et
le rapport de KI 4 K@ est aussi le méme que celui de AA 3 AKX ;
car cela a été démontré antérieurement dans une proposition. En con-
'séquence, le rapport de la droite KO A la droite ®A est le méme que
celui de la droite AK 2 la droite KI' (®), et, dés lors, la proposition
est démontrée.

-

@\/ /....

1. Voir proposition 1.
2. Voir proposition II. '
3. On a, par construction : AI'=AA, et la proposition II donne : BE=BA; donc,

par similitude de triangles : IA=KI. Dés lors : —If% =%—E, d’ols : EKITA =-zl—$-i:, ou,
comme le texte : %: %i—‘ D’autre pgrt, la proposition IV donne : % = %, d’olis
EIKI_{E ier= AA EKA' o;,ecomme le ;e:{(te:_ ;%=2—%; donc : %x %@: -AAK:KX %%, ou:
f§='A_K’ &’ols : AK—K6 — AT — AR ©OW comme ie texte : 8x —Kr°
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PROPOSITION VI

Imaginons que le plan qui se présente au regard soit perpendicu-
laire 4 'horizon ; figurons-nous comme étant au-dessous, ce qui est
situé du coté d’une droite AB, ou se trouve le point A, et comme au-
dessus, ce qui est situé de Pautre-c6té. Soit un triangle rectangle BAT
ayant I’angle droit situé au point B et le c6té BT égal A la moitié d’un
levier (*). Que ce triangle soit suspendu aux points B, T'; qu’une autre
aire 7 soit suspendue au point A, dans Pautre partie du levier, et que
cette aire, suspendue au point A, fasse équilibre au triangle BAT" dans
la position qu’il occupe maintenant. Je dis que Vaire 7 est la troisieme

partie du triangle BAIL
En effet, puisque 'on sup-

A B E r pose le levier en équilibre, la

8 ligne AT sera parallele a 'ho-
rizon, et les perpendiculaires &

7 K AT, fnenétes dans l.e plan per-
A pendiculaire a I’horizon, seront
perpendiculaires a I’horizon.

Coupons la ligne BI' en un point E, de mani¢re que la droite T'E soit
double de la droite EB ; menons la droite KE parallele A la droite AB,
et divisons-la en deux parties égales au point ©. Le point © sera le
centre de gravité du triangle BAL' ; car cela est démontré dans les
propositions mécaniques (*). Das lors, si le triangle BATL est détaché
de ses points de suspension B et I’ pour étre suspendu au point E,
le triangle restera comme il est placé maintenant, attendu que tout
corps, suspendu en quelque point que ce soit, reste dans une position
telle que le point de suspension et le centre de gravité du corps sus-
pendu soient sur une perpendiculaire ; chose qui, du reste, a été

démontrée aussi (°). Deés lors, puisque la position du triangle BI'A

1. Zuyds, littéralement : joug; mot qu’Archiméde emploie pour désigner les bras
conjugués d’un fiéau ou levier de balance.

Le texte présente ici une petite interpolation : « il est évident que BI' est
égal &4 AB ».
2. Voir De IEquilibre des Plans, livre 1, proposition XIV.

3 Nous ne possédons pas la démonstration de cette proposition de mécanique
qui aurait été donnée, quelque part, par Archiméde. D'aprés Heiberg, cette démons-
tration aurait trouvé place dans un ouvrage perdu, ayant comme titre : KevrpoPapurd
c’est-A-dire Des Centres de gravité » (loc. cit. vol. 11, p. 275). D’aprés Heath,
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est reatée la méme par rapport au levier, 'aire Z équilibrera le triangle
de la méme maniére. De plus, puisque 'aire Z, suspendue au point A,
équilibre le triangle BAI', suspendu au point E, il est évident que
ies distances sont inversement proportionnelles ('), et que le triangle
BAT est & 'aire Z comme AB est 3 BE. Or, AB est triple de BE ;
par conséquent, le triangle est aussi triple de P'aire Z. Il est donc clair
aussi que, si le triangle BAI est triple de l'aire Z, il y aura équilibre.

PROPOSITION VII

Que la ligne AI" soit de nouveau un levier, dont le milieu est le
point B, et qu’il soit suspendu en ce point B. Soit I'”AH un triangle
obtusangle, dont la base est la droite AH, et dont la hauteur est égale
3 la moitié du levier. Suspendons le triangle AT'H aux points B, T,
et qu’une aire Z, suspendue au point A, fasse équilibre au triangle TAH
dans la position qu’il occupe maintenant. Nous démontrerons, de la
méme maniére, que l'aire Z est la troisiéme partie du triangle DAH.

En effet, suspendons, au point A, une autre aire qui soit la troi-
siéme partie du triangle BT"H. Des lors, le triangle BAIL' sera
en équilibre avec laire ZA. ‘

Donc, puisque le triangle BI'"H A B r
est en équilibre avec I'aire A,
que le triangle BI'A est en

équilibre avec 'aire ZA, et que H
Paire ZA est le tiers du trian- Z

gle BI'A, il est clair que le

triangle T'AH est le triple de A

Paire Z. ' ' A

au contraire, cette démonstration devait se trouver dans 1'ouvrage perdu intitulé :
Hept Zuyov, c’est-d-dire Des Balances ou des Leviers (loc. cit., p. 238). La propo-
sition convenait en tout cas 4 1'un et I’autre de ces deux ouvrages, dont la perte
ne fut pas étrangére A 1’état de stagnation dans lequel est restée la mécanique
Eitli%gnelie jusqu’au XVI® siécle, c’est-A-dire jusqu’aux travaux de Stévin et de
alilce,
1. Voir De I’Equilibre des Plans, livre I, prop. VI et VIL,

Les (Euvres complétes d'Archiméde IT : 2




384 LES C(EUVRES COMPLETES D ARCHIMEDE

PROPOSITION VIII

Soit un levier ABT, dont le milieu est le point B, et qui est suspendu
au point B. Soit un triangle rectangle T'AE, ayant Pangle droit du
cdté du point E, suspendu au levier aux points I', E. Soit une aire 2,
suspendue au point A, en équilibre avec le triangle I'AE dans la
position qu’il occupe maintenant, et que le rapport du triangle T"'AE
A une aire K soit le méme que celui de AB 2 BE. Je dis que laire Z
est plus petite que le triangle T'AE, et plus grande que l'aire K.

En effet, prenons le centre de gravité du triangle AEI'; que ce

. soit le point @ (*), et me-
A B E H I' nons la droite ®H parallele
' 2 la droite AE. Deés lors,
puisque le triangle T'AE est
en équihibre avec Paire Z, le
rapport de l'aire TTAE a
Iaire Z sera le méme que
celui de AB 4 BH (*); de
A maniére que l'aire Z sera
plus petite que le triangle
T'AE. D’autre part, puisque le rapport du triangle I'AE 2 Paire Z est
le méme que celui de BA a3 BH, et que son rapport i I'aire K est le
méme que celui de BA 2 BE (°), il est évident que le rapport du
triangle T'AE A I'aire K est plus grand que son rapport i P'aire Z ; en
sorte que l'aire Z est plus grande que 'aire X (*).

PROPOSITION IX

Soit de nouveau un levier AT, dont le milieu est le point B, et un
triangle obtusangle T'TAK, ayant comme base AK et comme hauteur

1. Voir proposition VI et note.
2. Voir De I’Equilibre des Plans, livre 1, propositions VI et VIL
3. Par hypothése. ‘

4. On a démontré: E—%—E' = %fBi_ Or, BH << AB; donc: Z < TAE. D’autre part,
on a posé: TAE_AB . pp < BH; donc: 12 > 4B d'on - TAE <, TAE

K BE
comme le texte: Z> K.

B e >-———Z yd’ol,

RN
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ET". Que le triangle soit suspendu au levier aux points I, I£, et qu’une
aire 7, suspendue au point A, fasse équilibre au triangle AI'K dans
la position qu’il occupe main- :

tenant. Que le rapport du A B E r
triangle TAK 4 une aire A Kl—""

soit le méme que celui de AB
a4 BE. Dés lors, je dis que
Paire Z est plus grande que 7 A
I’aire A, et qu’elle est plus pe-
tite que le triangle AT'K ; ce
qui se démontrera de la méme maniére que dans la proposition pré-
cédente.

A

PROPOSITION X

Soit de nouveau un levier ABI dont le milieu est le point B ; soit
un trapeze dont les angles situés aux points B et H sont droits, et
dont le c6té KA est dirigé vers le point I', et que le rapport du tra-
ptze BAHK 3 une aire A soit le méme que celui de AB 2 BH. Que le
trapéze BAHK soit suspendu au levier aux points B et H, et qu’une
aire Z, suspendue au point A, fasse équilibre au traptze BAKH dans
la position qu’il occupe maintenant. Je dis que l'aire Z est plus petite
que l'aire A.

En effet, coupons la droite AT" en un point E, de maniére que le
rapport de EH a BE soit le :
méme que celui du double de A B _E H r
AB, augmenté de KH, au '
double de KH augmenté de
BA ('), et coupons la droite Z
EN, menée par le point E,
parallélement 3 la droite BA,
en deux parties égales au
point ©. Des lors, le point & A
est le centre de gravité du
trapéze BAHK ; car cela est

1. Archiméde s’en rapporte au probléme résolu 4 la proposition X du livre VI
d’EucLipE, laquelle est énoncée comme suit : « Partager une droite donnée, qui
n’est point partagée, de la méme maniére qu’'une autre droite donn¢e est partagée »
(traduction Peyrard, Paris, 1809, p. 228.) : :
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démontré dans les propositions mécaniques (*). Dong, si le trapeéze
BAHK est suspendu au point E, et qu’il est détaché aux points B et
H, il restera dans la position qu’il occupe pour des raisons identiques
3 celles qui précédent (*), et il fera équilibre a Vaire 7. Par conséquent,
puisque le trapeéze BAHXK, suspendu au point E, fait équilibre a
aire Z, suspendue au point A, le trapéze BAHK sera a laire Z
comme AB est 3 BE (°). Donc, le rapport du trapeéze. BAHK a
aire Z sera plus grand que son rapport 2 laire A, puisque le rapport
de AB 3 BE est aussi plus grand que celui de AB 2 BH ; en sorte
que Paire Z sera plus petite que Paire A ().

PROPOSITION XI

~ Soit de nouveau un levier AI' dont le milieu est le point B, et soit
un traptze KATP, ayant ses cbtés KA, TP dirigés vers le point I,
ses cdtés AP, KT perpendi-
A ‘ B H I' culaires sur la droite BI', et
le cété AP tombant au point
A. Que le rapport du trapéze
- AKTP 2 une aire A soit le
méme que celui de AB 2 BH;
que le trapeze soit suspendu
au levier aux points B et H ;
P qu'une aire Z soit suspendue
au point A, et que laire Z
fasse équilibre au trapéze AKPT dans la position qu’il occupe main-
tenant. On démontrera, comme précédemment, que laire Z est plus
petite que 'aire A.

Voir De I’Equilibre des Plans, livre I, proposition XV.

1.
2. Voir proposition VI et note.
3. Voir De I’Equilibre des Plans, propositions VI et VIIL
A 4.K En vertu des propositions rappelées dans la note qui préctde, on aura:
BAHK _ AB BAHK __ AB
2ire Z =~ BE’ et, par hypothése, on a: e A~ BH Or, BE < BH; donc:
AB _ AB ., .. BAHK . BAHK ., . . )
§§-> B d’ol : e Z aire A’ d’oh, comme le texte : aire Z < aire A.
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PROPOSITION XII

Soit de nouveau un levier AT" dont le milieu est le point B ; soit
un trapéze AEKH, ayant les angles situés aux points E, H droits, et
les lignes KA, EH dirigées vers le point I". Que le rapport du tra-
peze AKEH a M soit le méme que celui de AB 2 BH, et que le
rapport du trapeze AKEH a A soit le méme que celui de AB a BE.
Que le trapéze AKEH soit suspendu au levier aux points E, H, et
qu’'une aire Z soit suspendue au point A en faisant équilibre au trapéze
tel qu’il est placé maintenant. Je dis que I'aire Z est plus grande que
P’aire A et plus petite que 1’aire M.

En effet, prenons le centre de gravité du trapéze AKEH, et que
ce soit le point ©. Que ce centre soit pris de la méme maniére que
précédemment(’),et menons la droite 81 parallelement & la droite AE.
Dés lors, si le trapéze est
suspendu au levier au point A BE 1 H T
I, et qu’il en est détaché
aux points E, H, il restera
dans la position qu’il occu- 7z 19 K
pe, et il fera équilibre 3
Paire Z pour les mémes

raisons que précédem- ' A

ment (*). D’autre part, /
‘puisque le trapeze, suspen- ' A
du au point I, fait équilibre M

a laire Z, suspendue au

point A, le rapport du tra- ,
peze A Vaire Z est le méme que celui de AB & Bl Dés lors, 1l est
évident que le rapport du trapéze AKEH 2 l'aire A est plus grand
que son rapport 3 'aire Z, et que son rapport A I'aire M est plus petit
que son rapport a ’aire Z ; en sorte que l'aire Z est plus grande que
I'aire A, et qu’elle est plus petite que 'aire M (*).

1. Voir proposition X,
2. Voir proposition V1.
3. Voir proposition X et notes,
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PROPOSITION XI1I

Soit de nouveau un levier AT, le point B étant placé en son miliey,
et un trapéze KATP ayant ses c6tés AK, TP dirigés vers le point I,
et ses ¢dtés AT, KP perpendiculaires 2 la droite BIL. Que le trapeze
soit suspendu au levier aux points E, H, et qu’une aire Z, suspendue

AV

B E

|
I
I
i

V/

M

T

au point A, fasse équilibre
au traptze AKTP dans la
position qu’il occupe main-
tenant. De plus, que le rap-
port du trapéze AKTP a
une aire A soit le mé&me que
celui de AB A BE, et que le
rapport de ce trapéze 3 une
aire M soit le méme que ce-
lui de AB A BH. Dgs lors,
on démontrera, de la méme
maniére que précédemment,

que l'aire Z est plus grande que Paire A et plus petite que I'aire M ().

PROPOSITION XIV

Soit BOI" un segment délimité par une droite et par une parabole.
Soit, dans un premier cas, la droite BI" perpendiculaire au diamétre.
Menons, par le point B, la droite BA paralléle au diametre, et, par le

point T\, la droite I'A tangente 2 la parabole au point I'; le trian- °

gle BI'A sera donc rectangle. Partageons la droite BI" en autant de
parties égales qu'on voudra : BE, EZ, ZH, II'; menons, par les
points de division, les paralléles aun diametre ES, 2T, HY, IS, et
relions au point I, par des droites que nous prolongeons, les points
ot ces paralleéles coupent la parabole. Des lors, je dis que le trian-
gle BAT est plus petit que le triple de I’ensemble des trapezes KE,
AZ, MH, NI et du triangle EIT, et qu’il est plus grand que le triple
de I’ensemble des trapdzes Z®, H®, ITI et du triangle 10T

I.

Voir propesition XI.
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En effet, menons la droite ABI'; découpons-en unc droite AB
égale 2 la droite BI', et ,

imaginons que AD soit un A B EZHIT
levier, dont le milieu est le
point B, et qui soit suspendu =
au point B. Suspendons aus- P ~
si II; triangle BATI" au levier [p K N8 =
aux points B, L', et suspen- X A/ N
dons A l’autre partie du le- M Y
vier, au point A, des aires
P, X, ¥, @, A Quelaie P | ¥
fasse équilibre au trapéze [ ] /T
AE tel qu’il est placé, Paire L}
X au trapéze ZZ, Daire ¥ A /
>

au trapéze TH, l'aire { au
trapéze YI, et laire qu au
triangle ZII'. Deés lors, 'un.
ensemble fera équilibre a A

I’autre, en sorte que lée trian-

gle BAI" sera triple de 'aire PXWQA (). De plus, puisque BI'® est
un segment délimité par une droite et par une parabole, que la droite BA
a été menée du point B parallélement au diamétre, que la droite I'A
a été menée du point I tangentiellement & la parabole en I, et qu’une
autre droite S E a aussi été menée parallélement au diameétre, le
rapport de BI' 3 BE sera le mé&me que celui de SE a2 E® (*) ; en
sorte que le rapport de BA 2 BE sera aussi le méme que celui du
trapéze AE au trapéze KE (*). On démontrerait, de la méme maniere,

que le rapport de AB 4 BZ est le méme que celui du trapéze 2Z au

. Voir proposition \}I

2.0n a, en vertu de la proposmon V: gg ;% , d’olr s BEB_;:EP = EQE;(I’E» ou,
comme le texte : gg g‘g

3. Les trapézes étant entre eux comme leurs aires:
f::g. g gg : i{g;‘(ii‘:ﬁ]} gﬁ:gg Or, par similitude de triangles : g‘ﬁ ;"g
donc : g‘;%:i—i ;g ,d'oli': ';::g IA(];‘; z;;, et, comparant avec la relation de ia note

BA trapéze AE
précédente, en observant que BA =BT, il vient, comme le texte : BE = trapize KB
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trapéze AZ, que son rapport & BH est le méme que celui du trapeze
TH au trapéze MH, et que son rapport & BI est le méme que celui
du trapéze YI au trapéze NI. Dés lors, puisque 'on a un trapeze AE,
ayant les angles placés aux points B et E droits et les cbtés dirigés vers
" le point I, tandis qu’une aire P, suspendue au levier au point A, fait
équilibre & ce trapeéze dans la position qu’il occupe maintenant, et que
le trapeze AE est au trapéze KE comme BA est & BE, il s’ensuit que
’aire KE est plus grande que l'aire P ; car cela a été démontré (*).
D’autre part, on a de nouveau un trapéze ZZ, ayant les angles situés
. en Z et E droits et la droite ST dirigée vers le point I, tandis qu'une
aire X, suspendue au levier en A, fait équilibre A ce trapeze dans la
position qu’il occupe maintenant ; de plus, le trapeze Z3, est au tra-
ptze Z® comme AB est 2 BE, et le traptze Z3 est au trapéze AZ
comme AB est 3 BZ. En conséquence, l’aire X sera plus petite que
le trapéze AZ et plus grande que le trapdze ZP ; car cela a été
démontré aussi (*). Enfin, pour les mémes raisons, I’aire ¥ sera plus
petite que le trapéze MH et plus grande que le trapéze ©H ; I'aire {2
sera plus petite que le trapéze NOIH et plus grande que le trapéze 111,

et, de méme (°) encore, l'aire A sera plus petite que le triangle EI"

et plus grande que le triangle I'IO. Dgs lors, puisque le trapéze KE
est plus grand que l'aire P, le trapéze AZ plus grand que laire X, le
trapéze MH plus grand que Paire W, le trapéze NI plus grand que
Paire Q, et le triangle EII plus grand que ’aire A, il est clair que
I’ensemble des aires, que nous venons de dire, est plus grand que
Paire PXTQA. Or, Paire PXTOQA est la troisi¢éme partie du triangle
BI'A ; par conséquent, il est évident que le triangle BI'A est plus
petit que le triple de ’ensemble des trapezes KE, AZ, MH, NI et
du triangle EIT". D’un autre c6té, puisque le trapéze Z® est plus petit
que l'aire X, le trapéze OH plus petit que Paire ¥, le trapéze I1I plus
petit que P'aire {2, et le triangle IOT" plus petit que l'aire A, il est clair
que I’ensemble des aires, que nous venons de dire, sera aussi plus petit
que l'aire AQWX. Dong, il est évident que le triangle BAT" est plus
grand que le triple de Pensemble des trapezes ®Z, ®H, 11l et du

1. Voir proposition X.
2. Voir proposition XII.
3. Voir proposition VIII.
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triangle IT'O, et qu’il est plus petit que le triple des aires désignéces
en premier lieu (*).

PROPOSITION XV

Soit de nouveau un segment BOIL' délimité par une droite et par
une parabole, et que la droite BI' ne soit plus perpendiculaire au dia-
métre. Dés lors,il faut nécessairement qu’un angle obtus soit formé avec
la droite BI', soit par la droi-
te menée du point B paralle- A K
lement au diamétre du cdté
du segment,soit par la droite ' _ E /
menée du point I'. Que la
droite formant I’angle obtus
soit celle qui est située du
c6té du point B. Du point B,
menons la droite BA paral-
l1¢le au diametre, et du point
I', la droite T'A tangente a
la parabole en I'. Divisons

la droite BI' en autant de ' , /
r

Wi o | € | X

parties égales qu’on voudra:
BE, EZ, ZH, HI, II'; des
points E, Z, H, I, menons
les droites EZ, ZT, HY,
I=, et, des points ol ces der-
niéres coupent la parabole, A

menons, vers le point I

les droites de jonction que nous prolongeons. Je dis que, maintenant
encore, le triangle BAT" est plus petit que le triple des trapézes B®,

On aura, en vertu des propositions VIII et XII:
) trapézes (KE, AZ, MH, NI) + triangle BIT" > aire (P+X +¥+Q+A), et trapézes

(Z®, ©H, II) + triangle IOT <<aire (X+7+Q+ A). Or, en vertu de la proposi-
tion VI, on a: aire (P+X+¥+0Q+4)=}triangle BrA; donc:
triangle BI'A=3 aires (P+X+¥+0Q+4), et triangle BlA>> 3 aires (X+¥+Q+ Al,

d’ol, par substitution des valeurs précédentes, il vient, comme dans le texte :
triangle BAT' < 3 [, trapézes (KE, AZ, MH, NI) +tr1ang1e EIl'], et triangle BAT >
3[3, trapézes (Z®, ©H, II) +triangle I0T].
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AZ, MH, NI, augmentés du triangle T'IE, et qu’ii est plus
grand que le triple des trapézes ZP, HO, III, augmentés du
triangle I'Ol.

Prolongeons la droite AB de I'autre c6té (*). Ayant mené perpen-
diculairement la droite I'K, prenons la droite AK égale & la droite I'K.
Imaginons de nouveau que AT est un levier, dont le milieu est le
point K, et qu’il est suspendu au point K. Suspendons le triangle KA,
tel qu’il est disposé maintenant, 3 1a moitié du levier, aux points I"' et K,
et suspendons 3 Pautre partie du levier, au point A, des aires P, X,
T, Q, A. Que laire P fasse équilibre au trapéze AE tel qu’il est
placé mamtenant l'aire X au trapéze Z3, Vaire ¥ au traptze TH,
Paire 3 au trapéze TI, et laire A au triangle I'IE. Deés lors, I’un
ensemble fera équilibre A I'autre ; *en sorte que le triangle ABI® sera
- triple de l'aire PXTOA (*). On démontrerait, comme précédem-
ment (*), que le trapéze B@ est plus grand que l'aire P ; que le trapéze
OF est plus grand que Paire X, et que le trapéze Z® est plus petit ;
que le trapéze MH est plus grand que 'aire ¥, et que le trapéze H®
est plus petit ; que le traptze NI est plus grand que Paire £, et que le
trapéze III est plus petit ; que le triangle EII" est plus grand que
Paire 4, et que le triangle I'IO est plus petit. En conséquence, la
proposition est évidente.

PROPOSITION XVI

Soit de nouveau un segment BOI" délimité par une droite et par
une parabole. Par le point B, menons la droite BA paralléle au dia-
métre, et, par le point I', la droite I'A tangente a la parabole au
point I'. Soit une aire Z la troisiéme partie du triangle BATI". Dés lors,
je dis que le segment BI'® est équivalent a l'aire Z.

En effet, s’il n’est pas équivalent, il est plus grand ou plus petit.
Qu’il soit d’abord plus grand, s’il se peut. Dés lors, Pexcédent dont

1. C'est-Adire de Pautre c6té du segment.

2. Voir proposition VII

3- Voir proposition X1V, et, subsidiairement, les propositions IX, XI et XI11,
au lieu des propositions VIII X et XII qui vnsent les cas partxcuhers du tnangle
rectangle et du trapéze 2 angles droits.
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le segment dépasse Paire Z, ajouté 3 lui-méme (*), scra plus grand
que le triangle BT'A (*). Au reste, il est possible de choisir une
certaine aire qui, plus petite que cet excédent, soit une portion du
triangle BAT". Soit donc BI'E un triangle, plus petit que 'excédent
en question, et qui soit une portion du _

triangle BAT"; il en résulte que la droite BMN = II- T
BE sera une portion adéquate de la droite
BA (%) Des lors, divisons la droite BA
dans la mesure de cette portion. Soient H,

I, K les points de division, et menons les E
droites qui relient les points H, I, K au
point I' ; ces droites coupent la parabole,
parce que la droite I'A lui est tangente au
point I. Par les points ol ces droites cou- H
pent la parabole, menons les droites M®P,
NP, 20, TIO parallelement au diameétre ;
elles seront elles-mémes paralléles 2
BA (*). En conséquence, puisque le trian- I
gle BT'E est plus petit que Pexcédent dont

le segment BOIL' dépasse laire Z, il est
évident que 'ensemble de Paire Z et du
triangle BI'E sera plus petit que le seg- K
ment. De plus, les trapezes ME, DA, OP,
80 et le triangle I'OZ, au travers desquels
passe la parabole, valent le triangle BT'E;
car le trapéze ME est commun, et le tra- Al
péze MA équivaut au trapdze PA, le trapeze AF au trapeze OP, le
trapéze XZ au trapéze O8, et le triangle T'XTII au triangle T'OZ (%)..
Donc, 'aire Z sera plus petite que I'ensemble des trapézes MA, EP,

Nl

)
=N
-

NN
NN

1. C’est-a-dire ajouté continuellement 2 lni-méme.
2. Voir le lemme invoqué par Archiméde dans son introduction adressée 4 Dosi-

thée.

bases. :

4. Car, BA a été mené par le point B parallélement au diamétre du segment.

.5- 'La droite BA, ayant été divisée en parties égales, le faisceau qui_ relie les
points de division au point ' divise les paralléles 2 BA en parties égales, d’oll
équivalence des trapézes de méme rang, ayant méme hauteur et cOtés paraliéles
égaux, et équivalence des triangles T'XII, I'OZ, ayant méme hauteur et bases égales.
Dés lors, on a, comme le texte : trap. ME +trap. ®A +trap. P + trap. Q0 + trian-
gle I'O= =triangle BET. '

3. Car, les triangles BT'E, BI'A ont méme hauteur et sont entre eux comme les
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II® et du triangle TIOI" (*). Or, le triangle BAT est triple de l'aire Z;
.par conséquent, le triangle BATI sera plus petit que le triple de I’en-
semble des trapézes MA, PE, OII et du triangle IIOL"; ce qui est
impossible, car il a été démontré qu’il est plus grand que le triple (*).
Donc, le segment BOI" n’est pas plus grand que l'aire Z.

D’autre part, je dis qu’il n’est pas plus petit. Et, en effet, qu’il
soit plus petit, s’il se peut. D&s lors, I’excédent dont 'aire Z dépasse
le segment BOIY, ajouté i lui-mé&me, sera aussi plus grand que le
triangle BAT, et il est possible de choisir une certaine aire, plus petite
que cet excédent, qui soit une portion du triangle BAI". Soit donc BI'E
le triangle, plus petit que cet excédent, qui soit une portion du triangle
BAT, et que les autres constructions soient les mémes que les précé-
dentes. En conséquence, puisque le triangle BI'E est plus petit que
I'excédent dont l'aire Z dépasse le segment BOI', I’ensemble du
triangle BEL et du segment B®I' est moindre que l'aire Z. Or,
P’aire Z est aussi moindre que '’ensemble des quadrilatéres EM, ®N,
TE, IIT et du triangle I'IIX ; car le triangle BAT est triple de laire Z,
et il est plus petit que le triple des aires que nous venons de dire,
comme on ’a démontré A la proposition précédente. Donc, 'ensemble
du triangle BI'E et du segment BOI® sera moindre que ’ensemble des
quadrilatéres EM, ®N, 2T, IIT et du triangle T'TIZ, ; en sorte que,

si nous retranchons le segment commun, le triangle I'BE sera moindre

que les aires restantes ; ce qui est impossible. En effet, il a été dé-
montré que le triangle BET équivaut aux trapdzes EM, ®A, 6P, 80,

augmentés du triangle T’OZ, ; ce qui est plus grand que les aires res--

tantes (°). Donc, le segment BOI" n’est pas plus petit que 'aire Z. Or,

1. Par hypothése, triangle BI'E <C segment BOI — aire Z,” d’ol, en présence
de 1a relation de la note précédente et de la relation évidente : ME 4+ N® + EW + IIT +
IIZT > segt BOT, on aura: ME + ®PA + 8P+ 680 +TOX << ME+ N®+EW+HT + In=r—
aire Z, d’olt : aire Z < (N® — ®A)+ (E¥Y — OP) + (IIT — ©0) + (A= —T'0ZT), oy,
comme le texte : aire Z < MA + EP + IIO + triangle - TIOT'.

2. Par hypothése : aire Z= } triangle BAT', d’oii, en présence de la relation de
la note précédente : triangle BAT' << 3[ MA +PE +6I1+HOT]; ce qui est absurde,
car, in vertu des propositions XIV et XV, on a: triangle BAT > 3[MA + PE + O8Il +
IIo1;.

3. La seconde partie de la démonstration se résume comme suit :

On a, en 2% hypothése : triangle BI'E < aire Z — segment BOTI'. Or, on a posé:
aire Z= 1} triangle BAT', et on a, en vertu des propositions XIV et XV :
triangle BAT' << 3[EM +®N + PE+ IIT+TIIZ]; donc, comme le texte :
tr_:angle BI'E + segment BOT' < EM +®N+¥E+ T +I'IE, d’ol :
triangle BI'E < EM + ®N + ¥E + IIT + I'lIE — segment BOI'; ce qui est impossible,
car on a vu (1™ partie de !a démonstration) que: triangle BEF =ME + ®A + 8P +
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il a été démontré qu’il n’est pas plus grand ; par conséquent, le seg-
ment équivaut a l'aire Z.

PROPOSITION XVII

Ces choses étant démontrées, i1l est manifeste que tout segment,
délimité par une droite et par une parabole, équivaut aux quatre tiers
du triangle ayant méme base et mé&me hauteur

: B E r
que le segment ().

En effet, soit un segment délimité par une
droite et par une parabole ; soit le point © son
sommet, et inscrivons le triangle BOI' ayant
méme base et méme hauteur que le segment. 0
Dés lors, puisque le point © est le sommet du
segment, la droite menée du point 8, paral-
Iélement au diametre (?), divise la droite B en -
deux parties égales (*), et la droite BI" est pa- K
rallele A la tangente & la parabole au point ©(*).
Menons la droite ®E paralléle au diamétre ;
menons encore, par le point B, la droite BA
paralléle au diameétre, et, par le point IV, la
droite I'A tangente A la parabole en I'. Dés lors, -
puisque la droite KO est paralléle au diamétre,
que la droite I'A est tangente A la parabole en
T, et que la droite EI" est paralléle a la tan- A

gente & la parabole au point @, le triangle BAI" sera quadruple du -

80+I'0Z. Or, PA+ 6P +00+TOX > PN+ ¥YE+ HOT +TI'IIE — segment BOI', ou:
ME + ®A+ 6P+ 80 +TI'0X > ME + ®N + PE+IIT + 'TIZ — segment BOI'; donc:
triangle BEI' > ME + ®N+ PE+ [T + I'TIEZ — segment Ber.

1. Les propositions qui précédent, basées sur la notion baricentrique des aires,
et sur la notion de ’équilibre du levier, aboutissent donc ici 4 I’invention mécanique
de la quadrature de la parabole. La série des sept propositions suivantes reprendra,
au contraire, la démonstration de la quadrature de la parabole par la géométrie pure.

2. C’est-d-dire menée parallélement au diamétre principal ou 4 l'axe.

3- Comme I'avaient, du reste, déji fait remarquer Heath (loc. cit., p. 246) et
Heiberg (loc. cit.,, vol. II, p. 299), Archiméde emploie ici les termes de base et
de sommet du segment parabolique, dont il ne donnera cependant la définition qu’a
la suite de cette proposition. De plus, il anticipe sur la proposition XVIII en invo-
quant sa réciproque.

4. Voir proposition I,
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~ triangle BOI" (*). De plus, puisque le triangle BAT est triple du seg-
ment BOI (%), et qu’il est quadruple du triangle BOT', il est évident
que le segment BOL vaut les quatre tiers du triangle BOI\

Jappelle base, la droite des segments délimités par une droite et
par une ligne courbe ; hauteur, la plus grande perpendiculaire menée
de la ligne courbe sur la base du segment, et sommet, le point d’oni
est menée la plus grande perpendiculaire. '

PROPOSITION XVIII

Si, dans un segment délimité par une droite et par une parabole, '
Pon méne, du milieu de la base, une paralitle au diameétre, le sommet
du segment sera le point ou la paralléle au diamétre coupe la section
de céne.
En effet, soit ABI" un segment délimité par une droite et par une
parabole, et, du milieu de la droite AL, menons la droite AB paralleéle
' B au diametre. Dés lors, puisque la droite
‘ BA a été menée, parallélement au dia-
meétre dans une parabole, et que les
droites AA, AT sont égales, il est évi-
dent que la droite AT et la tangente a
la parabole au point B sont paralle-
les (°). Donc, il est clair que, parmi les
perpendiculaires menées de la parabole
A A I sur la droite AT, la plus grande sera
celle qui est menée du point B. Des lors, le point B est le sommet du
segment ().

1. Puisque OE est un diamétre et BT" une corde conjuguée, on a : BE=EI'; donc:
BA=2EK, d’oli : triangle BI'A=4 triangles ETK. Or, puisque TK est une tangente
A la parabole, on a : E@=0K. Dés lors, considérant des triangles de méme hauteur
et ayant des bases égales: triangle BOE = triangle EOTI —triangle Or'K, d’ol:
triangle ECK =triangle BOI', d’ol, comme le texte : triangle BAT =4 triangles BOI'.

2. En vertu de la proposition XVI, on a: segment Ber'=1} triangle BAT, d’ol,
en présence de la relation de la note précédente : segment BOI'= 4 triangle BOT.

3. Voir proposition I.

4. Voir les définitions qui terminent la proposition XVII.




LA QUADRATURE DE LA PARABOLE 397

PROPOSITION XIX

Dans un segment délimité par une droite et par une parabole, la
droite menée (') du milieu de la base a comme longueur les quatre
tiers de la droite menée (*) du milieu de la moitié de la base.

En effet, soit ABI" un segment délimité par une droite et par une

parabole. Menons, parallélement au dia- B
métre, la droite BA du milieu de la
droite AT}, la droite EZ du milieu de la Z 0

droite AA, et menons aussi la droite Z®
parallgle 2 la droite AI'. Dés lors, puis-
que la droite BA a été menée paralléle-
ment au diameétre dans une parabole, et
que les droites A4, ZO sont parallédles
3 la tangente au point B, il est évident A E A r
que le rapport de la longueur BA 4 la longueur B8 est le méme que
celui du carré de AA au carré de Z® (*). Par conséquent, la longueur
BA sera quadruple de la longueur B® (*). Il est donc clair que la
longueur BA vaut les quatre tiers de la longueur EZ (°).

PROPOSITION XX

Si, dans un segment délimité par une droite et par une parabole,
Pon inscrit un triangle ayant méme base et mé&me hauteur que le seg-
ment, le triangle inscrit sera plus grand que la moitié du segment.

En effet, soit ABI" un segment, tel que nous venons de le dire,
ayant méme base et méme hauteur que le segment entier. Dés lors,
puisque le triangle a méme base et méme hauteur que le segment, il est

I. Sous-entendu : menée parallélement 2 un diamétre ou 4 ’'axe de la parabole.
2. Sous-entendu : menée paralitlement .au diamétre du segment.
3. Voir proposition I1I. :
R a1 .
4. On a, en vertu de la prop. EII: BA _ A‘—-—i-. Or, AA=2EA=2Z6; donc:
BO 7e>
BA _ 47Z8” .
Bo  —3 d’olr : BA=4B8.

ze® '
5- BA=4BO®=4(BA — A8)=4(BA — EZ), d’oli: BA= 4{EZ.
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E nécessaire que le point B soit le som-
met du segment (*). Donc, la droite
AI est parallele a la tangente a la
parabole en B (*). Par le point B,
menons la droite AE parallele a la
droite AT, et, par les points A T,
les droites AA, T'"E paralleéles au
A T diamétre ; ces derniéres tomberont
donc en dehors du segment ().
Des lors, puisque le triangle ABT" est la moitié du parallélogramme
AAET, il est clair qu’il est plus grand que la moitié du segment.

A B

COROLLAIRE

Cela étant démontré, il est évident que, dans un pareil segment,
il est possible d’inscrire un polygone tel que les segments restants
soient plus petits que toute aire donnée. En effet, il est clair que, si
I’on retranche continuellement ce qui, en vertu de cette proposition (*),
est plus grand que leur moitié, les segments restants, devenant con-
tinuellement plus petits, deviendront moindres que toute aire

donnée (°).
PROPOSITION XXI

Si, dans un segment délimité par une droite et une parabole, I'on
inscrit un triangle ayant méme base et méme hauteur que le segment,
‘et si, dans les segments restants, l’on inscrit d’autres triangles ayant
méme base et méme hauteur que ces segments, le triangle inscrit dans

1. Voir les définitions A la fin de la proposition XVIL

2. En vertu de la réciproque de la proposition XVIII, la droite menée du sommet
du segment, parallélement au diamétre, divise AT en deux parties égales, d’ol,
en vertu de la proposition 1, la droite AT est parall¢le 2 la.tangente en B.

3. Voir Des Conoides et des Sphéroides, proposition XVI.

4. C’est-d-dire en vertu de la proposition XX qui précéde.

5. Euclide démontre directement ce corollaire 4 la proposition I du livre X de
ses Eléments. Elle est énoncée comme suit : « Deux grandeurs inégales étant pro:
posées, si de la plus grande on retranche une partie plus grande que sa moitié; si
du reste on retranche une partie plus grande que sa moitié, et ainsi de suite ; it
restera enfin une certaine grandeur qui sera moindre que la plus petite des gran-
deurs proposées (Traduction Peyrard, Paris, 1809, p. 283bis).

A TR, S R SR
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a

le segment entier sera octuple de chacun des triangles inscrits dans
les segments qui restent a ’entour.

Soit ABI" un segment tel que nous venons de le dire ; divisons la
droite AT en deux parties égales en A, et menons la droite BA paral-
lelement au diameétre. Le point B est donc le sommet du segment, et
le triangle ABI' a donc méme base
et méme hauteur que le segment ().
Divisons de nouveau la droite AA
en deux parties égales au point E, et
menons la droite EZ paralléle au
diameétre ; la droite AB est coupée
par cette derniére au point . Deés
lors, le point Z est le sommet du seg- '
ment AZB (*), et, par conséquengt, A E a K r
le triangle AZB a méme base et méme hauteur que ce segment. Il
faut démontrer que le triangle ABI" est octuple du triangle AZB. La
droite BA vaut les quatre tiers de la droite EZ (*), et vaut le double
de la droite EO (*) ; la droite E® est donc double de la droite 6Z (*);
en sorte que le triangle AEB est aussi double du triangle ABA ; car le
triangle AE® est double du triangle ABZ, et le triangle @BE est
double du triangle ZO®B (*). En conséquence, le triangle ABI' est
octuple du triangle AZB, et I'on démontrerait, de la méme maniére,
qu’il est octuple du triangle inscrit dans le segment BHI" (7).

1. Voir proposition XVII, in fine. Puisque le point B est le sommet du segment
ABT, on pourra, de ce point, abaisser sur AT la plus grande perpendiculaire, laquelle
sera a la fois la hauteur du segment et du triangle ABT.

2. Puisque AE=EA, on a, par similitude de triangles, A@=0B. Donc, puisque
©Z, qui passe par le milieu de AB, est paralléle au diamétre, 6Z est le diamétre du
segment AZB, et (proposition XVIII), le point Z est son sommet.

3. Voir proposition XIX et note.

AE _ E6 or, AA=2AFE ; donc: BA=E®.

4. On a: A BA

5- On a, en vertu de la proposition XIX : BA= $EZ, d’ou, en présence de I'égalité
de la note précédente : E@= 2 EZ= £ (€Z+EB), d’oll : E@=28Z.

6. Les triangles AGZ, AES, qui ont méme hauteur, ont comme bases 6Z et E6=
20Z; donc: triangle AEG=2 triangles AGZ. D'autre part, les triangles Z6B, 6BE,
qui ont méme hauteur, ont comme bases 8Z et E®@=20Z; donc: triangle 6BE=
2 tirangles ZOB. Dés lors, triangle AE® + triangle 6 BE =2[triangle A®Z+ triangle
ZOB], ou triangle AEB= 2 triangles ZBA. ' :

- 7- On a: triangle ABA=2 triangles AEB, et triangle ABI'=2 triangles ABA=
4 triangles AEB, d’ol, en présence de I'égalité de la note précédente : triangle ABI =
8 triangles AZB, et, de méme : triangle ABI'=8 triangles BHI.

Les (Buvres complétes d’Archimade I1° 3
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PROPOSITION XXII

Etant donné un segment délimité par une droite et par une para-
bole, si des aires en nombre quelconque sont établies en une série
dont la raison est quatre (*), la plus grande aire étant équivalente au
triangle Ayant méme base et méme hauteur que le segment, I’ensemble

de toutes ces aires sera plus petit que le segment.

‘ En effet, soit AABEI" un segment délimité par une droite et par
une parabole ; soient des aires en nombre quelconque Z, H, 6, I éta-

blies en série ; que celle qui précéde soit quadruple de la suivante,

Iaire Z étant la plus grande, et que 1’aire Z soit équivalente au triangle
A ; ayant méme base et méme hauteur
que le segment. Je dis que le segment
est plus grand que les aires Z, H,8,1.

Soit B le sommet du segment en-
tier, et soient A, E les sommets des
segments restants. De&s lors, puisque
le triangle ABI" est octuple de cha-
‘cun des triangles AAB, BET), il est
évident qu’il est quadruple de leur
ensemble (*). De plus, puisque le
H triangle ABT" équivaut A l'aire Z, les
' , triangles AAB, BEI', par raison
Z identique, équivaudront 4 I'aire H(®).
On démontrera pareillement que les
7] m triangles inscrits dans les segments
restants, ayant méme base et méme
hauteur que ces segments, sont équivalents A l'aire ©, et que les trian-
gles inscrits dans les segments obtenus ensuite sont équivalents 2
I’aire I. Dés lors, Pensemble des aires données sera équivalent 2 un
certain polygone inscrit dans le segment. Il est donc clair que cet
ensemble est plus petit que le segment.

1. C'est-a-dire, comme l’indique la démonstration, en progression géométrique
décroissante dont la raison est }. -

2. En vertu de la proposition XXI, on a: ABI'=8AAB=S8BET, d’ol : 2ABI'=
8[AAB + BET'] ou, comme le texte : ABI'=4[AAB+ BET']. ’
L, 3 _Par hypothése : Z=4 aires H, et aire Z=triangle ABT, d’oll, en présence de
I’égalité de la note précédente : triangle AAB + triangle BEI'=aire H. ’

m T R
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PROPOSITION XXIII

Lorsque certaines grandeurs sont établies dans une série dont la
raison est quatre, la somme de toutes ces grandeurs, augmentée du
tiers de la plus petite, vaudra les quatre tiers de la plus grande.

Soient A, B, I', A, E des grandeurs en nombre quelconque, éta-
blies en série, dont chacune est quadruple de la suivante, et soit A la
plus grande. D’autre part, soit Z le tiers de B, H le tiers de I, 8 le
tiers de A, et I le tiers de E. !
Das lors, puisque Z est la troi-
siéme partie de B, tandis que
B est la quatriéme partie de A,
I’ensemble de B, Z sera la A
troisi¢me partie de A; par con-
séquent, pour la méme raison,
I’ensemble de H, T, sera la
troisidme partie de B ; ’en-
semble de O, A, la troisiéme B
partie de I, et ’ensemble de
I, E, la troisidme partie de A.
Il en résulte que I’ensemble
de B, I''AE, Z, H, 8, I sera
aussi la troisitme partie de
I’ensemble de A, B, T, A. Or,
Pensemble de Z,H,® est aussi Z
la troisi¢éme partie de Pensem-
ble de B, T, A ; par conséquent, ’ensemble de B, I, A, E, I est aussi
la troisiéme partie du reste A. Dés lors, il est évident que I’ensemble -
de A, B, I, A, E, augmenté de I, c’est-a-dire augmenté du tiers de E,
vaut les quatre tiers de A ().

HU— —
gt

1.Les grandeurs A, B, T, A, E étant en progression géométrique décroissante dont
la raison est}, on aura : B=}A. Or, on pose : Z=4B; donc: B+Z=(}+ & )A=%A.
On aura de méme : H4+T=1B, 8 +A=4T, et I+E=}A; doti : B+T+A+E+Z+
H+O8+I=3(A+B+I+A). Or, on a posé: Z=3}B, H=}I', et 8=3}A; donc:
Z+H+6=1% (B+I+A), d’ol1, substituant dans 1’égalité précédente, il vient: B+ I+
A+E+3(B+I'+A)+I=% A+ }B+T+A, ou B+I+A+E+1=%4, d’ol, ajoutant
A de part et d’autre, et observant que ’on a posé I=}E, il vient, comme le texte :
A+B+T'+A+E+3E=$A. : . -

Algébriquement, la somme d'une progression décroissante par quotient s’obte-
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PROPOSITION XXIV

Tout segment délimité par une droite et par une parabole équivaut
aux quatre tiers du triangle ayant méme base et méme hauteur que le
segment. '

En effet, soit AABET un segment délimité par une droite et par

B

’

nant en retranchant du premier terme le

une parabole ; soit ABI" un trian-

- gle ayant méme base et méme hau-

teur que le segment, et soit une
aire K équivalente aux quatre tiers
du triangle ABI". Il faut démon-
trer que cette aire est équivalente
au segment AABET". En effet, si
elle n’est pas équivalente, elle est
plus grande ou plus petite. Que le
segment AABEI soit d’abord
plus grand que laire K, s’il se
peut. Dés lors, inscrivons les trian-
gles AAB, BET', comme il a été
dit (*), et, dans les segments qui
restent alentour, inscrivons d’au-
tres triangles ayant méme base et
méme hauteur que ces segments ;
enfin, inscrivons, dans les seg-
ments successivement. obtenus,
deux triangles ayant méme base
et mé&me hauteur que les seg-
ments. I1 en résulte que les seg-
ments abandonnés seront plus pe-
tits que ’excédent dont le segment

17 AABET dépasse l'aire K (*) ; en

produit du dernier terme par la raison, et

en divisant la différence par ’excés de l'unité sur la raison, on aurait aussitot :
s =L‘:3{E—=§A—— }E, doli: S +3E=$A.

l.——

1. C’est-a-dire, comme il a été dit & la proposition XXL

2. Voir proposition XX, corollaire.

[ T e
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sorte que le polygone inscrit sera plus grand que l'aire K ; ce qui est
impossible. En effet, puisque certaines aires sont disposées dans une
série dont la raison est quatre, que le triangle ABI" est d’abord qua-
druple des triangles AAB, BEI' ('), qu’ensuite ces derniers sont
quadruples des triangles inscrits dans les segments suivants, et ainsi
continuellement, il est évident que l’ensemble de ces aires est plus
petit que les quatre tiers de la plus grande (*). Or, l'aire K vaut les
quatre tiers de la plus grande aire () ; par conséquent, le segment
AABEI" n’est pas plus grand que ’aire K.

Au reste, qu’il soit plus petit, s’il se peut. Dés lors, disposons une
aire Z équivalente au triangle ABI", une aire H équivalente au quart
de 'aire Z, et, de méme, une aire ® équivalente au quart de l'aire H ;
et disposons ainsi successivement des aires jusqu’a l’obtention d’une
dernitre aire plus petite que I’excédent dont l'aire K dépasse le
segment. Soit I cette plus petite aire. Donc, I’ensemble des aires Z,
H, 8, I, augmenté du tiers de ’aire I, vaut les quatre tiers de 'aire Z (*).

Or, I'aire K vaut aussi les quatre tiers de I'aire Z ; par conséquent,
Paire K équivaut & I’ensemble des aires Z, H, O, 1, augmenté de la
troisiéme partie de I’aire I'(*). Des lors, puisque l'aire K excéc%,e Pen-
semble des aires Z, H, ©, I d’une aire plus petite que l'aire I, et
qu’elle excéde le segment d’une aire plus grande que I'aire I, il est
évident que ’ensemble des aires Z, H, ®, I est plus grand que le
segment ; ce qui est impossible. En effet, il a été démontré que,
lorsque des aires en nombre quelconque sont établies dans une série
dont la raison est quatre, et que la plus grande est équivalente au
triangle inscrit dans le segment, I’ensemble de ces aires sera plus petit
que le segment (°). En conséquence, le segment AABET" n’est pas
plus petit que l'aire K. Or, il a été démontré qu’il n’est pas plus

Voir proposition XXI.

. Voir proposition XXIII et note.

Par hypothése : K= § triangle ABT, et triangle ABT est la plus grande aire.
Voir proposition XXIII. On aura: Z+H+60+I+ 3I=4Z.

- On a posé : K= 4Z; donc, en présence de I'égalité de la note précédente, on a,
comme le texte : K=Z+H+ 0+ 1+ }1.

6. L’égalité de la note précédente donne: K— (Z+H+6 +1) = 11 < 1. D’autre
part, en 2% hypothése, on a : aire K> segt AABET, et aire K —segt AABET > 1,
d’ol, comparant avec la 1™ inégalité, on a, 4 fortiori : K — (Z+H+0+1) <X —
segment AABET", ou, comme le texte: Z+H+8+1> segment AABET; relation
impossible. En effet, la proposition XXII a démontré que l'on a: Z+H+60+1 <

Py -

segment AABEI.
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grand ; donc, il est équivalent & l'aire K. Or, l'aire K vaut les quatre
- tiers du triangle ABI'; donc, le segment AABEI' vaut aussi les
quatre tiers du triangle ABI".




