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. Eudoxos - Studien L.
“ne voreudoxische Proportionenlehre und ihre Sp'u}en bei
Aristoteles und Euklid.

Von Oskar Becker in Bonn.

{Eingegangen am 1. 11, 1932.)

]0

In der aristotelischen Topik (6. 3, p. 158b 29—35) findet sich folgende

Stelle:

c: otxe OF xai iy rai; padipag
i O Gapeanad Eiieryrr od ga-
Slng ypdygeadm, oloy [xai] 6
i Sapa Ty irvpar téprovaa 10
&xiacdor Guolws dtpel iy TE
Yoy xal 10 ywplov.

100 0 dpiopat gydérros ebdéng
Faregor 1o Jeyduevov. THY yaQ
adryy drraralpesty &yet Ta
xwola xal ai ypauual. Eott &
Sotapds Tod adrob idyov (Tg®-
T0¢?> obros.

Es scheint aber auch in der Mathe-
matik Einiges wegen des Fehlens einer
Definition nicht leicht zu beweisen zu
sein, wie z. B. daB die ein Parallelo-
gramm parallel zur Seite schneidende
Gerade die Linie und die Flache (d. i.
die anliegenden Seiten und die Fliche
des Parallelogramms) in demselben

Verhaltnis teilt.

Wenn aber die Definition ausgespro-
chen ist, ist das Gesagte sogleich ein-
leuchtend. Denn dieselbe »Antanai- -
resis® haben die Flichen und die Li-
nien. Es ist aber die (erste?> Definition

“desselben (d.i. des gleichen) Verhalt-

pisses diese (d. h. die soeben -an-

gefiibrte). =
elanglos; sie stellt nur eines der

Der Zusammenhang der Stelle ist b .
allgemeinen noch zweifellos aus

vielen Beispiele der Topik dar,
dem gemeinsamen Material der
Ausgabe von Strache-Wallies,

die im
Akademie stammen. Der Text folgt der

die auch das xai in L. 31 streicht. ( Ich
das sich in dem entsprechenden

figte 1. 35 apdros zur Erwigung bei, ich 1 '
Zitat des Alexander-Kommentars zur Stelle in einer guten Handschrift

(P) und in dem E
Quellen . Studien Math. B IL

rstdruck der Aldina ﬁndet') ;
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Die Bezichung der Stelle aul den Satz. daB sich Parallelogramme
von gleicher Hohe wie ihre Grundhnien vechalten (Euklid Elem. VI, 1),
der im Text noch in einer gewissen Spezialisierung., namlich bezogen auf
zwei einander gleichwinkelige Parallelogramme erscheint, ist evident und
zum UberfluB durch den erwihnten Kommentar des Alexander von
Aphrodisias gesichert, der sich auf S, 545, 1 —21 (Wallies) mit unserer
Stelle beschiftigt.

Es heibt da nimlich p. 545, 9 —12 (nach der Walliesschen Text-
gestaltung): Fore 8¢ 10 Aeyapevor, Gri fav falardoy aaoaiiyioyoapor Jj,
g Név avty @ Ty hevecw aapdiining, 1) aapdiiio: opoin: dwuosi
Ty yoapuny xal 10 adr ymplov, rovticry fr 1)) alt) daraioyia,

Damit ist aber noch nicht die Bedeutung des Wortes ,, Antanairesis®,
das die Definition der VerhiltnisgleichLeit bestimmt, erklirt. Das sehr
Merkwiirdige ist nun, dal in den unmittelbar folgenden Zeilon des Kom-
mentars diese Bedeutung — fur den, der zu lesen verstehit — in voller
Klarheit zutage tritt, und damit sich ein uberraschender Einblick in
die Struktur einer voreuklidischen, ja wie ich meine, voreudoxischen
Proportionenlehre erofinet, die sich bereits auch auf irrationale Verhilt-
nisse bezieht.

Der Kommentator fiihrt niimlich zuniichst fort (p. 545, 12—17): 1oft0
yan dpolm; pév eyouevor olx ot yratuor gnévro; névtot Tod dptogiod
1o ardloyov yrapyor ylvetar ére ardioyor ¥a6 tijz axdeions anpalkiijion
téuverar 1 e youpun xal 1o ymolor.

Und dann folgt die entscheidende Stelle:

ZoTL 8¢ dotono; t@v araldyowr, Es ist aber die Definition der pro-

& of doyaiot éxodvro, obrog: portionalen (GriBen), deren sich die

drdloyov &yet peyédny mpos di-  Alten bedienten, folgende: In Propor-

Inla @w % abry dvlvgaipeos:  tion stehen GrioBe zueinander, denen

adrog 6¢ Tty dvivpaipeow avra-  dieselbe ,,Anthyphairesis* zukommt.

valgeaw elpnxe. Aristoteles aber nannte die Anthyphai-
resis ,,Antanairesis*1).

Zuniichst freilich scheint durch die Aussage des Kommentators nicht
viel gebessert. Wir erfahren zwar, daB es sich um eine fest formulierte
Definition der Verhiltnisgleichheit bei den ,,Alten‘* handelt, aber ihr
Inhalt bleibt dunkel. Er ist in der Tat bisher nicht verstanden worden.
Heiberg (Mathematisches bei Aristoteles, S. 22) glaubt die ,,eudoxische**
Definition (Euklid EL V, def. 5) wiederzuerkennen, wozu der Text aber
keinen begriindeten Anla8 gibt. Heath (The thirteen books of Euclid’s

1 Diese Definition findet sich wortlich wieder bei Suidas (Lexicon, sub verbo
&vdioyov);, wodurch ihr Wortlaut gesichert ist.
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I:.lvmnnls, Vol. 11, p. 120—-21) lehnt dies mit Recht ab. Aber er selbst
zibt keine positive Erklirung, halt die Ausdricke »Antanairesis* und
~Anthyphairesis* fir metaphysisch” (im Sinne Barrows)?) und vag
u‘nd versncht eine elymologische Deutung, die natiirlich zu nichts Pri-
zisem fithrt 2s), ‘

Trotzdem st die Lisung sehr einfach. Alexander erklirt offenbar
den fir ihn veralteten und nicht mehr ohne weiteres verstandlichen
:\fmlrm'k sAntanairesis* durch den jhm gelaufigen ,,Anthyphairesis®.
W n!u:r kann er den letateren haben? Die nichstliegende Ver;nutung ist:
aus I:.nk!ids Elementen, die er ja auch sonst ofter zitiert3) und als all-
Rememn bekannt voraussetzt. In der Tat kommt nun zwar nicht das
}‘ erhalsubstantiv wAnthyphairesis*, wohl aber das zugehérige Verbum
f“'ﬁ':'lf!lgu‘r an entscheidendster Stelle in den Elementen vor, namlich
in V1,2 und N, 2, 34). Die letzte Stelle ist besonders wichtig. Dort
bedeutet das Verb die Operation des sog. ,,Euklidischen Teilerverfahrens*
(,;:\'lgnritlnnus“) zur Aufsuchung des (groBten) gemeinsamen MaBes
Zweier Grifien; im Falle seines Nichtabbrechens kennzeichnet es ihre
‘I"kOmmt‘nsnmbilimt (X, 2). (In VII, 1,2 ist entsprechend von Zahlen,
'l'{'”;"‘)(griimcn) gemeinsamen Teiler bzw. von ihrer Teilerfremdheit die

e,
) l Jas Teilerverfahren zwischen zwei GroBen a, b ist nun bekanntlich
dquivalent mit, der Kettenbruchentwicklung desVerhaltnisses (,,Bruches*)
a:b. Das heiBt aber: Die ,Definition der Alten® besagte:
whwei (rationale oder auch irrationale!) Verhdltnisse sind
gleich dann und nur dann, wenn sie dieselbe Kettenbruch-

entwicklung haben.®
M-M

%) Lectiones mathematicae XVIII {The mathematical works, ed. Whewell,
Cambn‘dge 1860, p. 299). .
™) Nach AbschluB des Manuskripts dieser Arbeit erfuhr ich durch eine freund-
liche Mitteilung des Herrn Pater Steele 8. J. {einem Mitglied des Bonner mathe-
matisch-historischen Seminars), daB die richtige Dentung von drravealgsos in unserer
Stelle schon im Jahre 1917 von H. G. Zeuthen in seiner nur in déinischer Sprache
veroffentlichten Abhandlung ,,Hvorledes Mathematiken i Tiden fra Platon til Enklid
blev national Videnskab {D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skriften, naturvidensk.
0g mathem. Aft. 8. Raekke, I. 5, Kopenhagen 1917) S. 108 {306) ff. gegeben worden

1st. [Anm. bei der Korrektur.]
3) Z.B. im Kommentar zur aristot. Meta
cf. p. 158, 1 Bonitz). :
) %) Erstaunlicherweise hat das Heath iibersehen, das Wort dvSvgeargeiy fehlt in
Seinem griechischen Waorterverzeichnis; es kommt allerdings nicht in der Form einer
Definition vor. ~ Ich habe das Teilerverfahren selbst ,,Anthyphairesis” genannt (in
meinem Aufsatz ,,Die diairetische Erzeugung der platonischen Idealzahlen®, diese
Zeitschr., Bd. 1, 8. 479) — ohne zu ahnen, daB dieses Wort in einem mathematisch
relevanten Zusammenhang wirklich in einem erhaltenen griechischen Text vorkommt,

22*

physik, ad. p. 1051a 27 (p. 568, 3;
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Der historische und sachliche Sinn dieser Detinition und die Miglich-
keit, von ihr ans eine allgemeine Proportionenlehre (sowohl den Ver-
haltnissen als auch der GroBenart nach) zu begrunden, wird im folgenden
untersucht werden.

Vorerst set noch uber die wortliche Bedeutung von aviteqaworiy be-
merkt, dab sie mit , gegenseitic wegnehmen® (z. B. Land im Kriege)
wiedergegeben werden kann. Das Worl drravapriv wird sogar schon
speziell vom ,sich gegenseitig Wegheben® von Posten in einer Rechnung
(etwa wie Vermiogen und Schulden) gebraucht. Das gegenseitige Ab-
tragen der ,,Reste im euklidischen Verfahren (das von den Griechen
nicht unter dem Bilde eciner Teilung, sondern eines Wegnehmens der
Kleineren vom Groleren, so oft es geht, gesehen wurde) tindet dort ein
freilich viel primitiveres Vorbild, aus dem immerhin der Wortgebrauch
ziemlich verstiindlich wird,

(1]
e

Um in die historische Bedeutung der Lanthyphairetischen® Delinition
des Verhiiltnisses einzudringen, stehen als Quellen — auBer einer noch
zu besprechenden Stelle aus der aristotelischen Zweiten Analytik und
einigen kurzen Andeutungen bei Proklos — nur die Euklidischen Lle-
mente zur Verfiigung. In diesen Quellen wird die Anthyphairesis als
Definition des Logos nicht erwithnt; wir sind daher auf indirekte Schliisse
angewiesen,

DaB die Euklidischen Elemente auf verschiedene Quellen zuriick-
gehen, wird allgemein angenommen. Auf die vier ersten ,,elementaren*
Biicher — gekennzeichnet durch das Fehlen des heute so genannten
,archimedischen Axioms‘ und des allgemeinen GrioBenbegrifls (néyedos)
— folgen die ,,hoheren** Biicher V—XIII, die methodisch ganz von der
Proportionenlehre beherrscht werden. Aus diesem Material heben sich
auf Grund der Scholien, des Prokloskommentars zu I und des Pappos-
kommentars zu X zwei Gruppen heraus, die bekannten voreuklidischen
Mathematikern zugeschrieben werden diirfen: Buch VII—IX und der
Anfang von X dem Theidtet, BuchV und XII dem Eudoxos.
(Buch XIII, das nach den Forschungen von Eva Sachs theitetische
und eudoxische Bestandteile enthilt, kann hier auler Betracht bleiben,
die Stellung von VI und der ,hoheren‘* Sitze von XI wird noch zu
bestimmen sein.)

Es erhebt sich nun die Frage, ob auch die beiden Definitionen der
Proportion (Verhiltnisgleichheit), die euklidische (Elem. V, def. 5) und
die anthyphairetische, sich den beiden bahnbrechenden Forschern zu-
schreiben lassen. Nimlich die ,,Definition der Alten* dem Theiitet und
die vermutlich jingere Definition Euklids dem Eudoxos. Das letztere
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i s, e .

151 nhn'(' weiteres anzunehmen, denn das ganze V. Buch lebt sozusagen
von semer 5. (und 7.) Definition und wird dem Eudoxos ja allgemein
gegeben. Das erstere erscheint ebenfalls sehr plausibel, wenn man be-
denkt, daB am Anfang des VII. und X. Buchs, fir Zahlen und stetige
Griben, das Teilerverfahren entwickelt wird (VII, 1,2 und X, 2, 3),
withrend die 5. Definition des V. Buches in VII—X niemals explizit
“"‘é-'ti‘\\"nmit wird. Dazu kommt noch der im folgenden niher zu errternde
Umstand, dag gerade die anthyphairetische Definition aus dem elemen-
taren Gleichheitshegrifl rationaler Verhaltnisse (wie ihn VII, def. 20
#ibt) dureh einen beinahe stetigen Gedankengang entwickelt werden
kann. Um die Gleichheit zweier schwer zu ubersehenden rationalen
Briche festzustellen, muB man sie kiirzen, d. h. den groSten gemein-
famen Teiler von Zibler und Nenner beidemal durch den euklidischen
Algorithmus hestimmen: man bemerkt dabei bald, da8 die fraglichen
Britche dann und nur dann gleich sind, wenn der Algorithmus beide
Male dieselhen wleilungszahlen® der Reihe nach liefert, so da8 man
diese Eigenschaft unmittelbar als Gleichheitskriterium verwenden kann.
Im rutionalen Fall bricht das Verfahren ab, im irrationalen nicht. Aber
auch dann hindert nichts, daB man die ibereinstimmend verlaufende
Anthyphairesis zum Kennzeichen der Verhiiltnisgleichheit nimmt. Damit
hat man aber vom rationalen népy-Begriff aus den irrationalen mnls-
xo3c-Begrifl gewissermaBen stetig erreicht.

Aber gegen diese Auffassung wendet sich ein anscheinend entschei-
dender Finwand. Im X. Buch, dessen Anfangssitze Thedtet unbedingt
zuzuschreiben sind (ein Scholion zu X, 9 bezeichnet den Satz ausdriick-
lich als seine Entdeckung), wird zwar nicht unmittelbar von der ,,eudoxi-
schen* Definition, aber wohl vielfach von der allgemeinen Proportionen-
lehre, die in V ganz auf jener Definition aufgebaut ist, Gebrauch ge-
macht; das nach unserer Auffassung ,iltere® theitetische X. Buch wire
also in Wahrheit abhiingig von dem ,,jingeren" eudoxischen V. Buch!
iine offenbare Absurditit. : o

Dieser Einwand kann nur durch ein Mittel widerlegt werden: Da-
durch, daB gezeigt wird, daB eine ,allgemeine” Proportionenlehre, so
wie sie als Fundament des X. Buchs gebraucht wird, auch auf Grund der
anthyphairetischen Definition lickenlos und streng entwickelt werden -
kann. Dabei muB genau darauf geachtet werden, welche Weise und
welcher Grad von Allgemeinheit im X. Buch bendtigt wird, namlich
zwar Anwendbarkeit auf rationale wie irrationale Verhiltnisse, aber
nicht unbedingt fiir ganz beliebige Arten von GriBen, sondern nur fiir
Strecken und Rechtecke. Denn obwohl zu Anfang von X eine Reihe
allgemeiner GroBensitze formuliert wird, erfolgt ihre spétere Anwendung
doch stets nur in dem erwithnten beschrinkten Sinne.
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Es ist also unbedingt notwendig, eine auf der Anthyphairesis be-
grindete Proportionenlehre im Umrib zu entwerfen, wie es im folgenden
geschieht. Dabei wird zugleich ihre immanente Begrenztheit zutage
treten und das Motiv verstiindlich werden, das Eudoxos antrieb, iiber
ste hinauszugehen.

3.

Der folgende Rekonstruktionsversueh der voreudoxischen Propor-
tionenlehre kann naturgemiiB nicht beanspruchen, die historische Wahr-
heit unverfillscht darzustellen. Es kann sich nur daram handeln, eine
mogliche anthyphairetische Theorie der Verhaltnislehre zu geben, die
irrationale Logoi mitumfaft und zngleich klar erkennen Et, wie weit
sie eine Theorie fir allgemeine GroBen (peyddy) sein kann, Ob und
wann im Verlauf der geschichtlichen Entwicklung sie das wirklich ge-
wesen ist, soll erst spitter untersucht werden,

Die folgende Betrachtung stellt also eine systematische mathema-
tische Uberlegung dar, die indessen immer versucht, mit den Denk-
mitteln der vorendoxischen und endoxischen Zeit zu arbeiten und sich,
wo angiingig, an antikes Material anschlieft,

Uberblickt man das V. Buch der Elemente, so sicht man bald, daB
die endoxische Logosdefinition (enthalten in der 5. und 7. Definition)
den ganzen Aufbau des Buchs weitgehend bedingt. Thr Ersatz durch die
alte anthyphairetische Definition bringt also einen ganz anderen Anfbau
der Beweise mit sich, obwohl eine Reihe davon immerhin beibehalten
werden kann. Vor allem die Gruppierung und Reihenfolge der Siitze
dndert sich durchgreifend; einige werden sogar ganz tberfliissig.

Um mit dem letzten Punkt zu beginnen: V, 14,20, 21 dienen bei
Euklid der ,spezifisch eudoxischen* Vorbereitung von 16, 22, 23; eine
dhnliche Rolle spielt 4. Diese Theoreme kinnen also nicht in der alten
Theorie gestanden haben; sie sind ihrer Begrifisbildung ganz fremd.
Ferner enthalten die ganz elementaren Theoreme 1—3, 5,6 iiberhaupt
keine Proportionen; von ihnen kénnen wir auch absehen.

Es bleiben also noch die Siatze 7—13, 15—19, 22—25 iibrig. Diese
gruppieren sich gemiB folgender Ubersichtstafel:

Vorgruppe: Elementare Sitze: 1—3, 5—6.
Gruppe A: Fir allgemeine Groflen beweisbare Sitze:

I. Solche, die unmittelbar aus der anthyphairetischen Logos-
definition folgen: 7, 11.

I1. Solche mit rein algorithmischen Beweisen: 12 (15) und 19,
17 und 18.
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L Sn!chf*. deren Beweis Konvergenzbetrachtungen (d. h. das
~archimed. Axiom*) braucht: §— 10, 13, (25).

Gruppe B: Nicht fur allzemeine GriBen beweishare Satze:

16, 22,23, (29).
(Wegfallend oder nachtriglich beweishar:

A. fur allg. Grifen: 14, B. nicht fir allg. GriGen: 4, 20, 21.)

Der entscheidende Unterschied ist der zwischen den Gruppen A
l{rul B. Erist, wie sich zeigen wird, dadurch bedingt, daB die Sitze der
Gruppe B den Begriff der Multiplikation von Verhiltnissen (Briichen)
f,‘ntlmltvn == Wie wir uns heute ausdriicken. Aber dieser Begriff 1aBt sich
m der anthyphairetischen Theorie nicht fir allgemeine GriBen oder Ver-
htt“{lfﬂ(' {miat vielleicht irrationalen Werten) zwischen solchen definieren.
Die Theoreme der Gruppe A benitigen diesen Multiplikationsbegriff da-
gegen noch nieht und sind gerade deshalb fir allgemeine GroSen be-
weishar,

Wir gehon nun zu den einzelnen Beweisen iber.

L Die Definition der Gleichheit und Ungleichheit von Verhiiltnissen.

Definition A: Zwei Verhiltnisse sind dann und nur dann gleich,
wenn siimtliche Teilungszahlen ihrer Anthyphairesis iibereinstimmen.

Definition B: Im Fall der Ungleichheit sind zwei Unterfille zu
unterscheiden: 1. Die crste differierende Teilungszahl steht im Algo-
rithmus an ungerader Stelle, dann entspricht das grofiere Verhiltnis
der griBeren Teilungszahl, das kleinere der kleineren.

2. Dic erste differierende Teilungszahl steht an gerader Stelle, dann
entspricht umgekehrt das groBere Verhiltnis der kleineren Teilungszahl,
das kleinere aber der groBeren.

In Zeichen: Ist a:b=[rg2,2,...]; c:d=[Yot Yo -..], 50 ist
a:b=c:d dann und nur dann, wenn 7;=y; fiur alle i; a:dbFc:d
dann und nur dann, wenn es ein i gibt, fir das z; + ;. Ist nun j das
kleinste derartige i, so ist, falls j 41 ungerade, a:b 2 ¢:d, je nachdem
; Z y;; falls aber j+ 1 gerade, ist umgekehrt a:b = c:d, je nachdem
<y

i> Y-
Logische Beziehungen zwischen Verhidltnissen: Es geht aus
den vorstehenden Definitionen sofort hervor, daB keine der Beziehungen
groBer, kleiner, gleich mit einer anderen zugleich bestehen kann. (,,Satz
vom Widerspruch.*) Dagegen folgt mit finiten logischen Mitteln?)

T s i

% Im Sinne D. Hilberts, ,intuitionistisch® im Sinne Brouwers. Vgl. vor-
liufig A, Heyting, ,,Die Theorie der linearen Gleichungen in einer Zahlenspezies
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nicht, daB zwei Verhiiltnisse entweder gleich oder ungleich (grioBer oder
kleiner) sind. (Wohl aber gilt, daB von zwei ungleichen Verhiltnissen —
was mehr besagt als von ,,zwet nicht gleichen Verhiltnissen!"* — das
eine entweder griBer oder kleiner ist als das andere.)

D. h. es gilt (7 bedeutet ,,nicht*, — _impliziert*):
(1) atb=c:d — a:bZed: () azhZed — atb=cid

Damit ist aber noch keineswegs gesagt, daB auch gilt:

(3) ab=cid — a:b Zc:dy (%) m ~ ah=c:d.
In der Tat werden auch von Fuklid im V. Buch derartige Argumen-
tationen nicht benutzt.

Die Unvertriiglichkeit von Gleichheit und Ungleichheit von lLogoi
wird dagegen in den cuklidischen Beweisen von V, 9, 10 stillschweigend
vorausgesetzt. Sie ist auf Grund der eudoxischen Definitionen 5 und 7
nicht ohne weiteres einleuchtend, worauf schon R. Simson und deMor-
gan hingewiesen haben (vgl. Heath, Vol 11, p. 130,31, 156,57). Das
kann daher rithren, daBl noch die dltere Theorie nachwirkt.

II. Unmittelbare Folgesiitze der Delinition des Verhiiltnisses.

Satz 7. Gleiche Grifen haben zu derselben Grofe dasselbe Verhdltnis
und dieselbe Grofe hat zu gleichen Grofen dasselbe Verhdltnis.

Der Satz ist in der anthyphairetischen Theorie nahezu selbstver-
stindlich. Denn fithrt man fir eine Grie eine gleiche in das Teiler-
verfahren ein, so ergeben sich die gleichen Multipla und dann nach dem
Subtraktionsaxiom (Buch I, not.comm. 3) gleiche Reste. Das Ver-
fahren verliduft also ganz unverindert, und ergibt somit die gleichen
Teilungszahlen.

Auch das zugehorige Porisma ergibt sich sofort. Uberhaupt ist
in der alten Theorie ein Verhiltnis stets mit dem groBeren Glied als
Vorderglied zu schreiben, weil das ja die Anthyphairesis verlangt. Die
fast ausnahmslose griechische Gewohnheit, Verhiltnisse mit einem gro-
Beren Vorderglied anzusetzen, geht vermutlich auf diesen Umstand
zuriick.

Satz 11. Sind zwet Verhiltnisse einem dritten gleich, so sind sie unter-
etnander gleich.

_mit nichtkommutativer Multiplikation** und ,,Zur intuitionistischen Begriindung
-der projektiven Geometrie*, Math. Annal., Bd. 98, S. 4651f., 491{f. — Die Frage
wird in einer zweiten Studie niher erdrtert werden.
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Sind namlich die Teilungszahlen der drei Verhaltnisse ¥;, ¥;, %, SO.
ist nach Voraussetzung ;= 5; und y; = z; fur alle i, also nach I, not.
comm, 1 r, = y;. Woraus sich nach Def. A die Behauptung ergibt.

Satz 13, Jst ein Verhiltnis gleich einem zweiten und das weite grofer
als efn drittes, so ist das erste grofer als das dritie.

Hier sind nimlich die Teilungszahlen z; = y; fiir alle ¢ und es gibt
vine erste y,, die an ungerader Stelle j stehend, groBer als z; oder an

gerader Stelle § stehend, kleiner als z; ist. Dann ist aber auch in den
Demnach ist nach

entsprechenden Fillen x; griBer baw. kleiner als z.
Def. B das erste Verhiltnis groBer als das dritte.

111, Algorithmisch beweisbare Sitze der Gruppe A.
Safz 12, Wenn i@’ s bib’ = 3¢ = ... = [To %y Ta- -}y 50 282 auch
(@b pede . ifa =0+ 4+ )=[Tn Iy...]=a:a usw.

Die Aunsfithrung der Anthyphaireseis ergibt nimlich folgendes (die
sich sukzessiv ergebenden Reste sollen mit ro7yTa.««y SpS1S2+--1
toty ty. .. bezeichnet werden):

@ 5 Xg@ e ryy 1< @ b= g 5, S <Y = Tl 19y B <

' s
@ =gy, 1< ho b'=x180+81, $1 < S c’=xlt0+t1’ t1<to
ro == 'r2r1+r3; r3<r’ So*’:-i.2sl+32, '92<Sl t0=x2t1+t2, t2<t1

(l+lr+c+...::.ro(a'+b'+c'+...)+(r,,+so+to+...),
FotSotlp . <a +b 4+ +... ‘

a’+b'+c'+~--=‘“-rx(’o+so+to+---)+(r1+31+31+-~)7
Sl <FodSoFloF e '

rﬂ+so+to+---:1"2("1+31+t1+“,-)+(r~z+sz+t2+---)7
Fot St <ntstht

Satz 15. a:a’ = ma:ma’, wo m eine natiirliche Zahl.

Das ist Spezialfall von (12) fir a=b=c=...; &' = =¢ =...

Satz 19. Wenn a:d’ = b:d’, dann ist (a—a'): (b — b') ~a:d.

Der Beweis ist wie der von (12) firr zwei Glieder, nur dafl die Addition

durch Subtraktion ersetzt ist.
Satz 17. (a-+a’):a’ = (b+b"):b’ hat zur Folge e = bib'.
Sei (a+ a'):a’ = [Tg 2y Xz -], 5008t ard’ ={(zy— 1) 1y 2,. . .]; da

nun nach Voraussetzung ebenfalls (b +- %) b =[x, 1 Z,...], ist analog
bib! = [(xg—1) ;2o ..} Also ist a:a’ = b:¥. Falls 2,=1, wird
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x,— 1 =0, das bedeutet, daB a << ¢’ und also durch Umkehrung (drd-
aniwv) des Verhiltnisses a:a’ in a’:a die Anthyphairesis ermiglicht
werden muB, ebenso natiirlich bei b,

Satz 18, a:a’ = b6’ hat zur Folge (0 = a%)za’ - (b = )10,

Beweis analog dem von (17), nur mit Addition statt Subtraktion von |
bei der ersten Teilungszahl der Anthyphairesis von a:a’.

IV. Die Siitze der Gruppe A. die das archimedisehe Axiom voraussetzen.

Satz 8. Ist a’ grofer als a, so ist auch o' b grofer als a:b und b:a
grofer als b a’.

Es set @’ — a == ). Bei dem ersten Schritt der Anthyphairesis von
a’:b erscheint dann statt des Restes ry der Anthyphairesis von a:b der
grifere ,,Rest r, 4 D. Ist nun schon ro 4 D - b, so wird die erste
Teilungszahl z, des Algorithmus von a:b im geiinderten Algorithmus
(von a’: b) bereitsitberschritten. Esist alsdanna’ 26 5-a: b, Imanderen Fall
stimmen die beiden Algorithmen zuniichst noch iberein und an Stelle des
zweiten Restes ry tritt der neue Rest* r = rqg—2, D <lrg—D. Man
sieht, daf, solange keine neuen Teilungszahlen auftreten, die ungeraden
Reste ryryry . .. um mindestens 1) vermehirt, die geraden ryrgrg ... um
mindestens /) vermindert werden. Andererseits nehmen die Reste immer
mehr ab und jeder Rest ist offenbar sogar kleiner als die Hilfte seines
Vorvorgiingers r,, o < 3r,. Nach dem Satz X, 1, der aus dem archi-
medischen Axiom folgt, unterschreiten die Reste schlieBlich jede GriBe,
also auch ). Geschieht dies, so iindert sich aber die Teilungszahl des
neuen Algorithmus spiitestens beim niichsten Schritt und zwar, wie man
sich leicht uberlegt, stets in dem Sinne, daB a’:b >a:b wird.

Gilt Satz X, 1 nicht, so wird der Beweis hinfillig. Der Satz 8 gilt

in der Tat nicht notwendig, wenn die Differenz D gegeniiber a,d im
mnichtarchimedischen* Sinn ,,unendlich klein* ist. (Man denke, a,b
seien geradlinige, D ein ,,hornformiger* [Kontingenz-] Winkel. Dann ist
ohne weitere Voraussetzungen gar nicht bestimmt, ob (a + D):b griBer
oder gleich a:b ist.) .
- Satz 9 und 10 sind leichte Folgerungen aus 8, die wie bei Euklid
bewiesen werden konnen. Bemerkenswert ist, daB keine ,,tranfiniten‘
SchluBweisen verwandt werden, sondern nur aus a:b groBer bzw. kleiner
als c:d gefolgert wird, daB a:b nicht gleich c:d ist. Dieser Schlul ist
aber auch in der intuitionistischen (,,finiten*’) Logik zulissig.

Satz 14 148t sich ebenfalls wie bei Euklid (aus 8—10, 13) ableiten
und mit seiner Hilfe ist weiterhin Satz 25 anthyphairetisch fiir all-
gemeine GroBen beweisbar, worauf nicht niher eingegangen sei.
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Y. Sitze der Gruppe B.

Varbemerkung., Die Sitze der Gruppe B sind im wesentlichen
dreiz 16, 22,22, Alle drei hiingen eng mit dem Begriff der Multiplikation
von GriBen mit GriBen und von Verhiltnissen mit Verhaltnissen zu-
sammen. Der tiefere Grund, warum diese Satze nicht in der anthyphai-
retischen Theorie fiir allgemeine ueyédy beweisbar sind, liegt darin, da
die beiden genannten Multiplikationsaufgaben in dieser Theorie nicht
unmittelbar lishar sind. In unserer Sprache gesagt: Es gibt keine ein-
fache Formel, die aus den Teilnennern zweier Kettenbriche (den Tei-
hangszahlen der entsprechenden Anthyphaireseis) die Teilnenner des-
jenigen Kettenbruchs zu berechnen gestattet, dessen Wert gleich dem
Produkt der Werte der heiden ersten Kettenbriche ist. Unsere ibliche
Multiplikationsformel fiir Verhiiltnisse (a:b)-(c:d) = ac:bd setzt voraus,
daB die Produkte ac und bd definiert sind, auch wenn a,b,¢, d all-
Remeine GriBen sind. Das ist aber nicht der Fall, sondern definiert ist
zaniichst nur a4-b und a+a= 2a, a+a+a=3a usw., d. h. maq,
Wo m cine natiirliche Zahl ist$),

Den Begriff der Multiplikation von Verhiltnissen kennt indessen
Euklid nieht cigentlich. Dagegen wird von ihm ein spezieller Fall davon,
die ,,Komposition* der Verhiltnisse a:b und b:¢ zu azc (d. h. [a:b]- [6:d]
= a:c), benutzt, wenn auch nicht definiert. Definiert wird nur der be-
sondere Fall der duplicata und triplicata ratio oder proportio (dezlaciewn
und rouviaator idyog). In VI, 23 (Beweis) heiBt es: ,,d1% 6 vic K zpog
e M Jdyos avyxcivar éx te Tob tii; K moos i A Idyov xal ©od i A
o8 Ty M. (,,Aber das Verhiiltnis von K zu M ist zusammengesetzt
aus dem Verhiltnis von K zu A und dem von A zu M.")

Betrachtet man nun die Sitze 16, 22, 23, so sieht man, daB sie ab-
geleitet werden konnen aus der Forderung der Eindeutigkeit und Kom-

mutativitdt der oben genannten , Komposition®. ‘

Satz 22. Wenn a:b = a’:0" und b:c=¥:¢’, so ist aic= a": ¢

Das bedeutet einfach die Eindeutigkeit der Komposition.

Satz 23. Wenn a:b=10":¢ und bic=a’:¥/, so ist aic = a’:¢’.

Ist die Operation (a:b)-(b:c) =a:cund (b’:¢) - (a’:8") = (a’:0") - (b":¢")
= qa’:¢’ eindeutig, so gilt der Satz. Zu beachten die Vertauschung bei

der zweiten Operation!

8} Man vergleiche etwa die Sachlage in der sog. Streckenrechnung ( Hi}be_rt,
Grundlagen der Geometrie, §15, O. Hélder, Streckenrechnung und projektive
Geometrie, Berichte d. Sichs. Ges. d. Wiss. math.-phys. KI. LXIIII 8. 671f.) u’n.d
auch schon im gewohnlichen Vektorkalkiil. — Der Vergleich der antiken geometri-
schen Methoden mit der modernen axiomatischen Untersuchung ist eine zwar sehr
interessante, aber auch umfangreiche, hier nicht angreifbare Aufgabe.
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Satz 16. Wenn a:b = c:d dann a:c = b:d.

Es ist (a:b)-(b:¢) = (b:c)- (c:d) infolge der Eindeutigkeit und Kom-
mutativitit der Komposition. Also a:c = b:d.

Euklid ist nun nicht in der Lage, Eindeutigkeit und Kommutativitit
der Komposition als bewiesen vorauszusetzen. Immerhin gelingt es ihm
im V. Buch, die Siitze 16, 22, 23 zu beweisen und damit die genannten
Eigenschaften der Komposition sicher zu stellen. Aber nur dureh einen
eigentiimlichen SchluB, der auf der spezitisch eudoxischen Definition der
Verhiiltnisgleichheit beruht und also sicher selbst von Eudoxos stammt,

Am Beispiel von (16): Der Satz (14): ,,Wenn a:b -- c:d, so ist, wenn
a grofer, kleiner, gleich ¢, auch entsprechend b grisBer, kleiner, gleich d*,
hat zur Folge a:c = b:d. Denn aus a:b == c:d folgt ma:mb == ne:nd; also
ist, wenn ma > == «< me, anch nb = - = pd, woraus nach Def. 5 (Eudo-
xos!) sich ergibt a:e = h:d.

Ganz analog sind die Beweise von (22), (23) gebaut.

Das Charakteristische an dieser Argumentation ist, die Einfithrung
der Produkte ma, mb, ne, nd, wo m, n willkiirliche natiirliche Zahlen
bedeuten. Damit ordnet Eudoxos die irrationalen Verhiiltnisse nach ihrer
GroBe in die Gesamtheit aller rationalen Verhiiltnisse m:n ein. (Wir tun
heute dasselbe bei allen unseren Theorien der reellen Zahlen.)

Es liBt sich unschwer zeigen, daB ohne die Einfithrung dieser Ver-
gleichsverhiiltnisse, rein auf Grund der Siitze 7—11, 13 —14, der Satz 16
ebensowenig zu beweisen ist, wie mit Hilfe der ,,algorithmischen‘
Sitze 12, 17 —19 allein. Denn es gibt Funktionen zweier Variablen f (z, ¥),
die allen Siitzen 7—11, 13, 14 gehorchen, aber doch nicht der Bedingung 16.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, daB von der anthyphaire-
tischen Theorie aus keine direkte Beweismiglichkeit von V, 16 fiir all-
gemeine GroBen besteht. Allerdings — das sei besonders betont —
handelt es sich um keinen axiomatischen Sachverhalt. Beweisbar sind
die Sitze 16, 22, 23 mittels des archimedischen Axioms und der iiblichen
anderen Voraussetzungen der Proportionenlehre. Andererseits sind zwar
die ,,algorithmischen‘* Proportionensitze ohne archimedisches Axiom
beweisbar, aber nicht Satz 8 usw. Was durch Eudoxos hinzukommt, ist
also nicht ein neues Axiom (wenn er V, def. 4 und X, 1 vielleicht auch
zuerst formuliert hat, dann aber im Zusammenhang anderer Unter-
suchungen, nimlich der ,,Exhaustionsheweise‘* des XII. Buchst), sondern
eine neue Beweismethode und von dieser Beweismethode aus eine neue
Definition der Verhiltnisgleichheit.

Es muB ein Ubergangsstadium (zum mindesten im Geiste des Eudo-
x0s) zwischen beiden Theorien bestanden haben, in dem zwar noch die
alte anthyphairetische Definition in Geltung war, aber die spiitere
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cudoxische Definition als beweishare charakteristische Eigenschaft
zweier nach der alten Definition gleicher Verhiltnisse fungierte. Es
erwies sich dann als ikonomischer und durchsichtiger, die alte Definition
ganz fallen zu lassen und die charakteristische Eigenschaft von vorn-
herein als Definition zugrunde zu legen, womit allerdings ein ziemlich
weilgehender Umbau der ganzen Theorie verbunden war.

Gewonnen wurde bei alledem schlieBlich eine ganz fir beliebige Ver-
hiltnisse allgemeiner Grofien giiltige Theorie, wihrend die alte in
ihrem zweiten Teil auf solche Allgemeinheit zu verzichten gezwungen war.

Wir kehren nunmehr zu dieser alten Theorie und zwar zu eben
diesem | zweiten Teil* von ihr zuriick.

Ohne die eudoxische Methode war man nicht im Besitz einer 5, Mul-
tiplikation** von Verhiltnissen allgemeiner Grifen oder von diesen
selbst. Dagegen war das ,,Produkt® zweier Strecken der Sache nach seit
alters her bekannt, nimlich das Rechteck aus diesen Strecken.
Eine solche wProduktdarstellung® spielt schon in der sogenannten ,,geo-
metrischen Algebra* des . Buchs der Elemente eine ausschlaggebende
Rolle, ferner im \., nach unserer Auffassung in seinen Anfingen , thed-
tetischen® Buch. (Zu vergleichen sind ferner die ,,ebenen Zahlen“
[éntiedor dptdpoi] der ebenfalls ,,theitetischen Biicher® VII—IX.) Diese
Darstellung garantierte von vornherein die Eindeutigkeit und Kommu-
tativitit der ,,Multiplikation*?).

Fir diese Art der Betrachtung ist Satz 16 der Schliisselsatz des
zweiten Teils der Theorie. Die Beweise gestalten sich wie folgt. ‘

Satz 16. Wenn a:b = c:d, dann a:c = b:d.

Der Beweis kann entweder gefihrt werden nach der Methode von
Smith und Bryant?8) (1901) mit Hilfe von VI, 1 allein oder in engerem
AnschluB an das historische Material in folgender Weise.

Der Beweis wird natiirlich fiir alle GroBenarten, fiir die er iiberhaupt
moglich ist, gesondert gefithrt, und zwar zunichst fir Strecken. Man
muf} den 1. und den 16. Satz des VI. Buchs heranziehen. Das letzte
Theorem besagt: ,Wenn vier Strecken proportioniert sind, ?st das
Rechteck aus den duBeren Strecken gleich demRechteck aus den inneren
Strecken und umgekehrt.” (Wenn a:4 = ¢:d ist ad = b c und umgekeh'rt.)
Er ist ein Spezialfall von VI, 14, der dasselbe mit Bezug auf gleich-

*} Vgl. zu der ganzen Frage der Multiplikation H. Hankel, Zur Geschichte der
Mathematik im Altertum und Mittelalter, Leipzig 1874, S. 389; H. G. Zeuthen,
Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Kopenhagen 1896, 8. 441.,

1451, ] '
3) S. Heath, The thirteen books of Euclid’s elements, Cambridge 1908, Vol. 11,

p. 1651,
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winkelige Parallelogramme sagt. Im Beweis von VI, 14 werden nur die
Satze V, 7, 9, 11 und V1. | (und zwar fur Parallelogramme) benutzt. Die
Sitze aus V gehoren zu den im ersten Teil der alten Theorie bewiesenen;
VI, I wird zwar von Eankhid mit Hilfe von V, def. 5 bewiesen, ist aber
gerade derjenige Satz, an dem Aristoteles in der Taopikstelle, von der
wir ausgingen, die ,,antanairetische Definition der Verhiltnisgleichheit
entwickelt. Von ihm wissen wir also dokumentariseh, daB er durch
parallele Antanairesis fir yoappal und ywoia bewiesen wurde. Der alte
Beweisweg von V, 16 Lilt sich also g0 rekonstenieren: Beweis von V, 16
iitber V, 14 oder auch direkt aus VI, 1 und den genannten Proportions-
siitzen. Mit Hilfe von VI, 16 dann folgender SchluB: a:b - e:d, ad - be
(VI, 16) oder ad =cbh, a:¢c = b:d (VI, 18). Damit ist man fur Strecken
am Ziel.

VI, 1 dient dann ebenfalls dazu, den Satz anf Parallelogramme zu
iibertragen; X1, 25 bewirkt das gleiche fur Parallelepipeda, XTI, 13 far
Zylinder. (Die euklidischen Beweise sind samtlich, wie bei VI, 1, anthy-
phairetisch durchzufithren.)

Bei allgemeinen krummlinigen Figuren, pyramidal und krumm-
flichig begrenzten Kirpern usw. stofit man aber anf Schwierigkeiten,
die die Griechen hichstwahrscheinlich dureh das Postulat der Existenz
der vierten Proportionale in den betreffenden Fillen aberwunden haben?®),

Zu beweisen bleiben noch 22, 23; denn 24 ist aus ihnen eine leichte
Folgerung, die wie bei Euklid bewiesen werden konnte. (14, 20, 21 waren,
wie schon gesagt, in der alten Theorie nicht enthalten, obwohl sie natiir-
lich sich leicht bzw. aus 16, 22, 23 riickwiirts ergeben hiitten.)

Satz 22. Wenn a:b = a’:b" und b:e==b':¢’, dann a:c = a’:¢'.

Als Vorbild fir den wahrscheinlich alten Beweis dieses Satzes kann
der ,,thedtetische* Beweis des analogen ,,ex aequali‘‘-Satzes fiir Zahlen,
VII, 14, dienen. Dieser verliuft so: Aus den beiden Voraussetzungen
folgt durch &aiidrrew a:a’ = b:b’ und b:5' = c:¢’. Daraus nach V, 11
a:a’ = c:¢’ und daraus (évaiidf) a:c=a':c.

Heath (Vol. 11, 314) erhebt gegen diesen Beweis den Einwand, da8
durch ihn der Satz nur fiir vier GroBen gleicher Art bewiesen sei,
withrend er doch auch noch gelte, wenn a, b, ¢ von anderer Art seien
als a’, b’, ¢. Indessen innerhalb des Giltigkeitsbereichs der anthyphai-
retischen Theorie macht das nichts aus. Denn man kann sich mit
VI, 1 und den analogen Siitzen helfen!°).

Satz 23. Wenn a:b="¥0":c und b:c=a’:b’, dann a:c = a’:c'.
Nach VI, 16 besagen die Voraussetzungen, dal ac’ = bb’ und b¥’

% S. die Ausfithrungen in der zweiten Studie.
10} Vgl. Heath, L ¢. p. 166.
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= a'e. Also ist ae’ = a'c und, wieder nach VI, 16, a:c = a’:¢’. Auch
dieser Beweis gt zuniichst nur fir Strecken, kann aber leicht auf alle
werlaubten GraBenarten ausgedehnt werden.

Es fehlt einzig noch Satz 4: Wenn a:b = c:d, dann ma:nb = me: nd.
1,.)m~ Beweis liegt auf der Hand: Aus der Voraussetzung ergibt sich durch
Vo6 aze - bid, daraus durch V.15 maime = nb:nd, daraus wieder
durch V', 16 die Behauptung. Ob der Satz allerdings in der alten Theorie
\’urlf:'nn. ist sehr zu bezweifeln.

Uberhaupt ist bei aller Einfachheit des Aufbaus dieser rekonstruierten
n“.““" Theorie'* natiirlich nicht gesagt, daB sie so in allen Stiicken
existiert, hat, Es ist daher vielleicht nicht uninteressant, zu bemerken,
«l‘aﬂ Aristoteles scheinbar nur folgende Proportionensitze erwihnt:
V12 (Eth, Nie, V, 7 {1131b 14)) und V, 11, 16, 24 (d. h. implizit 22),
f'nflliv‘h den Satz: ,a:b = c:d impliziert, daB aus a > b folgt ¢ >d", der
keineswegs, wie Heath meint, mit V, 14 Gquivalent ist und ohne weiteres
aus der antanairetischen Definition der Verhiltnisgleichheit sich ergibt
(diese siimtlich Meteorl. 111, 3, 376a 11-26). Dabel ist merkwiirdig, daf
23 fehlt und andererseits auch 8—10, 13. Uberlegen wir, was in unserer
Rekonstruktion sonst gebraucht wurde, so ist davon VI, 1, wie wir
Wissen, schon aristotelisch, dagegen ist iiber VI, 16 (bzw. 14) nichts be-
kaunt. Nun brauchen wir V I, 16 nicht unbedingt, wenn wir V, 23 weg-
lassen ), denn wir kénnen ja V, 16 nach Smith’ und Bryants Methode
mittels VI, 1 allein beweisen und daraus V, 22, 24. Das ist deshalb inter-
essant, weil der Beweis von VI, 16 den Satz V, 9 verwendet, den Aristo-
teles nicht erwihnt und der auf V, 8 zuriickgeht. Das heiBt wir konnen
so alle Sitze der Gruppe A, die auf ,,Konvergenzbetrachtungen* be-
ruhen, aus der Theorie herauslassen. Nun 148t sich nicht leugnen, daf
die Konvergenzbetrachtung im Beweis von V, 8 bedeutend schwieriger
ist als alles sonst in der Theorie; es wire also wohl moglich, daB sie
gelehlt hat11s), :

Wie dem auch sein mag, jedenfalls ist jetzt gezeigt worden, daB eine
anthyphairetische Proportionentheorie einfach und in sich konsequent
aufgebaut werden kann und zwar teilweise fiir allgemeine GréBen, zum
Teil aber auch nur fir bestimmte einzelne GroBSenarten.

Die rekonstruierte Proportionenlehre geniigt aber vollkommen, um
die Theorie des X. Buchs der Elemente darauf zu griinden. Denn die
dort verwendeten Griflenarten beschranken sich auf Strecken und

Rechtecke.

1} Bemerkenswert ist, daB V, 23 in den Elementen nicht wieder benutzt wird,

dagegen wohl bei Archimedes.
Hw) V, 22 ist also fiir Strecken

medisches Axiom beweisbar,

, nicht aber fur allgemeine GroBen, ohne archi- .
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1.

Nachdem nunmehr der gegen unsere These von der theiitetischen
Proportionenlehre als Grundlage von Buch X erhobene Einwand als
erledigt gelten kann, kiinnen die abrigen Euklid-Biicher auf ihr Ver-
hiltnig zum V. Bueh hin gepriift werden.

Entscheidend wird dabei sein, wie weit gedankliche Grundlagen und
sprachliche Ausdrucksweisen, die aus dem V. Buche stammen, auBer-
halb seines Bereichs verwendet werden. Es handelt sich dabei einmal
um den Begriff und Namen der ,allgemeinen GriBe® (udyeinz) und dann
um die charakteristiseh ,,eudoxischen® Definitionen 5 und 7.

Nun liegt die Sache, abgesehen von Bueh X, ganz klar. Das Wort
witéyedost kommt weder in Buch I—1V noch in VII—IX vor, dagegen
vereinzelt in VI, NI, NIL Und 2war geschieht das letztere genaun an den
Stellen, an denen die 5. Definition des V. Buchs zitiert wird, niimlich in
VI, 1,33; X1, 25; XII, 13, In allen diesen Fillen handelt es sich um
dieselbe feste Formel, die mit den Worten beginnt: , ,rroodonr 81 dvrar
peyedav', und dann die Anwendung der eudoxischen Definition der
Verhiilltnisgleichheit ausspricht. Sonst kommt péyeios nicht in den ge-
nannten Biichern vor, mit einer Ausnahme, die aber die Regel durchaus
bestiitigt. Es ist dies das ausdriickliche wartliche Zitat von X, 1 im
Beweis von XI1, 212), In genauer Ubereinstimmung damit wird V, def.
sonst nirgends verwendet und def. 7 erscheint iiberhaupt niemals auller-
halb des V. Buchs.

Die genannten Fille der Anwendung der eudoxischen Definition sind
simtlich genaue Analoga von VI, 1 und kinnen ebenso wie dieser durch
die aristotelische Topik belegte Fall ohne weiteres auch ,,antanairetisch®
behandelt werden. Mit anderen Worten: Es handelt sich bei diesem Vor-
kommen des allgemeinen GroBenbegrifls und der eudoxischen Definition
um eine duBerliche Retusche eines spitéren Uberarbeiters des theite-
tisch-eudoxischen Materials; es steht nichts im Wege, sie wieder riick-
gingig zu machen. Denn irgendwelche weiteren Eingriffe in die Beweise
sind nicht vonndten und zugleich verschwindet der den betreffenden
Biichern sonst ganz fremde péysfoc-Begriff.

Es ist wahrscheinlich, daB diese Uberarbeitung erst von Euklid
selbst herrithrt. Die bekannten Worte des Proklos iiber ihn (in Eucl.,
p. 68, 79 Friedl.) gewinnen so eine ganz prizise Bedeutung:

&

1o Edxieldne 6 ra otoryeia sy« - - Euklid, der die Elemente zu-

aa oy

ovvayayov xal moila uév tov sammenbrachte und Vieles von Eudo-

12y Das Zitat ist an sich seiner Form nach ganz ungewdéhnlich und vielleicht eine
spitere Hinzufiigung, aber fiir unser Argument ist es ohnehin gleichgiiltig.
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LeS6ov avrrdtaz, moiid 88 Toy x0s (Herrithrende) zusammenordnete,
Ocarijrov reicmadueroy . . Vieles aber von Thedtet (Stammende)
vollendete.©

Das gerrdrrser der endoxischen Forschungen besteht in der Voran-
stellung des V. Buchs vor allem vor das XII. (das, wie wir spiter genauer
zeigen  werden, chronologisch der ,allgemeinen Proportionenlehre
endoxischer Neupriigung vorzuordnen ist). Die Biicher VI, XI dienen
als \"nrlmroimng von X und schlieBlich werden noch VII—X da-
zwisehen geschoben, vermutlich wegen X, 1. Das X. Buch (und vielleicht
auch einiges in VII—1X) stellt dagegen die ,,Vollendung* der theiite-
tischen Untersuchungen dar (roiie or Beatnijrov telewadueros). Es ist
dahber auch verstiindlich, dal dort, wo die Mitarbeit Euklids intensiver
war, der péyedog-Begrifl cine groBere Rolle spielt; er kommt dort in der
Tat in Def. { und 2 und den Siitzen 1-8, 11—-13, 15—16 vor. ;

Es bleibt jetzt allerdings noch eine sehr wichtige Frage zur Beant-
Wartung iibrig: Die Tragweite der anthyphairetischen Proportionenlehre
erwies sich in ihrem zweiten Teil (Sitze der Gruppe B) als beschrankt
aul Strecken und ihnen ,verwandte® Gebilde, auf die sich die fiir
Strecken gefundene Siitze itbertragen lieBen, d. h. geradlinig begrenzte
Figuren, Parallelepipede, Prismen, u. U. Zylinder. Reicht sie sachlich
fiir die Beweise der Biicher VI, X—XII hin? Das ist zu bejahen fiir alle
diese Biicher auBer dem XII.

Im XI1. Buch allerdings kommen Proportionen zwischen krumm-
linigen Gebilden vor, die streng genommen nicht mehr mit der vor-
eudoxischen Lehre begriindet werden kinnen. Aber Euklid, wie .ﬁber~
haupt alle antiken Autoren, helfen sich mit dem Postulat der Existenz
der vierten Proportionalen, das — stillschweigend — auch in den Fillen
angewandt wird, in denen es nicht, wie fiir Strecken (vgl. VI, 12) kon-
struktiv bewiesen werden kann. Das Merkwiirdige an der Sachlage ist
nun, daB es tatsichlich maglich ist, das genannte Postulat im XII. Buch
zu vermeiden und zwar auf Grund der neuen eudoxischen Verhaltnis-
definition. Die Frage ist allerdings verwickelter als es zunichst a.ussieht
und wird erst an spaterer Stelle behandelt werden. Die hishef‘ vorliegende
Lisung von Hasse und Scholz!®) geniigt némlich noch nicht alleg an
sie zu stellenden Anforderungen; denn sie verwendet eine ,,transfinite*
SehluBweise (vollstindige Disjunktion zwischen dem Gleich-, Gr6.13er~
und Kleiner-Sein von Verhiltnissen), die sonst nicht in der antiken
Mathematik vorkommt. Aber wir werden zeigen, daB sich eine einwand-
freie Losung geben lifit. Nichtsdestoweniger macht aber, wie schon

SO

13} H. Hasse und H. Scholz, Die Grundlagenkrise der griechischen Mathe-
matik, Kantstudien, Bd. XXXIII, S. 4ff., insb. S. 26f. ,

Quellen u. Studien Math, B IL 23
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gesagt, weder Euklid noch sonst ein griechischer Mathematiker von
dieser Moglichkeit Gebrauch.

Es besteht also der eigentiimliche Tatbestand, dal die neue Pro-
portionenlehre des Eudoxos in dem einzigen Punkte, in dem sie der alten
anthyphairetischen in rein mathematischer Hinsicht aberlegen war,
nicht ausgenutzt wurde. Es gibt keinen einzigen Satz der griechischen
Mathematik, der mit ihrer Hilfe zum erstenmal oder wenigstens strenger
als frither bewiesen worden ist. Thr Vorzug bleibt also auf rein ,Jogi-
schem*, gewissermaBen akademisch-philosophischem Gebiet. lm for-
malen péyedos-Begrifl werden alle die einzelnen anschaulichen Fille von
GroBe ,,in eine Idee zusammengeschaut® (si; piny diuy avvopdvra
Phaedr. 273¢). Das ist ganz offenbar platonische Denkweise und in
ihrer Betiitigung wird man den Einflu Platons selbst auf Eudoxos und
seine unmittelbaren Nachfolger sehen missen. Dabei sei hier dahin-
gestellt, ob schon Eudoxos oder erst die Spiteren (vielleicht Theudios¥),
Hermotimos oder gar erst Euklid selbst) den Terminus pfyedoz in die
Aussagen der neuen Thearie cinfithrten oder ob er selhst sich noch mit
der unbestimmteren Ausdrucksweise des absoluten® Artikels ,,vo ...,
td. .., wie siec Euklid noch in den Notiones Communes des 1. und
selbst manchen Theoremen des V. Buchs (wie z. B. 2—4) erhalten hat,
begniigte.

Es spricht also nichts dafiir, da das XTI Buch dem V. nachfolgt.

Es fragt sich nun aber, ob den vorgebrachten negativen Griinden,
nach denen fiir die Abhiingigkeit der ibrigen Euklid-Biicher von V.
nichts angefiihrt werden kann, sich nicht positive Griinde fir eine
solche Unabhiingigkeit zur Seite stellen lassen.

Eine Reihe solcher Griinde ist lange bekannt. In erster Linie die
villige Unabhiingigkeit in der Beweisfihrung und zum groBten Teil
auch in den Definitionen der arithmetischen Biicher VII—I1X. Hervor-
zuheben ist insbesondere die Definition der Verhiltnisgleichheit selbst
im kommensurablen Fall, VII, def.20 (Heiberg), die sich durchaus
nicht als Spezialfall von V, def. 5 darstellt. In zweiter Linie kommt die
Verwendung eben dieser Definition VII, def. 20 innerhalb des X. Buchs
in Frage. In den Beweisen von X, 5, 6 Euklid folgert das Bestehen einer
Proportion I:4 = 1:4 daraus, daB die Einheit die Zahl 4 ebenso oft
miBt wie die GroBe I' die GroBe A (iodxes doa 7 povas Tov A petoet dptduoy
xal 10 I" péyedog 10 A+ Eotw dpa w5 10 I’ 71p6¢ 16 A, ofrws 1) povag meos

1} Vgl. Proclus in Eucl, p. 67, 14—16 (Friedl): Oebdiog . ... xul yip &
crotyeie nuhivg ovvitaley xul moldd tdv bpuxdy (dies die iberlieferte Lesart, die der
von Solmsen emplohlenen psoixdy m. B. vorzuziehen ist) xaBolixdreoa fxoinoer.
Theudios soll also viele Definitionen (deot) allgemeiner gestaltet haben.
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ror 1), Ahnlich in X, 6. Das Kriterium der Proportioniertheit wird also
(bei ciner aus Zahlen und GriBen gemischten Proportion!) nicht in der
wallgemeinen® Definition V, 5, sondern in der speziell fiir Zahlen giltigen
VL 20 gesucht. Das ist schon von Robert Simson bemerkt worden ).
Ahnliche, wenn auch nicht so scharfe Einwinde kénnen gegen X, 9
erhoben werden, welcher Satz ja auch dem Theitet ausdriicklich vom
Seholion zugeschrichen wird. Trotz der Verwendung des aus V stam-
menden pfyridos-Begriffs wird also die tiefere und allgemeinere Be-
trachtungsart aus V nicht mitibernommen — ein Beleg fir Euklids
mitunter bis zur Inkonsequenz getricbene Ehrfurcht vor der Uber-
hieferung.

Fin merkwirdigerweise wohl noch nicht in diesen Zusammenhang
gebrachter weiterer Fall*®) aus dem VI. Buch verdient Erwdhnung: Im
Beweis von Satz 9 wird aus der Proportioniertheit von vier Strecken
geschlossen, daB, wenn die erste das Doppelte der zweiten ist, auch fiie
dritts Strecke das Doppelte der vierten ist¥?). Das ist wiederum eine
Anwendung nicht etwa der 5. Definition des V., sondern der 20. Defi-
nition des VII. Buches®®), das bei Euklid doch erst auf das
VI, Bueh folgt! Also auch hier dieselbe Abhingigkeit von der alten

wtheiitetischen® Begriffshildung.

b.
hichtliche und textliche Material, das aufler den ,,Elemen-

e der anthyphairetischen Proportionenlehre zur Ver-
daher jede Andeutung ausgenutzt

chon oft behandelte Stelle in der
Kapitel 5 (p. 74a, 17—25).

Das gese
ten* iiber die Frag
fiigung steht, ist gering. Es mL}B
werden. Da ist nun zu nennen eme $
aristotelischen Zweiten Analytik, I Buch,
Und da die Innenglieder einef" Pro-
rtion vertauschbar sind, — wie das
dert bewiesen wurde fir

< . .npo r

xal vo drvdioyov Ot valids, 3
N A

dopol xai jj yeaupai xal 7 fﬂl v

; v domep  frither g '
o e, ’a;m’g Zahlen, Strecken, Korper und Zeiten;
3 ! ~ M - ’
A fZO "hreI;d es doch gezeigt werden konnte

) 3 d d dro- Wi / :

tE10y Y& xata AWTOY A & i Konnts
: y j  beziiglich aller durch einen

delter deuydipar Gild da 70
Glaguae 1756, Liber quintus

15) Euclidis Elementorum libri If)';im{;s( ;e;;egic.,
~ 14}, nota ad prop. C Lib. . 360). \ Nota. pp. 145, 361)
pmri“) LDE)I::’hl;:\}‘:ﬁhnt auch R. Simson (L c Lib. V. Prop. D et ! pP
den Satz VI, 9 als ungeniigend bewiesen. o § B2 nphs v T e
1;)( &:y(ilo,yov doo forly & #§ I'd meos =¥ 4 ,At::; o von V0.
) js - duh) Gee s 4 B2 - ‘( foov xel 6 Toiros TOD TETAQPTOV
" ,)‘sfjji W;t;-&vd’loyév slowy, Gray 6 wedTO§ TOV g"svt gzt;;!u L el o o
B ; 7 ded fog;}r&m’n&ygn. , def. 20. !
fos ¥ vtollarfileloilln ?zgggn!:ieg gelegte Definition gestaltet gewesen sein.
Vorbild muB die in Vi, | o
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nrp Elvat oropaoudroy Tt dyta
tatta &, antduol pujxy yoovos
oTEDER, 2l £10€L dragloety (il
haw, ywols Einpfldvevo. viv 08
zadolov Oeizvvran: ob ydo ]
voauual 7 1 amduoi vijeyer,

gangd. Aber, weil Alles dieses (als)
Eines {genommen) nicht irgend etwas
genannt war (irgendwie hieB), Zahlen,
Langen, Zeit, Korper und dem Aus-
sehen (der anschaulichen Gestalt) nach
sich voneinander unterschied, wurde os

air’ 3 Todl, 6 zadoiov Vmori-  gesondert erfaBt.

Jetzt aber wird  die Eigenschaft am
Ganzen denn sie bestand
nicht, soweit es sich wm Strecken ader
Zahlen <handelte), sondern um  das,
was als Lallgemein® bestehend  (sub-

sistierend) vorausgesetzt wird,

devrae tmdoyer,

bewiesen,

An dieser Stelle ist in erster Linie hochst bhemerkenswert die Er-
withnung des Fraiiaf-Satzes V16, An und fur sich kinnte das ein
beliebiges Beispiel sein. Bedenkt man aber, daB dieser Satz geradezu
der Schliisselsatz fiir die Proportionentheorie der Gruppe B ist, so wird
die Annahme seiner bloB zufiilligen Erwihnung sehr unwahrscheinlich.
Ebenso wie Aristoteles in der Topikstelle VI, 1 einen fundamentalen
Satz der anthyphairetischen Theorie nicht zufillig herangezogen haben
kann. In beiden Fillen wurden vielmehr den Hérern seiner Pragmatie
bekannte und wichtige Beispiele in Erinnerung gebracht, diese An-
fithrungen sind zugleich Anspiclungen auf beriithmte wissenschaftliche
Fragen der Zeit.

In der Tat war ja die Theoremgruppe B ,.cinstmals* (xoré) nicht
mallgemein** (xadsiov) beweisbar, sondern nur ,.gesondert (ywols).
nJetzt® (»dv) aber wird sie allgemein bewiesen, nimlich durch die neue
eudoxische Theorie.

Indessen mul ein Zweites die Aufmerksamkeit erregen. Als Grund
fur die friher bestehende Unméglichkeit, das éraiidé allgemein zu be-
weisen, wird nicht eine mathematische Schwierigkeit genannt, sondern
eine rein ,logische®, geradezu in dem wortlichen Sinn von idyoz, nimlich
Rede. Weil der Name fehlte fiir ,,dies Alles als Eines**, konnte der
allgemeine Beweis nicht gegeben werden. Ist das nicht ein ganz anderer
Gesichtspunkt als der, von dem aus wir die Sache ansehen? Man darf
das Namengeben nicht in allzu engem, rein sprachlichem Sinn fassen:
Aristoteles selbst gibt weder hier noch an der in vielem verwandten
Stelle der Metaphysik (Buch M 2, p. 1077a,9—12)1?) den Namen an,

19) {n poagerar fva xaddiov Ind rav padnuarixdr wapk tadras tas obolag. {orar
ovy xal oy g &y obela perafd xeywptopfrn tor v idedv nal tdv prrald, ¥ obre
dotPuds foriy obre oniypal ofice péyidos obire zodvos. Vgl. auch Alexander Aphrod.,
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sondern gebraucht Umschreibungen. Euklid sagt im V. Buch peyédy
aber gerade dieses Wort péyedo; verwendet Aristoteles an der zweitj
gvmfnntvn Stelle zur Bozeichnung einer besonderen GriBenart oder
\\‘vfu:stvns mathematischen Gegenstandsart neben dotdus:, oy und
zporng, wihrend ja die erste Stelle dorduol, yoaupal, ateged, yodvor bzw.
m:m'{um', sy, yodves, areoed hat. Gemeint ist also entw;der ;u}zo; oder
vielleicht anch, wie nach sonstigem aristotelischen Sprachgebrauch nicht
unwahrscheinlich?), die entweder ein- oder zwei- oder dreidimensionale
Hmn’nmn‘sl}o"). Aristoleles errcicht also den reinen ,,formalen 1éyedoc-
lfv;mﬂ. den wir Euklid zuzuschreiben pflegen, sprachlich noch nicht.
Ir 'moim aher den Begriff desjenigen Allgemeinen, das in irgendeiner
Weise diber den anschanlich erfaBbaren Gestaltarten (¢idy) als mathe-
matischer Gegenstand anzusetzen ist. (Den Charakter dieser ofola emp-

findet er freilich als sehr problematisch.)) - .
‘ Und gerade die erste Erfassung dieses allgemeinen Begriffs, dieses
whiheren Eidos iiber die anschaulichen Arten der bekannten mathe-

i Metaph, ad loc. (p. 705, 32~706, 25 Bonitz). — Dort wird iibrigens p. 706, 1—2
auffallender- und nicht recht verstindlicherweise VI, 16 neben 1, not. comm. 3 als
xadldiop roagopsvor zitiert,
. ™) Vgl vorlivfig den Bonitzschen Index Aristotelicus sub verbo uéyedos,
inshes, p. 449a, 28—47.

¥) Vgl. 2. B. folgende Stellen: de coelo 1,1 {p. 268 7): peyifovs 7o pdv 8¢’ By
Yeapprj, to d° éxl ddo dxizmedor, 10 8° {1l volu odpe; Met. 413 (p. 10202 11): peyédovg
o gly (g’ Ty avregly pixos, 15 8" fxl dio aldrog, 1o &7 fa) vl fddos; vgl. auch
de anim. 11, 11 (p. 4232 22) u. a. : » '

) Vgl. die Forisetzung der zitierten Metaphysikstelle p. 1077a 13—14: &
Tobro d&ddraror, dilor ot wdxeive ddévaroy slver xsywpropdva viw. aledyrav (cf.
Alexander 1. ¢.). — Weiterhin ist heranzuziehen Anal. Post. I, cap. 2& {p. 85a 13 bis
86a 30), Die Erorterung behandelt das Problem, ob der Beweis xa&élov oder xxrd
uéoos (= ywels an der Stelle p. 74a 17-~25) ,besser** {Bsiriww) sei. Gegen den ,all-
gemeinen* Beweis wird geltend gemacht, daB er den Glauben erwecke, es gibe
etwas neben den einzelnen Dingen (s wood v¢ xe® fxaore). So: ein allgemeines
Dreieck, eine allgemeine Figur oder Zahl neben den einzelnen. Zur Erliuterung
wird in Parenthese die Proportionenlehre angefiihrt, p. 85a 87—b 1: mpoidvreg
y&e duxvdovay, domse meol tod dva dyow, olor ore 8 (fort. omittendum) 3y § =
towobror, forar dve Adyor, b ofre youuuy oft’ deiduds odre orspedy obr’ éximsdor, ddla
Topk tadre . {,,In der Argumentation vorwirtsgehend zeigen sie {die Existenz der
nallgemeinen Gegenstinde'}, wie bei den Proportionen, so z. B.: Wenn etwa
etwas Derartiges [ndmlich ,,Allgemeines*] sein sollte, wird es in Proportion stehen, -
[etwas] was weder Strecke noch Zahl noch Kérper, noch Ebenen-[stick], sondern .
etwas ,neben* diesen.). — Spiter (p. 85b 18—21} wird das ganze Argument
zuriickgewiesen: es sei nicht notwendig v mepd redre anzunehmen, was ein Eines
offenbar mache, dre v dniof, ebensowenig wie bei anderem, was kein ,etwas” (=)
bedeute, sondern eine Beschaffenheit {mo:dv} oder eine Beziehung {meds v:) oder ein
Tun (motslv), ~ Die Proportionen und Verhiltnisse werden also als Bezichungen
(mpds 71 = oyforg bei Euklid) aufgefaBt, die allgemein gelten kénnen, ohne daB sie
zwischen allgemeinen Gegenstéinden als Terminis stattfinden.
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matischen Gegenstinde hinaus ist es. was Eudoxos, dem Freunde Pla-
tons, zugeschrieben werden mub 3). Gerade diese Erfassung und Durch-
setzung des allgemeinen Logosbegrifis, des Logos zwischen beliehigen
GriBen, ist seine groBe Leistung als Platoniker!

Uber die Art seines sprachlichen Ausdrucks dieses nenen Gedankens
soll damit noch nichts gesagt sein. Auch das werde nicht entschieden,
ob er als erster die Theoreme der Gruppe A, die sachlich allgemein
giiltig bereits in der anthyphairetischen Theorie beweishar waren, zuerst
allgemein formulierte oder ob das schon vor ithm geschah ), Auffallend
ist jedenfalls, daB noch Archimedes das sog. .archimedische Axiom*
getrennt fiir die einzelnen anschaulichen GriBenarten anfihrt 2%) und
als tdde ta Mjpupara bezeichnet 26). Da er fur die mit dem Lemma beweis-
baren Theoreme ausdriicklich Eudoxos zitiert, niemals aber Buklid, so
kann in diesem gesonderten Anfithren der Lemmata, wie O, Toeplitz
bemerkt hat, sehr wohl ein Riickgang aufl die Originalschriften des
Eudoxos liegen?7?),

Endlich sei noch ein letzter Punkt, nicht ohne Zogern, erwihnt.
Zeuthen?®) hat die These vertreten, die aus Platons ,, Theitet** so be-

3y Vgl Plato, Philebus 15\, Parmenides 128 F—130 A,

) Proclus, in Euclid, p. 67, 3—5, sagt: Efdelo; .... mpearos rar xadlov
xckovufvay Propnudrar 1o aiilos nitnerr. Doch ist dies natiirlich sehr vieldeutig.
Zwar ist es richtig, daB die neuplatonischen Schriftsteller bei den x«®dlor $ropipare
vor allem an die Proportionenlehre denken, so Jamblichus, de communi mathe-.
matica scientia, cap. V, p. 18, 24 ss., 19, 2 s5. (ed. N. Festa) und Proclus selbst,
in Bucl,, p. 7, 11—8, 4; 9, 4ss.; 60,24ss.; 391, 22ss. Aber es werden auch andere
Theoreme, z. B. der Satz von der Winkelsumme im allgemeinen Dreieck als xa®dlov
bezeichnet, so gerade Aristoteles, in unmittelbarer Fortsetzung der Bemerkung
itber das fvaildf, Anal. Post. I, 5, p. 7ha 25—b 4.

%) Die Stellen sind: de sphaera et cylindro, postulatum 5 (Opp. ed. Heiberg,
Vel 1, p. 8, 23—27), de lineis spiralibus, praefat. (Vol. 11, p. 12, 6—11), quadratura
parabolae, praefatio (Vol. II, p. 264, 8—22),

26} Dije Wendung rdds ré Ajuucre steht 1c. Vol. 11, p. 12, 7 allerdings — u. E.
unbegriindeterweise — nicht im Heibergschen Text (der réde 7o ijuuc liest), wohl
aber durchweg in der Uberlieferung, wie der Apparat ausweist.

27} Auch die Stelle aus quadrat. parab. (Vol. 11, p. 264, 6—22) ist im Heibergschen
Text entstellt. Zunichst ist, wie Toeplitz und Solmsen bemerkt haben, p. 26%, 19
das Kolon nach dem Worte {gov in ein Komma zu verwandeln und wohl zweck-
miBigerweise entsprechend in 1. 16 das Komma nach ypwuéror in ein Kolon. Dann
ist m. E. 1. 15 «it6 ¢ Afupare (,,von dem Lemma selbst*) nach der Cherlieferung
(Cod. A) gegen Heibergs Lesung aite (rotre) té ijupart wiederherzustellen,
ebenso 1. 22 jupere (oder vielleicht Ajuue [r]) gegen H.s Lesart Ajpue . Die
Beziehung auf Eucl. El. X, 1 ist irrig, mit «drd rd Ajpue ist der Hilfssatz fir Flichen
(ywole) gemeint, der diesem ,dhnliche* ist die entsprechende Fassung fiir Korper.

28) H. G. Zeuthen, Notes sur I’histoire des Mathématiques VIII (Sur la con-
stitution des livres arithmétiques des Eléments d’Euclide et leur rapport a la question
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rithmten Irrati 13 j /
ationalititsbeweizse [i i
! § J & 1] 1
Kyrene gegeben hat, seien auf G rdl/§ bfs y17, die Theodoros von
chen den it » seten auf Grun der Kettenbruchentwicklung (d. i.
et Anthyphairesis) dieser irrationalen Verhaltnisse }/3:1 usw.
ﬂ,lm ' W nnl'o‘n, durch den Nachweis ihrer Periodizitit, also ihreé Nicht‘
[ P 3 1 ’ ]
oo l;.'n.«. I (.vcphtz“) hat dazu bemerkt, daB sich das Aufhoren der
o G (ixo;o: einzeln gefihrten Beweise bei ;/'1_'7 dadurch bedingt sein
onne, dab die Pertode der ni
) ; , , niichsten relev d ; i
linger und der Beweis also wesentlich scE; a'nt?n , Uf'l‘?l{ l@’ eaia
wels als S : hwieriger sei 1 7 -
ol g , als bei den vorher
TriflL di . )
Verl “;m‘dmse Hypothese zu, so bedeutet das, daB bestimmte irrationale
“‘i(‘kl'«l inisse \'o.m Lehrer Theiitets (!) durch ihre anthyphairetische Ent-
| klung als ecindentig gekennzeichnet angesehen worden wiren. Und
( “S " - - . - e .
- “?tf prinzipiell geschen3?), nichts anderes als die ,,antanairetische'
efinition der Verhiiltnisgleichheit.
. Indessen handelt es sich bei alledem nur um eine Hypothese, die
keineswegs die einzig mogliche ist®!). |

* *

*

_ I)n.miL sei diese erste Studie abgeschlossen. Die Aufgaben, mit denen
sich die zweile beschiftigen soll, sind die bisher zuriickgestellten drei
Probleme (1) der logisch-sprachlichen Entwicklung des péyedog-Be-
griffs bei den Mathematikern und Philosophen, (2) der scheinbar grund-
losen Annahme der Existenz der vierten Proportionalen auch ohne kon-
struktiven Beweis und endlich (3) der Vermeidung der Anwendung.
sogenannter ,,transfiniter® SchluBweisen in der griechischen Mathematik
nebst Untersuchung der Stellung der aristotelischen Philosophie (Logik

und Physik bzw. Metaphysik) hierzu.
de Pirrationalité), Bulletin de PAcademie R. de Danemark, 1910, Nr. 5 (bes. S. 42311.).
es quantités irrationelles, ib. 1915,

— Sur Porigine historique de la connaissance d

Nr. 3—4 (bes. S. 346{{.).

Vgl. Heath, L. ¢ Vol. 111, p. 18—19, Vol I, p. 398401 (,,side” and ,,diagonal®
numbers), — A. E. Taylor, Forms and Numbers: a study in Platonic metaphysics
I. {Mind. N. 8., Vol. XXXV, Nr. 140}, insbes. P. 4281

29) Als Ergebnis aus einer gemeinsamen Kieler Qeminariibung verdffentlicht bei
Hasse-Scholz, a. a. 0., S.28—29.

30) Proclus sagt p. 66, 17—18: Leodamas, Archytas, Theitet, e Gy Ennubidn
18 Sroprjuare xel wooiddey &l EmisTnuovixeTiony svGToaLy. . '

3y Vgl. die Aufsitze von C. H. Milller und O.Toeplitz in dlesem_ Heft, in
denen gewisse mit der Anthyphairesis miglicherweise konkurrierende (iibrigens viel

platonischer Zeit belegt werden.

raschere) Niiherungsverfahren aus



