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Eudoxos-Studien I1.

Warum haben die Griechen die Existenz der vierten Propor-
tionale angenommen ?

Von Oskar Beecker in Bonn.
{Eingegangen 22. 5. 1933.}
1.

Die anf Eudoxos zuriickgehenden sog. ,.Exhaustionsbeweise 1m
XIL Buch der ,,Elemente Euklids benutzen bekanntlich stillschweigend
die Voraussetzung, dall zu drei Grilen stets die vierte Proportionale
existiert. Oder, genauer und etwas enger gesagt. setzt z. B. der erste
Exhaustionsbeweis®" in N1I, 2 folgendes voraus: Sind P, und P, die
Flicheninhalte zweier Polvgone, ist K, der dem P, umschriebene Kreis,
so gibt es eine Fliche F, die die Proportion erfiillt:

Py P, = K F.

Nun haben schon H. Hasse und H. Scholz?!) bemerkt, da3 diese
Voraussetzung aus dem Dedekindschen Stetigkeitsaxiom fiir geometrische
Griflen gefolgert werden kann, nach dem ,jeder (Dedekindsche) Schnitt
m ecinem vollstindigen System homogener geometrischer Griflen . . .
durch eine Grofle dieses Systems erzeugt wird*". Hasse und Scholz fahren
fort: Es ist im hichsten Grade wahrscheinlich, daB die Alten wunter
dem Eindruck der anschaulichen Evidenz dieses Stetigkeitsaxioms das
meht formulierte Existenzpostulat adoptiert haben, dhnlich wie sie wohl
anch das .00 Axiom ... Aus 4 < B, B<C folgt 4 < C als unmittelbar
evident unausgesprochen lieflen?).*

Dazu ist zuniichst zu sagen, dafl das zuletzt genannte Postulat in
der Fassung: ta tod didrrovos Ziarror xal adre Eatror bei Aristoteles

L Kantstudien Bd. NXXIII, S. 25,26,

‘) In der unterdriickten Stelle des Zitates wird auch noeh das a.a O, 819
zitterte GroPenaxiom |, Zwischen irgend zwei GriBen G, H besteht stets eine und nur
¢ine der Beziehungen GiH“ genannt. Aber dieses Axiom wird w. E. gar niclt all-
gemein in der griechisc}fm Mathematik angenommen, so nicht, wenn ¢, {f selbst
Verhiiltnisse 1h0y01) sind.
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370 0. Becker

(Physik 7.2, p. 232D, 13) steht, also keineswegs unausgesprochen blieb.
Und hieran kniipft sich die Frage, ob sich denn wirklich nichts tiber das
Dedekindsche Stetigkeitsaxiom und seinen Zusammenhang mit dem
Problem der Kreisquadratur im griechischen mathematischen und
philosophischen Sehrifttum finden liBt. Die Frage ist um so spannender,
als kiirzlich briefliche AuBerungen von Dedekind selbst gegeniiber
R. Lipschitz bekannt geworden sind, wo Dedekind durchaus bestreitet,
daB Euklid oder irgendein griechischer Mathematiker den entscheidenden
Punkt seines Stetigkeitsaxioms, nimlich die Existenz des trennenden
Elements bei jedem Schnitt jemals ausgesprochen habe?).

Im folgenden soll versucht werden, zu zeigen, dafl das Dedekind-
sche Axiom im Zusammenhang mit der Kreisquadratur in
der antiken Mathematik tatsdchlich formuliert worden ist.
Zwar stammen die direkten Quellen, auf die wir uns stiitzen konnen,
aus der Spiitzeit: sie sind nicht friher als Proklos (5. Jahrh. n. Chr.).
Diese spitantiken Erorterungen kniipfen aber an den alten Quadratur-
versuch des Bryson (5. Jahrh. v. Chr.) an und es muf als wahrscheinlich
bezeichnet werden, daB &dhnliche Gedanken auch schon vor Eudoxos
gedacht worden sind.

Die Quellen finden sich im Euklidkommentar des Proklos und in
verschiedenen Kommentaren zu Aristoteles: Themistius in Analyt. post.,
Johannes Philoponus in Anal. post., Simplicius in Physic. (wozu noch
zu vergleichen ist: Pseudo-Alexander = Michael Ephesius (?) in Soph.
Elench.) und werden im folgenden ausfithrlich zur Sprache kommen.

9

—~e

Es erscheint zweckmiiBig, an die Spitze der weiteren Darlegungen
die Kernstiicke zweier Berichte iiber die ,,Kreisquadratur* des Bryson
nebeneinander zu stellen, die von Themistios (A) und Alexander von
Aphrodisias (B), zitiert von Philoponos, herrithren. Spiter wird dann ein
dritter Bericht (C) von Proklos (ebenfalls bei Joh. Philoponos iiber-
liefert) zur Sprache kommen, der entscheidend Neues bringt.

Al B.
Themistius in Anal. post. Alexander nach Joh. Philoponus in
p. 19, 13 (Wallies) Analyt, post. p. 111, 21ss (Wallies).

. P - Y ’ E) ~ -

6 ®xtxios TOV £yyoagoudvor T0-  Tartos Eyyoaqoptérov &v Td xbxie eddv-
- ’ . [ ~

ivyorer arartov pellov otl,  yodppov oxnpatos puellor éoti 6 xibxlog,
TOY Teotyoagondror Oéidrrov:  ToT 08 Teotypagouévov ldrTwr: . . . Gl
) Vgl. Dedekinds Gesammelte Werke, Bd. III (Braunschweig 1932}, S. 469

bis 479. Ich komme weiter unten darauf noch zuriick. Den Hinweis auf die Stelle
verdanke ich Herrn Prof. Bessel-Hagen.



Eudoxos-Studien 11

371

duolwg xal T0 molbywyoy T0 ie-
€ yoapduevoy T@v TE Eyypa-
gopévay  xal TOY TEQLYQAPO-
pbvoy T@H xrde: TOY abTrdv
doa pellwv te xai éldTrwy éoviv
§ 1¢ wxloc xal Tovtl TO TOAV-

o A -1 I4 3 1
yovoy, dote xal aAMjlow loa dia

xal T0 perafd Tob Te Eyypagouévov xal
srepygagopévov ebJvyeduiov YOAPOHUEVOY
eBI0ypauuoy ayijua Tod uEv TEQLYQAFO-
uévov éoti Elarrov Tob 08 dyypagpouérov
ueiCov: 6. 08 To¥ adtod usilora xai gidt-
rova loa diljiowg éotlv: & xbxlos doa
{ooc g0l TH ueTald yoagouéve eddv-

10 délwpa To eipnuévov.

ef. p.19,7—11: yoijrar (sc.
Bryso) yap aéiduare aindet usv
xowd 8é* Tolodrov yap {T0) OV
10 adrd pellw xal éAdrTw, xeva
ehvar loa Ghinlocs.

yoduuw 0¥ TE Eyyoagousrov xai TEQL-
yoapoudvov. Eyouey OF marri dodévte
eddvypdppe
odar* 1@ wbxle doa loov Terpdywvoy

{oov TeTpdywrov ovOTHGA-

éoTL moujoalt.

Die Texte A und B unterscheiden sich eigentlich nur im Gebrauch
des Numerus; A hat den Plural (vév yypagouévwr usw.), wo B den ent-
sprechenden Singular gibt (o9 &yypagouérov usw.). Der Sinn erfordert
offenbar den Plural, ebenso die Worte dndyrwr (A) und mavrds (B). Das
heifit: die Fassung A wiirde mit der Fassung B im wesentlichen zu-
sammenfallen, wenn man die Singulare in B im kollektiven Sinne
versteht, wozu ja auch das Wort mavtds allen Anlaf gibt?).

Die Berichte A und B stehen sich so nahe, daB mit Sicherheit eine
gemeinsame Quelle anzunehmen ist. A hat die klarere, wahrscheinlich
aber etwas freiere Fassung, Themistios gibt ja auch eine ,,paraphrasis‘‘.
B folgt moglicherweise der Vorlage, dem verlorengegangenen Alexander-
kommentar zur zweiten Analytik, wortlich, die genaue Parallele der
singularischen Fassung (B) des ¢&fwua mit der euklidischen notio comm. I
springt in die Augen:

Euklid, E1. I, n. ¢. I.

70 Q) adrd loa xal

ailjlow éotiv ioa.

Alexander (nach Philoponus)
Ta 10D adrod ueilova xal
éidrrova loa aibjlow éotiv.”

Das Argument des Bryson hat einen guten Sinn, sofern die plura-
lische bzw. kollektiv-singularische Fassung angenommen wird. Es besagt
dann im wesentlichen, daB alles, was dieselbe Einteilung (denselben
Dedekindschen ,,Schnitt) in-einer linear geordneten Menge von Grofen
hervorbringt, einander gleich ist. Mit andern Worten: es wird die Ein-
deutigkeit, aber nicht die Existenz der einen Schnitt hervorbringenden
Grofe gefordert. Uber die Existenzfrage selbst gleiten die Beweise A

%) Man miite also z. B. iibersetzen: v0 pere€d rod ve éyyoagouérov nol meoryoa-
Foufvov sddvypdupov yoopdusvoy sdFbyoaunoy cyjue mit ,die zwischen je einem
beliebigen (d.i. soviel wie ,,jedem beliebigen* oder ,,allen*) ein- und umgeschriebenen
Polygon beschriebene geradlinige Figur.‘
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und B beide hinweg — im Gegensatz zu C (Proklos), wie wir sehen
werden.

In der ,,echt singularischen** Fassung ist das Axiom offenbar falsch.
Wie Proklos (bei Philoponos p. 112, 9—14) bemerkt, ist ja z. B. 9 von 10
verschieden, obwohl doch beide kleiner als 12 und groBer als 8 sind.
DaB aber Alexander selbst das Axiom fiir falsch gehalten habe, davon
steht bei Philoponos nichts, und der Bericht des Themistios erklirt es
sogar ausdriicklich als ,,zwar wahr, aber allgemein® (aindés pé, %0Lyoy
dé. p. 18, 8)%).

Man wird also annehmen miissen, daB8 der echte Alexander die plura-
lische (kollektiv-singularische) Fassung gemeint hat und dafB er damit
Brysons Argument richtig wiedergab. Denn es scheint undenkbar, dal
ein solch plumper FehlschluB, wie die ,,echt singularische’ Auslegung
dem Bryson zumutet, von Aristoteles und in all den folgenden Jahr-
hunderten der Tradierung fir wiirdig gehalten worden ist. Aristoteles
gebraucht in der ,,Zweiten Analytik** und in den ,,Sophistischen Wider-
legungen** das Axiom und den Schluf des Bryson zwar als ein Beispiel
einer eristischen Argumentation, aber nur wegen seiner allzu grofen
(,,formalen*) Allgemeinheit, die die Gefahr mit sich bringt, daf die be-
sondere Bedeutung, die fiir eine sachlich giltige Uberlegung zugrunde
gelegt werden miiBlte, nicht gesichert ist. (Es folgt bei Aristoteles, Soph.
EL, cap. XI, p. 172a, 8—9 das etwas krasse Beispiel vom &rztlich ver-
ordneten Spaziergang, gegen den man nicht die Zenonischen Argumente
gegen die Bewegung vorbringen diirfe®). Das Beispiel zeigt klar, wenn
auch derb, was gemeint ist: die allgemeine ontologische Uberlegung des
Zeno wendet sich gegen die metaphysische Moglichkeit der Bewegung,
aber nicht gegen ihre besondere und konkrete ,,praktisch-alltigliche
Miglichkeit. Ebenso scheint die Giiltigkeit des Brysonschen Axioms nicht
in jedem besonderen IFall und fiir jede besondere Grioflenauffassung —
z. B. bet geraden und gemischtlinigen Winkeln, wie wir noch sehen
werden — a priori gesichert.)

Es muf aber daran festgehalten werden, dafl Aristoteles selbst das

5) Der viel spittere Bericht des Psendo-Alexander (vermutlich Michael Ephesios)
in soph. elench. p, 90, 10ss, kommt nicht ernsthaft in Betracht; er ist offenbar cine
Kowmpilation und z. T. Verwechslung ilterer Quellen wie Philoponos und Themistios:
z. B. ist Hippokrates von Chios mit Antiphon verwechselt (p. 90, 8: ... olog 6 tod
‘Txxoxparors xel 0 ik rdr pyricxer tob Artgovieg tol xixlov Tergaywvicuds —
vorausgesetzt freilich, daB der Text korrekt iiberliefert ist und nicht das xal vor
4 die in Wahrheit vor “drrigarrog gehort!). Er faft das Axiom echt singularisch
und erkliirt es dementsprechend in einem Atem fiir falsch. Aber der Text ist keines-
falls von Alexander selbst.

. “) 7 si" ns un gain féinor gdlvae awd delrov meouaately dik tov Ziywvos Adyov,
otx lurpInOs® X0i305 ycp.
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Argument des Bryson an sich nicht fiir falsch hélt. Einmal i'st néim}ich
Anal. post. 1,9 (p. 75b, 38—41) davon die Rede, daf} ein Beweis aus einer
wahren, unbeweisbaren und unmittelbaren Voraussetzung keine Er-
kenntnis gibt, sofern er nicht &x vdw &xdorov doydv abgeleitet ist. &ott
yap oftw Oetéat, donep Bobowy TOV TETQRyWIIOHOY. Aristoteles scheint
also sagen zu wollen, dafl Brysons Argument aus wahren, obzwar ,.ge-
meinsamen® (xowd) Pramissen erfolgte. (So interpretiert ja auch, vollig
korrekt, Themistius die Sache.)?) Ebenso heit es in den Soph. EL.
cap. 11, p.171b,17: @Al ¢ Bodowy dreTpaydmle Tor zixlor, el #al
trevpaydvile Tov xbxlov, GLL 6T 0% xard T Todypa (nicht sachhaltig,
sondern formal-allgemein) o todto co@uoTIdS®). . - - xal 6 xard TO
modypa pawduevog ovlloyiouds (die scheinbar sachhaltige Argumentation),
2dv ] ovlioyioude (selbst wenn sie eine richtige Argumentation
istl), doioTindg Adyoc. Bs wird also die Brysonsche Argumentation als an
sicli richtig zweimal anerkannt, nur ihr mangelnder Sachgehalt kritisiert.
Ja sogar die Quadratur wird als moglicherweise gelungen bezeichnet,
also zum mindesten fiir durchaus diskutabel gehalten, was ganz unmdg-

lich wiire, wenn der oben genannte plumpe Fehlschlu88 die ganze Weisheit
Brysons wiire.

So erscheint also sachlich, wie quellenmiBig Bryson als ernst zu
nehmender Forscher. Er hat vermutlich als erster den Gedanken des

7) Damit scheint mir auch der Einwand widerlegt, den G. R. G. Mure in seiner
Ubersetzung der Analytica posteriora (The Works of Aristotle, translated under the
editorship of W. D. Ross, Oxford 1928, Vol. 1), Anm. 6 zu p. 76a, 4 erhebt. Mure
pimmt im AnschluB an Heath (Greek Mathematics, vol. I, p. 223—25) die plura-
lzche Deutung des Brysonschen Arguments an, macht sich zum SchluB8 aber selbst
den Einwand, daB nach Aristoteles dann das Brysonsche Axiom auf RaumgroBen
spezialisiert, allgemein richtig sein miite, wihrend es de facto einer weiteren Re-
duktion (auf ,,commensurate magnitudes, d. h. wohl einen icéyos im Sinne von
Buklid, El. V, def. & besitzende GroBen) bediirfe, um auf Polygone anwendbar zu
sein. Aber es ist ja bei Aristoteles nirgends gesagt, wie weit die Reduktion eines
.xow'év getrieben werden mufl. Auch der allgemeine Begriff des geometrischen péysdog
1st in gewissem Sinn ein xowrér, dessen einzelne Spezifikationen nicht immer iiber-
sehbare Gesetze haben. Gerade in der hier akuten Frage der ,,nicht-archimedischen*
Grobensysteme, fiir die die Alten die gemischtlinigen Winkel anfiihren, wird auch
das Problem, wie weit der péysdog-Begriff reicht, aktuell. In der Tat wird die Frage,
ob der Winkel eine GroBe (uéysdog, nicht nur ein Quantitatives, rosév) sei, bei Proklos
erwihnt; in Eucl. p. 126, 4—6 (Friedlein): rodro 0} wdvrav wapadoférarov, sl forv
n péyedos 29’ By Sieorardy #o yoouuss (,,0b oder ,,wenn es irgendwelche ,GroBe
gibt, einfach ausgedehnt [d.i. eindimensional], auBer der Linie‘*). Vorher wird ge-
sagt, df\ﬁ der Winkel ein mogév sei (nach Karpos) und zwar ¢¢’ §v diserdg, deswegen
abfar mf:ht. etwa eine Linie (p. 125, 25—126, 3); vgl. p. 121, 20/21: péysfog xci

- totT0 0V yoopuInby. V

®) Paccius iibersetzt: sed ut Bryson quadravit circulum, etiamsi circulus

quadretur, quia tamen non est secundum rem, ideo est sophisticus.
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., Schnittes* gefalt und die Eindeutigkeit der Definition durch einen

,,Schnitt’* als Axiom hingestellt. Uber die Existenzfrage freilich glitt er

hinweg.

Hier ist der Ort, die enge Verwandtschaft mit Kudoxos hervorzu-
heben. Bryson ist nach der Uberlicferung ein Pythagoreer und lebte
vermutlich gegen Ende des 5. Jahrhunderts, also etwa eine Generation
vor Eudoxos und etwa als (ilterer?) Zeitgenosse des Archytas, des
Lehrers des Fudoxos. Die von Eudoxos herrithrende 5. Definition des
V. Buches der euklidischen Elemente, die in der ersten dieser Studien
ausfithrlich behandelt wurde, bezieht sich auf die Gleichheit zweler idyoc.
Und zwar besagt diese Definition, daB zwei Verhiltnisse dann und nur
dann gleich sind, wenn sie den gleichen ,,Schnitt* im Gebiet der ratio-
nalen Verhiiltnisse hervorbringen. Ob solche einen Schnitt hervor-
bringende Verhiltnisse stets existieren, ist eine andere Frage. Dede-
kind hat das Neue seiner Formulierung der Stetigkeitsforderung in
einem GrioBengebiet (wobei bei ihm unter den Begriff der ,,Grofe*
gerade auch die eudoxischen /dyoc fallen) ausdriicklich darin erblickt,
daBl die Existenz der den Schnitt erzeugenden Grofle in allen Fallen
postuliert wird?).

%) Gegeniiber den wiederholten Einwiinden von Lipschitz (Dedekinds Gesam-
melte Werke, Bd. III [Braunschweig 1932], S, 469f., 475—77), daB in der eukli-
dischen (d.i. eudoxischen) Definition schon alles Wesentliche enthalten sei, betont
Dedekind (a. a. O. 8. 473), daB Euklid ,,nichts iiber die Ausdehnung oder Mannig-
faltigheit cines Gebiets von gleichartigen GroBen* sage, Euklids Definition ,,sagt
nur, wenn zwei in einem GroBengebiet vorhandene Individuen dasselbe Ver-
hiiltnis haben wiv zwei anderet, Euklid habe zwar ,,vollstiindigere Gréflengebiete im
Auge gehabts als die der rationalen Zahlen, denn sonst hitte er sich mit einer ein-
facheren Definition (,4: B = o0°: B, wenn es zwei ganze Zahlen m, n von der Art
gibt, daB gleichzeitig n.t o= m B und net’==m B’ Das ist die 20. Def. des VII. Buches)
begnigt. | . Aber nirgends findet sich bei Euklid oder einem spiteren Schriftsteller
der AbschluB solcher Vervollstindigung .. .t Spiter fiigt Dedekind hinzu (8. 477):
LWEuklid kann seine Definition gleicher Verhilltnisse auf alle GroBlen anwenden, die
thm in seinem System vorkommen, d. h. deren Existenz aus guten Griinden er-
sichtlich ist, und dies reicht fiir Euklid vollstindig aus.* Fiir die vollstindige Be-
grindung der Arithmetik reiche es aber nicht aus. Denn nichts sei in der Mathe-
matik gefahrlicher, als | ohne geniigenden Beweis Existenzen anzunehmen und zwar
erst dann, wenn die Not, das augenblickliche Bediirfnis es gebeut.* ... ,,Wenn nun
Euklid weitergehende Untersuchungen beabsichtigt hiatte, als es in Wahrheit der
Fall war, niamlich solche, bei denen die Stetigkeit eine wesentliche Rolle spielt,* so
witrde niemand die Formulierung des Stetigkeitspostulats fiir ,,iiberfliissig oder
selbstverstiindlich* erkliren.

Dedekind hilt also das Stetigkeitspostulat im Rahmen der euklidischen Geo-
metrie fir iberflissig. Vgl. den SchluB des § 3 der Schrift ,,Stetigkeit und irrationale
Zahlen™ {a. a. 0. 8. 323) und eine Stelle der Vorrede zur ersten Auflage von , Was
sind und was sollen die Zahlen? An der letzten Stelle wird insbesondere gesagt,
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In der Tat ist eine explizite Formulierung der Exi.stenz des einen
jeden Schnitt hervorbringenden Elements bei Euklid nicht \'orl}andex}.
Benittzt wird diese Existenz aber im XII. Buch. Es erhebt .su:h mit
immer groBerer Dringlichkeit die Frage: Hat Eudoxos oder 1rgend?m
Spaterer diese Existenzfrage in sein BewuBtsein erhoben? Oder blieb
das erst dem modernen Mathematiker Dedekind vorbehalten?

3.

Eine Antwort auf die soeben gestellte Frage bringt der schon er-
wihnte Bericht (C) des Proklos iber Bryson, der seinerseits bel Philo-
ponos (p. 112) nach den Angaben des Ammonios, der Schiiler von Proklos
und Lehrer von Philoponos war, wiedergegeben ist.

Proklos bezweifelt die Richtigkeit der &jynatc des Alexander (B).
Er faBt Alexanders Darlegung im ,echt singularischen® Sinn auf und
erklirt sie infolgedessen natiirlich fr falsch. Zur Widerlegung gibt er das
erwihnte Zahlenbeispiel: 9310, obwohl beide zwischen 8 und 12 liegen.
Um sie zu retten, miisse man im Sinne Antiphons das ecddyoauuor ayijua
rwischen dem ein- und umgeschriebenen Polygon so wihlen, dab es sich
der Peripherie des Kreises anschmiegt (épagudlewy Tfj Tof xlxiov xEQL-
gepely, p. 112 1. 4). Aber dann fiele ja Brysons Quadratur mit der des
Antiphon zusammen (owéroeye T "AvTipdrTos TETEAYWIMOUY 1. 2). Was
Bryson aber eigentlich nach Proklos Ansicht gemeint habe, sei folgendes
(6 ofw Ipduiog Eleye Terpaywvilew tov Bglowva Tov Todmor todroy 1. 20):

da in einem Raume, in dem lediglich algebraische Verhiltnisse von Streckenlingen
auftreten, ,,trotz der Unstetigkeit, Liickenhaftigkeit dieses Raumes... in ihm. ..
alle Konstruktionen, welche in Euklids Elementen auftreten, genau ebenso aus-
fihrbar* sind, ,,wie in dem vollkommen stetigen Raume; die Unstetigkeit dieses

Raumes wiirde daher in Euklids Wissenschaft gar nicht bemerkt, gar nicht emp-
funden werden (a. a. O. 8. 3391.).

Diese letzten AuBerungen gehen u. E. zu weit. Das Quadraturproblem des Kreises
fithrt wegen der Transzendenz von = iiber den Bereich der algebraischen Verhiltnisse
hinaus. Und es ist in der Tat gerade die Frage der Existenz des einem gegebenen
Kreise flichengleichen Quadrates, die auf das Dedekindsche Axiom grundsatzlich
fihren muBte. Auch Euklid wird in seiner Fassung der Exhaustionsbeweise des
XII. Buches, die wieder auf Eudoxos zuriickgehen, davon beriihrt (vgl. den Anfang

dieses Aufsatzes 8. 369). Allerdings kann der Beweis von XII, 2 usw. auch anders
gefithrt werden: Stolz (Math. Ann. 22, 517 Anm. 3) und Hasse-Scholz (Kantst.

33, 27) haben die Annahme der Existenz der 4. Proportionale, die der eudoxisch-
euklidische Beweis benutzt, auszuschalten gewu8t, allerdings um den Preis der Zu-
!ass_ung des sog. ,,transfiniten Prinzips des ausgeschlossenen Dritten‘, das der Antike
in jhren mathematischen Argumentationen fremd war. In einer spiteren Studie die-
ser Reihe soll gezeigt werden, wie sich dieser Mangel beseitigen 1iBt.

Quellen u. Studien Math. B IT. k

26



376

0. Becker

C.
AAVTOS, gL, TOD EYYOAPOUEIOV
eddvypdppov pellwv éoti 6 xv-
xhog, TOU O meprypagouérov
gldrtov: 00 0¢ Eoti peilov
xual &iattov, TovTov £0Te
xal ooy &0t 08 ueilov »al
Elartor eddypapuoy ToT V-
#iov' €0ty doa adrol xal igov

(p. 112, 21—24).

Der Kreis, sagt Bryson, ist grofler als
jedes eingeschriebene und kleiner als
jedes umgeschriebene Polygon. (Im
Vergleich) wozu es aber Grifleres
und Kleineres gibt, dazu gibt es
auch Gleiches. Es gibt aber gro-
Bere und kleinere Polygone als der
Kreis, also gibt es auch ein ihm
gleiches.

In dem gesperrten Satz ist klar das Dedekindsche Schnittprinzip
(Stetigkeitspostulat) enthalten. Das Entscheidende ist das ,,es gibt*
(ZoTev) 19).

DaB sich auch Philoponos oder vielmehr schon Ammonios (vgl.
p. 112, 30: g &leyer 6 fuéregos dibdoxalog) Giber diesen entscheidenden
Punkt im klaren war, zeigt das Folgende (p. 112, 25—30).

Es heift da, gegen Proklos kénne man einwenden, dafl nach seiner
Darstellung Bryson die Quadratur nicht wirklich durchgefiihrt, sondern
sich einer petitio principii schuldig gemacht habe (03¢ xaresxebaler
Giws aiia o 8% doyfjs nreivo 1 26s).

0008 pap of Tov xlxiov tetpa- Denn die den Zirkel Quadrierenden
vawrilortes Toito érjrovr, i olov  forschten nicht danach, ob es moglich
¢ foTi T #bxA ooy teTodyw-  sei, dafl ein dem Kreise flichengleiches
vor elvat, dii dg oldueror dre  Quadrat existiere, sondern in der
Evdéyerar elvar oftws émer-  Meinung, dal es so sein (existieren?)
p@¥To TeTpdywvor Toor 1@ xxhew  konne, versuchten sie, ein dem Kreise
yevvar (L 27—29). {flichen)gleiches Quadrat <konstruk-
tiv) zu erzeugen.

Hier stehen wir also vor einer tiberraschend klaren Scheidung der
Begriffe ,,mathematisch abstrakte Existenz* und ,konstruktive Er-
zeugung'. Fir Ammonios ist also jedenfalls die mathematische Existenz
nicht schlechthin durch Konstruktion gegeben, wie das nach H. G. Zeu-

%) DaB im hervorgehobenen Satz als Subjekt nicht etwa xvxlos zu erginzen
ist, sondern daB es sich um ein xotrd» handelt, sagt Philoponos p. 115, 3—7 aus-
driicklich: 1o yo ob fore peifor xal flatrov todtov elver xel iGov ... odx oy yew-
pereics aile xorvdr ... Den Kontrast zu der existentiellen Formel des Proklos gibt
die friither unter A zitierte sprachlich eng entsprechende des Themistios: &v t& adrd
peifo xal fidrro, éxsiva evar {oa dlisjlorg (p. 19, 8/9). Hier hat das elvee lediglich
den Sinn der Copula; im ersten Satzglied fehlt bezeichnenderweise das Verbum
ganz,
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thens bekannter These durchgingig die Uberzeugung der klassischen
und spiteren griechischen Mathematik gewesen sein soll'™).

Damit ist der abstrakt-existentielle Sinn des Axioms des Proklos ae-
sichert. Vgl. noch die Fortsetzung, die fiir sich selbst sprichit: 7d ¢ w0
a0gt 105 Ipdxlov dey9év, 6¢ Eleyer 6 NuETENOS Siddoxaro: (1. e. Ammoniusi.
bn pdv évdéyerar loov elvat T ®¥xlo TETOAFOTOT. fimep dpa wal TOTTG
ayyogndeln (d. h. wenn man das Axiom annimmt), feeders ot tny ¢f o
zatépoayey (konstruierte) {aor T #bricy TETOdyOYOT 0TS T02 ar Tatto
vévouro 0idadev . . . (1. 30—33). Auffallend ist hei Ammonios die Formu-
lerung: ofov ve elvar, érdéyetal eivar — existieren kann, wihrend doch
Proklos selbst klar von Existenz schlechthin, nicht von mogheher
Existenz redet. Besonders auffillig in dem letzten Zitat, wo doch das
Axiom ausdriicklich zuvor zugegeben wird.

Fine Originalstelle des Proklos selbst (in Euclidem p. 204, 18—19
hestatigt in willkommener Weise das Gesagte.

#al ) perdfaots 6o Tod peiforos Und der (anscheinend) stetige Ulber-

i 10 Blartor 0% mdvTwe o gang vom GriBeren zum Kleineren ge-

100 loov plveTal. schicht. nicht wberall durch das
' Gleiche hindurch.

Die Erwihnung des Stetigkeitsaxioms geschieht hier anliflich eines
Ausnahmefalls (08 mdvrws), in dem es nicht gilt. Die echte Stetigkeit
selbst ist also durch die werdfacis awé Tob peilovos éxi 1o F}.arm\r dia
10 loov positiv gekennzeichnet. Das entspricht etwa unserm modernen
Satz, dab jede in einem Intervall (a, b) stetige, monoton abnehmende
Funktion f () innerhalb des Intervalls jeden Zwischenwert zwischen j (a)
und { (b) wirklich annimmt. Man kann in der Tat diesen Satz mittels. des
Dedekindschen Stetigkeitsaxioms ableiten?). Bemerkenswert 1st ferner.
daB Johannes Campanus, einer der ersten abendlindischen Euklid-
%(ommentatoren (im 13. Jahrh.), die genannte Formulierung des Proklos
in seinen Bemerkungen zu Euklid, Elem. I11. 16 aufnin{im und aus-
driicklich mit Bryson in Zusammenhang bringt!®).

1") Di'skutier.t wurde der Gegensatz von srer und ysrrar bei mathematischen
Geblldgn in gewissem Sinn schon in dem bekannten Streit zwischen dem ~\kado;niker
Spﬁeumppos und dem Eudoxosschiiler Menaichmos (Proklos Euidid-l{omm
P '/7,15-‘—79, 2). Aber dort handelt es sich doch wohl nur um ’die veﬁchicden\;
p}ul'osophlsc?le (ontologische) Auffassung der mathematischen I{onstrukktion ob
¢s sich um ein \Yirkliches Erzeugen handelt (wopicoefet) oder ob wir rés yeréees a:-r oy
((?er mathematischen Gegenstinde) od mourixds &ile yroeuxes 6 =_7 ’, . !-.; :“
Vgl auch Theophrast, Metaphysik p. 4a, 21 (Usener) * Seducr (.78 B

12) Vgl. etwa O. Hélder, Die mathematische Methode (Berlin 1924), §§32/33

13 Ab edl u kl, m: ,,Eucllds ele’nentol um l“’)’ l “ [/ d auctore iristo-
Sooedut., .. uc 3 C]

E Campano
” pano. Caetferum ex hac propos. (I111,16) perspicuum est, vitiosam csse

26*
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In der genannten Formulierung von Proklos wird ausdriicklich auf
die Grenzen der Giiltigkeit des genannten Stetigkeitssatzes hingewiesen.
Und das ist wohl auch fiir Ammonios der Grund, um von einer ,,mdog-
lichen Existenz** des dem Kreise fliichengleichen Quadrats zu sprechen ).
Damit wird aber ein neues Thema beriihrt, das eine umfassende Behand-
lung erfordert.

4.

Die verschiedenen betrachteten Autoren sind beziiglich der Grenzen,
innerhalb deren das Axiom des Bryson gilt, verschiedener Meinung.
Themistios und wohl auch der echte Alexander duflern gegen seine
nichtexistentielle Form (in der es ja beil ihnen ausschlieBlich auftritt),
keinerlei Bedenken. Proklos und Ammonios, bei denen das Postulat
den ccht existentiellen Charakter der Dedekindschen Stetigkeitsforde-
rung hat (bei Ammonios allerdings in der abgeschwachten Form der
,,moglichen Existenz*‘), begrenzen beide seine Gtltigkeit, aber in ver-
schiedener Weise. Beide sind sich dariiber im klaren, daB das Stetigkeits-
axiom fir die Mannigfaltigkeit sdmtlicher gemischtliniger wie gerad-
liniger Winkel nicht gilt, die ja an zwei Stellen Liicken enthalt?5). (Es

argumentationem hane, qua usus est Brison tn quadrando circulo, ut auctor est Aristo-
teles. Videlicet:

Transitur a minori ad maius, vel contra, et per omnia media; ergo per aequale.
Vel contigit reperire maius hoc, et minus eodem; ergo contigit reperire et aequale.

Describitur enim circulus ABC, cuius diameter AC moveri intelligatur circum
extremum punctum oA fixum per puncta D, E, F, donec circulum contingit in A. Hoc
concesso, manifestum est, quamdiu recta AC secat circulum, fiert angulum acutum
minerem angulo semicirculi; quamprimum vero secare cessat, effici angulum rectum
maiorem codem angulo semicircull. Cum igitur factus sit transitus per omnes angulos
rectilineos intermedios, patet vitium prioris argumentationis. Similiter quia nullus
angulus rectilineus aecqualiter reperitur angulo semicirculi. (Rectus enim vel obtusus
maior est ¢t acutus minor), constat quoque viliosam esse posteriorem consequentiam.**

) Vel die merkwiirdige Anmerkung von Robert Simson (Euclidis elemen-
torum libri priores sex item undecimus et duedecimus. Glasguae 1756) zu X11, 2 (p. 405),
in der es heibt: | de quibus observandum est, demonstrationi Theorematis sufficere in
hisce et similibus casibus, ut res quaedam possit existere, dummodo hoc perspicuum
fuerit, quampis noen possit cadem Geometrice tnveniri sew exhiberi.*

33} Eine Liicke ist eine Einteilung {Zerlegung der geordneten Menge 4 in « und §,
so dal im ordinalen Sinn g = « + g) im Sinne eines Dedekindschen Schnittes, bei
der die erste {untere) Klasse & kein letztes Element (Maximum) und die zweite (obere)
Klasse p kein erstes Element {Minimum) hat. Die Bezeichnungen ,,untere*, ,obere*
Klasse, ,,Maximum**, ,,Minimum* sind streng genommen nur dann berechtigt, wenn
die Elemente der Menge ihrer Grofe nach geordnet sind, was fiir den rein ordinalen
Beyrif( der Liicke an sich nicht erforderlich ist.

Ein Sprung liegt vor, wenn sowohl! die erste Klasse « ein letztes, als auch die
zweite § cin erstes Element hat. ‘

Eine geordnete Menge, die weder Liicken noch Spriinge enthilt, heiBlt stetig.
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liegen ndmlich simtliche geradlinigen spitzen Winkel ihrer GriBe nach
iiber simtlichen #uBeren Halbkreiswinkeln [den sog. ,hornfirmigen
oder Kontingenzwinkeln] und unter simtlichen inneren Halbkreis-
winkeln, die ihrerseits wieder alle kleiner als der rechte Winkel sind.
Auch die Mannigfaltigkeit aller Halbkreiswinkel [ohne die geradlinigen
Winkel] enthalt zwischen den duBeren und den inneren Halbkreiswinkeln
offenbar eine Liicke. Gerade dieser Fall wurde im spiiten Altertum aus-
fihrlich behandelt.) Aber wihrend Ammonios geneigt ist, auch im Fall
der einem Kreise um- und eingeschriebenen Polygone (bzw. deren
Flacheninhalte) eine Liicke anzunehmen, ist das allem Anschein nach
nicht die Meinung des Proklos gewesen. Die beiden Enkelschiler des
Proklos und Schiiler des Ammonios, Johannes Philoponos und Simpli-
kios, stehen einander auch in diesem wie in manchem anderen Punkte
feindlich gegenitber. Wahrend Philoponos dem Ammonios recht gibt,
widerspricht ihm Simplikios und stellt sich damit auf die Seite des
Proklos.

Die ganze Diskussion ist schon deshalb von Interesse, weil in ihr
ganz offen die Frage nach der grundsatzlichen Moglichkeit der
Kreisquadratur aufgeworfen wird. Fiir unser besonderes Problem,
die Frage, warum die Griechen die Existenz der 4. Proportionale an-
nahmen, ist aber die Betrachtung der Griinde von entscheidender Wich-
tigkeit, die fir und gegen die Annahme des Proklosschen Existenzaxioms
vorgebracht wurden.

Der formale Entscheidungsgrund ist nun, trotz der verschiedenen
materiellen Ergebnisse, zu denen er bei den beiden Parteien fithrt, der-
selbe: die Gleichartigkeit (,,Homogenitit®) oder Ungleichartigkeit, (,,An-
homogenitat) der das fragliche GroBengebiet aufbauenden Elemente,
Das Axiom wird fiir wahr gehalten im ,,homogenen* Fall, fiir falsch im
nanhomogenen*‘.

Materiell ist dann freilich noch die Frage zu entscheiden, wann
denn zwei GriBen homogen sind, und hier scheiden sich die Geister.

Proklos (und mit ihm Simplikios) legen die 3. bzw. 4. Definition des
V. Buches der Elemente, d.i. das s0g. y,archimedische®, hesser ,eudo-
xische** Axiom zugrunde: idyos ist das Sich-Verhalten (ayémg) zweier
homogener Grofen (das ist die formale Bestimmung) und in materieller
Hinsicht haben Grofen zueinander einen jidyoz, wenn sie vervielfaltigt
einander ibertreffen. Proklos reproduziert in der Tat (p. 121, 24—25;
122, 3-—4) diese Definitionen fast wirtlich's),

Fir Ammonios und Philoponos dagegen ist der Begrifl weniger

1) wdvra ti dpoysvi) peyédn memsowouive Grra Aoyor fyur song blile, — i
dt ioyor fpovra weds &hlnle ddvarct dhifioy dwegiyay,
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priizis und bedeutet ungefihr soviel wie ,gleichartig'?) (éuowog). Far
sie sind also etwa die geradlinigen Figuren untercinander gleichartig,
gegenitber den krummlinigen verschiedenartig, ebenso die Halbkreis-
winkel unter sich gleichartig, gegeniiber den geradlinigen Winkeln aber
verschiedenartig (dafiir finden sich die Ausdriicke: dvduotog, avouoyevis,
ArOJOLOYEPIS, ETEDOYENIS).

Daraus ergibt sich nun, daB Proklos und Simplikios die Brysonische
Argumentation in der existentiellen Fassung akzeptieren, Ammonios
und Philoponos dagegen nicht.

Dies ist das ibersichtliche Ergebnis, das sich aus einem weitschich-
tigen und wenig iibersichtlichen Material nicht ohne Miihe ergibt. Dies
ganze Material kann hier nicht ausgebreitet werden, doch werden die
folgenden Andeutungen den Leser wenigstens zu den Texten hinfihren
kinnen.

Die Schwierigkeit liegt vor allem in der schwankenden Terminologie
schon bei Proklos, die dann ihre Unsicherheit auf die Nachfolger tiber-
trigt.

Neben dem oben gekennzeichneten engeren Sinn hat dJuoyevic bei
ihm noch einen weiteren (= 6uotos)®). Diesen laxeren Sprachgebrauch
itbernehmen dann alle Spéteren: Ammonios, Philoponos und auch Sim-
plikios, obwohl letzterer in der Sache mit Proklos geht.

Uber Ammonios haben wir zwei Berichte, von Simplikios und Philo-
ponos.

Simplikios iiber Ammonios Philoponos iiber oder im AnschluB an

(p. 42, 14. 22, Rudio)?'®). Ammonios (p. 113, 1—4, 6—13; p. 114,
avopoyerij  yao  peyédy oty 13—17).

eodein xzal  acotgéoria.  Lxal ... 6T & pdy Tdv Spoyevay ainhis

o0&, ot (Ammonins), ,,bav-  fotr G idyos (6Te 00 Eote peilov xal Elat-
pactor gy efortirar  xbxior  tor, Tobtov fott xal ioov), éxl uévrol Ty
eodvyodnuem faov, elxen zal £xi avopotoyevhr ovxért akndés rodro.
T yoriew  loloxoucy Tobto. ... Tow 08 0V0 yori@y T@y ywopdvor tmo
of'Te o 1] TOU Nxvzilov yo- 18 aeogeoelag zal Tijs dapdtpov . .. H
vl ofte T} dowg) el T ooy pEr Extog taons dfelag ywvias eddvyodp-
7)) ®xeoarostdel eyopudvy yevoiro  pov fldtror €otiv, aj 68 dvtog . .. pellow
ar ceNpoanuoz oy yoria, xad ot zal ob &rtatda tijs adrije dfelag

) Fiir duotog bei Prokles vgl. p. 8, §—12; 39, 19; 105, 8, 25; 106, 3; 122, 17;
fh5%, bssy 139, 13, 22,

¥ 7. Booin Buklidem, p. 296, 5, 8¢ revre ... dgebije, Ov undér fotiv Gpotow
neradd. 2. Booxdorss (Siulen), or wj dorir @iin xlor €y péop: xaitor ye dije fon wdrvrms
wsos, GAL atdir opoyeris ustale. .

1%} In ,.Der Bericht des Simplicius iiber die Quadraturen des Antiphon und Hippo-
krates'. Leip2ig 1907, (= Simpl. in Phys. p. 59 Diels.)
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du Toiivo tows', gnot, | xal Smo ebvyodupov yaviag pelfova xai édrrova

oitwg wlewdw dvdedv Cyryddy  Sedeuydrec iony evoely odx dv dvvnodueda

0 Jedonua dyol vy ody e00édy  Oid 0 avopotoyevi elvar Ta peyédn...

000é 37 avrod 100 Apyundovs .  xaxds doa ¢ Bobowy éldufavey b . . .
(folgt das Axiom, ausgesprochen fiir die
Polygone und den Kreis) ... dvduoata
yag xavratda va peyédn, Iyw &) 0
eboyoaupoy 1@ wixiw, dore oddév loa
dorar®).

Simplikios wendet sich in der Fortsetzung der Stelle gegen Ammonios
mit dem Argument, auch gewisse Mondchen (uspioxot) seien quadrierbar
und doch, weil aus Kreishogen zusammengesetzt, dem Kreise verwandt
(dpoyeviis 8¢ 6 pmpionog v 202l 8x mepLpegerdy ovyxeluevog). Hielte man
aber seine Fliche dem Kreise fiir unihnlich wegen der Horner (dvd-
moLoy 16 1ob unvicxov éninedoy @ 700 2¥xlov dia ta xépara), SO Wwire
anderseits der Meniskos auch der geradlinigen Figur unihnlich (avduotog)
qnd konnte trotzdem quadriert werden. Bei den geraden und gemischt-
hnigen Winkeln freilich sei es anders, aber diese ,,sind nicht nur un-
gleichartig dem geradlinigen, sondern auch unvergleichbar® (o9 pdvoy
dvopoyeveis cioi i eddvyodupe dlid xai acoufinror).

Der Sprachgebrauch des Simplikios ist also so:

1. Suoyeviic opp. avou(ot)oyeviic = avduows (Gegensatz).

2. avou(ot)oyemic dist. Godufinroc (Unterschied).

Was ist nun aber der sachliche Unterschied zwischen dvop(ot)oyerrs
und d@ovupinros? Er ist nichts anderes als der zwischen der weiteren und
engeren Bedeutung von s duoyewjc, nimlich ,ungleichartig im all-
gemeinen Sinn“, und ,,keinen dyo¢ zueinander habend* (im Sinne von
Euklid, EL V, def. 4).

) Weitere Philoponos-Stellen, in denen der Giiltigkeitshereich des Proklosschen
Axioms auf die homogenen GroSen beschrinkt wird; p. 149, 11—14: xeld rodroy
(scil. tor rob xdulov rerpuywvioudy) ‘Avripdy ply xal Bedowv £dokay wverriva,
Xuxdg alrobrreg dodivar abroig olg i Gvyywprnowsy ty yeopdrout. ... G 3 {Bryson)
00 fote psitor xal flatroy dvopoysvig, rovrov slver xal lgow.

(Ein anderer Gedanke wird dagegen in der nur in Sa! erhaltenen, von Wallies nur
unter dem Strich abgedruckten Stelle p. 114—115 erortert: ag éxl ply rar dpo-
7¢rdy to dandusvoy, pijte weilov elvar rwos pijve flurrov iov elver fxelvi, mivimg
Andés. ¢l pévror 1w Etepoysvav odx fyst odrog. — Hier weiterhin ein Beweis da-
fitr, daB auch bei Winkeln u. U. érepoyervi) pév vove low dddrjlotg tiras, ps pone 94,
In gewissem Sinn ist nimlich der aus zwei kongruenten und mit ihren Durchmessern
um 90° gegeneinander gesteliten Halbkreisbogen zu bildende Winkel gleich einem
rechten Winkel [vgl. die Figur in der Ausgabe von Wallies, p. 115). Dicser Gedanke
wird iibrigens im 14. Jahrh. von Nicole Oresme [vgl. Wieleitner, Biblioth. Mathe-
matica, XIV. S. 2171.] benutzt und weiter entwickelt.)
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Der Beleg findet sich bei Proklos, p. 124, 10—13:

odx avayxdtetar (sc. 7} yoria) 0¢  Der Winkel 1) ist nicht gendtigt, den
0w idyov Euidéyeadar téw Spo- Begriff (das Verhiltnis?) der homoge-
yev@y peyeddr oua 16 xai word-  nen Grofen zu erfillen, da er auch
mjra dwdlovoar &ew, xa® i cine Eigenheit schaflende Qualitdt be-
aocdupinror molidmg yoviar sitzt, gemil welcher oft die Winkel
dilar dilaug. miteinander unvergleichbar sind.

Die hier gebrauchte Wendung ¢ Adyos taw Juoyevdw ueyeddv weist
deutlich zuriick auf den Gebrauch von duoyeviic an den vorhin zitierten
Stellen (p. 131, 24—25; 122, 3—4) und dementsprechend Euklid, EL V,
def. 3 u. 4. Man braucht dabei an der jetzigen Stelle Zdyog nicht als Ver-
hiilltnis zu interpretieren?2).

Wihrend so Proklos und Simplikios die beiden Bedeutungen von
Homogenitit, die weitere und die engere (,,archimedische®) streng
trennen — in der Sache, leider nicht unmifiverstindlich in der Termino-
logie —, verwischen sich die Unterschiede fir Ammonios und Philoponos.
Simplikios weist mit Recht den iibereilten SchluB des Ammonius (den
Philoponos unbedenklich mitmacht) von der Unvergleichbarkeit der
gemischtlinigen und geradlinigen Winkel auf die Unvergleichbarkeit von
Kreis und geradliniger Figur zuriick. Denn im ersten Fall handelt es
sich — in unserer heutigen Sprache ausgedriickt — um ein nicht-
archimedisches, im zweiten um ein archimedisches GréBensystem
(das von allen, krummlinig wie geradlinig begrenzten Flichenstiicken
gebildet wird). Vergleichbar (odufinro) heilt also soviel wie durch-
einander meBbar.

Die Diskussion von Ammonius und Simplikios erortert also bereits
das interessante Problem des Zusammenhangs von Dedekindscher
Stetigkeit (bzw. der ihr zugrunde liegenden rein ordinalen Stetigkeit,
vgl. o. 8,378, Anm. 15) und archimedischem Axiom. Wie weit hat das
Altertum diesen merkwiirdigen Zusammenhang bereits durchschaut?

) Der zerleghar ist und gemidfl der in ihm liegenden Qualitiit die Gleichheit
und Ungleichheit annimmt (dicpersj ... f66tqros dexziny xul awiedenros xard rd v
wtrf todor ... p. 124, 8—9). Der ganze Zusammenhang der Stelle wird erst aus
dem vorhergehenden Satzteil begreiflich, wo gesagt wird: 4 yoric mdvrws udv deirar

tis v v uspida wosdryrog, deirer 9 xal wordrymros, ... deltar OF xal Tijg
¢rfoeos ... {12%, 2—7). Der Winkel ,bedarf* also der Qualitit, Qualitiit und Re-
lation.

%) Dagegen spricht nimlich p. 122,20 z@ox yée yorie rov abdrov léyor (Be-
grilll) dmddgerar xel oyl 5 uér fon yorie pdlor, 7 0t fissor (d. h. ,,nicht ist der
eine Winkel mehr, der andere weniger Winkel [?]).
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5.

Die moderne axiomatische F orschung hat gezeigt, dal wir dem
Stetigkeitsaxiom Dedekinds das Axiom des Messens (Archimedes’, besser
Eudoxos’ Axiom) gefolgert werden kann (Stolz, Pasch, Hilder®), Hil-
bert). Der moderne Beweis beruht wesentlich mit auf einem bestimmten
Kongruenzaxiom??), das fiir gemischtlinige Winkel nicht immer erfiillt
ist. Einen anderen Beweis scheint es nicht zu geben, jedenfalls hat die
Antike, soweit wir wissen, keinen besessen.

Aber die griechische Mathematik hat sogar allem Anschein nach die
ol?en genannte Beziehung zwischen den Axiomen gar nicht gekannt.
Dieser Beziehung ist offenbar, vermoge einer rein logischen Umkehrung
(émoroqpﬁ) die folgende aquivalent: Aus der Ungiiltigkeit des archime-
dischen Satzes folgt die Unstetigkeit im Sinne Dedekinds, d. h. das Auf-
treten von ,,Liicken® in der fraglichen Mannigfaltigkeit.

So wird die Sache aber in unseren Texten keineswegs dargestellt.

Dort wird die Mannigfaltigkeit der Winkel betrachtet, und auf Grund
von Euklid, E1. 111, 16 wird das Vorhandensein von Liicken (im mengen-
theoretischen, rein ordinalen Sinn) festgestellt, ohne daB metrische
Uberlegungen tiberhaupt angestellt werden.
' 'Die konkreten Betrachtungen iiber die Mannigfaltigkeit gemischt-
hfllger Winkel finden sich am austithrlichsten bei Philoponos (p. 113, 4
hl§ 114, 11). Zwar gehen, wie soeben erwiihnt, alle solche Untersuchungen
bei Spiiteren auf das Theorem Euklid 111, 16 zuriick, dessen letzter Satz
15:\utet: xal iy 1} 100 fuvrliov yovia (d. i. der spitere , innere™ Winkel,
7 évrdg ywwia) andong Selag ywviag ebdvyodupov pellwy éorly, 1 8¢ lownz
(spiiter: 1 éxrds yawia) Eldrrawn.

Bei Euklid treten also beide Liicken, zwischen den ,iuferen* und
den spitzen Winkeln und zwischen den spitzen und den ,,inneren Win-
keln (des Halbkreises) hervor. Bei Philoponos aber, in sciner zitierten

) 0. Hélder, Die mathematische Methode, §§ 29/30.
) *) Ebd. §2, Axiom II (S.19) ,Ist eine Strecke MN und auf der Geraden a
emn Punkt A gegeben, so existieren auf o gerade zwei Punkle B und # so, dall

AB = AB’ = MN ist; dabei liegt A zwischen B und B
Fiir die eindimensionale Mannigfaltigkeit samtlicher gemischUiniger und gerad.

liniger Winkel ist dieses Axiom nicht durchweg erfullt, wenigstens wenn man ver-

langt, daB die Schenkel der Winkel sich nicht krenzen.
Deshalb ist die Konstruktion im Hélderschen ,,Beweis des archimedischen Hilfa-

Satzes* (a. a. O. S. 90, Abb. 76) im entsprechenden Sinne fiir Winkel nicht austithrbar

und der Beweis versagt.
Eine gewisse Kenninis dieser Verhiltnisse scheind die spiters Antike besesseq

zu haben: Proklos nennt ja die yuvle: £¢° 8 dueardg {in einer Hinsichl ausgedehn(),
aber zugleich ein péyedos ot yeappixdy {eine , nichtlineare” Grale},
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Darstellung, wird nur die aus den beiden genannten folgende Liucke
zwischen den iiuBleren und inneren Halbkreiswinkeln (unter Weglassung
der spitzen Winkel) benutzt ).

Der Vergleich mit dem Fall der Polygone und des Kreises wird dann
so durchgefithrt, dafl sich entspricht:

Umgeschriebene Polygone: innere Halbkreiswinkel.
Eingeschriecbene Polygone: @uflere Halbkreiswinkel.
Der Kreis: ein beliebiger spitzer Winkel.

Das heiBt also: die krummlinigen Winkel entsprechen den geradlinig
begrenzten Figuren und ein geradliniger Winkel dem Kreise?).

In der ganzen ausfiihrlichen Darstellung bei Philoponos ist nun merk-
wiirdigerweise von einer Metrik der gemischtlinigen Winkel, von einem
noliatiactacyd; oder einer Halbierung, gar nicht die Rede. Ebenso-
wenig bei Ammonios nach dem Bericht des Simplikios. In der Antwort

2) Wenn man scharf hinblickt, kann man das aus allen mir bekannten Texten
{ibereinstimmend schlieBen. Diese sind némlich:

1. Proklos selbst: p. 234, 14ff: wadnedueda yoiv, drv 1§ xeoarostdrjs (scil. yovie)
&el dricos tj dfely xel odd ot ion xel 7) Tod Hunviliov doavTes" *erd 0 perd-
Beots xd tob usitoves fxl to flaseor of mdvrws ik Tod lcov ylyverar. Offenbar
ist der Ubergang vom (inneren) Halbkreiswinkel durch den wider Erwarten niemals
»gleichen*® spitzen geradlinigen Winkel zum hornférmigen Winkel gemeint. Das &si
und otdéwors deutet unverkennbar den unendlichen Prozell der Erzeugung
der siimtlichen Halbkreiswinkel (und ebenso der hornférmigen) an, wihrend der

spitze Winkel, ein beliebig herausgegriffener offenbar, nur als Vergleichsobjekt dient.

2, Simplikios: p. 42, 17—20 (Rudio): ofrs yde tj) rob fmxveliov yevie obrs vj)

Loty £lg iy o0y v xeparoerd heyouéry yévorro &v edPvyedupos {67 yovie. Ent-
sprechend daraul: obddy Bavpasror ui sboedijrar xvxlov sddvyoauun lsov. Korrela-
tion mittels der Kasus; Dativ zu Dativ, Nominativ zu Akkusativ (c. inf.).

) 1iir unser Gefithl wiirde eher das Umgekehrte niher liegen: man konnte sich
die stumpfen und die rechten Winkel den umgeschriebenen Polygonen, die spitzen
Winkel den eingeschricbenen homolog denken, withrend dem Kreis ein beliebiger
innerer Halbkreiswinkel entsprechen wiirde. Auch Johannes Campanus, der den
Gedanken der perdpusts @xd rod peiforog éxl 1o flartov die tod {oov von Proklos
ibernimmt, deutet ithn als Durchgang von einem rechten zu einem spitzen Winkel
{s. 0, 8,378, Anm. 13). Das ist aber in den antiken Texten anders. Der Grund ist
withrscheinlich, da8 nur die Einteilung innere — dullere Halbkreiswinkel eine solche
ohne Minimum der oberen und ohne Maximum der unteren Klasse ist, wihrend im
Fall des Campanus der rechte Winkel das Minimum der oberen Klasse (der stumpfen
geradlinigen Winkel) darstetlt und hier demgemiB gar keine Liicke vorliegt. Bei
den um- und eingeschrichbenen Polygonen gibt es aber in keiner Klasse ein Minimum
bzw. Maximum, also, wenn nicht ein sie ,,ausfiillendes*‘ Polygon usrefd angenommen
wird, — eine Licke!

Vielleicht ist aber auch einfach die sozusagen ,,mechanische** Ubertragung
der Ausdriicke u:ifwr — fidrror von den krummlinigen Winkeln auf die Polygone
aus dem Text von Euklid III, 16 von Bedeutung gewesen.
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des Simplikios an Ammonios findet sich imdessen eine Hindeutung auf
das archimedische Axiom in dem Wort aovuflnros= (s. 0. S. 3811.). Bei
Proklos dagegen ist das mollamiacidlew ausdricklich erwihnt (p. 122):
va 08 idyov Erovva mede dAinla Stvara aAMfdewy Snegéyery mollamiacia-
(dueva. dmegéfer doa mové nal 1§ xeparosdij Ty eb0dypappor, brep adb-
vatoy. Das moré kann im Zusammenhang mit dem vorhergehenden Satz
nur heiBen: ,,einmal®, d.h., wenn geniigend vervielfacht worden ist,
wird der hornférmige Winkel den geradlinigen schlieflich itbertreffen.
Wie aber die Vervielfachung gedacht ist, wird nicht gesagt.

Eine andere Proklos-Stelle zeigt, daf} iber die Mbglichkeit einer Hal-
bierung einer xegazoeidic ywvia eine Aporie bestand (p. 271, 15—19, wo
es heibt: vy ydp xeparoetdi ywviay &l dvwaroy diya dieleiv amogifoetag dv).

DaB man die genaueren Vorschriften der Vervielfachung im Dunkel
lassen konnte, mag zunichst sonderbar erscheinen. Man braucht aber,
um das zu verstehen, nur den auf den vorhin zitierten folgenden Satz
des Proklos zu lesen (p. 122, 6—7): belvorar pdp (namlich im Euklid
11, 16) 6n mdone doviv drreww evdvypdupov (scil. 5 xeparoadric), d. h.
Euklid hat gezeigt, daf itberhaupt jeder denkbare hornformige Winkel
kleiner als jeder spitze ist. Man kann also die Vervielfachung der horn-
formigen Winkel definieren wie man will — solange dabei nur das Prinzip
gewahrt bleibt, daB alle Vielfache eines hornférmigen Winkels
wiederum hornférmige Winkel, und alle Teile eines inneren
Halbkreiswinkels wieder innere Halbkreiswinkel sind, wird
gegeniiber den spitzen Winkeln weder der archimedische Satz (Euklid,
EL 'V, def. 4) durch die &uBeren (hornformigen), noch das Theorem X, 1
durch die inneren Halbkreiswinkel erfillt sein. Die erwithnte Bedingung
ist aber wahrscheinlich den Griechen als selbstverstiindlich erschienen.

Genau dieselbe Auffassung hat Philoponos bei der Definition seiner
aténoic und pelwoic der Halbkreiswinkel, diese vollzieht sich immer durch
Vermehrung oder Verminderung des Radius r des Halbkreises. Modern
ausgedriickt ist also das MaB des inneren Halbkreiswinkels:

n=1[(r) wo f monoton wachsend,

des duBleren Halbkreiswinkels:
=@ (r) wo ¢ monoton abnchmend ist??),

Umgekehrt bedeutet die NichtmeBbarkeit der Winkel, wenn &ie
fiir jede heliebige Wahl der Funktionen f (r), v (r) besteht, soviel

#) Die einfachste Wahl von [ und ¢ ist wohl gegeben durch:
7 = const, r, ¢ =const. }/r.
Diese Wahl der Funktion findet sich (soweil mir bekannt) rum ersten Male bei
Nicole Oresme {um 1370} in seinem Werke ,de liguratione p«@}m!i:xﬁnn“ pars. !,
cap. 21 {vgl. die [teilweise] Ausgabe von Wieleitner [nach viner Abschrift von
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wie das Auftreten einer Liicke. Allerdings — in diesem Zusammenhang —
nur dann, wenn diese NichtmeBbarkeit gilt sowohl fiir die adénois der
iuBeren Halbkreiswinkel durch den unbegrenzten moilamlactacuds, als
auch fir die pelwotg der inneren Halbkreiswinkel durch fortgesetztes
Siya téuverr (oder irgendeine andere Form unbegrenzter Zerlegung: grie-
chisch: dwaioeoic oder dpadpeots, vgl. Aristoteles, Physik 6, p.206 b 4:
16 dastpor xard dtafoeow cf. b24; 207a 23). Dem entsprechen die beiden
Formulierungen der Mefbarkeit bei Euklid: El. V, def. 4 und X, theor. 1.

Dagegen wiirde die einseitige NichtmeBbarkeit (wenn das oben ge-
nannte Kongruenzaxiom nicht anwendbar ist) eine Liickenhaftigkeit
nicht immer bedingen. Z. B. erreichen die inneren Halbkreiswinkel durch
Vervielfachung niemals den rechten geradlinigen Winkel. Trotzdem be-
steht zwischen den inneren Halbkreiswinkeln als Unterklasse und dem
rechten bzw. den stumpfen geradlinigen Winkeln als Oberklasse keine
Liicke, sondern der dem Dedekindschen Axiom geniigende Schnitt. Der
rechte Winkel nimlich trennt die stumpfen Winkel von den inneren
Halbkreiswinkeln im Sinne Dedekinds.

Hier scheint nun der tiefere Grund zutage zu treten, weshalb die
oben gekennzeichnete Zuordnung zum Quadraturproblem so und nicht
wie bei Campanus erfolgt. Bei dem Vergleichsmodus des Campanus
wiirde man gerade auf die soeben gekennzeichnete Eigentiimlichkeit des
rechten Winkels stoBen.

Worauf es also eigentlich ankommt, ist die NichtmeBbarkeit in
doppelter Richtung, von unten her durch Vervielfachung, von oben
her durch Teilung. Dem steht im Falle der Polygone die MeBbarkeit in
doppelter Richtung gegeniiber. Jedes eingeschriebene Polygon tuber-
triflt, geniigend oft vervielfacht, jedes umgeschriebene (Euklid V, def. 4).
Und jedes umgeschrichene unterschreitet, geniigend oft geteilt, jedes ein-
geschriebene (Euklid X 1).

6.
Warum also, so fragen wir zum Schluf}, haben die Griechen an die

Iixistenz eines dem Kreise fliichengleichen Quadrates geglaubt? Und wir
erhalten die Antwort: weil die dem Kreis eingeschriebenen und

P. Duhem], Bibliotheca Mathematica XIV; unsere Stelle S. 219). Aber es ist nach
den erwithnten Andeutungen von Proklos sehr wahrscheinlich, daB der Oresmesche
Gedanke schon in der Antike gefalt worden ist. Oresme sagt dort u. a.: ,,sit circulus
major cujus semidiameter sit AB et circulus minor cujus semnidiameter sit AC, tunc
si sit semidiameter A B dupla ad semidiametrem AC, curvitas minoris circuli

erit duplo intensior curvitate majoris et ita {de aliis> proportionibus et curvi-
tatibus.*

e .,
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umgeschriebenen Polygone ein ,in doppelter Richtung®
archimedisches System bilden.

Die Griechen waren der Meinung, daB solche archimedischen Systeme
auch im Dedekindschen Sinne stetig seien, d. h. da8 jeder Dedekindsche
y»ochnitt' in ithnen durch ein (und nur ein) trennendes Element hervor-
gebracht wiirde.

Daf8 ein dem Kreise flichengleiches Polygon existiert, ergibt sich
dann aus der Existenz und Eindeutigkeit des die Einteilung simtlicher
Kreispolygone in um- und eingeschriebene erzeugenden Elementes. Dieses
nElement* ist eben das Polygon, das wie der Kreis den gemeinten
»Schnitt” hervorbringt, also mit ihm dem Flicheninhalt nach zu-
sammenfallt.

Wir sehen die Sache heute anders an. Denn erstens setzen wir fiir
ein von uns betrachtetes , lineares System ein gewisses Kongruenz-
axiom voraus, das fiir das ,,nicht lineare** (o3 yoauxdv), fiir die Griechen
paradigmatische System der Halbkreiswinkel gerade nicht gilt. Und
zweitens nimmt der Grieche stillschweigend ein bestimmtes ,,JJomo-
genitatsprinzip* an fiir die Vervielfachung und Teilung (nach dem jede
GroBenart innerhalb ihrer mo6tne idudfovea ihrer oixeia poperf, ihrem
yapaxtrne ndpfews verbleibt)?8), das uns wiederum fremd ist. Daf der
Grieche so verfihrt, scheint mir durch die gestaltliche Struktur scines
»nichtarchimedischen* Paradigma bedingt, die gerade scine Annahme
nahelegt und unsere in der Tat ausschlieBt. Und so scheint mir, da8 den
antiken Mathematikern ein legitimer Vorwurf nicht gemacht werden
darf29),

Wenn ich es wage, den Kern all der geschilderten Gedankengiinge
schon dem Eudoxos zuzuschreiben, so folge ich mehr einem Gefithl
als strengen Belegen. DaB sie aber in der Spitantike vorlagen, das glaube
ich aus den Dokumenten bewiesen zu haben.

) Proklos, in Fucl., p. 124, 4/5. 10—13.

#9) Es sei noch bemerkt, daf unser altbekanntes Beispicl cines archimedischen
Systems ohne Stetigkeit, dic rationalen Zahlen, nicht den Veraussclzungen des
griechischen Homogenititsprinzips geniigt. Es gibt in ihm Gberhaupt keine zwai
Klassen mit je einer zoiérng Idtcgovow. Und deshalb verliert das genannte Prinzip
seine Bedeutung, denn die Mitrechnung giinzlich trivialer Falle ist dem Gricchen

fremd.




