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Einleitende Uberslcht 

Die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem magnetischen Dipolfeld 
wird heute kurz das Störmerproblem genannt. Schon lange hatten sich Physiker 
und Mathematiker im Zusammenhang mit dem Nordlicht und kosmischer 
Strahlung dafür interessiert. wie sich geladene Teilchen im Magnetfeld der 
Erde bewegen. Das Problem erwies sich als hartnäckig. Jahrzehntelange Suche 
nach einem weiteren Integral der Bewegung neben der Energie und dem Dreh­
impuls blieben erfolglos • bis es evident wurde. dass man es mit einem nicht­
integrablen Problem zu tun hatte. Wir werden in den ersten zwei Abschnit­
ten das Störmerproblem kurz mathematisch und geschichtlich beschreiben. 
Im dritten Abschnitt zeigen wir auf. wie eine Poincarreschnittabbildung im 
Störmerproblem ko"st.ruiert werden kann. die aus zwei singulären Twistab­
bildungen zusammengesetzt ist. Stochastische Eigenschaften von solchen 
Abbildungen können mit Lyapunovexponenten ausgedrUckt werden. Diese 
im letzten Jahrzehnt entwickelte Pesin-Katok-Strecyn-Theorie wird uns im 
fünften Abschnitt beschäftigen. Die nächsten drei Abschnitte handeln dann von 
Lyapunovexponenten. Bei der erfolglosen Suche nach neuen Kriterien. um das 
Nichtverschwinden von Lyapunovexponenten zu zeigen. schaute dabei ein neuer 
Beweis für einen Satz von Wojtkowski heraus. Zuletzt werden wir das Wissen 
auf ein paar verkettete Twistabbildungen anwenden. 



Some say, that the Northern lights are the glare 

of the Artlc lce and uow, 

and some say, that Irs electrlclty, 

and nobody sums to know. 

Robert W. Service 
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Ballad of the Northern lights 

1909 

1. Da. StlrmerprobJem 

Wie bewegt sich ein geladenes Teilchen in einem magnetischen Dipolfeld ? 
Das Magnetfeld B ist gegeben durch : 

(1.1 ) 

mit rotationssymmetrischem Vektorpotential 

(1.2) 

wobei 1lJl das magnetische Dipolmoment des Feldes. p den Abstand von der 
Dipolachse. r den Abstand vom Dipol und cl» den Einheitsvektor von <p in 
Zylinderkoor:di~naten bezeicJ:l~_~~~lE!a.J_.1} 

x 

Z. 

flg.1.1 Schematische Darstellung der Bewegung eines sich 
Im magnetischen Dlpolfeld bewegenden Teilchens 

Die Hamiltonfunktion eines Teilchens mit der Ladung q. Masse mund 
Geschwindigkeit v lautet in Zylinderkoordinaten : 

~r= [ m 2 c· + c 2p: + C
2
pp2 + c 2

( !!h -qA<p) 2] 1/2 

~ 
= ymc 2 = konstant JI,)l€ 

mit 

y= (1_V2/C 2 )-1/2 

pz = ym~ 
Pp= ymp 
P<p= ym4> flt- qpAcp 

(1.3) 

(1.4) 
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Wegen der Konstanz von y ist es möglich, eine neue Hamiltonfunktion einzu-
l 

führen. die zu (1.3) äquivalent ist und die Form einer nichtrelativistischen 
Hamiltonfunktion hat 

V=--1-
2ym 

= 1. ymv 2 = konstant 
2 

(1.5) 

Wir werden im folgenden mit ~ statt mit ~r arbeiten. Die Äquivalenz der 
bei den Hamiltonfunktionen erkennt man dadurch, dass die partiellen Ableit­
ungen nach allen dynamischen Variabeln übereinstimmen. 

Die Invarianz von ~ unter Rotationen um die z-Achse liefert uns ein zweites 
Integral der Bewegung 

(1.6) 

oder 

(1.7) 

wobei die Integrationskonstante f die Dimension einer re~iproken Länge hat. 
Das dreidimensionale Problem ist nun reduziert auf die Aufgabe, die Bewegung 
eines Teilchens in der p-z -Ebene zu finden. das sich im Potential V bewegt. 

V = q2~2 [ ..L -~ ] 
2ym P r 

Nach Einführung der dimensionslosen Variabeln: 

z' = fz 
p' = fp 
'P' = 'P 
t' = rlqaJl (ymr1 t 

( 1.8) 

( 1.9) 

hat das Problem ( die Apostrophs werden unterdrückt> die Form 

v = 1. ( p! + Pp ) + V = _1_ = konstant 
2 32y~ 

V = 1. ( 1. - J? )2 
2 P r l 

(1.10) 

( 1.11) 

Y 1 ist eine von Störmer eingeführte dimensionslose Konstante : 

y~ =_1_ (~ )2 r4 
16 vym 

<1.12) 
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cp kann nun bei Kenntnis von p(t) und z(t) durch Integration gewonnen werden: 

cp = f dt [.!. - 1. ] 
p2 rl 

<1.13) 

Eine Betrachtung des Potentials V (Fig 1.2) liefert uns nun ein qualitatives 
Bild der Bewegung des Teilchens in der p-z-Ebene. 

--------- ----- ----~--- .. 

I 

I 

I 

I-- v .. .L 
I S2 

I 

\ 
\ 
\ 

flg 1.2 Nlvtlullnlen des effektlvtn Potentials (1.11) 

Das Potential (1.11) verschwindet auf dem Weg 

( 1.14) 

der Thalweg genannt wird. weil er am Grund des Potentialtals liegt. Sonst 
ist das Potential überall positiv. Die Wände des Potentialtals werden immer 
steiler. wenn man vom Äquator z=O entlang dem Talweg zum Nord oder Süd­
pol marschiert. Falls V den Wert 1/32 hat. gibt es einen Pass bei z=o. P=2. 
Aus (1.10) kann man nun sehen. dass für "(1 >1 das Aufenthaltsgebiet des 
Teilchens unzusammenhängend wird und damit ein Teilchen. das im Tal startet. 
immer im Tal bleibt. da es nicht die Energie hat. den Pass zu überschreiten. 
Uns interessiert nun die Bewegung in diesem beschränkten halbmondähnlichen 
Gebiet. (Fig. 1.3. 1.4) 

&. 

flg. 1.3 Erlaubtes Gebiet für V= 1/S0 mit Thalweg. 
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Qualitativ kann man sich nun gut ein Bild vom Verlauf einer gefangenen 
Teilchenbahn machen. Das Teilchen wird im allgemeinen ständig zwischen 
den zwei Potentialwänden hin und herpendeln und dabei sich abwechselnd 
in die untere und obere Spitze des Halbmondes begeben. 
Im ursprünglichen Dipolfeld entspricht das einer Kreiselbewegung um eine 
Magnetfeldlinie verbunden mit einer Bewegung längs der Magnetfeldlinie. 
sodass der wirkliche Orbit einer Spirale gleicht. In hohen Breitengraden, Ge­
bieten mit starkem Feld. wird das Teilchen zum Äquator zurUckreflektiert. 
Das Resultat ist ein Hin- und Herspiralen durch die Äquatorebene. Schluss­
endlich wird die Magnetfeldlinie, um die das Teilchen spiralt, langsam um die 
Erde herumdriften. ( Fig.1.5) 

~ 

0'" 

0.1 

-0. .. 

fig. 1.4 fine gefangene Bahn In p-z Koordinaten mit Anfangsbedingungen 
z:O , p : 1.01, p: 0, i = 0.0355 ([ Dr 1976]) } ca f.GtS''I 

.-~. "b .,-:-" ..... '~_. 

,.~ r~;.l' -rr "::j~.'--: /" TRAJECTORY OF TRAPPlO PARTla..E 
,~". '-

~!::"'~J:..s.~"~ . ~ "'MIRROR POINT 
~, '~" \ (Pltch angle 01 helIcaI tnjectory .900 t 

.. DRIft Of":,, 
:IlRlfT Of ruCTRONS . 
PROTONS· . __ 

\' ., 
;. 

Fig. 1.5 Verlauf der Bahn eines gefangenen hllchens Im frdmagnetfeld. 
'aus [EI 19801 ) 

Das dynamischen System ""elektrisches Teilchen in einem magnetischen 
Dipolfeld "". wird kurz Störmerproblem genannt wird zu Ehren vom nor­
wegischen Physiker earl Störmer<1874-1957). der sein ganzes Leben diesem 
Problem gewidmet hat. 
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Das System heisst immer noch Störmerproblem, weil die Suche nach einem 
weiteren Integral, das eine genaue Berechnung der gefangenen Bahnen 
ermöglichen würde, erfolglos geblieben ist. Es sind im Gegenteil numerische 
Indizien vorhanden, die vermuten lassen, dass das System für Y1 ) 1 nicht­
integrabel ist ([Or 1976]. [Br 1981] ). Ein mathematisch sauberer Beweis 
für diese Behauptung steht noch aus. 
Dagegen existieren nach einer Bemerkung von Moser [Mo 1963] drei Integrale 
in Involution für y 1 (1. Er zeigt , dass in diesem Fall jede Lösung entweicht 
und die Bahn eine Asymptote hat. deren Richtung zwei weitere Integrale ne­
ben der Energie liefert. 

Im nächsten Abschnitt geben wir einen kurzen Abriss über die Entwicklung 
dieses faszinierenden Problems. 



. The Eski mos bell tved th ai Ihe l ur on 

kill peopl e- I lang time Igo ther uad 

10 beline 11, but Ihe you nger ptople 

no w. dl Ys don ' , belltvt It .. . tun the 

old er pt opl e Ilk r me don' , beHue It 

anym ore ... but Ws Irue .· 
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Equalaq, Eskimofrau w. hrend einem 

Int ervi ew für den Film Spirits of 

Ihe PollT High I 1972 

2. Zur Ge.chichte de. SUlrmerprob'em. 

Zu den faszinierendsten Naturschauspielen gehören die 
nächtlichen Firmament. Die Farben des kalten leuchtens 
überwiegend gelbgrünlich in zarten, blassen Tönen. Auch 
violette Farbtöne sind möglich. (Bilder 22, 2.5,2 .6 ,2.7 ) 

Polarlichter 
der luft 

rote blaue 

am 
sind 
und 

Das Polarlicht nimmt einen erstaunlich grossen Platz in der Wissenschaft 
und der Kultur der letzten Jahrhunderte ein. Eine ausführliche Dokumentation 
ist [Ea 1980]. 

Erste Deutungen dieser Naturerscheinungen finden sich schon in 
Mytologie der Eskimos: Das Polarlicht wird dadurch hervorgerufen, 
die Geister der Verstorbenen am Firmament ein temparamentvolles 
spiel mit hin- und hergeworfenen Walross schädeln aufführen. 

der 
dass 
Ball-

Kurz vor der Jahrhundertwende vermutete der dänische Meteorologe Adam 
Poulson, diese lichteffekte könnten durch Kathodenstrahlen hervorgerufen 
werden . Die Strahlen stammten seines Erachtens aus den oberen Schichten 
der Erdatmosphäre. Bereits 1881 hatte der deutsche Physiker Eugen Goldstein, 
der sich vor allem um die Erforschung der Kanalstrahlen verdient gemacht 
hatte, den Gedanken geäussert, dass die Sonne elektrische Strahlen zur 
Erde schicke, die mit der lufthülle in Wechselwirkung treten. 
Der norwegische Physiker Kristian Birkeland (1867-1917l griff diese Vor-

Bil d 2.1: Krlstian Blrktl.lOd 186 1 - 1911 • Ph ys lkpr oh ssor an der Unlverslt i t yon 0510 

stellung auf und entwickelte einen einfachen Modellversuch: 



Sild 2. 2 Dln. Pholognphll yon TorbJörn lövgren tG.ophYIJklllHhes In"lIut Klrunll Schwedenl IU' 

dem Jahre 1919 zeigt hilt .Inu den NlchthJmm.1 umspann.nden Bog.ns . Pollrllchlbögen 

könntn sich über 1000 Kilometer .rstrecken . Oie g,wlltlg.n AusmiSSt vom Bogln können 

In ihr.r wahrtn riumllchtn Ausdehnung ,on ""nsch.nng. Jtdoch nicht .rhut ... rdu. 

(Aus [F. 19831 I 

9 
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Ein evakuiertes Glasgefäss diente als Weltraum. Ein spielballgrosses Mo­
dell der Erdkugel war mit Leuchtfarbe bestrichen und mit einem Magneten 
im Innern versehen . Die Kathode von der die Strahlung ausging , wurde zur 
Sonne . Die Kathodenstrahlen wurden von der Oberflache der Kugel wegge­
worfen mit Ausnahme ·von bestimmten Stellen in . der Nähe der Polarg·egend .. 

Bild 2.3 S.telliten- Aufnahme vom 8. November 1981 Im ultrnloletten licht aus tlntr Höh. 'Ion .Iw. 

20300 km . On Pollrllcht~Oy.1 Ist slchtblr luf dem HI"Urgrund der compt.lhr-guelchne-hn 

UmrisSt der Kontinente. Vorne befindet lieh Hordamerlk •• Die breittste Qntflicht h,l übtr. 

l.bndor und Neu'undland zur UltternlCht. Nord,k.ndlnl'tlen verlisst mit der Erdumdrehung du 

Gebl.t unhr d.m Oval.Der 1S1.lisch. I(o nlinent mit ~u5Sl.nd befindet sich Im Sonnenlicht. 

(Photo: LA. Funk. Kopier t I UI (Fa 1983) J 
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Birkeland war dem Entstehungsmechanismus des Polarlichtes auf die Spur 
gekommen . Was Birkeland auf seinem Modell der Erdkugel beobachtet hat, 
kann man heute dank Satellitenaufnahmen in Natura sehen( siehe Bild 2.3 ). 

Birkelands Landsmann, der Mathematiker earl Störmer (1874-1957) fand 
schliesslich 1904, dass es ein "fesselndes Problem" sei, die Bahnkurven 

' .. ~ . . , 

Bild 2.4 earl Störmtr 1874--195 7, ~alhtm . llkprof u sor 10 der Unlytrslt i t yon 0510 . OlOtben eines 

der Or ahlmodelle, die yon Störmer un d se inen Stu den ten konstruiert worden sind , um die 

btr tc hnthn Bahntn der h llc hen ansc haulich zu machtn. 

zu berechnen , auf denen die Elektronen von der Sonne ins Magnetfeld der 
Erdkugel eintreten. Mit einigen seiner Studenten zusammen berechnete er 
in rund 5000 Arbeitsstunden ungefähr 120 verschiedene Bahntypen . Mit 
seiner Idealiserung, das Erdmagne tfeld als Dipolfeld zu betr achten , hat 
Störmer das physikalische zu einem mathematischen Problem gemacht. 
Er interessierte sich vor allem für Bahnen, die von weither in den Dipol 
hineinschiessen und für Bahnen, die im Magnetfeld der Erde gefangen 
bleiben, da die Kenntnis solcher Bahnen es ermöglichen, die Geheimnisse 
des Nordlichts zu ergründen. Die Bahnen durch den Ursprung heissen heute 
Störmerbahnen. Numerische Daten lies sen erkennen, dass diese Bahnen etwas 
von den Feldlinien wegliegen und dass es Bahnkurven gibt, die um diese Störmer­
bahnen kreisen,statt wie erwartet um die Feldlinien . Störmer hat seine Resultate 
und sein Wissen in [St 1955] zusammengefasst. 



Bild 2.5 Auro,. pholographlert über Klruna/Schweden von TorbJörn lövgren. tAus [Ea 1980]) 

Bild 2.6, 2.7 
Auro", pho tographlert von Robert W. 

[lther lAus ([. 1980J J 
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earl Störmer erlebte ein wichtiges Datum in der Geschichte seines Problems 
nicht mehr: den 31. Januar 1958. An diesem Tag wurde der amerikanische 
Satellit "Explorer 1" mit einem Geigerzähler versehen in eine stark elliptische 
Umlaufbahn um die Erde geschossen [He 1965]. Die Messdaten zeigten un­
erwartete Intensitätsmaxima • Die gemessene Strahlung war zeitweise so 
so gross, dass die Messdaten ausfielen, weil der Messbereich zu schmal war. 

Der amerikanische Physiker James A. Van Allen (geb. 1914) fand die Deutung 
dieser Messwerte, die von den Zählvorrichtungen in den Satelliten Explorer 
111 und IV, in den Raumraketen I, 111, IV und in den sowjetischen Satelliten 
Sputnik 11 und 111 ergänzt und bestätigt wurden: Die Van Allen Gürtel waren 
entdeckt worden. 

Die Fähigkeit des Erdmagnetfelds, geladene Teilchen über längere Zeit ge­
fangen zu halten, machte auch die U.S .Air Force hellhörig. Könnte nicht ein 
durch eine nukleare Explosion über Grönland künstlich erzeugter Teilchengürtel 
das ballistische Frühwarnabwehrsystem stören? Es erfolgten vom August 1958 
bis November 1962 insgesamt 7 sowjetische und amerikanische Nuklearexplo­
sionen im Weltraum, die künstliche Strahlungsgürtel um die Erde erzeugten. 
Noch viele Monate später konnten Teilchen. die aus diesen Explosionen 
stammten, nachgewiesen werden, eine erstaunliche Tatsache, wenn man 
bedenkt, dass ein Elektron nur etwa zwei Sekunden braucht, um vom 
Umkehrpunkt am Nordpol zum Südpol und zurück zu gelangen und dabei noch 
wie verrückt um die Magnetfeldlinien kreist. 

Am mathematische Problem wurde im folgenden viel gearbeitet und gerechnet. 
Das Interesse galt einerseits den Störmerbahnen, Lösungen, die in den Ursprung 
des Dipols hineinlaufen, andererseits periodischen und quasiperiodischen Bahnen, 
im Van Allen-Gürtel. 
Zum ersten Problem hatte schon Störmer 1907 eine formale Potenzreihe ange~ 
geben, die, falls sie konvergieren würde, eine Lösung durch die Singularität 
liefern würde [St 1907]. Aus dieser Potenzreihe und aus vielen numerischen 
Daten vermutete er die Existenz und Eindeutigkeit (bei fester Energie und 
Drehimpuls) solcher Bahnen. 1944 gelang es dem schwedischen Mathematiker 
Malmquist, die Existenz zu zeigen [Dr 1965J . Martin Braun erledigte das 
Problem schliesslich 1970 [Br 1970J , indem er in einen neuen Beweis die Existenz 
und die Eindeutigkeit der Störmerbahnen sicherte. 
Auch zum zweiten Problem lieferte Braun bahnbrechende Resultate. 1968 ge­
lang ihm, zwei Regionen im Raum zu finden, wo Teilchen für immer gefangen 
bleiben [Br 1968] . 
In einer dieser Regionen bleiben die Teilchen nahe dem Äquator, während 
sie im zweiten Gebiet beliebig nahe an den Dipol gelangen können. 
Braun konnte bei seinen Forschungen auf Arbeiten von Dragt und Vogelaere 
zurückgreifen. Entscheidend war der Gebrauch der KAM Theorie. Zwar sind 
die betrachteten Gebiete nicht physikalisch relevant, trotzdem sind diese Re­
sultate enorm wichtig, da jetzt zum ersten mal bewiesen war, dass Teilchen 
theoretisch unendlich lang im Magnetfeld der Erde eingeschlossen sein können. 
Später spürte Braun zwei weitere Gebiete von der schon entdeckten Art auf, 
die gross genug sind, um physikalische Bedeutung zu haben. [Br 1981] 
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Alex J.Oragt hatte schon früher das Störmerproblem mit Computerhilfe unter­
sucht [Or 1965]. Später hatte er einen wesentlich leistungsfähigere Rechner 
zur Verfügung. der auch komplizierte formale algebraische Manipulationen 
durchführen konnte. Zusammen mit John M.Finn zeigte er. dass das Störmer­
problem nicht durch Integration gelöst werden kann. indem sie mit topo­
logischen und numerischen Methoden die Existenz von homoklinen Punkten 
bewiesen [Or 1976] . 
Etwas später entwickelten sie ein einfaches Modellproblem mit zusammenge­
ketteten Twistabbildungen. das qualitativ die Bahnen in der Nähe der 
Störmerbahnen beschreibt. Martin Braun griff diesen Gedanken 1981 auf und 
zeigte. dass dieses Modellproblem eine Hufeisenabbildung enthält. Eine Ubersicht 
über alte und neue Resultate im Störmerproblem bis zum Jahre 1981 gibt 
[Sr 1981] • 



3. Vom Stllrmerproblem zum Modellproblem 
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But, whert, 0 Nature Is Ihy Ilw ? 

from tht mldnlght lands comtS up tht d.wn! 

Is it not Iht ley stilS that ift fluhlng Ort? 

U.V.lomonosov, Ilhttorlc, 1747 

Wir betrachten ein Teilchen, dass im Magnetfeld der Erde gefangen ist. 
Zur Bewegung in der p-z-Ebene gehört nach (1.10) und (1.10 die Hamilton­

funktion: 

.y=.1.( p' +p ' ) +.1.(.1 
2 z P 2 P 

~)' =_1_ 
r l 32Y~ 

(3.0 

Die Bewegungsgleichungen bestehen aus einem gekoppelten System nichtlinearer 

Differentialgleichungen: 

_ , 
p=(..Q. - .1.)( ~ -.1. -.1.) 

r J P r S p 2 r) 
(3.2) 

Z = (..Q. - .1. ) .:!.Jll (3.3) 
r" p r S 

auf der Energiefläche 

p' + 2' + (...Q. - .1. 'i' = _1_ 
r) p 16)'; 

(3.4) 

Die Suche nach einem weiteren Integral der Bewegung ist, wie die numerischen 
Daten zeigen, aussichtslos. Es ist numerisch sogar evident [Dr 1976], dass 
für (3.2)-(3.4) kein analytisches Integral existieren kann . Man versucht desshalb, 
die Bewegung durch numerische Integration zu verstehen, was von Störmer und 
Dragt auch intensiv gemacht worden ist. 
In erster Approximation oszilliert ein Teilchen um die Magnetfeldlinie p , =r ' . Das 
wird offenbar, wenn man dem Problem besser angepasste dipolare Koordinaten 
gebraucht: [Dr 1965] 

J 

a =L - 1 
p' 

b=~ 
r' 

(3.5) 

Fig 3.1 zeigt die Bahn von Fig.1.4 in dipolaren Koordinaten. 

b 

.." , ,-" \ r't-'t O..ll' h ' \ I "', ,', I ~ 
1\/\: ',,' ,-lI 1/','.:' 
111\; \.1.\" 

O ~ • "T \ ,I I' "r
" " I r, , (, I' 'I 7 

la D' '<1'111 • " .\ - J, ~ . \ \ I I , • I Q 

" 
I • \ I \../ \ "J \ \" ': 

-o~ I ' ... ' \'" '-..., ... 41 V 

Fig. 3.1. Oie Bahn yon flg . l.4 In den dlpollrtn Ko ordinaten 'I'on Or . gl I [Or 1976] I 
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a=konstant entspricht so einer Dipolfeldlinie und a=O ist der Thalweg am 
Boden des Potentials. Die Kurven b=konstant liegen orthogonal zu den 
Dipolfeldlinien. In dipolaren Koordinaten hat ~ nun die Gestalt ([ Dr 1976]) 

(3.6) 

wo 

h2 = po h2 = r a . (3.7) 
• ,-4(r2+3 Z2) , b (r2+ 3 Z2) 

und r in Termen von a und b zu denken ist. Entwickelt man tt in eine Potenz­
reihe nach a und b, erhält man: 

( 3.8) 

mit 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

Die Bewegung bei aUeiniger Berücksichtigung von ~ 2 ist nun eine 
Oszillation um die Magnetfeldlinie, denn in diesen Koordinaten beschreiben die 
Variabeln a und P. die schnelle Oszillation um den Thalweg herum und für die 
Bewegung längs des Thalwegs sind die Variabeln b und Pb zuständig. 

Oe Vogelaire hat 1954 gezeigt, dass ein im Dipolfeld gefangenes Teilchen, 
das sich nicht auf der Störmerbahn bewegt und nicht in der Äquatorebene 
liegt, die Äquatorebene z=O immer wieder durchqueren muss ( [Vo 1954]) • 
Das ermöglicht einen Poincarreschnitt: Die dreidimensionale Energiehyperfläche 
(3.4) im Phasenraum wird mit der Ebene z=O geschnitten. Das Resultat von 
Vogelaire sichert dabei die Transversalität des Schnitts, der nun zwei­
dimensional ist. Als Koordinaten auf dieser Schnittfläche nehmen wir p und p 
Den Wert von z kann in (3.4) bis auf ein Vorzeichen abgelesen werden.Die 
Wahl des Vorzeichens ist unbedeutend wegen der Symmetrie des Problems 
bezüglich Spiegelung an der Äquatorebene. 

Die Schnittabbildung T, erhält man, wenn man einem Punkt (p,p), der zu einem 
Teilchen gehört , das mit den Werten (p,P.z,o) in der Äquatorebene startet. 
den Punkt (p, .P, ) zuordnet, der aus den Koordinaten (p l' P1' %1 .0) beim nächsten 
Durchlaufen dieser Ebene gewonnen wird. Ein Teilchen auf der Störmerbahn 
lassen wir auf dem selben Weg vom Dipol zurückkehren. So ist T" für Start­
werte, die in (3.U einen 'Y 1 -Wert grösser als 1 ergeben. wohldefiniert. 
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Die Kenntnis der Abbildung T ,die als Schnittabbildung eines hamiltonschen 
Systems flächenerhaltend. stetig und invertierbar ist. wUrde eine Ubersicht 
über das globale Verhalten der Bahn des Teilchens erlauben. 50 etwa 
entsprechen Fixpunkten einer Potenz von T periodische Bahnen im 5törmer­
problem. Oe Vogelaire (1958) hat durch das Studium von T periodische Bahnen 
finden und klassifizieren können [Vo 1958]. 

Die numerische Berechnung der Abbildung T durch numerische Integration ist 
schwierig und arbeitsaufwendig. Nach [Dr 1965 Anhang] versagen gängige 
Integrationsverfahren wie Runge-Kutta jämmerlich. Das ist auch nicht weiter 
erstaunlich, da ein Teilchen. das in die Nähe des Dipols gelangt. unheimlich 
viele Rotationen um den Thalweg herum macht und ein kleiner Rundungsfehler 
dort den Wert am Äquator völlig verändern kann. Schon Störmer (1955) 
musste neue Integrationsmethoden verwenden und Dragt hat ebenfalls ein 
neues Verfahren entwickelt, das zusammen mit neuen Koordinaten ver­
nünftige Resultate lieferte ( [Dr 1965]) . 

Ein zweiter Weg neben der numerischen Integration zum Verständnis von T 
wäre die Entwicklung einer Theorie, die approximative Lösungen liefert. 
Alven hat 1950 diesen Weg eingeschlagen und Dragt hat diese Alventheorie 
weiterentwickelt. Die Idee ist, die integrable Bewegung in einem homogenen 
Magnetfeld zu stören, indem ein inhomogenes Feld überlagert wird. In einer 
solchen Approximation wird die Bewegung aufgespalten in zwei Bewegungen: 
Ein Kreisen um einen Punkt. der Führungszentrum genannt wird und die Be­
wegung des FUhrungszentrums. Diese zwei Bewegungen werden getrennt 
diskutiert und nachher zur gesamten Lösung zusammengefügt [Dr 1965]. 

Die Quintessenz dieses Modells. das in [Dr 1965] zu finden sind, ist 
folgende : 
FUr Y1»1 bleibt die Grösse 

(X:=p3IZII (3.12) 
zaO 

konstant. Für jedes (X gibt es eine Mannigfaltigkeit M cx in der p-p -Ebene. 
die unter T invariant bleibt. M oe ist gegeben durch : 

M
oe

: p2 + (X2 + (p_1)2 = ..l.-
pO p' 16 y: (3.13) 

M oe ist approximativ eine Schar konzentrischer Kreise, die für einen Wert 

(X2= (X 2 =-1- + 9 + ••• 
max 16Y: 256Y: 

(3.14) 

zu einem Punkt degenerieren. der die Koordinaten 



p= 1 +...L + ... 
o 16Y. 

1 

hat (Fig 3.2) . Dieser Punkt entspricht der Störmerbahn . 
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Fig 3.2 Die ".nnlgfaltlgkelt "'cx für drei verschiedene Werte von cx ( [Or 1965]) 
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Die Abbildung T eingeschränkt auf M cx ist eine Drehung mit Rotationszahl 
R IX , die sich etwa umgekehrt proportional zum mittleren Radius von M cx verhält. 
Wir haben also im Wesentlichen einen Twist 

( P.- Po) ~ ( c~s cp sin cp ) ( P:-Po) 
P -slncp coscp p (3.16) 

cp = 1/ / (p - Po 'f+ p2 (3.17) 

Diese Resultate sind durch numerische Experimente glänzend bestätigt. Dragt 
erhält z.B für y 1 = 2 gute Ubereinstimmung mit der Theorie. 
Dass das Modell für kleinere y 1 -Werte nicht mehr adäquat sein kann, zeigen 
schon die Arbeiten von Störm er von 1907 : Ein Teilchen, dass von der Äquator-

.;t 

-0...1 

..... - ---

Fig. J.J Die zwei Störmerbahnen schneiden sich transversal ([ St 1955]). 

Ein Teilchen mit einer Sahn In der Nähe der Störmerbahn oszilliert um diese und 

nicht um die Feldllnle. 
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ebene zum Dipol aufbricht. startet nicht mit p= 01 (Fig 3.3) Dragt hat das Zu­
sammenbrechen seiner Theorie in Regionen. wo die Teilchen nahe an den Dipol 
herankommen auch bemerkt und experimentell genau studiert. Er hat auch das 
weiter unten besprochene Modellproblem eingeführt. 
Bevor wir zum eigentlichen Modellproblem kommen. sei noch die Arbeit von 
Braun aus dem Jahre 1970 erwähnt. wo er zum ersten mal eine mathematisch 
saubere Analyse der Struktur der Bahnen in der Nähe der Störmerbahn und 
die ein.deutige Existenz dieser Dipolbahn beweist [Br 1970]. Braun zeigt 
dort. dass das Störmerproblem in der Nähe eines integrablen strukturell 
stabilen Systems liegt und somit gewisse Eigenschaften wie etwa die 
eindeutige Existenz einer singulären Bahn erbt. Er beweist. dass auf jeder 
Energiefläche alle Bahnen nahe der Dipolsingularität auf zweidimensionalen 
invarianten Zylindern liegen. deren Schnitt mit der Äquatorebene z=O 
geschlossene Kurven herausschneiden. wobei das Zentrum dieser Kurven 
der Schnittpunkt der Störmerbahn mit z:o lat. 
Da der Schnitt winkel der Störmerbahn mit der Äquatorebene kein rechter 
Winkel ist und die Situation an der Nordhalbkugel die gleiche wie an der 
Südhalbkugel ist, treffen sich die Zylinder nicht genau. Es entsteht folgendes 
Bild: 
Sei Tn die Poincarreabbildung der p-p - Ebene, die man erhält. wenn man 
das Teilchen nach Norden schickt. Ts soll die entsprechende südliche Version 
sein. Wir nehmen wieder an, dass Teilchen, die auf der Störmerbahn 
davonlaufen. auf der gleichen Bahn zurückkehren. Dabei ändert sich natürlich 
das Vorzeichen von p. Damit den Störmerbahnen Fixpunkten der Abbildungen 
Tn und Ts entsprechen. ändern wir Tn und Ts etwas ab: 

Tn ' :=oeTn 
Ts ' := Ts e 0 

wobei 0 eine Spiegelung an der p-Achse s,in soll. So ist 

(3.18) 

(3.19) 

und T'; hat nun einen Fixpukt Sn und T 5 einen Fixpunkt S s . Nach den numerischen 
Resultaten von Störmer. Oe Vogelaire und Dragt und den theoretischen 
Uberlegungen von Oe Vogelaiere, Dragt und Braun ist die Abbildung T;' im 
wesentlichen eine Drehung um Sn mit einer Rotationszahl. die wie r -1 gegen 
Unendlich geht, wenn der Abstand r vom Fixpunkt Sn gegen Null strebt. 
Braun nimmt 1980 aufgrund seiner Resultate ein Anwachsen wie r-4/1 als 
beste Schätzung. ([Br 1980]) Entsprechend ist Ts' eine Drehung um S s . 
Was sind nun die Eigenschaften von T ? 

(3.20) 



4. Da. Mod.llprobl~m 
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A theorie has only the alternative of 

being rlght or wrong. A model has a 

thlrd pou1bUlty: 

It may be rlght. but Irrelevant. 

"anfred Eigen 

Tb, Pbyslclst's conc,pt 

of N,tu" '913 

Das Störmerproblem hat uns zu einer flächenerhaltenden Abbildung T der 
Ebene geführt. die folgenden Aufbau hat: 

Wenn 

(4.1) 

mit 

lim f( r) • ClO i 2J < 0 
r~ or (4.2) 

eine monotone Twistabbildung auf 1R2 mit einer Singularität im Ursprung ist 
und 

die Translation in x-Richtung um ß bezeichnet • so seien 

T, := L~ • R • L pt 
-'::=Lj;. R· L~ 

(4.3) 

(4.4) 

die um ß respektive (-ß) verschobenen Twists • T ist schliesslich die 
Zusammensetzung von T, und T2 : 

(4.5) 

Anstatt die Zusammensetzung von zwei Drehungen zu betrachten. könnte 
man auch eine Drehung mit einer Verschiebung koppeln. 
Sei 

(4.6) 
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Fig . 4.1 Bnunibblldung mit drei verschiedenen Parameltrn ß . Deutlich sieht man du 

WAChstum du unstablIen Gebiets . .11 (3 :: 0.01 , b) ß= 0.05,cl ß :: 0.1 . 
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eine Drehung um 1t, d.h eine Spiegelung am Ursprung und 

5 := R • R, • Lß
2 (4.7) 

die VerknUpfung einer Drehung mit einer Translation. Es gilt nun: 

Propoaltlon 4.1 T I.t topo/oll.eh und metrl.eh Mqul.a/ent zu S·: 
T

n = L _' • S·· LIJ 

Beweis: Da R,· L ß = L-~ • R, ist, erhalten wir 

• 
Die Abbildung S hat nun also die gleichen Eigenschaften wie T und man kann 
ohne weiteres S untersuchen, um T zu verstehen. 
Komplex geschrieben sieht die Abbildung so aus: 

S : ~~ ~ 
z ~ z· e JfUzll + w ,w E C ( 4.8) 

und ist jetzt ein Generator für ein diskretes dynamisches System auf C. 
Konkreter werdend, beschränken wir uns auf 

5 : z ~ z· ei/I zl + ß (4.9) 

Die Abbildung 5 mischelt in der Nähe des Nullpunktes ungeheuerlich. Weit 
aussen werden glatte Kurven invariant gelassen. Wir haben eine Abbildung. 
die reguläres und chaotisches Verhalten zeigt,(Bild 4.1) 
Die Abbildung S soll Braupabbildung heissen. 



It is not surprislng that, Ifhr I 

long per Iod of searehlng and errlng, 

some of the eoneepts and Ideas In 

human thlnklng should hlve eome 

griduilly eloser to the fundamentll 

Ilws 01 thls world. 

Vletor Weisskopf, Knowltdg' ud 

wondlf, 1966 
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5 • Peslntheorle fUr glatte dynamische Sy.teme und Ihre Erweiterung durch 
Katpk- Stre'cyn ayf Sy.teme mit Sinsylar'titen 

Sei M eine glatte rn-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und T: M ~M 
ein C2-Oiffeomorphismus auf M, der das von der Riemannoschen Metrik p in­
duzierte Mass 11 invariant lässt. Ein Punkt xeM heisst regulär. falls k Zahlen 
At ( ••• < A k und eine Zerlegung 

k 

T.M = e E,(x) ,., (5.1 ) 

des Tangentialraumes von x existieren, sodass 

A,(X)= lim .!.Iog( IdT(x)vl) .\/v~O veE,(x),i=1..k (5.2) 
n~CO n 

Die A, (x) heissen charakteristische Lyapynoyexponenten und die E I sind 
deren Eigenräume. In einem regulären Punkt ist die Zerlegung eindeutig. 
Der multiplikative Ergodensatz von Oseledec ( Siehe auch Satz 6.10) stellt 
sicher , dass für kompaktes M fast jeder Punkt regulär ist. Die Pesjnregion 
A in M besteht aus denjenigen Punkten, wo alle Lyapunovexponenten von Null 
verschieden sind: 

A := { xe M I A ,( x) ~ 0 , i = 1, ... ,k ) (5.3) 

Der Satz von Pesjn [Pe 1977] besagt, dass im Falle wo l1(A» 0, die Pesinregion 
als abzählbare disjunkte Vereinigung von messbaren Mengen An dargestellt 
werden kann mit ll(Ao )=0 ,(.L(An» 0 für n>O und dass T jedes An invariant lässt 
und auf A" eingeschränkt ergodisch ist. Mehr noch: Eingeschränkt auf A, ist 
T metrisch isomorph zum direkten Produkt eines Bernoullishifts mit einer 
zyklischen Permutation einer endlichen Menge. 
Pesin nennt ein dynamisches System (M.T,ll), wo l1(A) >0 ist, njchtyniform 
hyperboljsch: Ist l1(A) = tdM) so heisst das System fast hyperbolisch. (Siehe 
[Pr 1983] oder [Wo 1981] ). 

W· ( x ) : = ( y E M I Ii m d ( T" ( x) , T" (y» = 0) be z eie h n e t die s tab jI e und 
,,~w 

WU(x) = (ye M 111m d(T·"(x),T·"(y» =0) die "nstabile Mannigfaltigkeit in x. 
n ~co 
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T heisst ergodisch, falls jede T -invariante Menge Mass 1 oder 0 hat. 
T heisst Bernoylli, falls (M,T,l-d metrisch isomorph zu einem Bernoullishift 
ist. 

Satz 5.1 
(P •• ln) 

1., (M, T,p) nlchlunlform hyperboll.ch, .0 glll: 
(t) Die Pe.lnreglon A 1., eine endliche oder abzMhlbare Ver-

einigung "on dl.Junklen me •• b.ren Mengen A •• At •••• 
(2) p ( Ao) :: O. p ( A.) ) 0 fUr n) 0 
(3) T( A.) = A. und T e/nge.chrMnkl .uf A. 1., ergodl.ch 
14J FUr Jede. n6N exl.tlerl l.eN und me •• bare Tellmengen 

... ,., ... ".' .od... lilA 111) ;:; A"·., fUr I tI:l , I -, und n ••••. ,n. , •• •••••• 

T'· : A.'" ~ A.'" 1., Sernoulll 
(5) FUr xeA .Ind W-Ix) und WU(x) Unlermannigfailigtellen "on 

M 
(6) x,ye A.'" Impllzierl W-(x) n WU(y) c A.'" 
(7) FUr Jede. xe A.'" gehllrl fa.I Jeder Punkl "on W·(xJ und 

WUlx) zu A '" • 

Mit diesem Satz hat man direkt eine relativ einfache Methode, um von einer 
Abbildung Ergodizität zu zeigen. Diese Methode ist z.8. von Easton ([Ea 1979]) 
oder Przytycki ([Pr 1983]) verwendet worden, um Ergodizität von verketteten 
von Twistabbildungen zu beweisen: 

Korollar 5.2: a) Fall. die Lyapuno"exponenlen fa.I nirgend. auf M ".r.chwlnd.n. 
und fUr f •• ' Jede. Paar x,y 6 M lokale .,.blle und un.lablle 
Mann/gfalligkeiten W,:. Ix) ,W,:.ly) und m.n 6 N angegeben 
werden kllnnen, .od ••• Tm (W,:.lxJ ) n T-n( W,:"ix)) ~ (IJ , .0 1., T ergodl.ch. 

bJ Fall. die Lyapuno"exponenlen fa.I nirgend. auf M "er.chwlnden, 
und fUr fa.t Jede. Paar x,y 6 AI lokale .Iablle und un.lablle 
Mannigfaltigkelten W,:. ix) • W,:" (y) und ein no 6 N angegeben 
werden kinnen, soda •• Tm(W,:lIix)Jn T-n(W,:,,(xJJ ~ (/J, fUr 
all. n,m ) no , so I.t T Sernouill. 

Ein weiteres wichtiges Resultat von Pesin verknüpft die metrische Entropie 
h l.t mit den Lyapunovexponenten. 
Eine Familie Cl= (AJ 1,&.I von messbaren Mengen in M. mit 

ll( A) ) 0 , 
A, ~ A 2 e oc ~ ll( A 1 () A 2 } = 0, (5.4) 

ll( M\ U A J } = 0 , 
JS.J 

heisst (messbare) Partition von M. Mit T(oc) bezeichnen wir die messbare 
Partition (T(A J )) JEI • Eine Partition Cl ist feiner als die Partition ß (Cl<ß) falls 
jedes Element aus ß als Vereinigung von Elementen aus Cl dargestellt werden 
kann modulo Nullmengen . 

• 
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Mit (Xvß bezeichnet man die gröbste Partition, die feiner ist als cx und ß: 

(X v ß = { (A nB ) I A E cx • B E ß und (.l(A n B» 0 ) 

Für jede messbare Partition cx={A J ) JE I von M definiert 

H( cx) = L - (.l (ALUn( (.l (AL) 
LEI 

(5.5) 

(5.6) 

die Entropie der partition (XI Die Entropie von T bezüglich cx • h(cx,T) ist ge­
geben durch 

h(cx,T) = Um .!. H( V T'(cx» (5.7) 
n~CX) n laG 

und die Entropie oder auch metrische Entropie von T ist definiert als 

h (T)=suph(cx.T) 
" cx 

(5.8) 

Aus der Entropjeformel yon Pesjn ( für einen Beweis siehe [Ma 19811. oder 
[Ma 1987] ), kann man aus dem Nichtverschwinden eines positiven Lyapunov­
exponenten auf einer Nichtnullmenge auf positive metrische Entropie schliessen. 

Satz 5,3 
(Pe.ln) 

Pesin nennt das Nichtverschwinden eines positiven Lyapunovexponenten auf 
einer Nichtnullmenge partielle nichtuniforme Hyperbolizität. 

Neben dieser Pesintheorie für glatte dynamische Systeme existiert eine Er­
weiterung von Katok - Strelcyn [Ka 1986] für dynamische Systeme mit 
Singularitäten. Natürlich dürfen die Singularitäten nicht zu schlimm sein. 
Sie müssen untenstehende Bedingungen von Katok-Strelcyn (K-S) erfüllen. 

Sei wieder M eine glatte Riemann"sche Mannigfaltigkeit mit Riemann"scher 
Metrik p. Auf einer offenen Menge V c M ist eine injektive C2 

- Abbildung 
T: V-)M definiert. die das von p induzierte Mass (.l invariant lässt. 
Mit 5:= M\ V be zeichnen wir die Menge der Singularitäten von T. 
Noch einige Notationen: 
Für XE Mund E>O bezeichne BE(x):= {YEMI p(x,y) < E } die Kugel um x mit 
Radius E. Analog ist Be(A):= ( y E MI p(x.A) < E } die E-Umgebung einer Menge 
Ac M. Sei r > 0 so, dass für jedes XE M exp. eingeschränkt auf Br(x) injektiv 
ist. Mit 11 d 2 T(x) 11 meinen wir sup {II d2 (exp:1 o T 0 exp,) 11 I XE Br (y). T(x) E B,{z)} 
und 10g+(T):=max{log(t),O}. 



K-S-U Es existieren positive Konstanten a. C p sodass für jedes E) 0 
LL(Be(S)) < C1 E a 

K-S-iU flog + 11 dT( x) 11 dLL( x) < CD. flog +lIdT-111 dLL( x) ( CD 

M M 

K-S-iiU Es existieren positive Konstanten b.C 2 • sodass für jedes x E V 
IId2 T(x) 11 ( C

2 
p(x.S)-b 

K -S-iv) Es existieren positive Konstanten d) 1 ,C3 , sodass für jedes x E V 
11 dT(x) 11 ( C

J 
p(x,S)-d 
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Die Bedingung K-S-U impliziert. dass Seine Nullmenge ist. Die Bedingung 
K-S-iU sichert nach Oseledec (Siehe Satz 6.10 ) fast überall die Existenz 
der Lyapunovexponenten. Die ersten drei Bedingungen genügen für eine Ver­
allgemeinerung von Pesin's Satz 5.1. 
Wie oben bezeichne A die Pesinregion auf M. Für einen Beweis des folgenden 
Satzes siehe [Ka 1986]. 

Satz 5.' 
(Katok- Str.lcln) 

1., Il ( AJ > 0 und erfUllt T die Kalok-Stre/eyn Bedingungen 
IJ-IIIJ •• 0 gellen die Au ••• gen ,J -1J In Satz 5.'. 

Nach einer Bemerkung von Przytycki ([Pr 1983] ) gilt Satz 5.4 auch für 
Abbildungen T = T noT n-1 0 ••• 0 T 1 • wo TI O=l •.. n) injektive C2

_ Abbildung sind, 
die auf einer offenen Teilmenge VI von M definiert ist: TI: VI~M. SI:=M,VI• 
II invariant lässt und TI für sich die Bedingungen (K-S-i)) - (K-S-iii)) erfüllt. 

Wir brauchen in diesem Fall nämlich nur n Kopien M, •...• Mn von M zu nehmen, 
wo TI: VI c MI ~ MI.llmOdnl. Die neue Abbildung 

ist dann eine injektive C2
_ Abbildung, die alle Forderungen für Satz 5.4 erfüllt. 

Auch die Entropieformel von Pesin hat eine Verallgemeinerung: ([Ka 1986]) 

Satz 5.5 
(Katok-Strelcln) 

aJ ErfUllt T die Katok-Slre/eyn Bedingungen 1J-IIIJ •• o glll 

h.,( TJ ~ I E AJ IxJ dlm IEJ (xJJ dll 
JA AJ_o 

. bJ ErfUllt T die Katok-Slre/eyn Bedingungen IJ-/~J •• o glll 

h,,( TJ = f I AJ (xJ dlm (~(xJJ dll 
,., AJ - 0 

Die Pesin" sche Theorie steigert die Bedeutung der Lyapunovexponenten enorm. 
Das Interesse gilt nun ihrer Berechnung. Was für Kriterien kennt man, um 
das Nichtverschwinden von Lyapunovexponenten zu zeigen? 
Der nächste Abschnitt ist unter anderem ihnen gewidmet. 
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6 . B.auchsfr'9uenz.n, RUckkehrz.lten und Lyapunovexponenten von Matrlx­
cozykl.n 

Sei X ein kompakter topologischer Raum und sei (.l ein Borelmass auf X 
mit (.l(X) = 1 und (.l(U» 0 für jede offene Menge U. Weiter sei eine messbare 
Transformation T: X ~ X gegeben. die l.l invariant lässt d.h. l.l(T(E))= l.l(E) für 
jede Borelmenge E. Für fE L1 (X.l.l) liegt nach dem Ergodensatz von Birkoff 
[Si 1976] das Zejtmjttel 

P+(f)(x)= fim M!(f) (x) (6.U 
n-+oo 

als Grenzwert des Mittel s über die ersten n Schritte 

n-1 

M:( f)(x) = 1. L f( Tm(x» 
n maO 

(6.2) 

ebenfalls in L1 «(.l) und IIfll,=IIP+(f)1I
1

• 

Für jede messbare Menge A und jeden Punkt x E X ist p+ 1" (x) die Besuchs­
frequenz des Punktes x in A. (1" ist die charakteristische Funktion von A >­
Das folgende Lemma besagt. dass es für jede Nichtnullmenge A eine nicht­
verschwindende Besuchsfrequenzzahl S gibt. sodass die Punkte. die die Be­
suchsfrequenz grösser gleich S haben. positives Mass haben. Gleichzeitig 
kriegen wir noch eine Verschärfung des Poincarre- Wiederkehr satzes : fast 
jeder Punkt. der A einmal trifft. hat positive Besuchsfrequenz in A. 

Lemma 6.1 
( Eaaton) 

FDr Jede. me •• bare A c X mit Il(AJ > 0 IIllt 
.J 1l({XEX / P+'A (xJ=Oln {xEX/3n>0 T-lxJeAJJ = 0 
bJ ]16 (O.1J mit 1l({X6X/ P+'A (xJ :kIIJ >0. 

Beweis: Wir zeigen zuerst. dass (x E X I P+1" (x) ) 0) keine Nullmenge ist 
(Easton[1980]). Sei Z:=(xExlp+1,,(x)=O) 

(.l( ZnA)= J1" d(.l = fP+1"d(.l = 0 (6.3) 
z z 

wo die mittlere Identität einfach Birkoff-Kinchin ist. 
Daraus folgt direkt 

(6.4) 

Sei Zk nun die Menge der Punkte in Z • die A beim k-ten Schritt zum 
erstenmal treffen: Z .. := (x E Z I T"(x) E A. T1(x) tAO ~ i < k) . 
Da T"(Z .. ) c Zn A. haben wir nach obigem (.l(Tk(Z .. » = 0 und damit auch 

was die Behauptung a) beweist. 
Jetzt nehmen wir an, dass 

(6.5) 
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Daraus folgt 

00 

lJ.( U ( x e X I P + 1" ( x) ~ 1/ n }) = 0 (6.6) 

(6.7) 

im Widerspruch zu (6.4), Also ist (6.5 1 offensichtlich unsinnig. 
Auch b}ist gezeigt. • 

Wir wissen nun also, dass es zu jedem A für eine Nichtnullmenge eine 
positive Besuchsfrequenz S gibt. Wie gross kann man dieses S machen ? 
Wir bezeichnen mit 

seAl := sup (S e (0.1] I (.dx e X I P+1,,(x) ~ 8 ) ) 0 1 (6.8) 

den kritischen Frequenzwert. der angibt. bis zu welchem S(A) es eine Menge 
von positivem Mass gibt. die mit dieser Frequenz immer wieder A besucht. 
Das nächste Lemma zeigt. dass man S(Al durch Vergrössern von A beliebig 
gross machen kann. Das nächste Lemma werden wir unten noch brauchen. 
wenn wir Lyapunovexponenten behandeln. 

L.mma 8.2 FUr j_de Folge von me •• bllren Mengen A.. fUr die 
plA. ) ~ plX) =1 fUr n ~ CD hilI man 
&lA.)~ I fUr n ~ CD • 

Beweis: Wir geben ein 8 e (0,11 fest vor und nehmen an. dass 

(6.9 1 

Sei Zn:= (x e X I P+1"n < 8) . Zn hat nach Annahme (6.9 ) volles Mass. 
Es folgt nun nacheinander 

(l(An) = (l(ZnoAn) = f 1"n d(l = fP+1"n d(l < f8 d(l = 8 (l(Z) = 8 
Zn Zn Zn 

Es gibt also die Schranke (l(AJ< 8 . 
(l(AJ kann aber durch Vergrössern von n beliebig gross gemacht 
werden. Die Annahme (6.9) ist demnach unsinnig. • 

Die Besuchsfrequenz eines Punktes x bezüglich einer messbaren Menge A 
bis zum Zeitpunkt n ist gegeben durch M !1" (x). 

Propo"t'on 8 .3 FUr jede me •• bare Menge A und jede. & c &lA) gibt e. ein 
no • • od ••• pll X6X/ Vn.>no M.""Alx} .> 6J}.> O. 

Beweis: Wir fixieren ein S mit ~ < S(Al und nehmen an, dass 
2 

(6.10 1 
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Das gibt dann 

00 

ll( U n (xeX I M~l,Jx) >~) =0 

1l({xeXI3no Vn>no M!lA (x»S) =0 

ll( ( x e X I lim M :1,.' x) ) S + 1 ) = 0 
n-+,QO 2 

ll( (x E X I P+1 A (x) > !.:!:..!.. )) = 0 
2 

(6.11 ) 

(6.12) 

(6.13 ) 

im Wiederspruch zur Voraussetzung ( S +1 )/2 < S (A) • Folglich ist die 
Annahme (6.10) falsch und wir haben die Behauptung. • 

Die Differenz der Besuchsfrequenzen in A und AC nennen wir Pn (A) : 

(6.14) 

Propo.tlon 6.4 FOr jede. me •• bllre A und jede. p < 2& (A) -, gibt •• ein 
nil_ .oda •• p ({ X 6 X I V n > n ll P. lAI Ix) '> p } J > o. 

Beweis: Sei P< 2S(A)-1 fest und S:= (p+1)/2 < ~(A) . 
Nach Proposition 6.3 finden wir ein no • sodass 

(6.15 ) 

Da M: ein linearer Operator auf L 1 (X .ll) ist und l A + l Ac = l x • gilt 

(6.16 ) 

und damit 

( X e X I V n ) no M; 1 A ( x) ) S ~ = ( X e X I V n > n 0 M! 1 AC (x) < 1 - b ) = 
(xeXIVn>no Mn 1A (x)- M nl Ac(x) >2S-1) ={xeXIVn>no Pn(A)(x»p} 

wegen (6.15) ist nun auch (xeXlpn(A)(x»p) keine Nullmenge für 
n>no • • 

Proat.".on 8.5 FOr jede. 6E lO.1) und jede. n>O und all. me •• baren A I.t 
.-, 

p( nT-li (AI) > & • lall. plA) > I - C1-S) 
li-li n 

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus der Beziehung 

ll«( nT-k(A»)c)~ nll(Ac ) (6.17) 
11-0 • 
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Analog zu (6.8 ) definieren wir noch 

P (A):= supt P E (0,1) Il-Ll x E X I Pn(A) > P Vn>O } > 0 ) (6.18) 

Für jedes P< p(A) kann man eine Nichtnullmenge finden, sodass ein Punkt aus 
dieser Menge zu jedem Zeitpunkt die Menge A mit einer um p höheren 
Frequenz besucht hat, als Ar;. Ein Höhepunkt dieses Abschnitts ist das 
folgende Lemma, das besagt, dass man durch Vergrössern von A p(A) be­
liebig gross machen kann: 

Lemma 8.8 FUr Jede Folge ~on me •• b.ren Mengen A.. fUr die 
p( A.) ~ p( X) =, monoton fUr n ~ CD. h.t man 
p(A.) ~ , fUr n ~ CD. 

Beweis: Sei pE (0,1) fest und S =(p+1)/2 . Nach Lemma 6.2 gibt es ein n
" sodass S< S (A) für alle n>n, • was p< 2S(A) -1 für n>n, ergibt und 

Proposition 6.4 für An anwendbar macht. falls n>n, . 

Unser Ziel ist es, ein no zu bekommen, sodass man für x aus einer 
Nichtnullmenge p (AnH x) > p hat für alle n>no' 

Nach Proposition 6.4 gibt es für alle m>n, ein n2 • mit 

Nach Proposition 6.5 gibt es für alle n2 ein no > m • mit 

n 

",({XEX IVn>n2 Pn(AnoHx»p)+",«(iT-k(Ano» > 
.. ·0 

und damit hat der Durchschnitt 

(6.20) 

positives Mass. So hat auch (x E X I Vn >0 pn(An )(x) > p) positives 
o 

Mass, was zu zeigen war. • 
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Zuletzt wollen wir noch zeigen.dass die Nichtnullmenge. von der wir in Lemma 
6.6 die Existenz gezeigt haben. beliebig gross gemacht werden kann. 
Sei C ~ (S) die Menge der Punkte. die An zu jedem Zeitpunkt mit einer um 
mindestens S höheren Frequenz besucht haben als das Komplement. 

Lemma 6.7 Sei A. eine FDlge ~Dn me •• baren Mengen. fUr die 
Il(A.} ~ I (n ~ CD) 

FUr ein fe.t •• 16 (-I.I) gilt p(CA.(I}} ~ I (n~CD). 

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an. dass das 
Gesamtm~ss der invarianten Mengen A für die ein n existiert. mit 
Ac An Null ist. Liegt dieses Mass nämlich zwischen 0 und 1. arbeiten 
wir einfach mit dem Komplement dieser Menge als neues X. Ist das 
Mass aber 1. so ist die Behauptung schon bewiesen. 

Wir fixieren ein SE (-1.1). 

Aus Notationsgründen schreiben wir Cn für CAn . Lemma 6.6 besagt, 
dass (l(Cn(S)) > 0 für n genügend gross. Sei no nun so. dass 
(l (Cno (S)) > o. 
Jetzt fixieren wir no und vergrössern S bis zum Wert So. wo 
(l(Cno(~o)) = 0, (l(Cno(S ")) > 0 für~' < So • Falls der Fall eintritt, dass 
So = 1. so bedeutet dies. dass (l( C no (1)) > 0 und das heisst. dass in 
A no eine invariante Menge existiert von positivem Mass. Diese Menge 
haben wir aber nach der Vorbemerkung in X schon weggenommen. 

Nach Lemma 6.6 existiert wieder ein n1 , sodass 
(l(Cno(So)) = 0, (l(Cn1(So))>0 • 

Nun wird n, festgehalten und So vergrössert bis zum Wert S1' wo 
(l(Cn1(~1)) = O. 1l(Cn1 (S'» > 0 für ~'< ~, • 

Dieses Vorgehen iterieren wir. Immer gibt das 
ll(CnJe(S.» = O,ll(CnJe.'(~Je)»O.ll(CnJe(S')>O für S·<SIc. 

co 

Sei C(S) := U CnJe(S) und S·:= lim S Je • Der Fall S· < 1 ist nicht 
Je"1 n-+co 

möglich, da wir sonst (l(CnJe(S·» =0 hätten für alle k, was im Wieder­
spruch zu Lemma 6.6 steht. 



Die Situation ist folgende: 

Cno(b) c Cn, (b) c Cna (b) c Cn) (b) c c C(b) 

u u u u 
Cno(bo) c Cn1(bo) C Cna (bo) c Cn3 (bo) c 

u u u u 

c C(b,) 
u u u 

u u 

Nach Konstruktron ist für jedes b· zwischen bund bo C(b .)= C(b). 
Falls sich nun die Mengen C( b) und C( bol um eine Menge C mit 
positivem Mass unterscheiden würden, so würde C alle An mit 
scharfer Frequenzdifferenz bo mehr treffen als die Komplemente 
d.h. M~1"'n(x) - M:1,.,~(x) = bo Vm,n und das ist schon für ein 
einzelnes n und zwei verschiedene m" m a ,die prim sind, unsinnig. 
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Wir haben also C( b} = C( b1 ) = C( ba} = .•• modulo Nullmengen und das 
kann fUr jedes be (-1,1) gezeigt werden. Daher C(b) = C(-1)= X modulo 
Nullmengen . • 

Ist A eine messbare Teilmenge von X mit l1( A» 0, so ist die RUckkehrzeU 
k,.,(x) für einen Punkt XE A gegeben durch 

k,., ( x ) = mi n { n ~ 1 I T n 
( x) E A ) 

k,., ist 11 integrierbar und es existiert für fast alle xe A die auf A induzierte 
Abbildung T,., : A ~ A 

T,.,(x) = Tk,.,(x) 

Das ergodisehe Mittel der Rückkehrzeit 

hängt auf einfache Weise mit der Bes uchsfrequenz zusammen: 

Beweis: Sei Xo ein Punkt aus A, der immer wieder nach A zurückkommt und 
XI = T~ (xo) E A . Nach n Schritten der Abbildung T sei m( n) := n M! 1 ... (xo) 
die Anzahl Besuche in A. Es gilt 
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Korollar 6,9 

mCn)-1 

n = L kA (XI) 
1-0 

m(n)-' 

1 =.miDJ.!. L kA (XI) ~ P+1A (Xo) P+kA (Xo) 
n m(n) .-0 

1 = P + 1 A ( x 0) P + k A ( X 0) 

FUr Jede Folge ron me •• b.ren Mengen A", fUr die 
p (A.) ~ t fUr n ~ CX1, h.t man 
fJ ( A. ) ~ t fUr n ~ CX1 • 

Beweis: Wir fixieren ein ße (1.00) und zeigen. dass es ein m gibt. sodass 
ß (Am) s: ß . 
Nach Lemma 6.2 gibt es ein m. sodass ~(Am) ~ l/ß . D.h .• dass eine 
Nichtnullmenge Am mit mindestens Besuchsfrequenz 1/ß besucht. 
Diese Nichtnullmenge können wir in Am wählen. Aus Proposition 6.8 

• 

wissen wir nun. dass auf dieser Nichtnullmenge P+kA(x) s: ß . • 

Sei nun B: X ~GI( k.lR) eine messbare Abbildung. sodass <p +(x):= 109+ (118 (x)ll) 
II integrierbar ist (' log +( t) = max ( log( t) .0) ) . 
Das Paar (T. B) heisst messbarer Matrixcozyklys auf X. 
Für je des n) 0 sei Bn 

( x) = B ( Tn 
-1 ( x» 0 B (Tn 

-
2 

( x» 0 ••• 0 B ( x). 

Für ve IRk
• v t. O. definieren wir die Lyapynoyexponenten 

A(X.V)=A(X.v;T.B)= lim l/n 10g(IBn(x)vl) 
n -. 00 

Nach Oseledecs multiplikativem Ergodensatz ( [Wa 1982] • [Ru 1979]) existieren 
sie II fast überall: 

Satz 6.10 
(Oaeledec) 

I.t (T, B) .In p-me •• b.rer Matrl.cozyklu. mit 
log'" ( 11 B (.) 11) ELf (X ,p), .0 exl.tlert eine T -In "arlan te 
Borelmenge Y cX mit rollem AI... .od ••• 
11) ]. y ~ Z'" me •• bllr • •• T = ., 
b) V • B Y 311neare UnterrMume 

(Ol = V" Ix) c V, Ix) c ••• c V.,., = R", Slx}IV, Ix}}c V, ITlx}} 
c) V.e Y ]1,(.)( 1.1.)( ... (l. ,.,lx) mit 

1 , Ix) = !1!!lCX1 t/n log I B "(.) r I fUr" B V, (x), V,_, Ix} , 
1, me •• bar und T Inrarlant, 1, Ix} = - CX1 I.t magllch • • 

Sei A nun wieder eine messbare Nichtnullmenge von X. BA: A ~ GHk.lR) ist 
definiert als 



33 

Der messbare Cozyclus (T ... , B ... ) heisst der auf A induzierte Matrixcozyklus. 
Wie hängen seine Lyapunovexponenten mit den Lyapunovexponenten des Co­
zyclus (T ,B) zusammen? Das folgende Lemma findet sich in [Wo 1985]. 

Lemma 6.11 
(WoJtkowakl) 

I.t Ac X mit p(AJ>O • • 0 gilt fUr jede. r6R". r~ O. und fa.t 
Jede. xBA: 1 (x.ri ~.BAJ:(P kAlx)) l(x.ri T.BJ. 

Beweis: Sei X o ein Punkt in A, für den die Lyapunovexponenten existieren und 
der immer wieder nach A zurückkommt und m(n):= n Mn+l ... (xo) die An­
zahl Besuche von Xo in A nach n Schritten. 
Wie oben haben wir 

mln' • 

n=l: k ... (T ... (xo» .-1 

= Ii m .!L..() 1 I n log ( IBn ( X 0) I) = 
n-+oo mn 

Sei Am .. (x) :=max {A(x,v)lvelRk
• v;tO}= Um l/nlog(IIBn(x)II). 

n -+00 

Korollar 6.12 I.t Ac X mit p(AJ> 0 und 1 ... (Xi TA' BA) > 0 fOr fa.t alle 
XE A. 110 Illt auch A ... (X; T. B) > 0 tOr fast all. x 11 A • 

Beweis: Sei An:= (x e A I P+l ... (x) ~ l/n) . Nach Proposition 6.8 ist 
An = {x e A I P+k,,(x) s:: n) und mit Lemma 6.1 ist 

Anwendung von Lemma 6.11 liefert für fast jedes xe A 

und damit für fast jedes x e An 

Insbesondere haben wir für fast alle xe A 
n 

00 

und da A \ U An eine (L- Nullmenge ist. für fast alle x e A 
n-1 

• 

• 
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Exl.tlert eine FDlge A. "on me •• baren Mengen fUr die 
Il(A.J ~, tUr n ~ CD gilt und hat man fOr alle n und fa.t 
Jede. xEA". da •• l ... (x; TA. BA J, 0 I.t • • 0 bedeut.t dl •• 

'/I " fUr f •• t alle XII X : 1 ... (x; T.B J ,0 • 

Beweis: Sei C:={xEXIAmu(x;T,B)=Ol und (.1(C) >0. Wir wählen n so, dass 
(.1(C) + (.1(An ) = 1 > 0 . Das bedeutet (.1(An n C) ) o. 
Nach Korollar 6.12 sind die Lyapunovexponenten auf An von Null ver­
schieden, was somit auch auf An n C gilt. Das ist ein Widerspruch 
zur obigen Annahme über C . Also ist die Annahme unsinnig. • 
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7. Die Methode von Ale •• eev und dar Satz von Wojtkow.kl 

Wir übernehmen in diesem Abschnitt die Notationen von Abschnitt 5. 
Das Nichtverschwinden von Lyapunovexpononenten kann nach der klassischen 
Methode von Alexseev folgendermassen festgestellt werden ([Wo 1983]) : 

AI- i) Existenz eines messbaren Sektorbündels: 

Es existiert für fast alle x ein Sektor SM.: 

SM. = {(p,q)e lR'x 1R·lllpll~ a(x)lIqll ) 
a: M ~ IR+ messbar, r+s = m, (7.1) 

AI- ii) Inyarianz des SektorbÜndels : 

Für fast alle x gilt 

dT. (SM. ) c SM Thl (7.2) 

AI-iiD Gleichmässige Kontraktion der Sektoren; 

Die Tangentialvektoren im Sektorbündel werden fast überall gleich­
mässig gestreckt: 3Tl> 1 , so dass für fast alle x eM gilt 

Satz 7.1 
(Alekseev) 

VveSM
IC 

IdTJv) I ~ 1) lvi, (7.3) 

Unter den Bedingungen AI-I} - AI-III} gilt IUr I •• t alle x 
o < In(1J} ~ 1.-"" (x) ~ l._,... (xJ ~ ••• ~ l. (xl 

Beweis: Sei Xo := ( X e M I 3 SM
IC 

c TM IC mit den Eigenschaften AI-i) - AI-iii) 
co 

X := n T-k(X) ist invariant unter T und hat volles Mass. da 
k-O 

Xo volles Mass hat. 
Mit vollständiger Induktion erhalten wir fÜr jedes x e X, ve SM. 

I d T: (v) I ~ Tl n I v I 
1/ n I n I d T: ( v) I ~ In ( Tl) + 1/ n I v I (7.4) 

und damit 

Ii m 1/ n I n I d T: ( v) I ~ In ( Tl) > 0 
n ... CO 

(7.5) • 
Wojtkowski [1985] hat gezeigt, dass schon schwächere Bedingungen genügen 
können I um nichtverschwindende Lyapunovexponenten zu erhalten: 
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Wo-i) Existenz eines messbaren Sektorbijndels SM; 

In fast jedem Tangentialraum TM. existiert eine Basis e 1(x) •..• em(x) und 
ein Sektor 

SM .. = (w= f w'e.(x) I w' ~ 0 Vi=1..m oder w' ~ 0 Vi=1..m ) 
'-1 

Wo-ii) Inyarianz des SektorbÜndels: 

Für fast alle x gilt 

(7.6) 

Wo - iii) Schljessliche strikte Inyarianz: 

für fast alle x E M existiert ein n( x) EIN. 
sodass der Rand ~SMK ganz ins Innere von SM ,nC" hel zu liegen kommt 

Satz 7.2 
(WoJtkowakU 

(7.7) 

Unt.r den Bedingungen Wo-IJ-Wo-IIIJ .Ind dl. Ly.punov­
exponenten f •• t Uberall von Null ver.chleden . 

Wojtkowski studiert bei seinem Beweis ([Wo 1985], vereinfacht in [Wo 1986]) 
Matrizen mit nichtnegativen Koeffizienten. von denen es eine gros se Klasse 
gibt, deren Produkt den Spektralradius exponentiell wachsen lässt. Wir 
geben im nächsten Abschnitt einen mehr geometrischen Beweis. 
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8. Ein neuer Beweis des Satzes von Wojtkowskl 

Sei X ein beliebiger kompakter topologischer Raum mit Borelmass m. 
T: X ~ X ein Homöomorphismus. der m invariant lässt und A: X ~ SH2.1R.) 
stetig. (T .A) ist ein stetiger Matrixcozyklus und es gilt alles im Abschnitt 6 
gesagte. Die Lyapunovexponenten nehmen hier höchstens zwei verschiedene 
Werte A+ und A- an. wobei A+(X)+A-(X)=O: 

Satz 8,1 
( O.eledec) 

Fall. log+(/IA-· ' (x}/I} 6 L' (m) • • 0 exl.lleren fUr f •• t alle 
xeX eine Zerlegung R 6 =E+(x}eE-(x} und die Llmlfe. 

Für einen Beweis siehe [Ru 1979]. 
Wir definieren nun eine Abbildung F auf X x IP '. wo IP 1 der eindimensionale 
projektive Raum ist. 

F:XxlP'~XxlP' 
(x.li) ~ (T(x). -A-Cx-)-u ) 

u ist ein Vektor aus der Aequivalenzklasse li E IP 1 • 

F ist eine stetige Abbildung auf dem kompakten Raum X x IP '. 
Es existiert nun ein bezüglich F invariantes Mass tL auf XxlP ' .(z.B Si [1977]. 
[Ma 1987]) Wir können von tL sogar noch mehr fordern: 
Mit M(X x IP') bezeichnen wir den Raum der Borelwahrscheinlichkeitsmasse 
auf X x IP'. Sei Mf(X x IP') C M(X X 1P ' ) die Menge der Borelmassewahrscheinlich­
keitsmasse tL auf X x IP' mit folgenden Eigenschaften: 

1 ) tL ist invariant unter der Abbildung F. d.h für jede Borelmenge B 
in XxlP ' gilt tLCB)=tL(F(B». 

2) p, tL = m falls P,: X x IP 1 ~ X die Projektion auf X ist. 

Proposition 8.2 M, (X X p') _ CI) 

( Krylov-Bogollubov) 

Beweis: Der Beweis folgt im Wesentlichen dem üblichen Beweis, wo nur 1) 
gefordert wird. 

Sei tLo = m x Vo • das Produktmass von mund vo• wo Vo E M (IP ') beliebig. 
(.Lo erfüllt trivialerweise die Eigenschaft 2). 
Wir definieren 



38 

lln ist wieder aus M( X x IP ') • und hat Eigenschaft 2). 
Nach Riesz (z.B.[Co 1986]) ist M(X x 1P 1

) eine abgeschlossene konvexe 
Teilmenge der Einheitskugel von C(X x [p')*. (Mit C(X x [p1)* meinen wir 
den Dualraum von C( X x [p ') = (f: X x IP 1 ~ IR stetig). ) 
Die Einheitskugel von C(X x !p 1)* ist nach Alaoglu schwachsternkompakt 
(z. B. [Co 1986]) Also hat (.1n eine Teilfolge (.1n,,' die schwachstern 
konvergiert. Sei II ein solcher limespunkt II = lim lln,,' 
(.1 erfüllt nun auch die Eigenschaft 1): " .... 00 

"Ie-' 
(.1T=lim (.1n"T =Iim l/n" 1: (.1oT-J

• ' = 
" .... 00 " .... 00 J-O 

n -1 

lim l/n" t (.1oT- J -1/n"(.10+1/n,,lloT"" = lim (.1n = (.1 
" .... 00 J-O " .... 00 " • 

Wir wollen nun einen Zusammenhang herstellen zwischen invarianten Massen 
auf X x IP t und den lyapunovexponenten A. Die Idee. invariante Masse auf X x IP t 

zu studieren, um Aussagen über Lyapunovexponenten zu machen, geht ver­
mutlich zurück auf Fürstenberg [1963,1983]. Siehe auch Young [1985]. Auf 
X x!p t definieren wir die Abbildung cp(x,ü). die angibt. wie ein Vektor UEÜ 
gestreckt wird durch A( x): 

cp(x.Ü):= In( IA(x)ul/lul) 

Wir gebrauchen noch die üblichen Notationen 

wobei wir diese Notation auch auf fast überall stetige Funktionen erweitern. 
Das folgende lemma ist eine direkte Anwendung des Ergodensatzes von Birkoff: 

Lemma 8.3 FUr 1J6 ~ (Xxl"). gilt 

JA (x.ü) dlJ = < fJ.1J > 
XxlP' 

B ewe i s : A ( x • ü) = li m ~ In ( 1 A ( Tn -, ( x) 0 ••• • A ( x) u I/lu I) = 
n .... oo n 

n -, 

= lim 1. L cp(FI(x.ü)) =: P+cp(x.ü) 
n .... oo n 1-0 

f A(x,ü)d(.1= f P+cp(x,ü)d(.1=f CPdll 
XxlP ' XxlP t XxlP t 

Korollar 8 .• Blbt ". ein IJ 6 AI, ( X X 1") mit < tp.1J > > 0 
80 1., 1 +(x) > 0 auf einer Nlchlnullmenge. 

Beweis: A +(x) = 0 für fast alle x würde bedeuten f A(X,Ü) dll = 0 
XxlP' 

im Widerspruch zu lemma 8.3 . 

• 

• 
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Sei <P
n

= t'<pFk= r'ln(IAk·'(x)uI/IAk(x)ul) = In(IA"(x)ul/lul). 
k-O "-0 

Korollar 8.5 Gibt es ein tl 6 AI, ( X x P f J und ein n 6 N mit < tp •• tl > ) 0 .0 I.t 1 +(xJ ) 0 auf einer NIchtnullmenge. 

Beweis: Es gilt < <PnatL> = n< <p .tL>. 

Wir formulieren den Satz von Wojtkowski etwas geometrischer: 
Sei vL das Lebesquemass auf [p' und tLL:= mx vL das Produktmass von m 
und v L auf XxlP'. 
Für jedes Xo E X sei. PM : (x o ) x IP 1 ~ [P'. (Xo .u) t-7 u der Isomorphismus von IP' 
mit dem Schnitt durch X x lP' an der Stelle Xo • 

i} Existenz einer messbaren Teilmenge C von X X !p': 

Sei Ce X x [p' messbar bezüglich dem Mass tLL • mit 

a) m( p,(C» = m(X) . 
b) p.<C) ist zusammenhängend für fast alle x E X 

ii} Inyarianz von C 

F(C) c C m fast überall. d.h. 

p.<F(C» c PHICI(C) für fast alle x 

iiU Schliesslicbe strikte Invarianz von C 
00 

Sei Coo := n Fk 
(C). Wir fordern. dass der Rand von C oo • S(Coo ). fast 

k-' 
überall im Innern von C. int(C). liegen soll 

p)S (Coo » c p) int(C)) für fast alle x 

Die Bedingung iii) impliziert. dass für 0:= C \ Coo aus zwei Teilmengen 0, und 
O2 besteht • für die gilt: 

0=0,u02• 
"L (pJO,)) > 0 für fast alle x EX 
pJCoo ) liegt für fast alle x zwischen pJO,) und P'(02) 

Satz 8.6 
( WoJtkowakU 

Unter den Bedingungen IJ - 111) Bind die Lyapunovexponenten 
1 +(xJ = -l-(xJ m - fast Uberall von Null verschieden. 

Zuerst wollen wir die Forderung iii) durch eine stärkere Bedingung iv) er -
setzen. 

• 



In X x IP' definieren für jede m x v, messbare Menge E ihre wesent!jcbe 

Dicke d". (E) 

d (E):=sup{ddO,ll 
'"P 

I .3 m essbare Nichtnullmenge H e X 

v,{p,<E» ~ d für xEH 

sowie ihre wesentliche Dünne d,",{E) 

mit 

d, ", (E) 0 - inf ( ddO,ll I .3 messbare Nichtnullmenge H e X mit 
v, ( p . ( E ) ~ d für XE H 

p' 

x 
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Fig.8.1 Dt r Raum Xx lP' .Oir invar iante messbare Mengt C besteht aus dem schraffitrltn 

und schwarzrn Cebit1. 

Bei Zeitumkehr gelten alle obigen Forderungen il - iiil, wenn wir folgende Er­

setzungen machen : 

T ~ r' 
F ~ FO' 

C ~ C' =XxlP' , C 

C a:> ~ C' = UFO' (C) = n F O'{ C') a:> ". ". 
D ~ D' = C' , C;" 
D, ~ D' , Zusammenh ang s komponenten von D' 

'I' ~ '1" ( x ,u) = log ( I A ° '( x ) u I/lu I) 

Wir wollen jetzt, dass für die we sentliche Dünne von D, ,D" D,' und D,' eine 
untere Schranke existiert: 

iv) Wesentliche schliessliche s tr ikte Invarianz von C und C' 

.:JE >0 d,", (D, ) ~ E und d,",(D ,' ) ~ E i=l,2 



Lemma 8.7 Unter den Forderungen 1).11) und Ir) .Ind die Ly.punor­
e.ponenten fast Uberall ron Null rer.chleden. 
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Zuerst zur Idee des Beweises: Die Bedingung iv) erlaubt uns die Konstruktion 
eines Masses S, mit p,S = m, sodass für ein noe IN < 'Pno'S > ) 0 . Aus S bilden 
wir dann ein F-invariantes Mass Ll, für das immer noch <'Pn ,S> ) o. Das er-

o 
laubt dann die Anwendung von Korollar 8.4. 

folgt aus den Definitionen: 

" " 
F"( 0) = n F ic 

( 0) = n Fic 
( C) \ C 00 • 

Ic" 11" 

F-"(O') = n F- Ic ( 0') = n F-Ic(C') \ C~ . 
k a , k a , 

dayp(F"(O)) -70 • dayp (F-n(O') -7 0 

2.Scl)ritt: m(" (E)) d,., (E) ~ PL (E) ~ m (" (EJ) d •• ~(E) 

Oiese Ungleichungen sind auch direkt aus der Definition 
ersichtlich. 

3.Schritt: fall. rp ~ 0 auf einer PL me •• baren Menge 6 •• 0 gilt 
. PL (F( 6)) ~ IlL (6) 

Sei G = H x I. wo H eine m - Borelmenge und I eine v l 
Borelmenge ist. Wir haben IA(x)u f ~ 1 für (x,u)eG und 
damit 

LlL (H x I) = f f dVL dm = f f fA(T-'( x» u f dVL dm ~ 
T(H) I T(H) A(x)(1) 

~ f f dvldm = LlJF(Hxl) 
T(H) A(xHI) 

wobei wir die zweite Gleichung erhalten haben, weil für 
jedes A aus SI( 2,1R) und jedes I c IP' gilt 

FiltlrlJh f dVL = f lAu I dVL (ü) • wo u ein YVektor aus der Äquivalenz-
I AU) 

klasse von Ü e IP 1 ist. 

4.Schritt: 3 no 6 N d..,~ (F·o (0,)) cd,., (0, \ F·o (0,) und 
d.,,~ (F -·0 (0;)) cd,., (0,' \ F - -0 (0, e) fUr I = 1.2 
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A u s dem 1. Schritt und der Forderung iv) folgt 

d,", (F" (O ,» ~ 0, 
d , ", (F -" (0 ;» ~ 0, 

d ,",(D"F"(D ,» ~Eo " E 
d ,", <0; , F -"(O;» ~ Eo' "E für n ~ ro , 

woraus sofor t die Behauptung folgt. 

x 

Fig 8.2 Il l us tr a t ion l um 4. Bewtissch r ill 
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• C~ ~ fno (Dz) 

fno (D,l 

Illiliill "'"'' 
Dz 'fnoCD.l 

EI D ,~O(D ) , , 

0 Cl 

5 .Schritt: 'p.fx,u) = - 'P : F'(T - '(x ), U) 

'P·Jx .u)= ln(IA-' n -' "- " (x»· . .. o A-' ( x )ul / lu l ) 
'P; F"(T"'(x) ,u) = 
= In(IA- '(x) o A - ' (T( x » o .. . o A - 'n " -'(X» o A " (x)u I/IA"(x)u I) 

= In( l u l l IA"( x )u I) = -ln(IA"(x)u I/lul) = - 'P"(x.u ) 

6 _Schritt : fUr fa s t a l/e X EX existier en ", ( X), ".(x), ", ' (x) und ,,;(x), 
s odass ( X,",(X))E O"F··(O,) mit 'P •• ( x ,,,(x)) > 0 
und (x, ,,,'(x ))EO,' , F ··(O, ') m it 'P, .(x,,,(x)) cO 
fUr I E (1,2) 

Wir nehmen an , dass eine Nichtnullmenge E c X existi ert, 
sod a ss 

'P" ( x ,u) ~ 0 f ür ( x ,u) E G :=Ex lP'n D"F"O(D,) 
° Nach de m 3 . Schritt gi l t nun 

(1, (F "O(G» " (l, (G) 
De r 2_ Schritt li e fert aber 

il,(F"O (G» " m(EJ d,", (F"o ( 0,» < m(EJd ," ,(0, ' F"O(o,» " 
" m(EJd ,", (G) " il, (G) 

was ein Wid erspruch ist. Für 0 , gi l t da s gle ich e wie für 0,. 



Bei Zeit umkehr erhalten wir gen auso für fast jedes x E X 

ein w,'( x) und ei n w; (x) mit 

w; (x) E 0 ,' 
<Po' (x,w:(x» > 0 
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, 
Nach dem 5 . Schritt bedeut e t das aber <Po F ' °O(T(x),w',(x»< 0 
d,h . <Po, (x,A' o' w : (T"" ' ( x») < 0 für fast jedes x 
wir setzen nun v,'( x ) = A ' 0, w:( TO, ' '( x» E 0: . 

7,Schritt: Es exl .tleren zwei me •• bere Funktionen ", und v. : X -+ 1" 
deren Grephen M , =({x.v, {x ))) genz In D,IFo·{D,) liegen. 
und fUr die gilt 'P. > 0 euf M , (1=1.2) . 

• Ebenso exlatler en zwei messbare Funktionen 
0',' und v; : X -+ 1". deren Gr aphen M ,' g.nz In 0,' IF " . (0, ' ) 
liegen. und fUr die gilt 'P, < 0 euf M, ' (I = t.2) • 

Die Mengen ( '1'°
0

> 0 J n D, \ FO' (D ,) sind messbar und haben auf 
X projiziert volle s Mass. (6 .Schritt) 
Sei nE i':, Auf p,« 'I'o,E [2° ,2°" ) ) n (D, \FO' (D,» setzen wir 

v,(x) = u , für das jenige u, das 'l'o, (x,u)= 2 ° und ( x, u) E 0 , 
erfüllt und am nächsten bei C a:> liegt 
Die so konstruierten v, sind mes s b ar und h aben Graphen 

ganz in D,\ FO' (D,l , a uf de ne n <Po , > O. 
Analog konstruieren wi r messbare Funktionen v,' . 

Sei v(x) := min ( v, (x), v, ( x». v ist ebenfalls messbar. 

Auf dem Graphen von v , M:= [(x, v(x») ist '1'0 >0. Wir definieren , 
nun für jede Borelmeng e A auf X x lP : 

&[A) = m( p, (A n M » H, 
H • 

• C~ ~ Fno (Dzl 

11 Fn0 (D,) 

p' lillllilI "'''' Dz'FnO(DJ 

[J D 'FnO(D ) , , 

~ C' 
00 

D D I 
• 

0 D I , 

Fig. 8.3 Du Triger vom l.Ius ~ li egt auf .. c M1 U U2 • 

8 .Schritt : 8 EM{XxP') und fUr 
Jede 8 - NIch tnullmenge A Ist j'P d 8 > 0 '. A 



Da Meine Borelmenge in X x!p 1 ist, und Pt stetig, so ist 
P1(A x M) eine Borelmenge in X und S ist eine positive 
beschränkte reelle Funktion auf den Borelmengen 
von X x !p 1. Die 0 -Additivität und die Normiert heit 
sind auch klar. Die zweite Aussage folgt aus der 
Definition des Masses. 

9.Schritt: FUr jede. X o 6 X Ist die Funktion 9. (xo .- J: p' ~ R 
o 

entweder kon.tant gleich Null oder hat genau zwei Null-
.tellen und genau ein lokale. Maximum und genau ein 
lokal.. Minimum_ 

Für jedes A E SI( 2,1R) hat die Funktion q>:!p
t -7 IR, 

Ü ~ In( 1 Au I/lu I) die obigen Eigenschaften. Am einfachsten 
sieht man das, wenn man das Bild des Einheitskreises unter 
A betrachtet, eine Ellipse mit gleicher Fläche wie der 
Einheitskreis. Falls die Ellipse nicht mit dem Einheitskreis 
zusammenfällt, entsprechen die vier Schnittpunkte der 
Eillipse mit dem Einheitskreis den zwei Nullstellen von q> in [P 1, 

die Richtung des maximalen Durchmessers dem einzigen 
Maximum von q> und die Richtung des minimalen Durch­
messers dem einzigen Minimum von q>. 

10. Schritt: FUr jed". (x.uJe M und jede. ke N gilt 
fJ.oF·(x.uJ ~ 9.

0 
(x.u J 

M c 0\ FnO(D) (7.Schritt) und Fno(M) c Fno(DL 
d.h. dass p,< Fno(M» fast überall zwischen p,< M 1) und p.<M

2
) 

auf der Seite von pa< Cool liegt. 

1I1......n'ttn von ,.t crnt ~NtChen 
CIor..a.n dUrch den u ... ~~ 

Fig. 8.4 illustration des 10.8eweisschrittu Für fast alle x trifft man in Px' X X [p1) 

diese Situation an: Px' f"O'''U liegt zwischen P."1 und PX"2 auf der anderen Seltt 

wie das "Inlmum von cpnOl x,·) .. Den Wert dtr Funktion cpnOl x,') In der Stellt ü 

kann man ableun als die Hilftt du logarithmus der längt, die ü' reprtsentltrt als 

Gerade durch den Ursprung) , aus der Ellipse herausschneidet. 
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Ebenfalls für fast alle x liegen M; und M 2" zwischen M, und 
M

2
, aber auf der anderen Seite wie Ca>. 

Das bedeutet nun, dass die zwei Nullstellen und das lokale 
Minimum von cp (x,,) für fast alle x auf der anderen Seite 

"0 
zwischen pJ M 1 ) und pJM 2) liegen als pJF"O(M)). 
Daraus schliessen wir, dass <P n (x,pJF"o(M)}) ~ <P n (x,plC(M», 

o ° da das Minimum von cP auf dem Intervall [PIC(M 1), pJM2 ] 
"0 

( gemeint ist die Seite, wo pJFnO(M» liegt) in pJM,) oder 
pJ M 2 ) angenommen wird. 

Sei für jedes kEIN ~,,:= ~ F- k . D.h. ~,,(A): = S (F - "(A» für jede BoreI­

menge A. 

11 .Schritt: 6" B M (X. P') und fUr Jede Borelmenge A gilt 

J 9., d6" ~ J 9., d6 
A A 

Vom 10. Schritt erhalten wir sofort: 

f CPnodSk= f <Pno dS = f CPnoFkdS ~ f CPnod~ 
A F-k(A) A A 

Nun basteln wir aus Sein F invariantes Mass ll. 

lln(A):= 1/n 'f S( F-k(A)) 
"-0 

II soll nun ein schwacher limespunkt von ll" sein . 

12 . Sc h r i t t: 11 B MF (X. p' J und < tp. .11 > > 0 
11 

Nach der Theorie von Bogoliubov [Si 1976] existiert ein obiger 
schwacher Limes II und II ist ein F invariantes Borelwahr­
scheinlich keitsmass auf X x IP'. 
Es gilt nach dem 11 .Schritt für jedes k ~O 

< <P n ,ll" > ~ < cP n ,~> ) 0 o 0 
und damit 
<CPn .ll > ~ <CPn ,S> ) 0 

o 0 

13. Schritt: die LYIJpunore.ponenten sind IJuf einer NIchtnullmenge 
rDn Null rerschleden. 

Wir haben nach Korollar 8.5: < A ,ll > = < 'Pno,ll> ) 0 . D.h., 
dass die Lyapunovexponenten auf einer Nichtnullmenge von 
Null verschieden sind. 

14. Schritt: die LYIJpunore.ponenten sind fast Uberall ron Null 
rerschleden 



46 

Sei Y c X eine unter Tinvariante Nichtnullmenge. Was wir 
bis zum 13. Schritt für X x lP t bewiesen haben. können wir 
auch für Y x IP ' zeigen, wo wir auf Y einfach das Mass m y 

m y (A) = m( An Y )/ m (Y) nehmen und C ersetzen durch 
C y = YxlP ' n C. 
Also sind die Lyapunovexponenten auch auf Y auf einer 
Nichtnullmenge verschieden von Null. • 

Nun zum Beweis vom Satz von Wojtkowski: 

Beweis: Wir definieren für jedes nEIN 

Es gilt m ( Y n) -71 für n -7 co, da nach Voraussetzung UD 
vL(p.cC»-vL(p.cCco» 0 für fast alle x~ 
Weiter ist dln'(YnxlP'nD)~1/n, da vL(p)(YnxlP'nD)~1/n 
für fast alle x. 

Der Matrixcocyklus (Ty ,A y ) auf Y n erfüllt alle Voraus -
setzungen U.ii), iv).wob~i wir C ersetzen durch Cn(YnxlP ' ), 
Nach Lemma 8.7 ist 

V n und fast alle x 

und mit Korollar 6.13 erhalten wir auch 

für fast alle x • 
Der Satz 8.6 geht auch noch durch. wenn wir den als stetig vorausgesetzten 
Matrixcozyklus (T .A) ersetzen durch einen messbaren, der auf einer offenen 
Menge Yc X mit vollem Mass stetig ist und die Bedingung 10g+(IlA(·)II) eL' (X.lL) 
erfüllt. Wir schöpfen in diesem Fall Y einfach aus durch eine Folge kompakter 
Mengen Y nC Y mit lL (Y n> -7lL( Y) = 1 . Erfüllt (T .A) die Bedingungen U ,iU .iiil, so 
werden sie auch von (T y t A y ) erfüllt. Mit Satz 8.6 erhalten wir das Nichtver­
verschwinden der Lyapunovenxponenten A +(x; T y ,Ay ) lL fast überall. Wieder 
gewährleistet dann 6.13 das Nicht,verschwindennvon

n 
A+(X; T,A). 

Korollar 8.8 Ein me •• barer Matrlxcozyklu8 f T,AJ auf X, mit 
aJ fT,AJ .rfUllt die Bedingungen IJ-IIIJ 
bJ log+ f /lAf· J I/J 6 L~ 
cJ fT,AJ I.t .tetlg auf einer offenen Menge Y c X mit 

IlfYJ= t 
hat 11 f •• t Uberall tlon Null tler.chleden. Lyapunotlexponenten. 
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9. Ein .pezleUer MatrlKcozyklu8 

Sei X ein topologischer Raum mit Borelwahrscheinlichkeitsmass lL. und Teine 
lL invariant lassende messbare Abbildung auf X. Sei Y eine unter Tinvariante 
offene Teilmenge von X. die volles Mass hat auf der Tein Homöomorphismus 
ist. Seien (X. a : Y ~ IR zwei auf X messbare und auf Y stetige Abbildungen 

und bezeichne 

eine Drehung um den Winkel ß auf 1R
2 

und 

( 1 °
1

) L(b) = b 

eine Scherung mit Parameter b auf 1R
2

• 

Wir kriegen durch 

R: X ~SO(2.1R) 

x ~ R(x):= R«X(x» 

L: X ~ SL(2.1R) 
x ~ L(x):= L(a(x)) 

(9.2) 

(9.3) 

zwei auf X messbare und auf Y stetige Abbildungen nach SL( 2.1R). Wir in­
teressieren uns für 

A : X ~ SL(2.1R) 
x ~ LoR(x) (9.4) 

und den messbaren Matrixcozyklus (T.A) .der auf Y stetig ist. 

Problem: Man gebe hinreichende und notwendige Bedingungen dafür an. dass 
die Lyapunovexponenten A(T,A; x.v) lL fast überall nicht verschwinden. 

Trivial ist die Frage für (X = (XO = eonst. und a = ao= const.. In diesem Fall ist 
A konstant und die Lyapunovexponenten stimmen bei hyperbolischem A mit 
den Eigenwerten von A überein . Dieser Fall tritt genau dann ein. wenn CXo ~ 0 
und ao) 2( 1-cos( (Xo» / sin( (Xo) . Is t A elliptisch oder parabolisch. so sind die 
Lyapunovexponenten Null. 

Mit Wojtkowski (Satz 8.8) können wir den Fall. wo (X aus einer Umgebung 
von 0 ( mod 1t) verbannt ist und a genügend gross ist. behandeln: 

Lemma 9.1 Ist fUr fa.t alle x E X und alle k E Z I «(x) -It Ir I > «0 > 0 und fUr 
fast alle XEX alxJ ~.o = 2cotl «0/2J •• 0 sind die Lyapuno~­
exponenten l ~ l x; T. A) fast Uberall ~on Null ~er.chleden. 
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Beweis: Wir arbeiten im Raum X x!P' und zeig e n, dass e s eine Menge C in 
X x!P' gibt , die die Bedingung e n i) bis iii) von Wojtkowski erfüllt. 
!p' sei mit IR i n identifiziert und [a,bl c!P' bezeichne das Intervall 
in IRin, sodass 0 ([ a,bl . Wenn die andere Seite gemeint ist,schrei­
ben wir [a,O ,bl . 
Auf X x!P ' definieren wir di e Abbildungen 

F"F, : X x !P'- -..,.-:-_ 
F,(x,ü) =(x,R(x)u) 
F, (x,ü) =(T( x ) , U x) u) (9 .5) 

wobei u ein Vektor aus der Äquivalenzklasse von ü ist. 
F:= F, • F, ist die in Abschnitt 8 definierte Abbildung F auf X x !P ': 

F(x,u) = (T(x),A( x )u) (9.6) 

Sei C:=Xx[O, tx , /21 , G:= X x [- tx /2,O, tx /21 und G· :=Xx[-tx/2,tx/21. 

Nach Vorauss e tzung ist F,(C) c G· für fast alle x. Wir zeigen, 
dass die Abbildung F, F, (C) wieder in Chineinschleudert und zwar 
strikt: Wir be haupten, d as s fast überall F, (G·) c C , denn damit 
hätte n wir F(C) c C und S(F(C)) c int(C) fast übe rall und wir wären 
wir mit Korollar 8.8 f ertig . 
Beh : F, (G·) c e . 

XxP' p(XxP') 
x 

L-__________________________________ ~ w· O 

x 

fig.9.1 Die Si tuati on im Beweis von Lemma 9. 1. li nks die globale SituatIo n. Rechh das alte 

BLld der Sek toren bei einem Schni ll durch Xli: [pl . 

Die Abbildung 

F, ( x ,u) := (T( x ),U a, )u) (9 . 7) 

bildet die Menge X x (-tx/2) in die Menge X x ( tx /2) ab . Also gilt 
F, (G ·) c C . Da der Sch erp aram ete r von F, grösser und gleich a, ist, 
erhalten wir desshalb a uch F, (G·) c e. • 
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Für die Behandlung von verkettete n Twistabbildungen brauchen wir noch 
folgende Situation: 
Gegebe n sind zwei obe n bes ch riebe ne Matrixcozyklen (T"A, ) i=l,2 . Wi r inte r ­
ressieren uns für die Z u sammensetzung (T,A):= (T,· T" A,· A,) . Seien a, und 
()(, d ie für A, verantwortlichen Funktionen. 

Lemma 9.2 Ist fUr fast illle ilEX und illle kEZ l a,(II)-krrl> a. >0 und fUr 
filst illle ilEX iI,(II):> a.;2cot(a.) und iI.(II)~-il •• SO sind 
die LYilpuno"ellponenten A"k (11; T. A) f.d Ub.r.1I "on Null ".r ­
schieden. 

Beweis : Der Beweis geht ana log dem Beweis für Lemma 9 .1 : 
Sei C, := Xx[O, oc" l und C,:=Xx[-()(o,Ol. 

F, := T, x A, bi ldet C , strikt a b in C, und F, := T , x A , bildet 
in C,. 

XxP' 
• 

0 C, 

". F, (C.) 

p' EIl C. 

F. (C,) 
-". • F(C) 

Tl.O 

X 

Flg. 9.2 Dir Slt ul l Jo n lu m 8twt ls vo n lrmma 9.2. 

C, strikt ab 

• 

Beliebige messbare Mat r ixcozyklen !T,A) sind stabi l unter k leinen z u fä ll igen 
Pe r turbationen von A nach einem Satz von Voung [ Vo 198 51 : 

Sei E > ° und [- E, E1 Z mit dem Shiftope r ator 0 versehe n , der das Pro dukt­
mass v/" invar iant lässt, wobei v. das normierte Lebesquemass auf [- E,El 
ist. Di~ Abbi ldung T . :=Txo auf Xe:=XX[-E,El z lässt da s Produktmass 11. 
:= (1 x v. Z invariant. Wir definieren 

A e : X e -7 S1!2,1R) 
(x,'tI) ~ A(x) · R(wo) (9.8) 

Das gibt einen messbaren Matrixcozyklus (T. , A e ), für den die Lyapunovexpo ­
nenten l1 e fast übera ll existieren. 
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Satz 9.3 

50 

I.t der LyapunDve.ponllnt l +(x; T.A) ll-faBt Uberall von Null ver­
.chieden • • 0 existert ein EI}' sDda.. fUr alle 6 in (0.611 ) der 
Lyapunotlexponent l +( (x.~); TB,AIl } IlB- faBt Uberall tlon Null 
tlllr.chl.den i.t. 

Für einen Beweis siehe [Vo 1985]. 

Für uns ist die Tatsache interessant. dass die in lemma 1 und 2 betrachteten 
Matrixcozyklen stabil sind unter zufälligen Perturbationen der Funktion a. 
Kann man ähnliche Aussagen für deterministische Störungen machen? Wir 
treffen nämlich bei der Braunabbildung auf Matrixcozyklen. wo die Funktion 
Cl alle möglichen Werte ( mod 2n) annimmt und in diesem Fall finden wir keine 
invariante Menge C. wie für eine Anwendung von Wojtkowski gefordert. 
Trotzdem lassen die Computerexperimente vermuten. dass die Lyapunovex­
ponenten von Null .verschieden sind. 
Bild 9.3 zeigt zum Beispiel das logarithmische Anwachsen der Lyapunovexpo­
nenten bei verketteten Twistabbildungen auf der Kugel. die wir im nächsten 
Abschnitt antreffen werden. 

.e ..... 

Fig. 9.3 logarithmisches WMChstum der lyapunovtxponenten bel verkellettn Twistabbildungen auf 

der Kugel. Der Parameter c gibt die minimale TWlshtarke der Twists. Es wurde jeweils. 

zufällig ein Punkt in einer "stochastischen Region· ausgewahlt. 



Givc mt to leern ueh seeret eaustj 

Lu number's, figur,', motion', laws 

Reveal cd befor. m, uand i 

These to grul Natur,'. scent IIpply, 

lind round the Globt and through lhe sky, 

disclolit her working hand. 

51 

Uark Ak ens idt, Hymn to SClttnCt. 

1779 

10. Verkettete Twl.tabbildungan 

Braun ist der einzige. der die singulären verketteten Twists 4.5 studiert 

hat. Devaney. Burton. Easton. Wojtkowski und Przytycky haben ähnliche Ab­
bildungen unter die Lupe genommen. Da sind einmal ganz nahe Verwandte: 

a) Verkettete Ringtwists : 

Etwas einfacher zu überschauen sind die Bahnen bei den verketteten Ring -

twists, die im wesentlichen aufzeigen, wie Vermischung in der Nähe der 
Drehzentren stattfinden kann. Wie der Name sagt, werden die einzelnen 
Twists einfach eingeschränkt auf Kreisringe und zwar so, dass sich die 
zwei Ringe in zwei rombusähnlichen Gebieten schneiden. 

Sei L ei n Kreisring mit Polark oordina ten (p ,lfJ) 

Betrachte zwei Abbildungen M" M~ : l ~ IR" 

M,: (p,tlJ) ~ (-1 + P cos(tld.p sin(lJJ» 
M;,: (p,q,) ~( 1 + P cos(q,),psin(q,» 

R,:= M,(L) und R2 := M 2(L) sind nun symmetrische Kreisringe mit Zentren in 
p 1 = (-1,0) und P:2 = (1,0) und jeder Kreis des Randes 0 (R,) schneidet jeden 
Kreis von o(R2 ) transversal. Die zwei rombusähnlichen Komponenten von 
R, n R2 sollen K+ und K - heissen. 

Betrachte zwei monotone Twistabbildungen F, von L 

wo 

F,: L~ L, 
( P. ~ ) t-) { p • tlJ + f I (p ) ) 

f,: [P,.P2] ~ IR f, E C2
( [P"P:2]) 

fl(p,) = fiep;,) = 0 mod 2n 
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Wir nehmen die Twists nun von lauf R" nämlich 

(x,y) ~ { 
M,' F, ' M,· '(x,y) fUr (x,y) E R, 

(x ,y) 

Für einen Punkt P E K+u K- definieren wir den Winkel odP) 

cd P):= <I P,P P, 

wobei der Winkel in K+ positiv und in K- negativ genommen werden soll. 

Sei <X,",: = inf(I<X(Pli I P EK,uK , ) das Infimum der möglichen Schnittwinkel von 
einem Kreis in R I und einem Kreis in R2 • 

Die Abbildungen T+ := T , ' T, und T- :=T,· '· T, heissen "verkettete Ringtwists" . 

Flg. 10.1. Vtrktllt te Rlnglwls ts 

o K+ 

K 

Die Computersimulation zeigt, dass bei dieser Abbildung ziemlich homogen 
gemischelt wird. Es sind keine lnselchen zu erkennen, die dem nun in enge 

Bahnen gelenkten Orkan standhalten könnten. (Bild 10 . 2 ) 

Fig. 10 .2 flnt Bahn tur verktlltlt Rlngtw lslS 
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Tatsächlich konnte Wojtkowski zeigen. dass diese Abbildung Bernoulli­
Komponenten von positivem Mass besitzt, falls genug stark getwistet wird : 

Satz 10.1 
( WojtkowakU 

a) Falls mln (Cf. cz ) > 2 cot (<<,",/2). so Ist T+ fast hyper­
bo/isch • 

b} Fall. mln (Cf. cz ) > 2 cot (<<'li'). so Ist T - fa.t hyper­
bollsch. 

Wojtkowski brauchte bei seinem Beweis [Wo 1980] keine Pesintheorie. Aus­
gestattet mit der Katok-Strelcyn Theorie von Abschnitt 5) und der Bemerk­
ungen im letzten Abschnitt können wir den Satz aber sofort beweisen: 

Beweis: Sei X:=R, uRz c fR2. M:=V:= intCX). S=~(X)' 
T+ ud T- sind invertierbare C2 -Abbildungen auf M die das Lebesque­
mass II auf X invariant lassen. 

T+ und T- erfüllen die Bedingungen K-S-D bis K-S-iv): 
Die Bedingung K-S-O ist offensichtlich erfüllt. 
Da X kompakt ist. und fE C2 nehmen af, und a2

f, auf X ein Maximum 
clr clr 2 

an. Das impliziert sofort K-S-iO bis K-S-iv) 
Nach Satz 5.4 müssen wir nur noch zeigen. dass die Lyapunovex­
ponenten fast überall von Null verschieden sind, falls die Voraus­
setzungen von a) rsp. b) erfüllt sind. 
Auf R, wählen wir Polarkoordinaten (r,.efl,) mit Zentren P,. In jedem 
Tangentialraum von R,o M können wir so lokale Koordinaten (dr,.r,defl,) 
einführen. Für einen Punkt PE A:=( K+ u K-)o M • wo jeder Tangential­
raum mit zwei Koordinaten systemen ausgestattet wurde. ist die 
Koordinatentransformation gegeben durch eine Drehung um den 
Winkel (X= (X( P): 

( dr ,) ( cos«X) sin«X) ) (dr2 ) (dr) 
r1defl1 = -sin«X) cos«X) rz(Jeflz =: R«X(P» r2~<P2 

Wir schreiben auch kurz R(P) für R(a(P» 
T, beschreibt sich einfach in den Koordinaten (r,.efl,): 

T ( r, ) = (r. ) 
• 'P, 'P. +',(r,) 

und auf dem Tangentialbündel TM lautet die linearisierte Abbildung 

T (dr, ) (1 0) (dr, ) (dr ) d , r,d'P, = a,(p) 1 r,d 'P, =: L(a,(P» r,d~, 

a. ( P) = r ~I (r, ) ~ c, ) 0 
CJr, 

Auch hier schreiben wir kurz für die Scherung L,ep) für L(a,ep». 
Damit sehen die auf A induzierten Abbildungen dT

A
+ und dT

A
- in den 

Koordinaten (dr:? r ;.>defl 2 ) für einen Punkt PE A so aus: 
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WO TI,... die auf A induzierte Abbildung für A ist, und LI, ... wie in 
Abschnitt 6 definiert ist. 
Aus Lemma 9.1 folgt nun sofort, dass die Lyapunovexponenten von 
(T ... , dT!) nicht verschwinden und aus Lemma 9.2, dasselbe für (T ... ,dT:). 
Da nur Punkte XE RI \ A die Menge A nie treffen, wenn f. (x)/x ration­
al ist, kehrt nach Lemma 6.1 fast jeder Punkt mit positiver Frequenz 
immer wieder nach A zurück. Mit Lemma 6.11 erhalten wir damit die 
Behauptungen von a) und b). 11 

b) Verkettete torale Twists: 

Verkettete Twistabbildungen auf dem Torus sind intensiv untersucht worden 
([Bu 1979],[Oe 1978,1979,1980], [Ea 1979], [Pr 1982,1983,1986], [Wo 1979, 
1981,1982]). Easton ( [Bu 1980]) und Wojtkowski ([Wo 1980]) haben unab­
hängig voneinander die von [Bo 1977] vermutete Ergodizität der toralen ver­
ketteten Twistabbildungen zeigen können. 

Sei T 2 = IR:.! IZ2 der Standardtorus und P ,Q zwei geschlossene Ringe in T 2 de­
finiert durch 

P = { ( x ,y) E T2
1 Y 1 ~ Y ~ Y 2 ) 

Q = { (x ,y) E T2 1 x 1 ~ X ~ X2 } 

f(Y1) = g( x1 ) = 0 

JY2-Y1J~1 
I x2 - x1 1 ~ 1 

f(Y2) = m , g( 1 2 )= n mit m,n E Z 

Fig. 10.3 Verkettete torale Twists 



Wir definieren F: Pu Q ..D • G: Pu Q..D durch 

F(x.y) = { 
(x+f(y).y) für (x.y) E P 
(x.y) für (x.y) E Q,P 

G(x.y) = { 
(x .y+g(x» für (x,y) E Q 
(x,y) für (x,y) E P,Q 

Fund G lassen das Lebesquemass 1.1 invariant. Wir nehmen an, dass 

!lf(y) ifO für YE[Y"Y2] 
dy 

da(x) ifO für XE[X"X 2 ] 

dx 

und nennen 

a:= { sup ( !!ll YE[Y"Y2]) 
dy 

inf { df , Y E [Y"Y2] } 
dy 

{ sup( da I x E [ x,. x2] ) 
ß .- dx .-

inf { !lg I x E[X,.X 2 ]} 

dx 

falls !!J < 0 
dy 

falls df ) 0 
dy 

falls !!g < 0 
dx 

falls ig ) 0 
dx 

F heisst dann (m.cx)- Twist. G ein (n.ß)- Twist und H:= G Q F nennt man 
verketteter toraler Twist. 
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Satz 10,2 
( Burton-Eaaton­

WoJtkowakl­
Przytyckl ) 

Sei H eine tor.l. rerkett.te Twl.t.bblldung zu •• mmeng.­
.etzt aus einem (m,aJ- Twist mit einem ln,ßJ- Twl.t. 

a) Falls aß> 0, .0 I.' H Sernoulll 
bJ F.lIs aß ( -4 .0 I.t H f.s' hyperbolisch 
c) Falls aß ( - Co RI , 7.24445 und Iml, In I ~ 2, dann 1., 

H Sernouill. 

Für einen Beweis von a) siehe [Bu 1979]. [Wo 1979]. b) ist ebenfalls in 
[Wo 1979] erledigt und c) findet sich schliesslich in [Pr 1983] . 
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c) Verallgemeinerte verkettete torale Twists 

Eine Verallgemeinerung der obigen Konstruktion erhält man, indem man eine 
ganze Schar von horizontalen und vertikalen Bändern auf den Torus legt, auf 
denen dann Twists laufengelassen werden. Devaney [1979] und Przytycki [1983] 
erwähnen solche Verallgemeinerungen, und merken an , dass die erhaltenen. 
Resultate leicht auf solche Abbildungen Ubertragen werden könnten, fall. alle 
Twists In die gleiche Richtung scheren. Es gibt aber auch interessante Ab­
bildungen, wo das nicht der Fall ist. 

So studierte WojtkowskH1981] ein Beispiel. wo ein horizontaler linearer 
Twist mit zwei vertikalen linearen Twists verknüpft wird. Interessant an 
Wojtkowski"s Beispiel ist, dass er Fasthyperbolizität bei gleichzeitiger Existenz 
von elliptischen Fixpunkten beweisen kann. 

Sei 

y,=O'Y2=1 und f(y)=a,y für CXEIR 
x1 =O, x2=1 und g(x)=ß(lx-1/21-1/2) für ßEIR 

g(x) erfüllt nicht mehr die obigen Forderungen. Für x = 0, 1/2, ist g nämlich 
nicht differenzierbar. 
Fund G seien wie oben definiert und H:= GoF. Wir nennen H Woitkowski­
Abbildyng • Sie ist verwandt mit der Standardabbil dyng, die man für 
g( x) = ß sin (21t x) erhält. Die glatte Sinusfunktion ist einfach ersetzt durch 
eine Sägezahnfunktion. Die Wojtkowskiabbildung ist eine Iinearisierte Version 
der Standardabbildung , die selbst schon in vielen Arbeiten erwähnt worden 
ist. (z.B [Ma 1983]. [Be 1984], [Mk 1983]) 

Nach der Koordinatentransformation 

(x· ,y.)= ( x, x + a,y) 

wird H zu T . 

T : (x ,y ) ~ ( y , 2 y - x + a, ß f (y) ) 

wobei die Apostrophs wieder weggelassen worden sind. Der Beweis des 
folgenden Satzes befindet sich in [Wo 1981] . 

Satz 10.3 
( WoJtkowakU 

f') Fall. aß:> 4. .0 1., T f •• , hyperboll.ch 
b} Fall. aß :> Cf RI 4.0329 • • 0 1., T Sernoulll 
cJ Fall. aß = 2 ( co.( 1C /k) + 1 } • k=2.3.... • .0 exl.,ler' 

"In konv"x". Polygon D~" c T· mll 2k KlJnl"n •• od ••• 
T f •• t hyperboll.ch 1., auf ~ \ 0." und T In 0." Periode 
k fUr ungerade. It und Periode 2k IUr gerade. k hat. 
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Typlich ht die iCharft Trtnnung zw h chen Gebie l en mit i labile m Verha lt t n und dem 

i lo chu liHhen See,Dt r blaut See bu leht aus tiner Bahn, Die Grap hikaufl ös ung 111 

1200 x 1200 Punkte. 
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wo der lelltt KA~- Torus verschwindet. I-Iather (!Ja 19831 hat gezeigt I dass tür 

Panmeter grösHr ills 4/3 kei ne Invarianten Tori exlstlertn kö nnen. 
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d) Sphärische verkettete Twists 

Sei M die zweidimensionale Einheitssphäre mit üblichem Borelmass m~. das 
durch die Kugelmetrik d gegeben ist. Auf M fi xieren wir zwei Punkte P, 
und P

2
• die verschieden und nicht diametral liegen sollen: d( P,.P)=: ß ~ O.n. 

Wir führen zwei polare Koordinatensysteme ein: Das erste hat P, als Ur­
sprung und ein Punkt P auf M wird durch die zwei Grössen r :=d{P.P,) und 
«p:= 4(P.P,.P2 } bestimmt. Das zweite Koordinatensystem hat P

2 
zum Zentrum 

und r:= d (p.p ) • ,n := .A {p. P • P} setzen einen Punkt P fest. We iter bezeichne 
2 T' ~ 2' 

Cl:= 4 {Pp p. P2 } den dritten Winkel im Kugeldreieck P,P
2
P und p' den diametral 

gegenüberliegenden Punkt von P. 

Fig 10.6 Verkettete sphärische Twists 

Seien (siehe die Notationen von Abschn."tt 5) 5'- {P p'} und 5'- {P p.} 
" - ,., 2' - 2' 2 • 

Die offenen Mengen V I := M \ 5, c M sind homöomorph einem offenen Kreisring . 
Wir interessieren uns tür die Zusammensetzung von zwei Twistabbildungen. 
T ist ein Drehtwist um P • T einer um P . 

, '2 2 

Sei f :(O.1t)~IR. feC 2 {(O.1t}). 

und 

T,: V, ~M 

1) Es existieren pos itive Konstanten c, und c" • sodass gilt 
-c 2 < sin{r).Qf(r} < -Cl <0 fUr re(O.n} 

or 
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2) Es existieren positive Konstanten c 3 und b, sodass gilt 
I [sin(r)]b i,2 f (r)1 < c3 für re(O,1t) 

dr2 

T, und T2 lassen das durch die Kugelmetrik d induzierte Mass m. invariant 
und auf VI können wir die Tangentialbündel TV. definieren. 
In TV, soll ein Vektor die Koordinaten (dr, sin (r )d«p) haben, in TV 2 wird er mit 
Koordinaten (dr, sin(r)dr) beschrieben werden. 
Im ersten Koordinatensystem lässt sich dT, leicht beschreiben, im zweiten 
System ist dT 2 einfach. Die Koordinatentransformation im Punkt P vom ersten 
ins zweite System in einem Punkt PE V:= V,o V2 ist einfach gegeben durch 
eine Drehung R(cx(P)) um den Winkel cx(PL Die Funktion cx: V ~ [O.21t) ist 
stetig. 

Wir vermuten, dass T := Tjl- TI für genügend grosses c, positive metrische 
Entropie auf der Kugel hat. 

Um die K-S- Theorie verwenden zu können, müssen wir zeigen, dass jedes 
TI: VI -7M die K-S- Bedingungen D-iv) erfüllt für i =1,2 .( Siehe Abschnitt 5.) 
K-S-D ist klar, da wir nur zwei Punkte in 5. haben. Die Abbildungen dT. sind 
auf TV definiert und haben dort in den jeweiligen Koordinaten die Form 

wo 

a, (P) = - sin(r).2, f(r) E ( C" c) 
dr 

~ (P) = - sin(;:)~f(;:) E (Cl'C 2 ) 

denn es gilt z.B für i=1 

dT,(P) : (~~) 

(sint'i d«p) 

Damit haben wir auch die Bedingungen K-S-iD und K-S-iv) verifiziert, denn 

IIdT.I/<c, 

Die Bedingung K-S-iii) folgt schliesslich aus der Forderung 2) an die Funktion 
f. 
Damit reduziert sich die Vermutung, dass die Abbildung T für genügend 
grosse Twiststärken positive metrische Entropie und Bernoullikomponenten 
von positivem Mass hat, auf die Vermutung, dass für genügend gros se Twist­
stärke eine Pesinregion von positivem Mass entsteht. 
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00 

Sei U:= n T k (V). U hat volles Mass in M und auf U ist dT
n 

für alle nE Z de-
ka-oo 

finiert. 

Vertikale Scherungen in SH2,1R) bezeichnen wir mit L, Rotationen mit R 

(1 0) ( cos( cx) sin( cx) ) 
L (a) : = a 1 ,R ( (X) : = -s i n ( cx ) co S ( (X ) 

Weiter taufen wir noch die Twiststärken am Punkt P=(r ,q»=('r ,cP) : 

alP) :=- sin(r) .Q f(r) , ä(P) :=- sin(F) ~ f (F) 
or ur 

Die Abbildung dT auf dem Tangentialbündel TU hat in den Koordinaten 
(dr, sinc'r) dq» für Pe U die Form : 

dT(P) = L(ä(T,(P») 0 R«X(T,(P») 0 L(a(P» 0 R(-cx(P» 

Beweis: L(a(P» ist die Jacobische von T, im Punkt Pe U in den Koordinaten 
(dr,sin(r)dq» : 

. d d 
dT, : (d~) 1-7 (d«P-'";rfc dr). 

(sint'i dq» 1-7 (sin (r)dq>d~ s in( r) ~ f dr) = (! ~ ) (sin1~) dq» 
dr c 

wo a = -sin (r) .Q. f c(r) 
dr 

Entsprechend ist L(ä(T,(P)) die Jacobische von T 2 im Punkt T ,(P) in 
den Koordinaten (dr. r dq>). R- '«X(P» vermittelt die Koordinatentrans­
formation am Punkt P und R «X(T,(P» bringt uns am Punkt T ,(P) 
wieder ins ursprüngliche 00 Balken°·- System. 

Dass R«X(P» die Transformation der Koordinatensysteme vermittelt, 
ist direkt geometrisch evident. Direkte Rechnung sichert uns ab. 
Mit sphärischen Trigonometrie erhalten wir z.B 

cos r = cos r cos ß + sin r sin ß cos q> ( cos- Satz ) 
-sin rdr= -sin r cos ß dr + cos r sin ß cos q> dr - sin r sin ß sin «P dq> 

dr = sin r cos ß _ cos r sin ß cos p = cos (X 

dr sin7 sinr 

wobei die letzte Identität erreicht wird. indem mit dem sin-Satz 
und dem cot-Satz sin r rsp. tan ß so ersetzt werden: 

sinr = sin <p si" ß • tan ß = ___ s_in_r _____ _ 
sin (X sin «P cot (X + cos «P cos r 
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Ebenso 

dr = sin ß sin p = sin Cl 

sin r d<p sin r 

wo die letzte Identität einfach der sin- Satz ist. U.S.w. 

Die Forderung - sin(r).2.L(r) E (c 1 .c:z) für rE (O.lt) wird z.B erfüllt von der 
dr 

Funktion f(r) = -2c log( tan (r /4). wo CE (c1.c:z). Mit ihr sind die Computer­
simulationen gemacht worden. 

e) Braunabbildung 

Die Braunabbildung in der Form (4.5) beschreibt sich genaugleich wie die 
vorher besprochenen Abbildungen auf der Kugel. Wir können die Notationen 
in d) wortwörtlich übernehmen ausser dass wir r 5lf schreiben statt sin(r)slf. 

dr or 
Hier erfüllt zum Beispiel f(r) = -c log(r) die Forderungen. die für die Verwend­
ung der Katok-Strelcyn Theorie nötig sind. 
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11. Ausblick 

Das gestellte Problem bleibt: Gibt es ergodische Komponenten im Störmer­
problem? Dieses Problem wäre anpackbar • wenn man für eine allgemeinere 
Klasse von verketteten Twistabbildungen eine Pesinregion von positivem Mass 
nachweisen könnte. In allen Fällen, wo man das bis jetzt kann, kann man 
das Nichtverschwinden der Lyapunovexponenten mit den im Abschnitt 7) be­
schriebenen Methoden beweisen und die sind im Falle von verketteten Twist­
abbildungen dann anwendbar, wenn sich die invarianten Kurven der einzelnen 
Twists unter Winkeln schneiden, die von 0 verschieden sind. Die Computer­
simulationen lassen vermuten, dass auch in allgemeineren Fällen verkettete 
Twistabbildungen positive metrische Entropie haben: 

Vermutung: Auf einer zweidimensionalen Riemann'schen Mannigfaltigkeit M 
versehen mit einem durch die Riemann'schen Metrik induzierten 
Mass (.1 seinen zwei (.1 invariant lassende,auf offenen Teilmengen 
VI c M definierte, injektive, integrierbare C2

_ Abbildungen 

TI: VI ~ M U=1,2) 

gegeben. die K-S-il bis K-S-iiil erfüllen. Die Funktion 

die einem Punkt Pe Vl n V2 den Schnittwinkel der beiden unter TI 
invarianten. durch P laufenden Kurven zuordnet. soll die Be­
dingung 

erfüllen. Vermutung: Es existiert für die Abbildung T:= T
2 

0 Tl 
eine Pesinregion von positivem Mass für genügend starke Twist­
stärken von TI. 

Die (K-S) Theorie reduziert die Verm utung zu einer Vermutung über Lyapunov­
exponenten. des im Abschnitt 9 definierten Matrixcozyklus (T ,A) • wo A be­
stimmt ist durch die Funktionen cx. a. Im(a) c [c.oo). 

Vermutung: Es existiert ein co' sodass für alle C) Co der in Abschnitt 9 de­
finierte Matrixcozyklus unter der Bedingung 

fl cxl dl1 ) 0 

positive Lyapunovexponenten auf einer Nichtnullmenge hat. 
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