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Einleitende Ubersicht

Die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem magnetischen Dipolfeld
wird heute kurz das Stirmerproblem genannt. Schon lange hatten sich Physiker
und Mathematiker im Zusammenhang mit dem Nordlicht und kosmischer
Strahlung dafiir interessiert, wie sich geladene Teilchen im Magnetfeld der
Erde bewegen. Das Problem erwies sich als hartnadckig. Jahrzehntelange Suche
nach einem weiteren Integral der Bewegung neben der Energie und dem Dreh-
impuls blieben erfolglos , bis es evident wurde, dass man es mit einem nicht-
integrablen Problem zu tun hatte. Wir werden in den ersten zwei Abschnit-
ten das Stormerproblem kurz mathematisch und geschichtlich beschreiben.
Im dritten Abschnitt zeigen wir auf, wie eine Poincarreschnittabbildung im
Stormerproblem konstruiert werden kann, die aus zwei singuliren Twistab-
bildungen zusammengesetzt ist. Stochastische Eigenschaften von soichen
Abbildungen kénnen mit Lyapunovexponenten ausgedriickt werden. Diese
im letzten Jahrzehnt entwickelte Pesin-Katok-Strecyn-Theorie wird uns im
fiinften Abschnitt beschidftigen. Die ndchsten drei Abschnitte handeln dann von
Lyapunovexponenten. Bei der erfoiglosen Suche nach neuen Kriterien, um das
Nichtverschwinden von Lyapunovexponenten zu zeigen, schaute dabei ein neuer
Beweis fiir einen Satz von Wojtkowski heraus. Zuletzt werden wir das Wissen
auf ein paar verkettete Twistabbildungen anwenden.



Some say, that the Northern Lights are the glare

of the Artic ice and snow,

and some say, that it's electricity,

and nobody seems to know.
Robert W.Service
Ballad of the Northern Lights
1909

1. Das St8rmerproblem

Wie bewegt sich ein geladenes Teilchen in einem magnetischen Dipolfeld ?
Das Magnetfeld B ist gegeben durch :

B=V AA (1.1)
mit rotationssymmetrischem Vektorpotential
A= Mor3@ = (A, Ag A) = (0:0.4e) (1.2)
wobei M das magnetische Dipolmoment des Feldes, o den Abstand von der

Dipolachse, r den Abstand vom Dipol und ® den Einheitsvektor von ¢ in
Zylinderkoordinaten bezeichnen. (Fig.1.1)
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Fig.1.1 Schematische Darstellung der Bewegung eines sich
Im magnetischen Dipolfeld bewegenden Teilchens

Die Hamiltonfunktion eines Teilchens mit der Ladung q, Masse m und
Geschwindigkeit v lautet in Zylinderkoordinaten:

$r= [ m2c4+c2p: + czppz+ c?( %-QA“)) 2] 72
2 ’V_———
= ymc® = k onstant e (1.3)

mit

¥= (1-v¥/¢?) ™2

p,= Ymz

Pp= Ymo

Po= YMP -qpA, (1.4)



Wegen der Konstanz von Y ist es maglich, eine neue Hamiltonfunktion einzu-
fihren, die zu (1.3) dquivalent ist und die Form einer mchtrelatmstlschen
Hamiltonfunktion hat :

H=

epp t(Pe -qAy )’

= E ymv’ = konstant (1.5)
Wir werden im folgenden mit § statt mit §, arbeiten. Die Aquivalenz der

beiden Hamiltonfunktionen erkennt man dadurch, dass die partiellen Ableit-
ungen nach allen dynamischen Variabeln iibereinstimmen.

Die Invarianz von § unter Rotationen um die z-Achse liefert uns ein zweites
integral der Bewegung :

Pp=-92 =0 (1.6)
dep
oder
Pe=qMTI (1.7)

wobei die Integrationskonstante I' die Dimension einer reziproken Linge hat.
Das dreidimensionale Problem ist nun reduziert auf die Aufgabe, die Bewegung
eines Teilchens in der p-z-Ebene zu finden, das sich im Potential V bewegt.

LW 1“ -5 (1.8)

2'rm

Nach Einfiihrung der dimensionslosen Variabein:

=Tz
" = Tp
=9
t'" = PqR(ym) 't (1.9)

hat das Problem ( die Apostrophs werden unterdriickt) die Form :

=1 pi*ps )+ V=_1_ =konstant (1.10)
2 32-{:
v=1(.'_-1>.3)2 (1.11)
e r

Y, ist eine von Stdrmer eingefiihrte dimensionslose Konstante :

vi=_ (a® )'r* (1.12)
16 vym



¢ kann nun bei Kenntnis von p(t) und z(t) durch Integration gewonnen werden:

o =fdt[1-1]

1
e

(1.13)

Eine Betrachtung des Potentials V (Fig 1.2) liefert uns nun ein qualitatives

Bild der Bewegung des Teilchens in der p-z-Ebene.
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Fig 1.2 Niveaulinien des effektiven Potentiais (1.11)

Das Potential (1.11) verschwindet auf dem Weg

02=r3

(1.14)

der Thalweg genannt wird, weil er am Grund des Potentialtals liegt. Sonst
ist das Potential liberall positiv. Die Winde des Potentialtals werden immer
steiler, wenn man vom Aquator z=0 entlang dem Talweg zum Nord oder Siid-
pol marschiert. Falls V den Wert 1/32 hat, gibt es einen Pass bei z=0, p=2.

Aus (1.10) kann man nun sehen, dass fir y,>1

Aufenthaltsgebiet des

Teilchens unzusammenhidngend wird und damit ein Teilchen, das im Tal startet,
immer im Tal bleibt, da es nicht die Energie hat, den Pass zu iiberschreiten.
Uns interessiert nun die Bewegung in diesem beschrdankten halbmondihnlichen

Gebiet. (Fig. 1.3,1.4)
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Fig. 1.3 Erlaubtes Geblet fir V=1/50 mit Thalweg.
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Qualitativ kann man sich nun gut ein Bild vom Verlauf einer gefangenen
Teilchenbahn machen. Das Teilchen wird im allgemeinen stindig zwischen
den zwei Potentialwdnden hin und herpendeln und dabei sich abwechseind
in die untere und obere Spitze des Halbmondes begeben.

Im urspriinglichen Dipolfeld entspricht das einer Kreiselbewegung um eine
Magnetfeldlinie verbunden mit einer Bewegung ldngs der Magnetfeldlinie,
sodass der wirkliche Orbit einer Spirale gleicht. In hohen Breitengraden, Ge-
bieten mit starkem Feld, wird das Teilchen zum Aquator zurlickreflektiert.
Das Resultat ist ein Hin- und Herspiralen durch die Aquatorebene. Schluss-
endlich wird die Magnetfeldlinie, um die das Teilchen spiralt, langsam um die
Erde herumdriften. (Fig.1.5)
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Fig. t.4 Eine gefangene Bahn in p-z Koordinaten mit Anfangsbedingungen
2:0 , @ =1.07, =0,2=0.0355 ([Dr 1976]) }=2.654
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{ Pitch angle of helical trajectory = 90°}

MAGNETIC FIELD LINE

Fig. 1.5 Verlauf der Bahn elnes gefangenen Teilchens im Erdmagnetfeld.
{ aus [Ea 19801 )

Das dynamischen System “elektrisches Teilchen in einem magnetischen
Dipolfeld ", wird kurz Stérmerproblem genannt wird zu Ehren vom nor-
wegischen Physiker Carl Stérmer(1874-1957), der sein ganzes Leben diesem
Problem gewidmet hat.



Das System heisst immer noch Stormerproblem, weil die Suche nach einem
weiteren Integral, das eine genaue Berechnung der gefangenen Bahnen
ermoglichen wiirde, erfolglos geblieben ist. Es sind im Gegenteil numerische
Indizien vorhanden, die vermuten lassen, dass das System fiir y,>1 nicht-
integrabel ist ([Dr 19761, [(Br 19811 ). Ein mathematisch sauberer Beweis
fir diese Behauptung steht noch aus.

Dagegen existieren nach einer Bemerkung von Moser [Mo 1963] drei Integrale
in Involution fiir y,<1. Er zeigt , dass in diesem Fall jede Losung entweicht
und die Bahn eine Asymptote hat, deren Richtung zwei weitere Integrale ne-
ben der Energie liefert.

Im ndachsten Abschnitt geben wir einen kurzen Abriss iiber die Entwicklung
dieses faszinierenden Problems.



“The Eskimos believed that the aurora
kill people-a long time ago they used
to believe It, but the younger people
nowadays don't believe it... even the
older people like me don't believe it
anymore... but it's true.”

Equalaq, Eskimofrau wahrend einem

Interview fur den Film Spirits of

the Polar Night 1972

2. Zur Geschichte des Stérmerproblems

Zu den faszinierendsten Naturschauspielen gehéren die Polarlichter am
ndchtlichen Firmament. Die Farben des kalten Leuchtens der Luft sind
iberwiegend gelbgriinlich in zarten, blassen Ténen. Auch rote blaue und
violette Farbténe sind maoglich. (Bilder 2.2, 2.5, 2.6 ,2.7)

Das Polarlicht nimmt einen erstaunlich grossen Platz in der Wissenschaft
und der Kultur der letzten Jahrhunderte ein. Eine ausfiihrliche Dokumentation
ist [Ea 19801.

Erste Deutungen dieser Naturerscheinungen finden sich schon in der
Mytologie der Eskimos: Das Polarlicht wird dadurch hervorgerufen, dass
die Geister der Verstorbenen am Firmament ein temparamentvolles Ball-
spiel mit hin- und hergeworfenen Walrossschéddeln auffiihren.

Kurz vor der Jahrhundertwende vermutete der didnische Meteorologe Adam
Poulson, diese Lichteffekte kdnnten durch Kathodenstrahlen hervorgerufen
werden. Die Strahlen stammten seines Erachtens aus den oberen Schichten
der Erdatmosphédre. Bereits 1881 hatte der deutsche Physiker Eugen Goldstein,
der sich vor allem um die Erforschung der Kanalstrahlen verdient gemacht
hatte, den Gedanken gedussert, dass die Sonne elektrische Strahlen zur
Erde schicke, die mit der Lufthiille in Wechselwirkung treten.

Der norwegische Physiker Kristian Birkeland (1867-1917) griff diese Vor-

Bild 2.1: Kristian Birkeland 1867 - 1917 , Physikprofessor an der Universitat von Oslo

stellung auf und entwickelte einen einfachen Modellversuch:



Bild 22 Diese Photographle von Torbjorn Lovgren (Geophysikalisches Institut Kiruna/ Schweden) aus
dem Jahre 1979 zeigt Teile eines den Nachthimmel umspannenden Bogens. Polarlichtbogen

konnen sich iber 1000 Kilometer erstrecken. Die gewaltigen Ausmasse vom Bogen kdnnen

in ihrer wahren riumlichen Ausdehnung von Menschenauge jedoch nicht erfasst werden.
( Aus [Fa 19831 )
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Ein evakuiertes Glasgefdss diente als Weltraum. Ein spielballgrosses Mo-
dell der Erdkugel war mit Leuchtfarbe bestrichen und mit einem Magneten
im Innern versehen. Die Kathode von der die Strahlung ausging, wurde zur
Sonne. Die Kathodenstrahlen wurden von der Oberflache der Kugel wegge-
worfen mit Ausnahme von bestimmten Stellen in der Ndhe der Polargegend.
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Bild 2.3 Satelliten~ Aufnahme vom 8. November 1981 Im ultravioletten Licht aus einer Hohe von etwa
20300 km . Das Polarlicht=~Oval ist sichtbar auf dem Hintergrund der computer-gezeichneten
Umrisse der Kontinente.Vorne befindet sich Nordamerika. Die breiteste Ovalflache ist uber
Labrador und Neufundland zur Mitternacht. Nordskandinavien verlasst mit der Erdumdrehung das
Geblet unter dem Oval.Der asiatische Kontinent mit Russland lpeilndel sich Im Sonnenlicht.

(Photo: L.A. Frank. Koplert aus [Fa 1983])



1

Birkeland war dem Entstehungsmechanismus des Polarlichtes auf die Spur
gekommen. Was Birkeland auf seinem Modell der Erdkugel beobachtet hat,
kann man heute dank Satellitenaufnahmen in Natura sehen(siehe Bild 2.3 ).

Birkelands Landsmann, der Mathematiker Carl Stormer (1874-1957) fand
schliesslich 1904, dass es ein “fesselndes Problem”™ sei, die Bahnkurven

Bild 2.4 Carl Stormer 1874 -1957, Mathematikprofessor an der Universitat von Oslo. Daneben eines

der Drahtmodelle, die von Stormer und seinen Studenten konstruiert worden sind, um die

berechneten Bahnen der Teilchen anschaulich zu machen.

zu berechnen, auf denen die Elektronen von der Sonne ins Magnetfeld der
Erdkugel eintreten. Mit einigen seiner Studenten zusammen berechnete er
in rund 5000 Arbeitsstunden ungefdahr 120 verschiedene Bahntypen. Mit
seiner I|dealiserung, das Erdmagnetfeld als Dipolfeld zu betrachten, hat
Stormer das physikalische zu einem mathematischen Problem gemacht.
Er interessierte sich vor allem fiir Bahnen, die von weither in den Dipol
hineinschiessen und fiir Bahnen, die im Magnetfeld der Erde gefangen
bleiben, da die Kenntnis solcher Bahnen es ermdglichen, die Geheimnisse
des Nordlichts zu ergriinden. Die Bahnen durch den Ursprung heissen heute
Stormerbahnen. Numerische Daten liessen erkennen, dass diese Bahnen etwas
von den Feldlinien wegliegen und dass es Bahnkurven gibt, die um diese Stérmer-
bahnen kreisen statt wie erwartet um die Feldlinien. Stormer hat seine Resultate
und sein Wissen in [St 1955] zusammengefasst.



Bild 2.6, 2.7 Aurora,

photographiert yon Robert W. Eather (Aus

[Ea 1980])
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Carl Stérmer erlebte ein wichtiges Datum in der Geschichte seines Problems
nicht mehr: den 31. Januar 1958. An diesem Tag wurde der amerikanische
Satellit "Explorer 1” mit einem Geigerzidhler versehen in eine stark elliptische
Umlaufbahn um die Erde geschossen [He 1965]. Die Messdaten zeigten un-
erwartete Intensititsmaxima . Die gemessene Strahlung war zeitweise so
so gross, dass die Messdaten ausfielen, weil der Messbereich zu schmal war.

Der amerikanische Physiker James A. Van Allen (geb. 1914) fand die Deutung
dieser Messwerte, die von den Zahlvorrichtungen in den Satelliten Explorer
Il und IV, in den Raumraketen I, lll, IV und in den sowjetischen Satelliten
Sputnik Il und Il ergédnzt und bestitigt wurden: Die Van Allen Giirtel waren
entdeckt worden.

Die Fihigkeit des Erdmagnetfelds, geladene Teilchen iiber lingere Zeit ge-
fangen zu halten, machte auch die U.S.Air Force hellhérig. Kénnte nicht ein
durch eine nukleare Explosion iiber Grénland kiinstlich erzeugter Teilchengiirtel
das ballistische Friilhwarnabwehrsystem stiren ? Es erfolgten vom August 1958
bis November 1962 insgesamt 7 sowjetische und amerikanische Nuklearexplo-
sionen im Weltraum, die kiinstliche Strahlungsgiirtel um die Erde erzeugten.
Noch viele Monate spidter konnten Teilchen, die aus diesen Explosionen
stammten, nachgewiesen werden, eine erstaunliche Tatsache, wenn man
bedenkt, dass ein Elektron nur etwa zwei Sekunden braucht, um vom
Umkehrpunkt am Nordpol zum Siidpol und zuriick zu gelangen und dabei noch
wie verriickt um die Magnetfeldlinien kreist.

Am mathematische Problem wurde im folgenden viel gearbeitet und gerechnet.
Das Interesse galt einerseits den Stormerbahnen, Lésungen, die in den Ursprung
des Dipols hineinlaufen, andererseits periodischen und quasiperiodischen Bahnen,
im Van Allen-Giirtel.

Zum ersten Problem hatte schon Stéormer 1907 eine formale Potenzreihe ange~
geben, die, falls sie konvergieren wiirde, eine Losung durch die Singularitit
liefern wiirde [St 19071. Aus dieser Potenzreihe und aus vielen numerischen
Daten vermutete er die Existenz und Eindeutigkeit (bei fester Energie und
Drehimpuls) solcher Bahnen. 1944 gelang es dem schwedischen Mathematiker
Malmquist, die Existenz zu zeigen [Dr 19651 . Martin Braun erledigte das
Problem schliesslich 1970 [Br 19701 , indem er in einen neuen Beweis die Existenz
und die Eindeutigkeit der Stérmerbahnen sicherte.

Auch zum zweiten Problem lieferte Braun bahnbrechende Resultate. 1968 ge-
lang ihm, zwei Regionen im Raum zu finden, wo Teilchen fiir immer gefangen
bleiben [Br 19681 .

in einer dieser Regionen bleiben die Teilchen nahe dem quuator. wihrend
sie im zweiten Gebiet beliebig nahe an den Dipol gelangen kénnen.
Braun konnte bei seinen Forschungen auf Arbeiten von Dragt und Vogelaere
zuriickgreifen. Entscheidend war der Gebrauch der KAM Theorie. Zwar sind
die betrachteten Gebiete nicht physikalisch relevant, trotzdem sind diese Re-
sultate enorm wichtig, da jetzt zum ersten mal bewiesen war, dass Teilchen
theoretisch unendlich lang im Magnetfeld der Erde eingeschlossen sein kénnen.
Spiter spiirte Braun zwei weitere Gebiete von der schon entdeckten Art auf,
die gross genug sind, um physikalische Bedeutung zu haben. [Br 1981]
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Alex J.Dragt hatte schon friiher das Stormerproblem mit Computerhilfe unter-
sucht [Dr 1965]. Spidter hatte er einen wesentlich leistungsfihigere Rechner
zur Verfiigung, der auch komplizierte formale algebraische Manipulationen
durchfiihren konnte. Zusammen mit John M.Finn zeigte er, dass das Stormer-
problem nicht durch Integration gelist werden kann, indem sie mit topo-
logischen und numerischen Methoden die Existenz von homoklinen Punkten
bewiesen [Dr 19761 . '

Etwas spdter entwickelten sie ein einfaches Modellproblem mit zusammenge-~
ketteten Twistabbildungen, das qualitativ die Bahnen in der Nihe der
Stormerbahnen beschreibt. Martin Braun griff diesen Gedanken 1981 auf und
zeigte, dass dieses Modellproblem eine Hufeisenabbildung enthilt. Eine Ubersicht
iiber alte und neue Resultate im Stérmerproblem bis zum Jahre 1981 gibt
[Br 19811 .
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But, where , O Nature is thy law ?
From the midnight lands comes up the dawn!
Is it not the icy seas that are flashing fire?

M.V. Lomonosov, Rhetoric, 1741

3. Vom Stdrmerproblem zum Modellproblem

Wir betrachten ein Teilchen, dass im Magnetfeld der Erde gefangen ist.
Zur Bewegung in der p-z-Ebene gehért nach (1.10) und (1.11) die Hamilton-
funktion:

=l(p?+p?)+l(1-L)y =_1 (3.1)
& 2 Pz pp 2 p r3 32.r:

Die Bewegungsgleichungen bestehen aus einem gekoppelten System nichtlinearer
Differentialgleichungen:

p=(L-1)(30°-1 -1) (3.2)
rrop rs p* r
iﬂ%—l)2¥ (3.3)
P r

auf der Energiefliche

gz (L -1yY=_1_ (3.4)
r* p 16y}

Die Suche nach einem weiteren Integral der Bewegung ist, wie die numerischen
Daten zeigen, aussichtslos. Es ist numerisch sogar evident [Dr 19761, dass
fir (3.2)-(3.4) kein analytisches Integral existieren kann. Man versucht desshalb,
die Bewegung durch numerische Integration zu verstehen, was von Stéarmer und
Dragt auch intensiv gemacht worden ist.

In erster Approximation oszilliert ein Teilchen um die Magnetfeldlinie p * =r * . Das
wird offenbar, wenn man dem Problem besser angepasste dipolare Koordinaten
gebraucht: [Dr 19651

3

a=L -1, b=Z (3.5)
P r
Fig 3.1 zeigt die Bahn von Fig.1.4 in dipolaren Koordinaten.
b
KON TN i -
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Fig. 3.1. Die Bahn von Fig.1.4 in den dipolaren Koordinaten von Dragt ([Dr 19761)
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a=konstant entspricht so einer Dipolfeldlinie und a=0 ist der Thalweg am
Boden des Potentials . Die Kurven b=konstant liegen orthogonal zu den
Dipolfeldlinien. In dipolaren Koordinaten hat § nun die Gestalt ([Dr 19761)

= 1[Pi+Ps +_a° (3.6)
» 2[h’. h2 (a+1)r’]
wo
hi=__ 0% | h*=_r° (3.7)

“ T P(reazd) | ° (Pe3zd)
und r in Termen von a und b zu denken ist. Entwickelt man § in eine Potenz-
reihe nach a und b, erhilt man:

DDt Dt H.* ... (3.8)
mit

9,=L(a*+ p} +p]) | (3.9)

9,=-2a° - 3ap (3.10)

9,51 6b’p’+ 21a’p’ +10a'+ 3b%a’ + 9 b’p?) (3.11)

Die Bewegung bei alleiniger Beriicksichtigung von &. ist nun eine
Oszillation um die Magnetfeldlinie, denn in diesen Koordinaten beschreiben die
Variabeln a und p, die schnelle Oszillation um den Thalweg herum und fir die
Bewegung lings des Thalwegs sind die Variabeln b und p, zustindig.

De Vogelaire hat 1954 gezeigt, dass ein im Dipolfeld gefangenes Teilchen,
das sich nicht auf der Stérmerbahn bewegt und nicht in der Aquatorebene
liegt, die Aquatorebene z=0 immer wieder durchqueren muss( [Vo 19541) .
Das ermdaglicht einen Poincarréschnitt: Die dreidimensionale Energiehyperfliche
(3.4) im Phasenraum wird mit der Ebene z=0 geschnitten. Das Resultat von
Vogelaire sichert dabei die Transversalitit des Schnitts, der nun 2zwei-
dimensional ist. Als Koordinaten auf dieser Schnittfliche nehmen wir p und p
Den Wert von z kann in (3.4) bis auf ein Vorzeichen abgelesen werden.Die
Wahl des Vorzeichens ist unbedeutend wegen der Symmetrie des Problems
beziiglich Spiegelung an der Aquatorebene.

Die Schnittabbildung T, erhdit man , wenn man einem Punkt (p,p), der zu einem
Teilchen gehdrt , das mit den Werten (p,p,2,0) in der Aquatorebene startet,
den Punkt (p, ,p,) zuordnet, der aus den Koordinaten (p,,p,, 2, ,0) beim niachsten
Durchlaufen dieser Ebene gewonnen wird. Ein Teilchen auf der Stérmerbahn
lassen wir auf dem selben Weg vom Dipol zuriickkehren. So ist T" fir Start-
werte, die in (3.1) einen v, ~Wert grosser als 1 ergeben, wohldefiniert.
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Die Kenntnis der Abbildung T ,die als Schnittabbildung eines hamiltonschen
Systems flichenerhaltend, stetig und invertierbar ist, wiirde eine Ubersicht
liber das globale Verhalten der Bahn des Teilchens erlauben. So etwa
entsprechen Fixpunkten einer Potenz von T periodische Bahnen im Stérmer-
problem. De Vogelaire (1958) hat durch das Studium von T periodische Bahnen
finden und klassifizieren konnen [ Vo 19581.

Die numerische Berechnung der Abbildung T durch numerische Integration ist
schwierig und arbeitsaufwendig. Nach [ Dr 1965 Anhangl versagen gingige
Integrationsverfahren wie Runge-Kutta jimmerlich. Das ist auch nicht weiter
erstaunlich, da ein Teilchen, das in die Nihe des Dipols gelangt, unheimlich
viele Rotationen um den Thalweg herum macht und ein kleiner Rundungsfehler
dort den Wert am Aquator vbllig veridndern kann. Schon Stérmer (1955)
musste neue Integrationsmethoden verwenden und Dragt hat ebenfalls ein
neues Verfahren entwickelt, das zusammen mit neuen Koordinaten ver-
niinftige Resultate lieferte ( [Dr 19651) .

Ein zweiter Weg neben der numerischen Integration zum Verstindnis von T
wire die Entwicklung einer Theorie, die approximative Lésungen liefert.
Alvén hat 1950 diesen Weg eingeschlagen und Dragt hat diese Alvéntheorie
weiterentwickelt. Die |dee ist, die integrable Bewegung in einem homogenen
Magnetfeld zu stéren, indem ein inhomogenes Feld iiberlagert wird. In einer
solchen Approximation wird die Bewegung aufgespalten in zwei Bewegungen:
Ein Kreisen um einen Punkt, der Flihrungszentrum genannt wird und die Be-
wegung des Filhrungszentrums. Diese zwei Bewegungen werden getrennt
diskutiert und nachher zur gesamten Lésung zusammengefiigt [Dr 1965].

Die Quintessenz dieses Modells ,das in [Dr 1965] zu finden sind, ist
folgende :
Fir v>>1 bleibt die Grisse

o :=p’lzl (3.12)

konstant. Fiir jedes a gibt es eine Mannigfaltigkeit M, in der p-p -Ebene,
die unter T invariant bleibt. M, ist gegeben durch :

Loaze 00 4 (p=1)% _ 9
M_: ¢ +F+ X e’ (3.13)

M  ist approximativ eine Schar konzentrischer Kreise, die fiir einen Wert

a=a? _=_1_ +_9 + ... .
max=ilo, v 2, (3.14)

zu einem Punkt degenerieren, der die Koordinaten
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bozo : pozl +_1.§6_Y: + ... (3.15)

hat (Fig 3.2) . Dieser Punkt entspricht der Stormerbahn.
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Fig 3.2 Die Mannigfaltigkeit My, fiir drel verschiedene Werte von o ( CDr 19651)

Die Abbildung T eingeschrdnkt auf M_, ist eine Drehung mit Rotationszahl
R . , die sich etwa umgekehrt proportional zum mittleren Radius von M , verhait.
Wir haben also im Wesentlichen einen Twist

(°5%) = (S é 2asd) (%) (3.16)

e=1/(p=p, )+’ (3.17)

Diese Resultate sind durch numerische Experimente glinzend bestitigt. Dragt
erhilt z.B fir y,=2 gute Ubereinstimmung mit der Theorie.

Dass das Modell fiir kleinere y,-Werte nicht mehr addquat sein kann, zeigen
schon die Arbeiten von Stérmer von 1907 : Ein Teilchen, dass von der Aquator-
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Fig. 3.3 Die zwel Stormerbahnen schneiden sich transversal ([ St 19551).
Ein Teilchen mit einer Bahn In der Nahe der Stérmerbahn oszilliert um diese und

nicht um die Feldlinie.
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ebene zum Dipol aufbricht, startet nicht mit p= 0! (Fig 3.3) Dragt hat das Zu-
sammenbrechen seiner Theorie in Regionen, wo die Teilchen nahe an den Dipol
herankommen auch bemerkt und experimentell genau studiert. Er hat auch das
weiter unten besprochene Modellproblem eingefiihrt.

Bevor wir zum eigentlichen Modellproblem kommen, sei noch die Arbeit von
Braun aus dem Jahre 1970 erwihnt, wo er zum ersten mal eine mathematisch
saubere Analyse der Struktur der Bahnen in der Nihe der Stérmerbahn und
die eindeutige Existenz dieser Dipolbahn beweist [Br 1970]. Braun zeigt
dort, dass das Stérmerproblem in der Nihe eines integrablen strukturell
stabilen Systems liegt und somit gewisse Eigenschaften wie etwa die
eindeutige Existenz einer singuldren Bahn erbt. Er beweist, dass auf jeder
Energiefliche alle Bahnen nahe der Dipolsingularitit auf zweidimensionalen
invarianten Zylindern liegen, deren Schnitt mit der Aquatorebene 2z=0
geschlossene Kurven herausschneiden, wobei das Zentrum dieser Kurven
der Schnittpunkt der Stérmerbahn mit z=0 Iist.

Da der Schnittwinkel der Stdrmerbahn mit der Aquatorebene kein rechter
Winkel ist und die Situation an der Nordhalbkugel die gleiche wie an der
Siidhalbkugel ist, treffen sich die Zylinder nicht genau. Es entsteht folgendes
Bild:

Sei T, die Poincarréabbildung der p-p -Ebene, die man erhilt, wenn man
das Teilchen nach Norden schickt. Tg soll die entsprechende siidliche Version
sein. Wir nehmen wieder an, dass Teilchen, die auf der Stérmerbahn
davonlaufen, auf der gleichen Bahn zuriickkehren. Dabei dndert sich natiirlich
das Vorzeichen von . Damit den Stérmerbahnen Fixpunkten der Abbildungen
T, und T5 entsprechen, dndern wir T, und Tg etwas ab:

T =0T,
T'=Tg o0 (3.18)

wobei o eine Spiegelung an der p-Achse sein soll. So ist
TaTg=T, «Tg (3.19)

und T; hat nun einen Fixpukt S, und Tg einen Fixpunkt Sg. Nach den numerischen
Resultaten von Stérmer, De Vogelaire und Dragt und den theoretischen
Uberlegungen von De Vogelaiere, Dragt und Braun ist die Abbildung T, im
wesentlichen eine Drehung um S, mit einer Rotationszahl, die wie r™' gegen
Unendlich geht, wenn der Abstand r vom Fixpunkt S, gegen Null strebt.
Braun nimmt 1980 aufgrund seiner Resultate ein Anwachsen wie r™*® als
beste Schitzung. ([Br 1980]) Entsprechend ist Tg' eine Drehung um Sg .
Was sind nun die Eigenschaften von T ?

T:i=T, «Tg (3.20)
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A theorie has only the alternative of

being right or wrong. A model has a

third possibility:

it may be right, but irrelevant.
Manfred Elgen
The Physicist's concept
of Nature 1973

4. Das Modellproblem

Das Stérmerproblem hat uns zu einer flichenerhaltenden Abbildung T der
Ebene gefiihrt, die folgenden Aufbau hat:

Wenn

R: R*-> R*

() = (-SR% &s%)(y) (4.1)
mit

p=flr) ; r=dx+y ;

fe C(R")n CP(R*\{0))

Jim f(r)=c; %'f_<0 (4.2)

eine monotone Twistabbildung auf R’ mit einer Singularitidt im Ursprung ist
und

x x+p
L (y) = (7)) (4.3)
die Translation in x-Richtung um B bezeichnet , so seien

T=Lg e R - Lé‘
T:=Lg*R-Lg (4.4)

die um P respektive (-f) verschobenen Twists . T ist schliesslich die
Zusammensetzung von T, und T,:

T:=T, T, (4.5)

Anstatt die Zusammensetzung von zwei Drehungen zu betrachten, konnte
man auch eine Drehung mit einer Verschiebung koppeln.
Sei

R: (y) > (55) (4.6)
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Fig 4.2

Braunabbildung mit Parameter [B=1/10000 bei 100 facher Vergrosserung relativ
zu Fig 4.1. Die Inseln um elliptische Fixpunkte sind stark in die Linge ge-
zogen Der Verlauf der blauen Bahn zeigt eine gewisse Trigheit im Bezug auf
Radiusanderungen. Deutlich sieht man dies an einem Ring mit grosserer Aufent-

haltsdichte, in dem sich das Teilchen fiir lingere Zeit aufgehalten hat, bevor
die Iteration gestoppt wurde.
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eine Drehung um n , d.h eine Spiegelung am Ursprung und
S:=R-R'-L}32 (4.7)
die Verknilpfung einer Drehung mit einer Translation. Es gilt nun:

Proposition 4.1 T /st topologisch und metrisch dquivalent zu s’:
T" = Lp." S’ Lﬁ

Beweis: Da R,-Lg L's ° R, ist, erhalten wir

T= T, T, = T,R,*R, T, =
-1 L
LP,° Relge R_i" Rj‘" Lg*R - L@i-
LB°R'R,°LB°LB"R 'R,‘La':
- 2 R
LB' «S°% . LB .
Die Abbildung S hat nun also die gleichen Eigenschaften wie T und man kann

ohne weiteres S untersuchen, um T zu verstehen.
Komplex geschrieben sieht die Abbildung so aus:

S: CHC
z z-e') 4 weC (4.8)

und ist jetzt ein Generator fiir ein diskretes dynamisches System auf C.
Konkreter werdend, beschrinken wir uns auf

S:zr z-e’ 4+ , BeR (4.9)

Die Abbildung S mischelt in der Ndhe des Nullpunktes ungeheuerlich. Weit
aussen werden glatte Kurven invariant gelassen. Wir haben eine Abbildung,
die regulires und chaotisches Verhalten zeigt,(Bild 4.1)

Die Abbildung S soll Braunabbildung heissen.
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It is not surprising that, after a
long period of searching and erring,
some of the concepts and ideas in
human thinking should have come
gradually closer to the fundamental
laws of this world.
Victor Welsskopf, Knowledge and
wonder, 1866

5. Pesintheorie fir glatte dynamische Systeme und lhre Erweiterung durch
—Katok-Strolcyn auf Systeme mit $ingularitdton

Sei M eine glatte m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und T: M 5 M
ein C’-Diffeomorphismus auf M, der das von der Riemann‘schen Metrik p in-
duzierte Mass y invariant lisst. Ein Punkt xeM heisst requldr, falls k Zahlen
A, <...¢\, und eine Zerlegung

TM= ®E,(x) (5.1)

st

des Tangentialraumes von x existieren, sodass

A (x)=lim Lleg(1dT(x)vD) ,Vv#O veE,(x),i=t..k (5.2)
n-—)d) n

Die A, (x) heissen gharakteristische Lyapunovexponenten und die E, sind

deren Eigenriume. In einem reguliren Punkt ist die Zerlegung elndeutlg
Der multiplikative Ergodensatz von Oseledec ( Siehe auch Satz 6.10) stellt
sicher , dass fiir kompaktes M fast jeder Punkt reguldr ist. Die Pesinregion
A in M besteht aus denjenigen Punkten, wo alle Lyapunovexponenten von Null
verschieden sind:

A={xeM| A (x)#20 , i=1,....k) (5.3)

Der Satz von Pesin [Pe 19771 besagt, dass im Falle wo u(A)> 0, die Pesinregion
als abziéhibare disjunkte Vereinigung von messbaren Mengen A, dargestelit
werden kann mit (A, )=0 ,u(A )> 0 fiir n>0 und dass T jedes A, invariant lisst
und auf A eingeschrinkt ergodisch ist. Mehr noch: Emgeschrankt auf A, ist
T metrisch isomorph zum direkten Produkt eines Bernoullishifts mit einer
zyklischen Permutation einer endlichen Menge.

Pesin nennt ein dynamisches System (M,T,u), wo p(A)>0 ist, pichtuniform

hyperbolisch, Ist u(A)=i{M) so heisst das System fast hyperbolisch . ( Siehe
(Pr 1983] oder [Wo 19811 ).

W' (x):=(ye M| lim d(T"(x),T"(y) =0) bezeichnet die gtabile und

W(x) =(yeM|lim d(T"(x),T"(y)=0) die unstabile Mannigfaltigkeit in x.
n =0
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T heisst grgodisch, falls jede T-invariante Menge Mass 1 oder O hat.
T heisst Bernoulli, falls (M,T,u) metrisch isomorph zu einem Bernoullishift
ist.

Satz 5.1 Ist (M,T,u) nichtuniform hyperbolisch, so giit :
(Pesin) (1) Die Pesinregion A ist eine endliche oder abzdhlbare Ver -
einigung von disjunkten messbaren Mengen A,,A,, ...
(2) ul(A,)=0, u(A,)>0 fir n>0
(3) T(A,))=A, und T eingeschrinkt auf A, ist ergodisch
(4) FUr jedes nsN existiert I, N und messbare Teillmengen
A ..., Al'" | sodass T(A!") = A" fur i=1,...,I,-1 und
T'»: A" => A, ist Bernoulli
(5) Fur xsA sind W*(x) und W “(x) Untermannigfaltigkeiten von
M
(6) xysA” impliziert W*(x)n W*(y) c A"
(7) Fur jedes x& A" gehdrt fast jeder Punkt von W*(x) und
W(x) zu A"

Mit diesem Satz hat man direkt eine relativ einfache Methode , um von einer
Abbildung Ergodizitit zu zeigen.Diese Methode ist z.B. von Easton ([Ea19791)
oder Przytycki ([Pr 1983]) verwendet worden, um Ergodizitit von verketteten
von Twistabbildungen zu beweisen:

Korollar 5.2: a) Falls die Lyapunovexponenten fast nirgends auf M verschwinden,
und fUr fast jedes Paar x,y ¢ M lokale stabile und unstabile
Mannigfaltigkeiten W,,, (x) ,W,. . (y) und m,n e N angegeben
werden kdnnen, sodass T" (W, (x))n T (W, (x)) ¥ O,
so Ist T ergodisch.

b) Falls die Lyapunovexponenten fast nirgends auf M verschwinden,
und flr fast joedes Paar x,y ¢ M lokale stabile und unstabile
Mannigfaltigkeiten W,,, (x) W, (y) und ein n,s N angegeben
worden k8nnen, sodass T" (W, (x))n T (W, (x)) # O, fur
alle n,m >n, , so ist T Bernoulll.

Ein weiteres wichtiges Resultat von Pesin verkniipft die metrische Entropie
h, mit den Lyapunovexponenten.

Eine Familie a={(A ), von messbaren Mengen in M, mit

u(A)>0,
AZAeax D u(A,nA))=0, (5.4)

u(M\‘LsJJA,) =0,

heisst (messhare) Partition von M. Mit T(«x) bezeichnen wir die messbare
Partition {T(A))} ., . Eine Partition « ist feiner als die Partition B (x<B) falls
jedes Element aus B als Vereinigung von Elementen aus a dargestellt werden
kann modulo Nulimengen.
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Mit avp bezeichnet man die grbbste Partition, die feiner ist als a und fB:
avB={(AnB)| Aca,BeB und u(AnB)>0) (5.5)

Fir jede messbare Partition a={A | ) ¢, von M definiert
H(a)=§.-u(AL)In(u(AL) (5.6)

die Entropie der Partition o, Die Entropie von T beziglich «, h(x,T) ist ge-

geben durch

hoa,T)=lim LH(VT(a) (5.7)

n—=3co N 1=0

und die Entropie oder auch metrische Entropie von T ist definiert als

h (T)=suph(a,T) (5.8)
u [+ 4

Aus der Entropieformel von Pesin ( fir einen Beweis siehe [Ma 19811, oder

[Ma 19871), kann man aus dem Nichtverschwinden eines positiven Lyapunov-
exponenten auf einer Nichtnullmenge auf positive metrische Entropie schliessen.

Satz 5.3 h,(T) =jz‘a (x) dim (E, (x)) dy

(Pesin) A0

Pesin nennt das Nichtverschwinden eines positiven Lyapunovexponenten auf
einer Nichtnullmenge partielle pichtuniform rbolizitit.

Neben dieser Pesintheorie fiir glatte dynamische Systeme existiert eine Er-
weiterung von Katok - Strelcyn [ Ka 19861 fiir dynamische Systeme mit
Singularititen. Natiirlich dirfen die Singularititen nicht zu schlimm sein.
Sie missen untenstehende Bedingungen von Katok-Strelcyn (K-S) erfiillen.

Sei wieder M eine glatte Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Riemann'scher
Metrik p . Auf einer offenen Menge VcM ist eine injektive C’-Abbildung
T:V—>M definiert, die das von p induzierte Mass y invariant lisst.

Mit S:=M\V bezeichnen wir die Menge der Singularititen von T.

Noch einige Notationen:

Fir xe M und €>0 bezeichne B.(x):={yeM|p(x,y)<e ) die Kugel um x mit
Radius c. Analog ist B(A):=( ye M| p(x,A) <& } die e-Umgebung einer Menge
AcM. Seir>0 so, dass fir jedes xeM exp, eingeschrinkt auf B (x) injektiv
ist. Mit 11d°T(x) || meinen wir sup{lld*(exp.eTe exp )i | xeB,(y), T(x)eB (z)}
und log*(T):=max{log(t),0) .
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K-S-i) Es existieren positive Konstanten a,C,, sodass fiir jedes €>0
u(Bg(S)) ¢ C,e®

K-S-ii) [log* 1dT(x)lidu(x) <o, [log*IldT "Il du(x) <
M M

K-S-iii) Es existieren positive Konstanten b,C,, sodass fiir jedes xeV
Hd*T(x) < C, p(x,S)P

K-S-iv) Es existieren positive Konstanten d>1,C,, sodass fiir jedes xeV
HdT(x)Il < C,p(x,8)7¢

Die Bedingung K-S-i) impliziert, dass S eine Nullmenge ist. Die Bedingung
K-S-ii) sichert nach Oseledec (Siehe Satz 6.10 ) fast iiberall die Existenz
der Lyapunovexponenten. Die ersten drei Bedingungen genligen flir eine Ver-
allgemeinerung von Pesin's Satz 5.1.

Wie oben bezeichne A die Pesinregion auf M.Fiir einen Beweis des folgenden
Satzes siehe [Ka 19861].

Satz 5.4 Ist u(A) >0 und erfllit T die Katok-Strelcyn Bedingungen
(Katok- Streicyn) /)-iii) , so gelten die Aussagen 1)-7) in Satz 5.1.

Nach einer Bemerkung von Przytycki (LPr 19831) gilt Satz 5.4 auch fiir
Abbildungen T=T T __°...eT, wo T, (i=1,..n) injektive C’-Abbildung sind,
die auf einer offenen Teilmenge V, von M definiert ist: T: V,>M , S:=M\V,,
u invariant lasst und T, fiir sich die Bedingungen (K-S-i))~ (K-S-iii)) erfillt.

Wir brauchen in diesem Fall ndmlich nur n Kopien M,,...,M_ von M zu nehmen,
wo T,:VcM DOM,_, ..., Die neue Abbildung

T:Uv UM TIV=T:v 5 M e (5.9)
ist dann eine injektive C*- Abbildung, die alle Forderungen fiir Satz 5.4 erfiillt.
Auch die Entropieformel von Pesin hat eine Verallgemeinerung:([Ka 19861)

Satz 5.5 a) Erfullt T die Katok-Strelcyn Bedingungen i)-iil),so gilt
(Katok-Strelcyn)
h,(T) 2 flz A, (x) dim (E, (x)) dy
M 100

b) Erfulit T die Katok-Strelcyn Bedingungen i)-iv), so gilt

hu(T) = [ X 2,(x) dim (E, (x)) dy
M Ao

Die Pesin’sche Theorie steigert die Bedeutung der Lyapunovexponenten enorm.

Das Interesse gilt nun ihrer Berechnung. Was fiir Kriterien kennt man, um

das Nichtverschwinden von Lyapunovexponenten zu zeigen?

Der ndchste Abschnitt ist unter anderem ihnen gewidmet.
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6 . Besuchsfrequenzen, Ruckkehrzeiten und L!agunovoxgonenton von Matrix -
—<sozyklen

Sei X ein kompakter topologischer Raum und sei u ein Borelmass auf X
mit u(X)=1 und p(U)> 0 filr jede offene Menge U. Weiter sei eine messbare
Transformation T: X —> X gegeben, die y invariant lisst d.h. W(T(E))=u(E) fiir
jede Borelmenge E. Fiir fel'(X,u) liegt nach dem Ergodensatz von Birkoff

[Si 19761 das Zgitmittel

P*(f)(x)= lim M*(f)(x) (6.1)
n =P CO

als Grenzwert des Mittels iiber die ersten n Schritte

M (f)(x)= 1 LHT) - (6.2)
ms0

ebenfalls in L'(g) und HEIL,=UPY (I, .

Fir jede messbare Menge A und jeden Punkt xe X ist P*1, (x) die Besuchs-
frequenz des Punktes x in A. (1A ist die charakteristische Funktion von A).
Das folgende Lemma besagt, dass es fiir jede Nichtnullmenge A eine nicht-
verschwindende Besuchsfrequenzzahl § gibt, sodass die Punkte, die die Be-
suchsfrequenz grbsser gleich 8 haben, positives Mass haben. Gleichzeitig
kriegen wir noch eine Verschirfung des Poincarre-Wiederkehrsatzes: fast
jeder Punkt, der A einmal trifft, hat positive Besuchsfrequenz in A.

Lemma 6.1 Fur jedes mossbare A c X mit u(A) >0 gilt
(Easton) a) pl{xeX [P*1,(x)=0}n{xeX]In>0 T*(x)c A}) =0
b) 156(0,11 mit ultxsX| P*1,(x)25)) >o0.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass (xeXIP*iA(xbO) keine Nullmenge ist
(Easton [19801). Sei Z:={xeX|P*1,(x)=0)

w(ZaA)= [1,du= [P*1,du=0 (6.3)
r4 b4

wo die mittlere ldentitit einfach Birkoff-Kinchin ist.
Daraus folgt direkt

u({xeX|P*1,(x)>0 })= u(X-2) > u(A)>0. (6.4)

Sei Z, nun die Menge der Punkte in Z , die A beim k-ten Schritt zum
erstenmal treffen: Z, := {xeZ |[T(x)eA,T(x) A O<ick) .
Da T“(Z,) < Zn A, haben wir nach obigem u(T“(Z,))=0 und damit auch

«(Uz)=0

k=0

was die Behauptung a) beweist.
Jetzt nehmen wir an, dass

wl{xeX|P*1,(x)21/n}) =0  VYn>0 (6.5)
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Daraus folgt

u G(xexlp*ux)zvn)) =0 (6.6)

st

w{xeX|P*1,(x)>0}) =0 (6.7)

im Widerspruch zu (6.4). Also ist (6.5) offensichtlich unsinnig.
Auch b)ist gezeigt. [ ]

Wir wissen nun also, dass es zu jedem A fiir eine Nichtnullmenge eine
positive Besuchsfrequenz 3 gibt. Wie gross kann man dieses & machen ?
Wir bezeichnen mit

3(A):=sup (5 £(0,13| u{xeX| P*1,(x)25}>0) (6.8)

den kritischen Frequenzwert, der angibt, bis zu welchem &(A) es eine Menge
von positivem Mass gibt, die mit dieser Frequenz immer wieder A besucht.
Das nichste Lemma zeigt, dass man 8(A) durch Vergréssern von A beliebig
gross machen kann.Das ndchste Lemma werden wir unten noch brauchen,
wenn wir Lyapunovexponenten behandein.

Lemma 6.2 FlUr jede Folge von messbaren Mengen A,, flr die
u(A,) = u(X)=1 flir n -> o hat man
S(A)>1 fir n » o .

Beweis: Wir geben ein ¢ (0,1) fest vor und nehmen an, dass
ulxeX|P*, (x)28)=0 Vn (6.9)

Sei Z,:=(xeX|P*1, <3).Z, hat nach Annahme (6.9 ) volles Mass.
Es folgt nun nacheinander

wA)=w(Z,0A)=[1, du= [P*1, duc [sdu=su(z)=3
zn zﬂ zll

Es gibt also die Schranke u(A )<$.
u(A ) kann aber durch Vergriéssern von n beliebig gross gemacht
werden. Die Annahme (6.9) ist demnach unsinnig. [ |

Die Besuchsfrequenz eines Punktes x beziiglich einer messbaren Menge A
bis zum Zeitpunkt n ist gegeben durch M*1, (x).

Proposition 6.3 Fur jede messbare Menge A und jedes & ¢ 5(A) gibt es ein
n,, sodass u({xcX/ YVn>n, M*1,(x) 551) > 0.

Beweis: Wir fixieren ein 8§ mit _5..;__’_‘- < 8(A) und nehmen an, dass

Vi, ul{xeX|Vn>n,M*1,(x)>8})) =0 (6.10)
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Das gibt dann

Vn, u( () (xeX| M*1,(x)>8)) =0 (6.11)

ﬂ)ﬂo

wtU N (xex | ME1, ()53 =0 (6.12)

"0'1 mno

ul{xeX|In,Vnrn,M*1,(x)>8)) =0
wl{xeX| tim MX,(x)>3*1)) =0
0 =P O 2
u(txexlp"uxb%t_ =0 (6.13)

im Wiederspruch zur Voraussetzung($ +1)/2 < 8(A). Folglich ist die
Annahme (6.10) falsch und wir haben die Behauptung. [ |

Die Differenz der Besuchsfrequenzen in A und A’ nennen wir p (A):
0.(A) (x) :=MF1,(x) - M¥1,.(x) (6.14)

Propostion 6.4 FUr jedes messbare A und Jedes p < 25(A) -1 gibt es ein
n,, sodass u({ xeX| VY n>n, p,(A)(x) >p 1) > O.

Beweis: Sei p<23(A)-1 fest und 8:=(p+1)/2 ¢ §(A) .
Nach Proposition 6.3 finden wir ein n,, sodass

u{xeX|Varn,MT1,(x)>5) >0 (6.15)

Da M ! ein linearer Operator auf L'(X,u) ist und 1, +1,.=1,, gilt
MY, (x)+M*1 c(x) =1 (6.16 )

und damit

{(xeX|Vnon, M*1,(x)> 8)={xeX]| Vnon, M¥1 . (x)< 1-58 )=
{xeX|Vnon, M1, (x)- M¥ 1 (x)>25-1) =txeX|Vn>n, p (A (x)>p)

wegen (6.15) ist nun auch (xeX|p (A)(x)>p) keine Nullmenge fiir
nn,. n

Proposition 6.5 FUr jedes 5¢(0,1) und jedes n>0 und alle messbaren A ist

a=-1
s([] T™(A)) >5, falls u(A) > t-!_":,é)

LI

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus der Beziehung

w(( N TA)) < nu(A®) (6.17) »

k=0



29

Analog zu (6.8 ) definieren wir noch
p(A):=suplpe (0,0 |ulxeX|p, (A)>p Vn>0 })>0) (6.18)

Fiir jedes p<p(A) kann man eine Nichtnullmenge finden, sodass ein Punkt aus
dieser Menge zu jedem Zeitpunkt die Menge A mit einer um p hdheren
Frequenz besucht hat, als A°. Ein Hbhepunkt dieses Abschnitts ist das
folgende Lemma, das besagt, dass man durch Vergréssern von A p(A) be-
liebig gross machen kann:

Lemma 6.6 FUr jede Folge von messbaren Mengen A,, fUr die
u(A,) = u(X)=1 monoton flir n —» © , hat man
P(A) > 1 flir n > o,

Beweis: Sei pe(0,1) fest und § =(p+1)/2 .Nach Lemma 6.2 gibt es ein n,,
sodass 3<3(A) fiir alle n>n,, was p<23(A)) -1 flir n>n, ergibt und
Proposition 6.4 fiir A, anwendbar macht, falls n>n,.

Unser Ziel ist es, ein n, zu bekommen, sodass man fiir x aus einer
Nichtnullmenge p(A ){(x)>p hat flr alle n>n,.

Nach Proposition 6.4 gibt es fiir alle m>n, ein n, , mit
ulxeX |Vnon, p (A )x)>p) >0 (6.19)
Nach Proposition 6.5 gibt es fiir alle n, ein n, >m , mit

n
ul{xeX |Vnon, Pa(A, )x)>p)) +u(rTT"‘(A,,° )) >

k=0

n
> wCtxeX [Vaon, o, (A )x)>pD) +u([TT A, ) >1

k=0

und damit hat der Durchschnitt

(xeX [VYnon, p,(A, )x)>p) N [1TH(A,) (6.20)

k=0

c (xeX|Vn>0 p"(Ano)(xbpl

positives Mass. So hat auch {xeX|Vn>0 (A, )(x)>p) positives
Mass, was zu zeigen war. [ |
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Zuletzt wollen wir noch zeigen,dass die Nichtnullmenge, von der wir in Lemma
6.6 die Existenz gezeigt haben, beliebig gross gemacht werden kann.
Sei C, (3) die Menge der Punkte, die A zu jedem Zeitpunkt mit einer um
mindestens & hoheren Frequenz besucht haben als das Komplement.

Lemma 6.7 Sel A, eine Folge von messbaren Mengen, fUr die
ulA)) 51 (> »)
FUr oin festes é&(-1,1) gilt u(C, (8)) 1 (n—> ).

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass das
Gesamtmass der invarianten Mengen A fiir die ein n existiert, mit
A cA_ Null ist. Liegt dieses Mass namlich zwischen O und 1, arbeiten
wir einfach mit dem Komplement dieser Menge als neues X. Ist das
Mass aber 1, so ist die Behauptung schon bewiesen.

Wir fixieren ein 8¢ (-1,1).

Aus Notationsgriinden schreiben wir C, fir C, . Lemma 6.6 besagt,
dass u(C,(8)) > O fiir n geniigend gross. Sei n, nun so, dass

u(C, (3))> 0.

Jetzt fixieren wir n, und vergréssern & bis zum Wert §,, wo
w(C,(8)) = 0, u(C_(8°))> O fiir 3'< 3, .Falls der Fall eintritt, dass
3,=1, so bedeutet dies, dass u(C,(1))>0 und das heisst, dass in
A, eine invariante Menge existiert von positivem Mass. Diese Menge

a0
haben wir aber nach der Vorbemerkung in X schon weggenommen.

Nach Lemma 6.6 existiert wieder ein n,, sodass
u(C_(8,)) = 0, w(C,_(5,)))>0 .
Nun wird n, festgehalten und 3, vergrossert bis zum Wert §,, wo
u(C, (38)) =0, u(C_(8*))> 0 fiir 3'<3, .
Dieses Vorgehen iterieren wir. Immer gibt das
w(C,(3)) =0, u(C_ (8))>0, ulC_(8%)>0 fur 8°¢3,.
Sei C(8) := UC, (8) und §*:= li_n_; 8, .Der Fall %<1 ist nicht
k=1 n ©
maoglich, da wir sonst u(an(S'))=0 hiitten fiir alle k, was im Wieder-
spruch zu Lemma 6.6 steht.
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Die Situation ist folgende:

n

C.,(8) < C, (8) ¢ C,,(3) c C, (8) < ... C(3)

v v v U v

C.,(8)c C,(8.)c C, (8) c C,_(3,) ¢ ... c C(5,)
v (V] v v

C,(8)c C,(8) c C_(3) c ... c C(s,)
v v (V)

C.,(8,) ¢ C,(5,) c c C(s,)
v v

C,(3)c ... c C(3,)

Nach Konstruktion ist fiir jedes ' zwischen 3 und 3, C(3')= C(3).
Falls sich nun die Mengen C(3) und C(3,) um eine Menge C mit
positivem Mass unterscheiden wiirden, so wiirde C alle A, mit
scharfer Frequenzdifferenz 3, mehr treffen als die Komplemente
d.h. M‘:IAn(x) - M:iA;(x) = 8, Ym,n und das ist schon fir ein
einzelnes n und zwei verschiedene m,, m, ,die prim sind, unsinnig.

Wir haben also C(8)=C(38,)=C(3,)=... modulo Nullmengen und das
kann fir jedes 8¢ (-1,1) gezeigt werden. Daher C(3)=C(-1)= X modulo
Nullmengen. [ ]

Ist A eine messbare Teilmenge von X mit u(A)> 0, so ist die Rlickkehrzeit
k.(x) fir einen Punkt xe A gegeben durch

k.(x)=min{n21| T"(x)e A)

k, ist yintegrierbar und es existiert fiir fast alle xe A die auf A induzierte
Abbildung T, : A 5 A

T, (x)= T"4(x)
Das ergodische Mittel der Riickkehrzeit

P*k,(x) = lim_ 1/ % ky(T,™*(x))

k=0

hingt auf einfache Weise mit der Besuchsfrequenz zusammen:
Proposition 6.8 P*k,(x)-P*1,(x)=1 fuUr fast alle xc A

Beweis: Sei x, ein Punkt aus A, der immer wieder nach A zuriickkommt und
x,= T,(x,) e A.Nach n Schritten der Abbildung T sei m(n) =M1, (x,)
die Anzahl Besuche in A.Es gilt
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min)-1

n=%k,(x,)
120
min)=-1

1m.£n) Tk, (x,) > P*1,(x,) P k,(x,)

m(n =0
1= P*1,(x,) Pk, (x,) [ |

Sei B(A):=inf({Bell, )| u{ixecA| P*k, (x)<B}>0]).

Korollar 6.9 FUr jede Folge von messbaren Mengen A,, fUr die
u(A,)->1 fir n ->» o, hat man
B(A, )1 fir n > o .

Beweis: Wir fixieren ein Be(1,0) und zeigen, dass es ein m gibt, sodass
B(A_)s<B .
Nach Lemma 6.2 gibt es ein m, sodass 3(A_)21/8 . D.h., dass eine
Nichtnullmenge A_ mit mindestens Besuchsfrequenz 1/f besucht.
Diese Nichtnullmenge kénnen wir in A, widhlen. Aus Proposition 6.8
wissen wir nun, dass auf dieser Nichtnulimenge P*k,(x)< 8. |

Sei nun B: X - GI(k,R) eine messbare Abbildung, sodass ¢*(x):=log* (1IB (x)II)
wintegrierbar ist (log*(t) =max(log(t),0)).

Das Paar (T,B) heisst messbarer Matrixcozykluys auf X.
Fiir jedes n>0 sei B"(x)=B(T""(x)) *B(T"*(x)) ¢ ... B(x).

Fir veR", v#0, definieren wir die Lyapunovexponenten

Alx,v)=x(x,v; T,B)= lim 1/n log(IB"(x)vl)
[ R X 0]

Nach Oseledecs multiplikativem Ergodensatz ([ Wa 19821 ,[Ru 19791) existieren
sie u fast iiberall:

Satz 6.10 Ist (T,B) ein u-messbarer Matrixcozyklus mit
(Oseledec) log*(11B(x)11) e L' (X,u), so existiert eine T-invariante
Borelmenge Y cX mit vollem Mass sodass
a) 3sY>Z* messbar , s* T=s,
b) V xeY Jlineare Unterr&ume
{0}=V,(x)c V,(x)c...c V¥, ,=R", B(x)(V,(x))cV, (T(x)
¢) VxeY FA,(x)cA,(x)c ...cA,,,(x) mit
A, (x)=lim 1/n IogIB'{x)vI fur ve V,(x)\ V, ,(x),
A messbar und T Invariant, A,(x) = - ist méglich. W

Sei A nun wieder eine messbare Nichtnullmenge von X. B, : A = Gl(k,R) ist
definiert als

B, (x) = B*A* (x)
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Der messbare Cozyclus (T,,B,) heisst der auf A ijnduzierte Matrixcozyklus .
Wie hingen seine Lyapunovexponenten mit den Lyapunovexponenten des Co-

zyclus (T,B) zusammen ? Das folgende Lemma findet sich in [Wo 1985].

Lemma 6.11 Ist Ac X mit u(A)>0, so gilt fUr jedes veR"*, v# 0O, und fast
(Wojtkowski) Jodes xeA : Alx,v; T, ,B,)=(P k (x)) Alx,v; T,B).

Beweis: Sei x, ein Punkt in A, fiilr den die Lyapunovexponenten existieren und
der immer wieder nach A zuriickkommt und m(n):=nM_*1,(x) die An-
zahl Besuche von x,in A nach n Schritten.

Wie oben haben wir

min)

n=3 k, (T,(x,))

=1

Ax,v;T,.B,) = lim 1/m log(1B](x,)1)=1lim 1/m(n)log(IB "' (x,)!)
m=b 0 n —»Q

= lim D_ 1/nlog(IB"(x/)I) =

o =% QO m(l’l)

(P*k,(x,)) \(x,v;T,B) u
Sei A, (x):=max { A(x,v)|veR*, v#0)= lim _1/n log(1IB"(x)I) .

Korollar 6.12 Ist AcX mit u(A)>0 und A_, (x;T,,B,) >0 fur fast alle
xec A, so ist auch A_, (x; T,B)> O fUr fast alle xc A .

Beweis: Sei A :={xeA|P"1,(x) 21/n).Nach Proposition 6.8 ist
A, ={xeA|P*k,(x) <n} und mit Lemma 6.1 ist

®
u( A\ ..L.J‘A“) =0
Anwendung von Lemma 6.11 liefert fiir fast jedes xeA
A(x,v;T,B) = (1/P%k,(x)) A (x,v;T,,B,)
und damit filr fast jedes xeA_
Ax,v;T,B) 21/n X(x,v;T,,B,)
Insbesondere haben wir fiir fast alle xe A_
Aen GT,B) 2 1/0 % (x;T,,B,) >0
und da A\GA,, eine u- Nullmenge ist, fiir fast alle x e A

nsy

AL (x;T,B)>O
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Korollar 6.13 Existiert eine Folge A, von messbaren Mengen flr die
u(A,) > 1 fir n —>» o gilt und hat man fUr alle n und fast
jedes xcA_, dass A_, (x; Tas B,)> 0 ist, so bedeutet dies
fur fast alle x¢ X : A_, (x;T,B)>0.

Beweis: Sei C:={xeX|X_ (x;T,B)=0) und u(C)>0. Wir wihlen n so, dass
u(C)+u(A))=1>0 . Das bedeutet u(A nC)>0.
Nach Korollar 6.12 sind die Lyapunovexponenten auf A, von Null ver-
schieden, was somit auch auf A n C gilt. Das ist ein Widerspruch
zur obigen Annahme iiber C . Also ist die Annahme unsinnig. |
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7. Die Methode von Alexseev und der Satz von Wojtkowski

Wir iibernehmen in diesem Abschnitt die Notationen von Abschnitt 5.
Das Nichtverschwinden von Lyapunovexpononenten kann nach der klassischen
Methode von Alexseev folgendermassen festgestelit werden ([Wo 1983]) :

Al-i) Existenz eines messbaren Sektorbiindels:
Es existiert fiir fast alle x ein Sektor SM_:

SM_= {(p,q)eR'xR* | lIpll= a(x) liqil }
a: M- R* messbar, r+s=m, (7.1)

Al-ii) lovarianz des Sektorbiindels:
Fiir fast alle x gilt
dT, (SM,) c SM,,, (7.2)

Al-iii) Gleichmissige Kontraktion der Sektoren;

Die Tangentialvektoren im Sektorbiindel werden fast iiberall gleich-
missig gestreckt: Jn>1, so dass fir fast alle xeM gilt

VveSM, IdT (V)| 2 qlvI, (7.3)
Satz 7.1 Unter den Bedingungen Al-i) - Al-iii) gilt fUr fast alle x
(Alekseev) Ocin(n) <A, ., (x)<s]A,_,  (x)s .. <2 (x)

Beweis: Sei X,:={xeM| JSM_c TM_ mit den Eigenschaften Al-i) - Al-iii))

X:=ﬂT"’(X°) ist invariant unter T und hat volles Mass, da

k=0

X, volles Mass hat.
Mit vollstindiger Induktion erhalten wir flr jedes xeX, ve SM,_

IdT” (v) | 2 n° lvl

/alntdT (v)l 2 In(n) +1/nlvl (7.4)
und damit
lim 1/nainidT (vl 21In(n)>0 (7.5) [ ]

Wojtkowski [19851 hat gezeigt, dass schon schwichere Bedingungen geniigen
kénnen, um nichtverschwindende Lyapunovexponenten zu erhalten:
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Wo-i) [Existenz eines messbaren Sektorbiindels SM:

In fast jedem Tangentialraum TM_ existiert eine Basis e (x),.., e _(x) und
ein Sektor

SM, = (w= we,(x)| w20 Vi=t..m oder w'< 0 Yi=t..m)

ia

Wo-ii) Invarianz deg Sektorbindels:
Fir fast alle x gilt
dT,(SM,) <SM,,,, (7.6)
Wo -iii) Schliessliche strikte lnvarianz:

fir fast alle xeM existiert ein n(x)eN,
sodass der Rand 8SM, ganz ins Innere von SM ., zu liegen kommt

dT"'(5 SM,) c int( SM,awm,,, ) (7.7)
Satz 7.2 Unter den Bedingungen Wo-i)-Wo-iii) sind die Lyapunoy -
(Wojtkowskl) exponenten fast lberall von Null verschieden .

Wojtkowski studiert bei seinem Beweis ([Wo 19851, vereinfacht in [ Wo 19861)
Matrizen mit nichtnegativen Koeffizienten, von denen es eine grosse Klasse
gibt, deren Produkt den Spektralradius exponentiell wachsen lisst. Wir
geben im nichsten Abschnitt einen mehr geometrischen Beweis.
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8.Ein neuer Beweis des Satzes von Wojtkowski

Sei X ein beliebiger kompakter topologischer Raum mit Borelmass m,
T: X > X ein Homdomorphismus, der m invariant lisst und A:X— SI(2,R)
stetig. (T,A) ist ein stetiger Matrixcozyklus und es gilt alles im Abschnitt 6
gesagte. Die Lyapunovexponenten nehmen hier hochstens zwei verschiedene
Werte A und A~ an, wobei A*(x)+X7(x)=0:

Satz 8.1 Falls log*(lIA”'(x)Il) €L’ (m), so existieren fUr fast alle
( Oseledec) x&X oine Zerlegung R*=E*(x)©E~(x) und die Limites

At (x) = lim 1/n log (IIA*(x)ull) O #u e E*x)
AT(x) = Igga 1/nlog(llA®(x)ull) O #u eE"(x)

Fiir einen Beweis siehe [Ru 1979].
Wir definieren nun eine Abbildung F auf Xx[P', wo P' der eindimensionale
projektive Raum ist.

F: XxP' > XxP'
(x,u) = (T(x),A(x)u)

u ist ein Vektor aus der Aequivalenzklasse uelP'.

F ist eine stetige Abbildung auf dem kompakten Raum XxP'.

Es existiert nun ein beziiglich F invariantes Mass u auf XxP'.(z.B Si[1977],
[Ma 19871) Wir konnen von y sogar noch mehr fordern:

Mit M(XxP') bezeichnen wir den Raum der Borelwahrscheinlichkeitsmasse
auf XxP'. Sei M.(XxP') C M(XxP') die Menge der Borelmassewahrscheinlich-
keitsmasse y auf Xx[P' mit folgenden Eigenschaften:

1) uist invariant unter der Abbildung F, d.h fiir jede Borelmenge B
in XxP’' gilt u(B)=u(F(B)).

2) p,u=m , falls p : XxPP' = X die Projektion auf X ist.

Propositien 82 M, (XxP') = o
(Krylov-Bogoliubov)

Beweis : Der Beweis folgt im Wesentlichen dem iiblichen Beweis, wo nur 1)
gefordert wird.
Sei y,=mxv,,das Produktmass von m und v,, wo v, e M(P") beliebig.
U, erfiilit trivialerweise die Eigenschaft 2).
Wir definieren

u(B):= L ¥ u(F(8)

1=0
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u, ist wieder aus M(XxP") , und hat Eigenschaft 2).

Nach Riesz (z.B.[Co 19861) ist M(XxP') eine abgeschlossene konvexe
Teilmenge der Einheitskugel von C(XxP")*. (Mit C(XxP")* meinen wir
den Dualraum von C(XxP")=({f:XxP'>R stetig). )

Die Einheitskugel von C(XxP")* ist nach Alaoglu schwachsternkompakt
(z.B. [Co 19861) Also hat u_  eine Teilfolge y, , die schwachstern
konvergiert. Sei y ein solcher Limespunkt = lim u_ .

u erfillt nun auch die Eigenschaft 1): e

ag-1
uT=lim ¢, T=lim 1/n, X u,T'" =
k —» % — js0

a, -1
. - - Ny =1 =
lim 1/n, ?:o T =1/n e+ 1/n, 4, T = lim u, =u |

Wir wollen nun einen Zusammenhang herstellen zwischen invarianten Massen
auf XxP' und den Lyapunovexponenten \.Die Idee, invariante Masse auf XxP'
zu studieren,um Aussagen iiber Lyapunovexponenten zu machen, geht ver-
mutlich zuriick auf Fiirstenberg [1963,1983]. Siehe auch Young [1985]. Auf
XxP' definieren wir die Abbildung ¢(x,d), die angibt, wie ein Vektor uci
gestreckt wird durch A(x):

e(x,a) = In(|A(x)ul/|ul)
Wir gebrauchen noch die Ublichen Notationen
<Fudi= [£x,0) du(x,8) fur Fe COXxP'),ueM(XxP')

wobei wir diese Notation auch auf fast iiberall stetige Funktionen erweitern.
Das folgende Lemma ist eine direkte Anwendung des Ergodensatzes von Birkoff:

Lemma 8.3 Fur ue M, (XxP'), gilt

fl(x.ﬁ) du = <p,u>
XxlP?

Beweis: \(x,u)= Ii_n:oo .‘l‘.ln( [A(T" (x)e...c Alx)u|/|lu]) =

n-1
=lim 1 ¥ o(F'(x,0) = P¥p(x,q)

a—dc> N I=0

f A(x,u) du = f Pto(x,i)dy = f ¢ du [}
XxP* Xx[P?* XxP*

Korollar 8.4 Gibt es ein ¢ e M, (XxP') mit <p,u>>0
so ist A*(x) > O auf einer Nichtnulimenge.

Beweis: A*(x)= 0 fir fast alle x wiirde bedeuten f)\(x.ﬁ)du =0
X xP*
im Widerspruch zu Lemma 8.3 . [ |
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Sei «pn=‘f:'(pF"=fln(lA""(x)uI/IA"(x)ul) = In(JA"(x) ul/|ul).
k=0

k=0

Korollar 8.5 Gibt es ein ¢ € M,(XxP') und ein ne N mit <p,,u>>0
so ist A'(x) > O auf einer Nichtnullmenge.

Beweis: Es gilt <¢,,u>=n<e,u>. [ |

Wir formulieren den Satz von Wojtkowski etwas geometrischer:
Sei v_das Lebesquemass auf P'und y.:= mxv, das Produktmass von m

und v _auf Xx[P'.
Fir jedes x e X sei.p, : {x,)xPP' > P', (x,,u) > u der Isomorphismus von P’
mit dem Schnitt durch XxP' an der Stelle x, .

i) Existenz einer messbaren Teilmenge C von XxP':
Sei Cc XxP' messbar beziiglich dem Mass y , mit

a) m(p,(C))=m(X) .
b) p,(C) ist zusammenhingend fiir fast alle xeX

i) Invarianz von C
F(C) ¢ C m fast iiberall, d.h.
p.(F(C))cp,, . ,(C) fur fast alle x
iii) Schliessliche strikte lovariapz von C

@

Sei C_:= ﬂF“(C).Wir fordern, dass der Rand von C_, 3(C_), fast
kst

iiberall im Innern von C, int(C), liegen soll

p.(8(CL)) cp (int(C)) fiir fast alle x

Die Bedingung iii) impliziert , dass fiir D:=C\C,, aus zwei Teilmengen D, und
D, besteht , fiir die gilt:

D=D,vD,,
vi(p(D))>0 fiir fast alle xeX
P.(Cx)liegt fiir fast alle x zwischen p (D, und p,(D,)

Satz 8.6 Unter den Bedingungen i) - iii) sind die Lyapunovexponenten
( Wojtkowski) A*(x) =-1"(x) m- fast Uberall von Null verschieden.

Zuerst wollen wir die Forderung iii) durch eine stirkere Bedingung iv) er -
setzen.
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In XxIP' definieren fiir jede mxv,_ messbhare Menge E ihre wesentliche
Dicke d_ _(E)

d,,,(E):= sup ( del0,1] | 7 messbare Nichtnullmenge Hc X mit
v (p(E))=d fir xeH )

sowie ihre wesentliche Diinne d,a,(E)

d, (E) := inf { de[0,11 | ] messbare Nichtnullmenge Hc X mit
v (p,(E))< d fir xeH )

Fig. 8.1 Der Raum Xx P'.Die invariante messbare Menge C besteht aus dem schraffierten

und schwarzen Gebiet.

Bei Zeitumkehr gelten alle obigen Forderungen i)-iii), wenn wir folgende Er-
setzungen machen:

T - T
F - F'
Cc - C' =XxP\C
Co — Ci =UF“‘(C)=ﬂ° F*(C"
ka0 k»
D — D' =C"C,
D, — D' Zusammenhangskomponenten von D'
P = ¢'(x,u)=log(|A'(x)ul/|u])

Wir wollen jetzt, dass fiir die wesentliche Dinne von D, ,D,,D," und D, eine
untere Schranke existiert:

iv) Wesentliche schliessliche strikte Invarianz von C und C*

Je>0 d,,(D,) 2€ und d(D')ze i=1,2
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Lemma 8.7 Unter den Forderungen i),ii) und iv) sind die Lyapunov-
exponenten fast Uberall von Null verschieden.

Zuerst zur ldee des Beweises: Die Bedingung iv) erlaubt uns die Konstruktion
eines Masses 5, mit p,d = m, sodass fiir ein n,elN <¢_ ,8>>0. Aus 8§ bilden

wir dann ein F-invariantes Mass y, flir das immer noch <<pn°,8> >0. Das er-
laubt dann die Anwendung von Korollar 8.4.

Beweis: 1.Schritt: /im d, (FYD,)) =0 ,lim d, (F™(D,’)) =0
a =0

s = O

folgt aus den Definitionen:

F(D) = (1 F*(D) = A F(C\Cg

k=1

F(D) = F(D*) =  F *(C')\C,

ke ka1

d,,(F(D)=0,d, (F(D)>0 nowo
2.Schritt: m(p,(E)) d,,(E) < p, (E) < m(p,(E)) d,,,(E)

Diese Ungleichungen sind auch direkt aus der Definition
ersichtlich.

3.Schritt: falls ¢ < O auf einer y, messbaren Menge G, so giit
u, (F(@)) > u (G)

Sei G=Hx|, wo H eine m-Borelmenge und | eine v,

Borelmenge ist . Wir haben |A(x)u | <1 fir (x,u)eG und
damit

g (Hxl)= f fdedm=f f AT (x)) ul dv, dm <
TH) T(H)  A(x)(1)

< dv,dm = g (F(Hx1))
T(H) A(x)(D)

wobei wir die zweite Gleichung erhalten haben, weil fiir
jedes A aus SI(2,R) und jedes Ic P' gilt

_ finkaik
fde = f [Auldv (T) .wo u einYVektor aus der Aquivalenz-
! A(l)

klasse von ueP’ ist.

4.Schritt: In,sN d, (F*(D,)) ¢ d,, (D\F*(D,) und
d,, (F*(D)) ¢d,, (D F (D) furi=1,2
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Aus dem 1.Schritt und der Forderung iv) folgt
d,(F(D)) =0,
d  (F"(D)) =0,
d,  (DAF'(D)) —egze ,
d,. (DhF (D)) =g ze fir n 2w,
woraus sofort die Behauptung folgt.

-cm

B2 Fem)

& Feom)
st b D F(D,)
D,NF°(D)

] ¢

Fig 8.2 lllustration zum 4. Beweisschritl
5.Schritt: @, (x,u) == ' F" (T '(x),u)

@, O,u)=In([A (T ™ (x)) e ..o A (x)ul/]ul)

@ F (T (x),u)=

In([A7(x) e A(T(x)) e ... c AT (x)) e A"(x)u |/] A"(x)u ])
In(lul/ |A"G)u [) = = In(JA" () u|/lul) == ¢, (x,u)

6.Schritt: flUr fast alle xe X existieren v, (x),v,(x),v,'(x) und v,'(x),
sodass (x,v,(x))e D\F™(D,) mit ¢, (x,v(x)) >0
und  (x,v/(x))eD,'\F™(D,’) mit ¢, (x,v(x)) <O
fir ie (1,2)

Wir nehmen an, dass eine Nichtnullmenge Ec X existiert
sodass

¢, (x,u) <0 fir (x,ule G:=ExP'nD\F(D,) .
Nach dem 3.Schritt gilt nun

u, (F°(G)) = u (G)
Der 2. Schritt liefert aber

u (F"(G)) < m(E)d,, (F"(D,)) < m(E)d, _ (D\F™(D,)) <

< m(E)d,(G) < u (G)

was ein Widerspruch ist. Fir D, gilt das gleiche wie fiir D,.
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Bei Zeitumkehr erhalten wir genauso fiir fast jedes xeX
ein w, (x) und ein w," (x) mit

w' (x) eD/’

@, (x,w (x)) >0
Nach dem 5.Schritt bedeutet das aber ¢, F™(T(x),w'(x))<0
d.h. ¢ (x,A"w/ (T (x))) <0 fir fast jedes x
wir setzen nun v (x) =A™ w (T" (x)) eD .

7.Schritt: Es existieren zwei messbare Funktionen v, und v, : X = P'
deren Graphen M, ={(x,v,(x))} ganz in D \F"°(D,) liegen ,
und fir die gilt ¢, >0 auf M, (i=1,2).

Ebenso existieren zwei messbare Funktionen
v,’und v," : X = P’, deren Graphen M," ganz in D,\F "°(D,")
liegen, und fur die gilt ¢, <0 auf M, ( i=1,2)

Die Mengen {¢, 6 >0}n D\F"(D,) sind messbar und haben auf
X projiziert volles Mass. (6.Schritt)

Sei neZ. Auf p,({p, €[2°,2"") )n(D\F™(D,)) setzen wir
v(x)=u, fiir dasjenige u, das ¢, (x,u)= 2" und (x,u)eD,
erfiillt und am nachsten bei C_ liegt .

Die so konstruierten v, sind messbar und haben Graphen
ganz in DAF"(D) , auf denen ¢,,>0.

Analog konstruieren wir messbare Funktionen v,'.

Sei v(x) := min {v (x),v,(x))}.vist ebenfalls messbar.

Auf dem Graphen von v , M:= {(x,v(x))) ist ‘Pn°>0- Wir definieren
nun fiir jede Borelmenge A auf Xx[P :

5(A) = m(p, (AnM)) e |
|

F™* (D)

F™ (D)

D F™(D,)
D,NF™(D,)

-
7] 1
'.\I.\; c oo

rL
yaeSin.
£

gt
o,
2

SCEEt

NOEEE |

0 E

Fig. 8.3 Der Trager vom Mass & liegt auf Mc MyuM;.

8.Schritt: § eM(XxP') und fUr
jede §-Nichtnullmenge A ist [o, ds >0
A



Da M eine Borelmenge in XxP' ist, und p, stetig, so ist
p,{(AxM) eine Borelmenge in X und & ist eine positive
beschrinkte reelle Funktion auf den Borelmengen

von XxP'. Die o -Additivitit und die Normiertheit

sind auch klar. Die zweite Aussage folgt aus der
Definition des Masses.

9.Schritt: FUr Jedes x, ¢ X ist die Funktion ¢, (x,,-): P'-> R
entweder konstant gleich Null oder hat genau zwei Null-
stellen und genau ein lokales Maximum und genau ein
lokales Minimum.

Fiir jedes AeSI(2,R) hat die Funktion ¢:P'—>R,

G P iIn(|Aul/lul) die obigen Eigenschaften. Am einfachsten
sieht man das, wenn man das Bild des Einheitskreises unter
A betrachtet , eine Ellipse mit gleicher Fliche wie der
Einheitskreis. Falls die Ellipse nicht mit dem Einheitskreis
zusammenfilit, entsprechen die vier Schnittpunkte der

Elllipse mit dem Einheitskreis den zwei Nullstellen von ¢ in P’,
die Richtung des maximalen Durchmessers dem einzigen
Maximum von ¢ und die Richtung des minimalen Durch-
messers dem einzigen Minimum von ¢.

10.Schritt: Flr jedes (x,u)e M und jedes ke N gilt
PaFi(xu) 2 @, (x,u)

M c D\F"(D) (7.Schritt) und F (M) c Fo(D).

d.h. dass p (F°(M)) fast Uberall zwischen p (M, und p_(M,)
auf der Seite von p (C_) liegt.

\ anhox\m:,/ n.".= px"

———B)ld des Eanheltshrelrses
mmm -
n
pF M

/ T PN,

Elenenten von P entsprechen ' p H‘
Gaoraden aurch den Ursprung px". x"%q

A

Fig. 8.4 lllustration des 10.Beweisschrittes Fir fast alle x trifft man in py(XxP")
diese Situation an: px(F"o(MH liegt zwischen p, M, und p,M, sul der anderen Seite
wie das Minimum von @"%(x,").. Den Wert der Funktion ¢@™0(x,’} an der Stelle 0
kann man ablesen als die Hilfte des Logarithmus der Linge, die G( representiert als
Gerade durch den Ursprung) , aus der Ellipse herausschneidet.
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Ebenfalls fiir fast alle x liegen M," und M, zwischen M, und
M,, aber auf der anderen Seite wie C,

Das bedeutet nun, dass die zwei Nullstellen und das lokale
Minimum von ¢_(x,:) fir fast alle x auf der anderen Seite
zwischen p_(M,) und p,(M,) liegen als p (F'°(M)).

Daraus schliessen wir, dass ¢ o(:(,p (F"o(M))) = Pn, (x,p, (M)),
da das Minimum von ¢, auf dem Intervall L[p, (M) p.(M.]

( gemeint ist die Selte. wo p (F"°(M)) liegt) in p (M,) oder
p.(M,) angenommen wird.

Sei fiir jedes keIN 5, :=8F " . D.h. §,(A):=8(F "(A)) fir jede Borel-
menge A.

11 .Schritt: 8§, e M(XxP') und fur jede Borelmenge A gilt

f¢a¢ dsl 2 f?no ds
A A

Vom 10. Schritt erhalten wir sofort:

[e,,d8,= [ o, ds= f<pn°F ds 2 f@ﬂoda
A F-*(A)

Nun basteln wir aus 8 ein F invariantes Mass y.

L (A):= 1/n % 3(F*(A))

k=0

¢ soll nun ein schwacher Limespunkt von g sein .
12 .Schritt: pe M (XxP’) und <9, ,u> >0

Nach der Theorie von Bogoliubov [ Si 19761 existiert ein obiger
schwacher Limes g und y ist ein F invariantes Borelwahr-
scheinlichkeitsmass auf XxP'.

Es gilt nach dem 11 .Schritt fiir jedes k=20

(Pt > 2€<9, , 8> >0

und damit

<‘Pn°:l1 >z <<p,,°,8> >0

13.Schritt: die Lyapunovexponenten sind auf einer Nichtnullmenge
von Null verschieden.

Wir haben nach Korollar 8.5: <\,u> =<‘Pn°»l"> >0 . D.h.,
dass die Lyapunovexponenten auf einer Nichtnullmenge von
Null verschieden sind.

14 .Schritt: die Lyapunovexponenten sind fast Uberall von Null
verschieden
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Sei YcX eine unter T invariante Nichtnullmenge. Was wir
bis zum 13. Schritt fiir XxP' bewiesen haben, kénnen wir
auch fiir YxP' zeigen, wo wir auf Y einfach das Mass m,
m,(A) =m(AnY)/ m(Y) nehmen und C ersetzen durch

C,=YxP'nC.
Also sind die Lyapunovexponenten auch auf Y auf einer
Nichtnulimenge verschieden von Null. n

Nun zum Beweis vom Satz von Wojtkowski:
Beweis: Wir definieren fiir jedes nelN
Y, = {xeX| v (p (CY=-v (p (CH))21/n)

Es gilt m(Y) =1 fir n—>, da nach Voraussetzung iii)
v (p.(C))-v (p,(C )> O fiir fast alle x.

Weiter ist d,_ (Y xP'aD)21/n, da v (p (Y, xP'nD)21/n
fir fast alle x.

Der Matrixcocyklus (T, ,A, ) auf Y_ erfillt alle Voraus -
setzungen i),ii),iv), wobei wir C ersetzen durch Cn(Y_xP').
Nach Lemma 8.7 ist

A0GT, A )>0  Vn und fast alle x
und mit Korollar 6.13 erhalten wir auch
A x:T,A)>0 fiir fast alle x ]

Der Satz 8.6 geht auch noch durch, wenn wir den als stetig vorausgesetzten
Matrixcozyklus (T,A) ersetzen durch einen messbaren, der auf einer offenen
Menge Yc X mit vollem Mass stetig ist und die Bedingung log*(I1A(-)11) e L'(X,u)
erfiillt. Wir schopfen in diesem Fall Y einfach aus durch eine Folge kompakter
Mengen Y, cY mit pu(Y )—>u(Y)=1.Erfillt (T,A) die Bedingungen i),ii),iii), so
werden sie auch von (TY WA, ) erfiillt. Mlt Satz 8.6 erhalten wir das Nichtver-
verschwinden der Lyapunovexponenten A ix; Tv VA, ) ufast Uberall. Wieder
gewadhrleistet dann 6.13 das Nichtverschwinden" von A" (x;T,A).

Korollar 8.8 Ein messbarer Matrixcozyklus (T,A) auf X, mit
a) (T, A) orfUiit die Bedingungen 1)-iil)
b) log* (IIA(-)Il) s L
c) (T,A) ist stetig auf einer offenen Menge Y c X mit
ul(Y)=1
hat u fast Uberall von Null verschiedene Lyapunovexponenten.
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9. Ein spezieller Matrixcozyklus

Sei X ein topologischer Raum mit Borelwahrscheinlichkeitsmass y, und T eine
u invariant lassende messbare Abbildung auf X. Sei Y eine unter T invariante
offene Teilmenge von X, die volles Mass hat auf der T ein Hom&omorphismus
ist. Seien o, a :Y—>R zwei auf X messbare und auf Y stetige Abbildungen
und bezeichne

R(B)=( cos(f) sin(PB))) (9.1)

-sin(B) cos

eine Drehung um den Winkel B auf R’ und
o =(p ) (9.2)

eine Scherung mit Parameter b auf R®.
Wir kriegen durch

R: X —>S0(2,R)
x> R(x):= R{a(x)) (9.3)

L: X ->SL(2,R)
x > L{x):=L(a(x))

zwei auf X messbare und auf Y stetige Abbildungen nach SL(2,R). Wirin-
teressieren uns fir

A : X —SL(2,R)
x > Le°R(x) (9.4)

und den messbaren Matrixcozyklus (T,A) ,der auf Y stetig ist.

Problem: Man gebe hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir an, dass
die Lyapunovexponenten A(T,A;x,v) u fast iiberall nicht verschwinden.

Trivial ist die Frage fiir a=a,=const. und a=a,=const.. In diesem Fall ist
A konstant und die Lyapunovexponenten stimmen bei hyperbolischem A mit
den Eigenwerten von A iiberein.Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn «o,#0
und a,> 2(1-cos(a,))/sin(a,) . Ist A elliptisch oder parabolisch, so sind die
Lyapunovexponenten Null.

Mit Wojtkowski (Satz 8.8) kdnnen wir den Fall, wo o aus einer Umgebung
von O ( mod n) verbannt ist und a geniigend gross ist, behandeln:

Lemma 9.1 /st fUr fast alle xe X und alle ke Z |a(x)~-knl>a,>0 und far
fast alle xeX a(x) 2 a,= 2cot(a,/2), so sind die Lyapunov -
exponenten A%y x;T,A ) fast Uberall von Null verschieden.
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Beweis: Wir arbeiten im Raum XxP' und zeigen, dass es eine Menge C in
XxP' gibt, die die Bedingungen i) bis iii) von Wojtkowski erfiillt .
P' sei mit R/n identifiziert und [a,bl cP' bezeichne das Intervall
in R/m, sodass O¢[a,b]l. Wenn die andere Seite gemeint ist,schrei-
ben wir [a,0,b].
Auf XxP' definieren wir die Abbildungen

F,F,: XxP'=
F,(x,u) =(x,R0)u)
F,(x,u) =(T(x),L(x)u) (9.5)

wobei u ein Vektor aus der Aquivalenzklasse von U ist.
F:=F,¢ F, ist die in Abschnitt 8 definierte Abbildung F auf XxP":

F(x,u) = (T(x),A(x)u) (9.6)

Sei C:=Xx[0,0,/72], G:= Xx[-2/2,0,0/2] und G' :=Xx[-a/2,a/21].
Nach Voraussetzung ist F,(C) ¢ G° fiir fast alle x. Wir zeigen,
dass die Abbildung F, F,(C) wieder in C hineinschleudert und zwar
strikt: Wir behaupten, dass fast lberall F,(G')c C , denn damit
hiatten wir F(C)cC und 8(F(C))c int(C) fast iiberall und wir wiren
wir mit Korollar 8.8 fertig.

Beh: F,(G') cC.

Kxp' p(XxP")

Weo

X

Fig. 9.1 Die Situation im Beweis von Lemma 9.1. Links die globale Situation. Rechts das alte
Bild der Sektoren bei einem Schnitt durch Xx[P'.

Die Abbildung
F,(x,u):=(T(x),L(a,)u) (9.7)
bildet die Menge Xx{-a/2) in die Menge Xx{«/2) ab. Also gilt

F,(G') c C. Da der Scherparameter von F,grésserund gleich a, ist,
erhalten wir desshalb auch F,(G')c C. i
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Fir die Behandlung von verketteten Twistabbildungen brauchen wir noch

folgende Situation:
Gegeben sind zwei oben beschriebene Matrixcozyklen (T ,A ) i=1,2. Wir inter-

ressieren uns fiir die Zusammensetzung (T,A):=(T,=T,,A,° A|). Seien a, und
«, die fiir A, verantwortlichen Funktionen.

Ist fUr fast alle xe X und alle ke Z la,(x)-knl> a,>0 und flr
fast alle xeX a,(x)2 a,= 2cot(a,) und a,(x)< -a,,so sind
die Lyapunovexponenten A% ¢ x;T,A ) fast Uberall von Null ver-

schieden.

Lemma 9.2

Beweis: Der Beweis geht analog dem Beweis fiir Lemma 9.1:
Sei C,:=Xx[0,0,] und C,:= Xx[-,,0].
F,:=T,x A, bildet C, strikt ab in C, und F,:=T,xA, bildet C, strikt ab
in C,. 7|

Xxp'

Fig. 9.2 Die Situation zum Beweis von Lemma 9.2.

Beliebige messbare Matrixcozyklen (T,A) sind stabil unter kleinen zufilligen
Perturbationen von A nach einem Satz von Young [Yo 19851:

Sei >0 und [-¢,e1Z mit dem Shiftoperator ¢ versehen, der das Produkt-
mass vez invariant ldsst, wobei v_ das normierte Lebesquemass auf [-g,c]
ist. Die Abbildung T.:=Txo auf X.:=Xx[-¢,eJZ lisst das Produktmass e
=ux v.c invariant. Wir definieren

A.: X, = SI(2,R)
(x,%) = A(x) ° R(w,) (9.8)

Das gibt einen messbaren Matrixcozyklus (T_,A,), fiir den die Lyapunovexpo-
nenten p. fast iberall existieren.
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Satz 9.3 Ist der Lyapunavexponent A x; T,A) u-fast Uberall voan Null ver-

schieden, so existert ein £,, sodass fUr alle ¢ in (0,6,) der
Lyapunovexponent A*( (x,w); T,,A,) u.- fast Uberall von Null
verschieden ist.

Fiir einen Beweis siehe [ Yo 1985].

Fiir uns ist die Tatsache interessant, dass die in Lemma 1 und 2 betrachteten
Matrixcozyklen stabil sind unter zufdlligen Perturbationen der Funktion «.
Kann man &hnliche Aussagen fiir deterministische Stérungen machen? Wir
treffen ndmlich bei der Braunabbildung auf Matrixcozyklen, wo die Funktion
o alle méglichen Werte (mod2n) annimmt und in diesem Fall finden wir keine
invariante Menge C, wie fiir eine Anwendung von Wojtkowski gefordert.
Trotzdem lassen die Computerexperimente vermuten, dass die Lyapunovex-
ponenten von Null verschieden sind.

Bild 9.3 zeigt zum Beispiel das logarithmische Anwachsen der Lyapunovexpo-
nenten bei verketteten Twistabbildungen auf der Kugel, die wir im néichsten
Abschnitt antreffen werden.

T
1

Fig. 9.3 Logarithmisches Wachstum der Lyapunovexpanenten ber verkelteten Twistabbildungen auf
der Kugel. Der Parameter c¢ gibt die minimale Twiststarke der Twists. €5 wurde jeweils.

zufallig ein Punkt in einer "stochastischen Region® ausgewihlt.

v
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Give me to learn each secret cause;

Let number's, figure's motion’s laws

Revealed before me stand;

These to great Nature's scene apply,

and round the Globe and through the sky,

disclose her working hand.
Mark Akenside, Hymn to Science,
1778

10. Verkettete Twistabbildungen

Braun ist der einzige, der die singuliren verketteten Twists 4.5 studiert
hat. Devaney, Burton, Easton, Wojtkowski und Przytycky haben dhnliche Ab-
bildungen unter die Lupe genommen. Da sind einmal ganz nahe Verwandte :

a) Verkettete Ringtwists:

Etwas einfacher zu iiberschauen sind die Bahnen bei den verketteten Ring -
twists, die im wesentlichen aufzeigen, wie Vermischung in der Nidhe der
Drehzentren stattfinden kann. Wie der Name sagt, werden die einzelnen
Twists einfach eingeschrinkt auf Kreisringe und zwar so, dass sich die
zwei Ringe in zwei rombusihnlichen Gebieten schneiden.

Sei L ein Kreisring mit Polarkoordinaten (p,{)
L:={(p,§)eR?|p elp,, 0,1, p,>1,p,¢3 }
Betrachte zwei Abbildungen M, ,M,: LR’

M :(p,d ) (-1 +pcos(d),psin())
M,: (p, ) ( 1 +pcos(d),psin())

R,:=M,(L) und R,:= M,(L) sind nun symmetrische Kreisringe mit Zentren in
P,=(-1,0) und P,=(1,0) und jeder Kreis des Randes &(R,) schneidet jeden
Kreis von 5(R,) transversal. Die zwei rombusiahnlichen Komponenten von
R,nR, sollen K* und K~ heissen.

Betrachte zwei monotone Twistabbildungen F, von L

F.:L->L,
(e )>(p, 4 +f(p))

f: [p,hp,] DR f e Clp,p,))
f(p,)=f(p,)=0 mod 27

P :_:_fl (p) zc, »Q fiir P E [91192]
r
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Wir nehmen die Twists nun von L auf R, ndmlich
T:RuR, =,
(xuy) 55 M e F oM, '(x,y) fir (x,y)eR,
(x,y) fir (x,y)eR, \R,
Fiir einen Punkt Pe K*uK™ definieren wir den Winkel «(P)

«(P):=4P,PP,

wobei der Winkel in K* positiv und in K~ negativ genommen werden soll.

Sei «,, :=infl{la(P)l |[PeK,uK,) das Infimum der maglichen Schnittwinkel von
einem Kreis in R, und einem Kreis in R, .
Die Abbildungen T :=T,e T und T :=T,"'s T, heissen "y ett ingtwists”

Fig. 10.1. Verkettete Ringtwists

Die Computersimulation zeigt, dass bei dieser Abbildung ziemlich homogen
gemischelt wird. Es sind keine Inselchen zu erkennen, die dem nun in enge
Bahnen gelenkten Orkan standhalten kénnten. (Bild 10.2)

Fig. 10.2 Eine Bahn fur verkettete Ringtwists
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Tatsichlich konnte Wojtkowski zeigen, dass diese Abbildung Bernoulli-
Komponenten von positivem Mass besitzt, falls genug stark getwistet wird :

Satz 10.1 a) Falls min(ec,,c,) > 2cot(«,,,/72), so ist T* fast hyper -
(Wojtkowski) bolisch .
b) Falls min(c,c,) > 2 cot(a,, ), so ist T fast hyper-
bolisch .

Wojtkowski brauchte bei seinem Beweis [Wo 19801 keine Pesintheorie. Aus-
gestattet mit der Katok-Strelcyn Theorie von Abschnitt 5) und der Bemerk-
ungen im letzten Abschnitt kdnnen wir den Satz aber sofort beweisen:

Beweis: Sei X:=R,uR,cR?, M:=V:=int(X). S=35(X).
T* ud T sind invertierbare C’-Abbildungen auf M die das Lebesque-
mass |y auf X invariant lassen.

T* und T~ erfiillen die Bedingungen K-S-i) bis K-S-iv):

Die Bedingung K-S-i) ist offensichtlich erfillt.

Da X kompakt ist, und fe C’ nehmen g_f. und %_zf-zv auf X ein Maximum
r r

an. Das impliziert sofort K-S-ii) bis K-S-iv)

Nach Satz 5.4 miissen wir nur noch zeigen, dass die Lyapunovex -

ponenten fast iiberall von Null verschieden sind, falls die Voraus-

setzungen von a) rsp. b) erfiillt sind.

Auf R, wahlen wir Polarkoordinaten (r,¢) mit Zentren P,. In jedem

Tangentialraum von R,nM kénnen wir so lokale Koordinaten (dr,r dy,)

einfiilhren. Fiir einen Punkt Pe A:=(K*uK~)nM, wo jeder Tangential-

raum mit zwei Koordinatensystemen ausgestattet wurde, ist die

Koordinatentransformation gegeben durch eine Drehung um den

Winkel a= a(P):

(b)) = (- Zauc) (Trug,) = RlatPy (8%, )

Wir schreiben auch kurz R(P) fiir R(a(P))
T, beschreibt sich einfach in den Koordinaten (r,¢,):

T(e)) = (o, %r4r)

und auf dem Tangentialbiindel TM lautet die linearisierte Abbildung

a7, (rd'p,) = ;(P) D () ="—‘a-“’”(qddrtp,)

a(P)=r ?Y':' (r)2¢,>0

Auch hier schreiben wir kurz fiir die Scherung L (P) fiir L(a,(P)).
Damit sehen die auf A induzierten Abbildungen dT. und dT,” in den
Koordinaten (dr,,r.d¢,) fiir einen Punkt Pe A so aus:
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dTH), = L, (T, (PNeR(T, (P)) oL, (P)eR(P)

dT"),

LW (T, (P)R(T, ,(P)) e L, (P)e RT'(P)

wo T,, die auf A induzierte Abbildung fiir A ist, und L, , wie in
Abschnitt 6 definiert ist.

Aus Lemma 9.1 folgt nun sofort, dass die Lyapunovexponenten von
(T,.dT?) nicht verschwinden und aus Lemma 9.2, dasselbe fir (T,,dT.).
Da nur Punkte xeR,\A die Menge A nie treffen , wenn f (x)/7m ration-
al ist, kehrt nach Lemma 6.1 fast jeder Punkt mit positiver Frequenz
immer wieder nach A zuriick. Mit Lemma 6.11 erhalten wir damit die
Behauptungen von a) und b). [ ]

b) Verkettete torale Twists:

Verkettete Twistabbildungen auf dem Torus sind intensiv untersucht worden
(L[Bu 1979],[De 1978,1979,19801, [Ea 19791,[Pr1982,1983,19861,L Wo 1979,
1981,19821). Easton([Bu 1980]) und Wojtkowski ([Wo019801) haben unab -~

hingig voneinander die von [Bo 1977] vermutete Ergodizitat der toralen ver-
ketteten Twistabbildungen zeigen kénnen.

Sei T°=R’/Z* der Standardtorus und P,Q zwei geschlossene Ringe in T de-
finiert durch

P=(lx,y)eT|y,<y<y,) ly,-y,lIs1
Q={0,y) eT? I x,sxsx,}  Ix,-x1s1

Seien f:[y,y,J >R,g:[x,,x,J>R zwei C’- Funktionen mit

fly)=g(x,)=0
f(y,)=m , g{x,)=n mit m,neZ

V777

Fig. 10.3 Verkettete torale Twists



55

Wir definieren F:PuQ » , G:PuQ = durch

_ (x+f(y),y) fir (x,y)eP
Flx.y) = (x,y) fiir (x,y)e Q\P

_ (x,y+g(x)) fir (x,y)eQ
Glx,y) = (x,y) fir (x,y)e PAQ

F und G lassen das Lebesquemass y invariant. Wir nehmen an, dass
df(y) 20 fir yely,,y,]
dy
d9(x) 20 fir xelx,,x,]
dx

und nennen

sup { df |yely,y,1) falls adf co

o= dy dy
inf { &f | yely,y,1) falls 4f > 0

dy dy
sup{ 99|xelx,x,1) falls 49 ¢0

B = dx dx
inf { 49| xelx,x,1) falls 495> 0

dx dx

F heisst dann (m,x)-Twist, G ein (n,p)-Twist und H:=G < F nennt man
v tteter aler Twist.

Satz 10.2 Sei H eine torale verkettete Twistabbildung zusammenge~
(Burton-Easton- setzt aus einem (m,x)- Twist mit einem (n,B)- Twist.
Wojtkowski- a) Falls aB » 0, so ist H Bernoulli
Przytycki ) b) Falls af ¢ -4 so ist H fast hyperbalisch

c) Falls af ¢ -C, %~ 17.24445 und Iml,Inl 2 2, dann ist
H Bernoulli.

Fiir einen Beweis von a) siehe [Bu1979], [Wo 19791, b) ist ebenfalls in
[Wo 1979] erledigt und c) findet sich schliesslich in [Pr19831].
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c) Verallgemeinerte verkettete torale Twists

Eine Verallgemeinerung der obigen Konstruktion erhilt man, indem man eine
ganze Schar von horizontalen und vertikalen Bindern auf den Torus legt, auf
denen dann Twists laufengelassen werden. Devaney [1979] und Przytycki (1983]
erwihnen solche Veraligemeinerungen, und merken an , dass die erhaltenen.
Resultate leicht auf solche Abbildungen Ubertragen werden kénnten, falls alle
Twists in die gleiche Richtung scheren. Es gibt aber auch interessante Ab-
bildungen, wo das nicht der Fall ist.

So studierte Wojtkowski(1981] ein Beispiel, wo ein horizontaler linearer
Twist mit zwei vertikalen linearen Twists verkniipft wird. Interessant an
Wojtkowski's Beispiel ist, dass er Fasthyperbolizitdt bei gleichzeitiger Existenz
von elliptischen Fixpunkten beweisen kann.

Sei

y,=0,y,=1 und fly)=ay fir aeR
x,=0, x,=1 und g(x)=p(Ix-1/21-1/2) fir BeR

g(x) erfiillt nicht mehr die obigen Forderungen. Filr x=0,1/2, ist g namlich
nicht differenzierbar.

F und G seien wie oben definiert und H:=G° F. Wir nennen H Wojtkowskij-
Abbildung . Sie ist verwandt mit der Standardabbildung, die man fiir

g{x)=p sin (2nx) erhilt. Die glatte Sinusfunktion ist einfach ersetzt durch
eine Sigezahnfunktion. Die Wojtkowskiabbildung ist eine linearisierte Version
der Standardabbildung, die selbst schon in vielen Arbeiten erwihnt worden
ist . (z.B [Ma 1983],(Be 19841,[ Mk 19831)

Nach der Koordinatentransformation
(x',y)=(x,x+ay)

wird Hzu T.
T:(x,y) »(y,2y-x+apfly))

wobei die Apostrophs wieder weggelassen worden sind. Der Beweis des
folgenden Satzes befindet sich in [Wo 19811 .

Satz 10.3 a) Falls aB > 4, so ist T fast hyperbolisch
(Wojtkowski) b) Falls af > C, » 4.0329, so ist T Bernoulll
c) Falls af =2(cos(n/k) +1), k=2,3,... , so existiert
oin konvexes Polygon D, c T* mit 2k Kanten, sodass
T fast hyperbolisch ist auf T* \D,, und T in D,, Periode
k fur ungerades k und Periode 2k fUr gerades k hat.



Fig. 10.4 Ein paar Bahnen In der Wojtkowskiabbildung von Satz 10.3. mit Parameter oxB=0.9.
Typisch ist die scharfe Trennung zwischen Gebieten mit stabllem Verhalten und dem

stochastischen See. Der blaue See besteht aus einer Bahn. Die Graphikauflosung ist
1200 x 1200 Punkte.



o
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Sga ga i o

Free D

Fig 10.5 Das wohlbekannte Bild der Standardabbildung beim kritischen Parameter um 0.97163,
wo der letzte KAM- Torus verschwindet. Mather [ Ma 1983] hat gezeigt, dass fur
Parameter grosser als 4/3 keine Invarianten Tori existieren konnen
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d) Sphirische verkettete Twists

Sei M die zweidimensionale Einheitssphidre mit iiblichem Borelmass m_, das
durch die Kugelmetrik d gegeben ist. Auf M fixieren wir zwei Punkte P,
und P,, die verschieden und nicht diametral liegen sollen: d(P,P )= 20, 7.
Wir fiihren zwei polare Koordinatensysteme ein: Das erste hat P als Ur -
sprung und ein Punkt P auf M wird durch die zwei Gridssen r:=d(P,P) und
¢:= 9(P,P,P,) bestimmt. Das zweite Koordinatensystem hat P, zum Zentrum
und r:=d(P,P) , 9 :=4(P,P,,P) setzen einen Punkt P fest. Weiter bezeichne
o:=4(P,P,P,) den dritten Winkel im Kugeldreieck P P.P und P’ den diametral
gegenliberliegenden Punkt von P.

Fig 10.6  Verkettete sphirische Twists

Seien (siehe die Notationen von Abschnitt §) S:=(P,P,’} und S,:=(P,P,") .
Die offenen Mengen V,:=M\S, <M sind hombomorph einem offenen Kreisring.
Wir interessieren uns fiir die Zusammensetzung von zwei Twistabbildungen.
T‘ ist ein Drehtwist um P‘ . T: einer um Pz.

Sei f:(0,1) >R, feC*((0,n)),

T:V,>M

() (¢-¢tn)

TQ:V

(%)

~

> M
o (g-1m)
und

1) Es existieren positive Konstanten ¢, und c, , sodass gilt

-c, < sin(r)aéf(r) < -¢, <0 fiur re(0,n)
r



Fig 10.7

Bahnen von verketteten spharischen Twists. Bild a) zeigt den integrablen Fall fur B =0.
Oben sehen wir die Kugel von oben, unterhalb die Kugel von wunten.Im Zentrum der
invarianten Kreise ist unten P, 6 oben der Diametralpunkt von P, . In Bild b) hat der
Abstand B von P, und P, den Wert 0.4 .In c) ist B=0.2 und in d) B=0.4.0er
wachsende blaue See besteht jeweils aus einer Bahn..



C=>

Fig. 10.8. Fortsetzung von Bild 10.7. In e) ist der Abstand = 0.6.Von nun an andert das
Scenario. Die Bilder f),glh) sind mit einem Wert B =0.2 aufgenommen, dafur wurde
die Twiststarke c, vergrossert. In f) ist ¢,c,=3, In g} ist c,=c,=10 und in
hl ¢, =¢c,=100. Fir so grosse Twiststarken erhalten wir auch fur andere Funktionen
f das gleiche Bild : elne Bahn fillt den ganzen stochastischen See und eventuell
vorhandene Inselchen sind so klein, dass sie nicht mehr gesehen werden konnen.
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2) Es existieren positive Konstanten ¢, und b, sodass gilt
| €sin(r)l® aiif(r” <c, fir re(0,n)
r

T, und T, lassen das durch die Kugelmetrik d induzierte Mass m, invariant
und auf V, konnen wir die Tangentialbiindel TV, definieren.

In TV, soll ein Vektor die Koordinaten (dr,sin (r)d¢) haben, in TV, wird er mit
Koordinaten (dr,sin(r)dr) beschrieben werden.

Im ersten Koordinatensystem ldasst sich dT, leicht beschreiben, im zweiten
Systemist dT, einfach.Die Koordinatentransformation im Punkt P vom ersten
ins zweite System in einem Punkt Pe V:=V,nV, ist einfach gegeben durch
eine Drehung R(a(P)) um den Winkel «(P). Die Funktion «: V— [0,2=%n) ist
stetig.

Wir vermuten, dass T :=T,- T, flir geniigend grosses c, positive metrische
Entropie auf der Kugel hat.

Um die K-S- Theorie verwenden zu kdnnen, miissen wir zeigen, dass jedes
T,: V,>M die K-S-Bedingungen i)-iv) erfiillt fiir i=1,2 .(Siehe Abschnitt 5.)
K-S-i) ist klar, da wir nur zwei Punkte in S, haben. Die Abbildungen dT, sind
auf TV definiert und haben dort in den jeweiligen Koordinaten die Form

dT(P) = (,(p) 7 )

wo

a,(P)=- sin(r)2 f(r) e(c,,c,)
or

a, (P)=- sin(?)(_;)?f(F) elc,,c,)

denn es gilt z.B fiir i=1
dT,(P) : (g;) 4 (dcpd-ra‘lrfc(P) dr)
(sin(‘:";dzp) L (sin(r)d«pd:sin(r) -‘)—fc(P)dr) = (;‘(P)? )(sin‘:::)dtp)

ar
Damit haben wir auch die Bedingungen K-S-ii) und K-S-iv) verifiziert, denn

HdT Nl < c,

Die Bedingung K-S-iii) folgt schliesslich aus der Forderung 2) an die Funktion
f.

Damit reduziert sich die Vermutung, dass die Abbildung T fiir geniigend
grosse Twiststirken positive metrische Entropie und Bernoullikomponenten
von positivem Mass hat, auf die Vermutung, dass fiir geniigend grosse Twist-
stirke eine Pesinregion von positivem Mass entsteht.
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(o]

Sei U:= n T*(V). U hat volles Mass in M und auf U ist dT" fiir alle ncZ de-

ks -0

finiert.

Vertikale Scherungen in SI(2,R) bezeichnen wir mit L, Rotationen mit R

(a) sin(a)
L@:= (3 ) . R@:= (Sin(a) cosla))

Weiter taufen wir noch die Twiststirken am Punkt P=(r,¢)=(r,p) :
a(P):=-sin(r) & f(r) , a(P) :=-sin(F) & f(F)
or or

Die Abbildung dT auf dem Tangentialbiindel TU hat in den Koordinaten
(dr, sin(r) d¢) fiir PeU die Form :

dT(P) = L(a(T,(P)) * R(a(T,(P))) = L(a(P)) = R(-a(P))

Beweis: L(a(P)) ist die Jacobische von T, im Punkt PecU in den Koordinaten
(dr,sin(r)de):

dr

) o (arr ar).

dT, : (d‘P

(sin((:'l;d«p) - (sin(r)d(pd:sin(r) c%,fcdr) = (; ?)(sind('l.')dq:)

wo a =-sin(r) 2 f (r)
or

Entsprechend ist L(a(T,(P)) die Jacobische von T, im Punkt T (P) in
den Koordinaten (dT,7d¢). R'(a(P)) vermittelt die Koordinatentrans-
formation am Punkt P und R(«(T,(P)) bringt uns am Punkt T,(P)
wieder ins urspriingliche " Balken™- System.

Dass R(a(P)) die Transformation der Koordinatensysteme vermittelt,
ist direkt geometrisch evident. Direkte Rechnung sichert uns ab.
Mit sphdarischen Trigonometrie erhalten wir z.B

cos r=cosrcosf +sinrsinBcosey ( cos- Satz )
-sinr dr = -sinr cosfdr + cos r sin B cos ¢ dr - sinr sin B sin ¢ d¢
dr _ sinrcosf _ cosrsinBcose - (o050

dr sinT™ sinT

wobei die letzte Identitdt erreicht wird, indem mit dem sin-Satz
und dem cot-Satz sinT rsp. tanf so ersetzt werden:

sinT = sin <p.siLB_ , tanB= sinr
sina sinpcota+cosqcosr
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Ebenso

dr = SinBsine = gina
sinrde sinT

wo die letzte ldentitit einfach der sin—Satz ist. u.s.w.

Die Forderung -sin(r).gL(r)s (c,,c;) fir re(0O,n) wird z.B erfiillt von der
r

Funktion f(r)=-2clog(tan(r/4), wo ce(c,c,). Mit ihr sind die Computer-
simulationen gemacht worden.

e) Braunabbildung

Die Braunabbildung in der Form (4.5) beschreibt sich genaugleich wie die
vorher besprochenen Abbildungen auf der Kugel. Wir kdnnen die Notationen
in d) wortwértlich libernehmen ausser dass wir rgf schreiben statt sin(r)g.f.

r r
Hier erfiillt zum Beispiel f(r)=-clog(r) die Forderungen, die fiir die Verwend-
ung der Katok-Strelcyn Theorie nétig sind.
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11. Ausblick

Das gestelite Problem bleibt: Gibt es ergodische Komponenten im Stéormer-
problem ? Dieses Problem wire anpackbar, wenn man fiir eine allgemeinere
Klasse von verketteten Twistabbildungen eine Pesinregion von positivem Mass
nachweisen kdnnte. In allen Fdllen, wo man das bis jetzt kann, kann man
das Nichtverschwinden der Lyapunovexponenten mit den im Abschnitt 7) be-
schriebenen Methoden beweisen und die sind im Falle von verketteten Twist-
abbildungen dann anwendbar, wenn sich die invarianten Kurven der einzelnen
Twists unter Winkeln schneiden, die von O verschieden sind. Die Computer-
simulationen lassen vermuten, dass auch in allgemeineren Fillen verkettete
Twistabbildungen positive metrische Entropie haben:

Vermutung: Auf einer zweidimensionalen Riemann’schen Mannigfaltigkeit M
versehen mit einem durch die Riemann‘schen Metrik induzierten
Mass ¢ seinen zwei u invariant lassende,auf offenen Teilmengen
V,c M definierte,injektive,integrierbare C’- Abbildungen

T:V,>M (i=1,2)
gegeben, die K-S-i) bis K-S-iii) erfiillen.Die Funktion
a: V,nV, 2 R/

die einem Punkt PeV, aV, den Schnittwinkel der beiden unter T,
invarianten, durch P laufenden Kurven zuordnet, soll die Be -
dingung

wWPeV|a(P)F0) > 0

erfiilllen. Vermutung: Es existiert fiir die Abbildung T:=T,- T,
eine Pesinregion von positivem Mass fiir geniigend starke Twist-
stirken von T,.

Die (K-S)Theorie reduziert die Vermutung zu einer Vermutung iiber Lyapunov-
exponenten. des im Abschnitt 9 definierten Matrixcozyklus (T,A), wo A be -
stimmt ist durch die Funktionen o, a. Im(a)c [c,»).

Vermutung: Es existiert ein c,, sodass fiir alle c>c,der in Abschnitt 9 de-
finierte Matrixcozyklus unter der Bedingung

fratdg > 0
M
positive Lyapunovexponenten auf einer Nichtnullmenge hat.
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