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introduction

La trajectoire d’un particule chargée soumise A un champ magnétique est décrite
par I'équation de Lorentz : m§=—e¢ A B. Quand B est un champ constant en temps
et position, le systéme d’équations est intégrable, les trajectoires sont des hélices ayant
pour axe une ligne de champ. Au cours du mouvement sont conservés, outre 1’énergie,
le rayon de Larmor r = Z% et le moment magnétique M = —'3'55’}. Les notations
m, e et vy désignent respectivement la masse, la charge et la vitesse orthogonale & la
direction du champ.

Considérons un champ magnétique qui varie “lentement” dans I’espace de telle
sorte qu'au cours d’une rotation de la particule le champ soit presque constant; la
trajectoire coincide approximativement avec un cercle dont le centre (le “guiding
center”) se déplace lentement le long d'une ligne de champ, la période de rotation
€tant trés petite. On peut montrer qu’a ce mouvement de rotation rapide est associ€ un
“invariant adiabatique”, le moment magnétque. En effet, dans les conditions ci-dessus,
le hamiltonien dépend lentement des variables de position, sauf d’une (notée ¢); on
peut ainsi écrire H = H(p,q,y,£z) ol (g, z) sont les coordonnées (z € R ou R?), et
(p, ) les moments conjugués et € un petit paramétre. Si le systéme non perturbé (c’est-
a-dire le systéme 2 un degré de liberté obtenu en fixant £z et y) a dans son portrait de
phase des trajectoires fermées (avec une fréquence gqui ne s’annule pas) alors on peut
introduire les variables action-angle (7, ). La variable d’action I(p, ¢, y, £z) correspond
au moment magnétique et on montre que c’est un invariant adiabatique c’est-a-dire :

>0, II(P(i),(I(i),qi),ez(i)) — I(p(0), ¢(0), y(0), Ez(O))I <ce pour 0t 1/e
(voir [1] : cela résulte de 1a méthode de moyennisation).

Kruskal [6] montre méme ’invariance de cette quantité A un ordre quelconque :
4 'aide de transformations symplectiques sur les coordonnées on peut “éliminer” la
phase rapide ¢ de sorte que le hamiltonien exprimé dans les nouvelles coordonnées ne
dépende de ¢ que par des termes d'ordre €7, n arbitrairement choisi. (Voir également
Neistadt pour une meilleure approximation [10]).

Dans le cas ol le champ est une fonction convexe le Jong des lignes de champ
{en tant que fonction de P’abscisse curviligne) il existe un autre invariant, “longitudinal”,
En effet la trajectoire est réfléchie aux points ¢; vérifiant M B(¢;) = H (M désigne
de nouveau I’invariant “moment magnétique”), et I'invariant est donné par la formule
J = -;— § %ds Pintégrale étant calculée sur une oscillation compléte (voir Northrop
[11]). (v désigne la vitesse paralléle 2 la direction de la ligne de champ).

Gardner [4] montre que cette quantité est invariante & tous ordres. Cependant
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on rencontre des cas ob ce second invariant adiabatique n’existe pas, la vitesse
d’éloignement transversale par rapport aux lignes de champ étant du méme ordre que Iz
vitesse longitudinale : Weitzner 2 ainsi étudi€ des configurations expérimentales formées
de cylindres beaucoup plus longs que larges, of. [12].

Amold s’est posé la question suivante : peut-on trouver des cas pour lesquels
les particules qui sont “confinées adiabatiquement” le sont réellement? 11 montre que
I"action est un invariant adiabatique perpétuel sous de lentes variatons périodiques d’un
hamiltonien  un dégré de liberté [1], p. 210; ce résultat provient de la théorie de KAM
et nécessite 1’hypothése que le sysitme n'est pas linéaire au sens que 1a fréquen ce
moyenne n’est pas constante. Considérant un champ magnétique 3 symétrie axiale il
&crit le hamiltonien, 2 2 degrés de libeniés, comme une perturbation d’un hamiltonien
intégrable pour lequel le mouvement dans P’espace des phases se situe sur un tore.
Sous I'hypothése que le rapport des fréquences du mouvement “varie” dans le temps,
il montre alors que les tores invariants ne sont pas tous détruits et gue 1’acton reste un
invariant adiabatique perpétuel, par des considérations de dimension [2].

La difficulté est d’expliciter ’hypothése car le rapport des fréquences est
d’un ozrd.rze “petit”. Amold ne la vérifie que dans le cas ob le hamiltonien s'écrit
H = E3¥ + U(z, q) ol le “puits de potentiel” s'écrit U(z, q) = L(e?z? + 1)¢?
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Figure 1

Une autre méthode consiste 2 utiliser un théortme de Moser [8] qui garantit
Pexistence de solutions périodiques des équations du mouvement, pour des systémes
proches d’un systéme intégrable. M. Braun a ainsi prouvé 'existence d’'une région o
les particules soumnises au champ magnétique terrestres sont retenues indéfiniment 3}
I généralise sa démarche 2 un champ A symétrie axiale mais sans expliciter la condition
de “twist” qui permet d’utiliser le théoréme de Moser; en effet celle-ci doit se vérifier
pour chaque champ étudié.



Nous déterminerons une classe de conditions initiales qui permetient d’obtenir
une trajectoire bomnée, dans le cas d’une particule soumise & un champ magnétique
symétrique et linéaire.

Nous écrivons le hamiltonien du systtme comme une perturbation d’un hamil-
tonien 2 deux fréquences, et nous bomnons uniformément le terme perturbateur sous
certaines hypothéses sur Jes conditions initiales. Nous vérifions la condition technique
du théortme de Moser qui permet alors d’affirmer que le moment magnétique de la
particule est un invariant adiabatique perpétuel, nous montrons alors que les trajectoires
sont bornées lorsque le rapport entre vitesse et positions est assez petit et que le moment
magnétique initial n’est pas “trop petit”.

I. Calcul du Hamiltonlen associé au champ magnétique B = rot4

1. Calcul dans le cas général. — Le mouvement d’une particule (de charge et
de masse 1) soumise au champ B est régi par ’équation de Lorentz § = §A B (E);
il existe un lagrangien associ€ : £(g,¢) = lzqz +¢-A(g) (%). En effet (E) a pour
projection sur Oz :

z—[sz—zB]—y(

8A, 08A., .,0A, OA.
L - =) +5( )

dy 8z ~ 8z
ce qui permet d’ cxphcncr ) :
L (a“‘ R e B Lo B ICs
oz’ " T Th 9z Oy 5z yay Bz
d’ol
doc,_ . 04, _ oL
di 8z =1 9z 0z’

I
|
En opérant de méme pour les autres projections on obtient les trois équations E
d’Euler Lagrange. '
Pour obtenir le hamiltonien, on écrit les moments conjugués des coordonnées
généralisées : p; = a q ce qui s’écrit vectoncllemem p= ¢+ A(g) eton a alors :

H(q,p) = pi ~ £a,9) = 5lp = AP

z

vy .
-2z

2. Calcul en coordonnées cylindriques, pour le champ\_B?

a) Potentiel vecteur. — On remarque que la 2-forme B s’écrit :
B =zdyAdz—ydz Adz —2zdz Ady

= (zdy -~ ydz) Adz — 22dz Ady = (—=r?dz — 2zrdr) A df
= d(—r*z) A df
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il est donc naturel de prendre pour potentiel vecteur associé 3 B le vecteur

7 Ag = —rz.
0
F=
b) Lignes de champ. — Elles sont caractérisées par {9 =0  car le champ
‘ i==2z

— r
B serit| 0 .

-2z

Ces lignes sont donc caractérisées par 2 conditions : @ = constante et r*z =
constante; en effet d(r?z) = 2¢rz +r?s = 0.

c) Hamiltonien. — 11 s’agit de calculer les impulsions p,, ps,p.. Pour cela il
faut poser ¢ = (r,8, z) ; § = (#,ré, ) et obtenir L(q,¢) a 'aide de la formule () :

Lg,¢) = %(7‘2 +7%6% + %)+ ré(—rz)

d’od _3£__
gt
pa:%:rzé—rzz
oL
Pz—E—z
Ainsi :

H(r,8,z,pr,08,0:) = 4 (r26 - rzz)é +32 - -;—(7"2 +1r%62 4+ z'z) +r226

= %(7"2 +30)+ %rzéz
(on reconnait I’énergie cinétique de la particule). Revenant aux variables d'impulsion
on obtient :
12 a0 1 2 2
7‘[(7‘,0, Zyp'1p97pl) - E(pr +pz) + ’2?(170 + 7 Z)
La coordonnée 6 n’intervient pas dans cette expression, elle est cyclique ce qui entraine
'existence d'une intégrale premiére, qui est p,.

Pour des conditions initiales données on a donc py = r2(0)[6(0) — z(0)]. Notons
M ce nombre (qui dépend donc uniquement des conditions initiales). Le hamiltonien
est en fait 3 deux degrés de libenté :

1 1
H(rl zaPnP:) = 5(?3 +P§) + -2‘;5(7’22 + M)2
il dépend du paramétre M = pq.

A~

Il. Changement de coordonnées

1. — La quantité M = p, étant fixée par les conditions initiales, nous pouvons
considérer la distance d'un point P de )a trajectoire 2 la ligne de champ £, définie par

r?z = — M et introduire Ie sysiéme de coordonnées (u, v) suivant :

Eauu \
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|
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Figure 2

« u est 'abcisse curviligne de la projection H de P sur Ly, origine sur cette

courbe €étant prise au point  correspondant 2 la valeur minimale du champ sur Ly
o v est la distance H P de P 2 la ligne de champ.

Remarque. — Pour calculer les coordonnées explicites de Q il suffit d'écrire
que pour un point (r,— ) de Lp ona:

Mz
B = Bl+Bl=rl+4t =144 —
o

la valeur minimale est obtenue par

rg = 8M?
etl’ona )
B =1+ 376 =3M*"
2, Expression du hamiltonien dans ces nouvelles coordonnées — La rela-

tion : dr? +dz? = {1+ vk(u)]zdu +dv? qui fait intervenir la courbure k(u) dc la hgnc
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Nous déterminerons une classe de conditions initiales qui permettent d'obtenir
une trajectoire bomnée, dans le cas d’une particule soumise 3 un champ magnétique
symétrique et linéaire.

Nous écrivons le hamiltonien du systéme comme une perturbation d’un hamil-
tonien A deux fréquences, et nous bornons uniformément le terme perturbateur sous
certaines hypothéses sur les conditions initiales. Nous vérifions la condition technique
du théoréme de Moser qui permet alors d'affirmer que le moment magnétique de la
particule est un invariant adiabatique perpétuel, nous montrons alors que les trajectoires
sont bornées lorsque le rapport entre vitesse et positions est assez petit et que le moment
magnétique initial n’est pas “trop petit”.

I. Calcul du Hamiltonien associé au champ magnétique B =rotA

1. Calcul dans le cas général. — Le mouvement d’une particule (de charge et
de masse 1) soumise au champ B est régi par 'équation de Lorentz § = A B (E);
il existe un lagrangien associ€ : £(g,d) = 1¢* + ¢ - A(g) (%). En effet (E) a pour
projection sur Oz :

64 8A; .,0A, OA
=5 -Z.B”]=g(_67y_7y_)+z( 9z 6:)
ce qui permet d’expliciter £ (2£) :
d0L, 5, 04: _ 04 04, -(3_’43_ ?fi)., 04,  OA,  OA;
ddta:é =< at—y(az_ay)zaz_az “oz yay i’
‘ol

d 8L, . 8A: _ 8L
7%’ =" 5z T
En opérant de méme pour les autres projections on obtient les trois équations
d’Euler Lagrange.

i
|
i
;
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Pour obtenir le hamiltonien, on écrit les moments conjugués des coordonnées

généralis€es : p; = %‘% ce qui §’écrit vectoriellement : p = ¢ + A(g) et on a alors :

1
H(a,) = pi— £4,9) = 5P~ AQ)

T

vy -
-2z

2. Calcul en coordonnées cylindriques, pour le champ‘g

a) Potentiel vecteur. — On remarque que la 2-forme B s’écrit :
B =zdyAdz —ydz Adz - 2zdz Ady

= (zdy — ydz) Adz — 22dz Ady = (-r’dz — 2zrdr) A df
=d(-r22)Adf
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i est donc naturel de prendre pour potentiel vecteur associé 3 B le vecteur

'X Ag=—-rz.
0
F=r
b) Lignes de champ. — Elles sont caractérisées par {é =0 carle champ
' =2z

— r
B scrit| 0 .

-2z

Ces lignes sont donc caractérisées par 2 conditions : § = constante et r’z =
constante; en effet d(r?z) = 2frz + 72z = 0.

¢) Hamiltonien. — 11 s’agit de calculer les impulsions p,, ps, p.. Pour cela il
faut poser ¢ = (r,6, z) ; § = (7,76, ) et obtenir £(g,§) 2 Iaide de la formule () :
L(g,d) = -;—(7"2 +726% + :%) + rf(-rz)
d’od
ocC

p,.:——::f'

or
oL A
pg:gé—zrzﬁ—rzz
_o_,
pl" az- -
Ainsi :

H(r,0,2,pr,p0,p:) = 12+ (r26 — r22)f + 32 — -;-(i‘2 +7262 + %) 4 r226

= %(7"2 +:%)+ %rzéz
(on reconnait 1’énergie cinétique de la particule). Revenant aux variables d’impulsion
on obtient : ) i
H(r,0,2,pe,P0,P2) = 507 + 1)+ 55 (o + 772)°

La coordonnée § n’intervient pas dans cette expression, elle est cyclique ce qui entraine
P’existence d’une intégrale premigre, qui est pg.

Pour des conditions initiales données on a donc ps = r2(0)[6(0) ~ z(0)]. Notons
M ce nombre (qui dépend donc uniquement des conditions initiales). Le hamiltonien
est en fait 2 deux degrés de libert€ :

1 1
H{r,z,pr,p:) = 5@3 +pl)+ z_—i(fzz +M)?

il dépend du paramétre M = p,.



Il. Changement de coordonnées

1. — La quantité M = p, étant fixée par les conditions initiales, nous pouvons
considérer la distance d’un point P de la trajectoire  la ligne de champ Ly définie par
2z = — M et introduire Je systéme de coordonnées (u, v) suivant ;

'i).ln- \
| 1

p
| H\':/
1 \

|

i

i PN

Figure 2
+ u est I'abeisse curviligne de 1a projection H de P sur £y, "origine sur cette
courbe €tant prise au point {2 correspondant & la valeur minimale du champ sur £y
o v est la distance H P de P 2 la ligne de champ.

Remarque. — Pour calculer les coordonnées explicites de Q il suffit d’écrire
que pour un point (r,~2) de Ly ona:

2
Bz=Bf+BZ=r2+422=r2+4£4
=

la valeur minimale est obtenue par

re = 8M?
etl'ona 1
B2 =1+ Erg =3M¥?
2. Expression du hamiltonien dans ces nouvelles coor\donnés. — La rela-

tion : dr? +dz? = [1 + vk(u))*du? + dv? qui fait intervenir la courbure k(u) de la ligne
de champ Lys au point (u, 0) induit sur les impulsions p, et p, les relations suivantes :
{Pu = [1+ vk(u)lu
pp=1
On obtient ainsi 1’expression du hamiltonien :

P

1
H(u,vyplnpv;M) = E(W

+p3) +U(u,v)
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ol U(u,v) joue le role d’un potentiel. On a :
Uu,v) = Fo® Y (u,v)

avec
®:(r,2) — (u,v)
(r2z + M)?
2r?
Soit ¢ > 0 donné. Notons E 1'énergie du systéme.

Fi(r,2) —

PROPOS!;I‘ION 1. — Pour toutes conditions initiales vérifiant (Cl}) : E <
2M*P et E < &|MY/®

a) la distance v de la trajectoire a la ligne de champ L est & au plus €.
b) de plus il existe une constante C (ne dépendant que de E et M) telle que :
1
U(u,v) - EBz(u,O)uzl < Ce
(démonstration en annexe).
Remarque 1. — On verra par la suite que M est fixé et ¢ choisi ensuite; il

suffira de considérer ¢ tel que €3 < 3223 M| pour que la seule condition & mentionner
soit (CI) : E < §&|MJ/3.

Remarque 2. — L'inégalité U(u,v) < E contraint la particule 2 rester dans la
bande B délimitée par les courbes C* et C~ d’éguation :

Criz= -—y; + V2E
r r
C :z= __]% - v2E
r r
3.00080 \
c \ ¢
\
\ \
AN
3.0r008 143
Figure 3 '
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Figure 4
Ce schéma représente les bandes By,Bys2,Bi/10 correspondant aux valeurs
1,1/2,1/10 de Vénergie E.

3. Remarque : mise en évidence de I’action. — On a donn€ un développement
de H selon la variable v de la maniére suivante :

1 3
H(u,v,py,pu, M) = z-fl—:f%(—mz-é‘p + Bz(u 0)v? + K (u,v,pe, o)

avec |K(u,v,pu,p)| < Ce-1 dés que (CI) est satisfaite, en particulier on a :

B0, o

il
16

<€ +Ce).

L'expression Hy = vaz représente & u fixé ’énergic d’un oscillateur harmo-
nique (2 1 degré de lxbcné) 1’action I, correspondante, c'est--dire 1’aire de 1'ellipse
parcourue par le point de coordonnée (v,p,) a pour expression : I, = bz%%(_‘(%’)ﬁ la

fréquence du mouvement étant B(u,0).
On remarque que 1'inégalité ci-dessus peut encore s’écrire :

2/3
B(u,0)], < ‘2(IMlL +CE).
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On voit alors, sous réserve que I, soit minorée par une constante k non nulle
indépendante du temps, que pour tout point (u, v, py, p,) de la trajectoire on a

Bu 0)<—(' Iz’3+c)

Cela entraine que la trajectoire est bornée puisque B(u,0) grandit avec u.

On est donc amené 2 minorer I, ; pour cela on va montrer que c’est un “invariant
adiabatique perpétuel”.

lll. Changement d’échelle pour obtenir un hamiltonien proche

d’un hamiltonien intégrable

1. Mise en évidence de la variable d’action I,. — On pose
U= €U Py = Epy,
U=¢EV Py = Epy,

Le hamiltonien correspondant au nouveau systéme est H' = ¢=2H. Or

_& Pu, 2 23 (ew,0)
H(ulalepuppulaM)— 3 [[l+5v1k(£u1)]2 pu1]+ 2

ol H, est une fonction analytique réelle. D’oli

JJSH](Eul, v]apunpln)

pul +pv) +B (EU],
2

On introduit Ia fonction génératrice (on note B pour || B]]) :
S(uh vl,puz,pv;) = V B(E‘U] 3 O)Ulpy; + ulp“l

cela engendre un changement de variables canoniques :

0
) 2+5H1(5u1,vhpunp”l)

H’(uluvl)punpvnM)

U1, V1, Puys Pyy = U2, V2, Puy, Puy
par le biais des équations :

85 _ . Beu,0)
6u = Pu Y EVPu e 0) 2\/Bleu;,0)

= — = /B(eu;,0)p.,

65
aPuz

2 = —a—— = \/B(EU],O)U]

10
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On remarque que p’?“ sera remplacé par pZ,  condition d’intégrer dans le terme restant
I’expression gv —\ﬁu (10, . On obtient :
P NS TBew 0™ Ono

! p?y; + v% 1 2 1
H'(u2,v2, puy, Py, M) = B(Suz,o)(—z—') +3Pt eHi(euz, v2, Puy, Pus)
le nouveau terme restant M est encore analytique car 'expression v, pv,;\—la/—‘;_‘(—'t‘ﬁ_:-’)a I'est;
en effet dés que M n'est pas nul on sait que B est une fonction analytique de u, et ne
s’annule pas, la valeur minimale de B(u,0) étant By, = V3|M|'? (¢f. p. 7).

. . . i . N
On reconnait la variable d’action ?—12-1 déja mentionnée p. 9, au facteur
multiplicatif prés €2, que nous noterons I pour simplifier les notations; introduisons

I’angle ¢ par la formule :
v = V21 sing
Py = V2Icosp

alors H’ s’exprime en fonction des variables action-angle (I, ) :

1 /
® H'(uz,1,pu;, ) = Blewa, 0)] + 37, + €H3(€uz, 1, Pus, 9)
La quantité¢ | = "2&}‘.%‘('(‘,—0)v (en revenant aux variables de départ) peut

s’interpréter aussi, pour les pomts de la trajectoire situés sur la ligne de champ, comme

le moment magnétique e~2£x ”8 =¥
2. La prochaine étape est I’étude de la 2e variable d’action. — Pour cela il est

commode de changer ’échelle de temps de sorte que }a 1&re fréquence du hamiltonien
non perturbé devienne égale a 1. Posons

F(u2alapu;a¢) B(S [H (u2!] pﬂz:¢)_ E]

Chercher les trajectoires incluses dans lhypcrsurface H' = FE revient 2 trouver les
solutions 2 énergie nulle du hamiltonien F; F se décompose ainsi : F = Fp + F] avec
= 1 pﬁz E +1I

2 B(euz,O) B(euy,0)

et

FI H3(5“21I21PUza$")

B(Euz,())
Fy est d’ordre 1 par rappont 2 € car B(euz,0) 2 By (la valeur du champ sur Lps est
minorée par B,, = /3| M|!/3).

Le hamiltonien non perturbé F a donc une premiére fréquence égale a 1; pour
trouver la seconde il faut considérer lcs lignes de niveau dans le plan (uz,p,,) de la

2

fonction f(uz, pu,) = %E:—:‘J,T) B(m 75 O les courbes f(uz,p,,) = ¢ sont fermées
pour c e] - 'EE:)O[-

Soit J(c) I’aire délimitée par la courbe f(uz,p.,) =c.

LEMME 1. — La fonction J(c) est croissante sur ] — g=,0[.

11
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Démonstration.
1. Expression de J(c)

B(ewz,0)

Y2 min uIms

Figure §
Iégalité f(uz, pu,) = c entraine les inégalités suivantes :
lpu:l < AV 2(E+CBm) ' Bm < B(EUZ;O) < __f'

ce qui impose & ¢ d’appartenir & ] — -;—'_,0[.
De plus I'aire J(c) se calcule de la fagon suivante :

J() = f Pu,di
J(uz,pyy)=c

= / ™ JAE + By, Olduz

Oll Uzmin €t Uzmex SONT définis par Beuzmn,0) = —E = B(cusms,0) €t Uamin € 0,

= =
Uy max = 0. Posons u = £u,. On obtient

Jo) = % / = AETBwidu

avec B(upin) = B(umu) = =&,  tmin <0, €t tnux 2 0.

Remarque. — On note pour simplifier B(u) pour B(u,0).
Posons J(¢) = £J (c). On obtient donc

T = / = BT eBidu

2. Montrons que J(c) est croissante. — Remarquons tout d’abord que Jes bornes
de I'intégrale ci-dessus dépendent de ¢ :

12
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1
!
I
i
i
]

“min(;l) 1;min(c) 'ln;u(é) umn(c') )

Figure 6
Supposons ¢ < ¢’ < 0, alors
VE +cB(u) € VE + ¢ B(u) et [tmin(c"), umax(€)] D [tmin(C), tmax(c))
d’od J(c) < J(c).

Voici I'allure des courbes de niveau quand ¢ varie de —-B—E: a0:

[
-6 .00E+00 f 6. 00E+00
: 4 i il i i d 4 + 'l—‘

CLNY,
S NS

|

Figure 7
En effet, le seul point critique de f correspond au point (0,0) obtenu pour la
valeur ¢ = —%. D’autre part quand ¢ tend vers O la courbe détermine un domaine

dont ’aire tend vers celle de la bande horizontale de largeur 24/2F.
En conclusion lim J{c) = +c0; Lm  J(c)=0.
=0 ¢——E[Bpn

LEMME 2. — 1} 7(0) = f:zi;’—ﬁr}?—}_:l;—lm-du

- . .
2) J (c) est une fonction croissante de ¢ pour un ouvert Ja, O[.

La démonstration du lemme 2 est donnée en annexe. On utilise le fait que la
fonction B(u) est équivalente & u en +o0o et & 2u en —oo. De ces lemmes découle la

13



PROPOSITION 2. — Le hamiltonien F s’écrit :
F=1I+cel)+eHyed,1,¢,9)
ous la fonction c(eJ) a une dérivée seconde non nulle sur un intervalle 1A, +ool.

Démonstration. — Ona c'(J) = 778 On a montré€ que T (¢) est une fonction

croissante de ¢ pour ¢ voisin de z€ro; ¢'(J) est donc aussi une fonction monotone de ¢

pour c voisin de z€ro, ou encore (puisque J est une fonction croissante et J(c) —ry +00)
e—

une fonction monotone de J pour J grand.

La fonction ¢”(eJ) ne s’annule donc qu'en un nombre fini de valeurs Ji, ..., Jp.
Nous appliquerons le “twist theorem” de Moser sur chacun des anneaux A(eJ;,€J;41)
et sur tout anneau extérieur aux cercles J = eJy,J = €Jp.

IV. Utilisation d’un théoréme de Moser

. . _ -2 P’tB’(u,O)u’
PROPOSITION 3. — Pour € assez perit la quantité I, = e€™*=Ggr5— est

un invariant adiabatique perpétuel, a condition que I'inégalité (CI) soit satisfaite pour
€. Plus précisément : 3o ne dépendant que de M ;

3K > 0 tel que |I,(1) — I.(0)] < Ke Vi, Ve < ¢p.

Démonstration. — Nous avons écrit 1'hamiltonien F sous la forme :

F=1TI+ce])+eHed, 1, 0,9,¢).

Sur ’hypersurface d’énergie O on a :
I= "C(EJ) - CHi(EJ, I: P, 'l,b, E)

d’oti I'existence d'une fonction & : (e J, p, ¥, £) = I.
En utilisant ¢ comme nouveau temps on obtient pour le nouvel hamiltonien 1
les équations suivantes :
dJ 6F/6¢ 6<I>

do ~  8F[8I
d¢ _OF/8J _ a_q>
T 8F/61 T T a7

En effet le };amihonicn F, autonome, é 2 degrés de liberté correspondait aux équations :
8F _dy oF _ _drI
81 T at &p dt

6F dy OF dJ

Tw T Taw
14




et I'on trouve bien que
dJ _dl  dt __OF[3Y
de  dt  dp~  8F/dI
dy _dy « dt _9F/8J
dp dt  dp  68F/8I
De plus, de 1'égalité T — $(eJ, p,%,€) = F =0 on tire :

0% OF  OF _ 8%

6F/61/)=——5$ ;57=1'-53=_E]-

D’od :

dj _ , - _8H;

E" - f(e‘]a ¥, ¢7 5) avec J=¢J et f(EJ, (2 '¢'E)— a‘P (EJ) I: [} ‘/)) E)

Y el _ Q2

dp = Tee () — €*g(eJ, ¢, ¥,€)

Les solutions au temps ¢ = 27 sont donc données en fonction du temps ¢ = 0

par :

{ T2x) = T©0) +0(e?)
w(27) = Y(0) + ec'(eJ) + O(?).

Au difféomorphisme J(0), $(0) — J(27),%(27) de P'anneau A(Ji,Jin), on peut
appliquer le théoréme de Moser (avec k = 1 et £ = 2) suivant :

THEOREME Moser [8]. — Soit @ un difféomorphisme de I’anneau A(1,2), ®
de classe C*,s > 5, préservant Iaire, et tel que : $(R,6) = (R',¢') avec
R = R+¢ f(R,6)
§' = 0+ +efvy(R)+e'g(R,6)
ot Y'(R) # 0,k < £, f et g bornées.

Alors il existe une infinité de courbes invariantes par & pour € assez petit.

Remarque. — Chaque courbe invariante par ce difféomorphisme engendre un
tore invariant si I’on prend toutes les solutions de F qui sont issues de cette courbe
invariante, et sur ces tores le mouvement est quasi périodique 2 2 fréquences. De plus,
n’importe quelle trajectoire commengant entre 2 tels tores sur 1a méme surface d'énergie
doit rester entre ces tores pour des raisons de dimension. En particulier la quantité I est
un invariant adiabatique perpéruel (¢f. [1], [3], (7).

15



V. Conclusion

PROPOSITION 4. — Soit M fixé; (c’est d dire r(0), 2(0), 6(0)). I existe g9 > 0
ne dépendant que de M et K > 0 tels que la trajectoire de la particule est bornée, si
les conditions (1) et (2) sont satisfaites :

) E< %IMI”’
@ I.0) > 2K ¢
onl, = %"— Plus précisément on a :
|M|2/3
Bw,0)< 1(0)( 16 +Ce)

C est la constante de la proposition 1.

Démonstration. — On remarque que I, (0) = £~21,(0); de la proposition 3 on
déduit que I () > I.(0) - Ke d’od I (1) > %9) si (2) est satisfaite et finalement en
utilisant la remarque duv I :

B(u,0) <

|M|2/3

A (0)( T )

11 s’agit A présent d’étudier la compatibilité des conditions (1) et (2). Il est immédiat de
constater que si I’intervalle 12B(u, O)K e, 2521%]:3[ n’est pas vide on peut choisir p?
3 'intérieur de sorte que I,(0) > EEP@T) > 2K¢e? et choisir alors p? de sorte que (1)
soit vraie. Il faut donc considérer un ¢ assez petit pour que soit vraie 1’inégalité :
l IZ /3

16

On peut enfin remarquer que la condition (1) permet aussi bien de considérer des
positions €loignées de 1’origine et des vitesses “de 1'ordre de 17, que des positions plus
proches et des vitesses petites. La condition (2) exprime que la vitesse orthogonale & 1a
ligne de champ ne doit pas étre trop faible par rapport 2 1'énergie totale, et en particulier
exclut le cas zg = 0, 0 = 0 = o qui correspond 2 un départ sur une “ligne de champ”
(a droite (6 = 6, 2o = 0)) avec une vitesse paralitle 2 cette ligne.

B(u,0)Ke < = —

On donne ci-dessous le tracé d'une trajectoire obtenue par simulation. Les
conditions initiales sont Mp(1,1,0) et Vo(1/4,1/4,4/5). Lorsque la trajectoire s’€loigne
suffisamment de Dorigine selon 1’axe O,, 1a bande B, définie par les courbes C, = z =
—% + 353——5: etC_=z2= —-% - @, dans laquelle elle est comprise (si on considere
un plan de coupe vertical), apparait nettement; en effet la largeur de la bande, qui vaut

16
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bl@ (voir appendice) devient de plus en plus petite, et de plus r €tant petit I'angle 6
est peu significatif.

Supposons qu'il n'y ait pas de retour : alors la distance v de la trajectoire 2la
ligne de champ Ly est toujours inférieure 3 v(f;), ob 1y est le temps déierminé par
v(ty) < £0 (avec le g de la prop. 4). Les résultats précédents s’appliquent et on obtient
une borne pour B(u,0) (d"ob contradiction) si on a I'inégalité 1, (1)) > 2K €.

La simulation parait montrer que les “fuites vers le bas” sont bornées : le pas de
’hélice diminue mais Ja particule se stabilise puis est renvoyée vers 1'origine sur une
autre hélice.

tonditions initinles

H = 1.00000000000000E 4000
Yo = 1.00000600000000E +000
20 = ©.0000000000000GE «000
0 = 2.50000000000000E-0013
€0 = 2.50000000000000E-001
LI $.00000000000000E~0018
pes = 3.00000000000000€ 002
Figure 8

17



Appendice

Démonstration de la proposition 1 a).

lére Remarque. — C* est décroissante, tandis que C~ passe par un minimum
pour la valeur ry = —3%.
2e Remarque. — Pour z fixé, du signe de —M, la droite de hauteur z rencontre
C* et C~ en P* et P~ d’abcisses respectives :
= +V2E+VA R -\/2_E'+\/Z‘
z z

En effet ces valeurs sont les racines positives des équations r2z+v2Er+M =0,
la notation A désignant le discriminant 2E—4M z commun aux 2 équations. On a alors :
P"Pt=r,—r_= 2 2E.

2z

3¢ Remarque. — Pour r fixé la hauteur de la bande vaut 22E,

Notons R, le point (r,,0) et R_ le point (r_,0). On est amené 2 chercher un
réel positif r, de fagon que les cotés du rectangle R~ R*P*P~ soient de longueur
inférieure & %; si de plus ce réel est inférieur au minimum r) de la courbe C~, on
pourra affirmer que la distance d’un point quelconque de 1a bande 2 la ligne de champ
L4 est inférieure 2 ¢,

En effet, soit P un point de B de coordonnées (r, z)

esir>r, alors d(P,B) < YZE < YZE = p*p*

o si r < r, soit P est au dessus de P~ P*, auquel cas d(P, B) < @ < P~ P*,

soit P est dans le rectangle R~ R*P*P~. (Il ne peut éte en dessous du fait que

le minimum de C~ est situé au deld de ce rectangle) et sa distance 2 £)ps est majorée
par la longueur de la diagonale. Nous cherchons donc r 2> O vérifiant :

M

1) r<r1=—%
2) Vel 5E<i
iz,

2W2E €

3 £
3 —Mr2<ﬁ

18



explication de (3) : c’est la condition 33,@ < 7'5. compte tenu de 1'estimation de z pour
le point d’abcisse r quiestsur C* : z = --é’, + @ avec la remarque que z > —';"y.

Les conditions (2) et (3) ne sont compatibles que si 'intervalle 7, =)%E, —%%[
est non vide d’ob Ja condition

2
@) E< Z|MPP
De plus si (i) est vrai il faut comparer la bome inférieure de I, & r} : a-t-oninf], < 137
Augquel cas le choix de r* sera possible. Or infI, = 3 < |M|*/* si (i) est vrai. Si
(i) E < 2|M|*?? alors inf1, < r}.

Remarque. — La condition (i) est plu’s restrictive que la condition (i) (2 part
pour des petites valeurs de |M| : si [M| < 33577) mais on verra par la suite que M est
fixé et € choisi ensuite; il suffira de choisir 32%:7 < |M| pour éviter de mentionner la
condition (ii).

Démonstration de la proposition 1 b).

lére érape. — De'vc]op-pcmcnt limit€ de v — U(u, v) (A u fixé) a I'ordre 1.

D) s’agit d'écrire le développement de la fonction F(r,2) au voisinage du point
(a,d)ob a?b= -M

\
\
2 \L
B .
\\
blommm = - - - gy
§.0[e00
2 r
Figure 9

OF _ (P24 MY 2:(rz+ M)
or r

%=TZZ+M

donc 9E(a,b) = &£ (a,b) = 0. :
PF _ 322+ M) 624 M) o

P ) z
& F

m =2rz

8F

922

19



Le développement de Taylor de F au voisinage de (a, b) est donc le suivant :
F(r,2) = +-;-[4b2(r — a)? +a*(z — b)? + 4ab(z — b)(r — a)] + O(v?)
(en effet v2 = (r — a)? + (z — b))
Or H est sur la ligne de champ donc §H| --02b est perpendiculaire 2 }—Pﬁl: : : .
Ainsi
F(r,2) = =[2b(r — a) + (z = b)a]* + 0(*)

(D -PHP+0(*) avec D = (7"’

= a) et D colinéaire 2 PH

(DIl |PHI) +0(v?)

LS T S S

F(r,z)= -;-'”Bynzvz +0(2%).

2e é1ape. — 1l s’agit 2 présent de majorer les termes d’ordre supérieur & 2 dans
le développement U (u, v) par rapport 2 v. Notons

G(r,2) = F(r,z) — %”B,,u’u’
1
= U(y,v) - -2-||B(u,0)||v2

Le calcul des dérivées partielles d’ordre 3 de F' permet d’écrire :

3
v
g ot re,2
|G(r,2)| € 37 max A, .,
avee 2 2 ( 2 M ( 2 M)Z
z 2(r*z+ M) (r°z+
Ars = max 2r,22,12(5 + L0 T2 )]
et

rg =(1—=8)r+#6a
ze=(1—-6)z+6b

3

Nous allons borner v° max¢ ;)¢ 8 Ar,z-

LEMME. — Soit p un point de B, v sa distance @ L. Ses coordonnées (r, z)
vérifient :
V2E
¢)] vs .
V2E
) vsz . si z est du signede — M(—=M:z > 0).

Ce lemme découle de la remarque 2 p. 8.

ler cas. — —Mz>1 z >z = ~17;. On veut majorer v* maXpn (s> 1) 4r,z-
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Orsi P € BN {z > z)} on peut majorer G de la fagon suivante :
8 (V2E)
S Y rz
IGCr, 2] 3t 2B Bn!wl)xzo) '
IMe [E 2 (l+2__\/213+£§_)]
T3t 64 BnTz»o) 23722 Tpz 0 P22 P30

. 2 o
En effet on a tenu compte de I’hypothése £ < '—1%1——- et de la majoration r2z + M <
V2Er vraic dans B. Les termes % et 4 sont majorés respectivement par 2% et &.

(4 (]

Il reste 3 montrer que % est majoré; or ,‘—, "’_ (ol r~ est la 1ére coordonnée
du point P~ de cote z sur C™).

De plus, = s’exprime en fonction de z gréce & la formule des racines d’un
trindéme :

rz==V2E+V2E -4M:z.

Finalement :

_l_ < V2E+\2E-4M:
rz —4Mz :

Cette fonction de z tend vers zéro 4 I'infini. On a bien monté 'existence d’une constante
C (ne dépendant que de E et M) telle que ||G(r, 2)|| < Ce*.
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2e cas. — Pe€BN{z< z). Onsaitqualorsr>ry et z> 2z =minC~.
On se sent cette fois de I'inégalité (1) :
8 M2 2 2z 22 22\/2E 2E
IG(r, 2)|| € 3768 Bnr{nza<xzo) [5’3’ 2( )]

Les termes sont tous majorés puisque } et z le sont.

Démonstration du lemme 2 du paragraphe IT1.2.
Démonsrration — 1)

To=g( [~ varremin)/,_+ [~ 220

min(€) 2V/2{E + cB(u
Le premier terme est nul car il vaut :

(aiumar(c)) V2[E + cB(umax(c))} —- (i Unin(€))V/2[E + ¢ B(tmin(c))]-
¢ bc

Les expressions sous le radical sont nulles puisqu’elles correspondent 2 la valeur p, = 0.

2) Montrons que 7(c) est croissante dans un voisinage de 0. Soit c < ¢/ < O ol
c est proche de 0.

La différence J{(¢') — J(c) se scinde en trois parties :

Umin(c) Yma(e') d
T -T@= e, [T A *’3]
ums(e’) ,/1 +$B(u) Juem@ (f1+% B(u)
L

Usmar(c) 1
I =/ B(u) = du
T i [\/1-4- “B) ]+EB(“)]

I, et I sont positives, Iy est négative; il s’agit de les comparer. Du développe-
ment au voisinage de O des radicaux on obtient :

Iy= / v [C i +(c— c')e(c)] B?(u)du ol e(¢) — 0,¢ — 0.
Umin(c) 2E '

D’ol, pour ¢ suffisamment petit :

2(c—c")

2 —
3 w2 o F O tna(€) = umin(c))

L2
(note : ¢ — ¢’ < 0)
Or, on peut obtenir facilement le comportement de B(u) pour les grandes valeurs
de u; en effet, des relations :

et
du = drt + dz2

=+

)dr

22




On déduit les équations paramétriques de B en fonction de u :

2

Bu)=r 1+%

2
u(r):/ \/1+§£dt avec r§ = 8M?

@7
On calcule ensuite que :
. B(m .. u(r) B(r) _ .. riu(r)
= =i =talpgr =t =1

D’olt B(u) Suet B(u) o 2u. Ainsi :

E E
Unmax{(€) cEO B("mu(c)) = _'c‘ et Umin(c) :)z Z

On obtient finalement :

2(c-—c’)E
32 35 cz 2c(1 Az ))]
L2(c- C')Tc'lgll +0(§)]~

D’autre part :

Ugin(c)
L> / By > B (tnin(€)) [tmin() — timine)]

min (¢ )
2 2 4 c?
et

h+h2 )(1+0(c2))

2c2]c’]

La somme des trois intégrales est donc positive, pour ¢ suffisamment proche de
0 puisque F]‘T > ]%T
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