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Je me propose dans ce mémoire, d'exposer une série de relations

analytiques qui existent entre des quantités dérivées les unes des autres,

selon une certaine loi particulière ces relations sont fondées sur un

théorème que je vais énoncer. Je rappellerai pour cela, que M. Laplace
a nommé résultantes ii deux lettres, à trois lettres, à quatre lettres, &c. des

quantités formées avec quatre lettres, neuf lettres, seize lettres, &c. et

qui seraient les dénominateurs des valeurs des inconnues déterminées

par des équations linéaires, dans lesquelles ces lettres entreraient comme

coèfficiens. ( VoyeZ les Mémoires de l'Académie des sciences de Paris

1772, II.e partie. Dans ce même volume, on trouve des Recherches de

Vandermonde sur les propriétés de ces résultantes. ) Lorsqu'on a deux

systèmes de n lettres chacun, et nous supposerons chaque système écrit

avec une seule lettre portant divers accens, qui serviront à ranger dans

le même ordre les deux systèmes on peut former avec ces lettres un

nombre n de résultantes à deux lettres, en ne prenant dans le

second terme de chacune, que des lettres portant les mêmes accens que

celles du premier. Si, avec deux autres systèmes de lettres, on forme
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encore des résultantes à deux lettres, et quon les multiplie chacune par
sa correspondante obtenue des deux premiers systèmes, c'est-à-dire,

par celle dont les lettres portent les mêmes accens la somme des

produits de toutes ees résultantes correspondantes sera elle-même une

résultante à deux lettres, dont les termes ou lettres seront des sommes

de produits des élémens des deux systèmes portant les mêmes accens.

Avec deux groupes de trois systèmes de lettres chacun, on peut former

semblablèment deux séries de résultantes à trois lettres; faisant ensuite

la somme des produits de celles qui se correspondent par les accens

de leurs lettres, on aura encore une résultante à trois lettres. Pareille

chose ayant lieu pour des résultantes à quatre lettres 8cc. on peut
conclure ce théorème Le produit d'un nombre quelconque de sommes de

produits de deux résultantes correspondantes de même ordre, est encore

une résultante de cet ordre. Ce théorème est susceptible d'extension, mais

il convient mieux alors de le lire dans la formule qui l'exprime.

On emploie depuis long-temps dans l'analyse, diverses formules qui
sont des cas très-particuliers de ces théorèmes. Dans la Y." section de

ses Disquisitiones arithmethœ M. Gauss en a donné plusieurs ainsi, au

n.° 159 de cette section, il établit que le produit de deux résultantes

à deux lettres est une pareille résultante, ce qu'il fait aussi voir pour
deux résultantes à trois lettres, au n.° 270. Bien antérieurement, dans

un mémoire sur la rotation des corps, et dans un autre sur la pyramide

triangulaire, imprimés tous les deux parmi ceux de l'Académie de Berlin,

1 773 M. Lagrange a prouvé que le carré d'une résultante à trois lettres

est lui-même une résultante; mais, dans cette dernière, six des neuf

lettres ou termes qui la forment sont égales deux à deux. On sait aussi

qu'il en arrive autant pour la somme des carrés d'un nombre quel-

conque des résultantes que donnent deux systèmes de lettres. Ayant eu

dernièrement occasion de parler à M. Cauchy, ingénieur des ponts et chaus-

sées, du théorème général que j'ai énoncé ci-dessus, il me dit être parvenu,
dans des recherches analogues à celles de M. Gauss, à des théorèmes



ANALYSE.

d'analyse qui devaient avoir rapport aux miens. Je m'en suis assuré, en

jetant les yeux sur ses formules mais j'ignore si elles ont la même

généralité que les miennes nous y sommes arrivés, je crois, par des

voies très-différentes.

M. Lagrange a donné, dans ce mémoire sur la pyramide, une suite

de relations très remarquables elles ont lieu entre des quantités
déduites de trois systèmes de trois lettres chacun, et elles conduisent

à des équations identiques fort singulières ce sont des relations de

cette espèce qui commencent nos recherches mais étendues à des

quantités dérivées de trois systèmes d'un nombre quelconque de lettres.

JI ne me semble pas qu'elles soient comprises dans celies du grand

géomètre dont la belle analyse m'a guidé elles en sont une généralisa-
tion qui peut souvent être utile plusieurs des formules qui entrent dans

le problème de la rotation des corps, par exemple, sont de ce genre.
Avec quatre systèmes de lettres on peut encore former d'autres quantités

dérivées, entre lesquelles et les primitives, il existe des relations très-

analogues aux précédentes. Plusieurs des expressions dont nous nous

occupons entrent encore dans les formules que M. Laplace a données

pour le minimum d'erreur moyenne à craindre sur des élémens déterminés

par un grand nombre d'observations formules qui se trouvent être

celles fournies par la méthode des moindres carrés, que MM. Legendre

et Gauss ont fait connaître.

Après l'exposition de ce système de formules analytiques, je me suis

occupé des relations des élémens des rhomboïdes ou parallélipipèdes

lorsqu'on exprime ces relations en fonction des coordonnées des ex-

trémités des arêtes d'un même sommet, l'origine étant en ce point et

les axes rectangulaires ou non elles représentent géométriquement

plusieurs des formules que j'ai d'abord exposées, et qui, pour ce cas,

rentrent à-peu-près dans celles de M. Lagrange. Ces considérations

m'ont conduit à observer une espèce d'identité singulière qui a lieu

entre les éiémens linéaires et les élémens superficiels des rhomboïdes
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par exemple, on connaît la manière dont tous les élémens d'un tel corps
se déterminent au moyen des longueurs de trois de ses arêtes contiguës
à un même sommet et des trois angles formés par ces lignes en

partant des mesures superficielles de trois de ses faces, formant un même

angle solide et des angles que comprennent leurs plans, tous les élé-

mens du rhomboïde se trouvent très-simplement déterminés et par des

expressions qui ont beaucoup de rapport à celles déduites des arêtes

et de leurs angles. La raison de cette analogie se trouve dans des rela-

tions assez particulières, qui existent entre les élémens d'un rhomboïde

et ceux d'un autre rhomboïde, dont les trois arêtes auraient pour me-

sures celles de trois faces du rhomboïde proposé, concourant à un même

sommet, et dont les angles des arêtes seraient les supplémens à deux

droits des angles de ces faces. Toutes ces relations étant exprimées par
les coordonnées des extrémités de trois des arêtes d'un même sommet,

rapportées à ce point comme origine, fournissent divers résultats qui
rentrent dans ceux que M. Lagrauge a donnés pour la pyramide, et

cela tient à ce que quatre points déterminent également une pyramide
ou un parallélipipède construit sur trois arêtes contiguës à un même

sommet de cette pyramide et les élémens de l'un de ces corps se dédui-

sent immédiatement de ceux de l'autre. J'ai rencontré encore quelques
théorèmes sur les surfaces du second degré, qui se lient à deux ancien-

nement connus dans leur énoncé, les choses relatives aux parallélipi-

pèdes se présentent assez naturellement.

Plusieurs de ces théorèmes sur les parallélipipèdes sont compris dans

d'autres qui servent d'expression géométrique aux formules déduites de

trois systèmes d'un nombre quelconque de lettres. Nos recherches sont

terminées par ces théorèmes. Trois d'entre eux ont rapport au centre

d'inertie des corps le premier a été donné par M. La grange, dans les mé-

moires de l'Académie de Berlin 1783. Suivant ce théorème, la somme

des produits deux à deux de toutes les molécules d'un corps, chacun

multiplié par le carré de la distance de ces deux molécules, égale le



ANALYSE.

produit de la masse entière du corps par la somme des produits de

chaque molécule et du carré de sa distance à un point quelconque ce

produit étant diminué de celui du carré de la masse du corps, par le

carré de la distance du centre d'inertie au point donné.

Dans l'énoncé du second théorème, il entre des surfaces au lieu de

lignes La somme des produits trois à trois de toutes les molécules d'un

corps, multiplié chacun par le carré de l'aire du triangle, ayant ces points

pour sommets, égale la masse du corps, multipliée par la somme des

produits deux à deux des molécules, multiplié chacun par le carré de

faire d'un triangle qui aurait son sommet à un point donné, et pour
base la distance des deux molécules employées dans ce produit moins

le carré de la masse entière du corps multiplié par la somme des pro-
duits de chaque molécule, et du carré de l'aire d'un triangle qui a cette

molécule pour sommet, sa base étant la distance du centre d'inertie au

point donné.

Le troisième théorème s'énonce ainsi La somme des produits quatre
à quatre des molécules d'un corps, chacun multiplié par le carré du

volume d'une pyramide ayant ses sommets en ces quatre points, égale
la masse du corps, multipliée par la somme des produits trois à trois des

molécules, multiplié chacun par le carré du volume de la pyramide;
dont les sommets sont en ces trois points et à un point donné; moins

le produit du carré de la masse entière par la somme des produits deux

à deux des molécules, chacun de ces produits étant lui-même multiplié

par le carré du volume de la pyramide, qui a deux de ses sommets aux

deux molécules et les deux autres au point donné et au centre d'inertie.

[i.] Je représenterai par 2d la somme a' 4- a" -+- a" -+ &c. des

quantités a', a", a", &c. par 2,ab la somme des produits ab-h-a'b'

-+- a b -H&c, dans chacun desquels les lettres a et b ont le même

accent; par l^ati la somme a b" -+- b' a -+- a h'" -+- &c. là tous les

produits d'un des a par un des b, portent un accent différent de celui de

a; par Vab'c" la somme db"c" +- b'c'a'" + c'd'b'" + &c, et ainsi de
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ces notations difFerent peu de celles que M. Laplace a employées pour
le même objet, dans les mémoires de l'Académie des sciences de Paris;

1772, II. partie il y nomme résultantes à deux, trois, &c. lettres

les quantités (/, i'), ( x' y", î") &c. Nous nous servirons dans Ja

suite des mêmes dénominations ainsi que des propriétés qu'il a recon-

nues à ces résultantes.
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Ces propriétés ont été exposées par Vandermonde dans un mémoire

qui fait partie du même volume que celui de M. Laplace. M. Monge
m'a communiqué, depuis la lecture de ce mémoire, d'autres théorèmes

très -remarquables sur ces résultantes; mais ils ne sont pas du genre de

ceux que nous nous proposons de donner ici.

résultantes qui se correspondent par les accens dans les deux systèmes.
On voit, en développant, par la multiplication, chacun des termes de

cette somme, qu'elle revient à

A ces deux dernières intégrales on peut appliquer la transformation
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peut
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peut dire que le produit de fonctions, telles que

sera lui-même de la forme S (y, Z )•

Les expressions que MM. Lagrange et Poisson ont représentées par le

symbole fa, b) dans leurs recherches sur la variation des constantes

arbitraires des problèmes de mécanique sont du genre de celles que je
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[o.] Multiplions respectivement les trois équations de la première

ligne par x, y, i, et ajoutons-fes; ensuite par x y", j"; x' y' 2' &c.,

et opérons semblablement sur toutes les lignes nous arriverons ainsi

aux » n/ équations qui suivent
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[16.]

et ainsi du reste.

Il existe de pareilles expressions pour les valeurs des y" et ia en x, y, j.

[15.] Dans les derniers membres de ces équations chaque xn se

trouve une fois avec le signe – (- et une fois avec le signe-: si donc

on forme la somme de leurs carrés, cette somme sera 2 S* En

évaluant la somme des premiers membres, chacun élevé au carré, on

pourrait obtenir la valeur de E*/ mais il sera plus simple d'observer

que les xn étant composés en x/f yt, j;1 comme le sont les x, en x,y, z>

on doit avoir, ainsi qu'au n.° 12,
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et ces dernières sont elles-mêmes composées assez simplement des six

intégrales relatives à des résultantes d'un ordre quelconque de déri-

vation.

[iQ.] Ces résultats sont les seuls qui doivent être employés dans les

considérations géométriques qui suivent; il ne sera peut-être pas déplacé

néanmoins de faire connaître ici des relations qui ont lieu entre des

quantités dérivées d'une manière très-analogue. Ces relations sont par-

faitement semblables aux précédentes, et on sentira par l'exposition que

nous en allons faire, que l'on pourrait aller beaucoup plus loin, en sui-

vant la même marche.

Prenons quatre systèmes de n lettres chacun,
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en représentant par n le nombre n
– celui des équa-

tions précédentes sera />«. Il sera aisé de trouver d'autres relations

correspondantes à celles du n.° 10.
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[20.] On voit facilement que, dans les seconds membres de ces équa-

tions, chacune des résultantes à quatre lettres y est deux fois avec le

signe plus et deux fois avec le signe moins on aura donc, en les

ajoutant toutes,
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CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES.

[23.] Soit A (pi. i,jïg.y) l'un des sommets d'un rhomboïde ou paral-

lélépipède quelconque, et A' le sommet diagonalement opposé; D', C',

B', les sommets auxquels se terminent les arêtes de l'angle trièdre A, et

D, C, B ceux qui leur sont opposés; a, b, c les longueurs des arêtes

AD', A C, A B' de l'angle A. Je représenterai, suivant la notation de

M. Carnot, par bc, ca, ab les angles compris par ces arêtes. Je nomme

encore at, bt, cf les mesures des surfaces des parallélogrammes ou

rhombes AB'DC, AB'CD', AC'BD', formés sur les arêtes b, c; c, a;

a, b comme côtés contigus en sorte que

ai = bc sin. bc, b/ == cçl sin. ca, ct = ab sin. ab.

Nous nous servirons encore des lettres at, b,, c, pour désigner les

plans des faces où se trouvent ces mêmes parallélogrammes et alors

les angles d'inclinaison des faces du parallélipipède seront
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Chacune de ces six équations fournit le théorème suivant le carré de

l'une des faces latérales d'un prisme triangulaire, égale la somme des

carrés.des deux autres, moins le double de leur produit par le cosinus

de l'angle qu'elles comprennent.

[27.] Concevons par le centre du rhomboïde un plan conduit pa-
rallèlement au plan des points B'CD' ou des points. BCD, il résulte

de cette situation que les six arêtes

seront' rencontrées par ce plan, chacune en son milieu; et que les six

autres arêtes

le seront, chacune en un point sur son- prolongement, et distant de

l'extrémité de l'arête d'une quantité égale à la moitié de sa longueur.

Ce plan coupe les six faces du rhomboïde selon les droites parallèles
deux à deux. De ces trois couples, deux quelconques comprennent un

parallélogramme, et les trois parallélogrammes que l'on pourra ainsi

former seront équivalens en surface. Considérons celui dont les côtés

sont dans les plans des faces a/t bt et de leurs parallèles; on verra aisément

qu'on le peut regarder comme la troisième face latérale d'un prisme

triangulaire, dont les'deux autres sont équivalentes et parallèles aux

rhombes désignés par a, et d si donc on représente faire du rhombe

en question par g/f on aura
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C'est l'expression même de g*. On pouvait encore arriver à cette

valeur, en partant d'un théorème donné par M. Carnot art. 262 de

sa Géométrie de position. Il eût suffi pour cela, de remarquer que le

rhombe g, est double de la surface du triangle B'CD', que l'on peut
considérer comme la quatrième face d'une pyramide triangulaire dont

les trois autres seraient ~at, \bt, t <v Nous nommerons le rhombe

gt, rhombe diagonal correspondant aux sommets A, A'. Cette dénomi-

nation nous a semblé convenable, à raison de l'analogie de l'expression
de ce rhombe avec celle de la diagonale répondant à ces sommets. La

suite la justifiera peut-être mieux encore.

kt, it, kt étant les rhombes diagonaux correspondans aux sommets

BB', CC', DD'; on aura pareillement
^"V j*> v*"vv

[28.] L'analogie qui règne entre les relations des arêtes avec les

diagonales, et celles des faces du parallélipipède avec ses rhombes

diagonaux, va nous conduire à plusieurs théorèmes concernant ces

derniers, qui correspondent à ceux que l'on connaît sur les diagonales
et les arêtes.

On tire des équations du n.° 24 >
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Ainsi, de même que la somme des carrés des quatre côtés d'une des

faces du rhomboïde, égale la somme des carrés de ses deux diagonales
et que la somme des carrés des trois couples de diagonales de trois

faces adjacentes à un même sommet, égale le quadruple de la somme

des carrés des trois arêtes contiguës à ce sommet, ou encore la somme

des carrés de toutes les arêtes du parallélipipède
De même aussi la somme des carrés de deux rhombes diagonaux

dièdres, dont les plans passent par les diagonales d'une même face,

égale celle des carrés des quatre faces qui forment ces angles dièdres;
et la somme des carrés des trois couples de tels rhombes diagonaux
dièdres, égale le quadruple de la somme des trois faces répondant â

un même sommet.

On déduit des équations du n.° .25,

On sait que la première de ces quatre équations exprime un théct-
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rème donné par M. Legendre La somme des carrés des quatre diago-
nales d'un rhomboïde, égale la somme des carrés de ses douze arêtes,

ou le quadruple de la somme des carrés des trois arêtes d'un même

sommet.

La troisième donne ce théorème correspondant La somme des carrés

des quatre rhombes diagonaux du parallélipipède, égale le quadruple
de la somme des carrés des trois faces qui forment un angle solide.

De là il suit que la somme des carrés des trois couples de diagonales
de ces trois faces égale celle des carrés des quatre diagonales du

rhomboïde; et aussi que ta somme des carrés des trois couples de

rhombes diagonaux dièdres égale la somme des carrés des quatre
rhombes diagonaux.

La diagonale de deux sommets opposés d'un parallélipipède est la

ligne qui reçoit la plus grande somme de projections des trois arêtes

de l'un des sommets de cette diagonale, et, de plus, elle est égale à

cette plus grande somme de projections.

Le plan du rhombe diagonal est aussi celui qui reçoit la plus grande

projection des trois faces du parallélipipède qui répondent à l'un des

sommets que nous avons nommés correspondans du rhombe diagonal,

et l'aire de ce rhombe égale cette plus grande somme.

[29.] Considérons présentement le volume du parallélipipède. La

perpendiculaire abaissée de l'extrémité de l'arête a sur la face a,, égale

a sin. aat; en la multipliant par la face àt, on aura le volume du

rhomboïde qui sera donc
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[30.]
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[30.] Imaginons que l'on construise un nouveau rhomboïde dont

les angles des arêtes soient les supplémens à deux droits des incli-

naisons des faces du parallélipipède primitif, et qui ait pour mesures de

ses arêtes les quantités a,, bt, c/t mesures des. faces de l'ancien. Les

directions des arêtes du nouveau rhomboïde que nous allons consi-

dérer seront si l'on veut, trois perpendiculaires conduites d'un point
de l'espace sur les trois faces a,, bt, c, de l'ancien, et l'on sait par les

propriétés des triangles sphériques polaires- ou supplémentaires, que
les angles d'inclinaison des plans de ces perpendiculaires, qui sont ceux

compris par les faces du nouveau parallélipipède, seront les supplémens

à deux droits des angles bc, ca, ab des arêtes de l'ancien. On pourra
nommer ce nouveau rhomboïde le supplémentaire des faces du pa-

rallélipipède proposé, pour ràppeler son origine.

Nous désignerons par A,, A', Bt, Bf, C,, C', Djt D' les sommets

de ce rhomboïde supplémentaire.

En conservant b/ ct cia/ at bf pour indiquer les inclinaisons des

faces du premier parallélipipède les diagonales des faces du supplé-
mentaire auront pour leurs carrés

c'est-à-dire que les diagonales seront respectivement

ou bien les rhombes diagonaux du parallélipipède proposé. Ces rhombes

sont tels que celui dont le plan passait par le sommet A, répond à la

diagonale du rhomboïde supplémentaire qui ne passe pas par A{.

Les diagonales de notre rhomboïde supplémentaire auront pour leurs
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Les mesures de ces diagonales sont donc les mêmes que celles des

rhombes gt, ht, it, ké, que nous avons nommés diagonaux du rhom-

boïde proposé. La diagonale AtA' est celle qui répond au rhombe dont

le plan était rencontré par la diagonale AA', et conduit parallèlement
aux plans des sommets B'CD BCD.

[31.] Les faces de ce rhomboïde supplémentaire ont pour expression
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On voit que ce parallélépipède est parfaitement semblable au rhom-

boïde primitif. Le rhomboïde supplémentaire du troisième ordre sera

pareillement semblable à celui du premier.
Le numéro de l'ordre de dérivation d'un rhomboïde étant zn, ce

corps sera semblable au primitif; en sorte que tous les rhomboïdes

supplémentaires d'ordre pair seront semblables entre eux. Les lignes
de ce rhomboïde de l'ordre zn, seront égales à celles du primitif,

2 il

2 – I

multipliées par p j ses faces, rhombes ou figures superficielles

quelconques, seront égales à leurs homologues dans le primitif, mul-
ann

2. I 1 «

tipliées par p2 j et son volume sera p2.
Si le numéro d'ordre de dérivation d'un parallélipipède supplémen-

taire est impair et marqué par 2 «H- i il sera semblable au premier
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et a tous ceux d'ordres impairs ses arêtes seront égales aux faces corj
an

[

respondantes du rhomboïde proposé, multipliées par p2 2 – ] J_ et il

en sera ainsi des diagonales des faces et des diagonales des sommets

opposés, à l'égard des rhombes diagonaux dièdres et des quatre rhombes

diagonaux; ses faces, rhombes, &c. seront égaux aux lignes qui leur

a; »+~>
2 I

correspondent dans le paralléiipipède proposé, multipliées par/» j
21+1

et son volume sera p2-.

Le rhomboïde proposé pourrait être lui même regardé comme le

dérivé d'un ordre quelconque d'un rhomboïde antérieur, et qui ferait

partie de la série précédente prolongée en sens opposé.

[34-] Ce que nous venons d'exposer rend facile la solution du pro-

blème où l'on demanderait tous les éiémens d'un rhomboïde dont on

ferait connaître les mesures de trois faces adjacentes à un sommet, et

les angles compris par leurs plans.

at, bt, *t, étant ces mesures dés faces, et btc ctalt alb/ les angles
•~v •^ X"*N

de leurs plans les angles bc, ca, ab, des arêtes seraient calculés0

par les formules connues de la trigonométrie sphérique; pour bc, par

exemple, on aurait
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On voit assez, par les formules rapportées ci-dessus comment les autres

démens se détermineront; le volume sera ~\ZfpJ-

[35-] Nous allons établir ici quelques propriétés des surfaces du

second ordre, dans l'énoncé desquelles plusieurs des résultats précédens
se présentent assez naturellement, et qui d'ailleurs peuvent être utiles.

Représentons l'équation d'une telle surface rapportée à des coordon-

nées, comprenant des angles yi, %x xy, par

Si le centre de cette surface se trouve à une distance finie de l'origine
on pourra prendre ce point pour origine d'un nouveau système de coor-

données parallèles aux anciennes, et si l'on nomme L la quantité

l'équation de (a surface, en employant encore x, y, pour représenter
les nouvelles coordonnées, sera

Cette surface a trois axes principaux, et chacun d'eux jouit de la pro-

priété d'être perpendiculaire au plan des deux autres, qui est diamétral

du système de cordes de la surface parallèles à l'axe en question. D'après
cette propriété, ou d'après celie dont jouissent encore ces axes d'être

des maximum ou minimum entre tous les diamètres qui aboutissent du

centre à la surface, on trouvera facilement que les carrés des longueurs
de ces demi-axes sont les racines de l'équation
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exprimées

Par un changement dans la direction des axes, il est toujours pos-

sible, et d'une infinité de manières, de ramener l'équation de la surface

à la forme

les quantités az, b z, c1 étant positives pour l'ellipsoïde la dernière

devenant c'z' pour l'hyperboloïde à une nappe, et b'1, c'z se chan-

geant en –r-b'1, – c'z pour l'hyperboloïde à deux nappes alors

l'équation précédente (q) devient pour l'ellipsoïde

a', b', c' étant trois axes conjugués cette équation fait voir que les

quantité/s

sont trois constantes pour un même ellipsoïde, et ces trois constantes
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exprimées
en fonction des coèffîciens de l'équation, rapportée aux axes

des coordonnées primitives, et deâ angles de ces coordonnées, sont res-

pectivément égales aux trois coèfficiens de l'équation (q), quand on

a divisé tous ses termes par le coèfficient du premier, et qu'on les a

multipliés par les nombres 16, 64.

Si, par les points situés sur les axes des x, y, à à des distances de

l'origine, égales à

c'est-à-dire, par les six points où la surface rencontre ces axes, on fait

passer six plans parallèles deux à deux à ceux des coordonnées, on

formera un parallélipipède, dont quatre des arêtes seront égales à a', et

auront la direction de l'axe des x quatre autres seront égales à b' et

parallèles aux y; et les quatre dernières, seront égales à c et parallèles
à l'axe des £. Les trois équations ci-dessus pourront, d'après cela, être

ainsi écrites

Alors il n'y entre plus que des élémens relatifs au parallélipipède que
nous venons de décrire, auquel on donne communément le nom de

conjugué circonscrit à l'ellipsoïde.

La première de ces équations indique que la somme des carrés des

arêtes de ces rhomboïdes est la même pour tous ceux circonscrits à un

même ellipsoïde

La deuxième, que la somme des carrés de leurs faces est pareille-
ment constante

La troisième, que le volume de ces corps est constant.
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On obtient d'une manière semblable des relations entre les a, b' c

qui se rapportent aux deux autres surfaces nous nous proposons 1

avant de les exposer, dp faire connaître une nouvelle forme dont les

équations de ces surfaces sont susceptibles, et -gui nous donnera d'autres

propriétés du même genre. On peut toujours .ramener, d'une infinité

de manières, l'équation de l'hyperboloi'de à-ujie ou, à deux nappes à

la forme

<t, /3, y étant regardés comme positifs, et le signe -+- ayant lieu pour
la première espèce d'hyperboloïde le signe *~>- pour ia deyxième. On

s'assure tien simplement de cela, en observant que .ces surfaces ont

chacune -«h cône asymptote doat ,1e sommet «st skué à leur centre. Si,

sur le cône, on prend trois quelconques de «es génératrices, et qu'on
les emploie comme axes coordonnés pour y rapporter les surfaces, leurs

équations ne pourront admettre que la forme

puisque ces surfaces d'hyperboloïdes étant coupées par les plans des

nouvelles coordonnées, doivent fournir des hyperboles dont les nou-

veaux axes sont les asymptotes et que tout plan parallèle à l'un de ces

plans rdctermine encore dans les surfaces des hyperboles dont les asymp-
totes sont parallèles à celles des premières.

Ayant construit sur les axes conjugués, auxquels J' équation

de l'hyperboloi'de à une nappe est rapportée, un parallélipipède, comme

nous l'avons indiqué pour l'ellipsoïde et que l'on appelle encore rhom-

boïde conjugué circonscrit et représentant par a' h'it c' ses faces et

par/ son volume, l'équation >(q) relative à cette surface c'est-à-dire,
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cette qui a pour ses racines les carrés des trois axes principaux, pourra

s'écrire ainsi,

Construisons avec les lignes et, /S, y un paralléfîpipede anafogtre, et

désignons par cl, /?,, y/ ses faces, et par -sr son volume; féquatiorr (q)

relative à l'équation

de la même surface d'hyperboloï'de devient

la comparaison de ces équations donne

Je crois inutile de m'arrêter à décrire la situation de ces rhomboïdes

à l'égard de la surface, et à énoncer les théorème* renfermés dans ces

équations, comme aussi dans celles que fournirait la surface de l'hyper-
boloïde à deux nappes,

,,1,.

La manière dont nous sommes parvenus à ces résultats, nous permet
de conclure les relations qui doivent exister entre les élémens de divers

rhomboïdes pour qu'ils soient circonscriptibles à une même surface du

deuxième ordre comme le sont ceux que nous venons d'examiner.

Par exemple si par le centre d'un parallélépipède on fait passer trois

droites paraijèjes à ses arêtes, et terminées à ses faces que sur ces
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parties de droites comme axes conjugués, on construise un ellipsoïde

qui touchera les six faces du rhomboïde aux points où les trois

axes les rencontrent que pour un autre parallélipipède on en fasse

autant, les deux -ellipsoïdes ne pourront être égaux et superposables

qu'autant que les sommes des carrés de leurs arêtes, ou, en d'autres

termes, que celles des carrés de leurs diagonales seront égales que les

sommes des carrés de leurs faces, ou encore celles des carrés de leurs

rhombes diagonaux seront les mêmes qu'enfin leurs volumes seront

égaux. Lorsque ces trois conditions seront remplies, les équations (q),'
dont les racines sont les carrés des axes principaux rectangulaires des

ellipsoïdes inscrits aux deux payallclipipèdes setqnt identiques, et par
suite les ellipsoïdes seront superposablçs. On pourrait semblablement

énoncer les conditions relatives aux deux autres surfaces mais en voilà

beaucoup sur ce sujet.

[36.] Nous allons présentement exprimer plusieurs élémens des

rhomboïdes en fonction des coordonnées de leurs sommets et pour

plus de généralité, nous supposerons ces coordonnées parallèles à des
/'0.,

axes qui forment les angles y%, Zx, xy. Soient toujours

'A, 'A, B, B1, C, C, D, D'

les sommets d'un parallélipipède dont le sommet A se trouve à l'origine

des coordonnées. x', y, 1 les coordonnées de l'extrémité D' du côté a;

x",y", z celles de C, extrémité de h; et f celles de B', extré-

mité de t. Les coordonnées du sommet
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Le rhomèe diagonal dièdre d ou BCB'C' équivaut à un autre

rhombe dont deux sommets seraient en AD', et les deux autres aux

points où un plan parallèle à celui de d rencontre les droites DC

AB Or, il est facile de voir que ce dernier rhombe se déduit du pré-
cédent par le changement des signes de x" y" z" c'est-à-dire, par le

changement des signes de x", y" g Il en résulte donc
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On peut conclure de ce résultat, qu'un nouveau parailélipipède déter-

miné, comme l'a été celui que nous venons de considérer, de manière-

que l'extrémité de sa première arête ait pour coordonnées x', x", x"'

dans le sens de l'axe des x, des y, des j; la deuxième, y y", y" fa

troisième, j', j i" ce nouveau parallélipipède, dis-je, aurait le mcme

volume que l'ancien,
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on

L'observation que nous venons de faire de fa possibilité de permuter
dans une résultante à trois lettres (x y", z" )>

et réciproquement, permet de présenter le produit de deux résultantes

sous quatre formes différentes le produit de trois résultantes sous huit

formes, &c. Pareille chose a lieu pour les produits des résultantes à un

nombre quelconque de lettres.

[41-] Concevons à l'origine trois nouvelles droites respectivement

perpendiculaires aux plans des xj yt, it, ou des anciennes coordonnées;

nous allons employer ces lignes comme un nouveau système d'axes.

Les angles qu'elles comprennent sont les supplémens à deux droits de

ceux que nous avons désignés par ytz,, Z,x,> XJ,> formés par les an-

ciens plans coordonnés; et réciproquement, les angles compris par les

plans de ces nouvelles droites, sont les supplémens à deux droits de

ceux que comprennent les anciens axes, ou des angles désignés par
– s '•
yZ> Zx. xy ces anciens axes sont eux-mêmes respectivement perpen-
diculaires aux plans des nouveaux.

Soient pris trois points déterminés de position à l'égard des nouveaux

axes par les coordonnées x't, y't, i' pour le premier, et x", y", z"

x'y' i'" pour les deux autres (n.° 37) et construisons un rhomboïde e

sur les droites qui joignent ces trois points à l'origine comme arêtes con-

tiguës. Les carrés* de ces arêtes seront
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on conserve dans ces valeurs les symboles y,Z,> Z,x,> x,y,> pour les

angles d'inclinaison des anciens plans coordonnés. Ces valeurs sont celles

que nous avons trouvées au n.° 37 pour e*, b, a* ainsi les arêtes

de ce rhomboïde seront équivalentes aux faces de l'ancien.

L'angfe compris par les arêtes bit ct du nouveau rhomboïde aura

pour son cosinus,

quantité de signe contraire à celle que nous avons eue au n.° 37 pour
l'inclinaison des faces b f de l'ancien paratieiipipede. On voit ainsi

que le nouveau rhomboïde est celui que nous avons appelé supplémen-
taire de {'ancien.

Les six diagonales des faces de ce rhomboïde, et ses quatre diago-
nales des sommets opposés auront donc pour expression les valeurs

données aux n.os 38 et 3p pour les quantités

ce qui résulte d'ailleurs de la recherche directe de ces -valeurs en par-
tant des coordonnées des sommets de ce parailélipipède, et cela peut-
être regardé comme la raison sle l'analogie remarquable des valeurs des

arêtes en fonction des x, y, z> et des faces en fonction des x/t yt, j(.

Les plans des nouveaux axes forment des angles qui sont les sup-

plémens à deux droits de ceux compris par les anciens axes leurs

sinus et cosinus seront donc
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ce qui ne fait que présenter de nouveau les propriétés des faces du

rhomboïde supplémentaire, lorsqu'on les compare aux arêtes du rhom-

boïde primitif. On voit comment on arriverait aux relations semblables

qui existent entre les rhombes diagonaux du supplémentaire et les dia-

gonales du parallélipipède proposé.

Enfin le carré du volume du rhomboïde supplémentaire aura encore
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et en vertu des propriétés des résultantes à trois lettres, ou de celles
des rhomboïdes supplémentaires, elle peut être transformée en

Oit retrouverait ainsi facilement toutes les propriétés des rhomboïdes

supplémentaires dérivés d'ordres successifs mais elles sont comprises
dans des considérations plus générales qui vont suivre, ce qui dispense
de les écrire ici.

[42-] Trois points B', C, D', joints à une origine A par trois droites,

ont donné un seul rhomboïde, dont nous avons considéré les élémens,

leurs relations et leurs expressions. Actuellement, prenons un nombre

quelconque n de points m m m' &c. déterminés de position par des

coordonnées x ,y j'; x y x' y" £" &c. rapportées à des axes
^*s s~^ s~

comprenant les angles yZ, %x xy; en chacun de ces différens points,
on pourra, si l'on veut, imaginer des masses représentées par les mêmes

lettres ni', m m &c. Ayant joint à un point quelconque pris pour

origine des coordonnées, ces masses par des droites, concevons que l'on

construise tous les parallélipipèdes formés sur ces droites employées
trois à trois comme arêtes contiguës ils seront en nombre

leurs faces en nombre n. et leurs arêtes en nombre n, en
2

ne comptant toutefois que les faces et arêtes distinctes et passant par

l'origine ces faces ou arctes étant communes à plusieurs rhomboïdes.

Chacun des carrés de ces » arêtes, étant multiplié par la masse où

elle aboutit, je représente par <J> la somme de tous ces produits on

aura
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[43-] Nommons la somme des produits deux à deux de toutes les

molécules m', m", &c. chacun multiplié par le carré de i'aire du paral-

lélogramme construit sur les deux lignes qui joignent ces molécules à

l'origine; on aura

formule dans laquelle les quantités x/t y/t it, sont comme au n.° 37;
les projections sur les plans des coordonnées des faces des rhom-

boïdes dont nous venons de parler; c'est-à-dire, les quantités dé-

signées au n.° 8 par les mêmes lettres x yt, zr mais respectivement
r- r- 1-11

multipliées par sin. yz> sin. zx sin. *?• Remplaçant encore les six

intégrales précédentes par les lettres A)t B/t Ct, Dt, Et, Ft, il vient
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et le premier facteur de cette valeur %mm'm" (x %')* peut être

transformé par la dernière for mute de l'article 1 2 et exprimé en

fonction de A, B, C, &c. il faut, pour cela, remplacer dans cette for-

mule, comme ci -dessus,
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expressions assez remarquables par le rapport de leurs formes à celles

des formules de l'article 1 2 elles en résultent même très-simplement.
Par exemple, ou déduit immédiatement de l'une de ceUes-ci,
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et

et aussi de celle qui résulterait de cette dernière, en y changeant A, F

respectivement en C, D et réciproquement ce changement revient à

celui de cos. xy en cos. yi. On aurait encore une autre expression de
1-~

la même quantité. par le changement réciproque de cos. xy en cos. Zx.

[45-] Concevons maintenant un système dérivé du précédent comme

il suit: Les axes des coordonnées comprenant entre eux des angles sûp-

plémens à deux droits de ceux formés par les plans des anciennes

coordonnées ou'de yZ,, >Z,x,- XJ,> ^e premier point de ce système
aura pour coordonnées ce que nous avons désigné par x, y[ i', au

n.° 43 c'est-à-dire,
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Si l'on considérait un nouveau système qui fût, à l'égard du pré-

cédent, ce qu'est celui-ci au système primitif, on aurait encore pour ses

quantités

et ainsi de suite pour les systèmes d'ordres ultérieurs. On voit comment

la loi de ces quantités est donnée par celle des élémens des rhomboïdes

dérivés du n.° 3),

[4&-] Tout ce que nous venons de dire a lieu'par rapport à l'origine
'des coordonnées choisie d'abord. Pour calculer les quantités <p a>

relatives à une origine dont a,, /3, y seraient les coordonnées, il faudra

remplacer les A, B, C, D, E, F dont elles sont composées, respecti-
vement par

u, étant les coordonnées du centre d'inertie du corps, et M la

somme m -+- m" -+- tri" -+- &c. de toutes les masses du système.

Ainsi la somme des carrés des distances des molécules au point

«., /3, y, chacun de ces carrés étant multiplié par la molécule corres-

pondante, sera
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x'y", z" > &c-que l>on multiplie les résultats par m, m", m", &c.,

et qu'on ajoute ces produits on aura après avoir divisé par 2 parce

que chaque produit se trouve deux fois répété dans cette somme

Cette quantité, que je nomme $, sera la somme des produits deux à

deux de toutes les molécules chacun de ces produits multiplié par le

carré de la distance mutuelle des deux molécules.

On voit que cp étant toujours, comme ci-dessus, la quantité qui se

rapporte à l'origine des coordonnées,

c'est-à-dire, que la somme des produits deux à deux des masses m

m", &c., chacun multiplié par le carré de leur distance mutuelle égale
la masse entière du système, multipliée par la somme des produits de

chaque molécule par le carré de sa distance à un point donné diminué

du carré de la distance de ce point au centre d'inertie du système

multiplié par le carré de la masse entière. Ce théorème a été donné par
M. Lagraiige (Mém. de Berlin, 17S3.)

[47il Pour rapporter à la nouvelle origine et, /S, y la quantité
il faudra y faire la même substitution que dans C}> la quantité A, se

changera ainsi en
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Si l'on emploie successivement pour origine les points m m", m" &c.

c'est-à-dire, si dans l'expression de •*]/ à laquelle on arrive ainsi, on

remplace d fi, y par x' y, z par *• { par x" y", z" &c.

qu'on multiplie les résultats par m', m", ni" &c. et qu'on les ajoute

apres avoir divisé par trois, parce que chaque terme de cette somme y
entre trois fois, on aura une quantité que j'appelle "f1 et dont l'ex-

pression est

Cette quantité "$" est la somme des produits trois à trois de toutes les

molécules, chacun multiplié par le carré de l'aire du rhombe que l'on

peut construire sur deux des distances de ces molécules employées
comme côtés contigus rhombe qui est double du triangle déterminé

par ces molécules et l'on voit par l'équation qui précède, que cette

somme égale la différence des deux quantités suivantes i.° La masse

entière du système, multipliée par la somme des produits deux à deux

des molécules et du carré de l'aire du rhombe construit sur les deux

lignes qui joignent ces molécules à un point donné; 2.0 le carré de la

masse par la somme des produits de chaque molécule et du carré de

l'aire du parallélogramme construit sur les droites qui joignent la mo-

lécule au centre d'inertie et au point donné.

On aura un énoncé plus facile, en divisant par quatre les deux

membres de cette équation la somme des produits trois à trois des

molécules, multiplié chacun par le carré de l'aire du triangle que ces
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molécules déterminent, égale le produit de la masse entière du système

multiplié par la somme des produits des molécules deux à deux et du

carré de l'aire d'un triangle déterminé par ces deux molécules et un

point quelconque; ce premier produit étant diminué de celui du carré

de la masse par la somme des molécules multipliée chacune par le

carré de l'aire du triangle formé par cette molécule, le centre d'inertie

du système et le point quelconque.

[48.] Au moyen de la première expression de en du n.° 44» en A,

B, C, ckc. on obtiendra de la même manière la valeur de la somme

O de tous les produits quatre à quatre des molécules, chacun multi-

plié par le carré du volume du rhomboïde construit sur trois des lignes

qui joignent ces molécules, employées comme arêtes contiguës; et l'on

aura

Après avoir divisé Cl par trente-six, ces équations expriment le théo-

rème suivant: La somme des produits quatre à quatre des molécules,

chacun multiplié par le carré du volume du tétraèdre qui a ces points

pour sommets, égale la somme des molécules, multipliée par la somme

des produits trois à trois des molécules chacun de ces produits étant
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lui.- même multiplié par le carré du tétraèdre déterminé par les trois

molécules et un point quelconque moins le carré de la masse totale,

multiplié par la somme des produits deux à deux des molécules et du

carré du volume du tétraèdre déterminé par les deux molécules, le

centre d'inertie du système et le point pris arbitrairement.

Sur la dernière forme que nous venons de donner à fl on voit

bien facilement la signification de la partie multipliée par – M1, en

observant de mettre à la place des lettres At, Bt, &c. les intégrales

^mm x "Eimm'y* &c. cette quantité devient alors

qui est bien, selon le n.° 4o> l'expression du carré du rhomboïde cons-

truit sur les trois droites qui joignent l'origine au point x', y', Z', au

point x", y", Z", au point £, u, C, ces droites étant employées comme

arêtes contiguës à un même sommet et ce rhomboïde a un volume

sextuple de celui de la pyramide déterminée par ces quatre mêmes

points.

Le même moyen sert à trouver la signification de la partie de "4"

qui est multipliée par M1.

[4<?-JDans les expressions de $, "t" et fi, les trois quantités multipliées
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par M1 dépendent également et de l'origine des coordonnées prise

arbitrairement, et du centre d'inertie du système; il suit de là que l'on

peut considérer l'un ou l'autre de ces deux points comme étant à l'ori-

gine des coordonnées, à laquelle se rapporte l'évaluation des quantités
A, B, C, &c. C'est, en effet, ce que le calcul confirme il suffit,

pour s'en assurer, de transporter l'ancienne origine au centre, ce qui

exigera que l'on substitue

à la place de A, B, C, &c. dans ces parties de $, "i", Cl, multipliées

par A4* on trouve que cette substitution n'apporte aucun chan-

gement à l'expression de ces quantités mais alors les nouveaux A

B, Sec. introduits se rapporteront à des axes parallèles aux anciens

passant par le centre d'inertie, et les coordonnées de l'ancienne ori-

gine, relatives à ces axes, sont – £, -u, – Ç.

Les quantités c}>, «, $, "¥, O, étant indépendantes defa direc-

tion des axes coordonnés, si, pour simplifier, on emploie un système
d'axes conjugués répondant au centre d'inertie, et pour lesquels on sait
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Ces valeurs se simplifient encore, si l'on choisit parmi les axes

conjugués qui répondent au centre, ceux qui sont rectangulaires; c'est-

à-dire, les axes principaux du corps répondant à ce centre. On a, dans

ce cas,

Les quantités A, B, C étant positives, la première équation montre

que tous les points de l'espace pour lesquels les quantités <p ont la

même valeur, sont répartis sur la surface d'une sphère dont le centre

est au centre d'inertie du système

Tous ceux pour lesquels la quantité conserve la même valeur,'

sont sur un ellipsoïde; et les divers ellipsoïdes répondant à diverses

valeurs de «]/, sont semblables et ont pour direction d'axes celles des

axes principaux du corps qui se croisent au centre d'inertie. Pareille

chose a lieu pour les ellipsoïdes sur lesquels se trouvent les points où

répondent des valeurs constantes de w.

[50.] Il résulte encore de là que les quantités (f, |, 0 varient

proportionnellement au carré de la distance de leur origine au centre

d'inertie, lorsque cette origine se meut sur une ligne droite passant par
le centre et par conséquent, le centre d'inertie est le point pour lequel
ces quantités ont les plus petites valeurs dont elles sont susceptibles,
en ce point,

et en fonction de A, B C, moniciis d'inertie, pris relativement aux

plans des axes principaux du centre,
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C'est aussi leur valeur en fonction des momens d'inertie pris par rapport
aux plans principaux du corps qui répondent à une origine quelconque,

cette origine «îtant celle à laquelle se rapporteraient les <p, u. On

voit, d'après cela, que l'équation dont. les racines seraient ces trois

quantités A, B, C, momens d'inertie pris relativement aux plans des

axes principaux du centre d'inertie d'un corps, est

et Ion sait que tout ce qui a rapport à la détermination des axes prin-

cipaux pour un point quelconque, dépend des racines de cette équation.
C'est à raison de cerà, et aussi des singulières propriétés dont jouissent

les quantités cp, -\s, on, $, "i", H, que nous les avons considérées avec

autant d'étendue.

D'après le rapport fait à l'Institut par MM. Legendre Canot et Poisson ce

Mémoire doit être imprimé dans le Recueil des Savans étrangers.

FIN.

ANNONCE.
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Tome I. 12 Planches. Avril 1S04. iMars iSo8 2.' édition, 1 8 1 j.
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