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MEMOIRE

SUR un Systéme de Formules analytiques, et leur application &

des considérations géométrigues ;

Lu A U'INSTITUT LE 30 NOVEMBRE 1812,

Par M. J. BINET.

J E me propose dans ce mémoire, d'exposer une série de relations
analytiques qui existent entre des quantités dérivées les unes des autres,
selon une certaine loi particuli¢re : ces relations sont fondées sur un
théoréme que je vais énoncer. Je rappellerai pour cela, que M. Laplace
a nommé résultantes a deux lettres, a trois lettres, a quatre lettres, &c. des
quantltes formées avec quatre lettres, neuf lettres, seize lettres, &c. et
qui seraient les dénominateurs des valeurs des inconnues déterminées
par des équations linéaires, dans lesquelles ces lettres entreraient comme
coefficiens. ( Voyez les Mémoires de T'Académie des sciences de Paris,
’i772 , [1.# partie. Dans ce méme volume, on trouve des Recherches de
Vandermonde sur les propriétés de ces résultantes.) Lorsqu'on a deux
systtmes de # lettres chacun, et nous supposerons chaque systéme écrit
avec une seule lettre portant divers accens, qui serviront a ranger dans
le méme ordre les deux systémes; on peut former avec ces lettres un

n — I

nombre # de résultantes a deux lettres, en ne prenant dans le

second terme de chacune, que des lettres portant les mémes accens que
celles du premier, Si, avec deux autres systtmes de Jettres, on forme
_encore
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encore des résultantes 4 deux lettres, et qu'on les multiplie chacune par
sa correspondante obtenue des deux prémiers systémes, cest-a-dire,
par celle dont les lettres portent les mémes accens; la somme des
produits de toutes ees résultantes correspondantes sera elle-méme une
résultante & deux lettres, dont les termes ou lettres seront des sommes
de produits des élémens des deux systémes portant les mémes accens.
Avec deux groupes de trois systémes de lettres chacun, on peut former
semblablément deux séries de résultantes & trois lettres; faisant ensuite
la somme des produits de celles qui se correspondent par les accens
de leurs lettres, on aura encore une résultante a trois lettres. Pareille
chose ayant lieu pour des résultantes & quatre lettres, &c., on peut
conclure ce théoreme : Le produit d’'un nombre quelconque de sommes de
produits de deux résultantes correspondantes de méme ordre, est encore
une résultante de cet ordre, Ce théoréme est susceptible d’extension, mais
il convient mieux dlors de le lire dans la formule qui l'exprime.

*

On emploie depuis long-temps dans l'analyse, diverses formules qui
sont des cas tres-particuliers de ces théorémes. Dans la V. section de
ses Disquisitiones arithmetice, M. Gauss en a donné plusieurs ; ainsi, au

o

n.° 159 de cette section, il établit que le produit de deux résultantes
a deux lettres est une pareille résultante, ce qu'il fait aussi voir pour
deux résultantes a trois lettres, au n.° 270. Bien antérieurement, dans
un mémoire sur la rotation des corps, et dans un autre sur la pyramide
triangulaire, imprimés tous les deux parmi ceux de 'Académie de Berlin,
1773, M. Lagrange a prouvé que le carré d’une résultante a trois lettres
est Jui-méme une résultante ; mais, dans cette derniére, six des neuf
lettres ou termes qui la forment sont égales deux a deux, On sait aussi
quil en arrive autant pour la somme des carrés d'un nombre quel-
conque des résultantes que donnent deux systémes de lettres. Ayant eu
derniérement occasion de parler 8 M. Cauchy, ingénieur des ponts et chaus-
" sées, du théoréme général que jai énoncé ci-dessus, il meditétre parvenu,
dans des recherches analogues a celles de M. Gauss, & des théorémes

AXVL9E Cabhier. N
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d’analyse qui devaient avoir rapport aux miens. Je m'en suis assuré, en
jetant les yeux sur ses formules; mais jlignore si elles ont la méme
généralité que les miennes : nous y sommes arrivés, je crois, par des
voies trés-différentes.

M. Lagrange a donné, dans ce mémoire sur fa pyramide, une suite
de relations trés - remarquables ; elles ont lieu entre des quantités
déduites de trois systemes de trois lettres chacun, et elles conduisent
a des équations identiques fort singuli¢res : ce sont des relations de
cette espece qui commencent nos recherches, mais étendues a des
quantités dérivées de trois systemes d'un nombre quelconque de lettres.
Il ne me semble pas qu'elles soient comprises dans celles du grand
géometre dont la belle analyse m'a guidé ; elles en sont une généralisa-
tion qui peut souvent étre utile : plusieurs des formules qui entrent dans
le probleme de la rotation des corps, par exemple, sont de ce genre,
Avec ciuatre systemes de lettres, on peut encore former d’autres quantités
dérivées, entre lesquelles et les primitives, il existe des relations treés-
analogues aux précédentes. Plusicurs des expressions dont nous nous
occupons entrent encore dans les formules que M. Laplace a données
pour le minimum d’erreur moyenne & craindre sur des élémens déterminés
par un greind nombre d’observations, formules qui se trouvent étre
celles fournies par la méthode des moindres carrés, que MM. Legendre
et Gauss ont fait connaitre.

Aprés Pexposition de ce systtme de formules analytiques, je me suis
occupé des relations des élémens des rhombo'ic_les ou parallélipipédes ;
lorsqu'on exprime ces. relations en fonction des coordonnées des ex-
trémités des arétes dun méme sommet, 'origine étant en ce point et
les axes rectangulaires ou non, elles représentent géométriquement -
plusieurs des formules que jai d’abord exposées, et qui, pour ce cas,
rentrent &-peu-prés dans celles de M. Lagrange. Ces considérations
mont conduit & observer une espéce: d’identité singuliere qui a lieu
entre les ¢lémens linéaires et les ¢lémens superficiels des rhomboides :
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par exemple, on connait la maniére dont tous les élémens d'un tel corps
se déterminent au moyen des longueurs de trois de ses arétes contigués
& un méme sommet, et des trois angles formés par ces lignes; en
partant des mesures superficielles de trois de ses faces, formant un méme
angle solide et des angles que comprennent leurs plans, tous [es é1é-
mens du rhomboide se trouvent trés-simplement déterminés et par des
expressions qui'ont beaucoup de rapport a celles déduites des arétes
et de leurs angles. La raison de cette analogie se trouve dans des rela-
tions assez particulidres, qui existent entre les élémens d’'un rhomboide
et ceux d’'un autre rhomboide, dont les trois arétes auraient pour me-
sures celles de trois faces du rhomboide proposé, concourant & un meme
sommet, et dont fes angles des arétes seraient les supplémens 4 deux
droits des angles de ces faces. Toutes ces relations étant exprimées par
les coordonnées des extrémités de trois des arétes d'un méme sommet,
rapportées a ce point comme origine, fournissent divers résultats qui
rentrent dans ceux que M. Lagrange a donnés pour la pyramide, et
cela tient 4 ce que quatre points déterminent ¢galement une pyramide
ou un parallélipipéde construit sur trois arétes contigués & un méme
sommet de cette pyramide, et les élémens de I'un de ces corps se dédui-
sent immdédiatement de ceux de autre. J'ai rencontré encore quelques
théorémes sur les surfaces du second degré, qui se lient & deux ancien-
nement connus : dans leur énoncé, les choses relatives aux parallélipi-
pedes se présentent assez naturellement. ‘

Plusieurs de ces théortmes sur les parallélipipedes sont compris dans
d’autres qui servent d’expression géométrique aux formules déduites de
trois systemes d'un nombre quelconque de lettres. Nos recherches sont
terminées par ces théorémes, Trois d'entre eux ont rappori au centre
d'inertie des corps ; le premier a été donné par M. Lagrange, dans les mé-
moires de 'Académie de Berlin, 1783. Suivant ce théoréme, la somme
des produits deux & deux de toutes les molécules d'un corps, chacun
multiplié par le carré de Ia distance de ces deux molécules, égale le

Nn 2



284 ANALYSE,

produit de la masse entiére du corps par la somme des produits de
chaque molécule et du carré de sa distance & un point quelconque; ce
produit étant diminué de celui du carré de la masse du corps, par le
carré de la distance du centre d'inertie au point donné,

Dans I'énoncé du second théoréme, il entre des surfaces au lieu de
lignes : La somme des produits trois & trois de toutes les molécules d’un
corps, multipli¢ chacun par fe carré de I'aire du triangle, ayant ces poinis
pour somimnets, égale la masse du corps, multipliée par la somme des
produits deux 4 deux des molécules, multiplié chacun par le carré de
l'aire d'un triangle qui aurait son sommet & un point donné, et pour
base la distance des deux molécules emp[oyéés dans ce produit ; moins
le carré de fa masse enti¢re du corps multiplié par fa somme des pro-
duits de chaque molécule, et du carré de f'aire d’un triangle qui a cette
molécule pour sommet, sa base étant la distance du centre d'inertie au
point donné,

Le troisiéme théoréme s'énonce ainsi : La somme des produits quatre
a quatre des molécules d'un corps, chacun multiplié par le carré du
volume d’une pyramide ayant ses sommets en ces quatre points, égale
- la masse du corps, multipliée par la somme des produits trois a trois des
molécules, multiplié¢ chacun par le carré du volume de la pyramide;
dont les sommets sont en ces trois points et & un point donné; moins
le produit du carré de 1a masse entidre par fa somme des produits deux
a deux des molécules, chacun de ces produits étant lui-méme multiplié
par le carré du volume de la pyramide, qui a deux de ses sommets aux
deux molécules, et les deux autres au point donné et au centre d'inertie,

[1.] Je représenterai par a la somme a4’ 4-a" + a” - &c., des
quantités o', 4", a”, &c.; par Tab la somme des produits ab - a'd’
—4-a"b" + &c., dans chacun desquels les lettres a et & ont le méme
accent; par Tab' la somme a' b b a’' + a' b 4+ &c., 1d tous les
produits d'un des @ par un des 4, portent un accent différent de celui de

a; par Tab'c" la somme 4’8" " ~=b'"a" 4~ ¢ a"t" + &e., et ainsi de
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suite. Cela posé, on vérifie aisément les formules suivantes ;

Tabl = ZaXb— Bab,
Zabe" = TaZbZ¢ +- 2 Tabc — TaTbc — ZbTca — ¢ Zah,
Sab'd'd" = ZaZbZczd — §Sabcd \
e BaZbTcd = ZZaTcRbd — TaTdZbe
— 2 2dTab —ZBbETdZac— ZbZcEad
A=Zab Zcd +~TacTbd +~ZabXZbe
4 2 2a Bhed 4~ 25b Ecda - 2Zc Zdab —+ 2ZdZabe,

Tab'd" e’ = TaZSbEcEdZe + &c. ,
' Xc.

[2.] Nous représenterons encore par le symbole (¥, z';'-) une quantité

} N

de la forme y'7z"—7'y";
par (', y" 7). Vexpression

,r nomn F Y B/ I 0

-y g X "l‘Z-"Z — Xy =y =y K"

par (¢, x", ¥, 7* ) une quantité de cette autre forme :

toN oy iy f fff Y

£x"y" " = Ay A YO A Y - XY - Y

r o m o "HoHr oy TR T T 2N My FN My rn m

—+ 7t — Y % A Oy = T - YR - x

f H’ oy .f [T Y M yy Iﬂ

e 1Y e XY — Y — AP — XY — 'y
O = A = YR Y — y X — xfy"z”’

ces notations different peu de celles que M. Laplace a employées pour
le méme objet, dans les mémoires de I"’Académie des sciences de Paris,
1772, IL® partie; il y nomme résultantes 4 deux, trois, &c. lettres
les quantités (¥, ¢ ), (¥, y', 7”), &c. Nous nous servirons dans la
suite des mémes dénominations, ainsi que des propriétés quil a recon-
nues a ces résultantes.
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D’aprés la composition de ces sortes de fonctions

(L) = ()¢ o (e (N,
(5 T0) = (S — (W )y N
(s, 0, 5"y, 7)) = (5, 0, 5", ") ¢ 4 &ec.,
&c.

[3.] I résulte de 13,

(1,5 )" ) =)0 ) — ()" )+ () (xS
+ (xr’yh) (tﬂi’ Z“- —_— (xf’ zﬂ'} (t!ﬂ,yllv) + (}’!’ ZH) (rﬂfi xw :
(J",' t", xm’ yw’ zv) p— (j‘r’ tﬂ, xw) (}'w, zv) _I_ &C- i
&ec.

Ces propriétés ont été exposées par Vandermonde , dans un mémoire
qui fait partie du méme volume que celui de M. Laplace. M. Monge
m'a communiqué, depuis la lecture de ce mémoire, d’autres théoremes
trés -remarquables sur ces résultantes; mais ils ne sont pas du genre de
ceux que nous nous proposons de donner ici.

[4.] Avec un nombre # de lettres ¥, y", ”, &c. et un méme nombre

- -~ I
résultantes a deux lettres

’
de 7', ¢, ¢°, &c. on peut former »

2
(7,20, (0 7", &e. (¥, ") &c.; ayant formé pareillement avec les
lettres o', v, v" &c., L', 7, £” &c., les résultantes v/, "), (v, 7)) &e.,
(', "), &ec., considérons la somme E(y, 7) (v, C’) des produits des
résultantes qui se correspondent par les accens dans les deux systémes.

On voit, en développant, par la multiplication, chacun des termes de
cette somme, qu'elle revient a .

Zyv. g0 — Zgv .y &

A ces deux dernitres intégrales, on peut appliquer la transformation
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indiquée par la premicre des formules de l'art. 1; on parvient ainsi 4

(9, ) (v, ) = ZypvEgl — Zqv zyC.
Ce dernier membre pouvant étre assimilé & la forme (y, 7). il en
résufte que le produit d'un nombre quelconque de fonctions, telles que

E(y,7) (v, ), est lui-méme de la forme (7, 7).
[5.] Avec des x, x", x* &c., ¥, ¥, y" &e., ¢, ¢, ¢ &c., ayant

N eI N e 2
2
résultantes avec des £, v, C, semblablement accentués, on trouve que

la somme des produits des résultantes correspondantes,

() 0) (") = ZxE YV . T A+ SE PV K+ EE N Ly
—_ EXE 7 o' . ]’”C“ _ Eyé . X’U’ . ZHCH . EZE .‘yfvr . xucfr-.
Les six sommes dont cette expression est colmposée, peuvent recevoir
Fapplication de la seconde formule de l'art. 1; de cette maniére, on

résultantes a trois lettres, et aussi dautres

formé n

parvient, toute réduction faite, a

=(x,y,7) (Z, u',.C’ — Zxf Zyv 2728 - =y Zqu ZxC —- =75 Zxv Zy

— ExEEZ Syl — DyEEav El — ZgfEZp Il
Ce dernier membre est de la forme (x, ¥, 7'); on en peut donc conclure
. que le produit d'un nombre quelconque de fonctions, telles que

2 (x50 (8,v.C),
est de la forme (x, 5, z').
[6.] 1 en sera ainsi de intégrale Efr, &, 5", ") (v, E, V', £"); son
expression est composée, au moyen des seize intégrales Zer, Zif, Zaf,
%7k, &c., de la maniére suivante :

Str ExEZyu 2 + ZxT SyE Ztv 220 4 ZyT Ttk Zxvy BZC
- ExT Z1E B Eyl + Etr E7E Exv Eyl 4 277 Zxf v Zyl
A+ ZyT EE St Exl + Zgr L Syu Exl + Sir ZyETpuv Ex(
- 7T E.J’E XU Erc —+ ZyT Zx% L7y EIC —t ZXT Ezé Eju Z:@
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— ZT ZyESxu 2l — Exr St By 2l — Eyr ExEEZw Il
— Zx7 278 St Zyl — Ztr Txf v Tyl — Tgr Ttf Txv Tyl
— Zyr Ztf Equ Exl — ST Tyt St Exl — Etr T Syu ETxl
— 277 Zxf Zyv Bt — Zy7 ZzF Tav Tt — Zxr TyE Tv Tt

On voit par 1a, qu'en multipliant entre elles un nombre quelconque de
sommes de produits de deux résultantes, on obtient une expression que
Fon peut assimiler & une résultante de méme espéce que celles qui en-
trent dans chaque produit. |

[7.] Désignons par 8 (5, 7’) uné somme de résultantes, telle que

(’V f” Zf‘v; —+ (y uf’ zﬂ_"}. —- (y mff" zm'ﬂ}. —+ &
Cest-a-dire,
y; Z{n . z}r y'u e y”r Z”" _ z”f )’”" e ,V”:- Zm" —_— ”; )'w” I &, s

et continuons demployer la caractéristique = pour les intégrales rela-
tives aux accens supérieurs des lettres. L'expression =[S(y, 7). 8(v.C )]
devient par le développement de chacun de ses termes, et en vertu de
Ja premic¢re formule de l'art. 1 ou de celle du n.° 4,

Ty, 2L, — v, BT, -+ By, B0, — Eu, By,C, -+ &
;l— Ey;uu E&Cu — Ezlunz tc.m L Eyuuuzzu P EZHUHE},HCH +.&C'
-+ &ec.

En indiquant donc par §, des intégrales qui supposent, dans chaque
terme, les mémes accens inférieurs aux lettres du méme alphabet, ces
accens pouvant éire ou non les mémes pour celles des alphabets diffé-
rens, on pourra crire la précédente suite, en faisant usage de ce signe,
ce qui donne

2[S(n7) S L)) = S,[Zy 208 — Zgv EyC])

Cette nouvelle quantité est encore de la forme S(y’,7), en sorte qu'on
peut
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peut dire ‘que le produit de fonctions, telles que

{80y, 7) S(v, L)},

sera lui-méme de fa forme S(¥, 7).

Les expressions que MM. Lagrange et Poisson ont représentées par le
symbole (a, &) dans leurs recherches sur la variation des constantes
arbitraires des problémes de mécanique, sont du genre de celles que je
désigne ici par S(y, 7).

On aura encore pour les intégrales

NSy ) SE L)), NSy ) S, EL L ) &e.
des résultats semblables, savoir,
- . e ExEEWEl4-Zys Eqn e +E7ETxvEyl
=Sy, ) 8E, D)1=, ,
—ExEEEyl —EyE ExvEel —T s TpuEx(

E8(tx " )S (1 E W LN =8 Ber ExEEwEgl 4 ExTEyEENEY] + &Ko,
&e,

[8.] Reprenons trois systémes de » lettres chacun,

}

x,x, X e x(*?
i AN

y’ y y P w5 » s » & @ y‘l’) 3
i vit py

Z’ z ? Z g v s w v e s s z(ﬂ ,

et formons avec ces quantités trois autres systémes désignés par les
lettres

N »

X X 5 X, . .xj( 2
4 ! (” )

yf _y » 'y’ p = & ¢ 8§ B 2 & y" i »
i" ¥/ i (’ ’

z, ’ Z‘. ’ z‘. P s e s e . . zl Iy

XV Cahier. 00
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n P I
dans ]esquels H — A — , et
{ 2 )

{
|

."f': —_— (y "' Zﬂ) y- y .f' (Z,' x"/l ! Z; (x”}' H) ’
x“H — (y.’) z)’ﬂ'/ '_ )}!” (ZIJ xlﬂ : ZIH (x!’ yﬂl) ’
x!}'ﬂ — (yr' zlv) ’ y}!ﬂ (Z!’ xw : Z}ﬂf (x?’ .ynr) ,

|
I

|
I

" -
. 1 .
»

x}(ﬁ-—-:} — Cyf' Z{my , y"("—l) — (Z!’ x(’n)) , Z,-(#—l) — (x!’ ),(r:v,

(n) —_— i (n) — " 1 (1) Y L/
xi ——0"8): ,y,o —""(er)s z‘. -—-"'sy)i
i 4 P "
x,(”-H), — (}’ , ZW)? y{(:r-l-;) — (z , el . Z,(M J — (.X' ’/vw) ,
&e. &e. , &ec. ;

s . , .
(¥, 7') représentant, comme ci-dessus, une résultante y'z — 'y

[9.] Multiplions respectivement les trois équations de la premicre
i' / ! 4 . { . ' i /" ", Iy i ", &
igne par x, y, g, et gjoutons-les; ensuite par x , ¥, ¢ x ,) , 7 5 &G,
et opérons semblablement sur toutes les lignes, nous arriverons ainsi
aux n . n, <¢quations qui suivent :

’ i ’ —
(x,y,7) = o,

! i " —_—
(.3 T) = o,

! " Y
(x,5,7 ),

Iy M P
(X, 5, 7%/

I

x!! xr —I— .y-" yr + zf’ Zf

|

x: xu e )’!‘. yn - zr’ zn
x!l x.w 3 _J”, ym - zf" zm
x"( K1V — J”, yw —— Z,; zw

I
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.x"‘, ey —t )", },(u) e Z’, z{n} — (x’, )’": Zc‘rv ) ,
o=y ¥ 7)
SRR S A A SR 4 (x, )" T
2 ey Y e g = () =
(v 3" ) s

]
|

i Fids
/)

|
]
|
=
<
he

I

I

Vrﬂl x“' —l— }'H ‘}’n, + zh"{ ZIV

!

*

xWx e ™y e 7™ = (X )= (.Y, ).
&cC.

. . r i) . .
[10.] En multipliant x, ", x ™ respectivement par x*, —x", ¥/,
. . 7 17 / . ]
et ajoutant; ensuite par y°, —y, ¥, et aussi par 7", —7, 7, et
ajoutant encore, on trouvera

7 Jﬂ'f - LA i (ﬂ) r f H Fr i
XX X, X = x, x_.__“"-[x,y,z),

T/ . T ' n) I
x.r-y xfy—}—x! y........O,

— 0O,

7

T/ o oo (n)
X, < X, 0 + X7

!

, 7 des relations pareilles :
. 4 M ( }
, x sy Ty, &,

-t - . K H {"’U . ! /
On obtiendrait avec y', vy, v 2,5 ¢,
on en aurait de semblables avec x/, x”

&c.

[11.] I est aisé de voir, si 'on fait fa somme des équations de P'art. o,
que chacune des résultantes [ x', ¥, 7% ) se trouvera dans le second
membre deux fois aftectée du signe ~ et une fois du signe - ; ainst

£(x, ¥, 7) = Zx, Zx + %y, Ty + Xz, =g,

[12.] Si, au lieu de faire simplement la somme de ces équations,
00 2
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nous en formons fa somme des carrés, d'apres ce qui vient détre re-
‘marqué, on aura L

3E(x, ¥, 0) = Zx* x> 4~ Iy Ty} - I Iy
- 2ZyrZye, - 2Xgadgx - 2ZxyExy,.

Mais la formule du n.® 4 fournit les valeurs suivantes:

Ex? = Dy Ep — (g, Zyp = TgxEZaxy — XypExt,
9} T7PEx® — (Zgx)', Zgx, == ZxyZyg— Zgr Iy,
gt = Ex*Eyt — (Say), Zxy — Zyr¥gx —— ZxyZgh.

/

Substituant dans la valeur de E (%, ¥, 7)*, on aura
E{xy',z”)z:'Ex*Ey"Zzz+2Eyz‘£}gx2xy—}3x*/2yz)"——Zy*(sz)z—Zz’(ny)’.

expression quon obtient plus immédiatement, en mettant dans la pre-
mitre formule du n.° § des x, y, g, pour les &, v, C. |

Il est visible qu'on peut mettre cette derni¢re valeur de E(x, y, ¢’ )*
sous la forme |

Sy {Ee Bt — (Zgx)*) + Zgt {ExEYy — (Zuy) |
— Zx* {52 B — (Zyg)*] + 23| ZprZay — ZygZatd,
ou bien
E(xy, 1) = Ty Ty} 4 TP Iyt — ZxtEx} - 22Xy By,

et 'on aura encore

4
>
\‘:--.
N"-
“~_
T

EP Iyt - ZxtEx — Ey Iy - 2B Er x ;
TxEx} — Ty Byt — EUE 4 23xyEx g,

t4
B
\e'-..
Q|
N
[T

en les ajoutant, on retrouve la premiére formule ci-dessus; et ne faisant
leur somme que deux & deux,
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]
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TxtEx}? o~ ZgxI7 X, — ZxyIxy,
Ty Byt BxyIxy, S BT,
TP - ZyrEyy, + XX LY X

[13.] Avec les quantités des systémes x,, y,, 3,3 ¥, ¥, T, On pourra
former un nouveau systeme dont je représente les lettres par

r N "

it i )

et tel que
x Fa
i
i
X
N
X
It

.....

’ 7
’ }’H’yﬂ' ’yu

i ! t /i
ECR Y z”, Z”', fo st}

=3/ (=, )") + o (<,
=y, (") = g/ (. °)
Hi — }'J’ (xl’ y\r‘) e Z.: (X!; Zv) ,

—_) ! 7 " ’ ' (B
x"ﬂ' z)__),’ (X,)’()) -+ zf (x’z ))-‘
_—1) e o [ s 0 _H?
‘ru(ﬂ '_"yr x,y) —t- Z, (x'z 7

7/ N ! -M
x ==y () = (0,7

x, " =3 (.9 = 3/ (5.7

&c. ;

yﬂf —— z: (yr, zm ) - xr" ()'f’ xm ) ,
yﬂ" — Z; 0“-’ Zlv —+ x: ()’i: xwl) ’

&, ;
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z“’ — x‘f, (Z” .55'”’) —+- -y.i! (Z,’ y”’) ’

7, = X/ (. x") + 3/ (7.9,
&, ;

.Th — 11- F] . - | ]
fes x seront en nombre 7z . , ainsi que les y et z. Si l'on
7 : /£ i i)

E

. \ s . 4
met dans leurs expressions des 71 y,» %, & la place des résultantes [, ¥,

4 !
'(/Z’ -"')» ()’. Z), on aura
! ! n
‘YJ -yr “——.«yj x" 4
"

Y .
xly.f }f'x! g

I !

I

A
- 'x.r Z( ’ zu

it

b ! i ! 1'n ’ P!
xu —J, Z.v HZ;)} ' .y.-a — oF
i

¥ r___ I oar I A/ /7
u - 'y! ZJ' ny! ! /VH - z‘f_{xa' .—-. x;’ Z! g Zu
!/

.o‘.o.‘.‘-_____ 4 v - ! BRY {7 —_— '3 v Fa IV M —_— ! iv _ v
xu _-ylz.( zf},f g -yu -—_-Z}_X, ._-'x.f Z: 4 Zu -—-—-.X'H_'t‘i -ya'xt ?

L 2 * ]

|

H o 17 i Ho

(n”} " fH_“_ (n‘)____ L/ . i (n) e .
xu x-yo' Z.‘ ny.f 4 )’u "'_'ZJ xi xa’Zl ! 'zn __xfyf -yr'xi d

&e. , | &e. , &, ;

les ¥ , y,, g, seront donc composés en x,, y, 7,, précisément comme
e sont ceux-ci avec les x, y, 7.

[ 14.] Présentement, multiplions la premitre des équations de l'art. o,
par X', x", x”, et retranchons les différens produjts de la premiére, de
la seconde, de la troisi¢me ..... de la ».™, &c. multiplides par x';
multiplions la seconde par x', x', ¥, &c., et retranchons les produits
de la premiére, de la seconde, de la troisieme, &c., de la 2.™¢, mul-
tipliées par x : et aprés avoir ainsi opéré sur les n premicres équations, _
combinons de la méme maniére les # suivantes, &c,; nous parvien-

drons aux relations

3 (0F) g () = X () — (O =
}’.’ ﬂ‘(',, )'H) - z{r (xr’ Z") — xr (x .r) )’”, Zn) L (x;’ }’”; Z’)_xu ~ o,

£
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yj-"(x}') y!ﬂ) —I'-' z}f (xf’ z:‘ﬂ} — x! (x!’ )’”, Zfﬂ) e K’!{”j yn,.z;)xmr — x”,-’
.y,’ (.X:,, },IV) ) z!-’ (x"’ zw) — xf (xi',’y”, zw) - (XI,J/”, Z-’)xw — X””_,

I

3 (3™) g (5, 07) = ¥ (55 0) — (S )
2 (Y A (L) =AY D) — (KLY N S
¥ ) g () = A ) — (I =,
v, (x

|

]

)

yj.r(g,(u-n)ry(n))__l_sz(x(n—:)szﬂ)):x(n-—;J(x!{yn)z(ﬁ))__(xr,yn,Z(ﬂ— r))x.(u):x”(n‘—;) ,

|
“0_

70 ) ()= )~ () K

'}",ﬂ (x!, }'") e ZIH (.k", Zn) — x: (XI, ym} zn) _ (X;, ym’ Z’) x,, _— x.

y!n (fo ym ) _I__ Z,H (xf, zﬂ_’) — xf (xn'} }’m; Zm ) . (x»" 'ym’ Zr ) xm — 0 ’

;}'Jw) +_ Z’!(xu, Zm T xn (.Y!, '}’”, Zm) . (X!. y", zu x.w — (ﬂ—“‘).’
'y}f (xn’)’w) e z{! (x”, Zw) — xn (fo y:iley) _ (rxr" yn, Zu 'V — x (n)

}”n (X’, wa) —+ Z},“ (x', Zw) — xr (JC‘I, ‘ym:f ZI-'V) . (X}, )’m: zf) xl"f — x”"””’,

)’f” (.X',, _}"v) + ZJH (xf-’ z\;) — xi (x’, )"m, Z\,)_‘_ (xi" 'y!ﬁ, Zf) xv ""_"x”(”'“"‘)_,

&c. s &e. :

D’aprés la formation des seconds membres, on voit qu’on peut les

regarder comme les résuitantes a deux lettres, qu'on obtiendrait,

4 " M
1.0de X, x, x
4

, &c., combinces avec fes résultantes (¥, y', 7),
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(<, 5", ), (¢, ¥", 7"), &c. employées comme de simples lettres;

/
2'0 de x 'r\"

P ' ! oo ot M .

"y &e. combinées avec (%", 7), (x5 7 ) (x5 ) &e. ;

. ’ " .

3.° de x',x",x", &c. combinées avec (¥',y",7), (x',y".7'), (X', ) &eo
et ainsi du reste.

Il éxiste de pareilles expressions pour les valeurs des y etz en x, . ¢

15.] Dans les derniers membres de ces équations, chaque x, se
trouve une fois avec le signe —+ et une fois avec le signe—: si donc
on forme la somme de leurs carrés, cette somme sera 2 Zx* En
évaluant la somme des premiers membres, chacun élevé au carré, on
pourrait obtenir la valeur de Zx *; mais il sera plus simple d'observer
que les x étant composésen x,, y, 7, comme le sont les x, en x,y, 7,
on doit avoir, ainsi qu'au n.° 12,

quz — Ery.’: Ezfz - (EJ’,Z,)’;

mettant dans ce dernier membre pour Zy*, Zz*, Zy 7 , leurs valeurs

en Zx?, Ty, T7% Zyg, &e., il vient
ZxP 2yt 2t - 2Xy7 Zgx Zxy
=x* = Zx? . - . . , R
© T =B (B ) — By (Bgx ) —E7 (Zxy)

mais fe facteur compris entre [es accolades est la fonction E(x, ¥,7/%
de sorte que

Txt = Ty’ E(x,y’, z")‘,
Tyt = Ey Ex.y 0 ),
Ez”:. o zzz E(x,)", ZH):. ’.

et pareillement, on trouve

© Byg, = ZyrE(x. 0.0/,
Ty x, = Zgx B, ¥, 0/
}:xueyu — E.X')' ‘E(x’}”l Z”)".

[16]
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[16.] On a dailleurs; par le n.* 12, en mettant des x, et x_, y, et

J,, 7 etz ,au lieu des xetx, yety, zetg,

3 z (x‘,;}’:, Zf’”}z — Exuz foi- ~—+ E};”L 2};1‘-’- ~+ ZZ; ZIZ:‘!‘
—+ 2 Eynzu Ey,‘zf ~ 22&,"“"2&-"‘,_]_ 22&{)’”23}}’! M

Substituant dans cette formule, aux intégrales Zx * Ty *, les valeurs
que nous venons de donner, on aura

D o R A =g =g
22X 14 — 1) —+ 2Eyzzy}z{ —t .z.szEz'x’ o szyzx’}

et par suite
Z(x, 90" = =, ¥ ¢) ]

[17.] Selon {a méme loi, on pourra de nouveau former avec les
x,,9,¢ etlesx,y,z des quantités x_, y,, ¢, pour lesquelles i
existera des relations analogues. Ainsi, pour ces nouvelles quantités,

Oon aura encore

Tx,} = Zx 3(x,y).7/) =5 ¢ — (Ey [0 00 &e
DY, B =Y, ¥} E{x s yj',z‘(”)" — {szExy—— Zygxt! [E(x, y’, z")‘]z, &ec.,
et - :
E(x, 97" =[S,y ") = [Z(x, 5, /1
%0000t ) = (B, 5, 7T
&c.
[18.] Des expressions

Ex"" = Zx E(x’ y,’ Z")z’ Eyuz — zyi- z(x’ )”, Z")_z l&:c".

on tire, en observant que
Ex”z — zyfz zz’!- — (Eyl z}1 , &C,1
et que

S, 9,00 = VI[=(~,3.7" )],
XVI9* Calier, Pp
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Zy2E — (Zye)t
IZ(x,0,0" ] 7
=722 x? — (2g,x )? -
vI=(x,5. 202
Zx2Zp*— (Zx y )?

=7 = , = —
< VI (rors 2 )] *7

2T,x, 2x y — ZEy 7 Ex2
ARIEPIR AV '

Ex,y, 2y, — Z7,%,2)2
Yi=(x,p52" )] ’

2y, 2%, — 2x, y, 27,0
YIZ(x,5,3")"]

> Xt ===

2y =

Xyt == STX =

Ainsi les quantités que nous venons de considérer,

= x{:. ’ EJ’,«;: 2 Z,«zr zy: Z; ’ b3 Z‘, X, EXJ.}'I;
E ,\‘,'”3 » E}’HI 3 E Z”z; z-yﬁz.ﬂl J E z " x“ s Ex”y" ;
Exmz’ Eymrz" &e. ;

&c. ;

‘se forment d'ine maniére trés-régulidre au moyen des six intégrales,
Tx*, Zyr, Tgr, Tyz, LIx, Zxy;

et ces derni¢res sont elles-inémes composées assez simplement des six
intégrales relatives & des résultantes d’un ordre quelconque de déri-
vation.

[19.] Ces résultats sont les seuls qui doivent étre employés dans les
considérations géométriques qui suivent; il ne sera peut-Cire pas déplacé
néanmoins de faire connaitre ici des relations qui ont lieu entre des
quantités dérivées d’'une manicre trés-analogue. Ces relations sont par-
faitement semblables aux précédentes, et on sentira par I'exposition que
nous en allons faire, que l'on pourrait aller beaucoup plus [oin, en sui-
vant la méme marche.

Prenons quatre systemes de n fettres chacun,

7

n i/ 4 " " . ! N s 4 n F7 4 :
f,0,7, &, «x,x,x",&c., y,y,y . ,&e., 2,7,7, &,

et mommons [f,,

x,, ¥, % des quantités qui en soient dérivdes,
comme 1l suit : .
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i

t — (x Jyﬂ.. z!f)’)’ } “ — ('yf, ' .n".”) ly‘. ___(Z’, t J\x.ﬂf)’ 'Z"f : (If, x“)yh’l),

=) =, )y = (X)) =),

2=y 2 =007, ,J’.J = ({.0.x), = (.5,
- \

[ . M v

Mm—)__ 0 0 _av (Hem3)___f 02U " —1) i .
Jt{ ____(x WY T ) X —1) (y )7 tl} ,){, ’ —(7 ,f X nr) Z;{H‘ 1).___ 1 ,x }y:v);
&ec. , &, , &ec. , &c. ;

3, ;o . ! i ) .
ou l'on désigne toujours par (¥, x°, y) une résultante a trois lettres.

De ces valeurs, on tire, comme au n.° g,
— ;t!’ ! - ‘x: X — ‘y}' )r' ) ;Z,, Z’ o (I’, x", _y”f, Z’) -— o,
_ z" ' - X " — Jy"'_y" —t ,Z,’ z" — (r’, x, ‘ym, g" — o,
Hf" zﬂ:’) — 0 ,
— L X — Y e g = (N
o fti’ tv —+ :xz! xv —_ f}'{ yv —+ ,-Z;’ Zv — (!!’ x"’ .yme' Zv) ’

i ;i

— I —— Ly %" """.»)’;}’ -+-{Z:zm_—_'(r’,. x",y

— e x) &y Y e W = Xy ™), |
&c.

* ’ ) J‘l--- I n e _2
en représentant par #, le nombre »

- , celui des ‘équa‘—.

tions précédentes sera 1 .n. Il sera aisé de tronver d'autres relations

correspondantes a celles du n.° ro.

PP 2
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[20.] On voit facilement que, dans les seconds membres de ces équa-
tions, chacune des résultantes a quatre lettres y est deux fois avec le
signe plus et deux fois avec le signe moins : on aura donc, en les

ajoutant toutes,

— Xt Ztt S x Tx—2y Zy 4 X7 Zg=o0.
En ajoutant les carrés de ces ¢quations, on aura

4S8,y ) =1 5P - TxtEx 4 Ty Iy - 7 I
E’t”xfztx — X, Y Et}’ —+ EatuZ: Z’Z

Y

——2 ™
+Zy 7 2y — Z,x,77, X7 — Zx, ) Ty

Mais, par la formule du n.° g,
Tt =Zx* Ty B -2 By S Sap—Ext (Syg P—Ey (Sx ) —ZP [ Exy)*

et on aura des expressions semblables pour X x*, Z y*, Z g7 Cette

méme formule donnera encore

=t x, == Zix (Zy7)* —+ Ztg TxgEy* b Tty Sxy 27
— 2y 27T 2y7 — JgZayIyy — ix Tyt X,

et aussi des valeurs pareilles pour
Z irl lyl d E:tf lzl" E;y; JZ; 4 E;x; Z; s Z .rx; J-yl;

ces valeurs étant substituées dans fa valeur de =z, &', y', ¢ /)*, don-
neront la suivante,
8y, ) = T E Ty S — 23ix Ty Sty Ty
— 2Dty Box Epx Tyy — 2Dty Hgx DL TXY
- (Stx) (Syy) - (Syl(Se) () (B
22 Zxy X Eyg— 2 Zx* Ety St Zyg+- z.Ey’*thEgtExr(ﬁ-zEz‘Zf.x:EyEny
| — ZPExH(Syr) — T By (Sgx)* — DB (Zay)
— EyEri(Stx)* — I It (Sey)t STy (Eig)
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[21.] Je forme avec les lettres

| Y,y X JY,» £, un nouveau systtme
de quantités ¢, x

/i /

telles que

w? W 2u’t iyt

. y ' t g7 r g ,
ltu — Jx! (rjx“' — ;.y;' (t," tyn’) un —_— Jyf (x "ryw = JZI (‘r’Zu}_

~+ 7 (6, 7", = ' (x, ),
b= )=y () xS =0 ) 7 (KL 7)
' ~+ 7'(0.7) . — 1 (x, 7)),
&c. ; &, ;
Y= () — () i = — (") 4 x (D x")
—+ fof (}',; xw) ’ - .lyi” (Zf’ .ynj ’
=0T — () 7= () x )7
~+ %, (¥, %), — 3. (T y)
&e. ; &c.

On voit assez la loi de formation de ces quantités, en rapprochant
ceci de ce que P'on a fait au n.° 13. 1l sera facile d'avoir leur expres-
sion au moyen des z, x, y, 7 pour cela, multipliez {a premicre équa-
tion du second groupe du n.° 19, par 7, ', 1", 0¥, &c., et retranchez
respectivement les produits des n premicres de ces mémes équations,
multipliées par t'; ensuite multipliez a seconde successivement encore

oo
4

par £, 1,
par 1, &c.; opérez semblablement sur la » + 1.™¢ équation et sur

, &c., et la retranchez des # mémes équations multipliées

les #—— [ sulvantes, vous aurez

) — ) ) = A ) — () =,
FER) — ) )= (X)) = o,
A= ) L= o R = ) = o,
Ay ) g ()= = ) == 4,
X/ x ) — y () A= ) =Xy )= Xy ) = 1
&e. , ' &c. ,
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et 'on trouvera de semblables valeurs pour les X0 Y T
[22.] SiTon ajoute les carrés de ces équations, on trouvera au der-
nier membre 3 ¢ *; ainsl
R 2 12 A AP 2 ‘1z
3T 1= X x, x4 Z 20,y - X 1 E07)
/ ! ‘
—a23x yEOX) 1Y)+ 25 x 7 2A7),5)—2Z y 2 E(y)T)
mettant dans cette valeur, a la place de
> .r'rfz ? zfyfz ? zzz{z , X o~y Hi &e, 2
et de
e, %), Z(t,y), &c.,
leurs valeurs exprimées en
Zx*, Ty, T, Zyz, &c.,

Ol trouvera

Sp0 = 001,350

et de la méme manieére
- 4 5 /AT
Z:xuz = Zx Z(t"x ) ’Z) *
2 P iy
Zpr = Zy Iy, )
' 2 KA (AP
z;znz — ZZ E(f,.?{ ’.y ’Z ) ’

I

£t encore
. 'on
Lt x == Ztx =tx,y e ), =ty
! " Mz
E:‘nt i ErzZ(t,x,y,z ) ’ E/yu.rzu
. i i 4
2 !zn .f'ru = {x E[I,x ’y 2 )1 ) E:’xn Jyu.

|

Sty 05 L)
Sy0 5040
ZxyE Ly, 7).

|
|

On voit assez, sans quil soit nécessaire de continuer cette analyse,
comment l'analogie se soutient entre ces formules et celles que nous
avons exposées plus haut, er qui dérivent de trois systemes de lettres.
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CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES.

[23.] Soit A (pl. 1, fig. 7) 'un des sommets d'un rhomboide ou paral-
1¢lipipede quelconque, et A’ le sommet diagonalement opposé; L, C,
B', les sommets auxquels se terminent les arétes de T'angle triedre 4, et
D, C, B ceux qui leur sont opposés; a, b, ¢ les longueurs des arétes

AD, AC, AB de Pangle A. Je représenterai, suivant la notation de
N TS N . A
M. Carnot, par bc, ca, ab les angles compris par ces arétes. Je nomme

encore a,, b, ¢ les mesures des surfaces des parallélogrammes ou
rhombes AB’DC’ AB'CD', AC'BD’", formés sur les arétes b,c; c,a;
a,b comme cOtés contigus : en sorte que
N ~ -,
a — besin. be, b — casin. ca, ¢ = ab sin. ab.
Nous nous servirons encore des lettres a,, 4, ¢ pour desxgner fes
plans des faces ot se trouvent ces mémes paraile[ogrammes ; et alors
fes ang[es d'inclinaison des faces du parallélipipede seront

N N N

b, € s €4, a b-{ :

entre ces angles et ceux compris par les arétes, on aura, comme on sait,

s . P AN N

cos. be COs. ¢ €0Ss. ad — sin. ca sin. ab cos. 6} ¢, »

N N N P N
COS, ¢ad —— cos. abd cos. br: - sin. a b sin, b¢ cos. c,a ,
™ e P . e . P "
cos. ab — cos. bc cos. ca -+ sin. b¢ sin. ¢ca cos. aibi;

P %
on en déduira pour i’angie aa, que forme laréte a avec le Pian a

R _a N T sin. &,c,
sin, da, = sin. ca sin. ab —
sin. bc

1 ~~ A~ ~~ o~ L~ 2
= —— 1/[ 1+-2c0s.bccos.cacos.ab—cos.*bc—cos.*ca—cos.>al |,
sin. b¢
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[24.] Les diagonales AD, AC, AB des rhombes a, b,

s ¢, étant
nommées &, ¢, f, on a

. I
d* — b* 4 ¢* - 2bc cos. be,

N
et — * -+ a* + 2ca cos. ca,

fz

et les trois autres diagonales d, e, ,f des mémes faces, auront pour
expression de leurs carrés,

J

o~
a* —+ b* -~ 2ab cos.ab;

-,

,‘1’1 — b* -+ ¢* — 2bc cos. b,
"

Je*_ — * = a*® — 2¢4 Cc0s. ¢a,
‘ o
J* = a* + b* — 2ab cos. ab.

[25.). La diagonale 4 forme, avec les cbtés &, ¢, des angles pour
Jesquels '

oy
N b -4 ¢ cos. bc . T c . o
cos, db — -, sin. db =— — sin. b¢;
d d
T ¢ -+ b cos. 5:' . b N
Ccos., d¢ —— , sin. d¢ =— —sin. bc¢:
d 4
mais on a
N N N S e N
cos. ad == cos. ab cos. bd —~ sin.ab sin. bd cos. c,a,,

et aprés les substitutions,
i

-,
b cos. ab -4~ ¢ COS. ¢

2d
COS., d — 4 p

Dans le rhombe ADA'D', dont les cbtés adjacens sont AD', A'D,

ou a, d, la diagonale A4’ qui est I'une de celles du rhomboide étant
nommée g, on aura

. P
g = a* + d* +~ 2ad cos. ad,
et
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et par suite,

~~ o~ ~~
g == a* - b~ ¢* ~+ 2bccos.be -~ 2cacos.ca - 2abcos.ab.

On aura pareillement pour les trois autres diagonales 4, i, £, qui re-
présenteront BB, CC', DD,

N " o
f? == q* = b* 4~ ¢* — 2bccos. be — 2¢acos. ca = 2abcos.ab, -
. N S P
i* == q* == b* = ¢* — 2b¢ c0s. bc - 2cacos.ca — 2abcos.ab ,
i o o~y o
k* = a* 4 b* = ¢* -~ 25ccos. be — 2cacos.ca — 2ab cos.ab.

[26.] Nous appellerons 4, la surface du rhombe diagonal ditdre
ADA'D : elle égale ad sin. ad ; mais de I'expression de cos. ad,

on tire

~ ~ =y ~ L)
ersinca -~ b*sinlab 4+ 2bc]cos. be — cos. ca cos.ab)
A2 r,

P
sin.? ad —

N
donc a*d* sin.* ad, ou
. o~ ) ~ | e R N
4} == c*a*sin*ca - a*b*sin*ab ~ 2ca.ab.sin.ca sin. ab cos. b ¢ ;

~ ~
et substituant pour ab sin. ab, ¢, pour ca sin. ca, b,

W

AP == b* —= ¢} —+ 24 ¢, cos. bc.

On aura pour les autres rhombes diagonaux diédres
ACAC, ARAB; BCEC , BDRD, CDCD,

respectivement désignés par ¢, f,; 4, ¢, f,,

)

e* — c}" -+ a —+ 2¢,a, €OS. ¢,d ,

¥ I F

[~

)

e

2 — 2 *
,f, — a4~ l),_ . o 2:1{5’ cos, 4,

X¥V4it Cabhier. Qq

i ;
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N
2 e 2 =

d = b -+ ¢ 2b,c, cos. bc ,
i AN
S J—— 2 2

€, c” = 4q ~ 2(C d, €05 c,a

AN

/S 2 A

fi=a -~ b> — 2ab cos. ab.

Chacune de ces six équations fournit le théor¢me suivant : le carré de
'une des faces latérales d'un prisme triangulaire, égale la somme des

carrés des deux autres, moins le double de leur produit par le cosinus
de I'angle qu'elles comprennent.

[27.] Concevons par le centre ‘du rhomboide un plan conduit pa-
rallelement au plan des points B'C'D" ou des points, BCD, il résulte

de cette situation, que les six arétes
BD, DC, CB, BD, DC, CF,

seront’ rencontrées par ce plan, chacune en son milieu; et que les six
autres arétes,

AB, AC, AD', AB, AC, AD,

le seront, chacune en un point sur son” prolongement, et distant de
Pextrémité de l'aréte d'une quantité égale a la moitié de sa longueur.

Ce plan coupe les six faces du rhomboide selon les droites paraliéfes
deux & deux. De ces trois couples, deux quelconques comprennent un
parallélogramme, et les trois parallélogrammes que l'on pourra ainsi
former seront équivalens en surface. Considérons celui dont les cbtés
sont dans les plans des faces a, b et'de leurs paralléles; on verra aisément
quon fe peut regarder comme la troisitme face latérale d'un prisme
triangulaire, dont les'deux autres sont équivalentes et paralleles” aux
rhombes désignés par a4, et 4, ; si donc on représente l'aire du rhombe
en question par g, on AUri | ”

i
2

— 2 £ ' -
g —= a* 4+ d* — 2ad cos. ad;
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' ~ . 7N P . 4 ' - 1 .
en observant que I'angle 2 d employ¢ ici fait partie d un angle solide trian-
‘ AN TN
gulaire, dont les deux autres angles d’inclinaison sont b 4, , 200°—a l , et
v gae L. P LN
que la face opposée & linclinaison 4,4, , est ca,; on aura cos. a,d, par
I'équation,

s N ~~, AN N —~~
CoS, a{d’, — ¢Os. aj[)f coS, &‘,a”, —- sin. ajb', 5-111.--614 COS. £,

Mais, par larticle précédent,

i"} b2 4 d* —c¢® ___ b — ¢ co0s b
cos. b d — TF 7 — Y] '
? “ b ¢
et
: P e LS
sin., b d, = vE sin. b,¢, ;
donc |
N 2 - IS | N N LS LN ~~
cos.ad ——-cos.ab - [—cos.ab cos.b c +sin.ab sin.bc cos. ca;
r d ’ d, Y T i 17

. , ~~
ct puisque Ia quantité renfermée entre crochets est cos. c‘/zj*j.

~ ~~
iy ¢, cos. ¢c,a, -~ b, cos. a, b,
cos,.ad —= ;
YR d;
substituant cette valeur dans celle de g, on aurd enfin
A | . | ~ | ~~ ~
——— 2 I | - P : . 4
g = at~4-bA~c —2bc cos.b c— 2ca cos.ca~—2ab cos.ab.

On obtiendra plus simplement cette expression, en remarquant que
ce thombe a pour ¢btés des lignes égales et paralléles a celles que nous

avons nommdes J, e,; mais ‘
|
\"L\.._.-"/ﬁ\ . s 3 a . [ L e
A= e — 2 ¢ — brcos.be — ¢a COs.ca—+ ap cos.ab
COS. d’ £ — - ) _ ,
i 4 2.4, d e

d’ou {on tire

o~ . P - o
d* e*sin.* d e = b* ¢*sin* be— 2ca. abicos.bc ~—= €os. cacos. ab]
) A

~~ ) ~~ ~~ ~3
— c*a*sin.* ca— 2ab.bclcos.ca — cos.ab cos. be

A~ i o~ ~ ~~
a*b*sin’ab —~= 25¢.calcos.ab —cos.becos.ca ).

Q¢ 2
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Clest Texpression méme de g*. On pouvait encore arriver & cette
valeur, en partant d'un théoréme donné par M. Carnot, art. 262 de
sa Geometrie de position. 1 elit suffi pour cela, de remarquer que e
thombe g est double de la surface du triangle B'C’'D’, que I'on peut
considérer comme fa quatritme face d’'une pyramide triangulaire dont

les trois autres seraient > a,, + &, +c. Nous nommerons le rhombe
g,» thombe diagonal correspondant aux sommets 4, A’. Cette dénomi-
nation nous a semblé convenable, & raison de Panalogie de I'expression
de ce rhombe avec celle de Ia diagonale répondant a ces sommets. La

suite la justifiera peut-étre mieux encore.

h, i, k étant les rhombes diagonaux correspondans aux sommets

¥

BB, CC', DD'; on aura pareillement

}z . - s N )

2 —_— z [ 2 1 S

S =a b "+c*+2bc,cos.be—+4-2cacos.ca—2ab cos.ab ,

o . P | ~ S

-l TR % z

i*—a’+b - *~+-2bccos.bc—2ca cos.ca—+ 2ab, c0s. a, ,
N N

-

A~
k> =—a b4 ¢'—2bc cos.be—+2cacos.ca—t2 ab cos.a

L

[2.8.] L’analogie qui régne entre les relations des arétes avec les
diagonales, et celles des faces du paraliélipipéde avec ses rhombes
diagonaux, va nous conduire a plusieurs théortmes concernant ces
derniers, qui correspondent & ceux que 'on connait sur les diagonales
et les arétes,

On tire des équations du n.° 24,

=20+ ), & — &= 4becos.be;
N
et ~- = 2(c* 4-a"), & — e* = 4cacos.ca;

, N
7+ r a

et partant',,

2(a + &), [fr—f*=4ab cos.

.
»

I\

A Aot A= o f A f = 4 et - 0 A )
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On forme semblablement avec les équations du n.° 26 cclles-ci:

Pt
2 2 2 2 1 2 .

. PN
2 P I 2 3 2 2 -,
et +e* —afct~4a?), e* —e>==4{cacos.ca;

N
z(a;z -+ Z).rz). g .'-]fl ......_‘)‘:1 — 4(1!}?} COS.{?‘b’ 4

ARl A

desqu'eiies on tire

’a:-’- + ‘J;z —+ .«g:a + :9;3 + :—f;z +fr'2' — 4 {d:z + 5;3 —1- f;'z}'

Ainsi, de méme que la somme des carrés des quatre c6tés d’'une des
faces du rhomboide, égale la somme des carrés de ses deux diagonales;
et que la somme des carrés des trois couples de diagonales de trois
faces adjacentes & un méme sommet, égale le quadruple de la somme
des carrés des trois arétes contigués a ce sommet, ou encore la somme
des carrés de toutes les arétes du parallélipipede ;

De méme aussi la somme des carrés de deux rhombes diagonaux
diedres, dont les plans passent par les diagonales d'une méme face,
égale celle des carrés des quatre faces qui forment ces angles diedres;
et la somme des carrés des trois couples de tels rhombes diagonaux

diedres, égale le quadruple de la somme des trois faces répondant &
un méme sommet. '

On déduit des équations du n.® 25,

g+ ik = 4(a" + b + 7)),

. ~ ~ ~.
38— —i*—£k = 8 fbccos.bc 4 cacos.ca + ab cos.ab/;
et de celles du n.* 27,

gf1+ 'Izlz_l— j}'z——}— &Jz — 4((2}" ;_l_ 512 + cfz)

~ —~ o~
— 38 bk — 8 (becos.bec -—cacos.ca+abcas.alb 1

On sait que fa premitre de ces quatre équations exprime un théo-
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reme donné par M. Legendre : La somme des carrés des quatre diago-
nales d'un rhomboide, ¢gale la somme des carrés de ses douze arétes,

ou le quadruple de Ia somme des carrés des trois arétes d'un méme
soimmet,

La troisieme donne ce théoréeme correspondant : La somme des carrés
des quatre rhombes diagonaux du parallélipipede, égale le quadruple
de la somme des carrés des trois faces qui forment un angie solide.

De 1a il suit que la somme des carrés des trois couples de diagonales
de ces trois faces, égale celle des carrés des quatre diagonales du
rhombolde ; et aussi ‘que la somme des carrés des trois couples de

rhombes diagonaux diédres, égale la somme des carrés des quatre
rhombes diagonaux.

La diagonale de deux sommets opposés d'un parallélipipéde est la
ligne qui regoit la plus grande somme de projections des trois arétes
de 'un des sommets de cetite diagonale, et, de plus, elle est égale &
cette plus grande somme de projections.

. Le plan du rhombe diagonal est aussi celui qui recoit la plus grande
projection des trois faces du paralléipipede qni répondent & I'un des
sommets que nous avons nommés correspondans du rhombe diagonal,
et l'aire de ce rhombe égale cette plus grande somme,

[29] Considérons présentement le volume du parallélipipeéde. La

perpendiculaire abaissée de Pextrémité de Yaréte a sur la face o, égale
N

a sin. aa,; en la multipliant par la face ¢/, on aura le volume du
rhomboide qui sera donc
aa - A~ AN N N N AN
———3/[1 4+ 2cos.brcos. ca cos.ab—cos.* be—cos.*ca—cos.>ab],
sin. &¢
ou bien, en le nommant p, on aura

~~ NN A~ -~ N
p* == a*b*c* (1 -+ 2 cos.bc cos.ca cos.ab — cos.*be— cos.lca—cos.tal).
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J
On a par les formules trigonométriques rapportées art. 23,
N N - . ~~ N N
c0s. b¢ == cos. ca cos. ab — sin. ca sin. ab cos. b ¢ ;
* & - /-\ L
multipliant par cos. bc, on en pourra tirer
cos. bc cos, ca cos. ab = c0s.* bc — sin. ca sin.ab cos.be cos. b c.
Substituant dans le dernier facteur de p*, ce facteur deviendra
a ~~ N LS, P ~~ AN
1 -+ c0s.*be—cos.* ca—cos.* ab——2sin.casin.abcos.bccos. b ¢ ;

et remplacant les cos.* par dessin.”,

. ~ _ ~ . ~ Lo~ ~~ P
sin.* ca —~ sin.* ab — sin.* b¢ — 2 s1n. ca sin. a b cos. b¢ cos. (;‘c‘.

multipliant par «** ¢*,

2 6:. 2 2l :z.ﬁ 2 :!Z):. : 2/\&. 2 bz P 27 >

pP == b*.c"a*sin*ca 4 c*.a sin.*ad — a*.b%*c¢* sin. b¢
. N . " W -

— 2 bc.casin. ca.absin, ab.cos. bc cos. 55.:-‘,

ou bien
" o
2 e [l e (20 e gt @ == 2bc cOs Db e cOSs b C
P - ! { F) * ) F A * 7 ;'
on aura pareillement
. N P
a2 2 et 3 — b ] A — .
pt = ¢t +ala, b0*b* —— 2cacos.caca cos.ca ,
P TN
pr = a*a® -+ b b} — ¢ — 2abcos.aba b cos.ab.

Si 'on ajoute ces trois équations, il vient

) N N

3pt = a*a? — 2bc cos. be b, cos. b ¢
f ‘ !'! ! I 4

e et

b*b* — 2cq cos. cac.a, cos. ca

¢} — 2abcos. ab ab, cos. ab,,

t ot

‘.
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expression assez remarquabie en ce qu’on y voit les arctes et les faces
du parallélipipede entrer de la méme manitre (*).

En ajoutant deux & deux les trois équations ci-dessus, on déduira

encore celles-ciI,

Pl ™ o~ o~ o
p*==a*a’ — cacos.cacda cos.ca — abcos,ababd cos.alb,
£ I i f ] F r
o . PV e o~
'p":ﬂi’é’ — abcos.abad cos.ab — bccos. bec b ¢ cos. b ¢,
e 71 17 i 4 P
] o P " o
pr—=2c*c’ — becos. bc b cos. D¢ — cacos.caca cos.cd.
F F Y P | i F) 'f‘

On pourra, dans les précédentes expressions, remplacer

N ” N
be cos. be, b cos. b, &c

par leurs valeurs du n.° 28, données au moyen des diagonales des
faces et des rhombes diagonaux diédres; on aura ainsi, par exemple,

3})‘ - a* af 4 b 5{“ - C”'

— | () =)+ (=g e ) (= N S

(*) La sphére passant par les quatre points A, B', C', D, a pour le carré de son diamétre,

. N o~ . P . - ™ - . o . o~ e . - e ”
a?sin.2be+4-b?sin2ca—t-csin.2ab—2besin.casinabeos. b ¢ —2casin.absin.becos.c a,—2absin.besin.cacos.a b,

-— ~ —~ -~ ~~ ~
I —= 2 COS. f¢ €Os. ca €05.ah — €0s.2 bc — c0s.?* ca— cos.2 a

’ . . . g
(Voyeg les Elémens de Géométrie de M. Legendre, note 8.) Si on multiplie les deux termes
de cette expression par a* £* ¢, et quwon introduise les quantités a,, 4, c,, comme on I’a

fait ci-dessus, cette valenr deviendra

~~ ~ ~

a4 a*=+b& b -ctc,t —2b*cb,e, cos.b ¢, —2c*atc,a, cos.c.a, — 24° b*ab, cos.a b,
~ = Py -~ o~
atg *--b*h, 2pc’c,2—2bc cos.be b ¢ cos.b c,—2cacos.ca ¢ a,cos.c,a,—2abcos,aba b cos.a b,

On voit que, sous cette forme, le numérateur est Pexpression du carré d'un rhombe diagonal
dans un parallélipipéde de méme direction d’arétes que le proposé, mais dont les faces au-
raient pour mesures a’a,, b*h , c*c,. Les arCtes d'un tel rhomboide seraient bc, ca, ab, res-
pectivement dirigées dans le sens de a, &, ¢. Ainsi le diamétre de la sphére sera le rapport
de ce rhombe au volume du parallélipipéde construit sur a, 5, c.

' [30]
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[30.] Imaginons que T'on construise un nouveau rhomboide dont
les angles des arétes soient les supplémens a deux droits des incli-
naisons des faces du parallélipipede primitif, et qui ait pour mesures de
ses arétes les quantités @, b, ¢, mesures des faces de T'ancien. Les
directions des arétes du nouveau rhomboide que nous allons consi-
dérer seront, si l'on veut, trois perpendiculaires conduites d'un point
, ¢, de Tancien, et l'on sait par les
propriétés des triangles sphériques polaires- ou supplémentaires, que
les angles d’inclinaison des plans de ces perpendiculaires, qui sont ceux

de I'espace sur les trois faces a, b

compris par les faces du nouveau parallélipipede, seront les supplémens
- A~ NN |
4 deux droits des angles b¢, ca, ab des arétes de 'ancien. On pourra

nommer ce nouveau rhomboide le supplémentaire des faces du pa-=
rallélipipéde proposé, pour rappeler son origine,
Nous désignerons par A, A,’, B, B,’, C, CJ’, D, D" les sommets

de ce rhomboide supplémentaire.

'En conservant 5161, c,a,, a b’ pour mdlquer les inclinaisons des

faces du premier parallélipipéde, les diagonales des faces du supplé-
mentaire auront pour leurs carrés,

. P o
b’ —~+ ¢ 2, [r’c{ cos, 634:'1 , 5; —+c? - 2 5_;1 cos.&tc’ ,
2 AN i

+ 2 3
¢, —+a 2ca cos.ca , ¢ 4+ a -+ 2cqa cos.ca,,

TN 7N
A 2 A 3 z - .
a*—+ b —2 abcosab, a*—b* 4 2abcosab
cest-a-dire , que les diagonales seront respectivement
d: g :d.r s £, s Iel ; \ff. ’ !f: 9

ou bien les rhombes diagonaux du parallélipipede proposé. Ces rhombes
sont tels que celui dont le plan passait par [e sommet A, répond a la
diagonale du rhomboide supplémentaire qui ne passe pas par A..

Les diagonales de notre rhomboide supplémentaire auront pour leurs

XVI: Cahier, RY
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carrés,
o

g
~
a*4-b*t-c*~2bc cos.bc —2cacosca—a2ab cosab, ,

)

>:

PN
ar -—I—b‘—l—f +2b¢ cOséc ~+- 2 a,cos.C -—-—za‘b’cos.ab

i

>‘_

o~

ﬂ,z—"&z-i—f +25:: COS. 5c ~—2ca Co8.cd —|—zab cosab
\ o~ o~
a*—-b ¢*—2bc cos.[)!c! —+-2¢a cos.ca +2ab cos.d}b.,.

Les mesures de ces diagonales sont donc les mémes que celles des
rhombes g, 4, i, k,, que nous avons nommés diagonaux du rhom-
boide proposé, La diagonale 4 A’ est celle qui répond an rhombe dont
le plan &ait rencontré par la diagonale AA’, et conduit parallélement

aux plans des sommets 8'C'D', BCD.

[31.] Les faces de ce rhomboide supplémentaire ont pour expression

. /"\ . A . A
bcsinnbe, casinca, absin.ab;;
F A P | F Y | P Y | F . A

je nomme a_, b, ¢ ces quantités : si, au lieu de 4, 5}, ¢, et des

SN P AN N N
sinus de b,¢,, ¢ca, a b, on met leurs valeurs en 4, b, ¢, et Zn, ca, ab;

ofn aura
N P . N N e
a —=a. abe ]/[1 + 2 c0s.bc cos.ca cos.ab — cos.*be — co0s8.*ca — cos.*ab],

i e o Y /_“s.
b —=b.abc V[ 1+ 2cos.becos.ca cos. ab — cos.*b¢ — cos.*ca — cos, .:zb ,

* A~ ~ o~ —~ .
¢ ==c.abeV[1-+2 C08.5¢ C08.0a CO8-ah — €08, be — CO8. 3¢ — cos.’“:zb_ .

Mais lexpression du volume du paral[élipipéde proposé est

-~ N T S Pt N
abe 1/[I—|- 2 cos.be cos.ca cos.ab — cos.*bc—cos.*ra —cos.*d 6] »

et, pour abréger, je l'ai déja remplacée ci-dessus par p; on aura done
a = a.p, b = b.p, c == c.p.

Les rhombes diagonaux dic¢dres pourront étre désignés pac
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ét en observant que

N g ..f"‘\ TN o~
€0s.b ¢ === —c0s.b¢c, cos.c.a =—=-—cC0s.ca, c€05.a, b == —cos.ab,

on doit avoir par le n.° 26,
' ~ . , . ~
- A 2 . 2 -
A =b *~+-c*~—2bccosbc, d*=b> +4c -+ 2b¢cos.bc,
et en substituant 4 & , ¢ leurs valeurs,
3 —— 2 i 2 L) 2 .,

il en résulte donc

’d”:}d.p', d”:d.p; e=—=e.p, e==e.p; ’ﬁ:ff.p,ﬁ:::.f.p.

Si I'on désigne encore les quatre rhombes diagonaux de ce rhomboide

par
g”r ﬁ” , I, k ’

i i

on aura aussi
g, =g8.p, h —=hp, i —ip, k =—k.p;

ainsi, tous les élémens lindaires de notre nouveau rhomboide sont res-
pectivement égaux aux élémens superficiels du parallélipipéde proposé;
et tous les élémens superficiels du nouveau sont égaux aux élémens
linéaires de I'ancien, multipliés par son volume..

[32.] Ce rhomboide supplémentaire a pour expression de son vo-
jume

N N N ../'\ ;A N
abc V[I—zcos.bc COS.ca COS.a b —cos.*h ¢ — cos. ca—cos.ab|;
PRV e P it ;o ‘e ¢

par la substitution des valeurs de a,, &, ¢,, elle devient

R U N ! : P N TN
d’“{)" c* SIH.&C‘ SIN.Ca sm.ab '|/[I—-2. cos.blcf COS.C‘J (I{ COS.flfb’-- &C] 5

RI' 2
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et par celle des valeurs des angles

e U e o NS

Zv{cl, ¢ a, ‘1;61 en bc, ca, ab,

cette expression du volume du parallélipipede supplémentaire, que je
nomme p,, devient enfin
" N N

e N o
p,—=a*b*c* [1+2c0s.bccos.cacos.ab—cos.*bc—cos."ca—cos.*ab);

ainsi 'on a p =—=p*. On voit donc que la quantité ci-dessus,

AN N N e SN N
abe V[ 1—2cos.bc cos.ca cos.ab —cos.*bc —cos.>ca —cos.*ab ],
TN i/ il 7 AN | I

est une fonction des faces du rhomboide proposé, et de leurs angles,
qui exprime le carré de son volume.

Cette relation des volumes du rhomboide proposé et de son supplé-
mentaire, résulte bien simplement des expressions données au n.° 29,
On a par P'une de ces formules

N Pt
2 e 2., 2 sl 2 2.2 e .
3p = a’*a’ b b" —=c}rc 2be COS.b}C’ 6"r:“ cos.bc—a2ca &c.;
L] | -
et si l'on y substitue aux a,, b, ¢, leurs valeurs ap, bp, cp,
N AN P
3pr=p* zal“a b0 4c*c* —2bc cos.bc becos.be—&e. ¢ ;

dans le second membre, on retrouve lexpression méme donnée au

o

n.° 29, pour 3p*; ainsi p* == p*.

(33.] Si, de Ja méme manitre, on congoit fe rhomboide supplémen-
taire du premier rhomboide supplémentaire que nous venons de consi-
dérer, on le pourra nommer rhomboide supplémentaire dérivé du second
ordre; il aura pour angles de ses arétes et de ses faces précisément ceux
du parallélipipéde proposé.

Ses arétes seront

ap, bp, cp;
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les diagonales de ses faces,

dp, Ap;: ep., pp; Sp. JP;

les diagonales de ses sommets opposés seront .

gp, hp, ip, kp:

les trois faces de ce parallélipiptde adjacentes au sommet A seront
a{'pz , . 6‘(})2 , c} pz .

les surfaces de ses rhombes diagonaux diedres et de ses quatre rhombes
diagonaux,

ap*,dp s epts ep s Sp'. fp

e 3

gp', Ap*, dip*;  kp*;

son volume,
A )
p, — P, — P~

On voit que ce parallélipipede est parfaitement semblable au rhom-
boide primitif. Le rhomboide supplémentaire du troisiéme ordre sera
pareillement semblable & celui du premier.

Le numére de Tordre de dérivation d’un rhomboide étant 2#, ce
corps sera semblable au primitif; en sorte que tous les rhomboides
supplémentaires d’ordre pair seront semblables entre eux. Les lignes
de ce rhomboide de Yordre 2#, seront égales & celles du primitif,

;]
2 ~— I

multiplides par p — ;3  ; ses faces, rhombes ou figures superficielles

quelconques, seront égales & leurs homologues dans le primjtif, mul-

2 8
2 -1 iR

tiplides par p2 =~ 5 ; et son volume sera p2.

Si le numéro d'ordre de dérivation d'un parallélipipede supplémen-
taire est impair et marqué par 2z -1, il sera semblable au premier
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et & tous ceux dordres impairs ; ses arétes seront égales aux faces cor-~

2
2 — I

respondantes du rhomboide proposé, multiplides par p> 75 —, et il

en sera ainsi des diagonales des faces et des diagonales des sommets
opposés, a I'égard des rhombes diagonaux diédres et des quatre rhombes

diagonaux; ses faces, rhombes, &c. seront égaux aux lignes qui leur

2/ -1}
2 =1

correspondent dans le parallélipipede proposé, multiplices par p™ 5,
2821
et son volume sera p2.
Le rhomboide proposé pourrait étre fui - méme regardé comme le
dérivé d'un ordre quelconque d'un rhomboide antérieur, et qui ferait

partic de la série précédente prolongée en sens opposé.

[34.] Ce que nous venons d’exposer rend facile fa solution du pro-
bi¢me ou Fon demanderait tous les élémens d’un rhomboide dont on
ferait connaitre les mesures de trois faces adjacentes & un sommet, et
les angles compris par feurs plans.

, 2N N TN
a, b, <, éant ces mesures des faces, et be, ca, ab, les angles

, ~ N AN .
de leurs plans; les angles be, ca, ab, des arétes seraient calculés

N
par les formules connues de la trigonométrie sphérique; pour b¢, par

exemple, on aurait

P o o~
N €08, b ¢, 4+ cos. ¢c a cos. a b

COS. l)f : ' P : '/“‘\ o ;

sin. ¢,a_ sin. a, b,

En désignant par p, la quantité -
abcV[i—2cosbe cos.cacos.ab —cos.tbc —cos.*ca—cos.*ab];

les arétes 4, b, ¢ auront pour valeurs

—t __.__' ! r e — I : ———— ! T
a == ——sinbe, b=— o Sl ¢,y == e sin. ab,

Y(p.)
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On voit assez, par les formules rapportées ci-dessus , comment les autres
4 I 4 : . -
élémens se détermineront; le volume sera 1/ (p,).

[35.] Nous allons établir ici quelques propriétés des surfaces du
second ordre, dans I'énoncé desquelles plusieurs des rdsultats précédens
se présentent assez naturellement, et qui d’ailleurs peuvent étre utiles.

Représentons I'équation d'une telle surface rapporiée 4 des coordon-
, PN N N
nces, comprenant des angles yz, gx, xy, par

Ax* 4 By’ - C7* 4+ 2Dyg -+ 2L£7x -+ 2Fxy
—~+ 2Gx + 2Hy 4+ 2/7 + K = o.

Si le centre de cette surface se trouve a une distance finie de {origine,
on pourra prendre ce point pour origine d'un nouveau systeme de coor-
données paralltles aux anciernes, et si 'on nomme L la quantité

G* [BC— D*)+ H*[CA— E*)a- I* [AB—F*)
+2HI[EF—AD]+2/G[FD—BE]--2GH[DE—CF)} _
ABC+ 2DEF— AD* —BE —CF

'équation de la surface, en employant encore x, y, g pour représenter
{es nouvelles coordonndes, sera

Ax* + By* + C7* + 2Dy7 —+ 2E7x - 2Fxy == L,

Cette surface a trois axes principaux, et chacun d'eux jouit de {a pro-
priété d’étre perpendiculaire au plan des deux autres, qui est diaméral
du systéme de cordes de la surface paralitles & 'axe en question, D'apres
cette proprié¢té, ou d'apres celie dont jouissent encore ces axes d’étre
des maximum ouw minimum cntre tous les diametres qui aboutissent du
centre 4 la surface, on trouvera facilemert que fes carrés des lengueurs
de ces demi-axes sont Jes racines de ['éguation
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o=g {ABC + 2DEF — AD* — BE* — CF*}
BC — D* 4+ CA — E* - AB — F*
—¢'L +2.[EF—AD]COS.;’E+2[FD'—BE]COS.%;*-2[DE—-CF]COS.';;'
B A ﬁn,l}% — 2D [cos.;g — cos.a cos.;;]

" V™ PN "
g L* {4 B sin.” gx — 2 E [ cos. gx — cos. xy cos. y7]
N e P N
—+ Csin.* xy — 2 F[cos.xy — cos.yg cos. 7x |
e N o~ N ~ N
— L3 [ 1 208,97 €08.7% COS.Xy — €08,y ~— c0s. gx—c08.*xy].

Par un changement dans la direction des axes, il est toujours pos-
sible, et d’'une infinité de maniéres, de ramener I'équation de la surface
a la forme

%32 2 2 I
g L =

P _ 5 1 P V— 4 ’

les quantités a'*, §'%, ¢* étant positives pour lellipsoide ; la dernicre
devenant — ¢’* pour hyperboloide & une nappe, et 8>, ¢’* se chan-
geant en — §'*, — ¢* pour Thyperboloide a deux nappes; alors
{'équation précédente (q) devient pour l'ellipsoide

. 3 B 2 !z ]1 f,- ‘1 rz ’3 . ;A\ !:‘ ’1 . aﬁ‘\ fz .‘3 . ll""\

o=q'—5q*|a 0"+ - Lqlb e *sintyga-c Pa sin g +-a b *sin
. ~ ~~ N ~ ~~ ~~
1

— 574 07" 142 cos y7 COS.7X CO8.¥ J—=C08. Y —C08. > ¥—C05. " x ],

a, b, ¢ éant trois axes conjugués, cette équation fait voir que les

’qua.ntité§
d’s _;—'I_‘_Z’fa :'l— c’.‘.'. ,
F ’q ' 1 o~ f:. fa . 2 N fz 'y . - N
b > sin* yg 4+ €2 a®sin gx - 2% b7 sin* xy,

a’® §'* ¢"* [1-+2cos.y7 0. 7 X €08 X y—=C0s.*y g —c0s. g x —c0s.’xy |

sont trois constantes pour un méme ellipsoide, et ces trols constantes
exprimées
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exprimées en fonction des coéfficiens de I'équation, rapportée aux axes
des coordonnées primitives, et dey angles de ces coordonnées, sont res-
pectivément égales aux trois copfficiens de I'équation (q), quand on
a divisé tous ses terines par le codflicient du premier, et quon les a
multipliés par les nombres 4, 16, 64.
Si, par les points situés sur les axes des x, y, 7 & des distances de
lorigine, égales a
=2, =2,

2 2’ — 2 '

cesi-a-dire, par les six points ol la surface rencontre ces axes, on fait
passer six plans parailé[e"sl deux a deux a ceux des coordonnées; on
formera un parallélipipéde, dont quatre des arétes seront égales & o', et
auront fa direction de P'axe des x; quatre autres seront égales a J’ et
paralléles aux y; et les quatre dernitres seront égales & ¢, et paralléles
a Paxe des 7. Les trois équations ci-dessus pourront, d'aprés cela, étre
ainsi écrites ;

o r . o f r
a — b* —4 ¢* == const.;

U

/’-\
S ¢ P /\ Fu 17a e 737
brersin*b'c’ - ¢*a*sintda 2t b*sin a'db

— const. ,

/\/"\f\f‘}

a*b*c*{14-2c05.6'c’cos.c'a’cos.a’b'—cos. b’ —-cos.’c’a’——cos."aﬁ = const.
Alors il n’y entre plus que des élémens relatifs au parallélipipede que
nous venons de décrire, auquel on donne communément Ie nom de
conjugué circonscrit a lellipsoide.

La premitre de ces équations indique que la somme des carrés des
arétes de ces rhomboides est la méme pour tous ceux circonscrits & un
méme ellipsoide ;

La deuxiéme, que la somme des carrés de leurs faces est pareille-
ment constante ;

La troisi¢me, que le volume de ces corps est constant.

X V1.6 Cahier. 55
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On obtient d'une manitre semblable des relations entre les o, b",, ¢,
qui se rapportent aux deux autres surfaces : nous nous proposons,
avant de les exposer, de faire connaitre une neuwelle forme dont les
équations de ces surfaces sont susceptibles, et gui aous dennera d’autres
propriétés du méme genre, On peut toujours ramener, d'une infinité

de maniéres, I'équation de 'hyperboloide, a.une oy .a deux nappes, a
fa -forme |

X X I
_{3'{}'—4— E«ﬁ i oc).ﬁ; iTZO;

@, B, v étant regardés comme positifs , et le signe -+ ayant lieu pour.
ta premisdre espéce d’hyperboloide, le signe = pour la deyxieme. On
sassure bien simplement de cela, ep observant que ces surfaces ont
chacuneam cone asymptote dont Je sommet est situé a leur centre. Si,
sur le cone, on prend trois quelconques de ses génératrices, et qu'on
les emploie comme axes coordennés pour y rapporter les surfaces, leurs
¢quations ne pourront admettre que la forme

My7; + Ngx -+ Oxy 4+~ 1 = o,

puisque ces surfaces d’hyperboloides étant coupédes par les plans des
nouvelles coordonndes, doivent fournir des hyperboles dont les nou-
veaux axes sont les asymptotes; et que tout plan parailéle a l'un de ces
plans-détermine encore dans les surfaces des hyperboles dont les asymp-
totes sont paralleles a celles des premieéres.

Ayant constroit sur les axes conjugnés, auxquels ['équation

o« | ¥? th I

. a - _?b"'; cuz 4

de 'hyperboloide 4 une nappe est rapportée, un paralldipipéde, comme
nous avons indiqué pour Pellipsoide, et que 'on appelle encore riom-
boide conjugué circonserit ; et représentant par a:, b’ “,’ ses faces et
par p’ son volume, I'équation (q) relative & cette surface, c'est-a-dire,
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celle qui a pour ses racines les carrés des trois axes principaux, pourrg
s écrire ainsi,

Ty ? ! I3 /3 / P ’y
P—5qt @ =" e g [ b e et =

Construisons avec les lignes ¢, 5, ¥ un parallélipipede anafogue, et
désignons par o, 3, v, ses faces, et par @ son volume; ['dquatior (q)
relative a ['équation | ’

de 1a meme surface d hyperbolmde devient

i

g} =5 q* { a*-Br ——2/371305 B'}/———z')fd cos. vm———z:&,@cos.a.ﬁ}

‘ZET"'"""‘O

4

~
— {87 COS. BV-I—‘VGL COs. 'ya,—-}—a,,G ‘305“':8 b

la comparaison de ces €quations dqnne.

Py L ~+—,G —+—'y 2)8'}!605 B'y—-szycos a,'y—za,,@cos a,,@

b 't = g {;3'}’ cos. ﬁ'}/ —I—-'VB cos'yi@ —I-at,ﬂ COS&L},@J},
pr = 4 @,

Je crois inutile de marréter & déerire la sitvation de ces rhombo‘fdes
a legard de Ia surface et a énoncer les théoremes renfermés dan.s GES

équations, comme aussi dans ceiles que fournirait Ia snrﬁce de lhyper-
boloide a deux nappes.

La manicre dont nous sommes parvenus a ces résultats, nous permet
de conclure les relations qui doivent exister entre les élémens de divers
rhomboides, _poijr quils soient circonscr—iptibles a une méme surface du
deuxitme ordre, comme le sont ceux que nous venons d’examiner.
Par exemple,:si, par le centre d’'un parallélipipede, on fait passer trois
droites parall¢les & ses arltes, et termindes & ses faces; que sur ces

S5 2
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parties de droites comme axes conjugués, on construise un ellipsoide
qui touchera les six faces du rhomboide aux points ol les trois
axes les rencontrent; que pour un autre parallélipipéde on en fasse
autant, les deux ellipsoides ne pourront étre égaux et superposables
quautant que les sommes des carrés de leurs arétes, ou, en d'autres
termes , que celles des carrds de leurs diagonales seront égales; que les
sommes des carrés de leurs faces, ou encore celles des carrés de feurs
rhombes diagonaux seront les mémes; quenfin leurs volumes seront
égaux. Lorsque ces trois conditions seront remplies, les équations (q),
dont les racines sont les carrés des axes principaux rectangulaires des
ellipsoides inscrits aux deux payalldlipipedes, serqnt identiques, et par
suite les ellipsoides seront supérposabig,s. On pourrait semblablement
¢énoncer les conditions relatives aux deux autres surfaces ; mais en voila

beaucoup sur ce sujet.

[36.] Nous allons présentement exprimer plusieurs élémens des
rhomboides en fonction des coordonnées de leurs sommets; et pour

plus de généralité, nous supposerons ces coordonnées paralléles & des
- | ) f-\ /n\ N A .. L
axes qui forment les angles yz, ¢x, xy. Soient toujours

‘A, 4, B,B, C,C, D, D

les sommets d'un parallélipipede dont Je sommet A se trouve a forigine
des coordonnées. x', ¥, 7’ les coordoninées de U'extrémité D" du coté a;
", ¢, 7" celles de C, extrémité de b; et x”, y”, ¢ celles de B, extré-
mité de ¢. Les coordonnées du sommet

D seront x" - x™, g+ 7+ 7
de C = X, =y, ,Z':'
de B X x4y,
de A & - x" 4 %", y4=y' -y, +7+7.

L'aréte a peut étre considérée comme la diagonale d'un rhomboide
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N N Pt
constsuit sur les arétes x', y, g, comprenant les angles yz, zx, xy des

axes des coordonnées, ou encore comme une droite qui a pour projecs
tions sur les trois axes, les lignes ', ¥, 7', ces projections étant faites
par des plans conduits par les extrémités de la ligne parallclement a ceux
des coordonnées. D'apres cela, on aura ’ |

S

at = x* - y’-" o g" ~= 2 y’z’cost_;% o 2z’x'cos.zx —+- zxj{'cos;},
et aussi :

b= &y P 2y”z"cos:;% —~ zz"x"cos.a - zx"y"cos.;;,

T R -—l—zf”z"”cos;g—l— 23”’x”’cqs.£;g—-|-3 zx”}”’cos:‘};

On trouvera également pour les diagonales des faces du rhomboide;

d* = (" A" o= (f Ay P (A= T 2y A y") (4= 1) cos pg
=207 7)) (" +x") cos E}' ~+ 2(x"4=x") (y'+y") cos. ;; ,
A= ("—x") () —)") +(’z — )2y —y") ' — ") c0s.yg
—+—2(7 —z”’) (x" —x") cos.zx—l—z(x —x") y'—y") cos.xy :
e*, ¢*; f*, J* auront de semblables expressions, mais en
X, %, J'mf J 7.7 X s J ISR
Quant aux diagonales des sommets opposéﬁ, on aura
g2 x") 2y -y ) (] 2" A, cos.';é
e (f Y )P 2] ) (A 5 e 5 cos 7
(L 2 ) (o e,
b= = x =) 2y =y — ") (47— ") cos. yz
A (f ) = S A2l =) (¢ *'— x") cos. 7 x
+ (0 A7 =) 25 X = x") (Y Ay — ) cos. ;} ;




2
o
O
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it == (¥ = & A K e 2y ey e y) (=7 -7 cos.yT
e (f — S P b 2l — 7 ) — A 1] COSE;
e ({0 ) e 3 — & i) ( — ) cos 5y,
b= (= X ¥ e 5" o 2(—y ey y") ({77 cOsLyE

- (""‘)""i—)’"“{—)’”‘)z e 2(__ Zf'-l"‘z"_I_z’”) (——X’—I—xu—l—x’”) Cos,le

A~ ({77 ) 2= x4 ") (—y -y ") cos. xy.

‘[37‘] Pour avoir 1expressmn des faces du rhombmde on observera

que l'angle ab, par exemple, a pour cosinus

@+ = f
2ab '’

X N
cos. ab ——

et en sphstituant Jux quantités qui entrent gu nrumérateur leurs valeurs
en fonctigpn des coordonnées

-

% X' 4oy y"—l-r:c g"—l—[_y 4 -+-§ y ]cos _y@-[z x"~+%'2"Jcos zx—!-[x by ,M’L]coaxy _
e ——

16 =
€05, a0 == oy ;

de cette valeur de cos. @b, on tire a*b* sin.* ab, ou bien

cl_

1y ’y fs /7 o r 7 N | /7 N
e {x 2=y 7 = 2y 7 €08 97~ 2 7% €08.7x = 2 Xy cos. xy |
Iy N, iy n_u N mows N " n ™
X [XPgey P 7"~ 2)7 COSYT 27 X €0S.ZX¥ ~+- 2% § COS. XY |
L N ! ." fF i rn P N fF o A N £ P N
—--{x X )y -+ +[)/ ARNA ],cos_.yg+[gx X z’]cos.zx-i—[x'y +y X ]c(}s.xy}".
Cette quantité est suscepiible d'une transfermation i laquelle on va étre
conduig, si I'on romme 2a', 23, 27 les différences partielles
4.4 4.4 d.q>

dx' * _?T" ._d?rﬁ’

.
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et 2a", 23", 2v" les différences partielles,

d. b d. b d.bv
A Ayt g

en vertu de la propriété des fonctions homogenes, on aura

oW

a* =X Y3 Y, P=xa - ¥y B~ 77",

et dailleurs,
I Iﬂ fF K FaN F | f NI A fF U f #TN Fr T/ | N
XXy y g [y gy Veos g+ X eos.gx - [ Xy -y k[ cos . xy
; : X’d.r" —J—'yrB"-l-z’T!f — xud:"i"y”ﬁi_-—l-é z'{‘)i'.
D’aprés tout cela,
C{" — (xn' d.:’ - }" ‘Gr + zr 'VT,) | (-?""ﬁf” +yn ﬁ” e Z" 'yn)l
— (x” a'! _..l_ y.ﬂlﬁf ._l._. zﬂ 'Vf) | (xf d‘" + yf @" .—I—- zf ‘yfy ,
quantité qtii revient, selon la formule du n.° 4, & la suivante:
(y: Z" - Zryn) (Bf‘yn — 'yf Bu) "‘|“ (z; xu _ ‘xr zn) (‘)” d.'" o d: '}’”}
—4 .(.l'x{}'“ ,__y.'-xn) (“'r ﬁ” . Br ¢a.~) :

mais,

- *

’ ’ ¥ - ; T~ ; , o P
B =y ~+ cop.yz =+ xcosxy, ¥ ==7 - ycosyg—+ x'cos.zx;

e S

yE— y”-{—-z"cos.yf%—l— x”c_os.;} , V=7 _y"cos._y?—i— x"cos.zx ;
“donc,
! N / R N N N " N b
BY'— /3" = (x'cos.xy~+y——7 cos.yg) (x cos.zx—+y cosyz—+7)
r N ! N ! N N [ H | N
o (x'cos.gx -y cos.yz 47 (¥ cos.xy -y ~H 7 c0s,y7).

Cette derniére quantité est précisément de la forme que nous avons don-
née i la valeur de ¢*; substituant donc dans celle-ci

i ZUN i f ! N~ R N N i i
cos. xy, 1, cos. ygpoura, 3,¥ et cos. zx, cos. yg, 1 poura, 3,7,
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on aura
~ o~

BY = B'=(y{'—7y) (1—c0s. yg)+(¢x'—x't') (cos.yzcos g3 —cos.xy)
+(xy'—y'x") (cos.xycos. yz-—cos.zx) ;
et de {a méme manitre, on aura encore
Va' —a' ¥ = (7 —17y) (cos.y?cos.é?—-— cos.;;}
(7% "—-xz)(x—cos.’@)-—l—(xj’" yx)(cos.gx\cos.;*}—cos.y?,
& B =B = (7' —7y) (cos'._xy cos.yz — cos.g;)
= (7% —x"7") (cos.; cos.;;—- cos.yfa —+(xy"—y'x") (1—cos. ";}) ,
Multipliant ces trois quantltes respectlvement par
YT =2y, O — X Ay — g

et les ajoutant, on trouvera; ayant égard aux formules de Ia trigono-

métrie,
!on I, ' u N N il
==y —qy )isin. yz—z(zx —x'g) (xy —y'x"Jsingx sinxy cos.y 7
(7 x"—=x"g")sin. ”zx—z(x:v"——yx')@-' 7 =7y )sm xysin ;‘Ecos.{;\r |
N F" N

ﬁ(xiy"—-y’x'?‘sin. xy=—2(y ¢ —1y") ({*x"—x'7) sinygsingx cos.x y.

N
01 a déSIgné ici, selon ce qu'on a fait pius haut, par y 7, z/\ , ;;:

les angles que forment les plans des coordonnées.

Nous poserons

AR R TR A ’ ron Py . TN / I T
x -"-‘fj’z'—Z}’)Slﬂ-}’Z: J, =(7x —x7 Jsin.gx, 7, =(xy—y x)sm.xj ;

ces quantités sont les projections de la face ¢, du parallélipipede, sur
les plans des coordonnées yz, gx, xy. Cette notation donnera donc a ¢*
Ja forme

cip
F |
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, ’ " LS L, N e, N
A ’4—3} ~—~2) 7 €OS.y7=——27 X COS.7X—27 ¥ COS.X Y ,

et en représentant semblablement par

H H I Fi i 1

x.f" -yf’ z{ ’ x! ’ ayr ’ z{ ’

les projections des faces &, a; c'est-a-dire,

N .
(¥ —2"y)sin. sz; (7% —x"g)sin. & (x"y —y"x) sin-;; ;

(' —Ly Jsingg, (= )sin gk, (5 =y x")sin cy

O aura aussi

b * ey, . Hz fla i i AN n N N 8 on <N
, =X,y g, 2,7, €08y 7 — 27, X COS.T X, — 2X 'y COS.X Y,
N N AN

g P4 Fil /s mr
~+y, "|"Z ..._2% g, €OS.y,0,—27, X, €OS.7X—2X"y COS.Xy,

p p—
a!

[38.] Pour trouver I'expression des rhombes diagonaux diédres, on
pourra remarquer que & , par exemple, est ce que devient la face ¢,
dont fes sommets sont en AC" BLD', lorsque les C' et B se changent
en D et A'. Ce changement répondant & celui de

" ! 1 i! fil i Fifa it ¥/l
X, ¥y, ®€en x +x, y—+y, 7 +7

il s‘ensuit qu'en conservant dans la valeur de ¢* les &', ¥, 7, si on
remplace ainsi les x”, y°, ¢', cette valeur donnera celle de 4:. Mais Je
remplacement de

X,¥y,7 par x' — x7, y" -+ ym, z" - zm,
change
x.o ’ .y;” Z,’ cn x.r’ = x,r"’ y;’ - y;”; ZJ' __'z,f"'
on aura donc
s ’ 1y, ’ My, / g o fr ’ " 7N
A== (x'—x )=y =y ) (0 =1, =2y =y N, =) cos. y g,

/ f! ’ I N I 1] ’ i ~N
_Z(Z: __ZJ )(x; _—xf ’E COS. z.l' xl—z(x; -xf )()'J —)’J )_, COS' x.nyf.
XVL5e Calier. Tt
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Le rhombe diagonal di¢gdre 4 ou BCB'C’ équivaut & un autre
rhombe dont deux sommets seraient en AD', et les deux autres aux
poinis ot un plan parallele a celui de 4, rencontre les droites DC7,
"AF. Or, il est facile de voir que ce dernier rhombe se déduit du pré-
cédent par le changement des signes de ™, ", ¢, c'est-d-dire, par le
changement des signes de x", y", 7", 1l en résulte donc |

'l BT \ Fi il 2 ! iy, ! H f ' N
4= (x'—x" Py 4y -7 47 ) — 20 4y") (1) cosyz,
H f Fi | A f N ¥ H /‘\
—3(3{'—[—- Z, ) (%' -x, ) cos.g x — 2(x'—x")(y, —+y, )cos.xy ;
et encore par des changemens daccens,
(s [ z I f ¥ ! 1 a f il ! A
o= (x"—x (3 =y ) = =2y =y ) Jeos. y g,
Hf / - H !/ N F! ! Il H /A\
—a (g — ) (x"—x,)cos.gx—2(x"—x) (" —y ) cos.x y,
' f 4 { ’4d I 7 s I 4 A
er= (x/"+x )=y ) (0, =g =2y ) g Jeos y g,
| PN N
— (g,’"—}—- z!') (’xjm—i—_ x}’) €08.7 X — 2 (xi""—l— x:) [y}”’—l— y‘f) COS.X ¥ ;
i i1 Vs # | Y .z i 72K R 41 I N
fr= xSy = (= =2y ) 2, Jeosy 2,
il i i ¥i i ZN i Fii " Fifd A
— 2z, —q, ) (x —x)cosgx—2(x—x")(y'—y")cos.xy
i 4\ . M 1} 3 ’ f ' 2 M (4 it Fir ~N
Jr== (), P )2 () (2 7 Jeos y g,
5 'S i ! /—\ If : £t i f /\
. z(z‘.r +sz ) (xl +x1”) COS'ZJxJ_-z(xi _I_'xr !) (y; _I_.yl”) COS-.X{)’J.

.D’aprés ce que nous avons trouvé au n.° 26,

A 6|: "+' f'z — drz

cos. b — ’
14 25,¢

si, dans cette formule, on met au numérateur pour &, ¢, d leurs

valeurs données ci-dessus,
N
cos. b ¢ —
} F
[ N L, n I_p iy N g i N ] ] i
x4 Y, 00"y 7 g,y Jeosy g 5, x g, Meos.g x [ x Ay ! xJcosx y,
. a "

-,
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[39.] On aura enfin les rhombes diagonaux g, £, i, £, en ob-
servant pour g, par exemple, qu'il est égal & un rhombe que l'on
obtiendrait, en coupant les quatre faces, dont les diagonales. sont

AD, A'D', BD, EBD,
par un plan conduit au point A parallelement & celui des points B’_, C,
£>'; mais ce nouveau plan rencontrerait les arétes D'C, DC’, en des points

qui auraient pour coordonndes

) *II.’ 4 7 4 Vidd . 7 Hr i Fid H ¥/
X=X, y—y ,0—7;, x—x ,y—y,7—7

H

. . . _ "

substituant ces quantités & la place de %', ¥, 7'; x", »", 7' dans Ia
’

valeur de ¢, on la changera ¢videmment en celle de g ; mais ces

f
substitutions Lhangent x‘,y‘, 7, en

.X"‘, 4 xln _'__ X:ﬂ) y{; — }/!” - ‘yjm’ Z; e z}u e Z{, /

on aura dong ‘
u ! il : H.; ’ T 74t ' N S Y N

g;# — (.’C’l +x1 +x1 )-"—___... 20’:‘ +/1}1 +,y,v ,) (/Z,r +z; +zf ) COS.)’}Z{

/ i VAT ' 2 ‘" m- r it 7 <N

—+ ()’, -y, Ay ) — 2(Z,+Z, -+, / (x, —x, +"',I)COS'Z,"‘}

TN

+ (77 ) — z(x;—i—x;"——l—xfj (v =y =" ) cos.xy

-

1 . ' . . . ]
et Ton trouvera pareillement, par des considérations qui reviennent,
comme la précédente, a des transpositions de Torigine des coordonndes,
PN

hP == (—x xS a4 yi"-—l—yj”’).(—-\z;—l—g’"ﬁz}’") cos. ¥ 7,

( ,V,; =,V,"—l-x”7“ 2(—1, 7, 7,") (—x/—x"x ") cos.7 .
(—z, 7, 4+ ——z{——if’—l—xﬁ—i—x;’y( yj -y "~ ") cos. ;:;:,
.r'f — (% —x x" )2y’ y!”‘ -y ) (7 — 7 47" cos. 5;2:
Ay =y Ay 2 (g =) () R A cosg

(0 — g g 2 (5w x ) (3] — 5, ) cos. x g,
TL 2

)k

1S
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' ! .M 4 ; H / ’ N } N
k= (x4 —x P2y =) (7 ) cos.yg,
M AN

A Oy =y ) — 2 =) (x4 x"—x ") cos. 7 x,
' F ! i F i1 F F " /1 A
4 (7,7 =7 ) —2(xAx—x") (-5 —y ") cos.x 3,

[40.] Le carré du volume du parallélipipede a pour expression

N i L N st o
pr=a*b* ¢* | 1-+-2cos.bc cos.ca cos.ab— cos.*bc — cos.>ca— cos.*ab}.

Si, dans cette formule, on substitue & a, b, ¢, et aux cosinus des angles
o TN

be, ca, ab leurs valeurs en fonction des coordonnées

/ / ! N z t 1 1 e
Xy Yo Q2 X2V &2 X 5 ) 23
Oon aura

P

. Vi -
= (& " 4 7* = 2y cosyg ~+ 27x'cos.zx ~+ 25y cos.x y)
N
x (% 4yt 47 +zyzcosyz+zzxcos zx—{-—-zxycos xy)

X [ %2 -—I—y’wz——kz ‘—[—-zy ‘7 cosyz——l—-‘:z 'x"cos. zx—r—:ax y 'cos. xy)

s ol AU A Sl AF A
+ 2 LI i/ L N M () H M N I i o
—+ [ 7'y cos.yr 7 457" cos.gx - [y -y %™ cos.xy
xﬂ” xf —.I— }ﬂ', 'yl + z ﬂlzf )
* ff M N ,”4'- ! ! N mor Mf T
"+ 7"y cos.yz+[" &'+ 577 cos. gx 4-[x"y 4y |cos. xy

xl xll + yr- yu + Zr zu.‘
* F N rFon N o n £ N F /] (N N
+ [T + 1y Jeosyg+-[ £x" 4T ] cos. gx—4-[x" "~ y'x ] cos. xy

i N fFr N £ 7 i
— (X -y 7 2y 7cosyr 4 27X cos.gx ~+ 2 x'y cos. xy)

[T

e A N A 3
x 7 mnm [T 11} N N
[y -7y Jeos.y+[T 3"+ 5

"

Jeos. 73 -+ [y s cas.y
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N

— (.f -y -y —I—*I’-}’ZCOS)’Z+ zgvcosgr-i- zxycosxy)
x x + -y ‘}, + zlﬂ' Zf 2

% o It N M VLG N Hnr ! I/ AN | i

[y 7"y  cos.yz{7" ' 4-x"7 Jeos.gx—-{x"y —+y" x| cos. xy

‘”"2. ) fffz ﬂ'fz MK N fr i N : P L Ny

— (" =y - 7 - 2y 7 cos g 277 ¥  cos.gx —+ 247y cos.xy)
x!’ x” + y’ }'" _[_- Zf ZH 2

X I n fF N N f H £ 7 i i L ) N
+[y7" 7y cos. yg—[ 75" =7 cos. gx—=[x"y" -y x"]cos. k).
Cette expression, un peu compliquée, est susceptible d’'une simplifica-

tion de forme remarquable ; on y arrive par un moyen semblable & celui
que nous avons employé an n.® 36, a l'aide des quantités

T 7 ’ H i i " st Wi
a«, B, v a, B,y &, B, v
elle se changera en

(x'a’ =y B V) (x'a" 4y B 4 V) (X" -y B ")
b (X Ay B A V) (5 Ay B A ) (T Ay B 1)
+ (5" Ay B ALY (K Ay B A V) (KT ) BT 1 "- ")
— (¥’ B V) (" B ) (] "”-H B +4-7'v")
— (K Ay B V) K Ay B ) (X B Y

_(x!ﬂ f+ ”’,{3—[—-2 'y) (x”d’”——l—-}"rﬁu—l—zr}/)(x d, '-—I—-.J/' 'Gﬂ'.’ !'}(j;,i/\..

Mais il est facile de voir qu'en vertu de ia formule du n.” §, réduite
a son premier terme, on peut substituer a cette quantité celle qui suit :
I3 H' h':‘ / N F7 i ! Ir /1 / I / I ¥/ !
(%" y + y7 X 7 Xy ——-xzy ————yxz—zyx}
I/ PR i T Vi LN ¥ Foon i VLI //
x(abﬁv + By 4 B — Y BT — By —— o B).

Ce dernier fucteur devient [ui- méme, en remplacant les lettres &', 37,
f i / p . '
v ; a , &c. par leurs valeurs en x', y, &c.
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I { o i, 2 i - o " . 14 gl i i 1] o in
{ x' — y'cos.xy 4 7'cos.zx) (x"cos.xy —+ y"+ 7"cos.yz) (x"cos.zx-+y"cosyr+7")

7. i o T o -~ T ’

(%"= y"cos.xy —+ 7"cos.zx) (x"cos.xy-+y"cosy7+7") ( x' cos.zx -+ y'cosyg +7)
P N N ; N N i n

~+(x" —y"cos.xy—-7"cos.gx} (x' cos.xy -y’ 47 cosyz ) (¥'cos.zx 4y cosyz +{)
o P -, P o )

——( X' - y'cos.xy 4 7'c0os.7x) (x"cos.xy " +4-7"cos,y7 ) (x"cos.zx -1~ y"cos,yg 4 7")
N ~ N N

—(x" 4~ y"“cos.xy -+ {”cos.{x) ('x' COS. Xy - y' - {'COS-J’U (x

o~ P

PN
y7) (x'cos.zx + y'cosyr+17 )

i}

7 i TS it
cos.zx-+y"cos.yz—+7")
Hi ] N it N ! o i f
—(x" y" cos.xy—+7"cos.zx ) ( x"cos.xy -+ y" 4-7"cos

Il est évident que cette quantité peut elle - méme recevoir Papplication

de la transformation précédente - il suffit pour cela de remplacer
I I 4 i i i Frid rf Frid
&, ﬁ s YV s d , }8 s VO &, ﬁ’ » Y

respectivement par

N ~ PN P S " : T
I, COS. Xy, COS. ZX, COS, Xy, I, COS. ¥7; C€OS. 7X, COS. 7, ;

ce qui fournit pour la valeur du second facteur en question

Hoopd Fon A L/ 1) P x fﬂ)

(.x.,:y Z ,_I_. 'yﬁ'zh"xfﬂ _I_. zfx”l},)'ff — Z 'y — y y Z - zy X
P N Y N - N
x (1 = 2€08.y7€08.7% COS.Xy — €0S.”yg— €08.>gx —c08.>x y/,

et en le multipliant par (x"y" 7" 4+ ' ¢ x” 4 &ec.), on aura enfin

s PN f. oot 7 AH ,’H-— ‘.l' o ! ‘H' i N iy,
P30 e gy =y —yxg — gy )
Pl o~ N N " N
X {1 ~}= 2.€08.y7 CO5.7X CO8,Xy — CO8,*y7 — COS.*7X — cos.‘xy).
Sur cette expression, on peut remarquer qu'on n'opére aucun chan-
l , ’ . s e ! ! i i ! £
gement, lorsquon permute reciproquement y, g, z en x, x , ¥ ; on

‘aura donc encore
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2 fa 1i4 " "o <N NI N . £ A
pr = (A= 2 a0 X cos.y gt 257 8 €08 ZX - 25X cos. xy )

’2- Hl i/ a oo . 7N ’.Uf i /.\'\ fh . N
x (yy iy 2y y " cos.yg4—2)"y cos.gx 42y cos.xy)

! N V778 o <N i T P N
x (77 7~ 277 cos.yz-t27 gcos.gx—+4-277 cos.xy )
y! zr "'-l— .}’” EH —l— '}'m zm Z
- 2

)

ioorr " i N I I -~ .o ;o
+ [ 7y cos g -+ [ "y ) cos.gx—[y 7 )] cos.y)

P | it fi M !
ZXx + 7 x 4+ 7 x
X

> 

oM 7 N t nro? s r 7 -
?—I— [7"x" 4-x"7"Vcos.yz-T7"x'4-x"¢| cos.qr—-{g'x"4-x"g" T cos. x

;Fo ! Hooon e Y
Xy —+=x ¥y —+ x ¥y
X

)

£

o

LU f | S P ot LN o !
—+y & eos.y g [x"y " x| cos.gx [y -y x"]cos.xy

P ~ .

! a M 7o g P/ ) ro
~— (5P X X - 24 x €05y 2X7 X €OS, 7X —+ 24 & cos.xY )

j yo =y -+ Ik
X "_i "_su > "t Hr 1t 7N /o 5oy i
—+ [y cos. yrt- -y Jeos. ga—-[ ' +z-v]cos-x;»§
P, # " o1 TN Hor N P N
— (yPy iyt 2y y cos.yg~=2)"y cos.zx—- 2yy cos.xy /)
Zl xl + Z” x!.’ + th’ xlﬂ' 2
X

L I . i N T ! h o F T N
~+[7 %" x"g" Jeos. y -7 X A" g ] cos. gx—-[ 7 " 4-x"7" Jcos.xy
' / MHa i Ho A A FITa g ;o N .
— (P AT P27 7 cos.yg—+ 27 7 cos.gx =277 cos.xy)
Xy —+ &y - &y 2‘
X

H o i N Mt F7 N f P A <N
}—1—[;*}; ~—+y X ']cos.j!g—{—[x y——]—)e x] cos.gx—[—[xy —+¥ x ] cos,x)rs,,

On peut conclure de ce résultat, qu'un nouveau pardllélipipede déter-
miné, comme l'a été celui que nous venons de considérer, de maniére
que Textrémité de sa premiére aréte ait pour coordonnées x’, x”, 1
dans le sens de P'axe des x, des y, des g; la deuxiéme, ¥, ¥, y; la

»
. v ! ' N7l _ gia e . e . A
troisieme, g, 7, 7 ;5 ce nouveau parallélipipede, dis-je, aurait le méme
volume que ['ancien.
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L'observation que nous venons de faire de Ia possibilité de permuter

’ Y . !
dans une résultante & trois lettres (x, 5y, ¢ ),

!

! f
}’;Z;Z; €n xxxr}’;

et réciproqueinent, permet de présenter le produit de deux résultantes
M I ! r Fr
(s 05 2) (20 B 7Y)

sous quatre formes différentes ; le produit de trois résultantes sous huit
formes, &c. Pareille chose a lieu pour les produits des résultantes a un

nombre quelconque de lettres.

[41.] Concevons & lorigine trois nouvelles droites respectivement
perpendiculaires aux plans des x,, y , 7, ou des anciennes coordonnées ;
nous allons employer ces lignes comme un nouveau systeme d'axes.

Les angles quelles comprennent sont les supplémens a deux droits de
N AN TN

ceux que nous avons désignés par y 7, 7,%,, ¥y, formés par les an-
ciens plans coordonnés; et réciproquement, les angles compris par les
plans de ces nouvelles droites, sont les supplémens a deux droits de

ceux que comprennent les anciens axes, ou des ang[es de’signés par

NN -\
YZ, 7x, Xy £CS anciens axes sont eux-mémes I'ESPECHVEIHEDT. perpen-

diculaires aux plans des nouveaux.

Soient pris trois points déterminés de position a ['égard des nouveaux
it

- Fi r s . H 1
axes par les coordonnées x, y/, ¢  pour le premier, et x°, y", ¢";
i F 7 r/i 0 . -
x", ", ¢" pour {es deux autres (n.° 37}, et construisons un rhomboide
sur les droites qui joignent ces trois points & forigine comme arétes con-

tigués. Les carrds®de ces arétes seront

’y : 'y . 2y L i r o7 N F I 'tf\ '
Xt 4yt 4 2,7,€08.y7 — 27 X COS.7X — 2X ¥ COS.x § ,
1y, o ", "o <N oo N T <
X, oyt g 2, €08 )L, T2, X, COS. X = 2x ), 08 Xy,

~ﬂfz i’ z+ ﬂa‘z il . S <N . i Fif . '/; F{ /ii N ,
‘\" + y Z,. 2')}; Z,a ('0 'vy;z; 22{ x} Los'zf ! Zyrl yj Cos'xﬂyi"

v/

on
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. AN AN A
on conserve dans ces valeurs les symboles y 7z, zx, xy, pour les
angles d'inclinaison des anciens plans coordonnés, Ces valeurs sont celles
que nous avons trouvées au n.° 37 pour ¢ b* a?; ainsi les arétes

de ce rhomboide seront équivalentes aux faces de l'ancien.

L’angfe compris par les arétes & , ¢, du nouveau rhomboide aura
pour son cosinus,
P
COS. 6{(1 —

r ! T ) i [l r\h -t r\\ A
x'x"+y 'y "4z, 2"y ’,z{ '—}-z"y,‘]coszy'zl—-[z"x,"—!—x&'z‘ Jeos.z x,~{x,'y "=y, 'x,“JcOs.x J,
b e,

quantité de signe contraire a celle que nous avons eue au Nn.° 37 pour
Finclinaison des faces &, ¢ de Pancien parallélipipéde. On voit ainsi

que_le nouveau rhomboide est celui que nous avons appelé supplémen-
taire de Pancien. |

Les six diagonales des faces de ce rhomboide, et ses quatre diago-
nales des sommets opposés, auront donc pour expression les valeurs
données aux n.** 38 et 39 pour les quantités

"{J’ idf’ ei’ fé'!,-'f:, t-ff.; gr" ér’ z:' k{;

ce qui résulte d'ailleurs de la recherche directe de ces valeurs , en par-
tant des coordonndes des sommets de ce parallélipipéde, et cela peut:
étre regardé comme la raison de l'analogie remarquable des valeurs des
arétes en fonction des x, y, 7, et des faces en fonction des x, 3, 7.

Les plans des nouveaux axes forment des angles qui sont les sup-
plémens & deux droits de ceux compris par les anciens axes : leurs

sinus et cosinus seront donc ?
. P . Py N o P P
5111:}’61 sin. C-x i sin. .X')’ " ———— COS-}Z ? — LS. Ex ) -"""' COS. u\‘}n

v

Représentant par

4 ! r i i i Fr /g i
x ’ . ’ -
w7 7 ." z” ’ '-x“ ] ’ y I7] 4 Z" g x” * y i 4 Zﬁ ’

XVI* Cahier, vy
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les projections des trois faces de ce paralldlipipede sur les trois nouveaux
plans coordonnés; cest-a-dire,
N I roon ST rou roay . T
(9,2, 727, )Sm*fi’ » (7x, X sinegx, 5y =y ) iy, s
AN

o
()2 =ty sinyz,, (7% —x, z)smz-r (x"y, =y % Jsin.x9,;

i

. noamy . T
(v """y )smyg (7" x"—x "7 " )sin. zx , (%)Y —y " x " Jsinx y

les carrés des faces du rhomboide supplémentaire seront

P P
aﬁ‘ p— t‘f»}—y ——}—g} —|— 2}'” 7, cosyg——l—- 27, x 'cos. Zx—}-vx y 'cos. Xy,
;,'r - ' Ny ) P A
6”- — A'” ) —!‘yn ._’_zu *_..I-_z)p” Za‘! COS.)’Z-}““.?.&{ .1'" COS' Zx—{—z:*.’" y:f COS.JL‘;‘V,
e ¥ -/"\ "

2 o Hia 1475 ’a _
P 2-t-g Titay Y7 7 ‘cos.ygag, “x “cos. zr+-2x "y "cos.xy.

) i il
Mais, d'aprés les propriétés trouvées au n.° 15, on déduit facilement

f

2o o2 s L S P 2 a2 _1a
ol — P -yu _—Py ? gu — P g >

1!

N Y N N L R N
-yu Cu __P uyz’ wau '—_P Z«x’ 'xuy.u‘—_.p x.y 2

et de méme pour x", 3", 7 "3 7" on aura donc
N N
az=p fx +y —’r-g -+ zycwsygq— zzxcos X +zxy COs. xv)
Pl N N
bf—p(x -y 2y g €08y 27 X COS.7X 42Xy cos. xy)
N N

firs

=p (xm "”4—5 —i—;_y g cc)s.yg-%-zg x' cos.gx—!- 2x" y cos..x;v),

ce qui ne fait que présentér de nouveau les propriétés. des faces du
rhomboide supplémentaire, lorsqu'on les compare aux arétes du rhom-
botde primitif. On voit comment on arriverait aux relations semblables
qui existent entre les rhombes diagonaux du supplémentaire et les dia-

gonales du parallélipipede proposé.

5

Enfin le carré du volume du rhomboide supplémentaire aura encore
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pour expression
P P
x -{— —{—- s 7 COS — 2 x COS X — 2 X Los.x
J’ Z, Y, E J ¢, ‘O, J’ J,
N s '

x (x" —I—y gt~ 2y "7 "cos.y g — 27 "x "cos.gx —2xy cosay)
2 FIIR) A N
% (x " gy g "2y "7 c0sy 7 — 27 "x cosgx-———zt "y "'cos.x ;)’,)

R T R A
—-2 A~

- - N Hooou N . Moo oA
—[J’ E "*'Z )’ ]COS*)’;Z:‘[Z, Xo4=X T ]COS-Z,-“’, [x, y, +y, % Jeos.x

7

x“f + '}’f}'ﬂ 'y’»" + Z"Iﬂ Z’f

P

!

A~

)

R P z
—-—U:HE;—FZIMJJ:]COS.{}’JEI*—--[‘ZI”’X:-}-X:”Z’r]COS.zf.’ff—[.t'l,l':)’;-t—'"}”fﬂ.l';]COS..?c ; ;j

4
x ] —-I-— ‘y f'y i + E ! Z i
X TN N
—[y, 74y, Ic 05)’,6“[6,-* ~+x,7, Jeos.g, 5 ~[x 'y "—+y ' "Jcos. —*‘J
' PN P
""'(“"; -—l-y —l—g -—-zy g cosjg -——zgxcosgt —zx)f cosxy)
‘r’ll x’fﬂ' -—I-- y{ﬂ')’!ﬂ'l’ .—I—- z||".f E;’ﬂ Py
X [Ty, 77 <N N N/ Y/l N
—y" "y, ]cos.}_jg’_[gj x"ex g " cos.g x —[x 3"y x "cos.x y.
M " & i i A i it n AN
—(x Py A=Y — :zy} 7, €089 7 — 27 x} CDS-Z;"‘, — 2X,y cos.Xy )
L )’ }’ ~+ g Z :
X N
_D’Hzf"'ﬁ, )”]CQSJZ—[L x e/ "7 ]cos Zx—{x ¥y “x ]cos.x‘yu
P A~ N

1L pE . e —_— < o1
_( +y +C, Y )’, Z, LOS.}!& ZC xi cos.g,x’ sz yl CO&..\J}»/
! f [ P Y.

R X, X =y g

AN . AN AN

x
F0 rFon rn . ron ! ! )
l_—.[)’! E, +Z.r}'f ]COS"}’!ZI—[ E.r .1{" —I—'."Z', ’ ]COS' Ef\' 1—[x1 y: —I_.y.r X, ]COS. "‘,}’H
Cette quantité peut étre changée en la suivante:

/ 7 , H', " , fﬂ' M 17 " ! H [,H—__' . .f" Nop — ! . Mooopi — P , L

‘xl‘}i’ L’F +}I L’I xi + L’l xl 'yf AJ’ Ll)’f y!’ Af El’ Zd”yl' x! )
~ ~ ~~ S , LN

x (1 = 2.C08.y 7 COS.[X, COS.X ¥ — C08."y 7, == GOS. { X —CO0S." Xy )

VY 2
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et en vertu des proprictés des résultantes & trois lettres, ou de celles
des rhomboldes supplémentaires, elle peut étre transformée en

PN r N Y Y TR, ron o F N TR/ oW
" P ™ :"\ z.-"\. P
S anap 2
x (1~ 2 €08y €COS.7X CO8.X ¥ — C€08.*y7 — €05.”7x —— C0s.>% )%,

Oun retrouverait ainsi facilement toutes les propriétés des rhomboides
supplémentaires dérivés dordres successifs ; mais elles sont comprises
dans des considérations plus générales qui vont suivre, ce qui dispense
de les écrire ici.

[42.] Trols points B, C', D', joints & une origine A par trois droites,
ont donné un seul rhomboide, dont nous avons considéré les élémens,
[eurs relations et leurs expressions. Actuellement, prenons un nombre
quelconque # de points w', m", m", &c. déterminés de position par des

’ / /. ! H - n it L M M s 3
coordonnées x',y, 7 x,y,72; X ,% , 7 &c. rapportées a des axes
e . _
comprenant les angles yz, 7x, xy; en chacun de ces différens points,

on pourra, sil'on veut, imaginer des masses représentées par les mémes
Tettres m', m", m", &c: Ayant joint & un point quelconque pris pour
origine des coordonnées, ces masses par des droites, concevons que Yon
construise tous fes parallélipipedes formés sur ces droites employdes
trois 4 trois comme arétes contigu€s ; ils seront en nombre

n — 1

leurs faces en nombre n. et leurs arétes en nombre #, en

ne comptant toutefois que les faces et arétes distinctes et passant par
l'origine ; ces faces ou arltes étant communes a plusieurs rhomboides.

Chacun des carrés de ces # arétes, étant multiplié par la masse on
elle aboutit, je représente par ¢ la somme de tous ces produits ; on
aura

"
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P — Emx* =+ Zmy* 4 }'Tn‘a‘r:z'L » .

-} 2 cos.;% Zmyz — 2 COS.{;ZH; £X ~= 2 Cos, ;} mej;
Pour abréger, remplagons les six sommes,
me"‘, Tmy*, Tmz*, Zmyy, Imgx, Zmxy,
par les lettres 4, B, C, D, E, F;- alors

N N "
QP—=A+ B+ C -+ 2Dcos.yi + 2Ecos.gx -+ 2 F cos.xy.

[43.] Nommons -} la somme des produits deux a deux de toutes les
molécules m’, m", &c,, chacun multiplié¢ par le carré de I'aire du paral-

lélogramme construit sur les deux Iignes qui joignent ces molécules a
'erigine; on aura

J == Zmm'x* ~ Emmy* — Zmn'y’

N , . N ; N P
— 2C08.y, 7 Zmmy g —— 2 COs. T X, TMYM g X ~= 2 COS, Xy Zmm xy ,

formule dans laquelle les quantités x,, y,, 7, sont, comme aun.® 37;
les projections sur les plans des coordonnées, des faces des rhom-
boides dont nous venons de parler; cest-a-dire, les quantités dé-

signées au n.° 8 par les mémes lettres x , y , g , mais respectivement
multiplies par sin. yg, sin. gx, sin. xy. Remplacant encore les six

intégrales précédentes par les lettres A , B, C, D, E , F, il vient

N

o o
NV =A~+B—+C—2Dcos.yz— 2Ecos.7x—2Fcos.xy ;

et il existera entre ces dernie¢res quantités et les A, B, C,D, E, F.
des relations qu'il est facile de trouver. Pour cela, on mettra dans les
formules du n.° 12 x'y/(m), y'v/ (), 7/ (), au lieu de «', ¥, 7 ;
V(') ¥V ('), 7V (W), au lieu de &7, y', 7', &c., et ayant égard
3 ce que nous venons de dire, que chaque x, d}‘ n.° 12 doit étre rem-
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N

placé par x sin, yz, cﬁaquey par y sin. zr, chaque ¢z par g sin, xy;
on Pdl‘VIEllt a

A = (BC—-—D")Qn.’}E, - D =(EF— AD)sin. E} sin.;} ,
B} — (CA —E?) sin.’a , _Ei — (FD—-*BE) sin.;} sin-.y?,
C =(AB—F*) sin.‘;;, F—=(DE— CF) sin.?i sin. E;

On pourra assimiler & des résultantes & deux lettres les facteurs dont
ces quantités sont composdes, et ainsi les avoir sous d'autres formes.
Par exemple, A peut étre considéré comme le produit de

BxC—DxD par 1x1 — cos.y?x cos.ﬁi
et en vertu du théoréme du n.® 4, on aura
~ o~ | ~~ o~ _
A = (B~ Dcosyg)(C-+ Dcosyy) — (Beosyz+ D) (Ccosyg-+ D).

[44.] En multipliant chacun des produits trois & trois des molécules
m , m", &, du systéme par le carré du volume du rhomboide construit
sur les droites qui joignent ces trois molécules & lorigine; on aura pour
fa somme @ de tous ces produits, |

rn P T N L ~~
T .’t’)’ 4 +.J’Zx -+ Zx}' I -+ 2 COS*}’Z COS8.7 X CDS.J«:’))
W == Mm m X N Y ey

r

L N Poon
— Xy —yXL — YN ) [—cos. y7—cos. gx —€os.*xy

et fe premier facteur de cette valeur, Tmm'm" (x, y, 7"J2, peut étre
transformé par Ja dernitre formule de [larticle 12, et exprimé en
fonction de A, B, C, &c.; il faut, pour cela, remplacer dans cette for-
mule, comme ci-~dessus,

x, 9, 7 par XV(n), yvin), 7V (in);
xll" y‘ll’ Z..”’ P'ar x” P/(JII”) , }|H V.‘(”IH) ’ ZH V(m") ; &C

-h
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on trouvera ainsi

I~ zcos.;% cos.g; cos..:r?

i COStzyz_ COS.ZZ.Y""-COS.?' .?:}'

I est méme facile de voir que cette expression peut encore éire mise
sous ces autres formes :

T, {”‘\ ~ i N z/"\.
— ‘: Z R ‘l L - o » .- L] ’
w=BBsin.yy +CCsin* g7 —AAsin xx +2DD sin.gxsinxysin’y 7,

CaS RN N Y N
0=CCsin.*zg +AAsin.’xx —BB sin.” yy 42 EF sin.xysin.ygsin. g x ,
' ~

. N AT :.A e N
— L - —_ b z - . -
w—=AA sin*xx 4+ BB sin."yy —CC sin.*qz, + 2£F sin.yzsin.zxsinx y .

Ajoutons ces trois équations, nous en tirerons 1a sulvante:
' . s ~~ S U N
3@ == AA sin"xx, —+ 2 DD sin.zxsin.gysin."y g,

. 2 N . . N . e . . ~

—+ BB sintyy —- 2 EE sin.xysin.yzsin." g x

N N TN N

~+ CC sinlgy =+ 2 FF sinygsin.gxsin®x y ;

en les ajoutant deux a deux, on aura.

- =

AN TN

~ N N N N
. - 2 » * ' 2 - - - . 1, )
w = AA sin.*xx —~ EE sin.xysinyzsin.*g x —=FF sin.ygsin.gxsin.®xy ;

N

N N st N N N
w == BB sin.’yy - FF sin.yzsin.gxsin."x y =~ DD sin.gxsin.xysin.’y z ,
e N e . N N N
w = CC sin.*zz —+ DD sin.gxsin.xysin.y g 4+ L£E sin.xysin.ygsin.*g x ;
expressions assez remarquables par fe rapport de leurs formes a celles
des formules de l'article 12 : elles en résultent méme trés-simplement.
Par exemple, on dédunit immédiatement de fune de celles-ci,

A B c
3 Emﬂ;’m" (x"'yf) z”)z — rﬁ : B - t — '[ C lﬁ
sin.? yz sin.? zx sin.? x y.
D ., FE, F
- 2D ——t— 42 F =+ 2 ——

sin, zx sin. xy sin, xy sin. yz sin. yz sin., gx '
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en multipliant par

L N i~ N :.A et
I ~} 2COS.y7 COS. ZX COS. XY == €O8.’y7 — CO5. X — COs.’xy,

et ayant égard aux formules de la trigonométrie, on arrive & ['une des
équations ci-dessus.

Chacun des deux facteurs de fa premiére forme que nous avons don-
née a w, pouvant étre regardé comme une résultante a trois lettres ; en
vertu du n.° 5, cette quantité est encore susceptible de I'expression

| (A+Ecos.$+Fcos.;;) (B-+F cos:r;/—FDcos.;E) { C—!-Dcosy?—i—Ecos.z.;‘)_

—+ (4 cos.%-*—E —+F cos.;'?) (: Bcosj;3'+F —I—Dcos.fg;:)( C cosj%—!——D-l-E COS.;;)I
-~ e . " N N

~t (Acos.xy+Ecos.yz+F) (Beos.y g+ Feos.gx+D) (Ceos.gx+Dcos.xy+E)

— (4 cos.@-i—E cos }?—l—ﬁ) (3cos?y+F —+Dcos, ?x)( C+Dc053/€+EcosE;)l

GE Ecos_.%;-i—F cos.;}) ( 5c053E+F cos :E.;.’-i—D) {Ccos.;g—i—D—l—-E cOs ;;)
— (4 cos.g;—i—E +Fc05;:£) (B+F cos.;;——t-Dcos;z\) (C cos.aﬂ-l)cos.;;-i-E ./,

et aussi de celle qui résulterait de cette derni¢re, en y chan geant'A, F

respectivement en C, ) et réciproquement : ce changement revient a
) TN

N . .
celui de cos. xy en cos. yg. On aurait encore une autre expression de

- N N
la méme quantité par le changement réciproque de cos. xy en cos. gx.

[45.] Concevons maintenant un systéme’ dérivé du précédent comme
il suit : Les axes des coordonnées comprenant entre eux des angles siip-

plémens a deux droits de ceux formés par les plans des anciennes
' _ _ N N N . . .
coordonrifes, ou'de ¥z, 7x,., x,y,, le premier point de ce systtme

aura pour .coordonnées ce que nous avons désigné par xl', y,', z}' au
'n.° 43 ; cest-a-dire,

i i N f i . N Fs ‘” fF N . N F I ) P 7 . dh
O'¢ =gy hinyg, ((x'—x'g)sin.gx, (x'y'—y'¢')sin.xg,

et
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, g N ‘
et Iﬂ. IMasse que nous y SUPPDSEI’OHS placee sera mim , [ES COOTdOHl]EES

du deuxi¢me point seront x”, y", 7", ou bien

! 1 oAy e N *; /! Y A" ~ '/ /A N
(P — " )sinyg, (x"— x'7")sin.gx, (xy"—y7")sin.xy,

et sa masse m'm", &c., &c. Nous représenterons par les mémes lettres
portant un accent en bas, les quantités relatives au nouveau systeme,
formées avec ses coordonnées, comme le sont les quantités de l'ancien
avec les siennes. On aura ainsi pour ce systeme , des quantités

A, B, C, D, E, F,

qui remplaceront les 4, B, C, D, E, F' de 'ancien ; mais il est évident

quelles sont les mémes que les A, B, &c. dun.° 43,

N AN TN
En conservant les y 7, 7 x, x y pour les angles des plans des coor-

données de 'ancien systeme , la quantité @ du nouveau,

N N NN
P,—=A ~+B 4+ C —2D cosyy— 2E cos.gx—2F cos.xy,

et par conséquent, @ —=.l.

Si I'on observe que les angles des plans des nouveaux axes coor-
donnés sont les supplémens a deux droits de ceux compris par les an-
ciens axes, on aura

~ N

"!’.« = An—l— B” —+- C” 4 2 D” cos?g' -+ 2 E" €05.7% —= 2 F” COS.X ¥}
mais
A, =((BC —-D)sing, D —=(EF—AD)singx sinxy,
N "
B, =(CA—E)sinyx, E = (FD—BE)sinxysinyg,
. o~ . ) i i
C,={AB,—F})sin*xy, F, —(DE—CF)sinygsingx,;

substituant dans ces équations 4 la place de A,, B, C,6 & leurs
valeurs données au n.° 4 3, et observant que, dapres les formules

X V1L Cahier, X X
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connues ;
T N S LN LN, S A
sin.*gx sin.*xy sin.*y 7 == sin.’yz sin.gx sin.xy sin.z x sin.zy =— &c.

P F P zf"\ 2/\. 1«’\
— 1 —-{-— 2 COS.}’Z COS.ZK COS.I‘]——-COS. }’Z-—— COS. g.x'—-cos. xy,

et ayant égard aux formules du n.° 15, on aura

:4" — Aw, B
D“ — Do, E

Be, C = (o,
Ew, F — Fo;

"

i

de [& résulte
NI/, == (A+-B-+C~+42Dcosyz—+2 Ecos.zx 2 Fcos.xy)w,
ou bien -l — ¢.«.

On aura encore, en remarquant que les angles formés par les nou-
veaux axes et leurs plans opposés, sont les supplémens de ceux des

anciens,

N -""-\.I N 2:"'“‘\
- 1 L] L] L]
3w = A A sin?xx, —= 2D D sin.gx sin.xy sin.yg

4 zl | ] . L ] * :
B B sin*yy -2 L £ sin.xy sinyg, sin®zx
~ —~~

—-
‘ ~ —~
- z L] L] a * " .
—+ C C singg -+ 2 F F sin.y g sin.g x sin.’xy .

or,
. s ) N . P . P . P . ) N
$iN.Z x sin.x y sin.”yg — SIN,ZX §IN. Xy SIn." ¥ 7

et ainsi des deux autres. Mettant donc ces valeurs dans i’expression pré-

cédente, et aussi celles de A, 5, &,

S 2 N R
A,A Sin."xx, - 2 D}D sin.zx sin.xy sin.’y g,
P

LS A T i
~+ B, Bsinyy - 2 £ Esin.xysinyzsinigx ),

;

36@31:&3

— N

SN T

—+ C,Csinlgg, ~+ 2 F Fsin.ygsin.gxsin’x y,

\

ou bien @ —— .
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Si I'on considérait un nouveau systtme qui fit, & I'égard du pré-

cédent, ce qu'est celui-ci au systdéme primitif, on aurait encore pour ses
quantités

Am’ B.w’ C:w’ &e.; @H, .R'I',u’ @,
Aw — Aw*, B — Bao*, &c.;

o

A
o
— . S ——y L —— b3
CPM_""\I/; @C&', .\LH'—'QJC‘}I__\I/W d wﬂ—w-f
pour un quatri¢me systéme dérivé

—_— — 'y —— ——— —_— 2 g8 .
. <Pw"'— \Lu - ﬁlja ’ "‘{/mr CPH C:)” CPG-’ ’ wm Cd” @,

et ainsi de suite pour les systémes d'ordres ultérieurs. On voit comment

|

|
E
K

_{a loi de ces quantités est donnée par celle des élémens des rhomboides
dérivés du n.° 33.

[46.] Tout ce que nous venons de dire a lieu par rapport & l'origine
des coordonnées choisie d’abord. Pour caleuler les quantités ¢, 4, w,
relatives & une origine dont a, B, 7 seraient les coordonnées, il faudra
remplacer les A, B, C, D, E, F dont elles sont composées, respecti-
vement par |

A—2afM—+a’M, D— (B4 vv)M+ BvIM,
B—2BvM—+ BM, FE—(vE+ al)M—+valM,
C—aoylM—+vM, F—{(av+ BE)M-A-aBM,

£, v, { étant les coordonnées du centre d’inertie du corps, et A la
somme m ——m ~—m" — &c. de toutes les masses du systéme.,

Ainsi la somme des carrés des distances des molécules au point
&, 3, v, chacun de ces carrés étant multiplié par la molécule corres-
pondante, sera

A—2a 8 M-+ a* MA4-B—&c.~ 2| D—(BL4—yu) M —P—/@'}’M ]COS?Z-E—&'C-’

. * I r F 11 i ¥
Si on remplace successivement «, £,y par x,y, 7. X, y, 7

XX 2,
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", ", " &e.; que Fon multiplie les résultats par ', m", m", &ec.,
et quon ajoute ces prodults, on aura, apres avoir divisé par 2, parce
que chaque produit se trouve deux fois répété dans cette somme,

A+ B+ C —+ 2Dcos.;z.—l¥ zEcos.%—;‘—l——chos.;;]M

—[8 4+ v+ + 29&(:05.;2—}— 2CEcos.g} —+— zZucos.;;] M=,

Cette quantité, que je nomme @, sera la somme des preduits deux a
deux de toutes les molécules, chacun de ces produits multiplié par le
carré de la distance mutuelle des deux molécules.

On voit que @ étant toujours, comme ci-dessus, la quantité qui se

rapporte a l'origine des coordonnées,
. ; o P i
o = M—[&+v+{*+2vcosyg+2Fcos.gx +2Evcos.xy | *;

c'est-d-dire, que la somme des produits deux a deux des masses ',
m'", &c., chacun multiplié par le carré de leur distance mutuelle, égale
{a masse entiére du syst¢me, multiplide par la somme des produits de
chaque molécule par le carré de sa distance & un point'donné; diminué
du carré de la distance de ce point au centre d’inertie du systéme,
multiplié par le carré de a masse enti¢re. Ce théor¢me a ¢té donné par

M. Lagrange (Mém. de Berlin, 17§3.)
[47] Pour rapporter a la nouvelle origine &, 3, ¥ la quantité -\I/,
il faudra y faire la méme substitution que dans @; la quantité A se

changera ainsi en |
B (C—L M) 7" (B~ M)4-2py (D—olM)) |~
’ £¥L 5.7 »
"—2B(Co{D)— 29(BL—0vD) .

-

A+

et [) se changera en

5 55.1,[3(5-(;2/;4) wya(F-foM)-By(A-EM)-a*(Do-LM)) A~
- - o L (Msin.gxsin.ayy
(—v{(F¢—A v)—B(EE—AL)—a(liv+F{—2D%)

on aura de pareilles valeurs a substitver 4 B, E , C, F.
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Si Ton emplole successivement pour origine les points ', m", m", &e.;
cest-a-dire, si dans I'expression de ml/ 1 laquelle on arrive ainsi, on
4 / ! W i i . £ i M/ .

remplace a, B, v par ', y, g, parx, y.g ;s par X,y , ¢ , &c.;
) « g ’ - ' " il » . .
quon multiplie les résultats par m', m", m”, &c. et quon les ajoute :
apres avoir divisé par trois, parce que chaque terme de cette somme y
entre trois fois, on aura une quantité que jappelle Y, et dont lex-

pression est
/ (EZ:‘*—PC‘U’:‘——:LDUC)Sin.‘}E
A~ (CE 4~ AL> — 2 ELE) sinx

S +(Au’~l—3£‘-——2F§u)sin.‘“;;
T —2(Efv++ FUE —Avl —DE") 5111?1;5111 ;';cos )Tg AL

-—-—1(sz; - DEU — 5 Z_, E — FEv?) sin.xy sin.yz cos.z x,
—2{[)(;2—!— Evl—Cho—FC*) sihi}% sin.g; C(:xs..::::}r

Cette quantité T est la somme des produits trois a trois de toutes les
molécules, chacun multiplié par le carré de laire du rhombe que fon
peut . construire sur deux des dlstances de ces molécules :employdées
comme c¢Otés contigus, rhombe qui est double du triangle déterminé
par ces molécules ; et 'on voit par ['équation qui précéde, que cette
somme ¢gale la différence des deux quantités suivantes : 1.° La masse
_enti¢re du systeme, multiplide par la somme des produits deux a deux
des molécules et du carré de Taire du rhombe construit sur les deux
lignes qui joignent ces molécules & un point donne, 2.9 le carré de {a
masse par la somme des produits de chaque molécule et du carré de
F'aire du parallélogramme construit sur les droites qui joignent la mo-
Jécule au centre d’_inerfie et au point donné.
On aura un énoncé plus facile, en divisant par quatre les deux
membres de cette ¢quation : la somme des produits trois a trois des
molécules, multiplié chacun. par le carré de luire du triangle que ces-
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molécules déterminent, égale le produit de fa masse entitre du systeme
multiplié par la somme des produits des molécules deux a deux et du
carré de laire d'un triangle déterminé par ces deux molécules et un
point quelconque; ce premier produit étant diminué de celui du carré
de la masse par la somme des molécules, multiplide chacune par le
carré de laire du triangle formé par cette molécule, le centre d'inertie
du systéme et le point quelconque.

[48] Au moyen de la premiére expression de @ du n.® 44, en 4,
B, C, &c., on obuiendra de Ia méme maniére la valeur de Ia somme
Q) de tous les produits quatre a quatre des molécules, chacun multi-
pli¢ par le carré du volume du rhomboide construit sur trois des lignes
qui joignent ces moliécules, employées comme arétes contigués; et L'on
aura |

(BC— D*)§ 4+ 2(EF — AD)ul

Q—=oM—{—+(CA—E*)v 4 2(FD — BE) %
A (AB — F)* 4 2(DE — CF) kv
X { I——I—lCOS.;E COS.E; cos.;}—-cos.’;E—cos.’a——cos.“;} i M,

ce que l'on peut encore écrire ainsi

. ZA . \ . N . N

Zz. AJ sin.“xx, —4- ZUCD, sin.yy sin.gg

' ) o o~ ' _ e
Q=wM—{~ v B sinyy. —+ 2FE sin.zg sin.xx ) M,

N N

N .
~+ C*C sin* 77, -~ 2%vF sin.xx sin.yy,

Apres avoir divisé £ par trente-six, ces équations expriment le théo-
réme suivant : La somme des produits quatre & quatre des molécules, -
chacun multiplié par le carré du volume du tétraddre qui a ces points
pour sommets, égale la somme des molécules, multipliée par la somme
des produits trois a trois des molécules, chacun de ces produits étant.
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fui-méme multiplié par le carré du tétraddre déterminé par les trois
molécules et un point quelconque ; moins le carré de {a masse totale,
multiplié par la somme des produits deux a deux des molécules et du
carré du volume du tétraédre déterminé par les deux molécules, le
centre d'inertie du systéme et le point pris arbitrairement.

Sur la derni¢re forme que nous venons de donner & €0, on voit
bien facilement la signification de la partie multiplide par — A4*, en
observant de metire & la place des lettres 4 , B, &c. les intégrales
Zmm'x*, Smu'y*, &c.; cette quantité devient alors

, Pt o . "
Zmm' (Ex sin.xx — vy sinyy + (g, sin.gz )*;

mais chacun des carrés de cette somme, tel que
. I . /-\:' f . /'-‘\ I . N 2 .
(&x sinxx — vy sinyy — (g’ sin.gg)®,

se change, par les formules de la trigonométrie, et a substitution des
! 2 .
valeurs de x', ', 7', en

(e — ) v — ) 4Ly — 5 )
VN o~ ~ N ~ ~
x [ 1= 2c08,97€05.7X €OS, X {—CO8.*y g —€08.* gx —€08.%xy |,
qui est bien, selon le n.° 40, I'expression du carré du rhomboide cons-
truit sur les trois droites qui joignent l'origine au point X', ¥, 7', au
point %", ¥, 7', au point &, v, {; ces droites étant employées comme
arétes contignés a un méme sommet ; et ce rhomboide a un volume
sextuple de celui de la pyramide déterminée par ces quatre mémes
points.

Le méme moyen sert 4 trouver la signification de la partie de ¥
qui est multiplide par — 442,

| 49.] Dans les expressions de ¢, ¥ et (2, les trois quantités multipliées
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par — M* dépendent également et de lorigine des coordonnées prise
arbitrairement, et du centre d'inertie du systeme; il suit de {a que l'on
peut considérer 'un ou lautre de ces deux points comme étant a Tori-
gine des coordonnées, a laquelle se rapporte ['évaluation des quantités
A, B, C, &c. Cest, en effet, ce que le calcul confirme; il suffit,
pour s'en assurer, de transporter {'ancienne origine au centre, ce qui

exigera que l'on substitue
A—ME, B—Mv*, C—ML*, DML, E—=MLE, F—Mbv,

a la place de A, B, C, &c. dans ces parties de @, ¥, Q, multiplides
par — A4*; on trouve que cette substitution n'apporte aucun chan-
gement a l'expression de ces quantités ; mais alors les nouveaux A,

B, &c. introduits se rapporteront a des axes parallé[es aux anciens,
passant par le centre d'inertie, et les coordonnées de l'ancienne ori-
gine, relatives 4 ces axes, sont — &, —uv, —C.

I_es quantités @, «L, w, ®, ¥, Q, étant indépendantes de fa direc-
tion des axes coordonnés, si, pour simplifier, on emploie un systéme
d’'axes conjugués répondant au centre d'inertie, et pour lesquels on sait

que .
D—o0o, E=—o0, F—o;

alors
== M — M g4 +-C* 420 cos:yﬂg-{—zcg co&%-—l—-zéu cos.f::';}‘,'
( (B* ~ Cv*) sin. yz—i—zAqum é;:s.ln @cos?&

/"\f"\/‘\

=M — M A-(CE —+ AL) sin. gx—l—-zBZ;Esm .xysin.ygcos.7x ),

LI_(AU —- BE )511‘1 xy—l-zCZusm}%m E;COS Xy,
Q=Moo —M|BCE 4 CAv + ABL?|

N P N Pt s N
x.[ 1= 2 cos.yz cos.gx €08.Xy—CO0S.y7—C08.*g¥—C05.2xy |.

- Ces
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Ces valeurs se simplifient encore, si 'on choisit parmi les axes
conjugués qui répondent au centre, ceux qui sont rectangulaires; c'est-
a-dire, les axes principaux du corps répondant a ce centre. On a, dans
ce cas, "

¢ = Mo — M & v+ ()
¥ = My — M {(B+CO)f + (C—A)* + (A+B)T*}
Q= Mo — I [|BCE + CAv + ABL}

Les quantités A, B, C étant positives, la premieére équation montre
que tous les points de l'espace pour lesquels les quantités ¢ ont la
méme valeur, sont répartis sur la surface d'une sphére dont le centre
est au centre d’inertie du systéme; ﬂ

Tous ceux pour lesquels la quantité .\[, conserve la méme valeur;
sont sur un ellipsoide; et les divers ellipsoldes répondant a diverses
valeurs de -, sont semblables et ont pour direction d'axes celles des
axes principaux du corps qui se croisent au centre d’inertie. Pareille
chosé a lieu pour les ellipsoides sur lesquels se trouvent les points ot
répondent des valeurs constantes de w.

[50.] I résulte encore de 1a que les quantités @, 4, w varient
proportionnellement au carré de la distance de leur origine au centre
d’inertie, lorsque cette origine se meut sur une ligne droite passant par
le centre; et par conséquent, le centre d'inertie est le point pour lequel
ces qﬁantités ont les plus petites valeurs dont elles sont susceptibles,

€n ce point,

D ¥ L]
® =5 "L—M’ @ —— a7

et en fonction de. 4, B, €, mowmens d'inertie, pris relativement aux

plans des axes principaux du centre, ‘
¥

XVIe Calier. 1")} r

-
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¢ = A+ B+ C;
4 = BC+ CA+'AB,
W —= ABC .

Clest aussi leur valeur en fonction des momens d’inertie pris par rapport
aux plans principaux du corps qui répa'ndént a une originé quelconque,
cette origine ¢tant celle a laquelle- se rapporteraient les @, -\L, w., On
voit, d'aprés cela, que 'équation dont, les racines seraient ces trois
quantités A, B, C, momens d'inertie pris relativement aux plans des
axes principaux du centre d'inertie d'un corps, est

g M;J;———‘I)p"+‘1’p—-ﬂ.:0;'

et Pon sait que tout ce qui a rapport & la détermination des axes prin-
cipaux pour un point quelconque, dépend des racines de cette équation.
Clest a raison de cekd, et aussi des singulieres propriétés dont jouissent
les quantités @, NL, w, ¢, ¥, Q, que nous les avons considérées avec
autant d’étendue. o

Daprés e rapport fait & Flnstint par MM. Legendre, Carnot et Poisson, ce
Mémoire doit éire inprimé dans le Recueil des Savans étrangers.,

FIN.

ANNONCE.

CorresroNDARCE sur 1'Fcole impériale polytechnique, rédigée par
M. Hacketic ;. 2 vol. in-§.7

Tome 1.*"; 12 Planches. — Avril 1804, — Mars 1808 ; 2.° édition, 1813.
. 'Fome II; 18 Planches. —— Janvier 1 809. — Mars 1813.
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