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Jost Biirgi im Alter von 67 Jahren, gestochen nach einer am 28. Februar 1619, Blirgis Geburtstag,
von Aegidius (II.) Sadeler [Antwerpen 1570 - Prag 1629, Hofkupferstecher Kaiser Rudolfs II. und
seiner beiden ndchsten Nachfolger] angefertigten Zeichnung.
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Abb.1  Titelblatt des Exemplars der Danziger Stadt-Bibliothek mit den handschriftlichen Korrek-
turen 84 und O, wahrscheinlich von Benjamin Bramer, vielleicht sogar von Blirgi selbst. Die Zahlen

im &dusseren Kreise, die Logarithmen der zugeordneten Zahlen des inneren Kreises, sind im Original
rot. :
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Abb.2 Das erste Blatt der Progrep Tabulen Blirgis. Die Logarithmen, Kopfzeile und linke Rand-
kolonne, sind im Original rot gedruckt.
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Vorwort

Die ungemein grosse Wichtigkeit der Logarithmen fiir die reine
und angewandte Mathematik stempelt ihre Erfindung zu einer der
schonsten des 17. Jahrhunderts. Rudolf Wolf, 1842

Zu den Erfindern der Logarithmen zdhlt auch Jost Biirgi (1552-1632) von
Lichtensteig im Toggenburg, Kanton St.Gallen. Man weiss aus zeitgendssischen
Zeugnissen*), dass Biirgi schon 1588 iiber ein Mittel verfiigte, komplizierte
Rechnungen zu vereinfachen, trotzdem gab er seine uProgref Tabulen" erst 1620
heraus. Diese Versffentlichung, obwohl von Bramer, Kepler und anderen lobend
erwahnt, stand unter einem ungliicklichen Stern.

Von Biirgis Logarithmen sind seit der Mitte des 19. Jahrhunderts immer nur
das Titelblatt und das erste Blatt der Zahlentafeln in faksimilierter Form ab-
gedruckt worden. Aus der historischen Literatur weiss man, dass im 19. Jahr-
hundert mit Sicherheit noch ganze zwei Exemplare existierten, eines in Min-
chen, das andere in Danzig, von denen das letztere das aufschlussreichere ist,
weil es handschriftliche Korrekturen, mdglicherweise von der Hand Bramers,
vielleicht sogar von Jost Biirgi selbst, aufweist. Das Miinchener Exemplar konn-
te noch im Dezember 1991 1in einer Dokumentarsendung des Fernsehens iiber Jost
Blirgi gezeigt werden.

Der volle Titel der Biirgischen Logarithmentafeln lautet:

Arnitmet ische vnd geomei/uz»che ProgreB Tabulen/ sambt griindlichem vnteanicht/
wie solche niitzlich in allerley Rechnungen zugebrauchen/vnd venstanden wenrnden
504,

Der Verfasser verfolgt demnach den doppelten Zweck,

(a) arithmetische und geometrische Zahlenfolgen auf die Durchfiihrung ver-
schiedener Rechenoperationen anzuwenden, und

(b) das Verfahren theoretisch zu begriinden und den Leser zum Gebrauche der
Tafeln anzuleiten.

Beiden iliberlebenden Exemplaren ist indes gemeinsam, dass ihnen der im Ti-
tel versprochene griindliche vnterrnicht fehlt, und ohne diesen mussten die
blossen Zahlentafeln jedem Leser unverstandlich bleiben, der nicht das Privi-
legium besass, dem engeren Bekanntenkreise Biirgis anzugehdren, ja, bis in die
jingste Vergangenheit ist das Fehlen jeglicher Erklarungen des Verfassers An-
lass zu Missverstédndnissen und Meinungsverschiedenheiten unter den Historikern
gewesen. Moglicherweise wollte der Autor seine Erlauterungen den eigentlichen
Zahlentafeln in Gestalt eines Beiheftes nachfolgen lassen. Aus verschiedenen
Griinden ist er aber offenbar nicht mehr dazu gekommen, diese Absicht wahrzuma-
chen. Es darf sicher darauf hingewiesen werden, dass Biirgi 1620 bereits acht-
undsechzig Jahre alt war und dass 1618 der Dreissigjahrige Krieg just in Biir-
gis damaligem Wohnort Prag ausgebrochen war. In der Literatur wird als Grund
auch immer wieder Biirgis Bescheidenheit erwdhnt sowie die Tatsache, dass ihm,
der als Kaiserlicher und Fiirstlicher Kammeruhrmacher und astronomischer Beob-
achter zudem bedeutende Pflichten in ganz anderen Wirkungsbereichen wahrzuneh-
men hatte, die Gabe der Fertigkeit im schriftlichen Ausdruck abging und er
sich, sich dieses Mangels bewusst, auch deswegen gescheut habe, als Autor vor
die Offentlichkeit zu treten.

Durch Zufall wurde 1855, fast zweihundertfiinfzig Jahre nach der Druckle-
gung der uProgreP Tabulen", unter handschriftlichen Papieren, welche anschei-
nend mit den gedruckten Tafeln in die Danziger Bibliothek gelangt waren - man

*) Raimarus Ursus Dithmarsus, Fundamentum astronomicum. Strassburg, 1588.



vermutet aus dem Nachlass Benjamin Bramers (1588-1650), Biirgis Schwager, Pfle-
gesohn und Schiiler, - Biirgis lange vermisster griindlicher vnterrnicht erkannt
und 1856 von Dr.Gieswald im Druck herausgegeben - diesmal aber ohne die zuge-
hérigen Zahlentafeln. Fiir diese war es inzwischen ohnehin zu spit, obwohl sie
in der Hand des professionellen Rechners ein ungewdhnlich prdazises Instrument
hatten abgeben konnen: denn langst waren die vom iiblichen Zehnersystem der
Arithmetik ausgehenden dekadischen oder Zehnerlogarithmen von Henry Briggs
(1561-1630) im allgemeinen Gebrauch. Heute, wo jedes Schulkind mit dem elek-
tronischen Taschenrechner anspruchsvollste arithmetische Operationen spielend
zu meistern versteht, geraten auch sie in Vergessenheit, und es fallt schwer,
sich vorzustellen, welch wahrhaft epochemachendes Ereignis die Erfindung der
Logarithmen am Anfang des 17. Jahrhunderts gewesen sein muss. Dem Historiker
freilich bleiben sie ebenso ymirifici", wie sie es fiir ihren ersten Entdecker,
John Napier (1550-1617), gewesen sind¥).

Die Wissenschaftshistorischen Sammlungen (WHS) der ETH-Bibliothek in Zii-
rich haben es lange als ein Argernis empfunden, dass sie, die zahlreiche, zum
Teil erheblich &ltere Quellenwerke zur Geschichte der Mathematik besitzen,
ausgerechnet Biirgis uProgreP Tabulen" - dazu noch im ehemaligen Heimatlande
des Verfassers - nicht sollten ihr eigen nennen diirfen. In der Meinung, dass,
wo kaum Hoffnung besteht, jemals noch eines Originaldruckes der Biirgischen Ta-
feln habhaft werden zu konnen, der Inhalt - die geistige Leistung eines ori-
ginellen Kopfes - wenigstens einen ebenso grossen Wert beanspruchen diirfe wie
die Verpackung - ein knappes Pfund antiken Papieres oder ein Pergamentein-
band -, haben es die WHS an die Hand genommen, Biirgis Tafeln zu regenerieren.
Ihr Bildungsgesetz ist bekannt; das Prinzip wird im Titel angetdnt und lasst
sich iibrigens an Hand des einzigen faksimilierten Blattes leicht ableiten,
zudem sagt Biirgi selbst, bis zu welchen Endgliedern er seine Zahlenfolgen an-
steigen ldsst. Es bietet sich zugleich die Gelegenheit, Biirgis Zahlentafeln
mit dem lange verschollenen uUnterricht" endlich zu vereinigen und so dem hi-
storisch interessierten Leser die Moglichkeit zu geben, Biirgis zahlreiche, in-
struktive Beispiele nachzuvollziehen, allenfalls auch eigene Rechenaufgaben
mit Biirgis Methoden zu 16sen und die Ergebnisse mit dem Taschenrechner nachzu-
prifen: er wird verbliifft feststellen, dass Biirgis Tafeln aus dem Jahre 1620
dem elektronischen Rechner unserer Zeit an Genauigkeit in keiner Weise nach-
stehen.

Die Berechnung der Tafelwerte ist mit modernen Rechenhilfen eine Sache
von wenigen Minuten. Aus heutiger Sicht ist es kaum mehr glaubhaft, dass ein
Napier vierundzwanzig Jahre auf seine Tafeln verwandte und durch die nervliche
Uberanstrengung infolge jener herkulischen Rechenleistung seine Gesundheit
vorzeitig ruiniert haben soll: er starb nur drei Jahre nach der Veroffentli-
chung. Einen etwas grosseren Aufwand erfordert hingegen das Programm fiir den
Ausdruck.

Es versteht sich von selbst, dass die Rechenmaschine allfallige Druck-,
Rechen- und Rundungsfehler Biirgis nicht reproduzieren kann: diese sind in den
nachfolgenden Zahlentafeln automatisch korrigiert. Ebenso entspricht der Druck
der Zahlen heutigen Anspriichen an die Druckqualitat. Der bibliophil interes-
sierte Leser kommt also nicht auf seine Rechnung, er muss sich mit dem faksi-
milierten Blatt zufrieden geben. Die Druckqualitdat des Originals ist mangel-
haft: viele Ziffern sind schlecht leserlich oder fehlen ganz. Wer hingegen
primir Biirgis Gedankengang verfolgen und mit seinen yrothen" und nschwarzen"
Zahlen versuchsweise selber umgehen mochte, findet hier Biirgis Zahlenmaterial
in makelloser Prasentation.

*) Napier, John, Mirifici logarithmorum canonis descriptio. Edinburgh, 1614.



Der wiederaufgefundene griindliche vnternicht wurde 1856 1im Programm der
St.Johannis-Schule in Danzig erstmals im Druck vercffentlicht. In Wiirdigung
der Erstmaligkeit jenes Druckes ist der uUnterricht" hier als Kopie desselben
wiedergegeben worden. Die Paginierung des Schulprogramms sowie die Numerierung
der Fussnoten Gieswalds sind bewusst unverdndert beibehalten worden.

Gieswald hat sich die Mihe genommen, die Zweifarbigkeit (Logarithmen rot, Numeri schwarz)
Blirgis wiederzugeben, worauf jetzt aber verzichtet worden ist. Dass offenbar noch 1856 gewisse
Schwierigkeiten eines solchen Unterfangens nicht {iberwunden werden konnten, macht die Annahme,
Blirgi habe sich 1620 mit &hnlichen Problemen konfrontiert gesehen, wahrscheinlich. Die Druckle-
gung der blossen Zahlentafeln, wo nur die Kopfzeile und die linke Randkolonne rot dargestellt
werden mussten, mag gerade noch hingegangen sein. Satz und Druck des mit roten und schwarzen
Zahlen und Zahlenkolonnen durchschossenen Prosatextes muss sich als erheblich schwieriger
herausgestellt haben. Die Drucklegung des ,Unterrichts" mag schliesslich aus solchen, rein prak-
tischen Uberlegungen auf .Spdter" verschoben worden sein, dann aber sich nach dem Erscheinen der
Briggsschen Zehnerlogarithmen ganz eriibrigt haben. Henry Briggs hatte das erste Tausend seiner
Logarithmen bereits 1617, im Todesjahr Napiers, in achtstelliger Genauigkeit herausgebracht!*)

Anscheinend beherrschte man noch 1856 den Zweifarbendruck nicht restlos befriedigend. Die
roten Zahlen missen in den schwarzen Text hineingedruckt werden. Dass es offensichtlich nicht im-
mer gelungen ist, die gewlinschte Zeile genau zu treffen, ist h&chst instruktiv. Schon im faksi-
milierten Blatt von 1620 sind die roten Zahlen gegeniiber den schwarzen geringfiigig nach unten
verschoben. Es ist bezeichnend, dass der zweite Abdruck des , Unterrichts" in Grunerts Archiv fiir
Mathematik und Physik XXVI(1856) wohlweislich auf die Wiedergabe der Zweifarbigkeit verzichtete
und stattdessen die Logarithmen durch kursive Schwabacher Ziffern kenntlich machte. Dieser einfa-
che Ausweg, der sich Blirgi schon nach einer ersten Aussprache mit der Druckerei aufgedridngt ha-
ben musste, war ihm aber leider versperrt, denn er hatte gleich am Anfang seines , Kurtzen Berich-
tes" (vgl.Seite 26) der Kiirze halber die Termini , rothe Zahlen" fiir die Logarithmen und ,schwar-
ze Zahlen" fiir die Numeri eingefiihrt. Von dieser Definition wieder abzugehen, hdtte fiir Birgi be-
deutet, sein ganzes Manuskript, das in Gieswalds Erstdruck immerhin elf Seiten beanspruchte, von
Grund auf umzuarbeiten, und das, nachdem die eigentlichen Zahlentafeln bereits zweifarbig ausge-
druckt und dem Buchhandel {ibergeben worden waren!

Eine weitere Schwierigkeit filir die Setzerei stellte eindeutig die ,Dezimalnull" dar - eine
Erfindung Biirgis, von der gleich noch zu sprechen sein wird. Dieses diakritische Zeichen verdop-
pelte praktisch die HShe der Ziffer, iilber die es gesetzt wurde, was beim Setzen zu Konflikten mit
den Zeilenabst&dnden fiihren musste. Gieswald hat diesem Umstand offensichtlich Rechnung tragen
wollen, indem er, wo ndtig, den Zeilenabstand vergrdsserte. Dem Abdruck von 1856 kann man entneh-
men, dass es der Setzerei offenbar noch damals nicht immer klar war, ob der untere Rand oder die
Mitte einer von einer  Null" {iberhShten Zahl auf die Zeile zu stehen kommen habe. In den eigent-
lichen Zahlentafeln erscheint die , Dezimalnull" nur ein einziges Mal, in der Kopfzeile des letz-
ten Blattes, gleichsam zur Erinnerung, iber dem Logarithmus 230000 = 2,3-10 5. 1620 war inzwi-
schen bei namhaften Autoren langst der bequemere Dezimalpunkt bzw. das Komma in Gebrauch gekom-—
men: wollte er nicht gegen den Strom schwimmen, hdtte Blirgi also auch in dieser Hinsicht an eine
Umarbeitung seines  Unterrichtes" denken miissen.

In der satztechnischen Aufmachung der Tafeln erweist sich Biirgi in zweifa-
cher Hinsicht als Pionier. Vorerst benutzt er bereits Tafeln umit doppeltem
Eingang", wie sie bis heute iiblich geblieben sind: die Logarithmen als Argu-
mente der Tafelwerte finden sich in der Kopfzeile jedes Blattes in Intervallen
von je 500 und in der linken Randkolonne zur feineren Abstufung als Zahlen der
Form 10n (n = 0,1,2,3,...,50), die zu den Zahlen der Kopfzeilen zu addieren
sind. Jedes Blatt enthdalt folglich - in acht Kolonnen - 51 Zeilen. Die unter-
ste Zahl jeder Kolonne wiederholt sich in der ersten Zeile der nachstfolgenden
Kolonne.

Die zweite Neuerung Biirgis, das Ersetzen gleichbleibender Ziffern am An-
fang der neunstelligen Tafelwerte durch Punkte, erleichtert ganz ausserordent-

*) Briggs, Henry, Logarithmorum Chilias prima. London, 1617.



lich die Ubersicht und das Ablesen. Auch sie ist heute noch im Gebrauch.

Beide darstellungstechnischen Mittel kannte allerdings schon Regiomontan (1436-1476), der
grosse Pionier der trigonametrischen Tafelwerke im 15. Jahrhundert: er verwendete 1464, damals
vorerst nur handschriftlich, den Ausdruck ,tabula duplici introitu", und in den 1490 posthum ge-
druckten ,Tabulae directionum profectionumque" liess er erstmals sich wiederholende Anfangszif-
fern nahe beieinanderliegender Tafelwerte weg, doch scheinen diese Vorschlige von andern Autoren
zundchst noch nicht beachtet worden zu sein. Biirgi hat also mindestens das Verdienst, sie wieder

aufgenommen zu haben, und zwar bei seiner Unkenntnis der lateinischen Sprache, selbstindig.

Eine zusatzliche Lesehilfe bilden horizontale Linien, welche die 51 Zeilen in
Gruppen zu je drei unterteilen.

Ungefahr gleichzeitig mit der Entdeckung der Logarithmen fand die Entwick-
lung der modernen Notation fiir die Dezimalbriiche, an der Biirgi auch einen
wichtigen Anteil hatte, statt, ja, Kepler nannte ihn sogar den Erfinder der-
selben, doch drangte sich die Ausgestaltung der Dezimalbruchnotation damals
praktisch auf: Tafelwerke mit Funktionswerten in Gestalt gewdhnlicher Briiche
waren umstandlich herzustellen und unhandlich im Gebrauch, eher das Gegenteil
einer Rechenhilfe, gewesen. Es verwundert daher nicht, dass die Namen Napiers
und Biirgis auch in der Geschichte der Dezimalbriiche auftauchen.

Als Vorstufe lasst sich der damalige Brauch ansehen, allfdllige gebrochene
Tafelwerte auf einen gemeinsamen, fiir die jeweilige Tafel charakteristischen
Nenner r zu bringen und in der Tafel selbst nur die Zahler der Briiche anzuge-
ben, die somit als ganze Zahlen gelten konnten. Durch Vergrdsserung des Nen-
ners r liess sich auch die Stellenzahl des Zahlers vermehren und damit die Ge-
nauigkeit der Tafel verfeinern. Allerdings kam man automatisch auf gebrochene
Zahlen zuriick, sobald man interpolieren musste, so dass sich spatestens dann
das Bediirfnis nach einer handlichen Notation erneut einstellte.

Es war das grosse Verdienst Regiomontans, in den trigonometrischen Tafeln
von der traditionellen Sexagesimalteilung erstmals abzuriicken und fiir den Nen-
ner r reine Potenzen von 10 einzufiihren. Damit waren die Tafeln fortan gleich-
sam normiert und die Tafelwerte im Prinzip bereits Dezimalbriiche, obschon nur
deren Zahler, als ganze Zahlen aufgefasst, in die Tafeln aufgenommen wurden.
Immerhin waren die Ziffernfolgen etwa seiner sinus-Tafeln doch schon die uns-
rigen. Nun galt es, die einzelnen Ziffern jener Zahler als Zehntel, Hundert-
stel usw. zu interpretieren und endlich die Stelle durch irgendein Zeichen zu
markieren, wo der Ubergang von den Einern zu den Zehnteln stattfindet. Der Re-
chenmeister Christoph Rudolff von Jauer nahm unsere moderne Schreibweise vor-
weg, als er in seinem yRechenbuch" von 1532 schrieb:

Wenn ein zal getheilt s0ll wenden .in 10. schneyd jr ab mit eynen vingel
die enste Ziffer/die Liguren gegen dern Lincken hand sein der quocient/vnd die
enst abgeschnittene Ligurn dern Rest. [Ebenso fiir 100, 1000 usw. ]

Vieta (1540-1603) setzte 1579 in seinem yCanon mathematicus' erstmals ei-
nen senkrechten Dezimalstrich. Stevin (1548-1620) trat 1585 in seiner Schrift
nDe Thiende", franz. ula Disme", fiir die allgemeine Verwendung des Dezimalsy-
stems und der Dezimalbriiche auch bei Massen, Gewichten und Geldsorten ein,
schrieb aber selber noch fiir 237,579 schwerfallig 237 (;)7(:)9 . 1593
endlich fiihrte Clavius (1537-1612) den Dezimalpunkt ein. Auf Anregung Biirgis
setzte Kepler einen Dezimalpunkt oder auch ein nach rechts gekriimmtes Dezimal-
komma. Auch bei Pitiscus (1561-1613), der ab 1608 Dezimalpunkte benutzt hatte,
vermutet man den Einfluss Biirgis. Napier iibernahm von Pitiscus den Dezimal-
punkt, ersetzte ihn aber spater durch das Dezimalkomma. Beide Schreibweisen
sind heute nebeneinander gebrauchlich.



Angesichts derart zukunftweisender Anregungen, welche andere Gelehrte von
Biirgi erhalten haben wollen oder sollen, ist es eine merkwirdige Tatsache,
dass in Biirgis nachgelassenen Schriften - die daher wohl d@lter sind als sein
spaterer Vorschlag - der Dezimalpunkt nirgends in Erscheinung tritt. Dass Biir-
gi aber die Moglichkeit und Wiinschbarkeit einer Fortsetzung der Stellenwerte
nach urechts" in den Bereich der gebrochenen Zahlen selbstiandig erkannt hatte
und es nur noch darum ging, ein universell akzeptables Trennungszeichen zu
finden, geht aus seiner yCoss'"*) zweifelsfrei hervor. Nach seinem eigenen Ein-
gestandnis musste Biirgi fremde Hilfe in Anspruch nehmen, um griechische und
lateinische Texte zu studieren. Wohl deswegen hat er erst spater aus zweiter
Hand von Clavius' Dezimalpunktnotation erfahren, deren Tragweite aber sofort
erkannt und ihre allgemeine Einfiihrung befiirwortet.

Biirgis eigener dlterer Vorschlag, der allerdings noch 1620 in den Loga-
rithmen zur Anwendung kommt, hat zwar den Vorteil noch grosserer Einfachheit,
muss aber Fallunterscheidungen in Kauf nehmen und benutzt in Gestalt der oben
schon als unbequem erwdhnten ,Dezimalnull" ein drucktechnisch weniger geeig-
tes Trennungszeichen. Biirgi unterscheidet zwei Falle:

(1) Ziffernfolgen ohne diakritische yDezimalnull". Diese stellen grundsatzlich
eine Zahl zwischen 0 und 10 dar, miissten also nach heutigem Usus ein Komma
oder einen Punkt nach der ersten Ziffer erhalten. Folgerichtigerweise mussten
echte Dezimalbriiche in Biirgis Manier immer mit der Ziffer O beginnen.

(2) Ganze und gebrochene Zahlen gleich oder grosser als 10. Diese erhielten
eine yNull", in der &lteren uCoss" (vermutlich 1598) unter, in den Logarith-
men iiber die Ziffer der Einerstelle gesetzt.

Die Erklarung dieser Schreibweisen findet sich im uUnterricht" bzw. im
nKurtzen Bericht" auf Seite 29 oben, weitere Beispiele folgen auf Seite 32;
die Schreibweise 07494... fir 0,7494... wird auf Seite 30 oben eingefiihrt.
Biirgis Definition in der uCoss" (ca.1598, vollstandig gedruckt erst 1973) soll
ihrer Relevanz fiir das Verstandnis Biirgischer Texte wegen hier im Wortlaut zi-
tiert werden:

Schneibe demnach den sinum von 45 aul[ Lolgende weise 07 , odenr genauen
07071 , oder 07071068. Jtem den sinum von einem grad, wéllicher ist 2909 **),
bey andenn, bey min aben 209 __ , den schreil. jch also 00002909, dieweil den
Nennen viern digitos mehn 10000000~ s tt, Wan dan mein zahl mehn ist als 1,
wenigen als 2, s0 hatt sie khein 0 vorn an. Als 1814 (st subtensa von 485 gra-
den, sollte bey min also stehen 1 214, oden 1414 e il dan oben sovil digiis,
als vnden schneil jch sie schlecht 100 1414 1000 70y 14142136 ete.

Wan aben es sich begibt, das mein zahl mehr digitos bekhommen solle als
den Nennen, Nimlich wan sie nit allein mehrn ist dan 2, sondernn auff 10 vnd
mehn meinen mensurn Laufft, s0 gibt min alwegen die stelle zwischen andern zah-
len selben ein anzeigung,  wéllichen digitus iben des Nennens Vnitet zusetzen

*) Coss, Koss oder Cossa, aus dem italienischen cosa, - auch res, latus, radix oder Wurzel - war
noch im 17.Jahrhundert der Name der unbekannten Grdsse x in der Gleichungstheorie. Der Name wurde
auch auf die Wissenschaft selbst - ,Regel(n) (der) Coss" oder kurz ,Coss" - und auf Biicher dieses
Inhalts iibertragen, so dass ,Coss" ein Synonym fiir die &ltere Algebra bzw. ein Algebrabuch wurde.
Biirgi definiert:  Cossa oder Algebra ist ein art zurechnen da man der jenigen zahl, so man zuwis-
sen begehrt, einen cossischen Namen gibt, vnd hernach mit dem selbigen Namen an statt der begehr-
ten zahl, procedirt nach jnhalt der fiirgab,...In wollichem process dan entlich zwo Cossische zah-
len herauB khommen, die..einander gleich sein sollen:wan man dan sollichen zahlen die yberschiisse
vnd abginge mit gebiirender campensation benimmet,so pleibt letzlich der anféngliche Cossische nam
vnd sein werth oder wieviel er ledige zahlen jn sich helt." Der Buchstabe x fiir die Unbekannte
geht auf die Abkiirzung co, oft zu einer Ligatur verschmolzen, zuriick, die dem gr. Kappa oder dem
deutschen Buchstaben x dhnelte und spiter als solcher interpretiert wurde.

**) 0,0002909 ist nicht der sinus von 1°, sondern von 1 Minute.




wine, Oden jch mag s0lliche zahl also schreiben, das jch ein zeichen pnden den
selligen digitum setze als 1332, das wirnen 135 halbe diametnrj und-%%von dem
136.i8ten oder 02.

Aufschlussreich in doppelter Hinsicht ist das Beispiel auf Seite 28 des

nUnterrichts" bzw. uKurtzen Berichts", an Hand dessen Biirgi das Verfahren der
Interpolation mit Hilfe der n.Regeldetri" - Dreisatzrechnung — demonstriert: es
soll der Logarithmus der Zahl 36 aus der Tafel entnommen werden. Nach dem eben
Dargelegten ist dieses Ziffernpaar nicht als usechsunddreissig", sondern als
ndrei Komma sechs" zu lesen.
Ware tatsdchlich , sechsunddreissig" als Ausgangszahl gemeint, wiirde der ,Zusatz von sieben 0" zur
formalen Ergénzung der tafelbedingten Neunstelligkeit eine Multiplikation mit 107 bedeuten: nie-
mals kdénnte aber der Logarithmus von 36 (sechsunddreissig), den man sucht, gleich demjenigen von
36107 sein. Birgi findet mit Hilfe der Regeldetri log, 36" = 128099,789, den Logarithmus von 3,6.
Der Logarithmus wvon 36 (sechsunddreissig) wire nach seinem System 128099,789 + 230270,022 =
358369,811, was man sofort verifiziert, indem man z.B. durch 2 dividiert, d.h. die Quadratwurzel
aus 36 (sechsunddreissig) =zieht: —;—358369,811 = 179184,9055 = log(6). Andererseits bleibt natiir-
lich 3,600..... nach  Fiirsetzung" von noch so vielen O immer die gleiche Zahl wie 3,6, und bei-
de haben selbstverstdndlich denselben Logarithmus.

Ein mit Hilfe der Regeldetri berechneter Zwischenwert zwischen zwei Aus-
gangsgrossen a und b ist im allgemeinen ein Bruch bzw. Dezimalbruch. Im vorge-
legten Fall resultiert ein Bruchteil von 789/1000, den Biirgi benutzt, um seine
Dezimalbruchnotation zu erklaren. Wohl aus didaktischen Griinden geht er aber
dazu auf Hundertstel zuriick und setzt 789/1000 gleich 78/100 statt 79/100,
wie bei korrekter Rundung: zu Biirgis Zeiten durften die letzten, im allgemei-
nen ja ufalschen", Dezimalsstellen um bis zu einigen Einheiten variieren. In
der Tat stammt die Forderung, dass der Fehler hochstens eine halbe Einheit der
letzten Dezimalstelle betragen diirfe, erst von Gauss. Biirgis Tafelwerte lie-
fern zahlreiche Beispiele solcher yungenauen Rundungen".

Biirgis Trennungszeichen, die uDezimalnull", stammt ohne Zweifel aus sei-
ner ,Coss". Obschon selber ein gewandter Cossist, wollte Biirgi in der Glei-
chungstheorie die damals gebrauchlichen, aus Italien stammenden und liber die
Araber teils bis auf Diophant zuriickgehenden, schwerfalligen und uneinheit-
lichen uNamen" der Potenzen der Unbekannten x - Coss, Radix oder Latus, Zen-
sus, Cubus, Zensizensus oder Zensdezens usw. - durch die transparenteren Be-
zeichnungen erste, zweite,... Potenz (lat. quantitas prima, secunda,...) er-
setzen. Ebenso usprechend" hiatten die von ihm, anscheinend selbstiandig, erfun-
denen Symbole "

V Im T I

a, b, ¢, d fiir ax*, bx3, cx?, dx!

sein sollen. Diese wdren auch in Rechnungen unmittelbar benutzbar gewesen,
wahrend die altertimlichen, heteromorphen Ligaturen und Graphen seiner Zeitge-
nossen den Riickgriff auf eine Hilfstafel (vgl..Coss", Seite 98,,Tdafelin" der
cossischen Zeichen) notig machten. Das absolute Glied p eines Gleichungspoly-
noms, identisch mit dem Koeffizienten der Potenz x°, musste nach dieser Manier
folgerichtig als P geschrieben werden. Biirgis uExempel” (uCoss", Seite 101)

VI wv T I 0
6-9+10+3 -4

bedeutet in heutiger Schreibweise demnach das Polynom
6x® — 9x* + 10x® + 3x -4 .-

Bekanntlich kann jede mehrstellige Zahl als ein solches Polynom betrachtet
werden, wobei im Zehnersystem der Spezialfall x = 10 eintritt:



Z = 230270 = 2+10° + 3<10* + 0°10% + 2102 + 7-10* + 0+10° =

v v I I I 0
2+3+0+2+7+0

und unter Ausnutzung der Stellenwertkonvention 230270, wo der Index ° offenbar
allein geniigt, da die librigen Indizes sich von selbst ergeben, sobald die Ei-
nerstelle fixiert ist. Biirgis uDezimalnull" dist also durchaus dem Exponenten
von 10° aequivalent.

Das Tlogarithmische Rechnen wurde fast hundertfiinfzig Jahre lang mit Er-
folg gepflegt, bevor die heute jedermann gelaufige Erklarung der Logarithmen
als Exponenten von Potenzen im 18.Jahrhundert Gestalt annahm. Gardiner defi-
nierte in seinen yTables of Logarithms" 1742 erstmals den Logarithmus einer
Zahl N als den Index derjenigen Potenz von 10, deren numerischer Wert gleich N
ist. Diese Einsicht musste sich friiher oder spater einstellen, gelten doch
hier wie dort die gleichen Rechenregeln. Damit kam nun aber auch die Vorstel-
lung der Basis eines Logarithmensystems ins Spiel. Es ist erstaunlich, dass
sich Napier und Biirgi mit solchen Zusammenhangen noch gar nicht befassten und
namentlich ohne den zentralen Begriff der Basis auskamen. Beider rein praxis-
bezogene Absichten spricht Biirgi in der uVorrede an den Treuherzigen Leser"
aus: sie wollten ndie Schwierigkeiten des Multiplicirens dividirens und Radi-
ces extrahirens aufheben".

Ein Haupttatigkeitsfeld jener Zeit war die Astronomie, verbunden mit den
Namen Kopernikus', Tycho Brahes und Keplers, mit dem Widerstreit der Modell-
vorstellungen des Ptolemaeus, Kopernikus' und Tychos, mit den endlosen Diskus-
sionen um die langst fdallige Kalenderreform, verbunden auch mit den grossen
Seereisen Columbus', Vasco da Gamas, Magellans, Drakes, Raleighs usw. Alles
Tatigkeiten, welche die Bewaltigung umfangreicher arithmetischer Aufgaben
- grossenteils Multiplikationen vielstelliger Zahlen - voraussetzen oder
zur Folge haben. 1561 hatte Landgraf Wilhelm IV. von Hessen die Kasseler
Sternwarte gegriindet, 1580 Tycho Brahe seine prachtige Sternwarte Uranienburg
bei Kopenhagen vollendet, lange Zeit die beiden hervorragendsten Zentren
astronomischer Beobachtungen. Biirgi befand sich seit 1579 am Kasseler Hof, no-
minell unter dem Titel eines Hofuhrmachers, wirkte aber auch an der Stern-
warte und besorgte diese ab 1592 allein. Ab 1603 war Biirgi in gleicher Eigen-
schaft am Hofe Kaiser Rudolfs II., der in Benatky bei Prag eine zweite Urani-
enburg plante, bezog Quartier auf der Prager Burg Hradschin, befreundete sich
mit Kepler und wurde in gewissem Sinne dessen Adjunkt: die Notwendigkeit, mit
grossen Zahlenmengen umzugehen, beherrschte nicht nur Biirgis Alltag, sondern
auch denjenigen des Personenkreises, in dem er hauptsdchlich verkehrte.

Offensichtlich bilden die arithmetischen Operationen Addieren, Subtra-
hieren, Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Radizieren in dieser Rei-
henfolge eine Hierarchie zunehmender Komplexitat, mit unangenehmen Konsequen-
zen hauptsachlich auch fiir die Wahrscheinlichkeit von Rechenfehlern. Die Idee,
durch Zuriickfilhrung der schwierigeren Rechenarten auf das einfachere Addieren
und Subtrahieren Zeit und Mithe zu sparen und Fehler zu vermeiden, war keines-
wegs neu. Zu diesem Zwecke war schon friiher, vor allem aber im 16. und 17.
Jahrhundert, ein sehr leistungsfdhiges Verfahren entwickelt worden, das als
ein Vorlaufer des Tlogarithmischen Rechnens genannt zu werden verdient und an
dem wiederum Biirgi namhaften Anteil hatte.

Die sog. uProsthaphdrese", nach Anfingen bei den Arabern des Mittelal-
ters ab 1500 im Aufkommen, transformierte trigonometrische Formeln in der Wei-
se, dass auf einer Seite nur noch Additionen und Subtraktionen auftraten. So
leitet man aus dem Additionstheorem fiir cos(x+y) leicht die Beziehung



(M sin(x)-sin(y) ==%[cos(x—y) - cos(x+y)]

her. Wie ersichtlich, lasst sich der Wert des Produktes sin(x)-sin(y) prak-
tisch ohne Rechnen aus einer sinus- bzw. cosinus-Tafel ablesen. Die Operatio-
nen (x+y), (x-y) und die schliessliche Division durch 2 sind derart einfach,
dass dagegen das blosse Ablesen der Tafelwerte, besonders wenn noch Interpola-
tionen notig werden, hohere Anspriiche stellt. Die Anwendung dieses Verfahrens
ist dabei keineswegs auf die Behandlung von Winkelgrdossen beschrankt, ldsst
sich doch jede Zahl, notfalls nach Abspaltung von Zehnerpotenzen, als sinus
oder cosinus eines Winkels idinterpretieren. Voraussetzung fiir erfolgreiches
prosthapharetisches Rechnen sind allerdings geniigend genaue Tafeln der tri-
gonometrischen Funktionen. Solche gab es aber seit der Antike. Die Sehnenta-
fel des Ptolemaeus war bis ins 15. Jahrhundert im Gebrauch. Auch die arabi-
schen Mathematiker hatten einiges zustandegebracht. Indessen begann gerade im
15. Jahrhundert in Europa die hohe Zeit der Tafelwerke, verbunden, nicht nur,
aber vor allem mit dem Namen Regiomontans (1436-1476). Rhaeticus (1514-1576),
angeregt durch Kopernikus, hinterliess das umfangreichste Tafelwerk des ausge-
henden Mittelalters: 1551 erschien in Leipzig sein uyCanon doctrinae triangulo-
rum" mit Tafeln aller sechs trigonometrischen Funktionen in siebenstelliger
Genauigkeit fiir ein Intervall von 10" mit komplementarer Winkelbezeichnung am
rechten Rand, so dass ein Winkelbereich von 45° geniigte.

1584 hielt sich der Mathematiker Paul Wittich (+1587) in Kassel auf und
weihte Biirgi und dessen Mitarbeiter in die Methoden des prosthapharetischen
Rechnens ein. Wittich war 1580/81 Student und Assistent Brahes auf der Urani-
enburg gewesen und hatte dort Bekanntschaft mit der Prosthaphdarese gemacht.
Brahe selbst benutzte solche Verfahren. Er hat eine handschriftliche Notizen-
sammlung hinterlassen, in welcher sich prosthaphdaretisch umgebildete Formeln
finden, die teilweise auf Johannes Werner (1468-1528) =zuriickgehen. Dieser,
Pfarrer in Niirnberg, diirfte, wie man von Dritten weiss, in seinem - verlore-
nen - Lehrbuch der spharischen Trigonometrie erstmals trigonometrische Identi-
tdten als allgemeine Rechenhilfen beigezogen haben, was arabische Mathemati-
ker, die nachweisbar teilweise dieselben Formeln bereits kannten, dagegen
noch nicht getan hatten. Clavius (1537-1612) endlich behandelte prosthaphare-
tische Methoden erstmals 1593 theoretisch in seinem wAstrolabium".

Wittich hatte den Kasseler Astronomen die Identitat (1), den sog. nersten
Fall" des Wittich, lediglich mitgeteilt, Biirgi aber erkannte sogleich deren
Tragweite, fand einen Beweis dazu und entdeckte endlich, nach Raimarus Ursus,
die parallele Fundamentalformel, den sog. wzweiten Fall",

(2) cos(x)-cos(y) = % [cos(x-y) + cos(x+y)] ,

die freilich Tycho auch schon besessen hatte, selbstandig. Beide Formeln wand-
te er bezeichnenderweise sofort auf den cosinus-Satz des spharischen Dreiecks

(3) cos(a) = cos(b)cos(c) + sin(b)sin(c)cos(a)
an und fand zunachst, wie auch schon Tycho,
(4) cos(a) = %[cos(b—c) + cos(b+c)] + %[cos(b—c) - cos(b+c)]cos(a) .
Durch Einfiihrung eines Hilfswinkels x dergestalt, dass
cos(x) = %[cos(b—c) - cos(b+c)] ,

konnte er das Produkt cos(x)cos(a) mit Hilfe von (2) noch einmal umwandeln, so
dass er schliesslich auf



(5) cos(a) = % [cos(b-c) + cos(b+c) + cos(x—a) + cos(x+a)] ,

kam, wo, von der Halbierung am Schluss abgesehen, rechts tatsachlich nur noch
Additionen auszufiihren waren! Den Hilfswinkel x konnte er natiirlich sofort aus
der cosinus-Tafel ablesen. Biirgis Meisterschaft, durch kunstvolle Benutzung
elementarster Mittel derart praxiskonforme Vereinfachungen zu erzielen, notigt
Bewunderung ab. Wenn es unter den Adepten der Prosthaphdrese Meister gegeben
hat, welche deren Methoden virtuos beherrschten, so darf man nach dem eben zi-
tierten Beispiel gewiss auch Biirgi zu ihnen zdhlen.

Formeln des Typs (3) und &hnliche - Waldmeier erwdahnt im uleitfaden der
astronomischen Orts— und Zeitbestimmung", Spezialfialle nicht mitgezidhlt, al-
lein 17, von denen die Mehrzahl sich erst noch durch zyklische Vertauschung
der Dreiecksseiten und -winkel verdreifachen lasst - gehorten bis weit ins 20.
Jahrhundert gleichsam zum taglichen Brot der Astronomen und Seefahrer. Dabei
war es seit 1613 dank dem ,Thesaurus mathematicus" des Pitiscus (1561-1613)
moglich geworden, mit 15-, ja teilweise sogar mit 25-stelligen sinus- und co-
sinus-Werten zu rechnen. Produkte nicht nur zweier, sondern sogar dreier Fak-
toren mit derart vielen Stellen hat kaum je jemand ernsthaft nvon Hand" auszu-
rechnen versucht. Man mag daraus ermessen, welch hochwillkommene Hilfe die
prosthaphdretischen Vereinfachungen einst gewesen sein missen. Es ist sogar
wahrscheinlich, dass die Prosthapharetiker ihre Kunst mit einer gewissen Lei-
denschaft geilibt haben, denn die Prosthapharese vermochte sich erstaunlich lan-
ge gegen die Konkurrenz der schliesslich doch bequemeren Logarithmen zu be-
haupten.

Biirgi jedenfalls muss eifrig dabeigewesen sein, denn er machte beim pro-
sthaphdaretischen Rechnen die bedenkliche Entdeckung, dass die vorhandenen si-
nus-Tafeln seinen Genauigkeitsanspriichen nicht geniigten, obwohl 1596, 20 Jahre
nach seinem Tode, noch ein weiteres grosses Tafelwerk des Rhaeticus erschie-
nen war, das seines Umfanges wegen einen gewissen Abschluss darzustellen ver-
sprach. Rhaeticus' Gehilfe, Valentin Otho (1550-1605), hatte schliesslich in
Friedrich IV. von der Pfalz den Mazen gefunden, ohne den eine Drucklegung je-
nes gewaltigen Opus undurchfiihrbar gewesen wiare: es ist als ,Opus Palatinum"
zu Friedrichs Ehren in die Geschichte eingegangen. Die Kasseler Prostha-
pharetiker machten sich, als deutlich wurde, dass ihre sinus-Tafeln fehlerhaft
und zu ungenau waren, daran, selber bessere zu berechnen. Biirgi sagt dazu,
und bezeugt damit sein ausserordentliches Interesse an der Prosthaphdrese
(vgl.uCoss", Seite 93v-94):

Sondenlich hat sich damahlen begeben das Pawlus Witich auch am Casseli-
schen hott die weise, (da man die sinus an statt des Multiplicinens, dunch zu-
setzen vnd wegnemen [gr‘1ech1sch mpocbadalpec1v] abhandelt) an tag gegelben:
vnd als jme dern gmeine Canon sinuum darzue nit scharpf gnueg sein wolte haben
en vnd seine consonten sich mit vleiss, die sinus auff ein newes zurnechnen fe-
gebens.... Wedll dan vnlaugbar, das nit allein die gmeine Canones sinuum, son-
denn auch den grosse, vnd auff zehen cyphras propaginte Canon Opernis Palatind,
von Valentino Othone zugernicht, sehrn mangelhafft vnd grob. angefangen: hab jch
in medinen privat rechnungen fin nutzlich geachtet, die jenige Mittel s0 jch zu
volkhommener zurnichtung des Canonis sinuum elgens vleisses ernfunden zun vern-
bessernung vnd Cornection des emwehnten Canonis anzuwenden vnd zu gebrauchen.
ceoees Well jch dreyssig mahl sovil sinus zusuechen gehabt, als in den gmeinen
Canonibus gefunden wenden (damit jch auff alle gerade secunda den sinum habe
vnd also meinen Canonem zu dern vorngemelien Prosthaphernesj nrecht geschickhit
mache) derohalben dan auch die sinus auff acht fLiguren zu enstreckhen von
néthen gewest, da andene sich mit fintf, sechs, vnd siben fLiguren betragen.

Ob das mit den obigen Worten angekiindigte ungeheure Tafelwerk, dessen
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unwahrscheinliche Genauigkeit - acht Dezimalstellen, Intervalle von nur 2" -
ausdriicklich im Hinblick auf die prosthaphdretische Verwendbarkeit angestrebt
wurde, je gedruckt worden ist, bleibt ungewiss. Das Manuskript gilt als ver-
schollen. Dass das Erscheinen des Opus Palatinum 1596 Biirgis Canon iiberfliissig
gemacht habe, wie manche Historiker annehmen, darf bezweifelt werden, da Biirgi
mit seinen Tafeln ja gerade das mit zu vielen Fehlern belastete .Opus" verbes-
sern wollte. Immerhin hat Biirgis sog. uCoss" als von Kepler redigiertes Manu-
skript in Pulkowo, der Sternwarte von St.Petersburg, iiberleben konnen und
liegt seit 1973 im Druck vor. Sie behandelt in wesentlichen Teilen die Prinzi-
pien und Methoden der Berechnung der sinus-Werte - Biirgis eigenen uKunstweg" -
und war ihrem Tenor nach als Vorwort und Kommentar zum verlorenen Canon sinuum
konzipiert, dist aber auch fiir sich allein ein hochbedeutsames Dokument, das
Biirgi noch in mancher Hinsicht als einen seiner Zeit weit vorauseilenden Den-
ker erkennen lasst.

In diesem Zusammenhang ist noch einmal auf den bei der Diskussion der De-
zimalbruchnotation bereits erwdhnten charakteristischen Tafelparameter r zu-
riickzukommen. Bei den trigonometrischen Funktionen hat r eine geometrische Be-
deutung. Die trigonometrischen Funktionen werden elementar iiblicherweise an
Hand eines rechtwinkligen Normdreiecks oder eines Normkreises als Seitenver-
haltnisse im rechtwinkligen Dreieck hergeleitet. Nennt man, wie gewdhnlich, r
die Hypotenuse des Normdreiecks bzw. den Radius des Normkreises und s die dem
Winkel o gegeniiberliegende Kathete des Dreiecks, so ist per definitionem
sin(a) = s/r, jedenfalls ein echter Bruch, da ja r die grosste der drei Drei-
ecksseiten ist. Fiira= 90° wird sin(a) = 1, d.h. s = r, weswegen r seit Johan-
nes von Gmunden (1380-1442) auch usinus totus" heisst. Da jede Tafel nur auf
eine begrenzte Anzahl Stellen genau sein kann, ist s/r iiberdies rational, im
allgemeinen Fall ein rationaler Naherungsbruch der irrationalen Zahl sin(a),
d.h. s und r konnen als ganze Zahlen angegeben werden. Uber die Grosse r sind
seit den dltesten Zeiten die verschiedensten Annahmen getroffen worden: ihr
sind, Opportunitatsiiberlegungen folgend, unterschiedliche Teilungen zugestan-
den bzw. unterschiedliche Masszahlen beigeordnet worden (z.B. r = 12,60,100,
1000, 3600, 10000,600000 usw.) Dementsprechend unterschiedlich musste der Zdhler
s ausfallen, da ja das Verhaltnis sin(a) aus Ahnlichkeitsgriinden nur vom Win-
kel @ allein abhangen darf. Bis ins 19.Jahrhundert wurden als ysin(a)" nur die
Zshler s in die Tafeln aufgenommen, wdhrend der Nenner r als ,Tafelparameter"
auf dem Titelblatt angegeben wurde. In trigonometrischen Rechnungen musste
aber selbstverstandlich der Nenner r immer mitberiicksichtigt werden, z.B.

(6) b =c.sin(a) = c;i,

wo s den der sinus-Tafel zu entnehmenden Wert von usin(a)" und r den der Tafel
zugrundeliegenden Tafelparameter r oder sinus totus bedeuten.

Das Beispiel lasst erkennen, welchen gewaltigen Fortschritt nur schon
Regiomontans Pioniertat, fiir r reine Zehnerpotenzen zu wahlen, bedeutet hat:
fortan blieben mindestens die Ziffernfolgen der Tafelwerte unverandert. Es
bleibt aber verwunderlich, dass, nachdem einmal die Dezimalbriiche erfunden wa-
ren, kein Tafelautor auf den Gedanken kam, die Division s/r tatsichlich auszu-
fiihren und damit die Tafelwerte als wirkliche Dezimalbriiche zu gewinnen bzw.
den - ohnehin willkiirlich wahlbaren - Wert von r gerade gleich 1 zu setzen,
womit s automatisch zum Dezimalbruch werhoben" worden wire. Dieses Versaumnis
ist umso erstaunlicher, als r ja seit langem als Potenz von 10 gleichsam nor-
miert war, und es nur noch der korrekten Position des Dezimalkommas im Zahler
s bedurft hatte. Wohl hatten - natiirlich auch Euler - einzelne Forscher
in theoretischen Uberlegungen gelegentlich r = 1 gewdhlt, doch bis weit in das
19.Jahrhundert hinein wurde in den in uniiberschaubaren Varianten immer wieder
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neu aufgelegten Tafelwerken der usinus totus" r weiterhin mitgeschleppt, ja,
eine Reminiszenz an jene altehrwiirdige Grosse sinus totus = r, fiir den spezi-
ellen Fall r = 10, 4ist sogar in unseren modernen Tafeln stehen geblieben,
wenn, wie allgemein iiblich, in den logarithmisch-trigonometrischen Tafeln die
Werte fiir logsin in der merkwiirdigen Form 9,.... -10 geschrieben werden, z.B.
logsin(45°) = 10g0,7071067812 = 109(7071067812/10”) 1097071067812 - log10® =
9,849485002 - 10, wenngleich diese Schreibweise im Schulunterricht heutzutage
als eine blosse uRechenhilfe zur Vermeidung negativer Zahlen" erklart wird,
denn die Annahme r = 1 dist heute so universell akzeptiert, dass sie in moder-
nen Tafelwerken gar nicht erst erwahnt wird: sin(a) = s/r gilt selbstverstand-
lich als reine Verhdaltniszahl und ihr numerischer Wert ist =1. Immerhin hiel-
ten sich noch 1929 die Herausgeber der weit verbreiteten Gaussschen Tafeln fiir
verpflichtet, ausdriicklich darauf hinzuweisen, dass die Werte der trigonome-
trischen Funktionen auf den uwRadius = 1" bezogen verstanden werden sollen.

Angesichts dieser festeingewurzelten Tradition stand 1598 Biirgi - ein
nRufer in der Wiiste" - mit dem erstaunlichen Vorschlag, den sinus totus =
sin90° = r = 1 zu setzen, in schroffem Gegensatz zur Denkweise seiner Zeitge-
nossen. Die Notwendigkeit, gerade auch fiir das prosthapharetische Rechnen,
tuber immer genauere, d.h. hoherstellige, trigonometrische Tafeln zu verfiigen,
schien doch wegen sin(®) = s/r zwingend immer grdssere Werte von r zu verlan-
gen, damit fiir den Tafe1wert s entsprechend v1e1e Stellen angegeben werden
konnten: Tafeln fiir r = 10® waren implizit ubesser" als solche fiir 107! Dass
nach Biirgis Vorschlag derselbe Effekt mit Dezimalbriichen erzielt werden kann,
wenn r = 1 gesetzt wird, war eine Einsicht, die sich in der Allgemeinheit erst
dreihundert Jahre spdater durchzusetzen vermochte. Seiner mathematikhistori-
schen Bedeutung wegen sei der einschlagige Passus 1in Biirgis eigenen Worten
nachstehend zitiert. In der uCoss" (vermutlich 1598), Seite 104v, schreibt
Biirgi: ‘

Anfangs ist wohl zumenckhen, das jch in disem gantzen wenckh dem diameten
eines zinckhels wsllichen die gréssiste subtensa st vil einen andern Arnithme-
tischen Namen, MaaB, und Zahl gibe, dan andene Authones. Denen etlichen thei-
Len in in 120, etliche in 2000, 20000, 200000, 2000000, 20000000, oder gar in
20000000000, Vnd .ist zwan nit ohn ein jedern mag in theilen wie En will, dan es
gleich gilt wie ern getheilt wende. Jch abern gibh dem diametro den Namen zwey,
oden eigentlich gib jch dem hallben diametro, oden gnéssestem sinug, odern ra-
dio, das ist den Linj au3 dem Centrno 848 zum Vmkredis, disen sprnich jch gib jch
den Namen Eins: vnd hab. dessen menckhliche vrsachen vnd grossen Vortld drauf
was meinen procel3 anfanget. .

Die Tatsache, dass Biirgis umfassende, auch von andern Mathematikern mit
Ungeduld erwartete sinus-Tafeln moglicherweise doch nie gedruckt worden sind,
mag damit zu tun haben, dass Biirgi, der jene Tafeln ja eingestandenermassen
als Hilfsmittel fiir das prosthaphdretische Rechnen konzipiert hatte, inzwi-
schen in Gestalt seiner Logarithmen ein besseres Rechenhilfsmittel besass, das
insbesondere keinen Umweg iiber — wirkliche oder gedachte - Winkel mehr notig
machte. Nach Bramers Aussage muss Biirgi um 1600, sicher vor 1610, seine Loga-
rithmen berechnet haben. Wie das prosthapharetische Rechnen, so wollte auch
das logarithmische Rechnen primar die schwierigeren arithmetischen Operationen
auf Addieren und Subtrahieren zuriickfiihren und damit vereinfachen und weniger
fehleranfdallig machen. Das Mittel zu diesem Zweck sahen Napier wie Biirgi in
der Verkniipfung einer arithmetischen mit einer geometrischen Zahlenfolge.

Diese Idee war nicht grundsatzlich neu. Die Erkenntnis, dass die Elemente
einer arithmetischen Folge

A: 0, d, 2d, 3d, ..... » rd, ...
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den Elementen einer geometrischen Folge

r

B: 1, q. 4%, q%, ..... v 95, ...

so zugeordnet werden konnen, dass die Summe zweier A-Elemente dem Produkt der
ihnen zugeordneten B-Elemente in gleicher Weise entspricht, findet sich in nu-
cleo bereits in Archimedes' nSandrechnung" und taucht in der mathematischen
Literatur immer wieder da und dort auf. Biirgi nennt im ,Kurtzen Bericht" (vgl.
Seite 27) namentlich Simon Jacob (11564) einen Vorganger. Dieser fusste sei-
nerseits auf Michael Stifel (1486-1567), der die Folgen A und B sogar nach
Tinks fortgesetzt hatte. Bewundernswert ist Stifels Kiihnheit - im Zeitalter
Luthers, Heinrichs VIII. und Iwans des Schrecklichen! - , in seinen Folgen A
und B den uSchritt nach Tinks" gewagt und damit in beiden die reziproken oder
symmetrischen Elemente eingefiihrt zu haben: erst diese erlauben ja die Um-
kehroperationen Subtraktion und Division. Damit wurden A und B zu echten Grup-
pen, und die von Biirgi in der uVorrede" bereits uCorrespondenz" genannte Ver-
kniipfung zwischen A und B erscheint als echter Isomorphismus, in welchem die
Operation Addition in A der Operation Multiplikation in B vollkommen aequi-
valent ist, die eine also stellvertretend fiir die andere einspringen kann. Das
Definitionsgesetz des Isomorphismus zweier Gruppen G und H mit den Operationen
e« und *, namlich h(xey) = h(x)*h(y), [x,y € G; h(x),h(y) € H], wird im vor-
liegenden Falle, nachdem Napier den Namen ulLogarithmus" fiir die Elemente der
additiven Gruppe eingefiihrt hat, natiirlich zu

(7) Tog(x+y) = Tog(x) + Tog(y)

und ist nichts anderes als das Grundgesetz des logarithmischen Rechnens. In
der Tat hatte Stifel in seiner nArithmetica integra" (1544) aus den Folgen

A: amay _3v —2!
1 1

B: = s uy E! E'

—1! 0! 1!

31,2, 4, 8 ..... v 25, e

die Gesetze des logarithmischen Rechnens bereits liickenlos hergeleitet. Ohne
noch die Potenz 2T explizit anzugeben, nannte Stifel doch schon die Zahlen der
Folge A uExponenten" der zugeordneten Zahlen der Folge B:

. . 1 . .
nEst autem -3 exponens ipsius 5 , sicut 6 est exponens numeri 64."
(Arithmetica integra, III, p. 250)

Biirgi argumentiert im uKurtzen Bericht" in didaktischer Absicht mit denselben
Folgen A und B, und sein Passus in der ,Vorrede", in welchem er die ,Corre-
spondenz" der Folge B » A charakterisiert, kdnnte fast eine Ubersetzung der
entsprechenden Aussagen Stifels sein, jedenfalls ist er ein nahezu wortliches
Zitat aus Jacobs uRechenbuch" von 1565:

vooollas in Geometrnica progressione ist Multiplicienn, das ist in Arnthmetica
progressione Addiern/ vnd was dont ist diuidienn, das ist hiern Subitrahienn/
vnd was dornt mit sich ist Muliiplizienen/ .ist hie schlecht Multiplicienen/
Letzlich was dont ist Radicem extrahienn/ das ist hie schlechts diuidiern mit
den zal die der Radix in ordnung anzeigt.

Napiers und Biirgis Verdienst war es in der Folge, Stifels Mengen A und B
zu Teilmengen der rationalen Zahlen derart erweitert bzw. verdichtet zu haben,
dass diese mit Hilfe einer einfachen Interpolation schliesslich erlaubten, das
gesamte Spektrum der irrationalen Zahlen ndherungsweise innert akzeptabler Ge-
nauigkeitsgrenzen rechnerisch zu beherrschen.
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Die Wege, die Napier und Biirgi beschritten, waren nun aber so verschie-
den, dass keiner von den Anstrengungen des andern gewusst haben kann. Uberdies
beherrschte Biirgi keine Fremdsprachen, namentlich, nach eigener Aussage,
nicht Latein und Griechisch. Napiers Schrift kann er also nicht selbst stu-
diert haben.

Napiers Tafeln unterscheiden sich in dreifacher Hinsicht von den spate-
ren, aber auch schon von Biirgis Logarithmentafeln:

Napier sah sich in seinen astronomischen Arbeiten mit Problemen der spha-
rischen Dreiecke konfrontiert, die nur durch umfangreiche trigonometrische
Rechnungen gelost werden konnen. Ihm schwebte vor, das Rechnen mit trigonome-
trischen Tafeln zu vereinfachen, weswegen er logarithmisch-trigonometrische
Tafeln aufstellte, deren Eingang iiber Winkelgrossen zu bewerkstelligen war.
Operationen mit abstrakten Zahlen liessen seine Tafeln natiirlich auch zu, doch
mussten solche Zahlen erst als Funktionswerte von Winkeln gedeutet werden, was
gleichsam auf eine Abart des prosthaphdaretischen Rechnens zuriickfiihrte.

Des weiteren stellten Napiers Logarithmen eine monoton fallende Funktion
dar: wenn b > a, dann war bei Napier log(b) < log(a).

Schliesslich gilt in Napiers Tafeln die wichtige Folgerung

(8) Tog(1) = 0

aus dem Grundgesetz (7) ausdriicklich nicht. Napier musste mit den allgemein
gebrauchlichen trigonometrischen Tafeln rechnen, die, wie mehrfach angedeutet,
von einem nTafelparameter" sinus totus oder r # 1 ausgingen: zu Napiers Zeit
war r gewohnlich bereits eine hohe Potenz von 10. Napier wdahlte fiir seine
Tafeln den sinus totus = sin90° = r = 107 und setzte zugleich dessen Logarith-
mus gleich 0: log(107) = 0. Dies war eine sehr geschickte Wahl, da bei trigo-
nometrischen Rechnungen standig durch r dividiert werden musste. Die logarith-
mische Behandlung etwa der Formel (6) sah demnach folgendermassen aus:

b =c.sin(a) = c:s > g = % + log(b) - Tog(c) = log(s) - Tog(r)

und reduzierte sich dank log(r) = 0 auf log(b) - Tog(c) = log(s) bzw. Tog(b) =
log(c) + log(s). (Es ist daran zu erinnern, dass im spharischen Drejeck auch b
und ¢ Winkel sind, deren Logarithmen den Napierschen Tafeln direkt entnommen
werden konnten.)

Im Unterschied zu Napiers Tafeln sind die Biirgischen echte Logarithmenta-
feln im modernen Sinne. Biirgis Logarithmen sind eine monoton steigende Funkti-
on, wie dies allgemein iiblich ist, vor allem aber gilt die Grundbeziehung (8),
entsprechend der Tatsache, dass bei einem Gruppenisomorphismus jedes der bei-
den neutralen Elemente - hier also 0 und 1 - notwendigerweise Bild bzw. Urbild
des andern ist.

Zu diesem Punkte hat es allerdings lange Zeit kontroverse Meinungen gege-
ben. Aus der Tatsache, dass Biirgis Tafeln mit dem Paar (0/100000000) beginnen,
haben vor allem die &lteren Historiker, die weder Biirgis nCoss" noch seinen
uGriindTichen Unterricht" kennen konnten, schliessen wollen, dass fiir Biirgi 0
der Logarithmus von 10® sei - in Analogie zu Napiers 0 = Tog(107). Diese Auf-
fassung ist aber nach Kenntnisnahme der oben (Seiten 5 und 6) zitierten Aussa-
gen und Definitionen Biirgis nicht mehr vertretbar: 100000000 ist durchwegs als
1,00000000 zu verstehen. Uberdies wollte Biirgi ein ausnahmslos giiltiges, auf
Zahlen aller Art anwendbares, nicht nur auf trigonometrische Funktionswerte
beschranktes Rechenhilfsmittel anbieten:

eeo Denowegen ich zu allern Zeit gesucht und gearbeilet habe, general Ta-
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bulen zu erfinden, mit welchen mann die vorgenannten Sachen [sc. Multiplizie-
ren, Dividieren, Wurzelziehen] alle verrichten méchte.

[Vorrede an den Treuherzigen Leser.]

Fir Napier war die Festsetzung 0 = 10g(107) durchaus sinnvoll, war doch
in traditionellen usinus totus-Tafeln", wenn r = 107 gewdhlt wurde, 107 die
hochste Zahl, die in seinem Falle iiberhaupt vorkommen konnte. Eine solche Be-
grenzung bestand aber fiir Biirgi nicht. Ausserdem sind in seinem System, in dem
sowohl die Logarithmen wie die Logarithmanden monoton wachsen, die Zahlen 0
und 100000000" die Anfangswerte, also nicht obere, sondern untere Grenzen,
und es ist doch hdochst unwahrscheinlich, dass Biirgi, der zudem die Dezimalbrii-
che bereits selbst verwendete, ein Rechenhilfsmittel nur fiir arithmetische
Operationen 1in einem Bereich iliber einhundert Millionen anbieten wollte. Wenn
schon fiir Stifel - gleichsam Biirgis Gewahrsmann - 0 als uexponens" von 1
galt, so ist Biirgis Aussage (vgl. den ,Kurtzen Bericht", Seite 27 unten),
die von seinem ehemaligen Schiiler und Mitarbeiter, Benjamin Bramer, 1630 fast
wortlich bestdtigt wurde:

eo o Als zum Exempel, dunch zusammen: oden iilereinanden schreibung einen Arith-
metischen vnd Geometrischen progress, kan man viel wunderbare Dinge verrnich-
ten, wann nur die Arithmetische mit einem 0, die Geametrische aber mit 1

anfingt, Nemblich, das Multiplicirn durch Addirn .... [ensetzen],
[Benjamin Bramer, Beschreibung eines...Perpspectivinstruments..., Zueignung an Johan Faulhaber,
Cassel, 1630]

doch wohl kaum anders zu interpretieren, als dass, in Napiers Terminologie, O
der Logarithmus von 1 sein soll.

Ausgehend von diesem nverniinftigen" Anfangswert No = 1, bestreichen
Biirgis Tafeln auf Grund seines rekurrenten Konstruktionsverfahrens in neun-
stelliger Darstellung den gleichsam ynatiirlichen" Bereich von 1 bis 10, Biirgis
sog. nerste gantze Zahl", deren Logarithmen ausnahmslos positiv sind. Alle an-
dern Zahlen werden - bis auf neun Ziffern - durch Multiplikation bzw. Division
mit 10 oder Potenzen von 10, praktisch also durch Addition bzw. Subtraktion
von 1log(10) oder Multipeln desselben, gebildet. Dieser hohen Bedeutung der
Zahl 10 trédgt Biirgi insofern Rechnung, als er ihren Logarithmus auf neun
Stellen genau angibt, wahrend sonst aus den Tafeln hochstens sechsstelli-
ge Logarithmen abgelesen werden konnen, grossere Genauigkeit aber durch Inter-
polation bewerkstelligt werden muss. Auf diese einfache Weise vermeidet Biirgi
negative Logarithmen, was an sich nicht notig ware, die Rechnungen aber sicher
noch weiter vereinfacht. Dieselbe Eigenschaft — nur positive Logarithmen - ist
tibrigens auch dem Napierschen Logarithmensystem als Pluspunkt gutgeschrieben
worden.

Ausschliessliches Operieren mit Dezimalbriichen zwischen 1 und 10 unter allfdlliger Abspal-
tung von Zehnerpotenzen wird ibrigens auch heute namentlich von Ingenieuren und Naturwissen-
schaftlern gepflegt und war beim Rechnen mit dem logarithmischen Rechenstab bis zur Einfiithrung
der elektronischen Taschenrechner die Regel.

Das Grundgesetz (7) liefert fiir x = 1 und y = qt und fiir log(1) = 0:
Tog(1-q*) = Tog(1) + log(qt) = t-log(q) = t-d, [Tog(q) = d]
Lasst man nun den Parameter t sukzessive durch alle ganzen Zahlen Tlaufen,
051.5,3&4, «ex« y erhdalt man fiir die Logarithmanden die geometrische Folge

9+9°+9°+Q 'y «ass= o und fiir ihre Logarithmen die arithmetische Folge
d,2d,3d,4d, ..... : die beiden Folgen, die Biirgi seinem System zugrunde leg-
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Fiir die arithmetische Folge der Logarithmen wiahlte er d = 10, womit sei-
ne Logarithmenfolge die einfache Gestalt 0,10,20,...,230270 annahm. Es mag da-
bei die Erinnerung an die damals verbreiteten trigonometrischen Tafeln von Re-
giomontan, Rhaeticus und Pitiscus, die grossenteils Intervalle von 10" bevor-
zugten, eine gewisse Rolle gespielt haben. Es ware Biirgi freilich zuzutrauen,
die Differenz 10 wegen des unbestreitbaren Vorteils beim Interpolieren, wo ja
mit d multipliziert bzw. dividiert werden muss, gewdahlt zu haben.

Etwas mehr Rechenaufwand bendtigte die geometrische Folge der Logarith-
manden, welche Biirgi regressiv mit Hilfe des Faktors q = (1+107*) = 1,0001
(nach Biirgis Fagon bekanntlich 10001) berechnete. Es ist Biirgi deswegen und
auch, weil er die Logarithmen iiber die Kopfzeilen und die Tinken Randkolonnen
seiner Tafeln als uEingangsargumente" wiahlte, der Vorwurf gemacht worden, er
habe seine Logarithmanden aus ihren Logarithmen berechnet, statt umgekehrt die
Logarithmen aus den Logarithmanden, und seine Tafeln seien daher nicht Loga-
rithmen-, sondern Antilogarithmentafeln. Es ist dies eine Frage der Blickrich-
tung, die freilich der Verwendbarkeit der Tafeln nicht den mindesten Abbruch
tut. In der Praxis wird der Fall, dass eine Rechengrosse mit einem Tafelwert
genau zusammenfdllt, ohnehin nur hochst selten eintreten, so dass so oder so
Interpolationen notig werden.

Die Wahl des Faktors q = 1,0001 war ein dhnliches Meisterstiick wie Biir-
gis oben (Seite 9) erwdahnter Beitrag zum prosthaphdretischen Rechnen, erreich-
te er doch damit auf einen Schlag zwei wesentliche Ziele:

(1) Zum einen lagen zwei aufeinanderfolgende Logarithmanden, da sie sich nur
um den von 1 wenig verschiedenen Faktor q unterschieden, sehr nahe beieinander
(Differenz <1073): mehr als 23000 Logarithmanden kamen innerhalb des Tafelbe-
reichs [1]/10] zu liegen, womit eine ausreichende Zahlendichte erreicht wurde.
(2) Zum andern brauchte Biirgi, um aus einem Logarithmanden den nachfolgenden
zu berechnen - ihn mit 1,0001 zu multiplizieren - diesen nur um 4 Stellen ver-
schoben zu sich selbst zu addieren - eine Vorwegnahme der vereinfachten Arith-
metik des fiir die moderne EDV so wichtig gewordenen bindren Zahlensystems. Er
hatte so bereits in der Berechnung der Tafelwerte die Multiplikation auf die
Addition zuriickfiihren konnen. Die Berechnung der knapp mehr als 23000 Loga-
rithmanden war damit eine derart einfache Aufgabe, dass sie von einer Hilfs-
kraft, vielleicht einem Schulkind, ausgefiihrt werden konnte, und es ist mehr
als wahrscheinlich, dass Biirgi der junge Benjamin Bramer - um 1600 ein Knabe
von zwolf Jahren - wacker an die Hand gegangen ist.

Die Tatsache, dass die uProportionalzahl" q beinahe gleich 1 ist, gibt
ausserdem Anlass zu folgender Uberlegung, die Biirgi freilich noch nicht in
dieser Weise angestellt haben konnte. Biirgis Logarithmanden konnen als einzel-
ne Punkte der stetigen Kurve y = g*, ndmlich fiir die besonderen Werte x =
1,243, ...423027, betrachtet werden. In die Formel fiir die Kriimmung dieser Kur-
ve geht die Grosse 1n(q) als Faktor ein, und diese ist, weil q fast gleich 1,
beinahe 0, d.h. die Kriinmung der Kurve y = q* ist in diesem Falle sehr gering,
namlich auch beinahe 0. Die Kurve ist demnach mindestens zwischen zwei be-
nachbarten Punkten q * und q**! annihernd eine Gerade und besitzt deswegen die
vorziiglichsten Voraussetzungen fiir einfaches 1lineares Interpolieren, wovon
Biirgi in seinen Beispielen denn auch fleissig Gebrauch macht. Man darf anneh-
men, dass Biirgi diese Eigenschaft seiner Logarithmandenfolge durch ausgiebiges
wProbieren" erhirtet hat.

Es ist eigentlich merkwiirdig, dass weder Stifel noch seine unmittelbaren
Nachfolger, einschliesslich Biirgis, bei der Betrachtung der uSchulbeispiel-
Folgen" A und B die A-Zahlen als Potenzexponenten im heutigen Sinne zur Basis
b = 2 erkannten. Es fehlte ihnen indessen noch das heute iibliche Symbol fiir
Potenzen mit Potenzexponenten in Gestalt von rechts neben der Basis hochge-
stellten kleinen Ziffern, das erst 1637 in Descartes' nGéométrie" auftauchte.
Gerade Napier und Biirgi bezeugen jedoch, dass das praktische logarithmische
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Rechnen durchaus ohne Riickgriff auf den Begriff der .Basis" oder uGrundzahl"
b auskommt. Dem Parameter b kommt hingegen grosse theoretische Bedeutung zu:
als Basis der Exponentialfunktion - der Umkehrfunktion des Logarithmus - , als
Kennwert jedes Logarithmensystems oder jeder Logarithmentafel - hierin ver-
gleichbar dem seinerzeitigen Tafelparameter r der trigonometrischen Tafeln -,
bei der Umrechnung der Logarithmen eines Systems in diejenigen eines andern
und bei der Berechnung der Logarithmen. Die Identifikation der Logarithmen als
Exponenten ihrer Basis ist eine Leistung des 18.Jahrhunderts, und wenn auch
Napier und Biirgi mit Sicherheit diese Sichtweise fiir sich selbst noch gar
nicht in Betracht gezogen haben, so ist dafiir im Nachhinein um so mehr iiber
die Frage spekuliert worden, welche Basen den Systemen der beiden Pioniere
allenfalls zugrunde gelegt werden konnen. Wegen 0 = 10og(107) gibt es hierauf
fiir das Napiersche System keine direkte Antwort, obwohl durch mancherlei
spitzfindige Umdeutungen versucht worden ist, dem nGeheimnis" Napiers auf die
Spur zu kommen.

Anders dagegen bei Biirgi: die uCorrespondenz" seiner A- und B-Zahlen hat,
wie gezeigt, die allgemeine Form:

10t » gt = (1,0001)*

Betrachtet man nun den Logarithmus 10t als Exponenten zu einer Basis b, muss
letztere der Gleichung

(9) qt = b¥®* , [t =0,1,2,....]
geniigen. Daraus leitet man unschwer das Ergebnis
(10) b = %q = %1,0001 = 1,0000099995500285 ,

deren letzte Ziffer aus 49793391.. aufgerundet ist, her. Dieses Resultat steht
vollkommen in Einklang mit Biirgis Postulaten:

1) 0 = log(1) : uKurtzer Bericht", Seite 27, Zeilen 5-7 von unten (u..wie
denn auch die folgenden Tabulen nichts anderB als 2 solcher Progressen [sc.
mit 0 und 1 beginnende] sindt.")

2) Notation ohne Dezimalzeichen: ,1414" = 1,414, .Coss", Seite 105 unten.
3)  Funktion der Dezimalnull: uCoss", Seite 105 unten, und uKurtzer Bericht",
Seite 29 oben (n..und werden alle Zeit biB unter die ° ganze verstanden und
die folgen der Bruch.")

Trotzdem sind manche Historiker, in Unkenntnis oder infolge Nichtbeach-
tung dieser Kusserungen Biirgis, auf andere Ergebnisse gekommen, so insbesonde-
re auch Dr.Gieswald, der Wiederentdecker und Erstherausgeber von Biirgis uUn-
terricht". Nach Gieswald wdre die Basis der Biirgischen Logarithmen:

8 = 10%-%1,0001 |,

eine unwahrscheinlich grosse Zahl, deren Potenzen schnell astronomische Dimen-
sionen erreichen missten, auch misste dann die wProportionalzah1" q der geome-
trischen Folge gleich 10%.1,0001 sein, wdhrend nur eine Seite vorher Gieswald
selber q = 1,0001 anfiihrt! Es kann sich bei diesem B folglich mindestens nicht
um eine Basis im liblichen Sinne dieses Wortes handeln.

Andere Historiker diagnostizierten eine Diskrepanz zwischen der uDichte" der
Numeri und derjenigen der Logarithmen, da letztere in relativ grossen Schrit-
ten von 10 ansteigen, und glaubten daher, Biirgis Logarithmen durch 10 oder gar
10°% dividieren zu miissen. Diese Auffasssung ilibersieht aber zwei Tatsachen:
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1) Biirgi betrachtet (vgl. Zitat Seite 5) seine wDezimalnull" wohl als fakul-
tativ und weglassbar, wenn die Grossenordnung einer Ziffernfolge aus dem Zu-
sammenhang ersichtlich ist, verwendet sie indessen gerade in den Beispielen im
nUnterricht" so ausgiebig bei den Logarithmen, dass kein Zweifel iiber die be-
absichtigte Lesart bleibt: 90 = 90 = uneunzig" usw.

2) Biirgi sagt nirgends, dass seine Logarithmen nur Multipel von 10 sein diir-
fen. Es sind sehr wohl Zwischenwerte - sogar mit Dezimalbruchteilen - zugelas-
sen, doch miissen diese durch Interpolation gefunden werden. Beispiele, die
Biirgi selber anfiihrt, sind etwa 128099,789; 119067,351; 1191647,439.

Bleibt man aber bei der oben gefundenen Biirgischen Basis b, lassen sich
Biirgis Logarithmanden miihelos durch Potenzierung nach 10, 20 usw. bis 230270,
etwa mit Hilfe eines Taschenrechners, nachpriifen: man erhdlt Biirgis Tafelwerte
auf neun Stellen genau bis auf das von Biirgi absichtlich nicht geschriebene
Dezimalzeichen.

Bei 10-stelligen Taschenrechnern wird allerdings die Basis b auf 1,00001
aufgerundet, was beim Potenzieren leicht ungenaue Ergebnisse zur Folge hat.

Dieser aufgerundete Wert b = 1,00001 ist tibrigens derselbe, der sich ergibt, wenn zwischen O =
log(1l), 10 = 1log(1,0001) und 1 = log(b) linear interpoliert wird:
1,0001 -1 b-1
10-0 1-0
Die Ungenauigkeit lasst sich jedoch auf einfache Weise umgehen, indem man auf
den Parameter t zuriickgreift und einen Logarithmus T als T = 10t schreibt, wo
also t = T-10"!, Ist etwa T = log(Z), wird demnach

(11) Z = b" = b*" = (B* = (B")HF = (1,0001)°

=b-1=0,00001, oder b = 1,00001.

Mit Hilfe der uPseudo-Basis" b' = b° = 1,0001 - identisch mit Biirgis Konstruk-
tionsfaktor oder wProportionalzahl" q -  kann nun auch ein 10-stelliger Ta-
schenrechner Biirgis Tafelwerte einwandfrei verifizieren.

Der Parameter oder Exponent t lasst sich analog auf beliebige Weise um-
deuten: t = t'-s, wodurch beliebig viele andere uPseudo-Basen" b" definijert
werden konnen:

7 = (bl)t - (bc)st' = [(bl)s]t' - (bn)t' ,
wo nunmehr die Basis b" = (b')® = (b®)® = (1,0001)%

Ein bestechender Versuch in dieser Hinsicht, letztlich aber doch ein Ana-
chronismus, mége hier abschliessend der futuristischen Perspektiven wegen, die
er zu eroffnen scheint, und als Zeugnis der einfallsreichen Kombinationsgabe
ihres Autors mitgeteilt werden. Er stammt aus der Feder Rudolf Wolfs. Zundchst
fallt auf, dass Wolf, zu einer Zeit, da rundherum bei Biirgi einmitig 0 =
1og(10®) diagnostiziert wird, Biirgis Tafelwerte ganz spontan auf die oben dar-

ge]egte Weise, namlich als neunste111ge Zahlen zwischen 1 und 10 interpre-
tiert! Sodann setzt Wolf, mit s = 10*%,

T =10t = 10-t'-s = 10-10*t', oder t' = T-107°
und findet natiirlich fiir einen beliebigen Tafelwert Z, wegen
Z=bT= b= pPt o [(b¥)5]F'= [(1,0001)" ] = [(1410) 0],

eine weitere yPseudo-Basis" b" = w = (1+10‘*)’° = 2,71814593 , mit der selbst-
verstandlich samtliche Tafelwerte Biirgis ebenfalls erzeugt werden kdnnen, wenn
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iiber die ulLesart" der Logarithmen zweckentsprechend verfiigt wird.

Wolfs Ausgangspunkt war die Annahme, die Biirgischen Logarithmen als fiinf-,
die Tafelwerte als achtstellige Dezimalbriiche betrachten zu sollen. Da diese
Annahme zum Ziele fiihrte, glaubte Wolf schliessen zu diirfen, sie sei richtig -
sie ist in diesem Sinne wohl richtig, allerdings nicht die einzig richtige An-
nahme, nimmt aber vor allem keine Riicksicht auf Biirgis eigene Angaben im ,Un-
terricht", die keinen Zweifel daran lassen, dass seine Logarithmen 10,20,.....
tatséchlich als zehn, zwanzig usw. zu verstehen sind und somit Wolfs Annahme
nicht zulassen: Wolf hatte, gute zehn Jahre vor Gieswalds Wiederentdeckung,
nur das Miinchener Exemplar der uProgreB Tabulen" - ohne den uUnterricht" -
einsehen konnen.

4

Wolf argumentierte freilich noch weiter. Seine Basis w = (14107*)® ist,
wie nicht anders zu erwarten, eine, sogar recht gute, Ndherung der Eulerschen
Grenzzahl e, woraus auch geschlossen worden ist, Biirgi sei der eigentliche Er-
finder der natiirlichen, jetzt auch nach Napier benannten, Logarithmen gewesen.
Ausgehend von einer Basis e, hatte Biirgi - immer nach Wolf - fiir die geometri-
sche Folge seiner Tafeln einen Konstruktionsfaktor oder, wie Biirgi sagte, eine
nProportionalzah1" q = 1,000100005 benutzen sollen, diese aber auf 1,0001 re-
duziert und damit zwar die Basis e geringfiigig verandert, dafiir aber seinen
Rechenaufwand gewaltig vereinfacht, ohne dass seine Tafeln dadurch hinsicht-
lich Brauchbarkeit und Genauigkeit im mindesten beeintrachtigt worden. Diese
Folgerung ist zwar richtig - bekanntlich kann eine Implikation richtig sein,
wenn ihre Pramisse falsch ist! -, doch hdtte Biirgi bereits iiber die Basis e
verfiigen miissen, aber woher er diese hdtte haben sollen, sagt auch Wolf nicht
- 1620 war eine Logarithmenbasis e mit Sicherheit noch nicht spruchreif.

Besondere Aufmerksamkeit verdient das letzte Blatt von Biirgis Zahlenta-
feln. Es enthdlt unter den Kolonneniiberschriften 228000, 228500, 229000,
229500, 230000 - man beachte die yDezimalnull" in dieser letzten Zahl - die
Kolonnen der Logarithmanden fiir die 51 Feineinteilungen 0,10,20,...,500. yDann
ist", sagt dazu Wolf, ohne weiteren Kommentar, wnoch eine nicht mehr in das
vorige Schema passende Fortsetzung bis auf 230270022 ... 999999999." Es lohnt
sich, genauer zu priifen, was es mit dieser yFortsetzung" auf sich hat.

Bis zur _Kolonne 229500 gibt Biirgi die Logarithmen 6-stellig an. In der
Kolonne 230000 erscheinen nun aber die Logarithmen 9-stellig. Dabei ist zu be-
achten, dass die uErsatzpunkte" fiir gleichbleibende Anfangsziffern nicht will-
kirlich, gleichsam aus aesthetischen Griinden, hingesetzt worden sind, sondern
tatsdachliche Platzhalter darstellen, ihre Anzahl folglich Aufschluss gibt,
wieviele Ziffern vorne anzusetzen sind. Schliesslich deutet die uDezimalnull"
in 230000 an, dass die nachfolgenden drei Ziffern als Dezimalstellen nach dem
Komma zu verstehen sind: Biirgi gibt also in dieser zweitletzten Kolonne die
Logarithmen bis auf Tausendstel genau an (vgl. Abb.3).

Man iiberzeugt sich leicht, dass Biirgi zundchst noch wie bisher in Schrit-
ten von 10 Ganzen, also 10000 Tausendsteln, voranschreitet und deren Logarith-
manden mit dem Faktor q = 1,0001 anwachsen ldsst. Dies geschieht mit korrekten
Rundungen auf 9 Stellen genau bis zum Paar 230260 ... 9,99899790. Das nachste
Paar miisste 230270 ... 9,99999780 lauten, doch unterladsst Biirgi hier im Loga-
rithmanden die korrekte Rundung und notiert infolgedessen 9,99999779. Das in
dieser Reihe néachstfolgende Paar 230280 ... 10,0009978 fiihrt Biirgi nicht
mehr an, vielmehr schreitet er vom Logarithmus 230270,000 zundchst in Schrit-
ten von 10 Tausendsteln bis 230270,020 und dann in Schritten von 1 Tausenstel
bis 230270,022 vorwarts, unbestreitbar in der Absicht, den Logarithmanden 10
durch fortgesetzte lineare Interpolation moglichst eng einzuschachteln. Dies
fihrt ihn endlich auf das Paar 230270,022 ... 9,99999999. Auf 10 Stellen ge-
nau miisste hier 9,999999997 eingetragen werden, was durch Rundung auf 9 Stel-
len aber bereits 10,000... ergédbe. Das nachstfolgende Paar 230270,023.....
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Abb.3 Letztes Blatt der Progref Tabulen. Die zweitletzte Kolonne, iiberschrieben mit 230006, und
die letzte, iberschrieben mit 230000, enthalten die auf neun Ziffern verfeinerten Logarithmen
230000,000 bis 230270,022 und ihre Numeri von 9,97303557 bis 10 (= 9,99999999).



i . }rzloéc'zz4 N O . .‘

.-9371'7936 94b93s609‘945666869 9»3‘z!a34 9»8100641 9630034or 967830 34 9726=x;6°
d 944029993 -~ﬁ76l7z6 r7176 0996461}~ --99701 --‘9*7017 "ﬂ778f:8
~xz4396 806693 6228 ] h392291 ] < 1960TT 96802380g]|-+-7875806
-'-zxsso9 S 9T 4E g 15270783950 1453130 ++292331|Vi 120612 <$9973093
,..3,313, 94)046*83 ‘-.so;zéo i.1§83979 ---338660 1¢+2174241973070591
101407662} 141288 - v679837] - <424999] *+i314246] .- 167693
'--fOllO; .,..23610'1 -..994030 .".77576; ...;31343 .,.-742_[\0;‘-_7 ‘-.‘.165015
<1l.96553].:+331026(974089430| - -+871583|-:- 67770670718
509795827 ++691013]:7.426059) -3 154338] -967470] - 774074]7 - 604769]|
940073fso 7854827521001 +280257[9§9063367 B e 870451
©$:16798%] --879961 §4]. 379685 159273
"‘ ...47[[7_2 cee265189 "'7_{!744_
ces35r114] 4 . 2 ie0349120

219666| - 163453 |- -+ . 447050| - 256057 (969089165 |- - . 946505
L4371 297969 .,..9;3;7 -'..7f7492 ©ev542984|¢ 352483 e .1260771974043899])
“|++-63776¢ ©++372495/950090857 3_3-3;296_3 638949 ...448915 +4+282995]:++141304
ce-731329|° 445930 185866)¢+-948453]°734913]-+-545363 ~~-379924 +¢+238718
©¢.82¢902| . §4157¢]|+++280884[9§5043948|+.-8530886)--:641817|"* . 476862) 336142
©+591998¢|+++636029).2-375912]++-139453]+++:926869]:+.738281 -~;;7gsxo
941014377( ++730693] -+ +470970|+++234967| 960022862 - «23475¢|++ 670767
<+ ID8E78| - -825266]¢ - 565997| - +330490| - 128864
#00202285( 919848 .-..gggo;“ ce426023]-.214876]965027732 ...9647[x fie727934
ceie96409 )46:::444.0 *<+7§{6120}+- 521566 ©++310898 |+ -~ 124235 961697+ -.-823407
7392530 - 109042{- - 851195 -+617118] .. .406579]+ ++220747|970058694}.-920889],
++.484675|-+-203653) - 946280712680+ ..502969]+++317269[--155695|975015381
++9§73826| .. 98273/ 951041375+ +S08251] 2992200+ 413801) 25270 G- L1383
©0+4672984|...392903] - 136479 +903832]---695080 ~"flO'42]---34974d +¢-203197¢
ce767158[ 487542 <+ 231793 | % 299422 - -791149 + ¢ +606893| - - 446777 c 00510516
©.-861328|- 582191} :326716]|976795022{ -+857228]-.:i703474 ---;43310 <+ -402447
ci9psrT4| - 676849| *-421849)+-19063%|---985317]" 2300024} 640877]--.¢05988}
1942049710] ++ - 271517(*++ 516991 |-+ «286251[961079415¢ .+ .96604}:--737939 < +1603539 %
:f.t439l-; ©+ 866194 2612143 (+++381879]---17¢523 2993194 ...3’go¥‘ .-..701099,
©+233129]°-+960881].+.707304{:- 477517 .+271641|966089793 v+ 4932096+ .986691 !
- }+++332373]947075577] -+ -SQ2475]-+-573165] - 367763]. - -186402{971029189[...856249
S34 ce 4:6586|-- «1§0282 ""'976{)’ .. 668823 --"46390; .;.23307_| -.-[26192 +229¢3839
-3 - <+§20829[---244997| - -992835{-+-764489|. 760051 - -379649|-:°223405]|976051438}
30 |- 615081+ -339722|952088034 - +-860166)-+-656207-..476287|++-320527|---139047
T 377140709342 c434456) - 183243f . 9558 g2| . 772373 |- < €72935 |- 417559|- 7286666
382,12 :+803613]-+-729199]---273461|957051547]. -345548] --66095921+ - raFOL]- - 254297
,3?? l.i;?739441'761§9f1 f"3735?9 cetT147253] . 944733 766259 - S11o52|- 481953
400 ) ieiggr1S3 ©er 718714 +++4689161°+:242967({962040927]++-862936| - 709113|---§79§81
410943086483 - -2134586] -+ .g64173] 433869 | - I137131]..-979622]-- 805284[.- 677239
“--180791] . -90826% f"6f9‘19["‘4344’6 ©++233345|967056318|-+ 903465} 774907

t°'ff7023
$9: 654379

Tii261694]7 974349
[ - $355630] 945768946 -

oy

«* 433575
c..§31019
++931239 ‘0'767734 e .628472

DRV ]

[ERVSR) BNREUNG |

ot bl e

(VPR ]
: 0 0

n

cur
P

\,
[FaRERYs! N

P

Oy -

o' e N
RO CIR

oG
o U

5 ab ygy Mo Y

u
%
(@]

u
Y]
[V e

'0

/- hé{;‘j‘)- Tee277109 )4303;0{8 "i7f469f ce§530169].++329¢6¢ <. 153024 97200063‘5 '{‘3715’8{
&40 | 0w369437] ¢ 978€0(-* 849976625922 .- 427801 240739]---97855| 970272
PN 5) .:'.463}74 ce- {92669 ~'f-94f.166 cee722168¢5)-+522044]:-.346464 .-.19;06; 977062069
¢§?' Sgf812C] - -287488) 953040560 - S17457 | 618296 445198 0292285} 165676
407 ‘6,*476 ©++382377] e+ -X39E67] - 91323R| - 714558} 735943 ~"?397'4 s i263392)
R '~'477Iff +.+231178|9§3009030|+ «.+810829|-+-656697|-+-+486753| - 361119
1972002 42326001+ «104831| - +9O7IID} 735460 © .- §84001 | 45885y
~--6‘5460 '--4*1 34} 1200641 96300;401 ~--z;oz;4.-~-63;}f9;.';fydsox

- 93§60

Abb.4 Zweltletztes Blatt der ProgreB Tabulen: Logarithmen 224000 bls 228000 und zughorlge Numeri.
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10,0000001 notiert Biirgi nicht mehr: der Logarithmand ist erheblich mehr zu
gross als der vorangehende zu klein. Es ist daher sogar denkbar, dass Biirgi
die Rundung beim Logarithmanden von 230270 absichtlich unterdriickt hat, um in
der Tafel zum Ausdruck bringen zu konnen, dass der Logarithmus 230270,022, den
er beim einmal gewdhlten Genauigkeitsgrad seiner Tafeln unbedingt benutzen
muss, ganz wenig zu klein ist. Diesen Sachverhalt deutet Biirgi zudem in der
Schlussbemerkung rechts unten durch - und + an:

230270,022- 230270,023+ ,

m.a.W. der ywahre" Logarithmus von 10 liegt zwischen diesen beiden Zahlen, und
zwar erheblich naher bei 230270,022 (die Fortsetzung ist .,02203..). Das ganze
Prozedere erweckt den Eindruck, dass Biirgi mit hoheren Stellenzahlen gerech-
net und erst hinterher auf 9 Stellen gerundet hat. (Dasselbe Vorgehen ist bei-
spielsweise bezeugt fiir Rhaeticus: Rechnung bis auf 15 Dezimalen, anschlies-
send Rundung auf 10 Stellen.)

Die Miihe, die hier auf die moglichst genaue Eingrenzung des Logarithmus
von 10 angewandt worden ist, hat natiirlich ihren Grund. Er wurde bereits ange-
tont: Biirgi benotigt die Zahl 10 bzw. ihren Logarithmus, um auch Rechnungen
mit Zahlen bewaltigen zu konnen, die ausserhalb des Tafelbereiches [1]10] Tie-
gen. Die Zahlen der uersten ganzen Zahl" (vgl. uUnterricht", Seite 31) brau-
chen nur mit den entsprechenden Potenzen von 10 multipliziert zu werden, um
alle andern reellen Zahlen auf 9 Ziffern zu approximieren. Dies geschieht am
einfachsten durch Addition von Multipeln des Logarithmus von 10 zu den
Logarithmen der nTafelzahlen". Die Schliisselzahl log(10) spielt demnach die
gleiche Rolle wie die Kennziffer bei den Zehnerlogarithmen, deren Verdnderung
um die Grosse 1 bekanntlich gleichbedeutend einer Multiplikation oder Division
mit 10 ist. Dementsprechend genau musste der Logarithmus von 10 angegeben wer-
den. In der Tat gibt es in Biirgis Logarithmensystem keine bessere, auf 9 Stel-
len genaue Ndherung der irrationalen Grosse r = log(10) als eben Biirgis uganze
rote Zahl" 230270,022. Man verifiziert leicht, etwa mit einem elektronischen
Taschenrechner, dass wirklich (®/1,0001)* = (1,0001)%#%%%2 ~ 10, Durch die Be-
zeichnungen ngantze rote Zahl" und wgantze schwartze Zahl" (vgl. Titelblatt
der ProgreP Tabulen) deutet Biirgi auch verbal an, dass 230270,022 bzw. 10 den
Abschluss der ersten Dekade [1|10] - der uersten ganzen Zahl" - bilden, womit
nun wohl alle Zweifel iiber die Grdssenordnung der Biirgischen Tafelwerte ausge-
raumt sein diirften.

Als abschliessende Wiirdigung von Biirgis Schaffen mdogen hier noch einige
Bemerkungen zu seiner Fachterminologie folgen. Diejenigen Fachworter wie Ad-
dieren, Multiplizieren usw., die bereits in der modernen Bedeutung verwendet
werden, ebenso rein lateinische Worter wie tabula, columna u.&. brauchen nicht
besonders erwdhnt zu werden. Interessant sind folgende Einzelfalle.

a) Das Wort Ziffer ist eine Entlehnung aus dem Arabischen und war dort ur-
spriinglich die Ubersetzung des indischen Wortes fiir Null. Diese Bedeutung hat
heute noch englisch cipher, cypher: uthe symbol 0, zero or naught". Biirgi
braucht das Wort Ziffer bereits im modernen Sinne als Synonym fiir Zahlzeichen:

40 setzet man noch Sieben 0 fiin, damit ich 9 Ziffern bekomme, oder

welches seindt die 9 ensten Ziffern des begehrnten products.
Einmal braucht er jedoch das Synonym caracter:

Zwelienley Zahlen, Eine milt rothen caractren,
Diese Bedeutung hat noch englisch character: .a graphic symbol".

Fiir die Zahl 0 sagt Biirgi noll:

Die Schwarntze aben ist gantz mit 9. nollen als 71000000000,
(Man vergleiche damit russisch nol', neben nul', beide maskulin, vielleicht
aus dem Deutschen durch Lomonossow.) Es ist immerhin erwahnenswert, dass in
lateinischen Texten im 17. und 18.Jahrhundert das Wort cifra, cyphra weiterhin
null bedeutet, so noch 1783 bei Euler.
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b) Eine Zahlenfolge heisst bei Biirgi progress aus lateinisch yprogressus".
Dieselbe Bedeutung hat heute noch das Derivatum uprogression" in englisch ypan
arithmetical progression". Eine Schwankung zwischen beiden Formen mag bei Biir-
gi vorliegen, wenn er das Wort bald maskulin, bald feminin verwendet:
woll win,...den Arithmetischen progress die rothe....Zahl nennen, aber
was in den Geometrischen Progress ...multiplicirt dafBselbige st .in dern
Arithmetischen Progress...addiern.

c) Den Isomorphismus zwischen der arithmetischen und der geometrischen Folge
nennt Biirgi wCorrespondenz der 2 progressen", eine Bedeutung, die sich im mo-
dernen englischen Sprachgebrauch wiederfindet:

na correspondence a + a' is any rule which prescribes for each element a

of a set A a corresponding element a' in some other set B."

[Birkhoff/MacLane, 1965]

d) Merkwiirdig ist Biirgis Bezeichnung fiir Potenz: lat. quantitas, verdeutscht
quantitet:

Dieweil den Cubus die drnitte quantitet ist.
Seine Zeitgenossen verwenden sonst neben Potenz, Dignitat, Potestas, ver-
deutscht zu Potestdt, auch iibersetzt als Vermogen und Macht (z.B. Euler). Ein-
zig in der franzosischen Ubersetzung von Stevin findet sich auch quantitez und
potence de quarte quantité. Indes ist Biirgis Wortwahl eine gewisse Logik nicht
abzuiprechen, bedeutet doch das lateinische Grundwort quantus u.a. auch ywie-
viel”.

e) In der nCoss" (Seite 96v) bedauert Biirgi, dass das Wort quantitas nicht
an Stelle der unhandlichen ,Cossischen Namen" in allgemeinen Gebrauch gekommen
ist:
Also wirne es am besten gewest, die ernste Cossische scrnibenten hettens auch
bey disen Namen, Quantitas prima, secunda, tertia vnd ewmelten jren zei-
chen venpleiben Lassen,... weil abern nebens auch anderne vnd mehrn gebreu-
chige Namen vnd zelichen auff khommen, khénden win sie nit auBlassen, wél-
Len win andenst mit den alten Cossisten neden vnd sie venstehn lehnnen.
Im uwUnterricht" verwendet denn Biirgi auch konsequent die wcossischen Namen"
zur Bezeichnung der verschiedenen Wurzeln:
zweite Wurzel radix quadrata,
dritte Wurzel radix cubica,
vierte Wurzel radix zensizensica,
fiinfte Wurzel radix sursolida.

f) Dije uManipulierfolgen" A: 0,1,2,3,4,... und B: 1,2,4,8,16,... Biirgis und
seiner Vorldufer waren yhoch digitalisierte" Punktfolgen mit grossen Liicken
zwischen benachbarten Elementen, wessen sich Biirgi durchaus bewusst war. Es
ging darum, diese zu uverdichten", damit nicht nur Operationen mit einzelnen
ausgewdhlten Zahlen ausgefiihrt werden konnten. In diesem Sinne ist Biirgis Ter-
minologie in der yVorrede" hdochst bemerkenswert:
50 habe ich nichts nutzlichres erachtet, alB diese Tabulen also zu conti-
nuiern dof alle Zahlen s0 vorfallen in denselben mbgen ge{unden wenden ,
au3 welchen continuation diefe Tabulen ewwachBen, ...
bereits eine Anndherung an die Vorstellung der Stetigkeit einer Funktion. In
der Tat heissen stetig und Stetigkeit heute noch franzésisch continu, continu-
ité und englisch continuous, continuity:

Auch wenn die Erfindung der Basis e Biirgi gerechtigkeitshalber nicht an-
gerechnet werden darf, so haben doch etwelche andere Gedankengdnge, wie hier
dargestellt werden konnte, gezeigt, dass er zu seiner Zeit in seinem Fachge-
biet ein ungewdohnlich fortschrittlicher Denker gewesen ist, so sehr sogar,
dass manche seiner Ideen erst viel spater, und zum Teil erst in unserer Zeit,
ins allgemeine Bewusstsein getreten sind. Das Erstaunlichste dabei ist aber,
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dass Biirgi nie eine hohere Schule besucht hat.

Biirgi wurde am 28.Februar 1552 in Lichtensteig im Toggenburg (heute Kan-
ton St.Gallen) geboren. Uber seinen Bildungsweg dist nichts bekannt. Seine
Kindheit fiel in eine Zeit, 1in der 1in seiner Vaterstadt das Schulwesen arg
darniederlag, ja wdhrend langerer Zeit nicht einmal ein Schullehrer im Amte
stand. Da er udurch [seine] handtierung vnd erlehrnte vhrmacherkunst an des
durchleiichtigen fiirsten...Willhelm weilend Landgraven zu Hessen....Hoff be-
fiirdert worden" (vgl. uCoss", Seite 93), hat er offenbar - an einem unbekann-
ten Ort - eine Uhrmacherlehre durchlaufen. Eine Vermutung geht dahin, Biirgi
habe sich als wandernder Handwerkergeselle in Strassburg aufgehalten, wo
1570-1574 im dortigen Miinster die zweite astronomische Uhr von andern Schwei-
zer Fachleuten, den Briidern Isaak und Josua Habrecht aus Diessenhofen, einge-
baut wurde. Die uFirma" Habrecht war bereits bekannt durch die Wiederherstel-
lung der astronomischen Uhr des Zeitglockenturms in Bern, heute noch eine Tou-
ristenattraktion. Die Strassburger Uhr galt als ein Wunderwerk der damaligen
Technik und erweckte das Interesse der Fachwelt. Astronomische Uhren sind
nicht nur mechanische Kunstwerke, sie erfordern auch die Mitwirkung gelehrter
Mathematiker und Astronomen. In Strassburg wirkten die Professoren Herlin und
Konrad Dasypodius, dieser ebenfalls ein Landsmann Biirgis, als wissenschaft-
liche Berater. Von ihnen mag auch Biirgi das eine oder andere gelernt haben.
Im wesentlichen aber war er Autodidakt. In der ,Coss" entschuldigt er sich
gleichsam, dass ausgerechnet er, der weder Griechisch noch Latein lesen konne,
es unternehme, einen sinus-Canon zu berechnen und zu veroffentlichen, und
gibt Griinde an fiir seine allenfalls unorthodoxen Sichtweisen:

vnd weil min au/?mungel den sprachen die thin zu den authoribus nit al-
zeidt offen g@Aianden wie andenn, hab. jch etwas mehn, als etwa die glehrte
vnd Belesene meinen eigenen gedanckhen nachhengen vnd newe wege suechen miies-
sen.,

Biirgi trat spater als dusserst geschickter Mechanicus, Uhrmacher und Zir-
kelschmied, ja Kiinstler, hervor und verfertigte zahlreiche wissenschaftliche
Instrumente eigener Erfindung und astronomische Modelle, die heute noch in
Museen bewundert werden. Einen von ihm gearbeiteten, reich verzierten Himmels-
globus mit Triebwerk besitzt seit einigen Jahren das Schweizerische Landesmu-
seum in Ziirich.

Moglicherweise traf Biirgi in Strassburg bereits mit dem Liebhaberastrono-
men Landgraf Wilhelm IV. von Hessen, ehedem Student in Strassburg, zusammen,
der ihn schatzen lernte: 1579 kam Biirgi unter dem Titel eines Hofuhrmachers an
den Kasseler Hof, arbeitete aber auch an der Sternwarte mit, ab 1592, oder
schon friiher, allein. Ebenfalls infolge seiner wissenschaftlichen Liebhaberei-
en, aber auch wegen seiner verwandtschaftlichen Beziehungen zu Kassel, muss
der als Staatschef gliicklose Kaiser Rudolf II. auf Biirgi aufmerksam geworden
sein. In offizieller Mission seines Herrn reiste Biirgi mehrmals von Kassel
nach Prag: 1592, 1596 und 1603. 1604 trat er als Kammeruhrmacher in die
Dienste Kaiser Rudolfs in Prag, wo er auch Freundschaft mit dem ihm durch
gleiche Interessen verbundenen Johann Kepler schloss. Dessen Tod 1630 mag
ihn u.a. bewogen haben, 1631, fast achtzigjahrig und mitten im Krieg, wieder
nach Kassel zuriickzukehren, wo er noch ein Haus besass. Die Beziehungen zu
Kassel hatte er freilich nie ganz abgebrochen, so war er beispielsweise 1617
wieder in Kassel, um den Prinzen Hermann in Astronomie zu unterrichten. 1610
war Biirgi Biirger von Prag, 1591 bereits von Kassel, geworden. Biirgi war auch
zweimal mit Biirgerinnen von Kassel verheiratet. Den verwaisten jiingeren Bruder
seiner ersten Ehefrau, Benjamin Bramer (1588-1650), nahm Biirgi 1591 in seinen
Haushalt auf. Bramer wurde Biirgis begabtester Schiiler, spater sein Gehilfe und
begleitete ihn auch nach Prag, bis er von seinem hessischen Landesherrn als
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Baumeister (wohl Festungsingenieur) fiir Marburg, Kassel wund Ziegenhayn 1in
Dienst genommen wurde. Bramers Schriften sind eine der wichtigsten Quellen zu
Birgis Leben und Schaffen. - Biirgis Biograph Voellmy weiss zu berichten, dass
Jost Biirgi, kurz nach seiner Riickkehr nach Kassel, am 31. Januar 1632 starb
und auf dem Friedhof der Freiheitergemeinde, die zur Martinskirche in Kassel
gehorte, bestattet wurde. Ein Grabdenkmal ist nicht mehr vorhanden.

Die Chronologie rund um Biirgis Wirken ist unsicher. Die uCoss" - inzwi-
schen als Vorwort zu Biirgis sinus-Canon erkannt - und dieser selbst sollen
nach Wolf, der das seither verschollene yVorsatzblatt" noch hat einsehen kon-
nen, 1588 entstanden sein, doch glauben List/Bialas an einen Lesefehler Wolfs
fiir 1598. Manche Historiker beziehen die Aussagen Raimarus Ursus' im ,Funda-
mentum astronomicum", 1588, auf die Entdeckung der Logarithmen. Doch kann man
bei Biirgis uMittel zur ausserordentlichen Erleichterung seiner Rechnungen'" um
1588 durchaus noch an die Prosthaphdrese denken, namentlich wenn man sich Biir-
gis Engagement fiir jene Rechnungsart vor Augen hdlt. Gleichlautende Aussagen
Bramers und Keplers verlegen die Erfindung der Logarithmen sicher auf einen
Zeitpunkt vor 1610, nach beider Zeugnis jedenfalls nlange vor Napier". Die
Reihenfolge Prosthapharese - sinus-Canon - Logarithmen, fiir deren ersten Teil
Biirgi selbst ja eine Kausalverkniipfung glaubhaft macht, hat grosse Wahrschein-
lichkeit fiir sich. Es muss mindestens fraglich bleiben, ob Biirgi sich solange
und so intensiv mit der Prosthapharese befasst und ausdriicklich die Mihe der
Berechnung eines hyperprazisen sinus—Canons fiir prosthaphédretische Zwecke auf
sich genommen hatte, wenn er schon 1588 iiber die viel bequemeren Logarithmen
hdatte verfiigen konnen.

Der Canon sinuum wurde nie gedruckt, das Manuskript ist verschollen; die Einleitung dazu, Blirgis
sog. ,Coss", wurde von Kepler redigiert, aber erst 1973 gedruckt. Biirgis Logarithmen kamen 1620
in Prag heraus, jedoch ohne Einleitung. Diese, der sog. ,Griindliche Unterricht", wurde 1855 von
Gronau und Gieswald in Danzig wiederentdeckt und 1856 verdffentlicht. Die Tafelwerte der Loga-
rithmen Bilirgis wurden 1991 von Max Walter in Winterthur auf dem Computer nachgerechnet. Sie
sind zusammen mit dem  Griindlichen Unterricht" in der vorliegenden Schrift publiziert.

DURCH WISZINHAIT DJSER KUNST
IRLANGT JCH GROSZER HERRN GUNST

Jost Blirgi
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Rechenbeispiele

Die wungemein grosse Wichtigkeit der Logarithmen fiir die ..... angewandte
Mathematik" lasst sich kaum eindriicklicher dartun, als indem die verschiedenen
moglichen Verfahren - ,von Hand", prosthaphdretisch und logarithmisch - an
Hand ein und desselben Beispiels nebeneinander vorgestellt werden. Es sei da-
fiir Biirgis Divisionsbeispiel (uUnterricht", Seite 30)

154030185 : 205518112
gewahlt.

Obwohl schon 1494 Luca Pacioli das uns bekannte manuelle Divisionsverfahren vorgeschlagen
hatte und andere Rechenmeister, etwa Tartaglia und Apian, dieser allerdings mit unpraktischer An-
ordnung, dieselbe Methode vorfiihrten, vermochte diese bis ins 19.Jahrhundert im allgemeinen Be-
wusstsein nicht Fuss zu fassen. Das, auch von Biirgi in seiner , Coss" erkldrte, herkdmmliche
“ﬁberwértsdividierm" stammte aus Indien und war dort fiir das Rechnen mit der Sand- oder Staub-
tafel entwickelt worden, auf der  benutzte" Ziffern sogleich ausgewischt werden komnten, so dass
am Schluss nur das Ergebnis stehenblieb. Eine allenfalls gewlinschte Uberpriifung erfolgte mit Hil-
fe der Neunerprobe. Das indische Verfahren wurde von den arabischen Mathematikern {ibernommen und
fand durch das Studium ihrer Schriften, allen voran des Rechenbuches Alchwarizmis (9.Jhdt.) im
Abendlande allgemeine Verbreitung. Bei den Arabern und im Abendlande war jedoch die Sandtafel
nicht im Gebrauch, ,benutzte" Ziffern mussten daher stehenbleiben, wurden aber durchgestrichen.
Blirgi:

. .dunchstreich das obere $6:, dan es ist aufgehebt. Gleichesfals dunch-
streich vnden 9, damit du nit jrn wendest.

Die manuelle Methode des "fjberwéirtsdividierens“ ist nun aber derart schwerfidllig und uniiber-
sichtlich, dass, besonders bei mehrstelligen Dividenden und Divisoren, Rechenfehler praktisch
obligatorisch waren. Ein Nachrechnen erwies sich als erheblich komplizierter als eine Wiederho-
lung der ganzen Rechnung - wohl mit ein Grund fiir die Beliebtheit der Neuner-, Elfer- und ande-
rer Proben in alten Rechenbiichern! Man darf wohl behaupten, dass ,normale" Biirger frilherer Zeiten
mindestens das Dividieren ,von Hand" nicht wirklich beherrschten. Umso mehr missen vorab die pro-
fessionellen Rechner die Prosthaphirese und die Erfindung der Logarithmen gleichsam als ein Wun-
der - mirifici - empfunden haben. Angesichts der Notwendigkeit, Divisionen auf solche barocke
Weise ausrechnen zu miissen, ist Biirgis Wahl der Zahl 10 fiir die gemeinsame Differenz seiner Loga-
rithmenfolge als sehr geschickt zu bezeichnen, gehen doch beim Interpolieren die Differenzen be-
nachbarter Logarithmanden und Logarithmen als Faktoren oder Divisoren in die Rechnung ein, die
sich wenigstens bei der Differenz 10 auf eine blosse Verschiebung des Dezimalzeichens um eine
Stelle reduziert. Ubrigens hat Biirgi in seiner  Coss" auch manuelle Verfahren fiir verkiirzte Mul-
tiplikationen und Divisionen angegeben mit dem Ziel, durch die Rechnung nur gleichviel Dezi-
malstellen wie in den Ausgangsgrdssen zu erhalten, Methoden, deren sich insbesondere Kepler an
Stelle der Prosthaphirese mit Vorliebe bedient haben soll.

Blirgis ,Griindlicher Unterricht" ist nicht druckfertig aufgefunden worden. Er hitte vor der
Drucklegung noch einer Uberarbeitung durch die Hand des Verfassers bedurft. Mehrere Rechenbei-
spiele weisen Schreib- oder Rechenfehler auf. Vor allem aber ist der  Unterricht" unvollstdndig
geblieben: die  nachfolgende Erkldrung" der Handhabung der Grdsse log(10), auf die verwiesen

wird, ist unterblieben.

1) Division mit Taschenrechner
Sollwert

Nach Biirgis Vereinbarung (vgl. Seite 5) ist 1,54030185 usw. zu lesen. Beim
Dividieren heben sich Zehnerpotenzen allerdings weg.

154030185 : 205518112 = 0,749472557
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2) Uberwartsdividieren yvon Hand"

Der Dividend befindet sich direkt iiber der oberen horizontalen Linie, der Divisor di-
rekt unter der unteren. Das Resultat erscheint - nach einem Vorschlag Biirgis - zwischen den
beiden horizontalen Linien. Die O am Anfang der Ziffernfolge des Resultats bedeutet nach Biir-
gis Dezimalnotationsverfahren, dass es sich um einen echten Dezimalbruch handelt: 0,749472...
Die nicht durchgestrichenen Ziffern im oberen Feld stellen den Divisionsrest dar. Seine Gr&s-
senordnung ist nicht ummittelbar zu erkennen: es ist offensichtlich einfacher, die Operation
abzubrechen, ohne eine korrekte Rundung vorzunehmen! Anders als beim Multiplizieren ,von
Hand", kann das Dezimalzeichen beim Dividieren als stdrend empfunden werden. Dies mag ein
Grund sein, weswegen Blirgi auf den eigenartigen Gedanken verfiel, das Dezimalzeichen bei den
Zahlen des ,Grundbereiches" [1]|10], seiner ,ersten ganzen Zahl", wegzulassen.

Auf die einzelnen Schritte dieses komplizierten, extrem fehlertrdchtigen Divisionsver-
fahrens kann an dieser Stelle nicht eingetreten werden. Es wird, manchmal bereits zusammen
mit dem modernen ,Unterwdrtsdividieren”, in den meisten alten Rechenblichern bis ins 18. Jahr-
hundert, insbesondere auch, wie erwdhnt, in Biirgis ,Coss" im Kapitel  Vom Gmeinen dividirn",
erklidrt. Das letzte Lehrmittel, welches das Uberwdrtsdividieren, sogar ausschliesslich, be-
handelte, war anscheinend Lechners ,Rechenkunst" (Liegnitz-Leipzig 1800).

0
078
1739
178 2
0282
7 40 %9
07 4% ¢ 3
00712%317185
1 43 2% 6696
93966174174
0797177898307
04771713306 32307¢8
071 4717129171691 846
1966290270183 7
2167782711733 0841
0@g 717771062 28% 41033
071 4382331862 226¢60¢06
13 40201 8%0¢0¢ 000000 @
07 49472557
206337187171 2222272272212
2933181111111 1711
2os3s11r1 17171717111
2033%71 8838888
2033717171771 17117
20%% 3% %3
20%% %%
2009
Y

d.h. 1,54030185 : 2,05518112 = 0,749472557 + 0,00000000089547616 Rest
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3) Prosthaphdaretische Multiplikation

Um den von Blirgi selbstindig entdeckten , zweiten Fall" (vgl. (2) Seite 8) vorfiihren zu
kénnen, sei jene Formel hier benutzt, um durch Multiplikation des bisher auf zwei Arten ge-
fundenen Quotienten Q = 0,749472557 mit dem Divisor E den Dividenden D zuriickzugewinnen.

Die Zahlen E = 205518112" = 2,05518112 und Q = 0,749472557 werden als cosinus zweier
Winkel x und y gedeutet, wofiir in E ein Faktor 10 abzuspalten ist, der dem Produkt nachher
wieder beigefiigt werden muss.

Es soll eine 10-stellige cosinus-Tafel, entsprechend dem Biirgi zugénglichen ,Opus Palati-
num", verwendet werden.

cos(x) = 0,205518112 > x = 178°14016949
cos(y) = 0,749472557 > y = 41°45529021
cos(x-y) = 0,801933333 « -~ x-y = 36°68487928
cos(x+y) = -0,493872963 <« x+y = 119°59545970
cos(x-y) + cos(x+y) 0,308060370

non

slcos(x-y) + cos(x+y)] 0,154030185 -+ D = 1,54030185

4) Logarithmische Division mit Biirgischen Logarithmen

Die Differenz Logarithmus des Z&hlers minus Logarithmus des Nenners ist hier negativ. Um
negative Zahlen zu vermeiden und in den Wertebereich der Tafeln, der ja nur Numeri zwischen 1
und 10, also positive Logarithmen, umfasst, zuriickzukehren, multipliziert Blirgi den Bruch mit
10 bzw. addiert zur Differenz <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>