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Ankinaigung.

Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird,
wohl zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung
der Unterrichtsmittel, der Experimentalvorlesungen, Labora-
torién u. 8. w., bedingt. Wihrend aber durch die vorhandencu
Iiinrichtungen zwar die Xenntniss des gegenwirtigen Inhaltes der
‘Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch-
stechende und weitblickende Minner wiederholt auf einen Mangel
hinweisen milssen, welcher der gegenwirtigen wissenschaftlichen
Augbildung jlingerer Kriftc nur zu oft anhaftet. Hs ist dies dax
Fehlen des historisechen Sinnes und der Mangel an
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welehen das
Gebidude der Wissenschaft ruht.

Dicsem Mangel soll dorch die Herausgabe der Klassiker
der exakten Wisscnschaften abgeholfen werden. In handlicher
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun-
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren-
den und Leynenden zugiinglich gemacht werden. Es soll dadurch
cin Unterrichtsmittel beschafft werden, welches dag Eindringen
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist
aber auch cin Forschungsmittel von grosser Bedeutung. Denn
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche
inzwischen sich entwickelt und Friichte getragen haben, sondern
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent-
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube
von Anrcgungen und fordernden Gedanken.

Die Xlassiker der exakten Wissenschaften sollen
ihrem Namen gemiss die rationellen Naturwissenschaften, von der
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen
aus den Gebieten derMathematik,Astronomie, Physik,Chemie
(einschliegslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fiihrt von jetzt ab  Professor
Dr. Arthur von Octtingen (Leipzig); die cinzelnen Ausgaben
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen-
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen
ithernahmen: fiir Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fir Mathe-
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fir Krystallkunde Prof. Dr.
Groth (Minchen), fir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
{(Leipzig), fur Chomie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig!.
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Darstellende Geometrie

von

Gaspard Monge.
Paris 1798.

[5] Erster Theil.

Aufgabe und Methode der darstellenden Geometrie.
Elementare Aufgaben.

Aufgabe der darstellenden Geometrie.

1. Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist eine zwei-
fache. Erstens soll sie die Methoden liefern, um auf einem
Zeichenblatte, welches also nur zwei Dimensionen, Linge und
Breite hat, alle Raumgebilde, welche deren drei, nsimlich
Linge, Breite und Hohe haben, abzubilden, vorausgesetzt, dass
diese Gebilde streng definirt werden konnen.

Zweitens soll sie das Verfahren lehren, um aus einer ge-
nauen Zeichnung die Gestalt der Raumgebilde erkennen und
alle Sitze, welche aus der Gestalt und der gegenseitigen Lage
der Raumgebilde folgen, ableiten zu konnen.

Wir werden zunichst die durch eine reiche Erfahrung ent-
deckten Methoden, um die erste dieser beiden Aufgaben zun
losen, angeben und dann zeigen, auf welche Weise die Losung
der zweiten Aufgabe erreicht wird.

Betrachtungen tiber die Bestimmung der Lage
eines Punktes im Raume. Projectionsmethode.

2. Da man die Oberflichen aller Raumgebilde als Triger
von unendlich -vielen Punkten betrachten kann, so muss der
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4 Gaspard Monge.

erste Schritt, welchen wir zur Erreichung unseres Zieles thun,
dahin gerichtet sein, das Verfahren anzugeben, durch welches
sich die Lage eines Punktes im Raume bestimmen lisst.

Der Raum ist unbegrenzt; alle seine Theile sind einander
vollig dhnlich und besitzen keinerlei Unterscheidungsmerkmale.
Keiner derselben kann daher dazu diemen, die Lage eines
Punktes im Raume anzugeben.

Will man also die Lage eines Punktes im Raume defi-
niren, so muss man dieselbe nothwendiger Weise auf beliebige
andere bestimmie Gebilde des Raumes beziehen; diese letz-
teren Gebilde miissen ihrer Lage nach sowohl demjenigen,
welcher die Lage des Punktes angiebt, als auch dem, welcher
diese Angabe verstehen will, genau bekannt sein. Damit
aber das [6] Verfahren selbst leicht anwendbar wird, miissen
diese Gebilde moglichst einfache sein und muss sich ihre Lage
sehr leicht vorstellen lassen.

3. Unter allen einfachen Gebilden wihlen wir diejenigen
aus, welche die grossere Bequemlichkeit fiir die Bestimmung
der Liage eines Punktes darbieten. Weil nun die Geometrie
kein einfacheres Gebilde als den Punkt aufzuweisen hat, so
untersuchen wir zunichst, zu welcher Art von Betrachtungen
man gefithrt wird, wenn man, um die Lage eines Punktes P
zu bestimmen, ihn zu einer bestimmten Anzahl anderer Punkte,
deren Lage bekannt ist, in Beziehung bringt. Um dieser Dar-
legung grossere Durchsichtigkeit geben zu konnen, bezeichnen
wir die ihrer Liage nach bekannten Punkte mit den aufein-
anderfolgenden Buchstaben 4, I3, C, .

Nehmen wir zuerst an, dass der Punkt P, gemiss der
Definition seiner Lage, ein Metel Abstand von dem bekannten
Punkte 4 habe.

Wie Jedermann weiss, besitzt die Kugeloberfliche die
Eigenschaft, dass alle ihre Punkte gleichweit von ihrem Mit-
telpunkte entfernt sind. Der vorstehende Theil der Definition
sagt mithin aus, dass dem Punkte P, dessen Lage zu bestim-
men ist, dieselbe Eigenschaft zukommt, wie allen Punkten
einer Kugelfliche, deren Mittelpunkt der Punkt 4 und deren
Radius ein Meter lang ist. Die Punkte dieser Kugelfliche
sind aber die einzigen Punkte in dem ganzen Raume, welchen
die geforderte Eigenschaft zukommt; denn alle Punkte des
Raumes, welche in Bezug auf den Mittelpunkt 4 dieser Kugel
Jjenseits ihrer Oberfliche liegen, sind vom Mittelpunkte weiter
als ein Meter, und alle Punkte, welche zwischen dem Mittel-
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punkte 4 und der Kugeloberfliiche liegen, sind von .4 weniger
als ein Meter entfernt. Es haben also nicht nur alle Punkte
der Kugeloberfliche die verlangte Eigenschaft, sondern sie
sind zugleich die einzigen, welche sie haben. Hieraus folgt
schliesslich, dass der zu bestimmende Punkt P einer der
Punkte der Kugeloberfliche ist, deren Mittelpunkt im Punkte A
liegt und deren Radius ein Meter lang ist. Dadurch ist der
Punkt P jetzt zwar von unendlich vielen anderen Punkten des
Raumes unterschieden, aber er ist noch mit allen Punkten der
Kugeloberfliche vermengt, und es sind daher noch weitere
Bedingungen nothig, um ihn unter diesen Punkten herausfinden
zu konnen.

Nehmen wir dann weiter an, dass nach der Definition
seiner Lage der Punkt P zwei Meter Abstand von dem zweiten
Punkte 5B habe.

Stellt man fiir diese zweite Bedingung die gleiche Uber-
legung an, wie fiir die erste, so muss der Punkt P einer von
den Punkten der Oberfliche einer zweiten Kugel sein, deren
Mittelpunkt im Punkte B liegt und deren Radius zwei Meter
Linge hat. [7] Da nun der Punkt P gleichzeitig auf der
Oberfliche der ersten und der zweiten Kugel liegen muss, so
kann er jetzt nur noch mit den Punkten, welche beiden Fli-
chen gemeinsam sind und also auf ihrer Schnittcurve liegen,
vermengt sein. Selbst wer nur wenig mit geometrischen Be-
trachtungen vertraut ist, weiss aber, dass der Durchschnitt
zweier Kugelflichen die Peripherie eines Kreises ist, dessen
Mittelpunkt auf der die beiden Kugelmittelpunkte verbindenden
Geraden liegt und dessen Ebene senkrecht auf dieser Geraden
steht. Auf Grund der gestellten zwei Bedingungen ist der
gesuchte Punkt jetzt von allen andern Punkten, welche auf
den beiden Kugelfliichen liegen, unterschieden und kann nur
noch mit allen Punkten der Peripherie des Schnittkreises beider
Kugeln vermengt sein; alle diese letzteren Punkte und nur
sie allein erfillen die beiden gestellten Bedingungen. Mithin
ist noch eine dritte Bedingung nothwendig, um den Punkt P
von allen diesen Punkten unterscheiden zu konnen.

Nehmen wir schliesslich an, dass der Punkt P drei Meter
von einem dritten bekannten Punkte C entfernt sei.

Diese dritte Bedingung weist dem Punkte P seinen Platz
auf einer dritten Kugelfiéiiche an, deren Mittelpunkt der Punkt C
und deren Radius drei Meter lang ist. Da wir nun wissen,
dass er auch auf der Peripherie eines seiner Lage und Grosse
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nach bekannten Kreises liegt, so muss er, um gleichzeitig allen
drei gestellten Anforderungen zu gentigen, einer der Punkte
sein, welche die Peripherie des Kreises ‘und die dritte Kugel-
fliche gemeinsam haben. Da sich nun die Peripherie eines
Kreises und eine Kugelfliche bekanntlich nur in zwei Punkten
schneiden kénnen, so ist der Punkt P durch diese drei Bedin-
gungen von allen anderen Punkten des Raumes unterschieden
und kann nur einer der beiden so bestimmien Punkte sein.
Giebt man noch an, auf welcher Seite der durch die drei Kugel-
mittelpunkte A4, B und C gehenden Ebene der Punkt P liegen
soll, so ist er vollig bestimmt und kann mit keinem andern
Punkte des Raumes mehr verwechselt werden.

Aus dieser Darlegung ersieht man aber, dass die Betrach-
tungen, zu denen man gefiihrt wird, wenn man zur Bestim-
mung der Lage eines Punktes im Raume seine Entfernungen
von anderen bekannten Punkten, deren man dazu drei nothig
hat, benutzt, nicht einfach genug sind, um als Grundlage fiir
hiufig benutzte Verfahren diemen zu konnen.

4. Untersuchen wir nun, zu welchen Betrachtungen man
gefiilhrt wird, wenn man einen Punkt, statt auf drei andere
bekannte Punkte, auf drei ihrer l.age nach gegebene Gerade
bezieht.

[8] Wir bemerken zuvor, dass eine gerade Linie niemals
als begrenzt angesehen werden soll, sondern nach beiden Rich-
tungen unbegrenzt weit verlingert werden kann.

Der Einfachheit wegen bezeichnen wir die Geraden, welche
wir gebrauchen miissen, der Reihe nach mit a, b, ¢, ...

Wenn aus der Deﬁmtlon der Lage eines Punktes P folgt
dass er z. B. einen senmkrechten Abstand von einem Meter
von der ersten bekannten Geraden o haben muss, so besagt
dies, dass er auf der Oberfliiche eines nach beiden Seiten sich
ins Unendliche erstreckenden geraden Kreiscylinders, dessen
Axe die Gerade ¢ und dessen Radius ein Meter lang ist, liegen
muss; alle Punkte dieser Fliche und nur sie allein besitzen
die durch die Definition geforderte Eigenschaft. Folglich ist
der Punkt von allen ausserhalb der Cylinderfliche wie auch
von allen im Innern des Cylinders gelegenen Punkten des
Raumes unterschieden und kann nur noch mit den Punkten
der Cylinderfliiche selbst, von welchen man ihn auf Grund
weiterer Bedingungen unterscheiden kann, vermengt sein.

Nehmen wir also an, dass der gesuchte Punkt P ferner
zwei Meter von einer zweiten Geraden b entfernt sei, so er-
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kennt man in gleicher Weise, dass er auf der Oberfliiche eines
zweiten geraden Kreiscylinders, dessen Axe die Gerade b und
und dessen Radius zwel Meter lang ist, liegen muss, und dass
er ein beliebiger Punkt dieser zweiten Cylinderfliche sein kann,
wenn man nur die zweite Bedingung ins Auge fasst. Nimmt
man aber beide Bedingungen zusammen, so muss der gesuchte
Punkt P gleichzeitig auf dem ersten und dem zweiten Cylinder
liegen und kann mithin nur einer der beiden Flichen gemein-
samen Punkte, d. h. ein Punkt ihrer Schnittcurve sein. Diese
Curve, auf welcher der Punkt liegen muss, hat aber an der
Kriimmung sowohl der ersten als der zweiten. Cylinderfliche
Antheil und gehort daher im Allgemeinen zu den sogenannten
Curven doppelter Kriimmung,

Um nun den gesuchten Punkt von allen andern Punkten
dieser Curve zu unterscheiden, ist eine dritte Bedingung noth-
wendig.

Nehmen wir also schliesslich an, dags die gegebene De-
finition fiir den gesuchten Punkt P einen senkrechten Abstand
von drei Meter von einer dritten Geraden ¢ vorschreibe.

Diese neue Bedingung sagt aus, dass der Punkt P auf der
Oberfliche eines dritten geraden Kreiscylinders, dessen Axe
die dritte Gerade ¢ und dessen Radius drei Meter lang ist,
liegen muss. [9] Fasst man alle drei Bedingungen zusammen,”
80 kann der Punkt nur einer von denjenigen sein, welche so-
wohl der Oberfliche des dritten Cylinders als auch jener Curve
doppelter Kriimmung {der Schnittlinje der beiden ersten Cy-
linder) angehdren. Nun wird im Allgemeinen aber diese Curve
von der dritten Cylinderfliche in acht Punkten geschnitten,
folglich sagen die drel gegebenen Bedingungen nur aus, dass
der gesuchte Punkt P einer dieser acht Punkte ist, unter wel-
chen man ihn nur auf Grund von weiteren besonderen Bedin-
gungen — #hnlich derjenigen, welche in dem vorigen Para-
graphen als Beispiel angefihrt wurde — niher bestimmen kann.

Es zeigt sich also, dass die Betrachtungen, zu welchen die
Bestimmung der Lage eines Punktes im Raume auf Grund der
Kenntniss seiner Entfernungen von drei bekannten geraden
Linien Anlass gegeben hat, noch weit weniger einfach sind,
als jeme friheren, welche sich auf seine Entfernungen von
drei Punkten bezogen; folglich konnen diese jetzigen Betrach-
tungen noch weniger zur Grundlage von Methoden dienen,
welche hiufig benutzt werden sollen.

5. Unter den einfachen Gebilden, welche die Geometrie
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betrachtet, stehen in erster Linie: 1) der Punkt, welcher keine
Dimension besitzt; 2) die gerade Linie, welche nur eine Di-
mension hat; 3) die Ebene, welche deren zwei besitat. Unter-
suchen wir daher, ob es nicht einfacher ist, die Lage eines
Punktes durch die Angabe seiner Entfernungen von bekannten
Ebenen zu bestimmen, als dazu seine Entfernungen von Punkten
oder geraden Linien zu verwenden,

Nehmen wir also an, dass uns einander nicht parallele
Ebenen ihrer Lage im Raume nach gegeben seien, und be-
zeichnen wir dieselben der Reihe nach mit den Buchstaben
ABT,....

Wenn nun der Punkt P, gemiiss der Definition seiner
Lage, z. B. ein Meter von der ersten Ebene A entfernt sein
muss, ohne dass nither angegeben ist, auf welcher Seite dieser
Ebene er liegt, so besagt dies, dass er einer der Punkte der
beiden zu A parallelen Ebenen ist, welche auf beiden Seiten
derselben im Abstande von einem Meter liegen. Denn alle
Punkte dieser beiden parallelen Ebenen geniigen der gestellten
Bedingung und sind zugleich unter allen Punkten des Raumes
die einzigen, welche ihr geniigen.

Um nun von allen Punkten dieser beiden Ebenen den-
jenigen, dessen Lage man bestimmen will, zu unterscheiden,
"muss man noch weitere Bedingungen zu Hiilfe nehmen.

[10] Setzen wir zweitens fest, dass der gesuchte Punkt P
zwel Meter Abstand von der zweiten Ebene B habe. Er muss
dann in einer der beiden Ebenen liegen, welche auf beiden
Seiten von B in dem Abstande von zwei Meter dieser Ebene
parallel laufen. Um den beiden Bedingungen gleichzeitig zu
geniigen, muss der Punkt P mithin sowohl in einer der zu A,
als in einer der zu B parallelen Ebenen und folglich auf dem
gemeinsamen Durchschnitte dieser vier Ebenen liegen. Vier
einander paarweise parallele und ihrer Lage nach bekannte
Ebenen schneiden sich aber in vier parallelen Geraden, deren
Lage ebenfalls bekannt ist. Beriicksichtigen wir also gleich-
zeitig beide Bedingungen, so ist der Punkt nicht mehr mit
allen Punkten des Raumes vermengt, auch nicht mehr mit
allen Punkten von vier Ebenen, sondern nur noch mit den
simmtlichen Punkten von vier geraden Linien.

Wenn schliesslich der Punkt noch einen senkrechten Ab-
stand von drei Meter von der dritten Ebene ' haben soll, so
sagt diese Bedingung aus, dass er in einer der beiden Ebenen,
welche auf heiden Seiten von [ in drei Meter Abstand laufen,
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liegen muss. Auf Grund aller drei Bedingungen muss der
gesuchte Punkt P mithin in einer dieser beiden letzten parallelen
Ebenen und auf einer der vier Geradenm, in welchen sich die
vier ersten Ebenen schneiden, liegen; folglich kann er nur
einer von den Punkten sein, welche die beiden Ebenen mit
den vier Geraden gemeinsam haben. Da nun aber jede der
beiden parallelen Ebenen mit jeder der vier parallelen Ge-
raden einen Punkt gemeinsam hat, so giebt es im Ganzen
acht Punkte des Raumes, welche gleichzeitiz den gestellten
drei Bedingungen geniigen. Der gesuchte Punkt P kann also nur
einer dieser acht Punkte sein, unter welchen man ihn nur mit
Hiilfe von einigen besonderen Bedingungen herauserkennen kann.

Hat man z. B. bei der Angabe der Entfernung des Punktes
P von der ersten Ebene A auch gesagt, nach welcher Rich-
tung in Bezug auf diese Ebene der Abstand genommen werden
soll, so ist von den friiheren zwei zu A parallelen Ebenen
nur noch eine in Betracht zu ziehen, nimlich die auf der-
jenigen Seite von A, nach welcher der Abstand gemessen
werden soll, liegende Ebene. In gleicher Weise schliesst man
eine der beiden zu B parallelen Ebenen aus, wenn man angiebt,
in welcher Richtung in Bezug auf die zweite Ebene der Abstand
gemessen werden soll, und es giebt dann nur eine Ebene,
deren simmtliche Punkte der zweiten Bedingung geniigen. Ver-
einigt man nun diese Bedingungen, so kann der Punkt P nicht
mehr auf den vier Schnittgeraden [11] von vier, paarweise ein-
ander parallelen Ebenen, sondern nur noch auf der Schnitt-
geraden zweier Ebenen liegen, und letztere ist ihrer Liage nach
bekannt. Giebt man schliesslich auch an, auf welcher Seite der
dritten Ebene [ der Punkt P liegen soll, so giebt es ebenfalls
nur eine Ebene, deren séimmtliche Punkte der dritten Bedingung
genligen. Um nun den drei Forderungen gleichzeitig zu ent-
sprechen, muss der Punkt P in dem Schnittpunkte dieser dritten
Ebene mit der einzigen Geraden, in welcher sich die beiden
ersten Ebenen schneiden, liegen. Es kann also der gesuchte
Punkt P jetzt mit keinem andern Punkte des Raumes mehr
zusammenfallen und ist folglich eindeutig bestimmt.

Man sieht also, dass die Ebene, obgleich sie hinsichtlich
der Zah]l ihrer Dimensionen ein weniger einfaches Gebilde ist
als die gerade Linie, welche nur eine Dimension, und der
Punkt, welcher keine Dimension besitzt, doch fiir die Be-
stimmung eines Punktes im Raume grossere Bequemlichkeit
darbietet als die gerade ILinie und der Punkt. Das hierbei
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gebrauchte Verfahren ist dasselbe, welches man gewdhnlich
bei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie benutzt,
und bei welchem man zur Bestimmung der Lage eines Punktes
seine Abstinde von drei ihrer Lage nach bekannten Ebenen
anzugeben pflegt.

In der darstellenden Geometrie aber, welche seit sehr langer
Zeit von einer iiberaus grossen Anzahl Minner, und zwar sol-
cher, deren Zeit kostbar war, angewendet worden ist, hat man
das Verfahren noch weiter vereinfacht. Anstatt drei Ebenen
verwenden zu miissen, ist es mit Hiilfe der Projectionsmethode
gelungen, deren nur zwei niothig zu haben.

6. Die Projection eines Punktes auf eine gegebene
Ebene nennt man den Fusspunkt des von diesem Punkte auf
die Ebene gefallten Lothes.

Sind zwei Ebenen ihrer Lage in dem Raume nach bekannt,
und giebt man auf jeder derselben die Projection eines und
desselben Punktes an, dessen l.age man definiren will, so ist
dadurch der Punkt véllig bestimmt. Denn zieht man durch
die Projection des Punktes auf die erste Ebene eine Senk-
rechte zu dieser, so muss diese durch den zu bestimmenden
Punkt hindurchgehen. Ebenso muss eine Gerade, welche man
durch die Projection des Punktes auf die zweite Ebene senk-
recht zu ihr zieht, durch den gesuchten Punkt hindurchgehen.
Derselbe muss daher gleichzeitig auf zwei ihrer Lage im Raume
nach bestimmten Geraden liegen und folglich mit dem einzigen
Punkte, in welchem sich
beide schneiden, zusammen-
fallen, wodurch er vollkom-
men bestimmt ist.

[12] In den folgenden
Paragraphen finden sich die
Hilfsmittel angegeben, welche
demProjectionsverfahren eine
leichte Anwendbarkeit geben
und es ermoglichen, dasselbe
auf einem einzigen Zeichen-
blatte zu gebrauchen.

7. (Fig.1) Wenn man von

Fig. 1. allen Punkten einer beliebig

im Raume gelegenen unbe-

grenzten Geraden g Lothe auf eine gegebene Ebene T1° fallt, so
liegen alle Schnittpunkte dieser Lothe mit der Ebene TT' in
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einer zweiten unbegrenzten Geraden ¢’; denn alle Lothe liegen
in der durch die Gerade ¢ senkrecht zu T1’ gelegten Ebene und
konnen daher die Ebene TT' nur in dem beiden Ebenen gemein~
samen Durchschnitte, welcher bekanntlich eine gerade Linie
ist, treffen?).

Die Gerade g’, welche also durch die Projectionen aller
Punkte der Geraden g auf die Ebene VI’ hindurchgeht, heisst
die Projection der Geraden gy auf die Ebene.

Da nun zwei Punkte geniigen, um die Lage einer geraden
Linie zu bestimmen, so braucht man, wum die Projection einer
Geraden zu construiren, nur die Projectionen zweier ihrer
Punkte zu ermitteln; die durch die Projectionen dieser Punkte
gezogene Gerade ist die gesuchte Projection der gegebenen
geraden Linie.

Daraus folgt, dass die Projection einer gegebenen Geraden
sich auf einen Punkt reducirt, wenn die Gerade auf der Projec-
tiousebene senkrecht steht, und zwar auf den Punkt, in wel-
chem die Gerade diese Ebene schneidet.

Fig. 2.

{Fig.2) Wenn von ein und derselben unbegrenzten Geraden g
ihre beiden Projectionen ¢’ und g¢” auf zwei nicht parallele
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Ebenen TT' und TU” gegeben sind, so ist die Gerade selbst
bestimmt. Denn legt man durch die Projection g° eine Ebene
senkrecht zu T1' hindurch, so geht diese ihrer Lage nach
bekannte Ebene nothwendig durch die Gerade g hindurch.
Ebenso enthilt eine zweite Ebene, welche man durch die an-
dere Projection ¢” senkrecht zu T1” hindurehlegt, und welche
also ihrer Lage nach ebenfalls bekannt ist, die Gerade g.
Folglich ist die Lage dieser Geraden, welche gleichzeitiz in
zwel ihrer Lage nach bestimmten Ebenen liegen und mithin
deren Schnittgerade sein muss, vollig bestimmt.

8. Das soeben Gesagte ist unabhingig von der Lage der
beiden Projectionsebenen und gilt stets, wie gross auch der
Winkel sein mag, welchen die beiden Projectionsebenen mit
einander einschliessen. Wenn aber der Winkel, welchen die
beiden Projectionsebenen mit einander bilden, sehr stumpf ist,
so ist der Winkel zwischen den beiden zu ihnen senkrechten
projicirenden Ebenen sehr spitz, [13] und es konnen dann
bei der Ausfihrung des obigen Verfahrens kleine Ungenauig-
keiten sehr betriichtliche Fehler bei der Bestimmung der Lage
der Geraden erzeugen. Um diese Ursache von Ungenauigkeiten
zu vermeiden, wihlt man die Projectionsebenen immer zu ein-
ander senkrecht, falls man nicht durch gewisse Erwigungen,
welche grossere Erleichterungen in Aussicht stellen, von dieser
Wahl abgelenkt wird. Da ferner die meisten Kiinstler, welche
sich der Projectionsmethode bedienen, mit der Lage einer
horizontalen Ebene und der Richtung des Bleilothes gut ver-
trant sind, so hat man sich daran gewdhnt, die eine der
beiden Projectionsebenen horizontal, die andere vertical ge-
stellt anzunehmen.

Die Nothwendigkeit, bei den Zeichnungen beide Projectionen
auf demselben Zeichenblatte zur Darstellung zu bringen und
alle Constructionen darauf auszufiihren, hat die Kiinstler ver-
anlagst, sich die verticale Ebene um ihre Schnittlinie mit der
horizontalen Ebene als Scharnier gedreht zu denmken, bis sie
mit der letzteren Ebene zusammenfillt, und fir diese Lage die
Projectionen zu construiren,

Die verticale Ebene ist also in Wirklichkeit in einer hori-
zontalen Ebene gezeichnet, und man muss sich stets daran
erinnern, dass sie erst durch eine Viertelumdrehung um die
Schnittgerade der horizontalen und der verticalen Projections-

.ebene in ihre eigentliche Stellung kommt, Es muss daher
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diese Schnittgerade®) stets in leicht ersichtlicher Weise auf
dem Zeichenblatte angegeben sein.

{Fig.3) Es wird also die verticale Projection g” der Geraden g
nicht auf einer Ebene TI”, welche thatsichlich vertical steht,
gezeichnet; sondern man denkt sich vielmehr diese Ebene um
die Gerade = nach T1,” gedreht und verzeichnet fiir diese Lage
der Ebene die verticale Projection.

Diese Anordnung gewiihrt, abgesehen von den Erleich-
terungen, welche sie fiir die Construction bietet, noch den Vor-

Fig. 3.

theil, dass sie die Arbeit des Projicirens abkiirzt. Denn
nehmen wir an, dass die Punkte 4’, 4" die horizontale und
verticale Projection des Punktes A4 vorstellen, so steht die durch

*) [Fiir die Schnittgerade « der beiden Projectionsebenen werde
ich der Einfachheit wegen im Folgenden meistens die jetzt iibliche
Benennung Projectionsaxe, oder, wenn kein Missverstindniss
moglich ist, Axe gebrauchen, welche Benennung sich im Originale
nicht findet. Uber die systematische Anderung der in den Figuren
benutzten Bezeichnungen ist in den Textanmerkungen das Nothige
gesagt. H)
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die Geraden 4 A’, AA"” hindurchgelegte Ebene gleichzeitig auf
beiden Projectionsebenen senkrecht, da sie durch gerade Li-
nien hindurchgeht, welche auf diesen letzteren Ebenen senk-
recht stehen; folglich (Fig. 4) ist die Ebene A’ 4 4" auch senk-
recht zu ihrer gemeinsamen Schnittgeraden x [welche sie in
dem Punkte 4, schneidet], und mithin sind die Geraden 4’ 4,
A"A,, in welchen diese Ebene die beiden Projectionsebenen
schneidet, selbst senkrecht zu der Axe x.

(14]) Wenn nun die verticale Ebene um die Axe z als
Scharnier gedreht wird, bleibt die Gerade 4" 4, wihrend dieser
Bewegung stets senkrecht zu der Axe 2 und ist es auch dann
noch, wenn sie nach erfolgtem Umlegen der verticalen in die
horizontale Ebene die Lage 4,” 4, angenommen hat. Da nun
die beiden Geraden A’ A4, und A "A durch denselben Punkt A4,
der Axe hindurchgehen und auf hl senkrecht stehen, so hegt
jede in der Verlingerung der anderen. Dasselbe gilt von den
beiden Geraden B'B, und B,"B,, welche zu einem beliebigen
anderen Punkte B gehoren. Daraus folgt, dass, wenn man die
horizontale Projection eines Punktes hat, seine Projection auf
die umgelegt gedachte verticale Projectionstafel immer anf der
Geraden liegen muss, welche durch seine horizontale Projec-
tion senkrecht zu der Projectionsaxe » gezogen ist, und um-
gekehrt.

Von diesem Resultate wird bei der Awusfihrung von Con-
structionen immerfort Gebrauch gemacht.

9. Bis jetzt haben wir eine gerade Linie g als unbegrenzt
angesehen und uns nur mit ihrer Richtung beschiftigt. Oft
aber wird die Gerade als durch zwei ihrer Punkte begrenzt
betrachtet und man kann in die Lage kommen, die wirkliche
Linge der Strecke 4B kennen zu miissen. Wir wollen zeigen,
wie man diese aus den gegebenen beiden Projectionen der
Strecke finden kann.

Wenn eine Strecke parallel zu einer der beiden Projections-
ebenen ist, so ist ihre Linge gleich derjenigen ihrer Projec-
tion auf diese Ebene; denn die Strecke und diese Projection
sind, da sie beide durch die von den Endpunkten der Strecke
auf die Projectionsebenen gefillten Lothe begrenzt sind, ein-
ander parallel und liegen zwischen Parallelen. In diesem be-
sonderen Falle ist also, wenn die Projection der Strecke ge-
geben ist, auch unmittelbar die Linge der Strecke selbst
mitgegeben.

Eine Gerade ist aber einer der beiden Projectionsebenen
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parallel, wenn ihre Projection auf die andere Projectionsebene
der Projectionsaxe = parallel ist.

Wenn dagegen eine Strecke gegen beide Projectionsebenen
geneigt ist, so ist ihre Linge grosser als die Linge jeder ihrer
Projectionen; sie kann aber durch eine sehr einfache Con-
struction aus diesen abgeleitet werden.

Es sei 4B die Strecke, deren beide Projectionen 4’ B, A" B"
gegeben sind und deren wahre Linge gefunden werden soll.
Zieht man durch den einen ihrer Endpunkte 4 in der durch

///
-
id |
.
‘ B
4

Fig. 4.

die Strecke 4B hindurchgelegten verticalen Ebene [15] eine
horizontale Gerade 4 F, welche das von dem andern Endpunkte,
B auf die Horizontalebene gefillte Loth in dem Punkte F
schneidet, so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck AEB, wel-
ches man construiren muss, um die Lidnge der Strecke AB,
der Hypotenuse dieses Dreiecks, zu erhalten. Nun kennt man
aber von diesem Dreiecke ausser dem rechten Winkel die
Linge der Seite AE, welche gleich der horizontalen Pro-
jeetion A'B’ ist. Zieht man ferner in der verticalen Projec-
tionstafel durch den Punkt A" eine horizontale Gerade 4" E",
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welche die verticale Projection von AE ist, so schneidet
sie die verticale Gerade B"B, in dem Punkte E", der verti-
calen Projection des Punktes E. Mithin ist B”"E" die verti-
cale Projection der Strecke BE und hat mit derselben gleiche
Linge. Da man also von dem rechtwinkligen Dreiecke die
Langen der beiden Katheten kennt, so kann man leicht das
Dreieck selbst construiren, dessen Hypotenuse die wahre Linge
der Strecke 4B angiebt.

Da die Figuren 3 und 4 in schiefer Parallelprojection ge-
zeichnet sind, so haben sie fiir die in der darstellenden Geo-
metrie iiblichen Constructionen der Projectionsmethode keine
unmittelbare Verwendung. Wir wollen aber sofort die Ldsung
dieser ersten Aufgabe in ihrer ganzen Einfachheit mittheilen.

Es selen (Fig. 5) die Gerade z als Projectionsaxe und die
Strecken A’ B’, A”B" als die beiden Projectionen einer Strecke
gegeben. Um die wahre
Linge dieser Strecke zu fin-
den, zieht man durch den
Punkt A” eine unbegrenzte
horizontale Gerade A,E",
welche die Gerade B' B" in
dem Punkte £ schneidetund
auf welcher man von diesem
Punkte aus die Linge A’ B’
bis 4, abtrigt. Zieht man
dann die Hypotenuse 4,B"
dieses rechtwinkligen Drei-
ecks so giebt sie die wahre
Linge der Strecke AB.
L Da die heiden Projec-

Fig. 5. tionsebenen zu einander

senkrecht sind, so konnte

diese Construction, welche soeben in der einen dieser Ebenen

ausgefiihrt ist, auch in der andern gemacht werden, wodurch
das gleiche Resultat erzielt werden wiirde.

Wenn von einem durch ebene Flichen, geradlinige Kanten
und kérperliche Ecken begrenzten Kérper seine beiden Projec-
tionen, welche sich mithin auf die Systeme der Projectionen
der geradlinigen Kanten reduciren, gegeben sind, so kann man
nach dem Vorstehenden aus ihnen leicht die Linge jeder helie-
bigen Kante des Korpers bestimmen. Denn entweder ist diese
Kante einer der heiden Projectionsehenen parallel, oder gegen
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beide geneigt; in dem ersteren Falle ist die gesuchte Linge
der Kante gleich der ihrer Projection, und in dem letzteren
Falle kann man sie aus ihren beiden Projectionen mit Hiilfe
des soeben auseinandergesetzten Verfahrens construiren.

Vergleich der darstellenden Geometrie mit
der Algebra.

10. Es wiirde hier der Ort sein, um das Verfahren anzu-
geben, [16] nach welchem sich die Projectionen von Korpern,
welche durch Ebenen und geradlinige Kanten begrenzt sind,
construiren lassen; hierfiir aber giebt es keine allgemeine
Regel. Man erkennt leicht, dass die Construction der Projec-
tionen eines Korpers mehr oder weniger leicht sein kann,
je nach der Art und Weise, wie die Lage der Eckpunkte
derselben bestimmt ist, und dass die Natur des Verfahrens
von derjenigen der gegebenen Definition abhingt. Es verhilt
sich die darstellende Geometrie in diesem Punkte genau so,
wie die Algebra, in welcher es auch kein allgemeines Verfahren
giebt, um eine in Worten gegebene Aufgabe in Gleichungen
umzusetzen. In jedem einzelnen Falle hingt der einzuschla-
gende Weg von der Art ab, in welcher die Beziehung zwischen
den bekannten und den unbekannten Grossen gegeben ist, und
man kann die Anfinger nur durch verschiedenartige Beispiele
daran gewdhnen, diese Beziehungen richtlg zu erfassen und
in Form von Gleichungen zu schreiben. Dasselbe gilt fiir die
darstellende Geometrie. Nur durch zahlreiche Beispiele und
den Gebrauch von Lineal und Zirkel im Zeichensaale kann
man sich Ubung und Gewandtheit in den Constructionen und
in der richtigen Wahl der fiir jeden einzelnen Fall einfachsten
und elegantesten Methode erwerben. Aber gerade, wie es in
der Analysis?), nachdem eine Aufgabe in Gleichungen umge-
setzt ist, Methoden giebt, um diese Gleichungen weiter zu be-
handeln und aus ihnen die Werthe der Unbekannten abzuleiten,
80 besitzt auch die darstellende Geometrie allgemeine Methoden,
um, wenn die Projectionen von Korpern ausgefiihrt worden
sind, aus ihnen alles zu construiren, was aus der Gestalt und
der Lage der letzteren folgt.

Wir vergleichen hier nicht ohne Absicht die darstellende
Geometrie mit der Algebra; diese beiden Zweige der Mathe-
matik haben die engsten Beziehungen zu einander. Es giebt

Ostwald’s Klassiker. 117. 2



18 Gaspard Monge.

keine Construction in der darstellenden Geometrie, welche sich
nicht in die Analysis iibertragen lisst; und umgekehrt kann
bei Aufgaben, welche nicht mehr als drei Unbekannte enthalten,
jede analytische. Operation als Beschreibung einer geometri-
schen Operation aufgefasst werden.

Es wiire zu wiinschen, dass diese heiden Zweige der Mathe-
matik zusammen gepflegt wiirden. Dann wiirde die darstel-
lende Geometrie in die verwickeltsten analytischen Operationen
die ihr eigene Durchsichtigkeit hineinbringen, und die Analysis
umgekehrt die ihr eigene Allgemeinheit in die Geometrie.

Grundsitze fir die Darstellung der Gestalt und Lage
von Flichen, Anwendung auf die Ebene,.

11. Die Ubereinkunft, welche der Projectionsmethode zur
Grundlage dient, ist geeignet, die Lage eines Punktes, [17]
einer unbegrenzten oder begrenzten geraden Linie und folg-
lich auch die Gestalt und Lage eines durch ebene Flichen,
geradlinize Kanten und korperliche Ecken begrenzten Korpers
darzustellen, da in diesem Falle der Korper vollstindig be-
kannt ist, wenn man die Lage aller seiner Kanten und Ecken
kennt. Wenn aber der Korper begrenzt wird entweder durch
eine einzige krumme Fliche, fiir deren simmtliche Punkte also
dasselbe Gesetz gilt, wie z. B. die Kugelfliiche, oder durch
eine Anzahl von Stiicken verschiedener krummer Flichen, so
wiirde dieses Verfahren nicht nur unbequem wund unpraktisch
sein und nicht den Vortheil, eine Abbildung zu geben, ge-
wihren, sondern es wiirde sogar unzulinglich und nicht ver-
wendbar sein.

Zunichst sieht man leicht ein, dass unsere frither getroffene
Ubereinkunft unbequem und sogar, wenn sie die einzige ist,
unbrauchbar ist. Denn um die Lage aller Punkte einer krummen
Fliche darzustellen, misste nicht nur ein jeder derselben durch
seine horizontale und verticale Projection gegeben sein, son-
dern es miissten auch die beiden Projectionen eines und des-
selben Punktes miteinander verbunden werden, damit man
nicht Gefahr liefe, zu der Horizontalprojection eines bestimmten
Punktes als Verticalprojection diejenige eines anderen Punktes
zu nehmen. Da die einfachste Art, die bheiden Projectionen
eines Punktes als zusammengehdrig zu bezeichnen, die sein
wiirde,. sie durch eine zur Projectionsaxe senkrechte Gerade
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zu verbinden, so wiirden die Zeichnungen mit einer ungeheuren
Zahl von Linien iiberladen werden, welche um so verwirrender
wirken wiirden, je griossere Genauigkeit erzielt werden sollte.

Wir wollen aber noch zeigen, dass diese Methode sogar
unzulinglich ist und der nothigen Fruchtharkeit entbehrt.

Unter der unendlich grossen Zahl verschiedenartiger krummer
Fliachen giebt es solche, welche sich nur in einen im Endlichen
begrenzten Theil des Raumes erstrecken und deren Projectionen
also nach allen Richtungen hin nur eine endliche Ausdehnung
haben. Zu diesen Flichen gehért z. B. die Kugel, deren Pro-
jection auf eine Xbene die Fliche eines Kreises mit einem
dem Kugelradius gleichen Radius tiberdeckt; man kann daher
das Ebenenstiick, auf welches man die Kugel projiciren soll,
stets von geniigend grossen Abmessungen nehmen, damit ihre
ganze Projection auf dasselbe zun liegen kommt. Alle cylin-
drischen Flichen dagegen sind nach einer bestimmten Rich-
tung [18] unbegrenzt, genau so wie ihre erzeugende Gerade.
Die Ebene, welche die einfachste aller Flichen darstellt, ist
sogar nach zwel Richtungen hin unbegrenzt. Endlich giebt
es eine grosse Anzahl von Flichen, deren verschiedene Schalen
sich gleichzeitiz nach allen Ranmgebieten hin ausdehnen. Nun
haben aber die Zeichenblitter, auf welchen man die Projectionen
ausfiihrt, nothwendigerweise eine begrenzte Ausdehnung. Wenn
man also kein anderes Mittel zur Darstellung einer krummen
Fliche hitte, als die heiden Projectionen jedes ihrer Punkte
anzugeben, so wiirde dieses nur fir diejenigen Punkte der
Fliche anwendbar sein, welche innerhalb des der Grosse der
Projectionstafeln entsprechenden Gebietes der Fliche liegen;
alle dariiber hinaus liegenden Punkte der Fliche konnten nicht
dargestellt und miissten als unbekannt angesehen werden. Die-
ses Verfahren ist also vollig unzureichend; es ist aber auch
unfruchtbar, da man mit seiner Hiilfe nichts ableiten kann, was
Bezug hat auf Tangentialehenen und Normalen einer Fliche,
auf die beiden Krimmungen in jedem ihrer Punkte, auf ihre
Kriimmungslinien und Riickkehrkanten, auf ihre mehrfachen
Linien und Punkte und endlich auf alle Dinge, welche noth-
wendigerweise betrachtet werden missen, sobald man auf einer
krummen Fliche operiren will

Deshalb muss man also eine weitere Ubereinkunft zu Hiilfe
nehmen, welche mit der ersten vertriiglich ist und diese iiberall
da, wo sie unzureichend ist, ergiinzt. Diese neue Ubereinkunft
wollen wir jetzt auseinandersetzen.

i
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12. Jede krumme Fliche kann als erzeugt gedacht werden
durch die Bewegung einer krummen Linie, welche entweder
der Gestalt nach unverindert bleibt, wihrend sie ihre Lage
im Raume #ndert, oder welche gleichzeitig ihre Gestalt und
ihre Lage im Raume indert. Da dieser Satz durch seine all-
gemeine Fassung dem Verstiindnisse Schwierigkeiten darbieten
kinnte, so wollen wir ihn an einigen wohlbekannten Beispielen
erldutern.

Die Cylinderflichen konunen vornehmlich auf zweierlei Art
erzeugt werden, nimlich entweder durch die Bewegung einer
geraden Linie, welche wihrend ihrer ganzen Bewegung stets
einer gegebenen Geraden parallel bleibt und durch eine ge-
gebene Curve hindurchgeht, oder durch die Bewegung dieser,
im ersteren Falle als Leitlinie dienenden Curve, welche bei
ihrer ganzen Bewegung mit demselben Punkte auf der gegebenen
Geraden ruht, wihrend ihre simmtlichen andern Punkte Parallelen
zu dieser Geraden beschreiben. Bei beiden Entstehungsarten
ist die Erzeugende, [19] welche im ersten Falle eine gerade
Linie, im zweiten Falle eine beliebig gegebene Curve ist, der
Gestalt nach unveriinderlich und #ndert allein ihre Lage im
Raume.

Ebenso haben die Kegelflichen haupsichlich zwei Erzeu-
gungsweisen.

Erstens kann man die Kegelfiichen durch die Bewegung
einer unbegrenzten Geraden erzeugt denken, welche immer durch
einen gegebenen festen Punkt und durch eine gegebene Curve,
an welcher sie entlang gleitet, hindurchgeht. Der Punkt,
durch welchen die Gerade wihrend ihrer Bewegung stets hin-
durchgeht, ist der Mittelpunkt der Fliche, welchen man un-
passend als Spitze bezeichnet hat. Bei dieser Entstehung
der Kegelflichen ist die erzeugende Linie ihrer Gestalt nach
ebenfalls unveréinderlich; sie ist immer eine gerade Linie.

Zweitens aber kann man die Kegelflichen noch auf eine
andere Weise erzeugen, welche wir der Einfachheit wegen
hier nur fiir Kegelflichen mit Kreisgrundfiiiche auseinander-
setzen. Man kann sich diese Flichen entstanden denken durch
die Bewegung eines Kreises, dessen Ebene immer zu sich
selbst parallel bleibt, dessen Mittelpunkti stets auf einer durch
die Spitze gehenden Geraden liegt und dessen Radius in jedem
Augenblicke der Bewegung proportional dem Abstande sei-
nes Mittelpunktes von der Spitze des Kegels ist. Man er-
kennt sofort, dass der Radius des Kreises kleiner wird, wenn
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sich die Kreisebene in ihrer Bewegung der Spitze des Kegels
annihert, dass er gleich Null ist, wenn diese Ebene durch
die Spitze hindurchgeht, und dass er dann umgekehrt unbe-
grenzt wichst, wenn sich diese Ebene nach der andern Seite
immer weiter von der Spitze entfernt. Bei dieser zweiten Ent-
stehungsweise #4ndert der Kreis, welcher hier die erzeugende
Curve ist, nicht nur in jedem Augenblick der Bewegung seine
Lage, sondern auch seine Gestalt, weil sich der Radius des
Kreises, mithin auch seine Kriimmung und sein Umfang immer-
fort dndern.

Betrachten wir ein drittes Beispiel.

Eine Umdrehungsfliche kann durch die Bewegung einer
ebenen Curve, welche sich um eine beliebig in ihrer Ebene
gelegene Gerade dreht, erzeugt werden. Bei dieser Entstehungs-
weise der Fliche besitzt die erzeugende Curve stets unverindert
dieselbe Gestalt und verindert nur ihre Lage. Man kann
diese Fliche aber auch durch die Bewegung eines Kreises
erzeugt denken, dessen Mittelpunkt stets auf der gegebenen
Axe der Fliche liegt, dessen Ebene zu dieser Axe immer
senkrecht ist und dessen Radius in jedem Augenblicke der
Bewegung [20] gleich der Entfernung des Axenschnittpunktes
der Kreisebene von ihrem Scbnittpunkte mit einer beliebig im
Raume gegebenen Curve ist. Hierbei indert also die erzeu-
gende Curve gleichzeitig ihre Gestalt und ihre Lage.

Diese drei Beispiele mogen geniigen, um erkennen zu lassen,
dass alle krummen Flichen durch die Bewegung von bestimmten
krummen Linien erzeugt werden konnen, und dass es keine
Fliche giebt, deren Gestalt und Lage nicht ginzlich durch
die genaue und vollstindige Angabe ihrer Entstehungsweise
bestimmt werden kann. Diese neue Betrachtung bildet die
Erginzung zur Projectionsmethode. Wir werden in Zukunft
oft Gelegenheit haben, uns von ihrer Einfachheit und Niitzlich-
keit zu iiherzeugen.

Man wird also, um die Gestalt und Lage einer krummen
Fliche zu bestimmen, nicht die Projectionen der einzelnen
Punkte, durch welche dieselbe hindurchgeht, angeben, sondern
fiir einen beliebigen Punkt die zugehorige Gestalt und Lage
der erzeugenden Curve construiren. Hierbei hat man folgendes
zu beachten:

1) Da jede krumme Fliche auf unendlich viele verschie-
dene Arten erzeugt werden kann, so ist es Sache der Geschick-
lichkeit und des Scharfsinns des Zeichners, unter allen Erzen-
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gungsarten diejenige auszuwihlen, welche die einfachste Curve
benutzt und die am wenigsten mithsamen Betrachtungen er-
fordert.

2) Statt fir jede krumme Fliche nur eine ihrer Erzeugungs-
arten zu betrachten, was das Studium des Gesetzes der Bewe-
gung sowohl als desjenigen der Gestaltiinderung der erzeugenden
Curve erfordern wiirde, ist es, wie langjihrige Erfahrung gelehrt
hat, oft viel einfacher, gleichzeitiz zwel verschiedene Erzeu-
gungsarten der Fliche ins Auge zu fassen und fiir jeden Punkt
die Construction der beiden erzeugenden Curven, welche durch
ihn hindurchgehen, anzugeben.

Um also eine krumme Fliche ihrer Gestalt und Lage nach
darzustellen, gentigt es in der darstellenden Geometrie fiir einen
beliebigen Punkt dieser Fliche, dessen eine Projection willkiir-
lich gewiihlt werden kann, die Construction der horizontalen und
verticalen Projectionen von zwel verschiedenen Erzeugenden,
welche durch diesen Punkt hindurchgehen, anzugeben.

13. Wenden wir diese allgemeinen Beirachtungen zunichst
auf die Ebene an, welche die einfachste und am h#ufigsten
benutzte aller Flichen ist.

Die Ebene wird durch eine in ihrer Anfangslage gegebene
gerade Linie erzeugt, [21] welche sich so bewegt, dass ihre
simmtlichen Punkte parallele Gerade zu einer zweiten gegebenen
geraden Linie beschreiben. Wenn die zweite gegebene Gerade
in der betrachteten Ebene selbst liegt, so kann man auch
sagen, dass die Ebene durch die zweite Gerade erzeugt wird,
welche sich so bewegt, dass ihre simmtlichen Punkte Parallelen
zu der ersten Geraden beschreiben.

Man erhilt also ein Bild von der Lage einer Ebene durch
die Betrachtung von zwei geraden Linien, deren jede als die
Erzeugende der Ebene angesehen werden kann. Die Lage
dieser zwel Geraden in der Ebene, welche sie erzeugen konnen,
ist vollig gleichgiiltig; es handelt sich also nur darum, fir die
Projectionsmethode diejenigen Geraden auszuwihlen, welche
die einfachsten Constructionen erfordern. Aus diesem Grunde
bestimmt man in der darstellenden Geometrie die Lage einer
Ebene durch die Angabe der beiden Geraden, in welchen jene
die Projectionsebenen schneidet. Offenbar miissen diese beiden
geraden Linien die Schuittgerade der beiden Projectionstafeln
in demselben Punkte schneiden.

Da wir sehr hiufig Ebenen zu betrachten haben werden,
so0 wollen wir, um uns kiirzer ausdriicken zu konnen, den
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beiden Geraden, in denen die beiden Projectionsebenen von
einer Ebene geschnitten werden und welche zur Bestimmung
ihrer Lage dienen, den Namen der Spurlinien beilegen.

Losung mehrerer elementarer Aufgaben iiber die
gerade Linie und die Ebene.

14. Nachdem wir diese Vereinbarungen getroffen haben,
konnen wir zur Lésung einer Reihe von Aufgaben tibergehen,
welche den doppelten Zweck, uns in der Projectionsmethode zu
tiben und uns zugleich .die Hiilfsmittel zur Erreichung weiterer
Fortschritte in der darstellenden Geometrie zu verschaffen,
verfolgen.

Erste Aufgabe. (Fig. 6) Es sind ein Punkt P durch
seine beiden Projectionen P, P” und eine Geradeyg
durch ihre beiden Projectionen y', g” gegeben. Man
soll die Projectionen der Geraden % construiren,
welche durch den Punkt P hindurchgeht und der Ge-
raden g parallel ist.

Losung. Die horizontalen Projectionen der gegebenen und
der gesuchten Geraden, ¢’ und &', miissen zu einander parallel
sein, da sie die Schnittge-
raden zweier parallelen Ver-
ticalebenen mit derselben
dritten Ebene sind. Dasselbe
gilt fiir die verticalen Pro-
jectionen g” und A". [22]
Da ferner die gesuchte Ge-
rade & durch den Punkt P’
hindurchgehen soll, so miis- = x
sen ihre Projectionen beziig- |
lich durch die Projectionen
dieses Punktes hindurchge-
hen. Zieht man also durch
den Punkt P’ die Gerade A’
parallel zu ¢° und durch
P" die Gerade /" parallel Fig. 6.
zu g”, so sind die geraden
Linien 4" und %" die gesuchten Projectionen.

15. Zweite Aufgabe. (Fig. 7) Eine Ebene E ist durch
ihre beiden. Spurlinien ¢,, ¢, und ein Punkt P durch
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seine Projectionen P, P” gegeben. Man soll die Spur-
linien der Ebene A construiren, welche durch den ge-
gebenen Punkt parallel
zu der gegebenen
Ebene hindurchgelegt
werden kann.
Lésung, Die Spurlinien
der gesuchten Ebene A
miissen den Spurlinien der
gegebenen Ebene E beziig-
x lich parallel sein, weil die-
selben, paarweise zusam-
mengenommen, die Schnitt-
geraden zweier parallelen
Ebenen mit derselben drit-
ten Ebene sind. Man
braucht also nur noch fiir
jede Spurlinie einen Punkt
Fig. 7. zu bestimmen, durch wel-
chen sie hindurchgehen
muss. Zu diesem Zwecke denken wir uns durch den Punkt PP
eine horizontale Gerade s gezogen, welche in der gesuchten
Ebene A liegt. Diese Gerade s ist der Spur e, parallel und
schneidet die verticale Tafel in einem Punkte S,, welcher auf
der in der verticalen Projectionstafel liegenden Spurlinie der
gesuchten Ebene A liegt. Die beiden Projectionen dieses
Punktes erhilt man, wenn man durch den Punkt P” die hori-
zontale Gerade s”, durch den Punkt P’ die Parallele s’ zu der
Spur ¢, zieht und s” bis zu ihrem Schnittpunkte S’, mit der
Projectionsaxe x verlingert, welcher Punkt die horizontale Pro-
jection des Schnittpunktes der horizontalen Geraden s mit der
verticalen Tafel ist; der Punkt S, selbst liegt mithin auf der
durch den Punkt S’, senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden
und ist, da er auch auf der Geraden s” liegen muss, der
Schnittpunkt beider. Zieht man dann endlich die Parallele d,
zu der Spurlinie ¢, durch diesen Punkt S,, so ist diese die
in der verticalen Projectionstafel gelegene Spurlinie der ge-
suchten Ebene A. Verlingert man die Linie d, bis zu ihrem
Schnittpunkte D, mit der Axe x, und zieht man durch diesen
Punkt die zu der Spur e, parallele Gerade d,, so ist letztere
die in der horizontalen Projectionsebene gelegene Spurlinie der
Ebene A,

8
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Anstatt in der gesuchten Ebene sich eine horizontale Ge-
rade s gezogen zu denken, kann man auch eine zu der verti-
calen Projectionsebene parallele Hiillfsgerade ¢ benutzen, was
durch ein ganz gleiches Schlussverfahren zu der folgenden
Construction fithrt.

[23] Durch den Punkt P’ zieht man die zu der Axe x pa-
rallele Gerade 7', durch den Punkt P” die zu der Spur ¢, paral-
lele Gerade ¢” bis zu jhrem Axenschnittpunkte 7,” und durch
diegen eine zur Axe z senkrechte Gerade, welche die Gerade ¢’
in dem Punkte 7T, schneidet. Wenn man dann durch den
letzteren Punkt zu der Spur e, die Parallele d, zieht, so ist
sie die eine Spurlinie der gesuchten Ebene A. Verlingert man
diese Spurlinie d, bis zu ihrem Axenschnittpunkt D,, und zieht
man durch diesen die Parallele d, zu der Spurlinie ¢,, so hat
man auch die Spurlinie der gesuchten Ebene in der verticalen
Projectionstafel gefunden.

16. Dritte Aufgabe. (Fig. 8) Eine Ebene E ist durch
ihre beiden Spurlinien ¢, ¢, und ein Punkt P durch
seine beiden Projectionen P’, P” gegeben. Es sollen
die Projectionen des von dem Punkte PP auf die Ebene
E gefdllten Lothes / und
dieseines Fusspunktes @
bestimmt werden.

Losung. Die von den
Projectionen P’, P” des ge-
gebenen Punktes P auf die
gleichnamigen Spurlinien der
Ebene E gefillten Lothe I
und " sind die beiden Pro-
jectionen des gesuchten Lo-
thes. Denn wenn man sich
durch das Loth [ eine zu der
horizontalen Projectionstafel
T’ senkrechte Ebene gelegt
denkt, so schneidet sie diese
Projectionstafel und  die
Ebene E in zwei Geraden, b4
welche beide auf der diesen Fig. 8.

Ebenen gemeinsamen Schnitt-

geraden ¢, senkrecht stehen. Nun ist aber die erste jemer bei-
den Geraden die Projection der verticalen Hiilfsebene und mit-
hin auch die -Projection !’ des in dieser Hiilfsebene liegenden

]
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Lothes 7. Folglich muss diese Projection {” durch den Punkt P’
hindurchgehen und auf der gleichnamigen Spur e, senkrecht
stehen.

Das gleiche Schlussverfahren gilt fir die zweite Projec-
tion 1”.

Um den Durchstosspunkt ¢ des Lothes ! durch die Ebene E
zu erhalten {Fig. 9), hat man zu beachten, dass derselbe offenbar
auf der Schnittlinie dieser Ebene
mit der durch das Loth ! ge-
henden verticalen Hiilfsebene
liegen muss. Diese Schnitt-
gerade projicirt sich also in
die Linie /. Bestimmt man
noch die verticale Projecfion
£ dieser Schnittgeraden, so muss
*® anf thr die gleichnamige Pro-

jection Q7 des gesuchten

Punktes @ liegen und, weil

auch die Linie [” durch jene

hindurchgehen muss, so ist

Q" der Schnittpunkt dieser

beiden Geraden. Es ist also

nur noch die verticale Pro-

jection der genannten Schnitt-

geraden zu construiren. Nun

trifft aber diese Gerade die
horizontale Projectionstafel in dem Schnittpunkte F, der beiden
Geraden !' und ¢, (dessen verticale Projection der Fusspunkt F,”
des von F, auf die Axe z gefillten Lothes ist) und die verti-
cale Projectionstafel [24] in einem Punkte, dessen horizontale
Projection F,” der Schnittpunkt der Geraden !’ mit der Axe x
ist, und welcher selbst sowohl auf der durch den Punkt F,’
gezogenen Verticalen als auf der Spurlinie ¢,, mithin im Schnitt-
punkte F, beider Geraden liegen muss.

Nachdem man so die verticale Projection Q" des Schnitt-
punktes von dem Lothe ! mit der Ebene E gefunden hat,
kann man leicht seine erste Projection ¢ ermitteln. Fiallt man
nimlich von Q" ein T.oth auf die Axe « und verlingert es
iiber dieselbe hinaus, so muss das Loth durch ¢’ hindurch-
gehen, welcher Punkt andererseits auch auf der Geraden !’
liegen muss. Mithin ist @' der Schnittpunkt dieser beiden
Geraden. .
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17. Vierte Aufgabe. (Fig. 10) Eine Gerade g und ein
Punkt P sind durch ihre Projectionen g', ¢” und P,
P” gegeben. Man soll die Spurlinien der Ebene E
construiren, welehe durch den Punkt P hindurch-
geht und auf der Geraden g senkrecht steht.

Loésung. Von der vorigen Aufgabe her wissen wir, dass
jede der beiden Spurlinien der Ebene E auf der gleichnamigen
Projection der Geraden g senk-
recht stehen muss; es ist daher
tir jede nur noch ein Punkt,
durch welchen sie hindurch-
gehen muss, zu suchen. Denkt
man sich zu diesem Zwecke durch .
den Punkt P in der Ebene E Foosl
eine horizontale Gerade s ge-
zogen und bis zu ihrem Schnitt-
punkte mit der verticalen Pro-
jectionsebene verlingert, so fin-
det man deren verticale Projec-
tion s”, indem man durch den
Punkt P” eine Parallele zur
" Axe ¢ zieht, und ihre horizon-
tale Projection, indem man
durch den Punkt P’ zu der
ersten Projection g’ der Gera-
den g eine Senkrechte s’ zieht, Fig. 10.
deren Schnittpunkt S," mit der
Axe z die horizontale Projection des Schnittpunktes S, der
verticalen Projectionsebene und der Geraden s ist. Dieser
Punkt S,, welcher der Schnittpunkt der durch S,  gezogenen
Verticalen und der Geraden s” sein muss, ist mithin ein Punkt
der zweiten Spurlinie ¢, der Ebene E, und man erhslt diese
Spur ¢,, wenn man dureh den Punkt S, eine Senkrechte zu g”
zieht. Ist E, der Schnittpunkt dieser Spurlinie ¢, und der
Projectionsaxe, so ist die durch ihn senkrecht zu g’ gezogene
Gerade ¢, die andere gesuchte Spurlinie.

Wird noch verlangt, den Durchstosspunkt der gegebenen Ge-
raden g durch die Ebene E zu bestimmen, so verfihrt man
genau so wie in der vorigen Aufgabe.

Soll man schliesslich von dem gegebenen Punkte P ein
Loth auf die Gerade g fillen, so braucht man nur, nach dem
in § 16 angegebenen Verfahren, den Durchstosspunkt {25] der

b
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Geraden g durch die Ebene E, welche durch den Punkt P
hindurchgelegt ist und auf der Geraden g senkrecht steht, zu
construiren. Dann kennt man fiir jede der beiden Projectionen
des gesuchten Lothes zwel Punkte, durch welche sie hindurch-
gehen muss.

18. Finfte Aufgabe. (Fig. 11} Zwei Ebenen A und B
sind durch ihre Spurlinien a,, o, und ,, b, gegeben.
Es sollen die Projectionen ihrer Schnittgeraden g
bestimmt werden.

Lésung. Da alle Punkte der Spurlinie o, in der Ebene A
und alle Punkte der Spurlinie 5, in der Ebene B liegen, so
geh6rt der Schnittpunkt
G, beider Spurlinien
offenbar beiden Ebenen
gleichzeitig an und ist
mithin ein Punkt der
gesuchten  Schnittgera-
den g. Aus dem gleichen
Grunde ist der Schnitt-
punkt G, der beiden in
der verticalen Projec-

tionsebene gelegenen
Spurlinien @, uwnd b,
ebenfalls ein Punkt der
gesuchten Geraden. Die
Schnittgerade g der bei-
den gegebenen Ebenen
schneidet also die erste
- Projectionsebene in dem

Fig. 11. Punkte G, die zweite

in dem Punkte G,.

Projicirt man dann den Punkt &, auf die erste Projec-
tionsebene, indem man von G, das Loth G, G, auf die Axe x
fallf, und zieht man die Gerade &, G¢,’, so ist sie die horizon-
tale Projection ¢’ der Schnittgeraden g der beiden gegebenen
Ebenen. In shnlicher Weise erhilt man die verticale Projec-
tion g” dieser Geraden, wenn man G, mittelst des auf die Axe
gefillten Lothes G, G," anf die verticale Projectionsebene pro-
jicirt und die Gerade G, G,” zieht.

19. Sechste Anfgabe. (Fig.12) Man soll den Neigungs-
winkel &, welchen zwel durch ihre Spurlinienqa,, a,
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und b,, b, gegebene Ebenen A und B mit einander ein-
schliessen, construiren,

Losung. Nachdem man nach der vorigen Aufgabe die
horizontale Projection ¢’ der Schnittgeraden g beider gegebenen
Ebenen construirt hat,
legt man senkrecht zu
ihnen und folglich auch

senkrecht zu ihrer

Schnittgeraden ¢ eine
Hiilfsebene, welche die
beiden gegebenen Ebe-
nen A und B in zwei
Geraden, die den ge-
suchten Winkel & ein-
schliessen, schneidet.

Die erste Spurlinie
dieser Hiilfsebene ist zu
der horizontalen Projec-
tion ¢’ der Schnittgera-
den g beider gegebenen
Ebenen senkrecht und Fig. 12.
bildet mit den Geraden,
in welchen sich A und B und die Hilfsebene schneiden, ein
Dreieck, dessen der horizontalen Seite gegeniiberliegender
Winkel [26] der gesuchte Winkel ¢ ist. Es eriibrigt daher nur
noch die Construction dieses Dreiecks auszufiihren.

Nun ist es aber gleichgiiltiz, durch welchen Punkt der
Schnittgeraden ¢ die zu den beiden gegebenen Ebenen senk-
rechte Hiilfsebene hindurchgeht, und man kann daher ihre
erste Spurlinie beliebig in der horizontalen Projectionsebene
wihlen, nur muss sie senkrecht auf g’ stehen. Zieht man
also durch den beliebig auf ¢’ gewihlten Punkt L senkrecht
zu g’ eine Gerade, welche die horizontalen Spurlinien o, und
b, der gegebenen Ebenen in den Punkten H und J schneidet,
so ist dieselbe die Grundlinie des zu construirenden Dreiecks.
Legt man dann die Ebene dieses Dreiecks um seine Grund-
linie HJ in die horizontale Projectionsebene wm, so bleibt bhei
dieser Bewegung der Scheitelpunkt K des Dreiecks, welcher
zuerst auf der Schnittgeraden g gelegen ist, stets in der durch
diese Gerade gehenden Verticalebene, weil diese senkrecht zu
HJ ist, und liegt mithin nach erfolgtem Umlegen des Dreiecks
in die horizontale Projectionsebene auf der Linie ¢’. Folglich
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braucht man jetzt nur noch die Hohe des Dreiecks oder, was
dasselbe ist, die Linge des von dem Punkte L auf die Ge-
rade g gefillten Lothes zu bestimmen.

Dieses Loth liegt aber in der durch ¢’ hindurchgehenden
Verticalebene; legt man diese um die verticale Gerade G, G,
in die verticale Projectionstafel um, und trigt man G,’ &, und
G, L auf der Projectionsaxe x von &," bis &,°, bez. LY ab,
so ist die Strecke (7, (,° gleich dem Stiicke der Schnittgeraden g,
welches zwischen den beiden Projectionsebenen gelegen ist.
Fillt man noch von dem Punkte L® das Loth L°A° auf die
Gerade G, G,° so ist dieses gleich der gesuchten Dreiecks-
hihe.

Trigt man schliesslich die Strecke L°K° von dem Punkte L
aus auf der Geraden g’ bis KA, ab und vervollstindigt man
das Dreieck HK,.J, so ist dessen Winkel im Punkte A, gleich
dem von den beiden Ebenen A und B eingeschlossenen
Winkel e.

20. Siebente Aufgabe. (Fig. 13) Zwei sich schnei-
dende gerade Linien g und /» sind durch ihre Projec-
tionen ¢g’, ¢” und %', 7" gegeben. Es soll der von
ihnen eingeschlossene Winkel ¢ construirt werden.

Bevor wir an die Losung dieser Aufgabe herangehen, be-
merken wir, dass, weil sich die beiden Geraden ¢ und 7
nach der Voraussetzung schneiden sollen, der Schnittpunkt P’
ihrer horizontalen Projectionen und der Schnittpunkt P” ihrer
verticalen Projectionen die Projectionen des Punktes P sind,
in welchem sich die beiden Geraden g und % schneiden, und
dass daher die Verbindungslinie P’ P” senkrecht [27] auf der
Axe z stehen muss. Wiirden die Punkte P’ und P” nicht in
derselben Senkrechten zur Axe x liegen, so wiirden sich die
gegebenen Geraden nicht schneiden und konnten folglich nicht
in einer Ebene liegen.

Losung. Man verlingert die beiden gegebenen Geraden,
bis sie die horizontale Projectionsebene in ihren Spurpunkten G,
und H, schneiden, und construirt diese Punkte. Zu diesem
Zwecke verlingert man die zweiten Projectionen ¢” und A" bis
zu ihren Axenschnittpunkten G,” und H,”, welche die verti-
calen Projectionen dieser beiden Spurpunkte sind, und zieht
durch beide Punkte in der horizontalen Projectionsebene und
senkrecht zur Axe z zwei Gerade, deren Schnittpunkte mit
den nothigenfalls verlingerten ersten Projectionen g' und 2’
der Geraden g und . ihre ersten Spurpunkte &, und H, sind.
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Die Verbindungsgerade G, H, bildet dann mit den Theilen
der gegebenen Geraden g und %, welche zwischen ihrem Schnitt-
punkte P und ihren beiden ersten Spurpunkten G,, H, liegen, ein
Dreieck, dessen der Grund-
linie G, H, gegeniiberliegen-
der Winkel der gesuchte
Winkel ¢ ist. Es ist mithin
nur noch dieses Dreieck zu
construiren. Dazu zieht man
durch den Punkt P’ eine
gerade Linie P'Q senkrecht
zu G, H, und legt die Ebene
des Dreiecks &, PH, um
die Grundlinie G\ H, in die
horizontale  Projectionstafel
um. Wihrend dieser Bewe-
gung liegt die Spitze dieses
Dreiecks stets in der durch
die gerade Linie P'() gehen-
den verticalen Ebene und
kommt nach erfolgtem Um-
legen in einen Punkt dieser
Linie selbst zu liegen, dessen
senkrechter Abstand von der Grundlinie G, H, noch zu fin-
den ist.

Die horizontale Projection der gesuchten Strecke PQ
ist P'Q und die verticale Erhebung des Endpunktes P iiber
den arndern Endpunkt Q ist gleich P, P"; folglich erhilt man
(nach Figur 5 auf Seite 16) die wahre Linge von (), indem man
die Strecke P'() auf der Axe x von P, aus bis Q, abtrigt
und dapn die Hypotenuse P”(), zieht, welche gleich der ge-
suchten wahren Linge ist. Trigt man schliesslich die Strecke
P"Q, auf der iiber P’ hinaus verlingerten Geraden Q P’ von Q
bis P, ab und zieht man die Geraden P,&, und P,H,, so
erhilt man das zu construirende Dreieck, dessen Winkel G, P, H,
gleich dem gesuchten Winkel o ist.

21. Achte Aufgabe. Eine gerade Linie g ist durch
ihre beiden Projectionen g', 9" und eine Ebene E durch
ihre beiden Spurlinien ¢, ¢, gegeben. Es soll der
Neigungswinkel o der Geraden gegen die Ebene con-
struirt werden.

(28] Losung. Fillt man von einem beliebigen Punkte P
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der Geraden g ein Loth auf die Ebene E, so ist der Winkel,
welchen dieses mit der Geraden g einschliesst, gleich dem Com-
plement des gesuchten Winkels ¢, und es ist daher zur Lo-
sung dieser Aufgabe die Construction dieses Complementwin-
kels ausreichend.

Wenn man aber auf den beiden Projectionen g', g” der
gegebenen Geraden zwel Punkte P’, P" wiihlt, welche in der-
selben Verticalen zur Projectionsaxe x liegen, und durch jeden
dieser Punkte eine Senkrechte zu der gleichnamigen Spurlinie
der Ebene E zieht, so erhilt man die horizontale und verti-
cale Projection jemes Lothes. Damit ist aber jetzt diese Auf-
gabe auf die vorige, welche den Winkel zweler sich schnei-
denden Geraden zu finden lehrte, zuriickgefiihrt.

22. Will man die Karte eines Landes aufnehmen, so denkt
man sich gewbhnlich die hervorragenden Punkte desselben
durch gerade Linien, welche Dreiecke begrenzen, mit ein-
ander verbunden. Es handelt sich dann darum, diese Dreiecke
in verjiingtem Maassstabe in die Karte einzutragen und zwar
in derselben Anordnung, in welcher sie in Wirklichkeit liegen.
Die Operationen, welche man dazu auf dem Terrain vornehmen
muss, bestehen hauptsichlich in dem Messen der Winkel dieser
Dreiecke. Wenn diese Winkel dann unmittelbar in die Karte
sollen iibertragen werden konnen, so miissen sie in horizontalen,
der Kartenebene parallelen Ebenen liegen. Ist aber die Ebene
eines solchen Winkels gegen die Kartenebene geneigt, so darf
man nicht mehr den Winkel selbst eintragen, sondern nur
seine horizontale Projection; diese letztere kann man immer
bestimmen, wenn man ausser dem Winkel selbst noch die
Neigungswinkel seiner beiden Schenkel gegen die Horizontal-
ebene gemessen hat. Dies fithrt uns zu dem folgenden Ver-
fahren, welches unter dem Namen der Reduction eines
Winkels auf den Horizont bekannt ist.

Neounte Aufgabe. (Fig. 14} Es sind die Winkel «, 7,
o, gegeben, welche zwei Gerade miteinander und mit
der horizontalen Ebene bilden. Man soll die hori-
zontale Projection o' des ersten dieser drei gege-
benen Winkel construiren.

Losung. Es sel 4’ die horizontale Projection des Schei-
tels des Winkels o und 4'E’ diejenige eines seiner Schenkel,
sodass man also, um den Winkel ¢’ zu erhalten, nur noch
seinen andern Schenkel zu construiren hat. Die zweite Pro-
jectionstafel mag durch die Gerade A'E’, welche dann die
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Projectionsaxe  ist, hindurchgehen. Hierauf wihlt man auf
der durch den Punkt A’ gezogenen Verticalen 2 einen belie-
bigen Punkt 4 [29] und betrachtet diesen als den Scheitel-
punkt des gemessenen
Winkels ¢. Zieht man
dann dorch den Punkt 4
die Gerade A DB, welche
mit der horizontal gele-
genen Projectionsaxe «
den Winkel 4 B.4" gleich
dem Neigungswinkel o,
des ersten Schenkels ge-
gen die Horizontalebene
einschliesst, so ist der
Punkt B der horizontale
Spurpunkt dieses ersten
Schenkels. Zieht man
ferner durch den Punkt
A eine zweite Gerade
AC, welche mit der
Projectionsaxe «  den
Winkel ¢, einschliesst, Fig. 14.

und beschreibt man um

A" als Mittelpunkt mit dem Radius 4’ C einen Kreisbogen CF,
so kann der zweite Schenkel die horizontale Ebene nur in
einem Punkte dieses Kreisbogens schneiden. Es handelt sich
also nur noch darum, den Abstand dieses letzteren Punktes
von einem beliebigen anderen Punkte, z. B. dem Punkte B zu
finden.

Nun liegt aber dieser Abstand in der Ebene des ge-
messenen Vinkels «. Zieht man also die Gerade AD, sodass
der Winkel B AD gleich « ist, und trigt man die Strecke AC
von /A aus bis D ab, so ist die Strecke BID gleich der ge-
suchten Entfernung.

Beschreibt man schliesslich mit dem Radius BD um den
Punkt A’ als Mittelpunkt einen Kreishogen, welcher den ersten
Kreisbogen CF in dem Punkte E schneidet, so ist E der
horizontale Spurpunkt des zweiten Schenkels. Folglich ist 4" F
die horizontale Projection dieses Schenkels und der Winkel
BA'E die gesuchte Projection «' des gemessenen Winkels a.

Die vorstehenden neun Aufgaben geniigen kaum, um einen
Begrit von der Projectionsmethode zn geben. und konnen

Ostwald's Klassiker. 117. 3
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daher nicht alle ihre Hiilfsmittel zeigen. Aber indem wir zu
allgemeineren Betrachtungen fortschreiten, werden wir zugleich
bemitht sein, die Operationen durchzufiihren, welche am ge-
eignetsten sind, uns dieses Ziel erreichen zu lassen.

Zweiter Theil.
Tangentialebenen und Normalen krummer Flichen.

Einleitung.

23. Da jede krumme Fliche auf mehrere Arten durch die
Bewegung von Curven erzeugt werden kann, so ist es immer
moglich, fiir jeden beliebigen Punkt einer Fliche zwei ver-
schiedene durch ihn hindurchgehende Erzeugende zu betrachten ;
zieht man in diesem Punkte an jede der beiden Erzeugenden
die Tangente, so ist die durch die beiden Tangenten bestimmte
Ebene [30] die Tangentialebene. Der Punkt der Fliche,
in welchem sich die beiden Erzeugenden schneiden, und wel-
cher sowohl auf den beiden Tangenten als in der Tangential-
ebene liegt, ist der Berithrungspunkt dieser Ebene mit der
Fliche.

Die durch den Beriihrungspunkt senkrecht zu der Tangen-
tialebene hindurchgezogene Gerade heisst die Normale der
Fliche. Sie steht auf dem Flichenelement senkrecht, weil
dasselbe in jeder Richtung der Lage nach mit der Tangential-
ebene, welche als seine Fortsetzung betrachtet werden kann,
zusammenfillt.

24. Die Betrachtung der Tangentialebenen und Normalen
krummer Flichen ist fiir eine grosse Anzahl von Kiinsten sehr
niitzlich und fiir mehrere derselben sogar ganz unerlisslich.
Wir wollen dafiir zwel Beispiele geben, eins fiir jeden der
beiden Fille, und nehmen diese aus der Baukunst und aus der
Malerei.

Die verschiedenen Stiicke, aus denen Quadersteingewdlbe
erbaut sind, heissen Gewdlbsteine, und Fugen?) heissen die
Seitenflichen dieser Steine, lings deren sich zwei benachbarte
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Steine berithren, gleichgiiltiz ob beide derselben Schicht oder
zwel benachbarten angehoren.

Die Lage der Fugen ist mehreren Bedingungen unterworfen,
welche nothwendig erfiillt sein miissen. Wir werden im Laufe
dieser Vorlesungen allmihlich alle diese Bedingungen kennen
lernen; fiir den Augenblick wollen wir uns nur mit derjenigen
beschiifticen, welche auf unsere gegenwirtigen Untersuchungen
Bezug hat.

Diese Bedingung, denen die Lage der Fugen geniigen
muss, ist die, dass sie senkrecht aufeinander und auf die
Gewolbfliche treffen miissen. Wenn man von diesem Gesetze
merkbar abwiche, so wirde man nicht nur die allgemeinen
Schonheitsregeln, ohne deren Befolgung keine gefillige Wir-
kung zu erzielen moglich ist, verletzen, sondern auch Gefahr
laufen, das Gewdlbe weniger fest und dauerhaft zu machen.
Denn wiirde eine der Fugen schief auf die Gewdlbfliche auf-
treffen, so miisste von den beiden lings dieser Fuge anein-
anderstossenden Gewdlbsteinen der eine einen spitzen, der an-
dere einen stumpfen Flichenwinkel besitzen, und die Steine
kionnten dem Gegendrucke, welchen sie aunfeinander ausiiben,
nicht den gleichen Widerstand entgegensetzen; bei der Spro-
digkeit des Materials wiirde der spitze Winkel der Gefahr des
Zersplitterns ausgesetzt sein, wodurch nicht nur die Gestalt
des Gewdlbes verunstaltet, sondern auch die [31] Dauer-
haftigkeit des Gebdudes beeintriichtigt werden wiirde. Die
Construction eines Gewdlbes aus Gewolbsteinen erfordert mithin
unbedingt die Betrachtung der Tangentialebenen und Normalen
der von demselben gebildeten krummen Fliche.

25, Gehen wir zu einem zweiten Beispiele tiber, welches
auf den ersten Blick nicht von der Art zu sein scheint, dass
es einer gleich strengen Behandlung fihig ist.

Man ist gewohnt, in der Malerei zwei verschiedene Theile
der Kkiinstlerischen Thitigkeit zu unterscheiden. Der eine ge-
hort der eigentlichen Kunst an und hat das Ziel, in dem Be-
schauer eine bestimmte Erregung, eine bestimmte Empfindung
hervorzurufen, oder ihn in die Stimmung zu versetzen, welche
ihn am besten befihigt, einen bestimmten Eindruck in sich
aufzunehmen. Dieser Theil seiner Thitigkeit verlangt von dem
Kiinstler eine innige Bekanntschaft mit der Psychologle?) und
die genauesten Kenntnisse von der Natur der Dinge, von der
Art, in welcher sie auf uns einwirken, und von den, selbst
unwillkiirlichen Kennzeichen, durch welche sich diese Einwir-

Q%
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kung kundgiebt. Dies Alles kann aber nur das Resultat einer
ganz ausgezeichneten Erziehung sein, wie sie kaum Jemand zn
Theil wird und wie wir sie nicht im Entferntesten unseren
jungen Kiinstlern angedeihen lassen. Dieser Theil der kiinst-
lerischen Thitigkeit ist keiner allgemeinen Regel unterworfen,
und in Bezng auf ihn lassen sich nur gute Rathschlige geben.

Der andere Theil der Thitigkeit in der Malerei umfasst
genau genommen das Handwerksmiissige derselben und erstrebt
die sorgsame Ausfihrung der geistigen Schopfungen des ersten
Theiles, Hier ist nichts willkiirlich, alles kann vielmehr auf
Grund einer strengen Schlussfolgerung vorausgesehen werden,
weil es das nothwendige Ergebniss des Zusammenwirkens ge-
eigneter Objecte und gegebener Umstinde ist. Wenn ein Ob-
ject der Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn man die
Beschaffenheit, Zahl und Lage aller Korper kennt, welche es —
entweder mit directem oder reflectirtem Lichte — beleuchten
konnen, wenn die Lage des Auges des Beschauers festgelegt
ist und schliesslich alle Umstinde, welche auf die Besichtignng
Einfluss haben konnen, ermittelt und gut bekannt sind, so ist
das Bild jedes Punktes auf der sichtbaren Oberfliche des Ob-
jectes vollig bestimmt. Alles was sich auf den Farbenton und
die Helligkeit dieses Bildes bezieht, hingt ab von der Lage
der Tangentialebene in diesem Punkte des Objectes zu den
beleuchtenden Korpern und zu dem Auge des Beschauers und
kann durch Ueberlegung allein gefunden werden; ist es auf
solche Weise bestimmt, so muss es genau angewendet werden.
Jede Abschwichung ebense wie jede Uebertreibung wiirde den
Anblick und die Gestalt des Objectes verindern und eine
andere Wirkung als die von dem Kiinstler beabsichtigte her-
vorbringen.

Ich weiss sehr wohl, dass die oft nothwendige schnelle
Ausfihrung {32] nur selten eine Methode zu benutzen gestattet,
welche den Geist jeder sinnlichen Hiilfe beraubt und ihn allein
auf die Ausbildung seiner Verstandesfihigkeifen hinweist, und
dass es fir den Maler weit leichter ist, seine Objecte in Bezug
auf ihre Stellung, Lage, Farbentone und Helligkeitsverhiiltnisse
zu beobachten und dann nachzubilden. Wenn er sich aber
daran gewGhnt hitte, die Liage der Tangentialebenen und der
beiden Kriimmungen — von diesen sprechen wir in spiteren
Vorlesungen — in jedem Punkte der zu malenden Flichen in
Betracht zu ziehen, so wiirde er davon bedeutenden Nutzen
haben und im Stande sein, die Wirkungen, welche er durch
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Ausserachtlagsen einiger Umstinde vielleicht nicht erzielt hat,
noch hervorzubringen und andere Wirkungen, welche durch
fremdartize Umstédnde veranlasst sind, zu beseitigen.

Schliesslich sind - solche nichtssagenden Ausdriicke, wie
halbflach, helldunkel, welche die Maler fortwihrend ge-
brauchen, nur ein bestindiges Zeugniss dafiir, dass sie ein-
gehendere Kenntnisse und strengere Ueberlegungen nothwendig
brauchen.

26. Unabhiingig von ihrer Verwendbarkeit und Niitzlichkeit
fir viele Kiinste ist die Untersuchung der Tangentialebenen
und Normalen krummer Flichen in der darstellenden Geometrie
eines der fruchtbarsten Hiilfsmittel zur Losung von Aufgaben,
die durch andere Verfahren nur sehr schwierig zu losen sind
und von denmen wir einige Beispiele geben werden.

Methode fiir die Bestimmung der Tangentialebenen
in gegebenen Punkten krummer Flichen.

27. Die allgemeine Methode, um die Tangentialebene einer
krummen Fliche zu bestimmen, besteht (vgl. Artikel 23) darin,
durch den Berithrungspunkt die Tangenten an zwei verschiedene
durch diesen Punkt gehende FKrzeugende zu ziehen und dann
die durch diese zwel Geraden bestimmte Ebene zu construiren.
In einigen besonderen Fillen weicht man zwar, um die Con-
structionen abzukiirzen, ein wenig von der buchstiiblichen Be-
folgung dieser Vorschrift ab, aber man verfihrt immer in ganz
dlinlicher Weise.

Mit der Construction der Normalen beschiiftigen wir uns nicht
besonders, weil diese auf die Construction einer zur Tangen-
tialebene senkrechten Geraden hinausliuft, und wir diese
Construction bereits auszufiihren gelernt haben (vgl. 8. 25—286).

28. Erste Aufgabe. (Fig. 15 u. 16) In einem Punkte I
einer Cylinderfliche, dessen horizontale Projection
gegeben ist, soll die Tangentialebene an diese
Fliche gelegt werden.

Losung. Es selen ', ¢” die horizontale und verticale
Projection der gegebenen Geraden o, welcher die Erzeugenden
der Cylinderfliche [33] parallel sein sollen. In der horizon-
talen Ebene sei die Curve & gegeben™) durch welche die

* ‘In der Figur 15 ist als diese Curve % der durch die Punkte B,
C gehende Kreis mit dem Mittelpunkte 4 gezeichnet.)
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geradlinige Erzeugende stets hindurchgehen soll, und welche
man als die horizontale Spur der Cylinderfliche auffassen kann.
Lndlich sei P’ die gegebene Horizontalprojection des Punktes
der Cylinderfliche; in welchem die Tangentialebene an diese
construirt werden soll.

Zieht man durch den betrachteten Punkt P der Fliche,
dessen horizontale Projection nach P’ fillt, die zugehorige
geradlinige Erzeugende 2, so ist diese, da sie eine gerade

Fig. 15.

Linie ist, ihre eigene Tangente und mithin eine der beiden
Geraden, welche die Lage der gesuchten Tangentialebene be-
stimmen. Diese Gerade m muss ferner der gegebenen Geraden
a parallel sein, folglich sind ihre beiden Projectionen den Ge-
raden ¢ und " beziglich parallel. Zieht man also durch
den Punkt P’ eine Parallele zu der Geraden ', so erhilt man
die horizontale Projection ' der Erzeugenden sm. Um ihre
verticale Projection zu erhalten, verlingert man die Erzeugende
m auf der Cylinderfliche, bis sie die horizontale Projections-
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ebene schneidet; dies kann nur in einem Punkte geschehen,
welcher gleichzeitig auf der horizontalen Projection ' der
Erzeugenden und auf der Leitlinie £ liegt und also ein Schnitt-
punkt beider sein muss. Man verlingert also die Gerade /,
bis sie irgend einen Theil der Curve % schneidet.

Hier bieten sich nun zwei Félle dar: entweder schneidet
die Gerade m’ die Spur der Cylinderfliche nur in einem ein-
zigen Punkte oder in mehreren. Wir wollen die beiden Fiille
getrennt behandeln und zunichst annehmen, dass die Gerade
', wie weit wir sie auch verlingern, die Curve %k nur in
einem Punkte B schneidet. Da dieser Punkt B der erste
Spurpunkt der Erzeugenden s ist, so erhilt man ihre verticale
Projection 2", indem man den Punkt B mittelst der verticalen
Geraden BB" auf die verticale Projectionsebene projicirt und
durch den Punkt B” die Parallele m” zu «" zieht, Man hat
mithin jetzt die beiden Projectionen einer der Geradem, durch
welche die gesuchte Tangentialebene hindurchgehen muss. Die
verticale Projection P” des Beriihrungspunktes P muss nun
sowohl auf der durch den Punkt P’ zur Axe z gezogenen Senk-
rechten als auf der zweiten Projection " der Erzeugenden m
und folglich in ihrem Schnittpunkte liegen.

Schneidet die Gerade ' die Spur % der Cylinderfliche in
mehreren Punkten B, C, ..., so verfihrt man fiir jeden dieser
Punkte in genau derselben Weise, wie es soeben fiir den Fall
eines einzigen Schnittpunktes B beschrieben worden ist. [34]
Daraus folgt nur, dass man die verticalen Projectionen B” P,

C"Q", ..., von eben so vielen erzeugenden Geraden und die
verticalen Projectionen von eben so vielen Berithrungspunkten
P”, Q", ... erhilt, als es Schnittpunkte der Geraden /' mit

der Curve I giebt.

In den Figuren 15 u. 16 ist die Spur % der Cylinder-
fliche ein Kreis, welcher von einer schneidenden Geraden
im allgemeinen in zwei Punkten getroffen wird. Es muss also
die durch den Punkt P’ gezogene Verticale die Cylinderfliche
in zwei Punkten schneiden, zuerst in dem Punkte I°, welcher
auf der durch den Punkt B gehenden Erzeugenden liegt und
dessen verticale Projection P” ist, und dann in dem Punkie
Q", welcher auf der durch den Punkt C gehenden Erzeugenden
liegt und dessen verticale Projection ©" ist. Obgleich die
beiden Punkte P und @ dieselbe Horizontalprojection P’ be-
sitzen, fallen sie durchaus nicht zusammen und zu jedem von
ihnen gehort eine besondere Tangentialebene. Jetzt hiitte man
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weiter fiir jeden Beriihrungspunkt eine zweite Gerade zu con-
struiren, welche die Lage der Tangentialebene in dem Punkte
bestimmt. Wollte man streng nach der allgemeinen Methode
verfahren, so miisste man, indem man die Spurlinie der Cy-
linderfliche als eine zweite Erzeugende ansieht, durch jeden
Beriihrungspunkt eine solche hindurchlegen und an dieselbe
die betreffende Tangente construiren. Bei den Cylinderflichen

Fig. 16.

kann man aber eine einfachere Betrachtung benutzen. Die
Tangentialebene im Punkte P beriihrt die Fliche lings der ge-
radlinigen Erzeugenden s, welche durch diesen Punkt hindurch-
geht, und also auch in dem Spurpunkte B, welcher ein Punkt
der Graden e ist; folglich muss die gesuchte Tangentialebene
auch durch die im Punkte B an die Leitlinie ~ des Cylin-
ders gezogene Tangente hindurchgehen. Durch den gleichen
Schluss erkennt man, dass die Tangentialebene im Punkte €/
durch die im Punkte C an die Leitlinie ' gezogene Tangente
hindurchgehen muss. Wenn man also in den beiden Punkten
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B und C de Tangenten s, und #, an den Spurkreis zieht
und sie verlingert, bis sie die Projectionsaxe in den beiden
Punkten S, und 7, schneiden, so hat man damit die in der
horizontalen Ebene gelegenen Spurlinien der beiden Tangential-
ebenen erhalten.

Es bleiben jetzt nur noch die in der verticalen Ebene ge-
legenen Spurlinien der beiden Tangentialebenen zu construiren
iibrig. Da man fiir jede dieser Spurlinien bereits einen Punkt S,
bez. T, kennt, durch welchen sie hindurchgehen muss, so
braucht man fiir jede nur noch einen Punkt zu bestimmen.

Fig. 16. Zu diesem Zwecke construiren wir, indem wir fiir
die erste der beiden Ebenen das Verfahren auseinandersetzen,
denjenigen Punkt, [35] in welchem eine durch den Berithrungs-
punkt P in der Tangentialebene gezogene horizontale Gerade /
die verticale Projectionsebene schneidet. Die horizontale Pro-
jection /' dieser Hiilfsgeraden /. erhilt man, indem man durch
den Punkt P’ eine Parallele zn der ersten Spurlinie s, dieser
Tangentialebene zieht und zwar, bis sie die Axe » in dem
Punkte H," schneidet; die veltlcale Projection k" ist die durch
den Punkt P” gezovene horizontale Gerade. Der gesuchte
Schnittpunkt der Geraden  und der zweiten Projectionsebene
muss sowohl auf der durch den Punkt H,” gezogenen Verti-
calen als auch auf der durch den Punkt P” gezogenmen Hori-
zontalen %" liegen und ist folglich der Schnittpunkt H, beider.
Verbindet man schliesslich noch die Punkte H, und S durch
die Gerade s,, so ist sie die zweite Spurlinie de1 betlachteten
Tangentialebene Um die zweite Spurlinie der anderen Tangen-
tialebene zu finden, verfihrt man in ganz gleicher Weise: man
zieht durch den Punkt P’ zu der Spurlinie #, eine Parallele ¢,
welche die Axe in dem Punkte J', trifft, und errichtet in J',
auf der Axe x eine Senkrechte, welche die durch den Punkt
()" gezogene horizontale Gerade ¢’ in dem Punkte .J, schneidet.
Die Verbindungsgerade der beiden Punkte ./, und 7, ist dann
die gesuchte zweite Spurlinie #,.?)

29. Zweite Aufgabe. (Fig. 17) In einem durch seine
Horizontalprojection gegebenen Punkte einer Kegel-
fliche soll man die Tangentialebene an die Fliache
eonstruiren.

Losung. Die Losung dieser Aufgabe weicht von der vorigen
nur darin ab, dass die erzeugende Gerade, statt immer sich
selbst parallel zu bleiben, stets durch die Spitze des Kegels,
welche durch ihre beiden Projectionen gegeben ist, gehen muss.
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Wir glauben daher, dass es sich nicht empfiehlt, die Losung
hier durchzufithren, und empfehlen vielmehr dem Leser, sie
selbst zu suchen, wozu wir ihm die nachfolgende Figur 17
als Hilfsmittel fir den Fall, dass ein solches noch nothig ist,
an die Hand geben.

Fig. 17.

30. Dritte Aufgabe. (Fig. 18 u. 19) Man soll in einem
durch seine Horizontalprojection gegebenen Punkte I’
einer Umdrehungsfliche, deren Axe a vertical steht,
die Tangentialebene an die Fliche construiren.

Lésung. Es sei 4 die gegebene horizontale Projection der
Umdrehungsaxe a, a” ihre verticale Projection, k" die gegebene
erzeugende Curve, wie sie eine durch die Axe o gelegte Ebene
{in der Figur die zur verticalen Projectionsebene parallele
Ebene) aus der Fliche ausschneidet, und P’ die gegebene hori-
zontale Projection des Berithrungspunktes P.

Denkt man gich durch den Beriihrungspunkt P und die
Umdrehungsaxe o eine verticale Ebene hindurchgelegt, deren
horizontale Projection die unbegrenzte Gerade AP' ist, so
schneidet diese Ebene die Umdrehungsfliche in der [36] durch
den Punkt P gehenden erzeugenden Curve. Zieht man durch
den Punkt P’ eine verticale Gerade, so schneidet sie die eben
erwithnte Erzeugende und folglich auch die Umdrehungsfliche
in einem oder mehreren Punkten P, Q, . . ., welche ebenso viele
Beriihrungspunkte mit der gemeinsamen horizontalen Projection
P’ sind, Alle diese Beriithrungspunkte findet man dadurch,
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dass man die Strecke AP' auf der Projectionsaxe  von A”
bis B, abtrigt und durch den letzteren Punkt eine Parallele

Tig. 18.

zu o' zieht; die Punkte B”, C”, ..., in denen diese Gerade
die Curve &” schneidet, geben die Hohen tiber der horizontalen
Projectionstafel fiir ebenso viele Schnittpunkte der durch den
Punkt P’ gezogenen Verticalen mit der durch P gehenden Er-
zeugenden der Fliche an. Um die verticalen Projectionen der
gesuchten Beriihrungspunkte zu erhalten, zieht man durch alle
diese Punkte B”, C”, ... unbegrenzte horizontale Gerade, auf
welchen jene liegen miissen; andererseits miissen sie aber auch
auf der durch den Punkt P’ senkrecht zur Projectionsaxe x
gezogenen Geraden liegen, Die Schnittpunkte P”, Q7, ...
dieser letzteren Senkrechten mit den eben erwiihnten horizon-
talen Geraden sind mithin die zweiten Projectionen der ver-
schiedenen Berithrungspunkte.
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Legt man ferner durch jeden Bertihrungspunkt eine hori-
zontale Ebene hindurch, so schneidet diese die Umdrehungs-
fliche in einem Kreise, welcher als eine zweite erzeugende
Curve derselben betrachtet werden kann; der Mittelpunkt dieses
Kreises liegt auf der Axe « und die Tangente im Beriihrungs-
punkte steht, da sie auf dem zugehdrigen Radius senkrecht
steht, auch senkrecht auf der durch die Gerade AP hindurch-
gelegten verticalen Ebene, in welcher dieser Radius liegt. Die
durch diese Kreistangente hindurchgehende Tangentialebenc
muss folglich auch auf derselben verticalen Ebene senkrecht
stehen und daher in der horizontalen Projectionsebene eine
zn Al senkrechte Spur haben, zu deren Bestimmung man
pur noch ihren senkrechten Abstand von dem Punkte .1 zn

bestimmen braucht. Zieht man nun durch die Punkte B,
¢", ... die Tangenten B" F,, C" G,, ... an die Erzeugende
k" so geben die Strecken A"F,, A"G, ... die gesuchten
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Abstinde. Trigt man schliesslich diese Strecken von 4 aus
auf der Geraden AP’ bez bis F, G, ... ab und zieht man
durch die so erhaltenen Punkte die zu 4P’ senkrechten Ge-
raden s, ¢,, . . ., welche die Projectionsaxe in den Punkten S,,
Ty, - .. schneiden, so sind letztere Geraden die ersten Spur-
linien der gesuchten Tangentialebenen.

Um in der verticalen Projectionsebene die Spurlinien aller
dieser Ebenen zu erhalten, muss man sich durch jeden Beriih-
rungspunkt eine horizontale Gerade in der zugehorigen Tangen-
tialebene gezogen und bis zu ihrem Durchstosspunkte durch die
verticale Projectionstafel verlingert denken. [37] Jede solche
Gerade ist die Tangente an den durch den zugehdrigen Be-
rithrungspunkt gehenden Parallelkreis der Fliche, und ihr in
der verticalen Projectionsebene gelegener Spurpunkt gehort
der in derselben Ebene liegenden Spurlinie der betreffenden
Tangentialebene an. Fiir alle Beriihrungspunkte P, O, .
haben die horizontalen Hilfsgeraden £, ¢, ... dieselbe hori-
zontale Projection, nimlich die durch den Punkt P’ senkrecht
zu AP’ gezogene Gerade %', welche in dem Punkte H,' die
Projectionsaxe schneidet. Zieht man durch H,' eine verticale
Gerade, so liegen auf ihr alle Durchstosspunkte der horizon-
talen Hiilfsgeraden durch die verticale Projectionstafel, und da

diese Punkte auch auf den durch B”, C”, ... gezogenen hori-
zontalen Geraden %", ¢”, ... liegen miissen, so sind sie die
Schnittpunkte H,, J,, ... derselben mit der verticalen Geraden

durch H,'. Jeder dieser Punkte liefert einen Punkt der gesuchten
zweiten Spurlinie fiir je eine der betrachteten Tangentialebenen.
Folglich ist die Gerade s,, welche H, mit S, verbindet, die
zweite Spurlinie der ersten Tangentlalebene, “die Gelade t,,
welche J, mit 7', verbindet, diejenige der zweiten Tangential-
ebene, und so fort, wenn deren noch mehrere zu betrachten
sind.

Wir beschrinken uns jetzt auf die drei soeben behandelten
Beispiele, weil diese fiir alle Flichen, deren Erzeugung wir
frither (vgl. 8. 20—22) beschrieben haben, ausreichen. In der
Fortsetzung dieses Werkes werden wir Gelegenheit haben, die
Erzeugung von weit mehr Flichenfamilien kennen zu lernen
und dann das gleiche Verfahren zur Bestimmung ihrer Tan-
gentialebenen und Normalen anwenden. Jetzt wollen wir eine
Aufgabe hehandeln, zu deren Losung man mit Vortheil die
Betrachtung einer Tangentialebene benutzt.

31. Vierte Aufgabe. (Fig. 20) Zwei Gerade ¢ und 2
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sind durch ihre horizontalen und verticalen Projec-
tionen g', &' undy’, 7" gegeben. Es sollen die beiden
Projectionen n', " ihres ktirzesten Abstandes (d. h
der Geraden, welche gleichzeitig auf den beiden
Geraden g und A senkrecht steht) construirt und die
wahre Linge desselben bestimmt werden.

Lésung. Durch die erste der beiden gegebenen Geraden g
denken wir nns eine Ebene X parallel zu der zweiten Geraden %
gelegt, was immer moglich ist; denn wenn man durch einen
beliebigen Punkt der Gerdden g eine Parallele zu der Geraden
I zieht und diese dritte Gerade sich immer parallel zu sich
selbst die Gerade g entlang bewegen ldsst, so erzeugt sie die
Ebene 2. Ferner denken wir uns um die Gerade % als Axe
einen Kreiscylinder construirt, [38] dessen Radius gleich dem
gesuchten kiirzesten Abstande der beiden Geraden ¢ und / ist.
Diese Cylinderfliche wird von der zuerst construirten Ebene X
lings einer zur Cylinderaxe % parallelen Geraden e beriihrt,
welche die Gerade g in einem bestimmten Punkte P schneidet.
Zieht man durch diesen Punkt eine Senkrechte zu der Ebene X,
so ist sie die gesuchte Gerade des kiirzesten Abstandes; denn
sie geht durch einen Punkt der Geraden g, steht in diesem
auf g senkrecht und schneidet die Gerade % unter einem rechten
Winkel, da sie ein Radius der um die Gerade & als Axe con-
struirten Cylinderfliche ist.

Es kommt also nur noch darauf an, alle Schritte dieser
Losung allmdhlich durch Construction wirklich auszufiihren.

1. Um die Spurlinien s,, s, der durch die Gerade g parallel
zu der andern Geraden / gelegten Ebene X zu construiren, sucht
man zundichst den Punkt G,, in welchem die Gerade g die
horizontale Ebene schneidet; dieser ist ein Punkt der ersten
Spurlinie s,. Nachdem man die verticale Projection 4" bis
zum Schnittpunkte G,” mit der Projectionsaxe x verlingert
hat, zieht man durch den Punkt &,” eine Senkrechte zu =,
welche die horizontale Projection ¢ in dem gesuchten ersten
Spurpunkte (#, schneidet. Ferner ziehit man durch den zweiten
Spurpunkt der Geraden g, dessen Horizontalprojection G, ist
und dessen Verticalprojection mit dem Punkte &, selbst zu-
sammenfillt, zu der Geraden & die Parallele ¢, deren Projec-
tionen man erhilt, indem man durch G," zu %' die Parallele ¢’
und durch G, zu 2’ die Parallele 3" zieht. Errichtet man in
dem Schnittpunkte J,” der Axe x mit 3” eine Senkrechte, so
schneidet diese die erste Projection z° in dem ersten Spur-
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punkte J, der Hiilfsgeraden 4. Der Punkt J, ist dann eben-
falls ein Punkt der ersten Spurlinie der gesuchten Ebene 2.

e

Fig. 20.

Zieht man also die Gerade G| J,, welche man bis zu ihrem
Schnittpunkte S, mit der Axe x verlingert, so ist sie die
gesuchte erste Spurlinie s,. Verbindet man noch die Punkte
S, und G, durch eine Gerade, so ist diese offenbar die zweite
Spurlinie s, derselben Ebene.

2. Um die Beriihrungslinie s der Ebhene X mit der Cylinder-
fliche zu construiren, muss man von einem beliebigen Punkte
der Geraden %, welche die Axe des Cylinders ist (z. B. von
ihrem ersten Spurpunkte H,), ein Loth auf die tangirende Ebene
Z fillen; der Fusspunkt K dieses Lothes ist ein Punkt der
Beriibrungslinie #. Um diesen Fusspunkt nach der frither
(vgl. Art. 16, 8. 25-——26) gegebenen Methode zu finden, be-
stimmt man zunsichst die Projectionen des erwihnten Lothes,
[39] indem man durch die Punkte H,, H," bez. die Senkrechten
Iy I” zu den Spurlinien s,, s, zieht. Nachdem man dann die
Gerade I' verlingert hat, bis sie die Spurlinie s, in dem Punkte
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F, und die Irojecticnsaxe « in dem Punkte F, schneidet,
projicirt man den ersteren in den Punkt F,” der Projections-
axe z, den letzteren in den Punkt F, der Spurlinie s, und
zieht dann die Gerade F,” F,, deren Schnittpunkt mit " die
zweite Projection A des gesuchten Fusspunktes ist; die Hori-
zontalprojection A’ desselben erhilt man dadurch, dass man
K"K’ genkrecht zur Projectionsaxe x bis zum Schnitte mit [’
zieht. Die durch die Punkte K', K" bez. zu #', I’ gezogenen
Parallelen 212", m” sind die beiden Projectionen der Geraden i,
in welcher die Ebene £ von der Cylinderfliche berithrt wird.
Die Punkte ', P”, in denen die beiden Projectionen von m
von denmen der gegebemen Geraden g geschnitten werden, sind
die Projectionen des Punktes P der Geraden g, durch welchen
die gesuchte Linie des kiirzesten Abstandes hindurchgeht.

3. Nachdem man die Projectionen P’, P” des Punktes P
der gesuchten Linie des kiirzesten Abstandes kennt, braucht
man nur durch den Punkt P’ eine Senkrechte zu der Spur-
linie s, und durch den Punkt P” eine Senkrechte zu der Spur-
linie s, zu ziehen; die zwischen den Projectionen der beiden
Geraden gelegenen Sticke P’ Q und P” Q" sind dann die
Projectionen des gesuchten kiirzesten Abstandes.

4. Um schliesslich die wahre Linge dieses kiirzesten Ab-
standes zu erhalten, wendet man das in dem Artikel 9 durch
die Figur 5 (Seite 16) veranschaulichte Verfahren an.t)

Die Zuhiilfenahme einer Cylinderfliche, welche von einer
Ebene beriihrt wird, ist zur Losung dieser Aufgabe nicht un-
bedingt nithig. Man kann auch so verfahren, dass man eine
zu den beiden gegebenen Geraden ¢ und % parallele Ebene
construirt und dann durch die Geraden ¢ und /& zu dieser
Ebene senkrechte Ebenen hindurchlegt; die Schnittgerade dieser
beiden letzteren Ebenen ist dann die Linie des kiirzesten Ab-
standes. Wir begniigen uns aber mit dieser Andeutung der
anderen Losung und empfehlen dem ILeser, die Construction
zu seiner Uebung selbst durchzufiihren.

Bedingungen, welche die Llage der Tangential-
ebene einer heliebigen krummen Fliche bestimmen.
Bemerkung iiber die abwickelbaren Flichen.

32, In den verschiedenen Aufgaben, welche wir iiher die
Tangentialebenen krummer Flichen gelost haben, setzten wir
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stets voraus, dass der gegebene Punkt, durch welchen die
Tangentialebene hindurchgehen soll, auf der Fliche liegt
und der Beriihrungspunkt der Tangentialebene ist; diese Be-
dingung allein geniigte, um die Lage der Ebene zu bestimmen.
Dies ist aber nicht mehr der Fall, [40] wenn der Punkt, durch
welchen die Tangentialebene hindurchgelegt werden soll, ausser-
halb der Fliche liegt.

Damit eine Ebene ihrer Lage nach vollig bestimmt sei, muss
sie drei verschiedenen Bedingungen gentigen, deren jede mit
der andern Bedingung, dass die Ebene durch einen gegebenen
Punkt hindurchgehen soll, gleichwerthig ist. Wenn der Beriih-
rungspunkt nicht gegeben ist, so kommt aber im Allgemeinen die
Bedingung, dass eine Ebene Tangentialebene an eine krumme
Fliche sein soll, nur einer einzigen dieser drei Bedingungen
gleich. Stellt man sich also die Aufgabe, durch derartige
Bedingungen die Lage einer Ebene zu bestimmen, so sind
deren im allgemeinen drei nothig. Denn nehmen wir drei
krumme Flichen und eine Ebene, welche eine derselben be-
rithrt, als gegeben an, so konnen wir uns vorstellen, dass sich
diese Ebene um die Fliche herumbewegt, indem sie dieselbe
dabei fortwidhrend beriihrt; diese Bewegung kann nach allen
Richtungen hin stattfinden, wobel nur der Beriihrungspunkt
seine Lage auf der Fliche fndert und sich nach derselben
Richtung hin bewegt, nach welcher die Bewegung der Ebene
gerichtet ist. Denken wir uns nun, dass diese Bewegung nach
einer beliebigen, aber bestimmten Richtung hin vor sich geht,
und zwar so weit, bis die Ebene die zweite Fliche in einem
bestimmten Punkte beriihrt, so ist dann die Ebene zwar zu-
gleich Tangentialebene an die beiden ersten der gegebenen drei
Flichen, aber ihre Lage ist dadurch noch nicht festgelegt. Wir
konnen uns n#mlich vorstellen, dass sich die Ebene nun um
beide Flichen herum dreht, indem sie stets beide zugleich be-
rithrt. Sie kann sich dabei nicht mehr, wie frither, frei nach
jeder Richtung, sondern nur noch nach einer einzigen Richtung
bewegen. Mit der Ebene bewegen sich zugleich ihre beiden
Berithrungspunkte und zwar jeder auf seiner Fliche; werden
die bheiden Berithrungspunkte durch eine Gerade verbunden, so
bewegen sich diese beiden Punkte in Bezug auf die Gerade
in demselben oder in entgegengesetztem Sinn, je nachdem die
beiden krummen Flichen die Ebene auf derselben oder auf
verschiedenen Seiten beriihren. Denken wir uns nun diese
einzige noch mogliche Bewegung so weit fortgesetzt, bis die

Ostwald’s Klassiker. 117, 4
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Ebene auch die dritte gegebene Fliche in einem bestimmten
Punkte beriihrt, so ist dann die Lage der Ebene vollstindig
festgelegt, und die Ebene kann sich nicht mehr bewegen,
ohne aufzuhéren an einer der gegebenen Flichen Tangential-
ebene zu bleiben.

Wie man sieht, sind also, um die Lage einer Ebene durch
unbestimmte Berithrungen mit gegebenen krummen Flichen zu
bestimmen, im allgemeinen deren drei nothig. Wenn man sich
daher die Aufgabe stellt, an eine gegebene krumme Fliche
eine Tangentialebene [41] zu legen, so ist diese Bedingung
nur einer der drei Bedingungen, durch welche die Lage einer
Ebene bestimmt wird, gleichwerthig, und man kann noch zwei
andere Bedingungen willkiirlich hinzufiigen, z. B. dass die Ebene
noch durch zwei gegebene Punkte oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, durch eine gegebene Gerade gehen soll. Soll die Ebene
gleichzeitig zwei Flichen berithren, so sind dadurch zwei Be-
dingungen gegeben, und es bleibt nur eine, iiber welche man
frei verfiigen kann, z. B. indem man annimmt, dass die Ebene
durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen soll. Wenn aber
die Ebene gleichzeitig drei gegebene Flichen berithren soll,
so ist keine Bedingung mehr frei verfigbar, da die Lage der
Ebene bereits vollig bestimmt ist.

Das soeben Gesagte bezieht sich auf krumme Flichen im
allgemeinen und gilt nicht fiir die Cylinder-, Kegel- und ab-
wickelbaren Flichen. Denn bei diesen Arten von Flichen
findet die Berthrung mit einer Ebene nicht nur in einem ein-
zigen Punkte statt, sondern lings einer unbegrenzten Geraden,
welche mit einer Erzeugenden der Fliche zusammenfillt, Die
Forderung, dass eine Ebene eine einzige solche Fliche bertihren
soll, kommt zwei Bedingungen gleich, da die Ebene durch eine
gerade Linie gehen muss, und es bleibt folglich nur noch eine
Bedingung frei wihlbar, wie z. B. die, dass die Ebene durch
einen gegebenen Punkt gehen soll. Man kann also nicht ver-
langen eine Ebene zu construiren, welche an zwei derartige
Flichen Tangentialebene ist, und noch weniger eine solche,
welche es an drei derartige Flichen ist, ausgenommen in
Fillen, in welchen durch vorhandene besondere Umstinde
diese Bedingungen miteinander vertriglich sind.
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Beispiele von Fillen, in denen es nothig ist,
Tangentialebenen an eine Fliche von ausserhalb
derselben gelegenen Punkten zu legen.

33. Bevor wir weiter gehen, empfiehlt es sich, einige
Beispiele von Fillen zu geben, in denen man gezwungen ist,
Tangentialebenen an krumme Flichen von nicht auf ihnen
liegenden Punkten zu legen.

Wenn man die allgemeinen Grundsitze der Befestigungs-
kunst auseinandersetzt, so mimmt man zun#chst an, dass das
Terrain, welches eine Festung auf Kanonenschussweite um-
giebt, nach jeder Richtung hin eben ist und keine Anhchen
aufzuweisen hat, welche dem Belagerer irgendwelchen Vortheil
gewshren konnten. Unter dieser Voraussetzung bestimmt man
die Risse der Hauptwille, Liinetten, gedeckten Ginge und der
vorgeschobenen Werke und giebt an, [42] wie die verschie-
denen Theile der Befestigungen sich gegenseitig beherrschen
miissen, damit alle in wirksamster Weise zu ihrer wechsel-
seitigen Vertheidigung beitragen. Um dann diese Grundsitze
auf den Fall anzuwenden, in welchem gsich in der Umgebung
der Festung irgend eine Anhthe befindet, die ein Belagerer
benutzen konnte und gegen welche mithin die Festung geschiitzt
werden muss, muss man eine weitere Betrachtung zu Hiilfe
nehmen. Ist nur eine einzige Anhtohe vorhanden, so wihlt
man in der Festung zwei Punkte, durch welche man eine Tan-
gentialebene an die Anhdhe, vor deren Bestreichung man sich
schitzen will, legt. Diese Tangentialebene nennt man De-
filementebene, und man lisst alle Theile der Befestigungen
sich ebenso hoch iiber die Defilementebene erheben, als sie
sich iber die Horizontalebene erheben miissten, wenn das
Terrain vollig eben wire. Dadurch erreicht man es, dass die
Befestigungswerke einander und alle zusammen die benachbarte
Anhohe in derselben Weise beherrschen, wie in einem ganz
ebenen Terrain, und die Befestigungen gewihren die gleichen
Vortheile, wie in dem ersten Falle. Betreffs der Wahl der
beiden Punkte, durch welche die Defilementebene hindurch-
gehen muss, ist folgenden zwei Bedingungen zu geniigen:
1. Der von dieser Ebene mit dem Horizonte gebildete Winkel
sei moglichst klein, damit die Wallginge weniger Neigung
haben und der Vertheidigungsdienst auf weniger Schwierig-
keiten stosst.. 2. Die Erbebung der Befestigungen iiher das

4%
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natiirliche Terrain sei ebenfalls so klein als miglich, damit
ihr Bau weniger Arbeit und Kosten verursacht.

Sind in der Umgebung der Festung zwei Anhéhen vor-
handen, vor derem Bestreichung die Befestigungen zu schiitzen
sind, so muss die Defilementebene Tangentialebene an die
Flichen beider Anhiohen zugleich sein. Um ihre Lage fest-
zulegen, kann man mithin nur noch iiber eine Bedingung frei
verfiigen, und zwar thut man dies in der Weise, dass man
in der Festung den Punkt, durch welchen die Defilementebene
hindurchgehen soll, so auswiihlt, dass soweit als irgend moglich
die im ersten Falle angegebenen Bedingungen erfillt sind.

34. Das zweite Beispiel, welches wir anfithren wollen, ist
wieder der Malerei entnommen.

Die Oberflichen der Korper zeigen, besonders wenn sie
polirt sind, so glinzend leuchtende Punkte, dass sie in jhrem
Glanze dem der Lichtquelle, welche die Fliche bestrahlt, fast
gleichkommen. Die Leuchtkraft dieser Punkte ist um so grosser
und ihr Umfang um so kleiner, je glinzender und glatter die
Oberflichen sind. [43] Wenn die Oberflichen matt und rauh
sind, so haben die leuchtenden Punkte geringeren Glanz und
nehmen einen grosseren Theil der Oberfliiche ein.

Fiir jede Flidche ist die Lage des leuchtenden Punktes
durch die folgende Bedingung bestimmt: Der einfallende Licht-
strahl und der nach dem Auge des Beschauers reflectirte Licht-
strahl miissen in derselben Normalebene zur Tangentialebene
in dem leuchtenden Punkte liegen und mit dieser letzteren
gleiche Winkel bilden, weil der leuchtende Punkt als Spiegel
wirkt und ein Theil des Bildes der Lichtquelle in das Auge
zuriickstrahlt. Die Bestimmung dieses Punktes erfordert die
susserste Genauigkeit, und der geringste dabei begangene Fehler
giebt zu sehr grossen Irrthiimern und Verzerrungen in dem
susseren Ansehen eines Gegenstandes Anlass, selbst wenn
seine Umrisse und seine Zeichnung mit mathematischer Ge-
nauigkeit aunsgefiihrt sind. Wir geben dafiir nur ein einziges,
aber sehr treffendes Beispiel.

Die Oberfliche des Augapfels ist glinzend und, um ihren
Glanz so intensiv als moglich zu machen, ausserdem noch mit
einer diinnen Flissigkeitsschicht iiberzogen. Beobachtet man
ein offenes Auge, so nimmt man auf seiner Oberfliche einen
leuchtenden Punkt von grossem Glanze und sehr geringem
Umfange war, dessen Lage von derjenigen der Lichtquelle und
des Beobachters abhiingt. Hiitte die Oberfliiche des Augapfels
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vollkommene Kugelgestalt, so konnte sich das Auge um seine
verticale Axe drehen, ohne dass die Lage des leuchtenden
Punktes die geringste Aenderung erfahren wiirde. Der Aug-
apfel ist aber in der Richtung der Sehaxe verlingert, und
wenn er sich um seine verticale Axe dreht, so verschiebt sich
die Lage des leuchtenden Punktes. Diese Verschiebung, fiir
welche wir durch lange Uebung sehr empfindlich geworden
sind, bedingt sehr wesentlich unser Urtheil iiber die Stellung
des Anungapfels. Hauptsichlich aus dem Unterschiede der Lage
der leuchtenden Punkte auf den Oberflichen der Augipfel
eines Menschen erkemnen wir, ob er schielt oder nicht schielt,
ob er uns ansieht oder nicht ansieht, und wohin er in dem
letzteren Falle seinen Blick gerichtet hat.

Indem wir dieses Beispiel erwihnen, wollen wir damit nicht
behaupten, dass man nun die Lage des leuchtenden Punktes
auf dem Augapfel durch geometrische Zeichnung bestimmen
soll; wir wollen durch dasselbe mur deutlich erkennen lassen,
wie geringe Irrthiimer in der Lage dieses Punktes oft betricht-
liche Fehler in der #usseren Erscheinung des Gegenstandes
hervorbringen konnen, obgleich sonst sein Husserer Umriss
immer derselbe bleibt.

[44]
Tangentialebene an eine oder mehrere Kugeln.
Bemerkenswerthe Eigenschaften des Kreises,
der Kugel, der Kegelschnitte und der Flichen

zweiten Grades.

35. Qehen wir nun zur wirklichen Bestimmung von Tangen-
tialebenen iiber, welche von einem ausserhalb liegenden Punkte
an krumme Flichen gelegt werden sollen.

Die Kugel ist eine der einfachsten Flichen, welche man
betrachten kann. Sie hat mit einer grossen Anzahl anderer
Flachen die Art der Erzeugung gemeinsam; man konnte sie
z. B. zu den Umdrehungsfliichen zihlen und sie nicht beson-
ders betrachten. Thre Regelmissigkeit aber ist die Ursache
von bemerkenswerthen Resultaten, von welchen einige durch
ihre Neuheit besonderen Reiz haben und mit welchen wir uns
— weniger ihrer selbst willen, als um in der rdumlichen An-
gchauung die fiir allgemeinere und niitzlichere Dinge nothige
Cebung zu erhalten -— zunichst beschiftizen wollen.
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36. Erste Aufgabe. Es soll durch eine gegebene
Gerade eine Tangentialebene an eine gegebene Kugel
gelegt werden.

Losung I, (Fig. 21 u. 22) M', M" seien die beiden Pro-
jectionen des Kugelmittelpunktes M, /' die erste Projection des
horizontalen grossten Kugelkreises & und ¢, ¢” die heiden Pro-
jectionen der gegebenen Geraden g. Durch den Kugelmittel-
punkt M denken wir ung zunichst eine Ebene E senkrecht zu
der Geraden g gelegt und nach dem von ung in dem Artikel 16
(Seite 25—26) gegebenen Verfahren die Projectionen P, P”
des Schnittpunktes dieser Ebene mit der Geraden g bestimmt.

Durch die Gerade g konnen offenbar zwei Tangentialebenen
2 und T an die Kugel gelegt werden, welche sie auf verschie-
denen Seiten berithren und zwischen denen die Kugel selbst
liegt. Deshalb erhalten wir zwei verschiedene Beriihrungs-

SN/ 4
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Fig. 21.

punkte S und 7, deren Projectionen zunichst zu construiren
sind.

Fillt man zu dem Zwecke von dem Kugelmittelpunkte Lothe
auf die beiden Tangentialebenen Z und T, so treffen die Lothe
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diese letzteren in ihren Beriihrungspunkten S, 7' mit der Kugel
und liegen in der zu der gegebenen (Geraden g senkrechten
Hiilfsebene E. Die beiden Berithrungspunkte sind mithin auf
der Schnittlinie der Kuge! und der Ebene E gelegen, welche
ein grosster Kugelkreis ist und an welche die beiden Schnitt-
geraden der Ebene E mit den gesuchten Tangentialebenen
Tangenten sind.

[45] Man denkt sich also in der Ebene E durch den Kugel-
mittelpunkt M eine horizontale Gerade h gezogen, deren ver-
ticale Projection /2 die durch den Punkt M” gezogene horizontale
Gerade und deren horizontale Projection 2’ das von dem Punkte
M' auf die Projection g gefillte Loth ist. Denkt man sich
dann weiter die Ebene E um diese horizontale Gerade 2 in
die Lage E, parallel zur ersten Projectionsebene gedreht, so
muss der Schnittkreis der Ebene E mit der Kugel sich eben-
falls in den Kreis &' projiciren, auf dessen Peripherie dann
auch die beiden gesuchten Berithrungspunkte liegen. Construirt
man noch den Punkt P, — die Projection des Punktes P,
in welchen der Schnittpunkt P der Ebene E und der Geraden g
durch diese Umlegung zu liegen kommt —, so bestimmen die
beiden Tangenten P,’S,” und P, T,’, welche von P, aus an
den Kreis &' gezogen werden konnen, die beiden gesuchten
Berithrungspunkte in der umgelegten Ebene E,. Den Punkt P,
oder, was dasselbe ist, den Abstand des Punktes P von dem
Punkte 4*) kann man aber leicht finden, da die horizontale
Projection dieser Strecke gleich A’ P’ und die Differenz der
verticalen Hohen ihrer Endpunkte gleich B”P” ist; trigt man
also die Strecke 4’ P’ auf der Geraden 2" von B” aus bis A°
ab, so ist die Hypotenuse A°P” gleich dem gesuchten Ab-
stande, welchen man dann auf der Projection g' von A4’ bis
P, abtriigt. Von P, zieht man hierauf die beiden Tangenten
an den Kreis %, deren Beriihrungspunkte die Projectionen S/,
T, der gesuchten Beriihrungspunkte in der Lage S,, T,, in
welche sie durch die Umlegung der Ebene E zn liegen ge-
kommen sind, bestimmen.

Um nun schliesslich die Projection &', 7" der Beriihrungs-
punkte S, 7 in ihrer eigentlichen Lage zu finden, dreht man
die umgelegte Ebene E, wieder um die Gerade % in ihre ur-
spriingliche Lage E zuriick, wodurch der Punkt P, die beiden

* Der Punkt 4 ist der Schnittpunkt einer durch die Gerade g
gelegten Verticalebene mit der Geraden A.]
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Tangenten P,S,, P,7T, (welche bis zu ihren Schnittpunkten
C und D mit der Geraden 2 verlingert sind) und die Sehne
S, T, (welche die Gerade . in dem Punkie E schneidet) in
ihre natiirliche Lage, also in P, P.S, PT, ST zu liegen kommen,
Die Punkte ) D, E und also auch C', D', E’ behalten bei
dieser Bewegung unverdndert ihre Lage bel, da sie auf der
Umdrehungsaxe selbst liegen. Die Punkte .S,, T, beschreiben
Kreishbogen, deren Ebenen senkrecht auf der Geraden & stehen
und deren horizontale Projectionen die von S,, T, auf die
Gerade h' gefillten Lothe sind; anf diesen Lothen miissen die
horizontalen Projectionen S, 7' der gesuchten Beriihrungs-
punkte S, 7 liegen. Wihrend dieser Riickwirtshewegung der
Ebene E bleiben aber die beiden Tangenten P,S, C und
P,T,D stets Tangenten an den grossten Kugelkreis, welcher
von der Ebene E aus der Kugel ausgeschnitten wird, und S,
und T, stets ihre Beriihrungspunkte mit demselben; [46] ist
die Ebene in ihre urspriingliche Liage E zuriickgelangt, so fillt
der Punkt P,” wieder in den Punkt P’ und die beiden Tangen-
ten projiciren sich in die geraden Linien P'C’ und P'D’.
Auf diesen beiden letzteren Geraden miissen auch die ersten
Projectionen " und 7 der gesuchten Berithrungspunkte liegen,
und folglich ist der Schnittpunkt von P’ C’ mit dem von S,
auf b’ gefillten Lothe der Punkt S” und der Sehnittpunkt von
P'D mit dem von T, auf k' gefillten Lothe der Punkt 7";
die beiden Punkte S’ und 7’ liegen mit F' in gerader Linie.

Um die verticalen Projectionen S”, 7" derselben Punkte
zu erhalten, zieht man zunichst durch S und 7 Senkrechte
zur Projectionsaxe o von unbestimmter Linge und bestimmt
von den Punkten O, D die zweiten Projectionen C”, D,
welche auf der zweiten Projection % der Geraden % liegen
miissen. Verbindet man C” und D” mit P”, so sind diese
Geraden die verticalen Projectionen der beiden Tangenten.
Folglich miissen auf ihnen die gesuchten Projectionen S”, 7"
der Berithrungspunkte liegen und daher in ihre Schnittpunkte
mit den durch die Punkte S’, 7' zu der Projectionsaxe ge-
zogenen Senkrechten fallen.

Nachdem man so die horizontalen und verticalen Projec-
tionen der beiden Berithrungspunkte gefunden hat, denkt man
sich durch jeden dieser Punkte eine zu der gegebenen Ge-
raden g parallele Gerade gezogen, um die ersten Spurlinien
der beiden gesuchten Tangentialebenen zu construiren. Diese
Geraden ¢ und / liegen in den entsprechenden Tangentialebenen,
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und man erhilt ihre Projectionen, indem man zu g’ eine Pa-
rallele ¢' durch S’ und eine Parallele I’ durch 77, zu g" eine
Parallele 2" durch S” und eine Parallele !” durch 7" zieht.

Dann construirt man die ersten Spurpunkte &, J,, L, der
Geraden g, ¢, ! und erhilt in den Verbindungsgeraden &, J,,
G, L, die ersten Spurlinien s,, #, der beiden gesuchten Tan-
gentialebenen 2, T.

Anstatt durch die Berithrungspunkte S, 7 neue Hiilfsgerade
%, ! zu ziehen, kann man auch die ersten Spurpunkte der
beiden Tangenten P.S, PT aufsuchen, welche denselben Zweck
erfillen wiirden. Um die zweiten Spurlinien s,, ¢, der ge-
suchten Tangentialebenen zu erhalten, wendet man das schon
ofter benutzte Verfahrenm an.

Die Liosung hitten wir viel eleganter gestalten konmen,
wenn wir die beiden Projectionsebenen durch den Kugelmittel-
punkt gelegt hiitten. Dann wiirden die beiden Projectionen
der Kugel in ein und denselben Kreis gefallen und die geraden
Linien weniger lang zu ziehen gewesen sein. Wir haben aber
diese Annahme nicht gemacht und beide Projectionen der Kugel
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getrennt von einander gezeichnet, um unseren Entwickelungen
grossere Durchsichtigkeit geben zu konnen. Es ist jedoch
leicht, die Construction in der angegebenen Weise so kurz
und biindig zu gestalten, als dies nur irgend erreichbar ist.

[47] 37. Losung II. (Fig. 23 u. 24) Es seien wieder M,
M" die Projectionen des Kugelmittelpunktes M, M’ A’ der
Kugelradius, %’ die erste Projection des horizontalen grossten
Kugelkreises %, und ¢’, ¢” die Projectionen der gegebenen Ge-
raden g. Die Ebene des horizontalen Kreises denkt man sich
bis zum Schnitte P mit der Geraden g verlingert; da die verti-
cale Projection dieser Ebene in die durch den Punkt M" gezogene
horizontale Gerade fillt, so ist der Punkt, in welchem sich
die letztere Gerade mit der zweiten Projection y” schneidet,
die zweite Projection P” des Schnittpunktes P, und man findet
seine erste Projection, indem man den Punkt P” senkrecht
zu x auf die Gerade g’ projicirt.

Denkt man sich dann von dem Punkte P als Spitze einen
einhiillenden Kegel an die Kugel gelegt, so beriihrt jede seiner
geradlinigen Erzeugenden die Kugel in einem Punkte, und man
erhilt die Projectionen der beiden horizontal gelegenen Kr-
zeugenden, indem man von P’ aus die Tangenten an den
Kreis %" zieht, welche ihn in den leicht zu construirenden
Punkten A’ und B’ berithren. Die Kegelfliche berihrt die
Kugel in einem Kreise, dessen Durchmesser gleich A'B’ ist
und dessen Ebene senkrecht auf der Kegelaxe, also hier ver-
tical steht, sodass seine horizontale Projection mit der Geraden
A’ B’ zusammenfillt.

Wenn man nun die beiden Tangentialebenen X und T der
Kegelfliiche construirt, welche durch die Gerade g hindurch-
gehen, so beriihrt jede dem Kegel lings derjenigen gerad-
linigen Erzeugenden, welche gleichzeitig der Ebene und dem
Kegel angehort. Und weil diese geradlinige Erzeugende auch
die Kugelfliche in einem ihrer Punkte, welcher auf der sich
in die Gerade A’ B’ projicirenden Kreisperipherie liegt, be-
rithrt, so folgt, dass dieser Punkt gleichzeitig auf dem Kegel,
auf der ihn berithrenden Ebene, auf der Kugel und der Peri-
pherie des sich in die Gerade A’ B’ projicirenden Kreises liegt,
und also ein allen diesen Gebilden gemeinsamer Beriihrungs-
punkt ist. Folglich sind 1. die beiden Tangentialebenen X
und T des Kegels auch Tangentialebenen an die Kugel und
zwar sind es diejenigen Tangentialebenen, deren Lage zu be-
stimmen ist: 2. da die Berithrungspunkte S und 7 dieser
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Ebenen 2 und T auf der Peripherie des sich in die Gerade
A’ B’ projicirenden Kreises liegen, so liegen ihre ersten Pro-
jectionen S und T’ auf der Geraden 4'B’; 3. da die Ver-

bindungsgerade der beiden Punkte S und 7 in der Ebene des
erwihnten Kreises liegt, so fillt ihre erste Projection ebenfalls
in die Gerade 4'B’,

Yihren wir nun fir die Ebene des der verticalen Projec-
tionsebene parallelen grossten Kugelkreises ¢ dieselben Opera-
tionen durch, {48] welche wir soeben fiir die Ebene des grossten
horizontalen Kugelkreises & angegeben haben.

Die horizontale Projection dieser verticalen Ebene ist die
zur Projectionsaxe x parallele Gerade durch den Punkt M’
der Durchstosspunkt @) der Geraden gy durch diese Ebene pro-
jicirt sich auf die erste Projectionstafel in den Schnittpunkt
Q)" der soeben durch M’ gezogenen Parallelen mit 7', und man
findet seine zweite Projection ()", indem man den Punkt ¢’
senkrecht zu « auf ¢” projieirt. Denkt man sich nun eine
zweite Kegelfliiche, deren Spitze in dem Punkte () liegt und
welche die Kugel in dhnlicher Weise wie die erste Kegelfliche
einhiillt, so erhilt man die verticalen Projectionen der beiden
jussersten erzeugenden Geraden dieses Kegels, indem man von
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dem Punkte Q" die beiden Tangenten an den Kreis ¢” zieht,
welche ihn in den Punkten C” und D" berithren. Dieser
zweite Kegel beriihrt die Kugel in einem Kreise, dessen Durch-
messer gleich C”D” ist und dessen zur verticalen Projections-
ebene senkrechte Ebene sich in die Grade C”D"” projicirt.
Die Peripherie dieses Kreises geht ebenfalls durch die beiden
Bertihrungspunkte S, 7' der Kugel mit den gesuchten Tangen-
tialebenen X, T. Folglich liegen die verticalen Projectionen
S”, T" dieser beiden Punkte auf der Geraden C” D” und in
diese projicirt sich auch ihre Verbindungsgerade ST.

Die durch die beiden Berihrungspunkte S und 7' gezogene
Gerade hat also die Gerade 4'B’ zur horizontalen, die Gerade
C"D" zur verticalen Projection und schneidet die Ebene des
horizontalen grossten Kreises & in einem Punkte, dessen ver-
ticale Projection der Schnittpunkt E” von C” D" mit M"P”

Fig. 24.

ist und dessen horizontale Projection %' man durch Projection
auf 4’ B’ erhilt.

Nun legt man die Ebene des verticalen Kreises, dessen
Projection die Gerade 4’ B’ ist, um seinen horizontalen Durch-
messer AB in horizontale Lage um und lisst die beiden Be-
rithrungspunkte S, T, durch welche dieser Kreis hindurchgeht,
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an dieser Bewegung theilnehmen. Man erhilt die Projection
des Kreises in dieser neuen Lage, indem man iiber 4’ B’ als
Durchmesser den Kreis «, construirt. Bestimmt man noch
die Lage, welche die Verbindungsgerade der beiden Beriih-
rungspunkte nach ausgefithrter Umlegung angenommen hat, so
findet man in deren Schnittpunkten mit dem Kreise u," die
ersten Projectionen S,’, T, der umgelegten Berithrungspunkte.

Da der Punkt E der Verbindungsgeraden S7' auf der Um-
legungsaxe AB liegt, so bleibt seine Lage bei dieser Bewegung
unverindert; [49] die Gerade muss also auch nach erfolgter
Umlegung in die Lage S,7, noch durch diesen Punkt
gehen. Der Punkt F, in welchem die Gerade ST die der
verticalen Projectionsebene parallele Ebene trifft, hat den
Schnittpunkt F° der Geraden 4' B’ und M'Q’ zur ersten
Projection, und man findet seine zweite Projection F”, indem
man den Punkt F' auf " D" projieirt. Der Punkt F be-
schreibt bei der Umlegung um die Axe A B den vierten Theil
der Peripherie eines Kreises, dessen Ebene senkrecht auf 4B
steht und dessen Radius gleich F“ (" ist. Zieht man also
durch den Punkt F' eine Senkrechte zu der Geraden A'B’
und trigt man auf ihr die Strecke F”"G"” von F’ aus bis F',
ab, so ist der Punkt F', ein Punkt der horizontalen Projec-
tion der horizontal umgelegten Verbindungsgeraden S,7,. Zieht
man nun durch die Punkte B’ und F,’ eine Gerade, so
schneidet sie den Kreis w, in den Punkten S,/, T,’, welche
die horizontalen Projectionen der gesuchten beiden Berithrungs-
punkte in der umgelegten verticalen Ebene sind.

Um die horizontalen Projectionen S’, T" der beiden Beriih-
rungspunkte S, T in ihrer natiirlichen Lage zu erhalten, dreht
man den Kreis w, um die Gerade 4B in seine urspriingliche
verticale Lage zuriick. Bei dieser Riickwirtshewegung be-
schreiben die beiden Punkte S, und 7, die vierten Theile der
Peripherien von Kreisen, deren Ebenen zu AB senkrecht sind
und deren horizontale Projectionen folglich die zu A4'B’ senk-
rechten Geraden S, S’ und T, 7’ sind. Die horizontalen
Projectionen der Berithrungspunkte liegen also auf diesen
ebengenannten Senkrechten, und da sie, wie wir gesehen
haben, auch auf der Geraden A’B’ liegen miissen, so missen
gie mit den Schnittpunkten S’ und 7" zusammenfallen.

Die verticalen Projectionen S” und 7" der beiden Berith-
rungspunkte erhilt man durch Projection der Punkte S’ und
T anf die Gerade C"D"” oder, was auf dasselbe hinauskommt,
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indem man auf den durch die Punkte S’ und 7" gezogemen
verticalen Geraden von ihren Schnittpunkten mit der horizon-
talen Geraden M”P" aus die Strecken .S,’S’ und 7, 7' nach
oben, bez. unten abtrigt.

Nachdem jetzt die horizontalen und verticalen Projectionen
der beiden Berithrungspunkte S und 7 gefunden worden sind,
bestimmt man die Spurlinien der beiden zugehorigen Tangen-
tialebenen X~ und T in derselben Weise wie in der ersten
Losung der vorliegenden Aufgabe.

Diese zweite Losung kann ebenfalls viel knapper gestaltet
werden, wenn man die beiden Projectionstafeln durch den
Kugelmittelpunkt legt, wodurch die beiden Projectionen 2 und
¢" der Kugel in eine einzige zusammenfallen,

38. Die letzten Betrachtungen fithren uns zur Entdeckung
einiger bemerkenswerthen Eigenschaften des Kreises, der Kugel,
der Kegelschnitte und der Flichen zweiten Grades.

[60] Wir haben soeben gesehen, dass die Kugel von den
beiden ihr umschriebenen Kegeln in zwei Kreisen, welche
durch die beiden Beriihrnngspunkte der Tangentialebenen an
die Kugel hindurchgehen, beriihrt wird. Diese Eigenschaft
kommt nicht allein den beiden betrachteten Kegeln zu, son-
dern allen der Kugel umschriebenen Kegeln, deren Spitzen auf
der gegebenen Geraden liegen. Nimmt man also einen der
Kugel umschriebenen Kegel, dessen Spitze auf der gegebenen
Geraden liegt, und ldsst man ihn sich so bewegen, dass die
Spitze sich lings der Geradem bewegt und die Kegelfliche
dabei stets die Kugel einhiillt, so berithrt der Kegel in jeder
seiner Lagen die Kugel in einem Kreigse. Alle diese Kreise
gehen durch zwei Punkte hindurch, welche die Berithrungs-
punkte der von der gegebenen Geraden an die Kugel gelegten
Tangentialebenen sind, und die Ebenen dieser Kreise schnei-
den sich sémmtlich in der Verbindungssehne dieser beiden
Berithrungspunkte. IT.egt man dann eine Ebene durch die ge-
gebene Gerade und den Kugelmittelpunkt, so geht diese Ebene
durch die Axen aller Kegel hindurch und steht senkrecht auf
den Ebenen aller Beriihrungskreise, folglich auch auf ihrer
gemeinsamen Schnittlinie; sie schneidet also alle diese Kreis-
ebenen in geraden Linien, welche durch ein und denselben
Punkt gehen.

Legt man, wenn eine Kugel und eine Gerade gegeben sind,
umgekehrt durch die Gerade unendlich viele Ebenen, welche
die Kugel in Kreisen schneiden, und construirt man iiber jedem
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dieser Kreise als Grundlinie den geraden Kegel, welcher zu-
gleich der Kugel umschrieben ist, so liegen die Spitzen aller
dieser Kegel in einer andern geraden Linie.

39. Betrachtet man nur die Figuren, welche von der durch
den Kugelmittelpunkt und die gegebene Gerade gehenden Ebene

ausgeschnitten werden, so erhilt man die folgenden zwei Sitze
(Fig. 25 u. 26), welche unmittelbare IFolgerungen der vor-
stehenden Betrachtungen sind.

»In einer Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkte M
und eine gerade Linie g gegeben. Von einem beliebigen
Punkte P der Geraden ¢ zieht man die beiden Tangenten
an den Kreis und verbindet ihre Beriihrungspunkte S, 7' durch
eine (lerade. [51] Lisst man dann den Punkt P in fester Ver-
bindung mit den beiden Geraden PS, PT die Gerade ¢ in
der Weise durchlaufen, dass die beiden Geraden stets Tan-
genten an den Kreis bleiben, so &ndern zwar die beiden Be-
rithrungspunkte und deren Verbindungslinie fortgesetat ihre
Lage, letztere geht aber dabei stets durch einen festen Punkt E,
welcher auf dem von dem Kreismittelpunkte M auf die Gerade g
gefillten Lothe MNV liegt.«

»>Wenn man umgekehrt durch einen beliebigen Punkt E
in der Ebene eines Kreises beliebig viele Gerade ST zieht,
von denen eine jede den Kreis in zwei Punkten S und T
schneidet, und wenn man in diesen Schnittpunkten die Tan-
genten S P und 7'P an den Kreis zieht, welche sich in einem
Punkte P schneiden, so ist der geometrische Ort aller auf
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diese Weise bestimmten Schnittpunkte P eine Gerade g, welche
senkrecht auf der Linie MFE steht.«

Fig. 26.

Der Kreis besitzt die soeben ausgesprochene Eigenschaft
nicht, weil alle seine Punkte gleich weit vom Mittelpunkte
entfernt sind, sondern weil er eine Curve zweiten Grades
ist, und es haben in der That alle Kegelschnitte diese Eigen-
schaft.

Es sel ASBT (Fig. 27) ein beliebiger Kegelschnitt und g
eine in seiner Ebene beliebig gegebene Gerade. Denken wir uns,

Fig. 27.

dass die Curve sich um eine ihrer Hauptaxen, z. B. AB dreht,
sodass also eine Umdrehungsfliiche entsteht, und dann die
beiden Tangentialebenen von der Geraden g aus an die so
erzeugte Fliche gelegt, so wird die letztere von den beiden
Ebenen in zwei Punkten berithrt. Nehmen wir dann einen
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beliebigen Punkt I’ der Geraden g als Spitze einer Kegelfliche,
welche der Umdrehungsfliche umschrieben ist und sie berithrt,
so findet die Berithrung lings einer ebenen Curve statt, welche
unbedingt durch die beiden Bertihrungspunkte der Tangential-
ebenen gehen muss; die Ebene dieser Beriihrungscurve steht
senkrecht auf der des gegebenen Kegelschnittes und projicirt
sich auf die letztere in die Gerade ST, welche durch die
Beriithrungspunkte der beiden von dem Punkte P an den
Kegelschnitt gezogenen Tangenten geht. Nimmt man dann
weiter an, dass die Spitze P des Kegels sich auf der Geraden g
entlang bewegt und dass die Kegelfliche dabei stets die
Umnmdrehungsfliche einhiillt, so gehen die Curven, lings deren
die letztere von den Kegelmiinteln beriihrt wird, durch die
Beriihrungspunkte der beiden Tangentialebenen durch die Ge-
rade ¢ und liegen in einer zur Ebene des Kegelschnittes senk-
rechten Ebene. [52] Es gehen also die Ebenen aller Beriih-
rungscurven durch die Verbindungsgerade der genannten zwei
Beriihrungspunkte, und diese steht auf der Ebene des Kegel-
schnittes senkrecht; die Projectionen aller dieser Ebenen auf
die Ebene des Kegelschnittes sind mithin gerade Linien, welche
simmtlich durch den Punkt F, die Projection der die beiden
Beriihrungspunkte verbindenden Geraden, gehen.

40. Dieser Satz ist endlich nur ein specieller Fall eines
weit allgemeineren, im Raume giiltigen Satzes, welchen wir
hier aber nur ohne Beweis anfiihren.

»Es sel eine beliebige Fliche zweiten Grades und ein ihr
umschriebener, sie berithrender Kegel gegeben, dessen Spitze
in einem beliebigen Punkte des Raumes liegt. Wenn sich
dann die Kegelfliche in der Weise bewegt, dass sie stets
der gegebenen Fliche umschrieben ist und sie beriihrt, ihre
Spitze aber stets auf einer beliebig gegebenen Geraden liegt,
so geht die Ebene der Beriihrungscurve beider Flichen immer
durch ein und dieselbe Gerade, niamlich durch die Verbin-
dungslinie der Berilhrungspunkte der beiden Tangentialebenen,
welche von der gegebenen Geraden an die Fliche zweiten
Grades gelegt werden konnen; bewegt sich die Kegelfliiche
aber in der Weise, dass ihre Spitze stets in derselben Ebene
liegt, so gehen die Ebenen ihrer Berithrungscurven mit der
gegebenen Fliche immer durch ein und denselben Punkt.«?)

41. Zweite Aufgabe. (Fig. 28) Durch einen gegebe-
nen Punkt soll eine Ebene gelegt werden, welche
zwel gegebene Kugeln zugleich berihrt.

Ostwald’s Klassiker 117. 5
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Losung. Es sefen M',M” und N',N"” die Projectionen
der Mittelpunkte der beiden gegebenen Kugeln und P', P” die
Projectionen des gegebenen Punktes. Nachdem man die beiden
Geraden M' N', M'N", welche die Projectionen der Verbin-
dungslinie der beiden Kugelmittelpunkte A, NV sind, und die
Projectionen kly, ¢ und kY, ¢f der grossten Kreise beider
Kugeln, welche den Projectionsebenen parallel sind, gezeichnet
hat, denkt man sich den beiden Kugeln eine Kegelfliche,
welche beide bertihrt, umsehrieben. Die Spitze dieses Kegels

Fig. 28.

liegt auf der Verbindungsgeraden der Kugelmittelpunkte. Man
zieht an die beiden Kreise k% und %% die beiden gemein-
samen Tangenten S'U’, 7" V', welche sich in einem Punkte
A’ der Geradem M' N' schneiden; dieser Punkt 4’ ist die
horizontale Projection der Kegelspitze, deren verticale Projec-
tion man erhilt, [53] wenn man den Punkt A’ nach A" auf
der Verlingerung der Geraden M” N” projicirt. Endlich zieht
man noch die Projectionen 4’ P’ A" P” der durch die Kegel-
spitze A und den gegebenen Punkt P gehenden Geraden.
Legt man dann durch diese Gerade A.P zwei Tangentialebenen
an den Kegel, so berithrt eine jede denselben lings einer
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erzeugenden Geraden und ist folglich auch eine beiden Kugeln
gemeingsame Tangentialebene. Die vorliegende Aufgabe ist
damit auf die andere zuriickgefiihrt, durch die Gerade AP,
welche die Kegelspitze und den gegebenen Punkt verbindet,
zwei Tangentialebenen an eine der beiden gegebenen Kugeln
zu legen, welche Aufgabe nach einem der zur Lésung der
vorigen gegepenen Verfahren auszufithren ist; die beiden so
erhaltenen Ebenen sind zugleich auch Tangentialebenen an die
andere Kugel.

Bei dieser Losung ist zu beachten, dass man zwel ver-
schiedene Kegelfliichen den beiden Kugeln umschreiben kann.
Die eine derselben hiillt beide Kugeln nach aussen hin ein,
ihre Spitze liegt in Bezug auf die eine Kugel jenseits der an-
dern und ihre Tangentialebenen werden von beiden Kugeln
auf derselben Seite berithrt. Der zweite Kegel hiillt eine der
Kugeln nach innen, die andere nach aussen hin ein, und
seine Spitze liegt zwischen den beiden Kugelmittelpunkten.
Man findet die horizontale Projection B’ der Spitze dieses
zweiten Kegels, wenn man an die Kreise k7% und k'y die
beiden inneren gemeinsamen Tangenten zieht, welche sich in
dem Punkte B’ auf der Cenfrale M’ N’ schneiden, und die
verticale Projection B”, indem man den Punkt B’ nach B”
auf der Geraden M" N” projicirt. Die beiden von der Ge-
raden BP aus an diese zweite Kegelfliche gelegten Tangen-
tialebenen berithren ebenfalls beide Kugeln; aber die beriih-
renden Kugeln liegen auf verschiedenen Seiten jeder der beiden
Tangentialebenen. Es giebt also vier verschiedeme Ebenen,
welche den von der Aufgabe gestellten Forderungen geniigen;
fiir zwel derselben liegen die Kugeln auf derselben Seite der
Ebene, fiir die beiden andern auf verschiedenmen Seiten.

42. Dritte Aufgabe. An drei ihrer Lage und Grosse
nach gegebene Kugeln soll eine gemeinschaftliche
Tangentialebene gelegt werden.

Losung. Denken wir uns zuerst eine Kegelfliche, welche
die beiden ersten Kugeln berithrt, construirt, so berihrt die
gesuchte Tangentialebene dieselbe lings einer ihrer geradlinigen
Erzeugenden und geht durch die Spitze des Kegels. Wenn wir
uns dann um die erste und dritte Kugel einen Kegel, welcher
beide beriihrt, beschrieben denken, so muss die gesuchte Tan-
gentialebene auch diesen zweiten Kegel lings einer seiner ge-
radlinigen Erzeugenden beriihren [54] und mithin auch durch

o*
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seine Spitze gehen. Denken wir uns schliesslich der zweiten
und dritten Kugel einen Kegel, welcher beide berithrt, um-
schrieben, so berithrt die gesuchte Tangentialebene auch diesen
dritten Kegel lings einer seiner geradlinigen Erzeugenden und
geht durch seine Spitze. Es liegen also die Spitzen aller drei
Kegel in der gesuchten Tangentialebene; sie liegen aber auch
in der dureh die drei Kugelmittelpunkte gehendgn Ebene, in
welcher die Axen aller drei Kegel liegen. Da nun die drei
Spitzen zugleich in zwei Ebenen liegen, so liegen sie mithin
in einer Geraden. Wenn man folglich die horizontalen und
verticalen Projectionen der drei Spitzen (es geniigen schon dazu
die Projectionen von zwei Spitzen) nach dem bei der vorigen
Aufgabe gegebenen Verfahren construirt und durch dieselben
zwei Gerade zieht, so sind diese letzteren die Projectionen
einer in der Tangentialebene liegenden Geraden. Die vorlie-
gende Aufgabe ist damit wieder auf die andere, durch eine
gegebene Gerade eine Tangentialebene an eine beliebige der
drei Kugeln zu legen, zuriickgefiihrt, welche man nach den frither
gegebenen Methoden 16st; die auf diese Weise gefundene Ebene
beriihrt dann zugleich auch die beiden andern Kugeln.

43. Hierbei ist zu beachten, dass man an je zwei der
Kugeln immer zwei sie beriihrende und einhiillende Kegel legen
kann, von denen die Spitze des einen Kegels in Bezug auf die
eine Kugel jenseits der anderen liegt, wihrend die Spitze des
anderen Kegels zwischen den beiden Kugeln gelegen ist. Folg-
lich giebt es im ganzen sechs Kegelflichen, von denen drei
je zwei Kugeln nach aussen hin einhiillen und von denen die
drei anderen ihre Spitzen zwischen den Kugeln liegen haben.
Die Spitzen dieser sechs Kegel liegen zu je dreien in vier
Geraden, durch deren jede man gleichzeitig zwei gemeingame
Tangentialebenen an die drei Kugeln legen kann. Es geniigen
mithin acht verschiedene Ebenen den Forderungen dieser dritten
Aufgabe; zwel dieser Ebenen werden von den drei Kugeln auf
derselben Seite berithrt, wihrend die sechs anderen Ebenen
so liegen, dass sie von zwei Kugeln auf der einen, von der
dritten aber auf der entgegengesetzten Seite berithrt werden.

44. Diese Betrachtungen fiihren uns zu den folgenden
Sitzen.

(Fig. 29) »Zieht man an je zwei von drei Kreisen, welche
ihrer Grosse und Lage nach in einer Ebene gegeben sind, die
gemeinschaftlichen Tangenten und verlingert je zwel zusam-
mengehorige Hussere Tangenten, bis sie sich schneiden, so
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liegen ihre drei Schnittpunkte A,, 4,, A4, in einer geraden
Linie. «

[65] Denn denkt man sich an die drei Kugeln, fiir welche
die drei gegebenen Kreise grosste Kreise sind, eine Ebene

Fig. 29.

gelegt, welche von allen dreien auf derselben Seite berithrt
wird, so berithrt diese Ebene auch die drei Kegel, welche je
zwei der Kugel nach aussen einhilllen und geht durch deren
Spitzen 4,, A4,, 4;. Die drei Spitzen liegen aber auch in der
Ebene, welche durch die drei Kngelmittelpunkte geht und folg-
lich, da sie also in zwei verschiedenen Ebenen enthalten sind,
in einer geraden Linie.

»Zieht man an je zwel der drei gegebenen Kreise die
inneren Tangenten, welche sich auf den Centralen kreuzen,
so liegen je zwel der drei meuwen Schnittpunkte B,, B,, B,
in gerader Linie mit einem der drei ersten Schnittpunkte,
sodass also die sechs Punkte 4, 4,, 4., B,, B,, B, die Schnitt-
punkte von vier geraden Linien sind.«
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Dieser Satz ist schliesslich nur ein specieller Fall des fol-
genden fiir den Raum giiltigen Satzes.

»Es sind vier Kugeln ihrer Grosse und Lage im Raume
nach beliebig gegeben. Construirt man die sechs Kegel, welche
je zweien dieser Kugeln von aussen umschrieben sind, so liegen
ihre sechs Spitzen in einer Ebene und zwar in den Schnitt-
punkten von vier Geraden. Construirt man dann noch die
sechs anderen Kegel, “deren"Spitzen zwischen den Mittelpunkten
der beriihrten Kugeln liegen, so sind die Spitzen dieser weiteren
sechs Kegel zu je drelen mit drei Spitzen der ersten sechs
Kegel in einer Ebene gelegen.«?)

Tangentialebenen an Cylinder-, Kegel- und Um-
drehungsflichen von nicht auf ihnen liegenden
Punkten aus.

45, Vierte Aufgabe. (Fig. 30) Von einem beliebigen
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene
Cylinderfléche zu legen.

Losung. k& sei die in der horizontalen Projectionsebene
gegebene Spur der Cylinderfliche; o', o” seien die Projectionen
der Geraden o, welcher die Erzeugende der Cylinderfliche immer
parallel sein soll, und P, P” die Projectionen des gegebenen
Punktes P. Legt man zu der Geraden ¢ durch den Punkt P
eine Parallele g, so muss dieselbe in der gesuchten Tangential-
ebene liegen, und durch die Spurpunkte dieser Parallelen miissen
die Spurlinien der gesuchten Tangentialebene gehen. Zieht
man also durch den Punkt P’ eine Parallele ¢ zn der Ge-
raden ¢’ und durch den Punkt P” eine Parallele ¢” zu der
Geraden ", so sind diese Parallelen die beiden Projectionen
der Geraden g¢; verlingert man dann die Projection g” bis zu
ihrem Schnittpunkte ¢, mit der Axe und projicirt man diesen
Punkt nach G, auf der Geraden g’ so ist der Punkt ¢, der
erste Spurpunkt der Geraden g und folglich ein Punkt der
ersten Spurlinie der gesuchten Tangentialebene. [56] Nun muss
aber diese Spurlinie die Curve % berithren; zieht man also von
dem Punkte @, alle moglichen Tangenten s,, ¢, ... an die
Curve %, so sind diese die in der horizontalen Ebene gelegenen
Spurlinien aller durch den Punkt P gehenden Tangentialebenen
2, T,... des Cylinders. Zieht man weiter durch die Berith-
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rungspunkte S, 7, ... der Tangenten s, ¢,, . . . mit der Curve
k Parallelen zu der Geraden o', so sind diese die horizontalen

Projectionen der geradlinigen Erzeugenden, lings deren die

N

" .
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N AN

verschiedenen Tangentialebenen X, T, ... den Cylinder be-
rithren. Die verticalen Projectionen derselben erhilt man,
wenn man die Punkte S, 7" auf die verticale Projectionsebene
nach S”, 7", ... projicirt und durch diese letzteren Punkte
Parallelen zu " zieht. Die zweiten Spurlinien s,, ¢,, ... der
gesuchten Tangentialebenen findet man dann nach dem in
Artikel 28 (8. 37-——41) gegebenen Verfahren,

46. Fiinfte Aufgabe. (Fig. 31) Von einem beliebigen
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene
Kegelfliche zu legen.

Losung. Da die Losung dieser Aufgabe nur sehr wenig
von derjenigen der vorigen Aufgabe abweicht, so beschrinken
wir uns hier darauf, die Construction nur durch die um-
stehende Figur 31 anzndeuten, in welcher die Curve L die
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gegebene Spurlinie des Kegels darstellt, B’, B" die Projec-
tionen seiner Spitze B und P', P" diejenigen des gegebenen

Fig. 31.

Punktes P, von dem aus die Tangentialebene an den Kegel
gelegt werden soll, sind.

47. Sechste Aufgabe. (Fig. 32 u. 33) Durch eine ge-
gebene Gerade soll eine Tangentialebene an eine
gegebene Umdrehungsfliche gelegt werden.

Losung. Wir nehmen von vornherein an, dass die Axe
der Umdrehungsfiiche senkrecht auf einer der beiden Projec-
tionsebenen steht; dadurch wird die Allgemeinheit der Losung
nicht beeintrichtigt, da man iber die Lage dieser Ebenen stets
so verfiigen kann, dass diese Annahme statt hat.

Es sei also 4’ die gegebene horizontale Projection der Axe
der Fliche, a” die verticale Projection derselben, k" die Pro-
jection der erzeugenden Curve %, welche der verticalen Projec-
tionsebene parallel ist, und g’, g” seien die Projectionen der
Geraden g, durch welche die Tangentialebene an die Umdrehungs-
fliche gelegt werden soll. Von A’ fillt man das Loth 4'B’
auf die Projection g', welches die horizontale Projection des
kiirzesten Abstandes der Axe ¢ von der Geraden g ist, und
projicirt dann den Punkt B’ nach B” auf der Geraden g¢".

[57] Nehmen wir nun an, eine solche Tangentialebene Z
sei bereits construirt, und die gegebene Gerade g bewege sich
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so um die Umdrehungsaxe o herum, dass ihr Abstand von der
Axe und ihre Neigung gegen die horizontale Ebene ungeéindert
bleiben und dass die Tangentialebene sich mit der Geraden g
gleichzeitig bewegt, aber stets dabel die Umdrehungsfliche be-
rithrt. Dann #ndert zwar, wie leicht ersichtlich ist, bei dieser
Bewegung der Beriihrungspunkt seine Lage auf der Fliche,
nicht aber seine Hohe iiber der Horizontalebene, da die Tan-
gentialebene gegen diese stets die gleiche Neigung hat, und
bewegt sich mithin auf der Peripherie eines Parallelkreises der
Fldche. Die Gerade g erzeugt bei ihrer Bewegung eine zweite
Umdrehungsfliche, welche dieselbe Axe o wie die erste hat,
und an welche die Tangentialebene X bei ihrer Bewegung
ebenfalls immer Tangentialebene ist.

Denken wir uns nimlich eine Ebene durch die Axe ¢ und
den Berithrungspunkt S der Tangentialebene X mit der ge-
gebenen Umdrehungsfliche gelegt, so schneidet diese Ebene die
erzeugende Gerade der zweiten Umdrehungsfliche in einem
Punkte P, welcher der Beriihrungspunkt der nimlichen Tan-
gentialebene 2 mit der letzteren Umdrehungsfliche ist. Denn
ausser der erzeugenden Geraden, durch welche die Tangential-
ebene 2 in diesem Punkte P hindurchgeht, enthilt sie auch die
Tangente, welche in dem Punkte P an den zugehérigen Pa-
rallelkreis der zweiten Umdrehungsfliche gezogen werden kann;
die Tangentialebene > geht nimlich auch durch die Tangente,
welche im Punkte S den auf der ersten Umdrehungsfliiche
liegenden Parallelkreis berithrt, hindurch und nach der Natur
der Umdrehungsfliiche sind diese beiden Tangenten einander
parallel.

Da wir die vorliegende Aufgabe mit Hiilfe dieser zweiten
Umnmdrehungsfliiche losen miissen, so ist es nothwendig ihre Schnitt-
curve !/ mit einer durch die Axe o gehenden Ebene E zu con-
struiren. Wir wihlen diese Ebene E parallel zur verticalen
Projectionsebene; ihre Horizontalprojection ist also die zur
Projectionsaxe parallele Gerade 4’ C,'.

Wir nehmen nun auf der Geraden ¢ einen Punkt C, dessen
Projectionen C’, C" sind, beliebig an und bestimmen den Punkt,
in welchem er bei der Bewegung der Geraden g um die Axe
die Hiilfsebene E trifit. Der Punkt C beschreibt hierbei einen
Parallelkreis, dessen horizontale Projection man, erhilt, wenn
man um den Punkt A’ als Mittelpunkt einen Kreishogen mit
dem Radius A4’ ¢’ beschreibt, bis er die durch den Punkt 4’
zur Projectionsaxe « gezogene Parallele in dem Punkte C,’
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schneidet; die verticale Projection dieses Kreishogens ist die
durch den Punkt C” zur Projectionsaxe z gezogene Parallele.

Fig. 32.

Der Punkt C,” ist also die horizontale Projection [68] des
Punktes C,, in welchem der von dem Punkte ¢ beschriebene
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Parallelkreis die verticale Ebene E schneidet; projicirt man
daher den Punkt C nach C,” auf der durch den Punkt C”
gezogenen horizontalen Geraden, so ist der Punkt C,” die ver-
ticale Projection desselben Schnittpunktes C, und also die
zweite Projection eines Punktes, welcher auf der von der ver-
ticalen Ebene E aus der zweiten Umdrehungsfliche ausgeschnit-
tenen Curve ! liegt. Wendet man das gleiche Verfahren noch
auf beliebig viele andere Punkte der Geraden g, z. B. auf die
Punkte R, B, P, ... an, so erhilt man ebenso viele Punkte
R, B,", P, ..., welche aunf der zweiten Projection I" der
gesuchten Schnittcurve / liegen miissen.

Wenn nun bei der gleichzeitigen Umdrehung der Geraden g
und der Tangentialebene >~ um die Axe o diese Ebene in eine
zur zweiten Projectionsebene senkrechte Lage gekommen ist,
so projieirt sie sich auf diese letztere in eine gerade Linie,
welehe gleichzeitig die beiden Curven %" und !” berithrt. Zieht
man daher an die Curven £” und !” alle gemeinsamen Tan-
genten, wie z. B. P,)S,)”, R,’T,”, ..., so erhilt man die
Projectionen aller Tangentialebenen X, T,, ..., welche der
Aufgabe geniigen, und zwar in der Lage, welche sie einge-
nommen haben, wenn gie durch die Drehung in senkrechte
Stellung zu der zweiten Projectionsebene gelangt sind. Die
Beriihrungspunkte S,;”, 7,", ... dieser Tangenten mit der er-
zeugenden Curve ;" der gegebenen Fliche bestimmen die Hohen
der Beriihrungspunkte S, 7, ... der simmtlichen Tangential-
ebenen X, T, ... welche durch die Gerade g an die Fliche
gelegt werden konnen. Zieht man also durch diese Punkte S,”,
T,”, ... Parallelen zur Projectionsaxe x, so liegen auf ihren
die verticalen Projectionen S”, 7" ... der Beriihrungspunkte S,
T, ... der Fliche mit den gesuchten Tangentialebenen %, T,
. Beschreibt man dann um 4’ alg Mittelpunkt Kreisbogen
mit den Radien D”S,”, E"T,”, ..., so liegen auf diesen die
horizontalen Projectionen S’, 77, ... derselben Punkte S, 7,

Es bleiben also zu ihrer vollstindigen Bestimmung nur
noch die Meridiane der gegebenen Umdrehungsfliiche, auf denen
sie liegen, zu ermitteln. Hierzu werden die Berilhrungspunkte
P, R, . .. benutzt.

Nachdem die Punkte P, R,”, ... nach P/, B/, ...
auf der Geraden 4’ C,’ projicirt sind, beschreibt man um A4’
als Mittelpunkt mit den Radien 4’P,, A'R,’, ... Kreisbogen
bis zu ihren Schnittpunkten P, R, ... mit der Geraden g’.
Die Kreisbogen messen zugleich die Winkel, um welche die
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durch die Beriihrungspunkte der Tangentialebenen X, T, ...
mit den beiden Umdrehungsfliichen gezogenen Geraden SP, TR

Fig. 3.

... gedrelit werden miissen, um in die der verticalen Projec-
tiongebene parallele Ebene E zu fallen. Man erhilt also die
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horizontalen Projectionen dieser Geraden in ihrer natiirlichen
Lage, wenn man durch den Punkt 4’ die Geraden 4'P',
A'R', ... zieht. [59] Die Punkte S', 77, ... endlich, in
denen diese letzteren: Geraden die durch die Punkte S,, 7,

. um A4’ als Mittelpunkt gezogenen Kreisbogen schneiden,
sind die horizontalen Projectionen der Punkte S, 7, . . ., in wel-
chen die gegebene Umdrehungsfliche von den durch die Ge-
rade g gehenden Tangentialebenen ¥, T, ... berithrt wird.

Die verticalen Projectionen S”, 77, ... dieser Punkte er-
hilt man durch Projection der Punkte S', 7", ... auf die zu-
gehorigen horizontalen Geraden durch die Punkte S,", 7", ...

Nachdem man go die horizontalen und verticalen Projec-
tionen der Berithrungspunkte S, 7, ... gefunden hat, construirt
man die Spurlinien s,, s,; ¢,, £,; . .. aller durch die Gerade g
gehenden Tangentialebenen nach den friither angegebenen
Methoden.

Diese Methode ldsst sich leicht verallgemeinern und auf
Flidchen anwenden, welche durch beliebige, ihrer Gestalt nach
unveridnderliche, ihrer Lage im Raume nach aber irgendwie
veriinderliche Curven erzeugt werden.?)

Dritter Theil.
Schnitte krummer Fliichen.

Schnitte krummer Flichen. Definition der Curven
doppelter Kriimmung.

48. Es seien die Erzeugungsweisen von zwei krummen
Flichen vollkommen bekannt, sodass fir jede derselben die
Gesammtheit aller ihrer Punkte genau bestimmbar ist und fiir
jeden Punkt einer der Flichen, dessen eine Projection will-
kiirlich gewihlt ist, stets die andere construirt werden kann.
Wenn dann diese zwei Flichen gemeinsame Punkte haben,
so ist auch die Lage aller dieser gemeinsamen Punkte voll-
stindig bestimmt, und zwar hingt sie sowohl von der Gestalt
der beiden krummen Flichen, als auch von ihrer Stellung zu
einander ab. Folglich kann die Lage dieser gemeinsamen
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Punkte stets aus den gegebenen Erzeugungsweisen der Flichen,
aus welchen sie sich mit Nothwendigkeit ergiebt, abgeleitet
werden.

Die Gesammtheit aller zwel bestimmten krummen Flichen
gemeinsamen Punkte bildet im allgemeinen eine bestimmte
krumme Linie im Raum. Diese Curve kann in speciellen
Fillen eine ebene Curve sein und also nur eine Kriimmung
besitzen, sie kann in noch specielleren Fillen zu einer geraden
Linie werden und mithin gar keine Kriimmung haben, und in
ganz speciellen Fillen sich sogar auf einen Punkt reduciren;
im Allgemeinen aber gehort diese Schrittcurve [60] zu den
sogenannten Curven doppelter Krimmung,!%) welche diesen
Namen deshalb filhren, weil sie an den Krimmungen zweier
krummen Flichen Antheil haben, auf deren jeder sie liegen
und deren gemeinsame Schnittcurven sie sind.

Gegenseitiges Entsprechen von Operationen der
darstellenden Geometrie und der Elimination
in der Algebra.

49. Zwischen den analytischen Operationen und denen der
darstellenden Geometrie besteht eine gewisse Uebereinstimmung,
welche an dieser Stelle erwihnt werden muss.

Wenn man in der Algebra eine gestellte Aufgabe auf ein
System von ebenso vielen Gleichungen, als Unbekannte vorhanden
sind, zuriickgefithrt hat, so kann man aus diesem ein anderes
System mit der gleichen Anzahl von Gleichungen ableiten, in
deren jeder aber nur eine einzige Unbekannte noch vorkommt.
Das Verfahren, welches zu diesem Ziele fithrt und unter dem
Namen der Elimination bekannt ist, besteht darin, dass
man zunfichst mit Hilfe einer Gleichung irgend eine Unbekannte
aus allen ibrigen Gleichungen fortschafft. Indem man auf
diese Weise allmihlich die verschiedenen Unbekannten ent-
fernt, gelangt man schliesslich zu einer Endgleichung, welche
nur noch eine einzige Unbekannte enthilt und mithin deren
Werth bestimmt.

Die Elimination in der Algebra hat die grosste Aehnlich-
keit mit den Methoden, durch welche man in der darstellenden
Geometrie die Schnitte krummer Flidchen bestimmt.

Nehmen wir an, dass ein Punkt im Raume durch seine Ent-
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fernungen z, y, » von drei zu einander rechtwinkligen Ebenen
bestimmt wird, dass zwischen diesen drei Entfernungen eine
Beziehung festgesetzt und diese Beziehung dann durch eine
Gleichung ausgedriickt wird, in welcher die drei Grossen z, y,
und Constante vorkommen. Auf Grund dieser Beziehung ist
die Lage des Punktes nicht bestimmt; es kénnen die Grossen
z, y, » ihre Werthe und folglich auch der Punkt seine Lage
im Raume so #ndern, dass die durch die Gleichung dargestellte
Beziehung immer stattfindet. Die krumme Fliche, welche der
geometrische Ort fiir alle mit der gegebenen Beziehung ver-
triglichen Punkte ist, wird durch die entsprechende Gleichung
analytisch dargestellt.

Betrachten wir z. B. eine Kugelfliche, deren Radius mit »
bezeichnet werde und welche ihren Mittelpunkt in dem Schnitt-
punkte der drei zu einander rechtwinkligen Ebenen habe. Wird
dann ein bestimmter Punkt der Kugelfliche durch seine Ab-
stinde x, y, * von diesen drei Ebenen bestimmt, [61] so ist
offenbar der Kugelradius nach dem betrachteten Punkte gleich
der Diagonale eines rechtwinkligen Prisma, dessen drei Kanten
die Abstinde z, y, » sind; das Quadrat der Diagonale ist aber
gleich der Summe der Quadrate der drei Kanten, also erhilt
man die Gleichung

x?_{_y?_{_%%:r?.

Wenn nun der betrachtete Punkt seine Lage auf der Kugel-
oberfliche #ndert, so #ndern sich seine senkrechten Entfernungen
%, 9, # von den drei zu einander rechtwinkligen Ebenen, nicht
aber dndert sich seine Entfernung von dem Kugelmittelpunkte;
es hat also die Summe der Quadrate seiner drel Coordinaten
x, Y, % stets denselben Werth und ist immer gleich dem Qua-
drate des Kugelradius. Zwischen den Coordinaten des betrach-
teten Punktes besteht also die durch die Gleichung

a4y at =2

dargestellte Beziehung, und umgekehrt hat diese Gleichung fiir
alle Punkte der Kugelfliche und nur fiir diese statt, ist folg-
lich die Gleichung der Kugel.

Jede krumme Fliche hat also eine bestimmte Gleichung.
Wenn es auch nicht immer moglich ist, diese Gleichung in so
einfachen Grossen wie den Abstinden x, y, » darzustellen, so
kann man sie doch in complicirteren Grossen, z. B. den Rich-
tungswinkeln der Tangentialebenen, den Kriimmungsradien, u,
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8. w. erhalten. Fir unsern Zweck reicht es aus, dass wir eine
Gleichung als Beispiel gegeben haben.

Sind nun die Gleichungen zweier verschiedenen krummen
Flichen in den Coordinaten z, y, » gegeben, und setzt man
voraus, dass in diesen beiden Gleichungen die Coordinaten z,
y, » auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem bezogen
sind, so kann man eine der drei Grossen z, y, %, z. B. z, aus
den beiden Gleichungen eliminiren. Durch die gleichzeitige
Giultigkeit der beiden Gleichungen setzt man fest, dass man
weder alle Punkte der ersten Fliche, noch alle Punkte der
zweiten Fliche unterschiedslos in Betracht ziehen will, sondern
dass man sich nur mit den Punkten ihres Schnittes beschiftigt,
fir welche beide Gleichungen erfiillt sein miissen, da diese
Punkte gleichzeitiy auf beiden Flichen liegen. Folglich driickt
die Gleichung in den Gréssen x, y, welche sich durch die Eli-
mination von %z aus den beiden Gleichungen ergeben hat, die
Beziehung aus, welche zwischen den beiden Coordinaten x, y
aller Punkte der Schnittlinie — ohne Riicksicht auf die Grosse
der eliminirten Coordinate x — bestehen muss; diese Gleichung
ist also die Gleichung der Projection des Schnittes beider
Flichen auf die zu den x-Abstinden senkrechte Ebene.

Man sieht mithin, dass in der Algebra die Elimination einer
Unbekannten zwischen mehreren Gleichungen mit drei Unbe-
kannten darauf hinausliuft, auf den drei zu Grunde gelegten
Coordinatenebenen die Projectionen der Schnitte der Flichen,
welchen diese Gleichungen entsprechen, zu bestimmen.

[62] 50. Das Entsprechen zwischen den Operationen der
Analysis und den Methoden der darstellenden Geometrie ist
aber nicht auf das eben Gesagte beschréinkt; es besteht iiberall.
Wenn man Punkte, Curven oder Flichen sich bewegen lisst,
g0 konnen diese Bewegungen immer durch analytische Opera-
tionen beschrieben werden, und die durch diese Bewegungen
erzeugten Raumgebilde entsprechen den Resultaten dieser Ope-
rationen. Umgekehrt giebt es keine analytische Operation mit
drei Verinderlichen, welche nicht als der Ausdruck einer im
Raume ausgefiihrten Bewegung betrachtet werden kann. Um
dem Schiiler die Mathematik in der vortheilhaftesten Weise zu
lehren, muss man ihn frithzeitig daran gewohnen, dieses gegen-
seitige Entsprechen von analytischen und geometrischen Ope-
rationen zu erkennen; er muss die Fihigkeit erlangen, einer-
seits alle Bewegungen, welche im Raume denkbar sind, in die
Sprache der Analysis zu iibersetzen und andererseits sich stets
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im Raume die Bewegungen vorzustellen, deren Ausdruck die
analytischen Operationen sind.

Allgemeine Methode, um die Projectionen der
Schnitte krummer Flichen zu bestimmen. Abénderung
dieser Methode fiir einige besondere Fille,

51. Kommen wir nun auf unseren eigentlichen Gegenstand,
das Verfahren fiir die Bestimmung der Projectionen von Schnitten
krummer Flichen zu entwickeln, wieder zuriick.

Um diese Methode in mdglichst ibersichtlicher Form dar-
zustellen, werden wir ihr nicht sofort die Ausserste Eleganz,
deren sie fihig ist, geben, sondern letztere schrittweise erreichen.
Das Gesagte gilt aber allgemein und ist auf zwei beliebige
krumme Flichen anwendbar. Obgleich die benutzten Buch-
staben sich auf die Figur 34 beziehen, welche den besonderen
Fall zweier geraden Kreiskegel mit vertical gestellten Axen
darstellt, so ist immer im Auge zu behalten, dass jede der
beiden betrachteten Flichen eine ganz beliebige sein kann.

52. Erste allgemeine Aufgabe. (Fig. 34) Die Erzeu-
gungsweisen zweier krummen Flichen sind bekannt
und alle hierzu néthigen Elemente in den Projections-
ebenen gegeben. Man soll die Projectionen der Curve
doppelter Krimmung congtruiren, in welcher sich die
beiden Fldchen schneiden.

Losung., Man nimmt eine Schaar von Ebenen TT zu Hiilfe,
welche im Raume passend gelegen gewiihlt werden; diese Ebenen
kénnen z. B. simmtlich horizontal liegen, was zuniichst that-
gichlich angenommen werde. [63] Dann sind die verticalen
Projectionen dieser Hiilfsebenen horizontale gerade Linien, und
weil die Ebenen in willkiirlich gewéhlten Abstinden voneinander
liegen kénnen, nehmen wir an, dass in der verticalen Projec-
tionsebene beliebig viele horizontale Gerade p gezogen seien,
welche die verticalen Projectionen von eben so vielen Ebenen TT
vorstellen. Dann fiithrt man nacheinander fiir jede dieser EbeneniT
und in Bezug auf die Gerade p, welche ihre verticale Projec-
tion ist, das Verfahren durch, welches im Folgenden fiir die eine

A
dieser Ebenen, TI, welche sich in die Gerade p projicirt, an-
gegeben ist.
A
Die Ebene TT schneidet die erste Fliche in einer gewissen
Ostwald's Klassiker. 117. [
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A
aller Punkte, in denen die Ebene TT von allen FErzeugenden
der Fliche geschnitten wird. Da diese Curve eben und hori-
zontal gelegen ist, so projicirt sie sich in ihrer wahren Gestalt
und QGrosse auf die horizontale Projectionsebene. Es ist also
moglich, diese Projection zu construiren, und es ergebe dies die
Curve m'.

Dieselbe Ebene TT schneidet auch die zweite gegebene
Fliche in einer horizontal gelegenen, ebenen Curve, deren hori-
zontale Projection sich ebenfalls stets construiren ldsst; diese
Projection sel die Cure »'.

Nun ist es moglich, dass sich die beiden Curven, in welchen

die Ebene TT die beiden gegebenen Flidchen schneidet, selbst
schneiden, oder dass sie sich nicht schneiden. Wenn sich die
beiden Curven auch in beliebiger Verlingerung nicht schreiden,
go ist dies ein Beleg dafiir, dass die beiden gegebenen Flichen

in der Hohe der Ebene ﬁ keinen Punkt gemeinsam haben.
Schneiden sich aber die beiden Curven, so geschieht dies in
einer gewissen Anzahl von Punkten, welche beiden Flichen
gemeinsam und daher ebenso viele Punkte ihres gesuchten
Schnittes sind. Denn in der That gehdren die Schnittpunkte
beider Curven beiden Flichen an, da sie sowohl auf der ersten
Curve, welche auf der ersten der beiden gegebenen Flichen
liegt, als auch auf der zweiten Curve, welche auf der zweiten
Fliche liegt, gelegen sind.

Es miissen aber die horizontalen Projectionen der Schnitt-
punkte beider Curven [64] sowohl auf der Projection der ersten
als auch auf der Projection der zweiten Curve liegen, folglich
sind die Schnittpunkte H',J’, ... der beiden Curven m' und
n' die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten
des gesuchten Schnittes beider gegebenen krummen Flichen.
Um die verticalen Projectionen dieser Punkte zu erhalten, hat
man nur zu beachten, dass die Punkte H, J, ... in der hori-

zontalen Ebene ﬁ und also ihre zweilen Projectionen auf der
Geraden p hegen PlOchllt man daher die Punkte H’,J",
auf die Gerade p in die Punkte H”, J”, ..., s0 sind diese
letzteren die zweiten Projectionen der gesuchten Schnittpunkte.
Fithrt man dieses fiir die Gerade p eben beschriebene Ver-
fahren nun fiir alle iibrigen horizontalen Geraden p durch, so
erhilt man fiir jede von ihnen in der horizontalen Projections—
ebene eine Reihe weiterer Punkte H',.J', ... und in der ver-

6*
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ticalen Projectionsebene die entsprechende Reihe H”,J”, ...
Zieht man dann durch alle Punkte H' einen Curvenzweig, durch
alle Punkte J' einen zweiten, und so fort, so bildet die Ge-
sammtheit aller dieser Curvenzweige, welche mitunter inein-
ander iibergehen kénnen, die horizontale Projection des Schnittes
beider Flichen. Zieht man ebenso durch alle Punkte H” einen
Curvenzweig, durch alle Punkte /" einen zweiten, und so fort,
so bildet die Gesammtheit aller dieser Curvenzweige, welche
ebenfalls mitunter ineinander iibergehen konnen, die verticale
Projection des gesuchten Schnittes.

53. Das soeben geschilderte Verfahren ist ganz allgemein
verwendbar, sogar mit der getroffenen speciellen Festsetzung,
dass die benutzten Hiilfsebenen TT simmtlich horizontal liegen.
Wir wollen jetzt aber zeigen, dass in bestimmten Fillen die
Wah!l des Hiilfsebenensystems nicht gleichgiiltig ist; man kann
sie vielmehr oft so treffen, dass dadurch sich leichtere und
elegantere Constructionen ergeben. Es kann sogar der Fall
eintreten, dass die Benutzung einer Schaar von krummen
Flichen, welche nur in einer ihrer Abmessungen von ein-
ander verschieden sind, vortheilhafter als die Benutzung von
Ebenen ist.

Fir die Construction des Schnittes zweier Umdrehungs~
flichen mit verticalen Axen ist am vortheilhaftesten eine Schaar
von horizontalen Ebenen zu verwenden, da diese beide Flichen
in Kreisen gchneiden, deren- Mittelpunkte auf den Axen der
Fliachen liegen, deren Radien gleich den in der Hohe der
schneidenden Ebenen gemessenen senkrechten Abstinden der
erzeugenden Curven von den zugehirigen Axen sind und deren
horizontale Projectionen mithin ihrer Grdsse und Lage nach
bekannte Kreise sind. [65] In diesem Falle werden also alle
Punkte der horizontalen Projection des gesuchten Schnittes als
Schnittpunkte von Kreisen bestimmt. Wenn die Umdrehungs~
flichen zwar zu einander parallele, aber nicht vertical stehende
Axen haben, so muss man den Projectionsebenen eine andere
Lage geben und sie so wilhlen, dass eine derselben auf den
Umdrehungsaxen senkrecht steht.

54. Handelt es sich darum, die Schnitteurve von zwei
beliebig gestalteten Kegeln, deren Spuren in der horizontalen
Projectionsebene gegeben sind, zu construiren, so wiirde uns
die Anwendung einer Schaar von horizontalen Ebenen zur
Ausfithrung von Constructionen néthigen, welche in diesem
Falle zu umstindlich und zeitraubend sein wiirden. Denn jede
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horizontale Ebene schneidet beide Kegelflichen in Curven,
welehe den Spurlinien derselben #hnlich sind, und diese
Schnitteurven miissen folglich, weil sie nieht mit den Spur-
linien identisch sind, fiir jede Hiilfsebene von neuem punkt-
weige construirt werden. Legt man dagegen durch die Spitzen
beider Kegel eine Gerade und benutzt man das durch die-
selbe hindurchgehende Ebenenbiischel, so schneidet jede Ebene
desselben beide Flichen in vier gerade Linien. Da diese
Geraden in einer Ebene liegen, so schneiden sie sich — von
den Kegelspitzen abgesehen — in vier Punkten, welche auf
dem Schnitte beider Kegel liegen. In diesem Falle construirt
man also jeden Punkt der horizontalen Projection des Schnittes
als Schnittpunkt zweier geraden Linien.

55. Fiir zwei Deliebig gestaltete Cylinderfliichen, deren
beiderseitige Erzeugende nicht einander parallel sind, bietet
die Schaar horizontaler Ebenen gleichfalls nicht die giinstigste
Wahl dar. Jede dieser Ebenen wiirde zwar beide Flichen in
Curven schneiden, welche ihren horizontalen Spurcurven con-
gruent sind. Da diese Schnitteurven aber nicht senkrecht iiber
den Spurcurven liegen, so fallen ihre horizontalen Projectionen
nicht mit den letzteren zusammen und miissen folglich punkt-
weise construirt werden. Wihlt man dagegen eine Schaar von
Hiilfsebenen, welche gleichzeitiz zu den erzeugenden Geraden
beider Flichen parallel sind, so schneidet jede dieser Ebenen
beide Cylinder in geraden Linien, deren Schnittpunkte dem
Schnitte beider Flichen angehoren. [66] Dadurch erhilt man
wieder die Punkte der horizontalen Projection des Schnittes
als Schnittpunkte von geraden Linien. TUebrigens sgind diese
fiir zwei Cylinder gegebenen Betrachtungen nur eine nothwen-
dige Folge der vorher fiir zwei Kegelfliichen angestellten.

56. Fiir zwei Umdrehungsflichen endlich, deren Axen in
derselben Ebene liegen, aber nicht zu einander parallel sind,
ist #berhaupt eine Schaar von Ebenen nicht mehr die passendste
Wahl, welche man treffen kann, sondern hier empfiehlt es
sich, eine Schaar von concentrischen Kugeln, deren gemeinsamer
Mittelpunkt in dem Schnittpunkte der beiden Umdrehungsaxen
liegt, zu benutzen. Die beiden Umdrehungsflichen werden von
jeder dieser Kugeln in zwel Kreisen geschnitten, deren Mittel-
punkte auf den beiden Umdrehungsaxen liegen und deren Ebenen
auf der Ebene dieser Axen senkrecht stehen; die Schnittpunkte
beider Kreise liegen zugleich auf der Kugel und auf den beiden
Umdrehungsflichen und gehéren mithin dem gesuchten Schnitte
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an. Die Punkte der Projection des Schnittes werden construirt
als Schrittpunkte von Kreisen und geraden Linien, wenn man
die eine Projectionsebene senkrecht zu einer der beiden Um-
drehungsaxen, die andere parallel zu diesen beiden Axen wihlt,
welche Annahme die in diesem Falle giinstigste ist.

Diese wenigen Bemerkungen iiber die am hiufigsten vor-
kommenden krummen Flichen geniigen, um zu zeigen, in
welcher Weise die allgemeine Methode gebraucht werden muss,
und wie man aus der Kenntniss der Erzeugung der Flichen
die Wahl der Hiilfsflichen so treffen kann, dass sich die leich-
testen Constructionen ergeben.

Tangenten an die Schnitte krummer Fliachen.

57. Wenn zwei krumme Flidchen ihrer Gestalt und gegen-
seitigen Liage nach gegeben sind, so ist nicht nur ihre Schnitt~
curve bestimmt, sondern es ist auch die Lage aller geometrischen
Gebilde, weleche zu ihr Bezug haben, bestimmi, so z. B. die
Lage der Tangente in jedem ihrer Punkte und die Lage der
Normalebene, d. h. der Ebene, auf welche die Curve unter
einem rechten Winkel auftrifit und welche mithin auf der Tan-~
gente der Curve senkrecht steht. Obgleich wir in dem Fol-
genden oft Gelegenheit haben, Normalebenen an Curven doppelter
Kriimmung zu betrachten, gehen wir hier nicht in die Einzel-
heiten ihrer Bestimmung ein; [67] denn da die Normalebenen
stets auf den Tangenten senkrecht stehen, so ist es ausreichend,
das Verfahren, nach welchem die Projectionen der Tangenten
an die Schnitteurven krummer Flichen construirt werden, hier
mitzutheilen.

58. Zweite allgemeine Aufgabe. In einem beliebigen
Punkte der Schnittecurve zweier krummen Flichen
soll man die Tangente an diese Curve construiren.

Losung. Da der auf der Schnitteurve beider Flichen will-
kiirlich gewidhlte Punkt gleichzeitig auf beiden Flichen liegt,
$0 berithrt sowohl die in dem betrachteten Punkte an die erste
Fliche als wie die an die zweite Fliche gelegte Tangential-
ebene die Schnittcurve in diesem Punkte. Dieser Punkt der
Schnitteurve, in welchem sie von den beiden Ebenen beriihrt
wird, liegt also zugleich in beiden Ebenen und ist folglich ein
Punkt ihrer Schnittgeraden, welche selhst offenbar die gesuchte
Tangente ist.
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Diese Aufgabe giebt zu folgender Bemerkung Anlass, von
welcher in der darstellenden Geometrie hiufiger Gebrauch ge-
macht wird.

»Die Projection der Tangente einer Curve doppelter Kriim-
mung ist selbst Tangente an die Projection der Curve und
der Beriihrungspunkt dieser letzteren ist die Projection des
zugehorigen Berithrungspunktes auf der Curve doppelter
Kriimmung,. «

Denn denkt man sich von allen Punkten einer Curve
doppelter Kriimmung Lothe auf eine der beiden Projections-
ebenen, z. B. auf die horizontale Ebene gefillt, so liegen alle
diese Lothe auf dem Mantel eines vertical stehenden Cylinders,
welcher von der horizontalen Projectionsebene in der Projection
der Curve geschnitten wird. Wenn man sich ferner von allen
Punkten einer Tangente an die Curve doppelter Kriimmung
ebenfalls Lothe gefillt denkt, so liegen diese Lothe in einer
verticalen Ebene, welche von der horizontalen Projectionsebene
in der Projection der Tangente geschnitten wird. Nun be-
rithren sich aber offenbar der Cylindermantel und diese ver-
ticale Ebene lings des von dem Berithrungspunkte gefillten
Lothes, da dieses beiden Flichen angehért, KEs berithren sich
algso die Schnittlinien der horizontalen Projectionsebene mit der
Cylinderfliche und mit der verticalen Ebene [68] in dem Fuss-
punkte dieses Liothes, und mithin berithren sich die Projection
einer Curve doppelter Kriimmung und die Projection einer Tan~
gente an dieselbe in dem Punkte, welcher die Projection des
Beriihrungspunktes der Tangente und der Raumecurve ist.

Schnitte von Cylinder-, Kegel- und Umdrehungs-

flichen. Abwickelung dieser Schnitte, wenn eine

der Flichen, auf welchen sie liegen, eine abwickel-
bare Fliche ist.

59. Wir wollen nun das bisher Gesagte auf einige beson-
dere Fille wirklich zur Anwendung bringen. Um mit ein-
fachen Betrachtungen zu beginnen, setzen wir zunsichst voraus,
dass eine der beiden Flichen, deren Schnitt bestimmt werden
soll, eine Ebene ist.

Erste Aufgabe. Es soll die Schnittecurve eines
Cylindermantels und einer gegebenen Ebene be-
stimmt werden.
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Wenn die Lage der Projectionsebenen willkiirlich ist, so
nehmen wir zunichst an — was immer méglich ist —, dass
die eine Projectionsebene senkrecht auf den geradlinigen Er-
zeugenden des Cylindermantels und die andere senkrecht auf
der gegebenen Ebene steht, weil bei dieser Annahme die Con-
struction sich sehr viel leichter gestaltet. Spiter werden wir,
um den Schiller mit der Projectionsmethode gut vertraut zu
machen, diese Annahme fallen lassen und die beiden Projec-
tionsebenen beliebig wihlen.

Erster Fall. (Fig. 35—37) Die geradlinigen Er-
zeugenden der Fliche stehen senkrecht auf einer,
z. B. auf der horizontalen Projectionsebene, und die
schneidende Ebene steht senkrecht auf der andern
Projectionsebene.

Lésung. Es sel 4’ die horizontale und o” die verticale
Projection der Geraden a, welcher die simmtlichen Erzeugenden
des Cylinders parallel sind; % sei die gegebene Spurcurve des
Cylinders, welche zugleich die horizontale Projection des un-
begrenzten Cylindermantels ist und welche daher auch die
horizontale Projection des gesuchten Schnittes [ ist; ¢, sei die
verticale Projection der schneidenden Ebene E, welche Gerade
auch zugleich die verticale Projection des gesuchten Schnittes !
ist, und e, sei die in der horizontalen Ebene gelegene Spur-
linie dieser Ebene E. Zieht man dann an die Curve & die
zur Projectionsaxe x senkrechten Tangenten B'5", C'¢”, so
sind diese beiden Geraden offenbar die verticalen Projectionen
der Hussersten geradlinigen Erzeugenden!t), und die Punkte B”,
C”, in welchen sie von der Spurlinie ¢, der Ebene E geschnitten
werden, begrenzen auf der Geraden e, die verticale Projection
des gesuchten Schnittes /.

[69] Wenn man nun in einem auf dem Schnitte I beliebig
angenommenen Punkte, dessen horizontale Projection der auf
der Curve %k willkiirlich gewshlte Punkt D’ ist und dessen
verticale Projection man erhilt, indem man den Punkt D’ in
den Punkt E” auf der zweiten Spurlinie ¢ projicirt — die
Tangente an denselben ziehen will, so muss offenbar diese
Tangente in der schneidenden Ebene E liegen und daher ihre
zweite Projection in die Spurgerade ¢, fallen. Ferner liegt
die Tangente in der Tangentialebene des Cylinders im Punkte
D, und da diese Ebene vertical steht, so fillt die horizontale
Projection der Tangente mit der horizontalen Projection der
Tangentialebene zusammen und ist die Gerade = TD’,
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welche die Curve % in dem Punkte D’ beriihrt. Es ist also
fir die gesuchte Schnittcurve ! die Lage der Tangente vollig
bestimmt.

Fig. 35.

60. Es handelt sich nun weiter darum, die Schnittcurve !
in threr wahren Gestalt zu construiren und dann an dieselbe
in einem beliebigen Punkte eine Tangente zu ziehen. Wenn
die verticale Projectionsebene zu weit von der Curve & ent-
fernt ist, nimmt man eine andere verticale Ebene zu Hiilfe
welche die Curve % schneidet und deren horizontale Projection
in die zu z parallele Gerade B'C’ fillt. Diese neue verticale
Projectionstafel schneidet die Ebene E in einer zu e, parallelen
Geraden, um welche wir die Ebene E in die verticale Lage um-
legen, sodass die Curve ! sich in ihrer wahren Gestalt darbietet.
Dann wihlt man beliebig viele Punkte D’ willkiirlich auf der
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Curve & und legt durch dieselben verticale, zur zweiten Pro-
jectionstafel senkrechte Ebenen TT hindureh, deren beide Pro-
jectionen man gleichzeitig erhilt, indem man durch alle Punkte
D’ verticale Gerade p zieht. Jede dieser Hiilfsebenen schneidet
die Ebene E in einer horizontalen und zur Umlegungsaxe senk-
rechten Geraden, deren verticale Projection der Schnittpunkt
E” der beiden Geraden p und ¢, ist. Diese horizontale Gerade

'
¢
'
1
I
s
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i

Fig. 36.

trifft die Umlegungsaxe in einem Punkte K, dessen horizontale
Projection der Schnittpunkt F' der beiden Geraden B’ C" und
der durch D’ gezogenen Verticalen p ist, wihrend sie die
Schnitteurve ! der Ebene E und des Cylinders in den Punkten
D, F. .. trifft, deren horizontale Projectionen die Schnittpunkte
D’y F', ... der Geraden p und der Curve % sind. Die Strecken
DE, FE, ... sind aber offenbar gleich ihren horizontalen Pro-
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jectionen D'E', F'E', ... Bei der Unlegung der Ebene E in
die verticale Lage bleiben alle diese Strecken, welche ur-
spriinglich horizontal lagen, senkrecht zu der Umlegungsaxe
und behalten dieselbe Linge. [70] Zieht man also durch
jeden Punkt " eine unbegrenzte Gerade senkrecht zu e, und
trigt auf dieser von E” aus die Strecken D'E', F'E', . ..
bis D", F,", ... ab, o erhilt man beliebig viele Punkte D",
F), ..., die durch diese Punkte hindurchgezogene Curve ;"
ist die Schnittcurve des Cylinders und der Ebene E in ihrer
wahren Gestalt.

61. Nachdem jetzt die wahre Gestalt der Schnittcurve ge-
funden ist, soll noch in einem beliebigen ihrer Punkte, z. B. D"
die Tangente construirt werden. Die verticale Projection dieses
Punktes in seiner natiirlichen Lage ist der Fusspunkt E” des
von D" auf die Gerade ¢, gefillten Lothes und die horizon-
tale Projection findet man, indem man den Punkt %" in den
Punkt D’ auf der Curve k projicirt. Die horizontale Projection
der gesuchten Tangente ist dann die in dem Punkte D’ an
die Curve k& gezogene Tangente { und es genligt, um unser
Ziel zu erreichen, in der Ebene der Curve [, einen beliebigen
Punkt zu bestimmen, durch welchen die Tangente gehen muss,
z. B. den Punkt H, dessen horizontale Projection in den be-
liebig auf der Tangente ¢ gewihlten Punkt H' fillt und dessen
verticale Projection der Punkt A" auf der Spur e, ist. Stellt
man fiir diesen Punkt dieselbe Betrachtung an wie fiir jeden
anderen Punkt der Ebene E, so muss offenbar der umgelegte
Punkt H auf der durch den Punkt A” senkrecht zu e, gezo-
genen Geraden liegen, und man erhilt seine verticale Projee-
tion, indem man auf dieser Senkrechten die Strecke A’ H',
d. 1. den Abstand des Punktes H' von der Geraden B'C’, von
A" bis H," abtrigt. Dann ist H,” ein zweiter Punkt der an
die Curve /," zu construirenden Tangente, welche also die Ver-
bindungslinie D,” H" beider Punkte ist.?)

62. Welche Gestalt auch die Curve 4 haben mag, immer
hat die Schnittcurve die Eigenschaft, dass in jedem Punkte,
z. B. in D,” die Subtangente A" H,” gleich der Subtangente
A" H' der Curve k ist. Diese Eigenschaft ist fiir die Ellipse und
den iiber einer ihrer Axen construirten Kreis wohlbekannt;
sie kommt diesen beiden Curven nur deshalb zu, weil sie
die Schnitte eines Cylindermantels mit zwei verschiedenen
Ebenen sind.

63. Schliesslich kann der Fall eintreten, dass man die
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Abwickelung des Cylindermantels und der von der Ebene E
ausgeschnittenen Curve nothig hat. Zunichst wickelt man dann
die Curve & (Fig. 36) in eine gerade Linie NN, (Fig. 37) ab
[71] und zieht durch alle Punkte derselben zu ihr senkrechte
Gerade, welche die erzeugenden Geraden des abgewickelten Cylin-
dermantels darstellen.?3) Auf diesen Senkrechten hat man weiter
die Theilstrecken der Erzeugenden abzutragen, welche zwischen
der Curve & und der von der Ebene E ausgeschnittenen Curve !
liegen. Diese Theilstrecken sind aber ihren verticalen Projec-
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tionen gleich, und diese letzteren sind die einerseits durch die
Projectionsaxe », andererseits durch die Spurgerade e, begrenz-
ten Strecken der verticalen Geraden p. Wenn also bei der
Abwickelung der Punkt D’ in den Punkt D, der Geraden
N, N, fallt, so trigt man auf der durch den Punkt D," ge-
zogenen Senkrechten die Strecke D, E” von D, bis D, ab;
dann ist D, der Punkt, in welchen der Schnittpunkt D der
Ebene E und der durch den Punkt D’ gehenden Erzeugenden
des Cylinders bei der Abwickelung zu liegen kommt. Die
Curve [;, weleche durch alle auf diese Weise bestimmten Punkte
hindurchgeht, ist die abgewickelte Schrittcurve, welche gezeich-
net werden sollte.

64. Wenn man die Tangente im Punkte D' der Curve %
verlingert, his sie die erste Spurlinie ¢, der Ebene E in dem
Punkte T schneidet, und dann 7D’ auf der Linie N,/ N," von
D,' bis T, abtrigt, so ist offenbar die Gerade T, D, die Tan-
gente an.die Curve /, im Punkte D,. Denn bei der Abwicke-
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lung des Cylindermantels lindern seine Elemente nicht jhre Nei-
gung gegen die horizontale Ebene.

65. Zweiter Fall. (Fig. 38 u. 39) Die Cylinder-
flaiche und die schneidende Ebene liegen in belie-
biger Weise zu den beiden Projectionsebenen.

Losung. o’ und o seien die beiden Projectionen der Ge-
raden ¢, welcher die Erzeugenden des Cylinders parallel sein
sollen, % sei seine horizontale Spurlinie und e, und e, seien
die beiden Spurlinien der schneidenden Ebene E.

Man benutzt bei dieser Aufgabe eine Schaar von Ebenen,
welche den Erzeugenden der Cylinderfliiche parallel und senk-
recht zu einer Projectionsebene, z. B. der horizontalen, sind.
Jede dieser Hiilfsebenen projicirt sich in eine Gerade b’, welche
der Projection o' parallel ist, und schneidet den Cylinderman-
tel in erzeugenden Geraden, welche die horizontale Projec-
tionsebene in den Schnittpunkten B, C, ... der Geraden b’
und der Curve & treffen. Projicirt man die Punkte B, C, ...
in die Punkte B”, C", . .. der Projectionsaxe z, und zieht man
durch die letzteren Parallelen zu ¢”, so erhilt man die ver-
ticalen Projectionen b”, ¢”, ... der Schnittgeraden des Cy-
lindermantels und der benutzten Hiilfsebene.

[72] Die Hiilfsebenen schneiden die Ebene E ebenfalls in
parallelen geraden Linien, deren erste Spurpunkte auf der
Spur e, liegen. Um die verticalen Projectionen dieser Geraden,
welche natiirlich auch zu einander parallel sind, zu erhalten,
bestimmt man die Richtung einer dieser Schnittgeraden, z. B.
derjenigen, in weleher die durch a' gehende verticale Hiilfs-
ebene die Ebene E schneidet [und welche mit s bezeichnet
werde]. Zu dem Zwecke verldngert man «' bis zu dem Schnitt-
punkte S, mit der Spur e, der Ebene E einerseits und bis zu
dem Schnittpunkte S, mit der Projectionsaxe x andererseits.
Projicirt man dann S,” in den Punkt S, der zweiten Spur e,,
go sind die beiden Punkte S, und S, die Spurpunkte der ge-
suchten Schnittgeraden s, Wenn man noch S, in den Punkt S,”
der Axe 2 projicirt und die Gerade S," S, zieht, so erhiilt man
die verticale Projection s” der Schnittgeraden s. Projicirt man
also alle Punkte D der Spurlinie ¢,, in welchen sie von den
Projectionen der verticalen Hiilfsebenen geschnitten wird, in die
Punkte D" der Axe x und zieht durch alle Punkte D" Paral-
lelen zu s”, so erhilt man die verticalen Projectionen von
Schnittgeraden der Ebene E und den verticalen, einander paral-
lelen Hiilfsebenen. Dann bestimmt man die Schnittpunkte J”,
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Fig. 38.

K", ... jeder dieser Schnittgeraden mit den zweiten Projec-
tionen 5" ¢”, ... der durch B, C, ... gehenden Erzeugenden,
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in welchen die zugehérige Hiilfsebene den Cylindermantel schnei-
det; diese Schnittpunkte J”, K", ... liegen auf der verticalen
Projection [” der gesuchten Schnitteurve . Projicirt man alle
Punkte J”, K", ... auf die Horizontalprojection b" der ent-
gprechenden Hiilfsebene, so erhilt man die horizontalen Pro-
jectionen J', K', . .. derselben Punkte, und die durch sie gezo-
gene Curve !’ ist die horizontale Projection der Schnittcurve /.

66. Um in den Punkten XK', K" die Tangenten an die
Projectionen #’, I” der Curve ! zu erhalten, muss man beachten,
dass diese Tangenten die Projectionen der Tangente in dem
Punkte K an die Schnittcurve / sind. Da die letztere Tan-
gente gleichzeitig in der Ebene E und in der Tangentialebene
in dem Punkte KX an den Cylindermantel liegt, so muss ihr
erster Spurpunkt in den Schnittpunkt der ersten Spurgeraden
beider Ebenen fallen. Die erste Spurgerade der Tangential-
ebene ist aber die Tangente {, welche in dem Punkte C an
die Spurlinie © des Cylinders gezogen ist. Zieht man also
diese Tangente { und verlingert sie bis zu ihrem Schrnittpunkte
T mit der Spur ¢, der Ebene E, so beriihrt die Gerade 7K'
die horizontale Projection I' der Schnitteurve 7 in dem Punkte
K’. [73] Wenn man schliesslich den Punkt 7" in den Punkt 7"
der Axe z projicirt und die Gerade 7"K" zieht, so ist sie
die Tangente im Punkte K" der verticalen Projection I” der
Schnitteurve /.

67. Muss man auch die wahre Gestalt der Schnittcurve !
ermitteln, so legt man die Ebene E um ihre Spurlinie e, in die
horizontale Projectionsebene um. Bei dieser Bewegung beschreibt
jeder Punkt des Schnittes /, z. B. der Punkt K, dessen erste
Projection in den Punkt K’ fillt, einen Kreisbogen, dessen Ebene
senkrecht auf der Geraden ¢, steht und sich in das von dem
Punkte K’ auf ¢, gefillte Loth K’ F projicirt; nach erfolgter Um-
legung liegt der Punkt K in einem bestimmten Punkte K, des
Lothes K'F, und es ist daher nur noch der senkrechte Abstand
KF des Punktes K von der Spurgeraden e, zu bestimmen. Die
horizontale Projection des Abstandes KI ist die Strecke K'F
und die Hohe des Punktes K iiber der horizontalen Projections-
ebene ist gleich K, K”. Trigt man also die Linge K'F auf
der Axe z von K, bis F, ab, so ist die Hypotenuse F, K"
gleich dem gesuchten Abstande, welchen man dann auf dem
Loth K'I" von F bis K, abtrigt. Der Punkt K, ist ein Punkt
der in die Horizontalebene niedergelegten Schnitteurve /, und
die Curve /,; welche alle auf die gleiche Weise bestimmien
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Fig. 39.

Punkte verbindet, stellt die Schnitteurve des Cylinders und
der Ebene E in ihrer wahren Gestalt dar.
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68. Um die Tangente in dem Punkte K, an die Curve /,
zu construiren, braucht man nur zu beachten, dass bei der
Umlegung der Ebene E die Tangente im Punkte X an die Curve [
stets durch den Punkt 77 der Umlegungsaxe geht. Man hat
daher nur die Gerade TK, zu ziechen, um die verlangte Tan-
gente zu erhalten.

69. Zweite Aufgabe. (Fig. 40 u. 41) Es ist der Schnitt
eines beliebig gestalteten Kegels mit einer gege-
benen Ebene E zu construiren.

Lésung. Wir nehmen an — was immer moglich ist —,
dass die verticale Projectionsebene senkrecht auf der schnei-
denden Ebene E steht.

Es seien 4’, A" die Projectionen der Spitze 4 des Kegels,
k sel die Spurlinie des Kegelmantels in der ersten Projee-
tionsebene, und e, die verticale Spurlinie der schneidenden
Ebene E; folglich ist die durch den Schnittpunkt E,. von e,
mit der Axe x gezogene Verticale die horizontale Spurlinie e,
der Ebene E. Man benutzt zur Losung der Aufgabe eine
Schaar von Hiilfsebenen, welche durch die Kegelspitze 4 senk-
recht zur zweiten Projectionsebene gelegt sind; die verticale
Projection einer solchen Ebene ist die gerade Linie A" B",
welche durch die zweite Projection der Kegelspitze 4 geht,
{74 und ihre horizontale Projection ist die senkrecht zur Axe z
durch den Punkt B” gezogene Gerade B”B, welche die Spur-
linie des Kegelmantels in den Punkten B, C, ... schneidet.
Diese Hilfsebene schneidet den Kegelmantel in den gerad-
linigen Erzeugenden 4, ¢, ..., deren verticale Projectionen
mit der Geraden 4" B” zusammenfallen und deren horizontale
Projectionen b’, ¢', ... die Verbindungslinien der Punkte B,
O, ... mit A" sind. Diese Hiilfsehene schneidet auch die
Ebene E in einer geraden Linie, welche zur verticalen Projec-
tionsebene senkrecht ist. Die verticale Projection dieser Ge-
raden ist der Schnittpunkt ./” der Spuren ¢, und 4" B”, wih-
rend man die horizontale Projection erhilt, wenn man von
dem Punkte J” ein Loth auf die Axe x fillt und dasselbe
iiber die Axe x hinaus verlingert. Dieses Loth schneidet die
ersten Projectionen B4', CA4’, ... der in derselben Hiilfs-
ebene liegenden Mantellinien in den Punkten J', K', ...,
welche die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten
des gesuchten Schnittes I liefern. Verfihrt man in gleicher
Weise fiir die iibrigen Hiilfsebenen, und verbindet alle auf
diese Weise gefundenen Punkte J', K’, . . . mit einander durch

Ostwald’s Klassiker, 117. 7
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die Curve I’, so ist diese die horizontale Projection des ge-
suchten Schnittes I.

Iig. 40.

70. Um die Tangente in dem willkiirlich gew#hlten Punkte
J' an die Curve !’ zu ziehen, braucht man nur den ersten Spur-
punkt der in dem Punkte J an die Schnittcurve [ gezogenen
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Tangente zu finden, welcher auf der Spur ¢, der Ebene E
liegen muss. Dieser Spurpunkt muss aber auch auf der ersten
Spur der Ebene liegen, welche den Kegelmantel lings der
Erzeugenden 4J — mit der horizontalen Projection A'J' —
beriihrt. Die Gerade A'J’ schneidet die Curve . in dem
Punkte B und die in diesem Punkte an die Curve & gezogeme
Tangente ¢ ist die erste Spurlinie der Tangentialebene. Der
Punkt 7, in welechem sich die beiden Spurgeraden e, und ¢
schneiden, liegt mithin auch auf der durch den Punkt J' ge-
henden Tangente der Curve /.

71. Wenn noch die wahre Gestalt des Schnittes ! ermittelt
werden soll, so kann man entweder die Ebene E um ihre
erste Spur ¢, in die erste oder um jhre zweite Spur e, in die
zweite Projectionstafel umlegen und in der umgelegten Ebene
die Schnittcurve construiren. Wir wollen hier den zweiten
Weg einschlagen. Alle horizontalen Geraden, in denen die
Ebene E von den durch die Spitze des Kegels senkrecht zu
der verticalen Projectionsebene gelegten Hiilfsebenen ge-
schnitten wird, bleiben bei dieser Umlegung stets senkrecht
zu der Spur e, und dndern ihre Lingen nicht. [75] Zieht man
also durch alle Punkte J” der Spur ¢, Senkrechte zu ihr und
trigt auf diesen die entsprechenden horizontalen Strecken .J, J",
J,K', ... von J"bis J,, K, ... ab, so gehoren die Punkte
Jy, K,, ... der Schnitteurve an, und die Curve /,, welche
durch alle so erhaltenen Punkte hindurchgelegt ist, giebt die
Schnittcurve des Kegelmantels mit der Ebene E in ihrer wahren
Gestalt.

72. Um an die Curve [, in dem beliebig gewiihlten Punkte
J, die Tangente zu construiren, verfihrt man, wie aus dem
Vorhergesagten sich unmittelbar ergiebt, folgendermaassen: Man
fallt von dem Punkte J, das Loth J,J" auf die zweite Spur-
linie ¢, der Ebene E, verbindet dann die Punkte /" und 4"
durch eine Gerade, welche man bis zu ihrem Schnittpunkte B”
mit der Axe z verlingert, und projieirt den letzteren Punkt noch
in den Punkt B der Curve k; darauf zieht man an die Curve %
im Punkte B die Tangente, welche die Spurlinie e, in dem
Punkte 7' schneidet, und trigt die Strecke E,7 auf der im
Punkte E, zn der Spur ¢, gezogenen Senkrechten von I, bis
T, ab. Die Gerade T}/, ist dann die gesuchte Tangente an
die Curve /. '

Die Construction der Abwickelung eines Kegels mit belie-
biger Basis und der von der Ebene E ausgeschuittenen Curve /

T*
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werden wir sofort auseinandersetzen, nachdem wir den Schnitt
einer Kegelfldche mit einer Kugel, deren Mittelpunkt in der Spitze
des Kegels liegt, bestimmt haben [vgl. Art. 81, 8. 111—113].

73. Dritte Aufgabe. (Fig.41 u.42) Man soll den Schnitt
zweier Kreiskegel, deren Axen einander parallel
sind, construiren

Losung. Wir wiederholen hier iiber die Figuren 41 und 42
nichts von dem, was wir bereits frither bei der Darlegung
der allgemeinen Methode, bei welcher wir die gleiche Figur
[Nr. 84] als typisch benutzt hatten. Wir bemerken nur, dass
in dem vorliegenden Falle genau so wie in jedem, in wel-
chem es sich um zwei beliebige Umdrehungsflichen [mit ver-
ticalen Axen] handelt, die von einer Schaar horizontaler Hiilfs-
ebenen auf den Flichen ausgeschnittenen Curven Kreise sind.
Jetzt wollen wir nur beziiglich der Tangentenconstruction noch
auf einige Einzelheiten eingehen, von denen zu sprechen wir
frither nicht Gelegenheit hatten.

74. Um an die horizontale Projection I’ des Schnittes !
beider Kegelmiintel in dem Punkte K’ die Tangente zu con-
struiren, erinnern wir uns wieder daran, dass diese T'angente die
Projection der Tangente in dem Punkte K des Schnittes I selbst
ist, und dass es also, um die Construction der ersteren Tan-
gente ausfilhren zu konnen, geniigt, den horizontalen Spur-
punkt 7' der letzteren Tangente zu bestimmen. [76] Nun liegt
aber die Tangente in dem Punkte K des Schnittes / in den
beiden Tangentialebenen, welche die beiden Kegelmintel in
diesem Punkte bertihren. Construirt man also die horizontalen
Spurlinien { und » dieser beiden Ebenen, so ist ihr Schnitt-
punkt der Spurpunkt 7. Die Tangentialebene an den ersten
Kegel bertihrt diesen lings der durch den Punkt K gehenden
geradlinigen Erzeugenden, deren horizontale Projeetion man
findet, wenn man die Gerade A'K’ zieht und sie bis zu dem
Schnittpunkte ¢ mit der horizontalen Spurlinie ¢ des Kegels
verlangert. Der Punkt C liegt auf der Geraden, lings deren
die Tangentialebene den Kegel bertihrt, und mithin ist die
horizontale Spur ¢ dieser Ebene die in dem Punkte C' an den
Kreis ¢ gezogene Tangente. In gleicher Weise verfihrt man
in Bezug auf den zweiten Kegel. Man verlingert die Ge-
rade B' K’ bis zu ihrem Schnittpunkte D mit dem Kreise L
und zieht in diesem Punkte die Tangente v an den Kreis,
welche dann die horizontale Spur der Tangentialebene in dem
Punkte X' an den zweiten Kegel ist. Zieht man dann durch
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den Schnittpunkt 77 der beiden Tangenten ¢ und v die Ge-
rade TH', so ist sie die gesuchte Tangente an die Curve /'

Fig. 41.

Um die Tangente in dem entsprechenden Punkte A" der
verticalen Projection !” der Schnitteurve I zu erhalten, braucht
man offenbar nur den Punkt 7' in den Punkt 77 auf der Axe x
zu projiciren und 7 mit K" durch eine Gerade zu verbinden,
welche die gesuchte Tangente ist.
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75, Es kann unter Umstinden nothig werden, .auf der
Abwickelung eines der beiden Kegel, oder sogar auf denen
beider Kegel ihre ebenfally abgewickelte Schnittcurve einzu-
zeichnen, z. B. wenn man ein Modell fiir die Durchdringung
heider Kegel aus biegsamen Stoffen, z. B. aus Metallblechen,
herstellen will. In solchen Fillen wendet man fiir jeden der
beiden Kegel das Verfahren an, welches wir jetzt fiir den
ersten auseinandersetzen.

Zundchst ist zu beachten, dass bei der Abwickelung eines
Kegelmantels die auf ihm liegenden Geraden weder ihre Ge-
stalt, noch ihre Linge indern, weil allmihlich jede dieser
Geraden als Scharnier, um welches die Fliche bei ihrer Ab-
wickelung in die Ebene gedreht wird, dient; es bleiben also
alle Punkte des Kegelmantels stets in derselben Entfernung
von der Spitze. Ist ferner der Kegel, wie in dem vorliegenden
Falle, ein gerader Kreiskegel, so haben alle Punkte des hori-
zontalen Grundkreises ¢ den gleichen Abstand von der Kegel-
spitze; sie miissen also in der Abwickelung auch in gleicher
Entfernung von der Spitze und folglich [77] auf einem Kreis-
hogen liegen, dessen Radius gleich der constanten Entfernung
der Spitze von den Punkten des Grundkreises ¢ ist. Nachdem
man also den Punkt 4,, in welchen bei der Abwickelung des
Kegels seine Spitze 4 zu liegen kommen soll, willkiirlich an-
genommen hat, beschreibt man um diesen Punkt als Mittel-
punkt mit dem Radius A"F" einen Kreishogen i;, in welchen
der Grundkreis ¢ sich abwickelt. Triigt man dann ausgehend
von dem Punkte ¥’ des Grundkreises, bei welchem man mit
der Abwickelung beginnen will, den Kreishogen ¥ C auf dem
soeben construirten Kreise 7, von dem willkiirlich gewihlten
Punkte F}, desselben ab, so erhilt man die Lage C, des
Punktes C nach geschehener Abwickelung; die Gerade, welche
die Punkte C, und 4, verbindet, giebt die Lage an, in welche
die Erzeugende 4 C des Kegels dabei gekommen ist, und auf
dieser Geraden muss auch der Punkt &, liegen, welcher dem
Punkte & des Schnittes ! beider ¥lichen entspricht.,, Um XK,
zu finden, muss man den Abstand des Punktes K von der
Spitze des Kegels bestimmen und diesen dann auf der Ge-
raden 4,(, von 4, aus abtragen. Dazu zieht man durch den
Punkt K" der verticalen Projection eine horizontale Gerade,
bis sie die Seitenlinie 4”F" in dem Punkte G” trifft; dann
ist A" G" der gesuchte Abstand. Verfahrt man in gleicher
Weise, wie fiir den Punkt K, fiir alle anderen Punkte der
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Schnitteurve 7, und verbindet man dann alle so erhaltenen
Punkte in der Abwickelung des Kegelmantels durch die Curve [,
so ist diese die zugleich mit der ersten Kugelfliche abge-
wickelte Schnittcurve ! beider Kegel.

Fig. 42.

In gleicher Weise verfihrt man, um die mit der zweiten
Kegelfliche abgewickelte Schnitteurve zu erhalten.
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76. Vierte Aufgabe. (Fig. 43) Es soll der Schnitt
zweier Kegel mit beliebigen Grundflichen construirt

werden.

Fig. 43.
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Losung. Es seien A, 4” und B’, B” die Projectionen
der Spitzen 4 und B beider Kegel, ¢ und % ihre Spurlinien
in der ersten Projectionsebene.

Dureh die beiden Spitzen 4, B zieht man eine Gerade g,
deren Projectionen mithin die geraden Linien 4'B’, A"B”"
sind und deren ersten Spurpunkt &, man nach dem friher
angegebenen Verfahren leicht construiren kann. Durch diese
Gerade AB legt man dann eine Schaar von Hillfsebenen TT,
welche jeden der beiden Kegel in einer Anzahl gerader Li-
nien schneiden. Die in einer solchen Hiilfsebene TT liegenden
Geraden bestimmen durch ihre Schnittpunkte — wobei von
den beiden Spitzen natirlich abgesehen wird — ebenso viele
Punkte der Schnitteurve ! beider Kegelmintel. Die horizon-
talen Spurlinien dieser Hilfsebenen FT miissen nothwendiger
Weise [78] durch den Punkt G, gehen, und da die Lage
dieser Ebenen im Ubrigen w1llkurhch ist, so kann man ihre
ersten Spurlinien willkiirlich annehmen, mdem man durch den
Punkt &, so viele gerade Linien p zieht, als man fiir nothig
findet; fiir jede dieser Linien p, bez. die entsprechende Hiilfs-
ebene TT hat man dann die Construction durchzufithren, welche
wir fiir eine derselben jetzt beschreiben wollen.

Die erste Spurlinie p einer solchen Hilfsebene TT schneidet
die horizontale Spurlinie + des ersten Kegels in den Punkten
C, D, ..., welche zugleich die ersten Spurpunkte der Mantel-
linien sind, in welchen diese Fliche von der benutzten Hiilfs-
ebene geschnitten wird. Es sind mithin A'C, 4"D, ... die
horizontalen Projectionen dieser Geraden, und man erhilt ihre
verticalen Projectionen dadurch, dass man die Punkte C, D, .
in die Punkte (!, D", der Projectionsaxe z ploycut und
die Geraden A"C" A"D" .. zieht. Auch die Spurlinie %
der zweiten Kegelﬂache schneldet die Gerade p in gewissen
Punkten E, F, ..., deren Verbindungsgeraden mit dem Punkte
B’ die ersten Projectionen B'E, B'F, ... der Schnittgeraden
dieser zweiten Fliche mit derselben Hulfsebene TT sind; ,die
verticalen Projectionen dieser Geraden erhélt man, indem fan
die Punkte B, F, ... in die Punkte E", F", der Axe z
projicirt und die 1etzte1en mit dem Punkte B verbindet.

Da alle diese Geraden AC, 4D, ... des ersten Kegels
und BF, BF, ... des zweiten Kegels in derselben Ebene
liegen, so sind die Schnittpunkte H', J', K', L', ... ihrer
horizontalen Projectionen A'B, A’C, ... mit B'E, B'F, ...
die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten der
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Schnittcurve I beider Kegel. Verfihrt man in gleicher Weise
allmahlich fiir alle anderen Geraden p, welche durch &, ge-
zogen sind, so erh#lt man eine Reihe derartiger Schnittpunkte,
wie H', J', K', L', ... . Verbindet man dann alle Punkte H'
durch einen Curvenzweig, alle Punkte J' durch einen zweiten,
alle Punkte K’ durch einen dritten und so fort, so bildet die
Gesammtheit dieser Curven die horizontale Projection I’ des
gesuchten Schnittes I beider Kegel.

In gleicher Weise erhilt man fiir die Hiilfsebene, deren
erste Spur die Gerade p ist, in der verticalen Ebene eine ge-
wisse Anzahl von Geraden 4" C”, 4"D", ..., B"E", B"F",
..., deren Schnittpunkte .J", H", K", L", ... die verticalen
Projectionen von ebenso vielen Punkten des gesuchten Schnit-
tes sind.

Es ist nicht nothig, beide Projectionen des Schnittes / unab-
héingig von einander zu construiren; man kann vielmehr, nach-
dem fiir einen Punkt des Schnittes eine seiner Projectionen
gefunden ist, seine andere dadurch erhalten, dass man ihn
senkrecht zur Axe x auf die andere Projection einer der Mantel-
linien, auf welchen er liegt, projicirt. Dieser Umstand giebt
uns zugleich ein Mittel, um die friiheren Constructionen auf ihre
Richtigkeit und Genauigkeit hin priifen, bez. unter Umstinden
Schnittpunkte von Geraden, welche sich unter sehr spitzen
Winkeln schneiden, vermeiden zu kinnen.

[79] 77. Um die Tangenten an die horizontale Projection !’
des Schnittes, z. B. die Tangente, welche sie in dem Punkte L’
berithrt, zu erhalten, muss man den horizontalen Spurpunkt 7
der in dem Punkte I an den Schnitt / selbst gezogenen Tan-
gente construiren. Diese Tangente ist aber die Schnittgerade
der beiden Tangentialebenen, welche die Kegelflichen in dem
Punkte L Dberihren, und daher fillt ihr erster Spurpunkt in
den Schnittpunkt der horizontalen Spurlinien ¢, v dieser beiden
Tangentialebenen. Nun ist 4'DL’ die Projection der Ge-
raden, in welcher die Tangentialebene im Punkte L den er-
sten Kegel beriihrt, und folglich ist die im Punkte D an die
Curve ¢ gezogene Tangente ¢ die horizontale Spur dieser Tan-
gentialebene. Die Gerade B'F L’ ist die Projection der Be-
riihrungsgeraden der Tangentialebene an den zweiten Kegel,
und folglich ist die im Punkte F an die Curve L gezogene
Tangente v die horizontale Spur der zweiten Tangentialebene.
Zieht man dann durch den Schrittpunkt 7 der Tangenten ¢
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und » die Gerade T'L', so ist sie die gesuchte Tangente an
die horizontale Projection I’ des Schnittes /.

Stellt man dieselbe Betrachtung fiir die anderen Punkte
H', J, K', ... an, so findet man, dass 1) die Tangente in
J' durch den Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten D
und E, 2) die Tangente in K’ durch den Schnittpunkt der
Tangenten in den Punkten C und F, 3) die Tangente in H’
durch den Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten ' und
FE gehen muss.

Die Tangenten an die verticale Projection I” zu bestimmen,
bietet keine Schwierigkeiten mehr, wenn die entsprechenden
Tangenten der horizontalen Projection I’ construirt sind. Denn
nachdem man die horizontalen Spurpunkte der Tangenten an
die Schnitteurve / gefunden hat, erhilt man Punkte, durch
welche die gesuchten Tangenten gehen miissen, indem man
jene Spurpunkte auf die Axe z projicirt.

78. Fiinfte Aufgabe. (Fig. 44 u. 45) Man soll den
Schnitt eines Kegels mit beliebiger Basis und einer
Kugel construiren.

Losung. (Fig. 44) Es seien 4', 4" die Projectionen des
beiden Flichen gemeinsamen Mittelpunktes; ferner sei die
Curve k& die gegebene horizontale Spur des Kegels, 4”"D" der
Kugelradius und der XKreis ¢” die verticale Projection der
Kugel. Durch den beiden Flichen gemeinsamen Mittelpunkt 4
denkt man sich eine Schaar von Hiilfsebenen hindurchgelegt,
welche man noch senkrecht [80] zu einer der beiden Projec-
tionsebenen wihlen kann. In den Figuren 44 u. 45 sind
diese Ebenen senkrecht zur ersten Projectionsebene angenom-
men. Jede dieser Hiilfsebenen schneidet den Kegel in einer
Anzahl von Geraden und die Kugel in einem grossten Kreise;
in jeder dieser Ebenen liefern die Schnittpunkte der Geraden
und des Kreises Punkte der gesuchten Schnitteurve /. Man
zieht also durch den Punkt A" beliebig viele Gerade, welche
die horizontalen Projectionen von ebenso vielen verticalen Hiilfs-
ebenen und zugleich von ihren Schnittlinien mit den beiden
gegebenen Flichen sind. Jede dieser Geraden, z. B. BA'C(,
schueidet die horizontale Spur & des Kegels in den Punkten
B, C, ..., welche zugleich die ersten Spurpunkte der von
der zugehorigen Hiilfsebene ausgeschnittenen Mantellinien des
Kegels sind. Projicirt man diese Punkte in die Punkte B”,
C", ... der Axe z und zieht die Geraden A"B", 4"C" ..
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so sind diese die verticalen Projectionen derselben Mantellinien.
Jetzt handelt es sich noch darum, die Punkte zu finden, in

Fig. 44.

welchen diese Mantellinien von dem in derselben Hiilfsebene
gelegenen grossten Kugelkreise geschnitten werden.

Zu diesem Zwecke zieht man zunichst dureh den Punkt 4’
eine Parallele zur Axe . Dann dreht man die durch BC ge-
hende verticale Hiilfsebene um die in dem Punkte 4’ errich-
tete Senkrechte 4’4 zu der verticalen Projectionsebene parallel,
wobel alle von dieser Ebene auf den beiden gegebenen Fli-
chen erzeugten Schnitte mit gedreht werden sollen. Dabei
beschreiben die Punkte B, €, ... die Kreisbogen BB, CC,,

mit dem gemeinsamen Mittelpunkte 4" und kommen
schliesslich in die Schnittpunkte dieser Kreisbogen mit der
durch den Punkt 4’ zu der Axe # gezogenen Parallelen zu
liegen. Projicirt man die Punkte B,, C,, ... in die Punkte
B,". €, ... der Axe r, so sind die Geraden 4"B,", 4"C,’,
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... die verticalen Projectionen der Geraden, in welchen die
betrachtete Hiilfsebene den Kegel schneidet, in der Lage,
welche sie nach ausgefiihrter Paralleldrehung angenommen
haben. Der von derselben Hiilfsebene ausgeschnittene gréosste
Kugelkreis hat nach ausgefithrter Paralleldrehung den Kreis ¢”
als verticale Projection. Folglich sind die Schnittpunkte H,",
Jy', ... dieses Kreises mit den Geraden A"B,", 4"C,", ...
die Projectionen von Punkten der gesuchten Schnittcurve, be-
trachtet in der neuen Lage der schneidenden Ebene.

Nachdem man auf diese Weise die Projectionen der er-
wihnten Punkte in ihrer neuen Lage gefunden hat, muss man
die betrachtete verticale Hiilfsebene wieder in ihre urspriingliche
Lage zuriickdrehen. Bei dieser Riickwirtsdrehung beschreiben
alle Punkte der Ebene und folglich auch die in ihr liegenden
Punkte H, J, ... der Schnittcurve [81] horizontal gelegene
Kreisbogen, deren Mittelpunkte auf der verticalen Geraden 4’4
liegen und deren verticale Projectionen horizontale Gerade
sind. Zieht man also durch die Punkte H,", J,", ... hori-
zontale Gerade, so liegen auf ihnen die verticalen Projectionen
H", J", ... der Schnittpunkte H, J, ... in ihrer natiirlichen
Lage. Diese Projectionen miissen aber auch auf den entspre-
chenden Geraden A”"B”, A"C", ... liegen und sind daher
ihre Schnittpunkte mit den eben gezogenen horizontalen Ge-
raden. Auf diese Weise verfihrt man auch fiir die iibrigen
Hiilfsebenen und erhdlt dann in der Curve I”, welche alle so
erhaltenen zweiten Projectionen von Schnittpunkten verbindet,
die verticale Projection der gesuchten Schuittcurve .

Projicirt man die Punkte H”, J”, ... in die Punkte H’,
J', ... der horizontalen Projection BC' der Hiilfsebene, so
erhilt man die horizontalen Projectionen derselben Punkte H,
J, ... der Schnitteurve /, und die Curve, welche man durch
alle, fiir jede Lage der Geraden BC construirten Punkte I,
J's ... ziehen kann, ist die horizontale Projection !’ der

Schnitteurve 1.

79. Um die Tangente in dem Punkte /' an die horizon-
tale Projection ' ziehen zu konnen, muss man den horizon-
talen Spurpunkt 7 der Tangente in dem Punkte J des Schnittes !
construiren. Dieser Spurpunkt muss in den Schnittpunkt der
horizontalen Spurlinien der in dem Punkte J an die beiden
Fliachen gelegten Tangentialebenen fallen. Nun ist aber offen-
bar die in dem Punkte C an die Curve k& gezogene Tangente ¢
die erste Spurlinie der Tangentialebhene an den Kegel. TUm
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die erste Spur der Tangentialebene an die Kugel zu erhalten,
wendet man das fiir die Umdrehungsflichen gegebene Verfahren
an [siehe Art. 30, Seite 42—45]; man zieht also in dem Punkte

Fig. 45.

J," die Tangente an den Kreis ¢”, verlingert sie bis zu ihrem
Schoittpunkte 7,” mit der Axe x, trigt dann 4,7," auf der
Geraden BC von 4’ bis 7 ab und zieht dann durch den
Punkt V' die Gerade v senkrecht zu BC. Die beiden Spur-
linien ¢ und v schneiden sich in dem Punkte 7, durch welchen
man die Gerade 7'/  ziehen muss, um die gesuehte Tangente
zu erhalten.

Die Tangente im Punkte J” der verticalen Projection 1"
findet man, indem man den Punkt 7 in den Punkt 77 der
Axe z projicirt und dann die Gerade 7"J” zieht, welche die
verlangte Tangente ist.

80. Wenn die Kugel und der Kegel nicht concentrisch
sind, so muss man die Mittelpunkte der beiden Flichen durch
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eine gerade Linie verbinden und die durch sie hindurchgehenden
Ebenen [82] als die schneidenden Hiilfsebenen benutzen. Jede
dieser Hiilfsebenen schneidet den Kegelmantel in geraden Li-
nien und die Kugel in einem grossten Kreise, wie in dem
zuerst betrachteten Falle concentrischer Flichen, und man
erhilt ebenfalls eine einfache Construction. In diesem allge-
meineren Falle ist es am vortheilhaftesten, die verticale Pro-
jectionsebene parallel zu der Verbindungsgeraden der Flichen-
mittelpunkte zu wihlen, damit bei der Drehung, welche fiir
jede Hiilfsebene auszufithren ist, um sie der verticalen Pro-
jectionsebene parallel werden zu lassen, die beiden Flichen-
mittelpunkte ihre Lage unverindert beibehalten, und also auch
ihre Projectionen unverindert bleiben; hierdurch werden die
Constructionen wesentlich vereinfacht.

81. Sechste Aufgabe. (Fig. 45— 47) Man soll eine Ke-
gelfldche mit beliebiger Basis nebst einer auf ihr lie-
genden Schnitteurve, deren beide Projectionen ge-
geben sind, abwickeln.

Losung. Man denkt sich um die Spitze 4 des Kegels als
Mittelpunkt eine Kugel von beliebigem Radius beschrieben und
construirt nach dem fiir die vorige Aufgabe gegebenen Ver-
fahren die Projectionen der Schnittcurve beider Flichen. Da
nun alle Punkte der sphirischen Schrnitteurve die gleiche Ent-
fernung von der Kegelspitze 4 haben, so miissen sie auch auf
dem abgewickelten Kegelmantel in gleicher Entfernung von der
Spitze und also auf einem um dieselbe als Mittelpunkt beschrie-
benen Kreisbogen liegen, dessen Radius gleich demjenigen der
Kugel ist. Wenn also 4, (Fig. 46) der Punkt ist, in welchen
bei der Abwickelung die Kegelspitze zu liegen kommt, so be-
schreibt man um diesen Punkt mit einem Radius gleich 4" D"
(Fig. 45) einen Kreisbogen /,, auf welchen sich dann die Punkte
des sphirischen Kegelschnitts abwickeln, sodass die Theilstiicke
dieses Kreisbogens beziiglich gleich den entsprechenden Theilen
des sphirischen Kegelschnittes selbst sind. Nachdem man
noch auf dem sphirischen Kegelschnitte ! einen Punkt, z. B.
den Punkt K, dessen Projectionen XK', K” sind, und auf sei-
ner Abwickelung /, den Punkt K, als den ihm entsprechenden
angenommen hat, handelt es sich noch darum, die Lingen der
verschiedenen Bogen des Kegelschnittes auf seiner Abwicke-
lung I, von dem Punkte K, aus abzutragen. Weil nun die
spharische Curve eine solche doppelter Kriimmung ist, muss
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man sie allméhlich ihrer beiden Krilmmungen berauben, ohne
ihre Léinge dabei zu veriindern, was auf folgende Weise mog-
lich ist.

E, e Ky, o
Fig. 46.

[83] Da die sphirische Curve ! sich in die Curve !’ der
ersten Projectionsebene projicirt, so kann man annehmen, dass
sie auf der Oberfliche eines verticalen Cylinders liegt, dessen
horizontale Spurlinie die Curve I’ ist. Diesen Cylinder und
die auf ihm liegende Curve ! wickelt man dann nach dem

Fig. 47.

friiher angegebenen Verfahren [Art. 63, 8. 92] in die Ebene
ab, indem man den Bogen K'J' (Fig. 45) in die gerade Linie
K,'Jy’ (Fig.47) abwickelt und die verticale Strecke .J,,J") senk-
vecht zu K K;' von J, bis J; abtrigt. Die Curve /,, welche
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durch alle so erhaltenen Punkte J, hindurchgeht, ist der ab-
gewickelte sphiirische Kegelschnitt, nachdem man ihn seiner
horizontalen Kriimmung beraubt hat, ohne jedoch dabei seine
Bogenlinge geindert zu haben.

Nun wickelt man noch die Curve [, auf den Kreis /, (Fig. 46)
ab, indem man z. B. die Bogenlinge K, J, der Curve I, auf dem
Kreise l, von K, bis J, abtrigt und dadurch den Punkt J,
erhilt, in welchen bei der Abwickelung des Kegelmantels in
die Ebene der Punkt J, dessen Projectionen J', J' (Fig. 45)
sind, fillt. Zieht man dann die Gerade 4,J,, so findet man
auf dem abgewickelten Kegelmantel die geradlinige Erzeugende,
deren horizontale Projection 4’ (' (Fig. 45) ist. Soll nun ein
Punkt dieser Geraden, z. B. der Punkt C auf der abgewickelten
Fliche verzeichnet werden, so braucht man nur den Abstand
dieses Punktes von der Spitze 4 des Kegels zu messen und
auf 4,J, von 4, aus bis O, abzutragen; dann ist C, der
Punkt, in welchen der Punkt C bei der Abwickelung des
Kegelmantels zu liegen kommt.

82. Siebente Aufgabe. (Fig. 48) Es ist der Schnitt
zweier beliebigen Cylinder zu construiren.

Losung. Wenn man bei einer Untersuchung, welche zu
der vorliegenden Aufgabe gefiihrt hat, keine anderen Schnitt-
curven als die der beiden Cylinderméntel zu betrachten hat,
und besonders wenn diese Flichen kreisférmige Grundfiichen
haben, so wihlt man die Projectionsebenen vortheilhaft so,
dass eine derselben parallel zu den geradlinigen Erzengenden
beider Cylinderfisichen ist; dadurch wird es moglich, den ver-
langten Schnitt zu construiren, ohne andere Curven als die
gegebenen zu benutzen. Muss man aber gleichzeitiz noch die
Schnitte der Cylinder mit anderen Flichen betrachten, so
bietet es keinen Vortheil dar, fir die Construction des Schnittes
beider Cylinder eine besondere Wahl der Projectionsebenen zu
treffen; es ist vielmehr einfacher, fiir die Construction aller
Schnitte dieselben Projectionsebenen zu benutzen.

[84] Wir nehmen deshalb bei der Lésung der vorliegenden
Aufgabe an, dass die erzeugenden Geraden beider Flichen
eine ganz beliebige Lage zu den beiden Projectionsebenen
haben.

Es seien 4, & die gegebenen horizontalen Spurcurven der
beiden Cylinder; o', a” und &', " die Projectionen der beiden
Geraden ¢ und 0, welchen die Erzeugenden des ersten und

Ostwald's Klassiker. 117, 8
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zweiten Cylinders parallel sein sollen. Man nimmt dann zur

Fig. 48.

Losung eine Schaar von Ebenen TT zu Hiilfe, welche den Er-
zeugenden beider Flichen, also den Geraden ¢ und b parallel
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sind. Diese Hiilfsebenen schneiden die beiden Flichen in ge-
raden Linien, von denen sich die auf dem ersten Cylinder
liegenden mit den auf dem zweiten Cylinder liegenden in
Punkten der gesuchten Schnittcurve ! schneiden.

Nachdem man nach der in dem Art. 31 (1) [S. 46—47)
gegebenen Verfahren die horizontale Spurlinie 4, G, der durch
die Gerade a parallel zu der Geraden b gelegten Ebene con-
struirt hat, zieht man parallel zu 4, G, so viele Gerade, als
man fiir nothig findet, und betrachtet sie als horizontale Spur-
linien von ebenso vielen Hiilfsebenen. Eine solche Parallele,
z. B. p, schneidet die Spur ¢ des ersten Cylinders in gewissen
Punkten C, D, ... und die Spur £ des zweiten Cylinders in
gewissen anderen Punkten F, F , durch welche man die
Parallelen ¢', d', ..., ¢/, f', ... bez. zu den ersten Projec-
tionen @', b zieht. Die Schmttpunkte H J, K’y L',
der Geraden ¢’, ¢’ ... mit den Geraden ¢’, f, cen smd dle
horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten der Schnitt-
curve [ beider Cylinder. Verfihrt man in gleicher Weise fiir
die anderen Hiilfsebenen, d. h. alse fiir andere Parallelen zu
A G, so findet man die horizontalen Projectionen weiterer
Punkte der Schnittcurve . Die Curve !’, welche durch alle
so erhaltenen Punkte H', J', K’, L', ... hindurchgeht, ist
dann die horizontale Projection der gesuchten Schrittcurve I

Um die verticale Projection {” derselben Curve zu erhalten,
projicirt man die Punkte C, D, ..., E, F, ... in die ent-
sprechenden Punkte C", D", . .., E", F” . der Axe z und
zieht durch diese Punkte die Pa1a11e1en e”, d" R A
bez. zu den Projectionen ", b”. Die Schmttpunkte H” J "
K", L", ... der Parallelen ¢, d", ... mit den Parallelen ¢’
7, ... sind die verticalen Projectionen der Punkte H, .J, K,
L, ... des Schnittes I. Bestimmt man in gleicher Weise die
verticalen Projectionen der iibrigen Punkte des Schnittes und
verbindet man dann alle durch die Curve I”, so ist sie die
verticale Projection des Schnittes I

Will man an die Curven !, !” in den zusammengehorigen
Punkten L', L" die Tangenten ziehen, so construirt man die
horizontalen Spurgeraden £, v der Tangentialebenen, welche
in dem Punkt L den ersten, bez. zweiten Cylinder berithren.
Die von dem Punkte L’ nach dem Schnittpunkte T' der beiden
Spuren ¢ und v gezogene Gerade [85] ist die Tangente, welche
in dem Punkte L’ die Curve !’ bertihrt. Projicirt man dann
den Punkt 7' in den Punkt 7" der Axe x und zieht T"L", so

8%
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ist diese Gerade die Tangente, welche die verticale Projec-
tion I” in dem Punkte L" beriihrt.

83. Achte Aufgabe. (Fig.49) Es ist der Sehnitt
zweier Umdrehungsflichen, deren Axen in einer
Ebene liegen, zu construiren.

Losung. Man wihlt die Projectionsebenen so, dass eine
derselben zu der Axe einer der Umdrehungsflichen senk-
recht und die andere beiden Axen parallel ist. Es sei dann
A’ die horizontale Projection der Axe o der ersten Fliche,
a” ihre verticale Projection und ¢" die Erzeugende der ersten
Fliche. Dann muss die durch 4’ gezogene Parallele zur Axe z
die horizontale Projection b’ der Axe b der zweiten Umdre-
hungsfliche sein; die verticale Projection dieser Axe sei 4",
so dass also A', 4" die Projectionen des Schnittpunktes 4
beider Flichenaxen sind, und %" sei die gegebene Erzeugende
der zweiten Umdrehungsfliche. Zur Losung der Aufgabe be-
nutzt man als Hiilfsflichen eine Schaar von concentrischen Ku-
geln, deren gemeinsamer Mittelpunkt der Schnittpunkt 4 beider
Flachenaxen ist. Fiir jede dieser Kugeln construirt man die
verticale Projection, welche ein mit dem Kugelradius um den
Punkt 4" als Mittelpunkt beschriebener Kreis ist. Jeder dieser
Kreise schneidet die erzeugenden Curven ¢”, k" in gewissen
Punkten, z. B. der Kreis m” in den Punkten C" wnd E".

Betrachtet man die Kugelfliche, deren verticale Projection
der Kreis m" ist, so schneidet sie die erste Umdrehungsfliche
in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht auf der Axe a steht,
dessen verticale Projection mithin die horizontale Gerade C”
D" ist und dessen horizontale Projection der um den Punkt
A' als Mittelpunkt mit dem Durchmesser C" D" beschriebene
Kreis C'H'D'J" ist. Dieselbe Kugel schneidet auch die zweite
Umdrehungsfliche in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht
zur verticalen Projectionsebene steht und dessen verticale Pro-
jeetion die durch den Punkt F" zu der Geraden b” gezogene
Senkrechte E"F” ist.

Wenn der Punkt A", in welchem sich die beiden Geraden
C"D" und E"F" schneiden, niher an den beiden Axen liegt
als die beiden Punkte C" und F”, so schneiden sich offenbar
die eben construirten Kreise in zwei Punkten H und .J, deren
gemeinsame verticale Projection der Punkt H” ist. Die durch
alle Punkte, welche auf dieselbe Weise [86] wie der Punkt H"
gefunden- sind, gelegte Curve I” ist dann die verticale Projec-
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tion des Schnittes / der beiden Umdrehungsflichen. Projicirt
man den Punkt " auf die Peripherie des Kreises C'H'D'J’,

Fig. 49.

so erhilt man dort die Punkte H' und J' als die horizontalen
Projectionen der Schnittpunkte H und J der Kreise, in denen
die Hilfskugel die beiden Umdrehungsflichen schneidet. Con-
struirt man in gleicher Weise die horizontalen Projectionen
der von den-anderen Kugeln bestimmten Punkte des Schnittes [,
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so ist die durch sie hindurchgehende Curve !’ die horizontale
Projection des Schnittes beider Umdrehungsflichen.

Diese Beispiele mogen geniigen, um das Verfahren, dessen
man sich zur Construction der Schnitte von Flichen bedient,
zu veranschaulichen. Und sie genitigen in der That auch, be-
sonders wenn sich die Schiller der grossten Genauigkeit bei
der Ausfilhrung der Construction befleissigen, moglichst grosse
Abmessungen fiir die Zeichnungen benutzen und die Curven,
sofern es moglich ist, stets in ganzer Ausdehnung zeichnen.

Roberval’'s Methode, um an eine Curve, welche
durch das Gesetz der Bewegung eines erzeugenden
Punktes gegeben ist, eine Tangente zu ziehen. An-
wendung dieser Methode auf die Ellipse und auf
die Schnittcurve zweier Rotationgellipsoide mit

einem gemeingsamen Brennpunkte.

84. Bisher haben wir jede Curve doppelter Kriimmung als
Schnittcurve zweier krummen Flichen betrachtet, und in der
That bieten sie sich in der darstellenden Geometrie meistens
unter diesem Gesichtspunkte dar. Wir haben in diesem Falle
gesehen, dass es immer mdglich ist, Tangenten an diese Curven
zu ziehen. Aber gerade so wie eine krumme Fliche durch
die Gestalt und Bewegung ihrer Erzeugenden bestimmt werden
kann, ligst sich auch eine Curve durch das Gesetz der Be-
wegung eines erzeugenden Punktes definiren. Will man dann
aber eine Tangente an die Curve ziehen, so kann man nur die
Methode von Eoberval benutzen, wenn man nicht die Analysis
zu Hillfe nehmen will.13) Diese Methode hatte Roberval gefun-
den, bevor Descartes die Algebra auf die Geometrie anwandte;
sie ist implicite in den Betrachtungen der Differentialrechnung
enthalten und wird aus diesem Grund nicht in der elementaren
Mathematik erwihnt. Wir begniigen uns hier damit, sie in
gedringter Weise auseinanderzusetzen. Diejenigen Leser, wel-
che zahlreiche Anwendungen der Methode kemnen zu lernen
wiinschen, mogen die »Mémoires de ’Académie des Sciences«
bis zum Jahre 1699 nachsehen, in welchen die Schriften von
Roberval zu finden sind.

85. Wenn sich ein Punkt nach dem fiivx thn giiltigen
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Bewegungsgesetze bestindig nach demselben festen Punkte im
Raume hin bewegt, so ist seine Bahn eine gerade Linie. Wird
der Punkt aber in jedem Augenblicke [87] seiner Bewegung
gleichzeitig gegen zwel feste Punkte getrieben, so ist seine Bahn,
welche in einigen besonderen Fillen eine gerade Linie sein
kann, im Allgemeinen eine krumme Linie. Man findet die
Tangente an die Bahneurve, indem man durch den betrachteten
Punkt der Bahn zwei gerade Linien nach den beiden festen
Punkten zieht, auf diesen in richtigem Sinne Strecken, welche
den Geschwindigkeiten in diesen beiden Richtungen proportio-
nal sind, von dem Bahnpunkt aus abtrigt und dann die Figur
zu einem Parallelogramm wvervollstindigt; zieht man dann die
von dem Bahnpunkte ausgehende Diagonale dieses Parallelo-
gramms, 8o ist dieselbe, da sie die Bewegungsrichtung des er-
zeugenden Punktes in dem betrachteten Punkte seiner Bahn
angiebt, die gesuchte Tangente an die Bahncurve.

86. Wir wollen nur ein einziges Beispiel fiir diese Construc-
tion geben.

(Fig. 50) Ein Faden AMB ist mit seinen Enden in zwei
festen Punkten A und B befestigt. Spannt man den Faden mit
einem Stifte M und lasst
den Stift sich so bewe-
gen, dass der TFaden
stets gespannt ist, so
beschreibt der Stift eine
Curve DMC, welche
bekanntlich eine Ellipse
ist, deren Bremnpunkte
die beiden festen Punkte
A uwnd B sind.  Auf
Grund der Erzeugungs-
weise dieser Curve ist
es leicht mit Hilfe der Fig. 50.

Roberval’schen Methode

eine Tangente an dieselbe zu ziehen. Da die Léinge des
Fadens ungedndert bleibt, so wird in jedem Augenblick
der Bewegung der Radiusvector AM um dieselbe Strecke
verlingert, um welche der andere Radiusvector BM verkiirzt
wird. Die Geschwindigkeit des die Curve begchreibenden
Punktes in der Richtung 43 ist gleich seiner Geschwindigkeit
in der Richtung MB. 'Trigt man daher auf der Geraden MB
und auf der Verlingerung von AM von M aus gleiche Strecken
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MQ=DMP ab und vervollstindigt das Parallelogramm MPRQ),
so giebt die Diagonale M E derselben die Bewegungsrichtung des
erzeugenden Punktes in dem Punkte M an und ist folglich die
Tangente an die Ellipse. Hieraus folgt unmittelbar, dass bei
der Ellipse die Tangente den Winkel B M P zwischen dem einen
Radiusvector und der Verlingerung des andern halbirt, dass
also auch die Winkel AMS und BME einander gleich sind
und folglich die Curve die Eigenschaft besitzt, die von dem
einen Brennpunkte ausgehenden Lichtstrahlen nach dem andern
zu reflectiren.

Die Methode von Roberval ldsst sich leicht auf den Fall
von drei Dimensionen ausdehnen und zur Construetion von
Tangenten an doppelt gekriimmte Curven verwenden. Bewegt
gich nimlich ein Punkt so im Raume, dass er in jedem Augen-
blicke nach drei festen Punkten hin getrieben wird, so ist seine
Bahncurve, welche in einigen besonderen Fillen eine ebene
Curve und sogar [88] eine gerade Linie sein kann, im All-
gemeinen eine Curve doppelter Krimmung. Um die Tangente
in einem beliebigen Punkte der Bahn zu -erhalten, zieht man
durch diesen Punkt drei Gerade nach den drei festen Raum-
punkten, trigt auf ihnen in richtigem Sinne Strecken auf]
welche den Geschwindigkeiten des Punktes in diesen drei Rich-
tungen proportional sind, und vervollstandigt die Figur zu einem
Parallelepipedon, dessen durch den Bahnpunkt gehende Diago-
nale die Tangente an die Bahn in diesem Punkte ist.

87. Wir wollen diese Methode auf einen Fall anwenden,
welcher dem vorherbehandelten Falle der Ellipse #shnlich ist.
Die nebenstehende Figur (Fig. 51), welche wir dabei benutzen,
ist in schiefer Parallelprojection gezeichnet.

Drei feste Punkte 4, B, C sind im Raume gegeben. Ein
erster Faden 4 M B ist mit seinen beiden Enden in den Punkten
A und B und ein anderer Faden 4 MO, dessen Linge von der
des ersten ganz unabhingig ist, mit seinen beiden Enden in
den Punkten 4 und O befestigt. Wenn sich nun ein Stift M
gleichzeitig langs beider Faden bewegt, sodass dieselben stets
gespannt sind, so beschreibt er eine Curve doppelter Krim-
mung.1%) Um an diese Curve in dem Punkte I eine Tangente
zu construiren, muss man beachten, dass die Strecke, um welche
der Radiugvector AM in jedem Augenblicke wichst, gleich der
Strecke ist, um welche der Radiusvector M B kiirzer wird, da
die Liinge des ganzen Fadens 4 MB unverinderlich ist; folglich
ist die Geschwindigkeit des Punktes M in der Richtung AM
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gleich seiner Geschwindigkeit in der Richtung 3/ B. Da ferner
auch die Linge des Fadens 4MC constant ist, so ist die Ge-

Fig. 51.

schwindigkeit in der Richtung M C auch gleich seiner Geschwin-
digkeit in der Richtung 4. Wenn man daher auf der Verlin-
gerung des Radiusvector AM und auf den beiden Radiivectoren
MB, MC von M aus die gleichen Strecken MP, M(Q, M E ab-
trigt und die Figur zu dem Parallelepipedon MPUSVQRT
vervollstindigt, so ist die Diagonale M.S dieses Parallelepipe-
dons die gesuchte Tangente.

Da sich die Methode von Roberval auf das Princip der Zu-
sammensetzung von Bewegungen stiitzt, so kann man, wie leicht
ersichtlich ist, in weniger einfachen Fillen, als wie sie unsere
Beigpiele boten, die bekannten Methoden zur Bestimmung der
Resultante von Kriften, welche an einem Punkte angreifen
und ihrer Grosse und Richtung nach gegeben sind, zu Hiilfe
nehmen.



122 Gagpard Monge.

[89] Yierter Theil.

Anwendung der fiir die Construction der Schnitte
krummer Flichen gegebenen Methode zur Losung
verschiedener Aunfgaben.

88. Wir haben in dem Art. 52 [S. 81—84] die Methode
gegeben, nach welcher sich die Projectionen des Schnittes zweier
der Gestalt und Liage nach bestimmten krummen Flichen con-
struiren lassen, und zwar, ohne uns um die Natur der Auf-
gaben zu kiimmern, welche solche Constructionen nothig machen
kénnen. Die Darlegung dieser Methode fiir sich wiirde fiir die
grosste Anzahl der Kiinste schon ausreichend sein. Denn wenn
man z. B. die Kiinste des Steinschnittes und des Zimmerns in
Betracht zieht, so bilden die krummen Flichen, welche sich
hier der Betrachtung naturgemiss darbieten und deren Schnitte
man oft construiren muss, gewShnlich den Hauptgegenstand,
mit dem man sich zu beschiftigen hat. Die darstellende Geo-
metrie muss eingt einen der Hauptzweige der nationalen Er-
ziehung bilden, weil die von ihr gegebenen Methoden die
Kiinstler ebenso ndthig brauchen, wie Lesen, Schreiben und
Rechnen; wir halten es deshalb fur niitzlich, an einigen Bei-
spielen zu zeigen, wie die Analysis durch die darstellende Geo-
metrie in der Loésung einer grossen Anzahl von Aufgaben,
welche auf den ersten Blick nicht derartige zu sein scheinen,
dass sie auf diese Weise behandelt werden konnten, ersetzt
werden kann. Wir beginnen zuniichst mit einigen Beispielen,
welche nur die Construction ebener Schnitte erfordern, und
gehen dann zu solchen tiber, bei welchen Schnitte krummer
Flichen benutzt werden miissen.

89. In der gewohnlichen elementaren Geometrie ist die erste
Aufgabe, welche in hervorragenderer Weise die Schiiler interessirt,
die Construction des Mittelpunktes des Kreises, welcher durch
drei willkiirlich in der Ebene angenommene Punkte hindurch-
geht. Die Bestimmung dieses Mittelpunktes als Schnittpunkt
zweler geraden Linien, deren jede durch den gesuchten Punkt
gehen muss, tberrascht die Schiiler sowohl durch ihre Allge-
meinheit, als auch dadurch, dass sie die wirkliche Ausfithrung
der Construction leicht gestattet. Wenn man — was mdoglich
ist — die ganze Gleometrie nach diesen beiden Gesichtspunkien
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hin behandelte, so wiirde sie einer grdsseren Anzahl von Men-
schen zusagen und von einem grosseren Kreise gepflegt und
ausgeiibt werden; [90] die Durchschnittsbildung des Volkes
wiirde dadurch auf eine héhere Stufe gebracht und der Fort-
schritt in der Wissenschaft selbst beschleunigt werden. —

In dem Raume giebt es eine der soeben genannten analoge
Aufgabe, an deren Ldsung wir jetzt herantreten wollen.

90. Erste Aufgabe. (Fig. 52) Man soll den Mittel-
punkt und den Radius der Kugel finden, welche
durch vier willkiirlich im Raume gegebene Punkte
geht.

Losung. Die vier Punkte geien durch ihre horizontalen
und verticalen Projectionen gegeben. Dann denkt man sich
von einem der vier Punkte nach den drei anderen gerade
Linien gezogen, deren horizontale und verticale Projectionen
man leicht zeichnen kann. Betrachtet man zuniichst die erste
der drei geraden Linien, so muss der gesuchte Mittelpunkt
offenbar in gleicher Entfernung von ihren beiden Euvdpunkten
und daher in einer Ebene liegen, welche senkrecht zu der
Geraden durch ihren Halbirungspunkt geht. Wenn man also
die beiden Projectionen der betrachteten Geraden halbirt, wo-
durch man die Projectionen ihres Halbirungspunktes findet, und
die Spuren der Ebene, welche durch diesen Punkt senkrecht
zu der Geraden geht, nach Art. 17 [8. 27—28] construirt,
so liegt der gesuchte Mittelpunkt in dieser Ebene. Betrachtet
man dann die beiden anderen Geraden und fithrt man fiir jede
von ihnen die gleiche Construction aus, so erhilt man schliess-
lich die Spuren von drei verschiedenen Ebenen, in deren jeder
der gesuchte Mittelpunkt liegen mugs. Da dieser nun sowohl
in der ersten, als in der zweiten Ebene liegt, so muss er auf
der Schnittgeraden beider liegen; man construirt also die Pro-
jectionen dieser Schnittgeraden und erhilt dadurch in jeder
Projectionsebene eine Gerade, auf welcher die gleichnamige
Projection des Kugelmittelpunktes liegt. Aus dem gleichen
Grunde bestimmen die Projectionen der Schnittgeraden der
ersten und dritten Ebene in beiden Projectionsebenen zwei
Geraden, welche durch die gleichnamigen Projectionen des
Kugelmittelpunktes gehen. Die beiden Geraden in jeder Pro-
jectionsebene bestimmen in ijhrem Schnittpunkte die gleich-
namige Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes.

Benutzt man noch die Schnittgerade der zweiten und dritten
Ebene, so hat man eine dritte Gerade, welche durch den
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Kugelmittelpunkt geht und auf deren Projectionen die Projee-
tionen desselben ebenfalls liegen; dies bietet ein Hiilfsmittel
dar, um die Richtigkeit der Zeichnung zu priifen.

Zieht man durch die gleichnamigen Projectionen eines der
gegebenen Punkte [91] und des Kugelmittelpunktes gerade
Linien, so sind sie die Projectionen des Kugelradius. Aus
seiner horizontalen und verticalen Projection kann man aber
leicht seine wahre Linge construiren.

91. Kann man die Lage der Projectionsebenen frei wihlen,
so lasst sich die eben auseinandergesetzte Construction bedeu-
tend vereinfachen. Nimmt man nimlich an, dass die erste
Projectionsebene durch drei der gegebenen Punkte 4, B, C geht,
so fallen dieselben mit ihren ersten Projectionen zusammen;

: D
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Fig. 52.

die horizontale Projection des vierten Punktes D sei der Punkt
D’'. Nachdem dann die Geraden 4B, AC, AD' gezogen sind,
wihlt man die zweite Projectionsebene und folglich auch die
Projectionsaxe x parallel zu der Geraden AD’. Die verticalen
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Projectionen der drei ersten Punkte sind dann die Fusspunkte
A", B", C" der von den drei Punkten A4, B, C auf die Axe x
gefillten Lothe; die verticale Projection des vierten Punktes D
sei gegeben durch den Punkt D", welcher auf der durch den
Punkt D’ senkrecht zur Axe & gezogenen Geraden liegen
muss. Da die Gerade AB in der horizontalen Projections-
ebene liegt, so ist jede zu ihr senkrechte Ebene vertieal
gestellt und ihre horizontale Projection ist daher eine zu AB
senkrechte Gerade. Dasselbe gilt fiir die Gerade AC. Zieht
man’ also durch den Mittelpunkt % von 4B eine zu ihr senk-
rechte Gerade e, so ist sie die horizontale Projection einer
durch den Kugelmittelpunkt gehenden verticalen Ebene, und
folglich liegt die horizontale Projection des Kugelmittelpunktes
auf ihr. Ebenso ist die durch den Mittelpunkt # von AC zu
ihr senkrecht gezogene Gerade f die horizontale Projection
einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden verticalen Ebene,
und es muss daher die horizontale Projection desselben auch
auf der Geraden f liegen. Tolglich ist der Schnittpunkt M’
der beiden Geraden ¢ und f die horizontale Projection des ge-
suchten Kugelmittelpunktes, dessen verticale Projection auf der
durch den Punkt M’ senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden
liegen muss.

Da nun die von dem Punkte 4 nach dem vierten Punkte D
gezogene Gerade parallel zu ihrer zweiten Projection ist, so
steht jede zu AD senkrechte Ebene auch auf der zweiten
Projectionsebene senkrecht, und ihre zweite Projection ist mit-
hin eine zu A" D" senkrechte Gerade. Man zieht also durch
den Mittelpunkt G von 4" D" eine Senkrechte g zu ihr, welche
die verticale Projection dieser dritten Hiilfsebene durch den
Kugelmittelpunkt ist, und [92] deren Schnittpunkt M” mit der
verticalen Geraden M’ M, folglich die verticale Projection des
gesuchten Kugelmittelpunktes bestimmt.

Zieht man schliesslich die Geraden AM’, 4" M”", so sind
sie die beiden Projectionen des Kugelradius AM; trigt man
daher die Strecke 4M' auf der Axe x von M, bis 4, ab, so
glebt die Strecke 4,M” die wahre Linge des Kugelradius.

92. Zweite Aufgabe. (Fig. 53) Es soll eine Kugel
in eine gegebene dreiseitige Pyramide einbeschrie-
ben, d. h. die Lage ihres Mittelpunktes und die Linge
ihres Radius construirt werden.

Losung. Da die Kugel die vier Seitenflichen der Pyra-
mide bertihren muss, so halbirt offenbar jede der sechs Ebenen,
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welche man durch den Kugelmittelpunkt und dureh je eine
Kante der Pyramide legen kann, den an der betreffenden Kante
liegenden Flichenwinkel. Wihlt man also von den sechs Kanten
drei, welche nicht alle durch dieselbe Ecke gehen, und legt
man durch jede derselben eine Ebene, welche den an dieser
Kante liegenden Flichenwinkel halbirt, so hat man drei Ebenen,
in deren jeder der gesuchte Mittelpunkt liegt und deren gemein-
samer Schnittpunkt er daher sein muss.

93. Um die Construction zu vereinfachen, nehmen wir an,
dass die horizontale Projectionsebene mit einer Seitenfliche der
Pyramide zusammenfillt.

Es seien 4, B, C, D' die horizontalen Projectionen und
A", B", 0", D" die verticalen Projectionen der vier Pyra-
midenecken. Durch die Spitze D derselben legt man drei
Ebenen senkrecht zu den Kanten der Grundfliche ABC; da
diese Ebenen vertical stehen, so sind ihre horizontalen Projec-
tionen die Geraden D'F, D'F, D’ (4, welche durch den Punkt
D' genkrecht zu den drei Kanten AB, BC, CA gezogen sind.
Jede dieser verticalen Hiilfsebenen schneidet die Grundfliche
der Pyramide und die der betreffenden Kante anliegende Seiten-
fliche in zwei geraden Linien, welche miteinander einen Winkel
gleich dem Flichenwinkel zwischen dieser Seitenfliche und der
Grundfliche einschliessen. Trigt man also auf der Axe x die
Strecken D' B, D'F, D' G von dem Schnittpunkte D, der ver-
ticalen Geraden D'D” bis zu den Punkten E,, F,, G, ab
[93] und zieht die Geraden D"E,, D"F,, D" &,, so schliessen
diese letzteren mit der Axe z Winkel ein, welche gleich den
Neigungswinkeln der drei Seitenflichen gegen die Grundfléiche
sind. Halbirt man diese Winkel durch die Geraden e, f, g,
so sind die von ihnen mit der Axe  eingeschlossenen Winkel
gleich den Neigungswinkeln der Seitenflichen einer zweiten
Pyramide, welche iiber derselben Grundfiiche A B C construirt
ist und deren Spitze in dem gesuchten Kugelmittelpunkte M liegt.

Um nun die Spitze dieser zweiten Pyramide zu finden,
schneidet man dieselbe durch eine in beliebiger Héhe ge-
legte horizontale Ebene, deren verticale Projection die willkiir-
lich gezogene horizontale Gerade N”O” ist. Diese Gerade
schneidet die Geraden ¢, f, g in den Punkten H,, J,, K,, von
denen man die Lothe H H,, J,J,, K, K, auf die Axe x fillt.
Trigt man dann die drei Abstinde E H,', F,J,’, G,K, bez
auf den drei von dem Punkte D’ auf die Kanten der Grund-
fliche gefillten Lothen von E bis H', von F bis J' und von
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G bis K' ab, so erhdlt man in H', J/, K’ die horizontalen

Fig. 53.

Projectionen von drei Punkten, welche auf den Schrittgeraden
der horizontalen Hilfsebene mit den drei Seitenflichen der
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zweiten Pyramide liegen; die durch diese Punkte zu den ent-
sprechenden Kanten der Grundfliche 4B gezogenen Paral-
lelen N'O’, O'P', P' N’ sind dann die ersten Projectionen
dieser Schnittgeraden selbst. Die Parallelen N'O’, O'P', P' N’
schneiden sich zu je zweien in den Punkten O', P/, N/,
welche die Projectionen von Punkten der drel nicht in der
Grundfliche liegenden Kanten der zweiten Pyramide sind;
wenn man dann noch die Geraden N' A, O'B, P’C zieht, so
gind sie die Projectionen dieser Kanten selbst. Der Punkt M,
in welchem sich die Geraden N'4, O'B, P'C schneiden, ist
die horizontale Projection der Spitze M der zweiten Pyramide
und mithin auch diejenige des gesuchten Kugelmittelpunktes.

Um die verticale Projection M” desselben Punktes zu er-
halten, zieht man zuerst durch M’ eine Senkrechte zur Axe wx,
M’ M, auf welcher der Punkt " liegen muss. Dann projicirt
man die drei Punkte N', O', P’ in die Punkte N", O", P"
der horizontalen Hiilfsgeraden und zieht die Geraden N” 4"
0" B”", P" (", welche die verticalen Projectionen der drei Kanten
der zweiten Pyramide sind. Der Punkt M”, in welchem sich
alle drei schneiden miissen und welcher gleichzeitiz auf der
Verlidngerung der Verticalen M M, liegen muss, ist die verti-
cale Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes.

Die verticale Strecke M, M" schliesslich ist gleich dem Radius
der eingeschriebenen Kugel, [94] und die Punkte M, M, sind
die beiden Projectionen des Bertihrungspunktes der Kugel und
der Pyramidengrundfliche ABC.

94. Wir haben in dem Artikel 3 gezeigt, wie man die Lage
eines Punktes bestimmen kann, dessen Abstinde von drei der
Lage nach bekannten Punkten gegeben sind. Wir wollen jetzt
im Anschlusse an jene friheren Auseinandersetzungen die Con-
struction dieses Punktes geben.

Dritte Aufgabe. (Fig. 54) Man soll die Projectionen
eines Punktes, dessen Entfernungen von drei im
Raume beliebig gegebenen Punkten bekannt sind,
construiren.

Losung. Die Projectionsebenen mogen, wie wir voraus-
setzen, so gewihlt sein, dass die erste Projectionsebene durch
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht und die zweite Pro-
jectionsebene senkrecht auf der Verbindungsgeraden zweier
dieser Punkte steht.

Es selen 4, B, ¢ die drei gegebenen Punkte und a, b, ¢
die beziiglichen Entfernungen des gesuchten Punktes von ihnen.
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Man verbindet zwel der gegebenen Punkte, z. B. 4 und B
durch eine Gerade und zieht durch einen beliebigen ihrer Punkte

R
RN

D K ___ P BT x

senkrecht zu ihr die Axe x, welche die Lage der verticalen
Projectionsebene bestimmt. Dann beschreibt man um die Punkte
A, B, C als Mittelpunkte bez. mit den Strecken «, b, ¢ als
Radien Kreise, welche sich zu je zweien in den Punkten D,
E; F, G; H, J schneiden. Zieht man die Geraden DE, F(,
HJ, so sind sie die horizontalen Projectionen der drei Kreise,
in welchen sich je zwei Kugeln schneiden; der einzige Punkt
P’, in welchem sich die drei Geraden schneiden, ist dann offen-
bar die horizontale Projection des gesuchten Punktes.

Um die verticale Projection dieses Punktes zu erhalten,
zieht man zunichst senkrecht zur Axe x die Gerade P’ P, auf
welcher die gesuchte Projection liegen muss. Ferner muss
man beachten, dass der Kreis, dessen horizontale Projection
die Gerade DE ist, der zweiten Projectionsebene parallel ist,

Ostwald’s Klassiker. 117. 9
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und dass also seine verticale Projection ein Kreis mit gleichem
Radius sein muss. Projicirt sich die Gerade 4 B in den Punkt
K" auf der Axe 2, so braucht man daher nur mit der Strecke
KD, welche gleich dem halben Durchmesser D E ist, als Radius
einen Kreis um K" als Mittelpunkt zu beschreiben, um die
vertieale Projection des betrachteten Kreises zu erhalten. Dieser
Kreis schneidet die Gerade P’'P,, bez. deren Verlingerung in
den Punkten P”, ", von denen jeder die verticale Projection
eines der gestellten Aufgabe geniigenden Punktes P, bez. Q) ist.

Es miissen weitere Bedingungen der gestellten Aufgabe
hinzngefiigt werden, [95] um zu entscheiden, ob beide Punkte
P und @ brauchbar sind, bez. welcher von beiden Punkten,
wenn nur einer derselben nach dem Wortlaute der Aufgabe
brauchbar sein kann, genommen werden darf.

Der Leser mag die Aufgabe 16sen, die Projectionen
eines Punktes zu construiren, dessen Entfernungen
von drei im Raume beliebig gegebenen Geraden be-
kannt sind.

95. Vierte Aufgabe. (Fig. 55) Ein Ingenieur bereist
ein Gebirgsland, sei es um nur seine Bodengestalt
zu studiren, sei es um den Plan fiir Unternehmungen,
welche von der Bodengestalt abhéingig sind, zu ent-
werfen. Er ist mit einer topographischen Karte ver-
sehen, in welcher nicht nur die horizontalen Projec-
tionen der verschiedenen Punkte des Terrains genau
verzeichnet sind, sondern welche auch noch die Er-
hebungen aller dieser Punkte iiber jene horizontale
Projectionsebene (Niveaufliche) durch eine neben
jeden Punkt geschriebene Zahl, die sogenannte Kote
dieses Punktes, angiebt. Nun gelangt der Ingenieur
an einen bemerkenswerthen Punkt, welecher — ent-
weder weil er vergessen worden war oder erst nach
Vollendung der Karte bemerkenswerth geworden
ist — nieht in der Karte sich verzeichnet findet.
Der Ingenieur fiihrt nur ein mit einem Lothe ver-
sehenes Graphometer bei sich.

Man verlangt von dem Ingenieur, dass er, ohne
seinen Standort zu verlassen, die Lage desselben auf
der Karte eintrigt und seine Kote, d. h. seine Erhe-
bung iiber die Niveaufliche bestimmt.'7)

Losungsverfahren. Der Ingenieur wihlt sich unter den
auf der Karte genau verzeichneten Terrainpunkten drei aus,
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welche seinem Standorte am nichsten liegen und ven denen
wenigstens zwei nicht dieselbe Hohe wie dieser haben. Dann
misst er die Winkel, welche die Richtung des Lothes mit den
nach diesen drei Punkten gerichteten Visirlinien einschliesst
und kann nach Ausfihrung dieser Messung bereits die ihm
gestellte Aufgabe 19sen.

Die drei beobachteten Punkte, deren horizontale Projec-
tionen die Karte unmittelbar giebt, wihrend man ihre verti-
calen Projectionen mit Hilfe der Koten construiren kann,
mégen mit 4, B, C bezeichnet werden. Da der Winkel,
welchen die Visirlinie nach dem Punkte 4 mit der Lothrichtung
des Standortes bildet, bekannt ist, so kennt man auch den Win-
kel, welchen dieselbe Visirlinie mit der nach oben verlingerten
Lothrichtung in dem Punkte A einschliesst; demn wenn man
die Krimmung der Erde vernachlissigt, was in dem vorliegen-
den Falle statthaft ist, [96] so sind diese beiden Winkel als
Wechselwinkel an Parallelen einander gleich. Denkt man sich
nun einen geraden Kreiskegel mit vertical gerichteter Axe con-
struirt, dessen Spitze in dem Punkte 4 liegt und dessen gerad-
linige Erzeugenden mit der Axe einen dem gemessenen gleichen
Winkel einschliessen — hierdurch ist die Fliche vollstindig
bestimmt —, so geht der Kegelmantel durch die rach dem
Punkte A gerichtete Visirlinie und folglich auch durch den
Standort des Beobachters. Mithin ist eine erste krumme Fliche
gefunden, auf welcher der gesuchte Punkt liegt. Stellt man
dieselbe Ueberlegung fiir die beiden anderen Punkte B und C
an, so erhilt man noch zwei andere gerade Kreiskegel, deren
Spitzen in diesen Punkten liegen, deren Axen vertical stehen
und deren Seitenlinien mit den Axen Winkel einschliessen,
welche bez. gleich den beiden anderen gemessenen Winkeln
gind. Der gesuchte Punkt ist nun ebenfalls auf jeder dieser
beiden Kegelflichen und folglich, da er gleichzeitiz auf allen
drei Kegeln liegen muss, auf ihrem gemeinsamen Schnitte ge-
legen. Es handelt sich mithin nur noch darum, die beiden
Projectionen der Schnitte je zweier dieser Kegelflichen zu
construiren; die Schnittpunkte der gleichnamigen Projectionen
bestimmen dann die horizontale und verticale Projection des
gesuchten Punktes, folglich auch seine Lage auf der Karte
und seine Hohe iiber oder unter den beobachteten Punkten,
aus welcher letzteren sich seine Kote ergiebt.

Diese Losung wird im Aligemeinen acht Punkte liefern,
welche der. Aufgabe geniigen. Es ist aber fiir den Beobachter

Ok
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leicht, denjenigen Punkt, welcher seinem Standorte entspricht,
herauszufinden. Zunichst kann er sich immer vergewissern,
ob sein Standort iiber oder unter der Ebene, welche durch
die drei beobachteten Punkte 4, B, C hindurchgeht, liegt.
Angenommen der Standort liege iiber dieser Ebene, so kann
er von den Schnittcurven der Kegel die Zweige, welche unter
dieser Ebene liegen, unberiicksichtigt lassen. Dadurch reducirt
sich die Anzahl der méglichen Punkte auf vier. Das Gleiche
ist der Fall, wenn der Standort unterhalb der Ebene 4B C
liegt. Unter den iibrigen vier Punkten — wenn sie iiberhaupt
sammtlich vorhanden sind — kann der Beobachter dann aber
leicht denjenigen herausfinden, dessen Lage in Bezug auf die
drei Kegelspitzen dieselbe ist, wie die Lage seines Standortes
in Bezug auf die entsprechenden drel Terrainpunkte.

96. Construction. (Fig. 55) Es selen 4, B’, ¢' die der
Karte entnommenen horizontalen Projectionen der drei [97] be-
obachteten Punkte und A", B”, C" ihre verticalen Projectionen,
welche man dadurch erhiilt, dass man auf den vertiealen Ge-
raden B'B,, C'C, von der durch den Punkt A” gehenden
horizontalen Geraden x aus die Koten von B, C vermindert
um die Kote von 4 bis B”, C” abtrigt; o, 3, y seien die
Winkel, welche die Visirlinien von dem Standorte nach den
drei beobachteten Punkten 4, B, C mit der verticalen Rich-
tung einschliessen.

Verlingert man die drei Geraden 44", B'B", C'C" nach
oben, so stellen sie die zweiten Projectionen der Axen der drei
Kegel dar. Durch die drei Punkte 4", B”, C" zieht man dann
die Qeraden 7, s, ¢, welche mit den Verticalen in den drei
Punkten bez. die Winkel «, {3, 7 einschliessen; die Geraden
r, s, ¢t sind die verticalen Projectionen je einer der beiden
dugsersten Seitenlinien der drei geraden Kreiskegel.

Dann zieht man in der verticalen Projectionsebene beliebig
viele horizontale Gerade p, betrachtet sie als die Projectionen
von gleich vielen horizontalen Ebenen TT und fihrt fiir jede
von ihnen die Construction durch, welche wir jetzt fiir die mit
P bezeichnete dlesel Geraden beschrelben wollen.

Die Gerade § schneidet die Projectionen der Axen der drei
Kegel in den Punkten D", H", M", welche die verticalen Pro-
jectionen der Mittelpunkte der Kreise gind, in denen die zu-

gehorige horizontale Ebene 1T die drei Kegelmiintel schneidet,
und die #ussersten Seitenlinien #, s, ¢ in den Punkten E”,
J', N", sodass die Strecken D"E", H*J", M"N" die Radien
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dieser Kreise sind. Um die Punkte 4, B', C' als Mittel-
punkte beschreibt man bez. mit diesen Radien Kreise, welche

AN N i y [
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m A yb v ,/

Fig. 55.

A
die horizontalen Projectionen der von der Ebene TT aus den
drei Kegeln ausgeschnittenen Kreise sind. Die eben constru-
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irten Kreise schneiden sich zu je zweien in den Punkten F",
G'; K', L'; O', P', welche die horizontalen Projectionen von
ebenso vielen Schnittpunkten der Schnitte je zweier der drei
Kegel ergeben. Projicirt man diese Punkte in die Punkte F”,
G"; K', L"; 0", P" auf der Geraden p, so erhillt man die
verticalen Projectionen derselben Schnittpunkte.

Verfihrt man in gleicher Weise fiir die anderen Geraden p,
so findet man fiir jede derselben andere Punkte F’, G'; K',
L’; O'y P’ und F", G"; K", L"; O", P" in der horizontalen
und verticalen Projectionsebene. Darauf zieht man durch alle
Punkte F', G eine Curve I’, welche die horizontale Projection
[98] des Schnittes I des ersten und zweiten Kegels ist, ferner
durch alle Punkte XK', L’ eine zweite Curve m’, welche die
horizontale Projection des Schnittes m des zweiten und dritten
Kegels ist, und endlich durch alle Punkte O', P’ eine dritte
Curve »’, welche die horizontale Projection des Schnittes n des
dritten und ersten Kegels sind. Die Punkte Q', in denen sich
alle drei Curven schneiden, sind die horizontalen Projectionen
von Punkten ¢, welche der gestelllen Aufgabe geniigen.

Ebenso zieht man in der verticalen Projectionsebene durch
alle Punkte F”, G” eine Curve I”, durch alle Punkte K", L"
eine zweite Curve " und endlich durch alle Punkte O, P
eine dritte Curve n”, welche Curven die verticalen Projectionen
der drei Schnitteurven I m, n sind. Die Punkte ", in denen
sich die verticalen Projectionen ", m”, n" schneiden, bestimmen
die verticalen Projectionen aller Punkte ¢J, welche den Forde-
rungen der gestellten Aufgabe entsprechen.

Nachdem der Beobachter unter allen Punkten ¢) denjenigen
herausgefunden hat, welcher seinem Standorte entspricht, giebt
ihm die zugehirige horizontale Projection @ unmittelbar die
Lage seines Standortes auf der Karte an. Die Hohe der zu-
gehorigen verticalen Projection )" iiber der Axe x bestimmt die
Erhebung des Standortes iiber den beobachteten Punkt 4 und
damit also die Kote des Standortes.

97. Wir haben im Vorstehenden die Projectionen der drei
Schnitte [, m, » construirt, wihrend zwel schon ausgereicht
hitten. Es empfiehlt sich aber, immer in dieser Weise zu ver-
fahren, weil die Projectionen von zwei Curven doppelter Kriim-
mung sich in Punkten schneiden konnen, welche nicht Punkten
des Schnittes entsprechen; um die Projectionen von Punkten des
Schnittes zu bekommen, muss man nur solche Zweige beider
Curven bétrachten, welche auf derselben Schale einer der
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Flachen liegen. Dies erfordert aber ein mithsames Aufpassen,
von welchem man fast stets befreit ist, wenn man alle drei
Schnittourven construirt; die Punkte, in welchen sich alle drei
Curven schneiden, sind wirkliche Schnittpunkte der drei Flichen.

98. Fiinfte Aufgabe. (Fig. 56 u. 57) Die Sachlage ist
dieselbe wie bei der vorigen Aufgabe bis auf den
einzigen Umstand, dass das Winkelmesgingtrument
[99]) nicht mit einem Lothe versehen ist, und dass
infolge dessen die Winkel der Visirlinien mit der
Lothrichtung nicht gemessen werden konnen. Trotz-
dem aber soll der Ingenieur, ohne seinen Standort
zu verlassen, die Liage desselben auf der Karte und
seine zugehorige Kote, d. h. seine Hohe iiber der
Niveaufliche, auf welche alle Punkte der Karte
bezogen sind, bestimmen.

Losungsverfahren. Nachdem der Ingenieur drei auf der
Karte genau verzeichnete benachbarte Terrainpunkte, welche
mit seinem Standorte nicht in derselben Ebene liegen, aus-
gewshlt hat, misst er die drei Winkel, welche die Vigirlinien
nach diesen drei Punkten miteinander bilden, und ist durch
diese Messung allein in den Stand gesetzt, die Aufgabe zu
losen.

Bezeichnet man die drei beobachteten Punkte wieder mit
A, B, C und denkt man sich die Geraden AB, BC, CA ge-
zogen, so kann der Ingenieur die horizontalen Projectionen
dieser drei Strecken unmittelbar aus der Karte entnehmen,
wihrend er aus den Koten der drei Punkte die Hohendiffe-
renzen der Endpunkte dieser drei Strecken berechnen kann;
folglich sind die wahren Lingen der drei Strecken bekannt.

(Fig. 56) Dann construirt man in einer beliebigen durch die
Gerade A B gehenden Ebeile ein rechtwinkliges Dreieck B AD,
dessen eine Kathete AP ist, und in welchem der Winkel in B
gleich dem Complement des Winkels 4, unter welchem die Seite
AB gesehen wurde, also der Winkel in D gleich dem Winkel 4
selbst igt. Der durch die drei Punkte 4, B, D gehende Kreis
hat die Eigenschaft, dass der Winkel, welchen zwei von einem
beliebigen Punkte E des Kreisbogens A DB nach den Punkten
A und B gezogene Geraden 4D und BD miteinander bilden,
ebenfalls gleich dem gemessenen Winkel 4 ist. Lisst man nun
den Kreishogen 4D B sich um die Gerade 4B als Axe drehen,
so erzeugt er eine Umdrehungsfliche, deren simmtliche Punkte
dieselbe Kigengchaft haben, wie die Punkte des Kreisbogens
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ADB; d. h. wenn man von einem beliebigen Punkte dieser
Umdrehungsfliche nach den Punkten 4 und B zwei gerade
Linien zieht, so schliessen sie den Winkel A miteinander ein.
Offenbar sind aber
die Punkte dieser
Umdrehungsfliche
auch die einzigen
Punkte des Raumes,
welche diese Eigen-
schaft besitzen, und
folglich muss diese
Fliche durch den zu
bestimmenden Stand-
punkt hindurchgehen.
Stellt man die gleiche
Betrachtung fir die
Fig. 56. beiden anderen Ge-
raden BC und CA4
an, 8o erhilt man noch zwei Umdrehungsflichen, auf deren
jeder der Standort ebenfalls liegen muss. Derselbe ist daher
[100] gleichzeitiz auf drei Umdrehungsflichen, welche ihrer
Gestalt und Lage nach vollig bestimmt sind, gelegen. Wenn
man also die horizontalen und verticalen Projectionen der
Schnitte je zweler der drei Umdrehungsflichen construirt, so
sind die Punkte, in denen sich alle drei Projectionen schneiden,
die Projectionen des Punktes, welcher den Forderungen der
gestellten Aufgabe geniigt.

99. Wenn man diese Aufgabe analytisch behandelt, so fiihrt
sie im Allgemeinen zu einer Gleichung vom 64. Grade. Denn
jede der drei Umdrehungsflichen hat vier verschiedene Schalen 18);
betrachtet man z. B. die erste Fliche, so werden zwei Schalen
von dem Bogen AD B, zwel andere von dem Bogen ALB er-
zeugt. Da jede Schale der ersten Umdrehungsfliche von jeder
Schale der zweiten geschnitten werden kann, so ergeben sich
daraus im Allgemeinen fiir die Schnittcurven sechzehn Zweige;
jeder dieser sechzehn Zweige kann wieder von jeder der vier
Schalen der dritten Umdrehungsfliche geschnitten werden, wo-
durch sich vierundsechzig Schnittpunkte aller drei Umdrehungs-
flichen ergeben konnen. Aber nicht alle diese Punkte gentigen
der Aufgabe. Denn zieht man von irgend einem Punkte F
des Bogens ALB die beiden Geraden nach den Endpunkten
der Strecke 4B, so ist der von ihnen eingeschlossene Winkel
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AEB nicht gleich dem gemessenen Winkel A4, sondern gleich
seinem Supplementwinkel, Die von dem Bogen AEB erzeugten
zwei Schalen der ersten Umdrehungsfliche und die analogen
Schalen der beiden anderen Umdrehungsflichen konnen daher
zur Losung der Aufgabe nicht benutzt werden, und alle die-
jenigen der gefundenen vierundsechzig Schnittpunkte, welche
auf einer dieser Schalen liegen, geniigen foiglich der Aufgabe
nicht.

Bei der Losung mit Hiilfe der darstellenden Geometrie kann
man also den Bogen AEB und die entsprechenden Bogen der
beiden andern Kreise von vornherein ausser Betracht lassen.
Dann hat jede der Umdrehungsflichen nur zwei Schalen, und
die Anzahl der allen drei Flichen gemeinsamen Schnittpunkte
reducirt sich auf acht. Von diesen acht Punkten liegen vier
auf der einen Seite der Ebene, welche durch die drei Um-
drehungsaxen bestimmt ist, und vier auf der anderen Seite
derselben. Da der Beobachter nun leicht feststellen kann, auf
welcher Seite dieser Ebene sein Standort liegt, so braucht er
die Schnittpunkte, welche auf der entgegengesetzten Seite der
Ebene liegen, iiberhaupt nicht zu construiren, und folglich re-
ducirt sich die Zahl der Schnittpunkte, welche er gebrauchen
kann, auf vier. Unter diesen vier Punkten — wenn sie tber-
haupt simmtlich existiren — erkennt er aber dann leicht den-
jenigen, welcher in Bezug auf die drei Punkte 4, B, C ebenso
liegt, [101] wie sein Standort in Bezug auf die drei entspre-
chenden Terrainpunkte.

100. Construction. Die Lage der beiden Projectionsebenen
wihlt man so, dass die erste Projectionsebene durch die drei
beobachteten Punkte geht und die zweite Projectionsebene senk-
recht auf der Verbindungsgeraden zweier dieser Punkte steht.
Es sei also ABC das von den drei beobachteten Punkten ge-
bildete Dreieck in seiner wahren Gestalt; ferner seien A, u, »
die drei gemessenen Winkel.

Dann zieht man senkrecht zu der Geraden AB durch einen
beliebigen Punkt derselben die Gerade z, welche die Projections-
axe sein 8oll und also die Lage der zweiten Projectionsebene
bestimmt, und construirt, wie in Art. 98 {8. 135—136] ange-
geben ist, die erzeugenden Kreisbogen AEB, BJC, CLA der
drei Umdrehungsflichen, deren Axen die Dreiecksseiten 4B,
BC, CA sind. Um den Punkt 4 als Mittelpunkt beschreibt
man darauf beliebig viele concentrische Kreise und fithrt fiir
jeden von ihmnen die im Folgenden fiir einen solchen Kreis
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angegebene Construction durch. Von den Punkten ¥ und Z,
in welchen dieser Kreis die beiden erzeugenden Kreise, deren
Axen in dem Punkte 4 zusammenstossen, schneidet, fillt man
die Lothe I und L M auf die zugehorigen Axen; beide Lothe
schneiden sich in einem Punkte N, welcher die horizontale Pro-
jection eines dem Schnitte der beiden Umdrehungsflichen an-
gehorigen Punktes N ist. Jeder der concentrischen Kreise
bestimmt einen solchen Punkt NN', und die durch alle diese
Punkte N’ gehende Curve »” ist die horizontale Projection des
Schnittes 7 der beiden Umdrehungsflichen mit den Axen 4B
und 4C. Nachdem man noch die zweite Projection A" der
Axe AB bestimmt hat, beschreibt man um den Punkt 4" als
Mittelpunkt mit dem Radius Z'F einen Kreisbogen e”, auf wel-
chem die zweite Projection N” des Punktes N (und zwar auf
der durch N’ gehenden Verticalen) liegen muss. In gleicher
Weise construirt man fiir alle iibrigen Punkte der Curve »'
die zugehorigen zweiten Projectionen und zieht durch dieselben
die Curve »n”, welche dann die zweite Projection des Schnit-
tes n ist.

Dieselbe Construction fithrt man ferner fiir die beiden Um-
drehungsflichen, deren Axen 4B und BC sind, aus. Man
beschreibt also um den Schnittpunkt B beider Axen als Mittel-
punkt beliebig viele concentrische Kreise, welche die beiden
erzeugenden Kreise in Punkten (7, J schneiden, und fillt von
diesen Punkten die Lothe G H und JK auf die entsprechenden
Axen; diese Lothe schneiden sich in Punkten P’, und die
durch alle so erhaltenen Punkte P’ gezogene Curve p” ist die
horizontale Projection des Schnittes p der ersten und dritten
Umdrehungsfliiche. [102] Beschreibt man schliesslich um den
Punkt A" als Mittelpunkt mit den Radien G'H Kreise g” und
projicirt auf diese alle Punkte I°”, so erhilt man die zweiten
Projectionen PP aller Schnittpunkte /, und die durch sie ge-
zogene Curve p” ist die zweite Projection des Schnittes p.

Die Punkte @', in welchen sich die horizontalen Projec-
tionen %' und p’ der beiden Schnitte » und p schneiden, sind
die horizontalen und die Punkte @Q”, in welchen sich die zu-
gehorigen verticalen Projectionen #” und p” schneiden, sind
die verticalen Projectionen der Punkte, welche den von der
Aufgabe gestellten Forderungen geniigen.

Die so gefundenen Projectionen geben weder unmittelbar
die Lage des Standortes auf der Karte, noch seine Héhe an,
weil die horizontale Projectionsebene nicht mit der Niveau-
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ebene, auf welche die Karte bezogen ist, zusammenfillt; es
bietet aber keine Schwierigkeiten, aus den gefundenen Projec-
tionen die wirkliche Lage des Standortes auf der Karte und
seine Kote zu bestimmen.

101. Sechste Aufgabe. Ein Feldherr, welcher mit
der von ihm befehligten Armee dem Feinde gegen-
ibersteht, besitzt keine Karte des von diesem be-
setzten Gebietes; er bedarfaber einer solchen Karte,
um fir einen beabsichtigten Angriff den Plan ent-
werfen zu konnen. Da er einen Fesselballon zu
seiner Verfiigung hat, so befiehlt er einem seiner
Ingenieure mit demselben aufzusteigen und alle
njthigen Messungen auszufithren, nm eine Karte
herstellen und ein annihernd richtiges Nivelle-
ment geben zu konnen. Er hat jedoch Grund zu
glauben, dass der Feind seine Absicht erkennt,
wenn der Luftballon seine verticale Aufsteigungs-
linie verldsst, und erlaubt deshalb dem Ingenieur
nur, mit dem Luftballon in verschiedene Héhen, wenn
es nothig ist, aufzusteigen, verbietet ihm aber, sich
mit dem Ballon seitlich zu bewegen. Der Ingenieur
ist mit einem geeigneten Winkelmessinstrumente,
an welchem ein Loth angebracht ist, versehen. Wie
kann der Ingenieur den Befehl seines Vorgesetzten
ausfiihren?

Losungsverfahren. Der Ingenieur macht in derselben senk-
rechten Aufsteigungslinie an zwei Stellen Halt, deren Abstand
ihm dadurch bekannt ist, dass er die bei der Erhebung von
dem einen zu dem anderen Haltepunkte abgelaufene Seillinge
messen lidsst. Auf der einen dieser Stationen, z. B. der tiefer
gelegenen, misst er dann die Winkel zwischen der Lothrichtung
und den Visirlinien, welche nach den Punkten, deren Lage
er auf der Karte einzeichnen will, gerichtet sind. Unfer allen
diesen Punkten wihlt er einen beliebigen Punkt'aus, welchen
er als Hauptpunkt ansieht und welchen wir mit 4 bezeichnen
wollen, [103] und misst allmshlich alle Winkel, welche die
Vigirlinie nach dem Punkte 4 mit den Visirlinien nach den
anderen Punkten bildet. Auf der anderen, hoher gelegenen
Station misst er dann noch die Winkel zwischen der Lothrich-
tung und den Visirlinien nach allen in Betracht gezogenen
Terrainpunkten. Mit Hiilfe dieser Beobachtungen ist er im
Stande, die verlangte Karte zu entwerfen.
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Da man nimlich die Winkel 8, und £,, welche von der
Lothrichtung mit den von den beiden Stationen nach ein und dem-
selben Terrainpunkte B gehenden Visirlinien gebildet werden,
kennt, so liegt derselbe gleichzeitig auf zwei bestimmten und
bekannten geraden Kreiskegeln, deren Axen in derselben ver-
ticalen Geraden liegen, deren Spitzen um den Héhenunterschied
beider Stationen von einander entfernt liegen und deren von
der Axe und den Seitenlinien eingeschlossene Winkel gleich
den beiden gemessenen Winkeln 3,, bez. 8, sind. Da ferner
der Winkel ¢ bekannt ist, welchen die von der unteren Station
nach den Punkten A4 und B gehenden Vigirlinien miteinander
bilden, so liegt der Punkt B noch auf einem dritten geraden
Kreiskegel, dessen geneigt liegende Axe die von der unteren
Station nach dem Punkte A gehende Visirlinie ist und dessen
von der Axe und den Seitenlinien gebildeter Winkel gleich dem
gemessenen Winkel ¢ ist. Der Punkt B liegt also gleichzeitig
auf drei ihrer Gestalt und Lage nach bestimmten geraden Kreis-
kegeln und ist folglich ein Punkt ihres gemeinsamen Schnittes.19)
Construirt man daher die horizontalen und verticalen Projec-
tionen der drei Schnitte, in denen sich je zwei Kegel durch-
dringen, so findet man die Lage des Punktes auf der Karte
und um wieviel er hoher oder tiefer als der Punkt 4 liegt.

102. Ohne die Betrachtungen abzuindern, kann man die
Construction mit Hiilfe einiger frilher auseinandergesetzten
Methoden vereinfachen. Da die Winkel, welche die von der
unteren Station nach dem Punkte 4 gehende Visirlinie mit den
nach allen iibrigen Punkten gehenden einschliesst, und auch
alle Winkel, welche diese simmtlichen Visirlinien mit der Loth-
richtung bilden, bekannt sind, so ist es leicht die letzteren
Winkel auf den Horizont zu reduciren, d. h. ihre horizontalen
Projectionen zu construiren [Vgl. Art. 22, 8. 32—383]. Wihlt
man also auf der Karte einen Punkt P’ willkiirlich aus, wel-
cher die Projection [104] der verticalen Erhebungslinie des
Luftballons darstellen soll, zieht durch denselben eine belie-
bige Gerade a’, welche die Projection der von den beiden
Stationen nach dem Punkte 4 gehenden Visirlinien vorstellen
soll, und endlich durch denselben Punkt P’ gerade Linien,
b', ¢, ..., deren mit der Projection o' gebildete Winkel
gleich jenen auf den Horizont reducirten Winkeln sind, so muss
offenbar auf jeder dieser Geraden die Horizontalprojection 4’,
B, ... eines beobachteten Terrainpunktes 4, B, ... liegen.
Jetzt ist nur noch die Entfernung der Projection eines jeden
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Terrainpunktes, z. B. des Punktes B’ von dem Punkte P’ zu
bestimmen. Zu dem Zwecke wahlt man auf der verticalen
Projection der Geraden, in welcher der Ballon aufgestiegen
war, zwel Punkte aus, deren Abstand in Einheiten des Maass-
stabes der Karte gleich dem Héhenunterschiede der beiden
Ballonstationen ist, und zieht durch diese Punkte Gerade unter
Winkeln gegen die Verticale, welche gleich den von den beiden
Stationen nach dem Punkt B hin gemessenen Winkeln 2, und
@, sind; diese beiden Geraden schneiden sich in einem Punkte
B", dessen senkrechter Abstand von der verticalen Projection
der Erhebungslinie des Luftballons gleich der gesuchten Ent-
fernung ist. Trigt man also diese Strecke auf der Geraden b’
von dem Punkte P aus bis B’ ab, so erhilt man in dem
Punkte B’ den dem Terrainpunkte B entsprechenden Punkt
der Karte. Die beiden in der verticalen Projectionsebene ge-
zogenen (Geraden bestimmen durch ihren Schnittpunkt B” auch
die Hohe des Terrainpunktes B. Wenn man also aus der
verticalen Projection die H6hen aller Terrainpunkte iber der-
selben Horizontalebene entnimmt, so erhilt man dadurch die
Koten aller in die Karte eingetragenen Punkte und damit das
gewiinschte Nivellement des Terrains.20)

Diese Construction ist so einfach, dass eine Figur zu der-
selben nicht nothig ist.

Da die Lage der von der Projection P’ des Luftballons
nach der Projection 4" des Punktes A gezogenen Geraden o’
willkiirlich auf der Karte gewihlt war, so folgt, dass die Karte
nicht orientirt ist. Und in der That ergiebt sich aus den von
uns angegebenen Messungen kein Umstand, welcher die Lage
der beobachteten Terrainpunkte in Bezug auf die vier Himmels-
richtungen bestimmen konnte. Misst der Ingenieur, nachdem
er wieder anf ebener Erde angelangt ist, den Winkel, welchen
die von der Aufstiegstelle P’ nach einem der beobachteten
Terrainpunkte gerichtete Visirlinie mit dem Meridiane ein-
schliesst, und frigt er diesen Winkel noch auf seiner Karte
ein, so kennt er dann die Richtung des Meridians auf der Karte
und damit ist dieselbe orientirt.
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[105]
Fiinfter Theil.

Kriimmung doppelt gekriimmter Curven und krummer
Flichen.

Niitzlichkeit des Unterrichtes in der darstellenden
Geometrie auf den Mittelschulen.

103. Die bisherigen Vortrige tiber darstellende Geometrie
enthalten die hauptséichlichsten Methoden, deren Kenntnigs man
in den Kiinsten nothig haben kann.

Man sollte in allen ein wenig bedeutenderen Stadten Mittel-
schulen errichten, in welchen die jungen Leute, welche sich
der Ausiibung einer Kunst widmen wollen, im Alter von zwdlf
Jahren wihrend zweier Jahre in den graphischen Constructionen
unterrichtet und geiibt und mit den wichtigsten Naturerschei-
nungen, deren Kenntniss ihnen unerlisslich ist, vertraut ge-
macht werden. Dieser Unterricht wiirde, da er den Verstand
der Schiiler schiirft und sie an Genauigkeit und Bestimmtheit
gewohnt, in sicherster Weise zu der fortschreitenden Hebung
der nationalen Industrie beitragen, und die Schiiler wiirden,
da sie daran gewohnt werden, volle Eingicht in die Dinge zu
verlangen, spiter davor geschiitzt sein, von Betriigern irgend
welcher Art getiuscht zu werden. Hitten wir uns nun nur
das Ziel gesteckt, ein elementares Lehrbuch, welches dem Unter-
richt an diesen Mittelschulen zur Grundlage dienen sollte, zu
schreiben, so miissten wir hiermit die allgemeinen Betrachtungen
abschliessen und sofort zu den niitzlichsten und am hiufigsten
gebrauchten Anwendungen ibergehen. Wir miissen aber nicht
nur auf die Schiller dieser Mittelschulen, sondern auch auf die
Lehrer Bedacht nehmen.

In den Lehrplan des Volksunterrichtes soll man nur ein-
fache Dinge, deren Kenntniss tiglich niitzlich sein kann, auf-
nehmen. Wen anders aber als den Lehrer kann ein Kiinstler
um Rath fragen, wepn ihm gelegentlich in seinem Leben eine
Schwierigkeit entgegentritt, von welcher in dem Schulunter-
richte keine Rede gewesen ist? Und wie kann der Lehrer
im Stande sein, die ihm vorgelegte Frage zu beantworten und
die erbetene Auskunft zu geben, wenn er nicht mit weit
allgemeineren Betrachtungen und Untersuchungen als denen,
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welche den gewdhnlichen Gegenstand des Unterrichtes bilden,
vertraut ist?

Um die Lehrer mit einigen allgemeinen Eigenschaften der
Curven und Flichen — Eigenschaften, fiir deren Verwendung
man in den Kiinsten oft Gelegenheit findet — bekannt zu
machen, wollen wir einige Vorlesungen auf die Untersuchung
der Kriimmung von doppelt gekriimmten Curven und krummen
Flichen verwenden.

[106] Ebene und doppeltgekriimmte Curven,
ihre Evoluten, Evolventen und Krimmungsradien.

104. Wenn eine in einer Ebene liegende Gerade sich um
einen bestimmten ihrer Punkte dreht, so beschreiben bekannt-
lich ihre simmtlichen anderen Punkte concentrische Kreise um
jenen Punkt. Jede Curve kann man sich in Zhnlicher Weise
durch Bewegung eines Punktes erzeugt denken.

Fig. 58.

(Fig. 58) Es sei k eine beliebige ebene Curve. Lésst man
nun eine Gerade ¢, welche eine Tangente an die Curve % ist,
sich so bewegen, dass sie, ohne zu gleiten, die Curve & stets
berithrt, so beschreibt bel dieser rollenden Bewegung jeder
Punkt P dieser Geraden eine Curve u, welche offenbar die
folgenden. Eigenschaften besitzt.
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Jedes Element PP, der erzeugten Curve « steht senkrecht
auf der entsprechenden Richtung der Geraden {, da es dieselbe
Richtung hat, welche das Element eines um den Punkt K als
Mittelpunkt mit dem Radius K P beschriebenen Kreisbogens in
dem Punkte P besitzt. Folglich ist die Tangente in dem
Punkte P an die Curve « senkrecht zu der durch diesen Punkt
gehenden und die Curve % berithrenden Geraden ¢

Liegt der Punkt P auf der Seite der Geraden f, mit welcher
sie sich bei ihrer rollenden Bewegung der Curve % nihert, so
lauft die Curve « auf die gegebene Curve /4 zu und trifit sie
schliesslich, wenn der erzeugende Punkt mit dem Beriihrungs-
punkte der Geraden, welche dann die Lage £, angenommen
haben mag, in dem Punkte P, zusammenfillt. Die Curve
schneidet aber in diesem Punkte P, nicht die Curve k, sondern
der erzeugende Punkt und mithin auch die Curve » wird in
demselben von der Curve & reflectirt. Und da die erzeugte
Curve % immer senkrecht auf der bewegten Geraden ¢ ist, so
treffen die beiden Curvenzweige PP, und P, P, unter rechten
Winkeln auf die Gerade ¢, und folglich auch auf die Curve X
auf; die beiden Zweige der Curve « berithren sich also in dem
Punkte P,.%1)

Den Punkt P,, in welchem die Curve # in der Weise sich
wieder zurtickwendet, dass sich ihre beiden Zweige beriithren,
nennt man Riekkehrpunkt.

Die Curve k, auf welcher die Gerade ¢ abrollt, heisst die
Evolute der Curve'w, weil ein beliebiger Bogen K P, der-
selben gleich [107] dem abgewickelten Theile K P der beweg-
lichen Geraden ¢ ist, und umgekehrt heisst die Curve u die
Evolvente der Curve & Weil man nun ebenso viele Curven
o, u, ... in dieser Weise erzugen kann, als man Punkte P,
B, ... auf der Geraden ? als erzeugende Punkte annimmt,
so leuchtet unmittelbar ein, dass zu einer Evolute / unendlich
viele verschiedene Evolventen gehiren, so z. B. zu der Evo-
lute % die Evolventen w, u, . . ., welche die Eigenschaft haben,
sdmmtlich dieselben Normalen zu besitzen. Wir werden binnen
Kurzem zeigen, dass umgekehrt auch jede Curve, als Evolvente
betrachtet, unendlich viele Evoluten besitzt.

105. Man verwendet in der Technik einige Evolventen und
vorziiglich die Kreisevolvente; diese ist eine spiralfsrmige Curve
mit unendlich vielen Windungen, von denen je zwei aufein-
anderfolgende einen constanten Abstand gleich dem Umfange
des Evolutenkreises von einander haben. Die Gestalt von

Ostwald's Klassiker. 117. 10
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Kreisevolventenbogen giebt man z. B. den Hebedaumen von
rotirenden Wellen, welche in den Pochwerken und Stampf-
miihlen Stampfbalken heben, weil dann der Beriihrungspunkt
des Hebedaumens mit dem Hebezapfen des Stampfbalkens stets
in derselben Verticalen liegt und dadurch die Kraft, welche die
Daumenwelle ausiibt, um den Stampfbalken in die Hohe zu
heben, constant ist. Vawucanson??) gebrauchte hiufig die Kreis~
evolvente als Verzahnungscurve, um die Bewegung einer roti-
renden Welle auf eine andere, ihr parallele zu iibertragen,
besonders wenn die Verzahnung genau angefertigt sein mugste
und die Bewegung der einen Welle auf die andere plotzlich,
ohne den geringsten Zeitverlust, iibertragen sollte.

106. Wir haben in dem Artikel 104 gezeigt, wie die
Evolvente aus der Evolute erzeugt werden kann. Es ist leicht
zu zeigen, wie umgekehrt die Evolute aus der Evolvente ent-

Fig. 59.

steht. Wie wir gesehen haben, sind alle Normalen der Evol-
vente Tangenten an die Evolute. Zieht man also (Fig. 59)
durch alle Punkte I, P, ... einer gegebenen Curve u die
Normalen, so ist die Curve %, welche von allen diesen Nor-
malen beriihrt wird, die Evolute der Curve u, und die Nor-
malen ¢, ¢, zweier unendlich benachbarten Punkte P, P, schneiden
sich in einem Punkte K der Evolute; dieser Punkt A kann be-
trachtet werden als Mittelpunkt eines kleinen Kreishogens, welcher
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mit dem Radius KP beschrieben ist [108] und also dieselbe
Krimmung hat wie der zugehorige Bogen PP, der betrachteten
Curve #. Der Radius P des Kreises, welcher dieselbe Kriim-
mung besitzt wie der unendlich kleine Bogen PP, der Curve u,
heisst der Kriimmungsradins dieses Bogenelementes, und der
Punkt X, in welchem sich die beiden unendlich benachbarten
Normalen ¢, #, schneiden, der Kriimmungsmittelpunkt.
Die Kriimmung eines Bogenelementes ist bekannt, wenn man
die Lage seines Kriimmungsmittelpunktes kennt.

107. Bisher haben wir vorausgesetzt, dass die Curven ebene
sind, und nur das betrachtet, was in ihrer Ebene geschieht.
Jetzt gehen wir aber zu Curven doppelter Kriimmung, wie
sie durch den Schnitt zweler krummer Flichen erzeugt werden,
iber.

Denkt man sich durch den Mittelpunkt eines Kreises und
senkrecht zu seiner Ebene eine Gerade gezogen und beider-
seits in das Unendliche verlingert, so hat bekanntlich jeder
Punkt derselben von allen Punkten der Kreisperipherie gleichen
Abstand. Wenn sich also eine Strecke, deren eimer Endpunkt
auf der senkrechten Geraden und deren anderer Endpunkt auf
der Kreisperipherie liegt, so um die Senkrechte als Axe dreht,
dass sie bestindig denselben Winkel mit ihr einschliesst, so er-
zeugt ihr bewegter Endpunkt die Peripherie des Kreises mit
der gleichen Genauigkeit, als wenn man den Radius des Kreises
siech um seinen Mittelpunkt drehen Ildsst. Die Zeichnung des
Kreises mit Hiilfe seines Radius ist nur ein specieller Fall der
obigen Erzeugung, durch ihre Einfachheit aber geeigneter,
eine Vorstellung von dem Verlaufe des Kreises zu geben. In
gewissen Fillen jedoch kann die allgemeinere KErzeugungs-
weise Vortheile gegeniiber der speciellen mittelst des Radius
gewdhren; wihlt man nimlich auf der semkrechten Axe zwei
Punkte als Pole, welche auf entgegengesetzten Seiten der Kreis-
ebene liegen, zieht man dann von ihnen zwei sich in einem
Punkte der zu erzeugenden Kreisperipherie schneidende Ge-
rade, welche man in diesem Punkte fest miteinander verbunden
denkt, und l4sst man sich das ganze System um die Axe drehen,
so erzeugt der feste Schnittpunkt beider Geraden die Kreis-
peripherie, ohne dass es nothig ist, die Ebene, in welcher der
Kreis liegen muss, vorher wirklich herzustellen.

108. (Fig. 60) Es sei v eine beliebige Curve doppelter Kriim-
mung. Durch irgend einen Punkt P derselben legt man eine
Ebene N senkrecht zu der Curventangente in P [109] und ebenso

10*
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durch den unendlich benachbarten Punkt P, eine Ebene N,

1
senkrecht zu der Curventangente in P,. Beide Ebenen schnei-

den sich in einer Geraden #, welche die Axe des Kreises ist,

Fig. 60.

als dessen Theil das Bogenelement PP, aufgefasst werden
kann; fallt man also von den Punkten P und P, Lothe auf
die Axe f, so haben dieselben gleiche Linge und schueiden
sich in demselben Punkte A" der Axe, welcher der Mittelpunkt
des Kreises ist. Jeder der anderen Punkte &, H, J, ... der
Geraden f hat von allen Punkten des Bogenelementes PP,
ebenfalls gleiche Entfernung und kann daher als Pol desselben
betrachtet werden. Zwei von einem beliebigen Punkte G' der
Axe t nach den Punkten P, P, gezogene Gerade GP, GP,
haben folglich gleiche Linge und schliessen mit der Axe ¢ gleiche
Winkel < PGA=J P,GA ein. Um also die Kriimmung
der Curve in dem Punkt P zu bestimmen, muss man die Linge
des Kriimmungsradius AP und, um den Sinn der Kriimmung
zu bestimmen, die Lage des Punktes KX im Raume angeben.
Handelt es sich aber nur darum den kleinen Kreisbogen PP,
zu beschreiben, so ist es gleichgiiltiz, ob man die Gerade G'P
um die Axe ¢, ohne den Winkel 4GP zu verindern, oder
den Kriimmungsradius K P senkrecht zu der Axe sich drehen
lasst.

Die Gerade ¢ kann daher als der geometrische Ort der
Pole des Bogenelementes PP, betrachtet werden; der Krim-
mungsmittelpunkt dieses Bogenelementes ist derjenige Pol,
dessen Abstand von dem Bogenelement ein Minimum ist, und
der zugehorige Kriimmungsradius das von dem Bogenelement
auf die Axe ¢ gefillte Loth.

109, Fihrt man jetzt fiir alle Punkte einer Curve doppelter
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Kriimmung » (Fig. 61) die Construction durch, welche wir so-
eben fiir eines ihrer Elemente beschrieben haben, d. h. legt
man durch alle Punkte P, P, P,, P,, ... Ebenen N, N, N,,
N,, ... senkrecht zu den Tangenten in den zugehorigen Cur-

V8

Fig. 61.

venpunkten, so schneidet die erste dieser Ebenen die zweite
in einer Geraden ¢, welche der geometrische Ort aller Pole
des Bogens PP, ist, und die zweite Ebene die dritte in einer
Geraden ¢,, welche der geometrische Ort aller Pole des Bogens
P, P, ist, und so fort. Die Schaar aller dieser Schnittgeraden
oder die krumme Fliache, welche sie in ihrer Gesammtheit
hilden, ist der geometrische Oxt aller Pole der ganzen Curve
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u, da die Curve keinen Pol hat, welcher nicht auf dieser
Fliche liegt, und umgekehrt die Fliche keinen Punkt enthilt,
welcher nicht der Pol irgend eines Elementes der Curve u ist.?3)

[110]

Die krumme Fliche, welche der geometrische Ort
der Evoluten einer Curve doppelter Kriimmung ist.
Bemerkenswerthe Eigenschaft der Evoluten auf
dieser Fldche. Erzeugung einer doppeltgekrimmten
Curve durch stetige Bewegung.

110. Ehe wir weitergehen, miissen wir einige Eigenschaften
auseinandersetzen, welche die Flichen der vorstehend erwihnten
Art, ganz unabhingig von der zu jhrer Erzeugung benutzten
Curve u, besitzen.

Diese Flichen kénnen ohne Zerreissung und ohne Faltung
in die Ebene abgewickelt werden. In der That sind die von
den erzeugenden Geraden begrenzten Elemente der Flache ¢¢,
t by bty ... (Fig. 62) unendlich schmale ebene Streifen, welche
lings dieser Geraden aneinandergrenzen. Man kann sich daher
immer denken, dass das erste Element {7, sich um die Gerade
t, als Axe dreht, bis es in der Ebene des folgenden Elementes
t t, liegt; dass sich dann beide Elemente zusammen um die
Gerade #, drehen, bis sie in der Ebene des dritten Elementes
t,t, liegen, und so fort. Daraus ergiebt sich die Moglichkeit,
auf die Weise alle Elemente der krummen Fliche ohne Zer-
reissung in eine Ebene abzuwickeln.

In gleicher Weise wie die Normalebenen der Curve « durch
ihre aufeinanderfolgenden Schnittgeraden eine krumme Fliche,
an welche sie selbst Tangentialebenen sind, bilden, schneiden
sich die aufeinanderfolgenden Schnittgeraden in Punkten einer
Curve doppelter Kriimmung, deren Tangenten die Schnittgeraden
selbst sind. Denn zwei aufeinanderfolgende dieser Geraden
sind Schnitte derselben Normalebene mit der unmittelbar vor-
hergehenden und der unmittelbar folgenden Normalebene; diese
beiden Geraden liegen also in einer Ebene und schneiden sich
daher in einem Punkte. Die Gesammtheit aller dieser Schnitt-
punkte aber bildet eine bemerkenswerthe Curve auf der ab-
wickelbaren Fliche. Verlingert man nimlich alle Geraden,
nachdem sie sich auf dieser Curve geschnitten haben, dartiber
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hinaus, so bilden ihre Verlingerungen eine zweite Schale der
Flache, und diese Schale ist von der ersten, welche von den
Theilen der Geraden, die vor den Schnittpunkten liegen', ge-
bildet wird, verschieden. Die beiden Schalen grenzen‘lings
der Curve aneinander, welche in Bezug auf die ganze Fliche
eine wirkliche Riickkehrkante ist.

(Fig. 62) Von dem Punkte P der Curve u, durch welchen die
erste Normalebene N hindurchgelegt ist, werde in dieser Ebene

Hs

Fig. 62.

in beliebiger Richtung die Gerade PG gezogen, bis sie die
Gerade ¢ in dem Punkte (¢ schneidet; dann ziehe man in der

zweiten Normalebene N, durch die Punkte P, und G eine
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Gerade und verlingere sie bis zu ihrem Schnittpunkte &, mit
der Geraden ¢, ; ferner ziehe man in gleicher Weise die Gerade
P,G,d,, und fahre so fort. |111] Die Curve, welche durch

alle Punkte G, G,, G,, ... geht, ist eine Evolute der Curve
u; denn alle Geraden PG, P, (,, P,G,, ... sind Tangenten
an die Cuwrve GG, G, .. ., da sie die geradlinigen Ver-

laingerungen von Elementen dieser Curve sind. Denkt man
sich ferner, dass die erste dieser (Geraden PG sgich um die
Gerade ¢ als Axe dreht, bis sie mit der folgenden Geraden
P, G zusammenfillt, so bleibt sie dabel stets Tangente an die
Curve GG, G, ..., und ihr Endpunkt 7’ fillt, nachdem er
den Bogen PP, durchlaufen lLat, mit dem Endpunkte P, der
zweiten Geraden P zusammen. ILisst man dann die zweite
Gerade P, G, sich um die Gerade f, als Axe drehen, bis sie
mit der dritten Geraden P, G, zusammenfillt, so bleibt sie
dabei ebenfalls immer Tangente an die Curve G &, &, . . . und
ihr Endpunkt P, liegt immer auf dem Curvenelement P, P,.
Die Curve GG, (G, ... hat also die Eigenschaft, dass ein be-
stimmter Punkt einer beliebigen ihrer Tangenten die Curve
u erzeugt, wenn diese Tangente sich an der Curve G G, G,
dieselbe stets beriihrend, entlang bewegt, ohne in ihrer Lings-
richtung zu gleiten. Folglich ist die Curve GG, G, ... eine
Evolute der Curve u. Da aber die Richtung der ersten Ge-
raden P (' ganz willkiirlich angenommen war, so kann man
in der ersten Normalebene N statt PG auch irgend eine an-
dere Gerade ziehen und erhilt dann eine andere Curve, welche
ehenfalls eine Evolute der Curve w ist. Jede Curve besitzt
mithin unendlich viele Evoluten, welche simmtlich auf der
von den Schnittgeraden der Normalebenen gebildeten krummen
Fliche liegen.

Da die Geraden P, ¢, und P, (, mit der Geraden ?#, gleiche
Winkel einschliessen und das Element ¢, &, die Verlingerung
der Geraden P, (, ist, so folgt, dass die beiden aufeinander-
folgenden Elemente G ¢, und &, G, der Evolute GG G, . ..
gleiche Winkel mit der Geraden ¢, bilden. Bei der Abwicke-
lung der krummen Fliche in die Ebene werden diese Winkel
nicht gedndert und bleiben einander gleich; daher miissen
zwel aufeinanderfolgende Elemente der mit der krummen Fliche
in die Ebene abgewickelten Curve G G, G, . . . gleiche Winkel
mit der Geraden ¢, bilden und mithin dieselbe Richtung haben.
Daraus folgt, dass jede Evolute einer doppelt gekriimmten Curve
eine gerade Linie wird, wenn die Flache, auf welcher alle
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Evoluten der Raumcurve liegen, in die Ebene abgewickelt
wird, und daher ist jede Evolute die kiirzeste Linie, welche
man auf der abwickelbaren Fliche zwischen zwei Punkten
ziehen kann.

Aus dieser Eigenschaft ergiebt sich ein bequemes Verfahren,

um eine beliebige Evolute [112] einer Curve doppelter Kriim-
mung zu erhalten, wenn die abwickelbare Fliche, auf welcher
alle Evoluten liegen, gegeben ist. Man braucht nur durch ir-
gend einen Punkt der Curve # einen Faden als Tangente an
die gegebene Fliche zu fithren, ihn von dem Berithrungspunkte
an um die Fliche herumzubiegen und zu spannen. Durch die
Spannung nimmt der Faden auf der Fliche die Richtung einer
kiirzesten Linie an und schmiegt sich folglich der ¥liche lings
einer Evolute an.
. 111. Man erkennt hieraus, wie es miglich ist, eine belie-
bige Curve doppelter Kriimmung durch eine stetize Bewegung
zu erzeugen. Denn wenn eine abwickelbare Fliche, welche
von allen Normalebenen der zu erzeugenden Curve berithrt
werden soll, und ausserhalb derselben ein Punkt, durch welchen
die Curve gehen soll, gegeben sind, so legt man von demselben
an die gegebene Fliche zwei tangirende Fiaden, wickelt sie
auf die Fliche auf, spannt sie und befestigt sie mit ihren
Enden; dann hat der Punkt, in welchem sich die beiden Faden
vereinigen, die Moglichkeit, sich mit der Tangentialebene an
die gegebene krumme Fliche zu hewegen, ohne auf einem der
Fiaden zu gleiten, und erzeugt bei dieser Bewegung die ver-
langte Curve.

112, Alles was wir soeben fiir die Curven doppelter Kriim-
mung gesagt haben, gilt in gleicher Weise fiir ebene Curven,
mit dem einzigen Unterschiede, dass alle Normalebenen und
folglich auch alle ihre Schnittgeraden auf der Ebene der ge-
gebenen Curve 7 senkrecht stehen. Diese Geraden sind mit-
hin zu einander parallel, und die abwickelbare Fliche, welche
von allen Normalebenen beriihrt wird, ist eine Cylinderfliche,
deren senkrechter Schnitt die gewdhnliche Evolute der Curve
ist. Diese Cylinderfliche enthilt aber ebenso alle doppelt
gekrimmten Evoluten der ebenen Curve, und jede Evolute
schliesst mit allen geradlinigen Erzeugenden der Cylinderfliche
gleiche Winkel ein. So z. B. ist die gewdhnliche Schrauben-
linie eine Evolute der Evolvente desjenigen Kreises, welcher
die Basis der Cylinderfliche, auf der die Schranbenlinie liegt, ist;
und zwar ist jede Schraubenlinie, welche Ganghthe sie auch
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haben mag, wenn nur der Durchmesser des Cylinders stets
der gleiche bleibt, eine Evolute dieser Kreisevolvente.

113]
Krumme Flichen. Die beiden Kriimmungen in einem
Punkte der Fliche.

113. Nachdem wir die Theorie der Curven doppelter Kriim-
mung entwickelt haben, wollen wir uns noch mit den krummen
Fliachen beschiiftigen. Dieser Gegenstand gehort zwar zu denen,
welche sich weit leichter mit Hiilfe der Analysis, als durch ein-
fache geometrische Betrachtungen behandeln lassen; da aber die
Resultate, zu denen dieser Gegenstand fiihrt, fiir viele Kiinstler,
von welchen man nicht annehmen kann, dass sie mit analy-
tischen Operationen vertraut sind, von grossem Nutzen sein
koénnen, so wollen wir hier versuchen, sie auf Grund von
geometrischen Betrachtungen allein zu erhalten. Dieses Ver-
fahren bringt in die Theorie der Flichenkrimmung die ihm
eigenthiimliche Durchsichtigkeit und Verstindlichkeit, filhrt aber
dafiir auch langsamer zum Ziele.

In Bezug auf ihre Krimmungen kénnen die Flichen in
drei Klassen eingetheilt werden. Die erste derselben umfasst
alle Flichen, welche in jedem ihrer Punkte keine Krimmung
besitzen, und enthilt also als einzige Art die Ebene, welche
natiirlich beliebig im Raume liegen kann. Die Flichen der
zweiten Klasse haben in jedem ihrer Punkte nur eine einzige
Kriimmung; hierher gehéren im Allgemeinen alle abwickelbaren
Flédchen, bei welchen man zwei aufeinanderfolgende Elemente
— diese Elemente in der Richtung der Erzeugenden der Kegel-
fliche als unbegrenzt gross gedacht — als Theile einer Kegel-
fliche ansehen kann. Alle ibrigen Flichen endlich bilden die
dritte Klasse; in jedem Punkte einer solchen Fliche giebt es
zwei bestimmte Kriimmungen, welche, im Allgemeinen unab-
hiingig von einander, sich von Punkt zu Punkt #ndern.

114. Es sei (Fig. 63) ABCD eine unbegrenzte Cylinder-
fliche mit beliebiger Basis, auf welcher wir einen Punkt P
beliebig wihlen. Durch diesen Punkt P ziehen wir die gerad-
linige Erzeugende ¢ und schneiden durch eine zu dieser Ge-
raden senkrechte Ebene die Curve DPF aus. Dieser Schnitt
ist parallel und congruent zu der Basislinie des Cylinders. End-
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lich ziehen wir durch den Punkt P die Flichennormale PK,
welche senkrecht zu der Erzeugenden ¢ ist und folglich in
der Ebene des Schnittes DPF liegt.

Da die Normale ferner senkrecht auf

der im Punkte P an die Schnitteurve 4 D

gezogenen Tangente steht, so muss T—J
g

sie senkrecht zur Tangentialebene an
die Cylinderfliche in dem Punkte P
sein. Wihlt man auf der Fliche noch I
zwei, dem Punkte P unendlich be- F
nachbarte Punkte, und zwar den einen
Punkt Q auf derselben Erzeugenden gy, 7 A -
den andern R auf dem {114] senk- z p‘—/
rechten Schnitte D PE, und zieht man
in jedem dieser beiden Punkte die
Normale zu der Fliche, so liegt jede L
der beiden Normalen QL, RA in A i
einer Ebene mit der ersten Normalen -

PK; die Ebene, in welcher die Nor- ~—
malen PK, QL liegen, ist aber ver- Fig. 63.
schieden von der Ebene der Nor-

malen PK, RK. Denn da die Tan-

gentialebene in dem Punkte P auch im Punkte ¢ die Cylinder-
fliche bertthren muss, so sind die beiden Geraden PK, QL
senkrecht zu derselben Ebene, folglich zu einander parallel
und daher in einer Ebene gelegen; diese beiden parallelen
Geraden konnen wir als sich im Unendlichen schneidend be-
trachten, Die Normalen I’K, RK liegen offenbar in der Ebene
des zu den FErzeugenden senkrechten Schnittes DPFE und
schneiden sich also in einem bestimmten Punkte K dieser
Ebene. Daraus folgt, dass die beiden Ebenen, welche je zwei
der drei Normalen enthalten, nicht nur von einander verschie-
den, sondern auch zu einander senkrecht sind.

115. Wihlt man dagegen auf der Cylinderfliche einen
beliebigen anderen Punkt S, welcher dem Punkte P ebenfalls
unendlich nahe liegt, so liegt die Flichennormale dieses Punktes
mit der ersten Normale PXK nicht in einer Ebene, und folg-
lich konnen sich beide Normalen nicht schneiden. Denn wenn
man durch den Punkt S senkrecht zu der Fliche einen neuen
Schnitt 'S G fithrt, welcher die durch den Punkt P gehende
geradlinige Erzeugende in einem Punkte ¢ schneidet, so
liegt die Normale SL in der Ebene dieses Schnittes. Die

L
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beiden Normalen PX und SL liegen also in zwel parallelen
Ebenen und wiirden folglich nur dann in einer Ebene liegen
konnen, wenn sie selbst zu einander parallel sind, was aber
nicht der Fall sein kann; denn wie wir gesehen haben, ist
die Normale QL in dem Punkte ¢ wohl parallel zu der
Normalen PX in dem Punkte P, nicht aber parallel zu der
Normalen SL in dem Punkte S. Es konnen also die beiden
Normalen PK, SI nicht zu einander parallel sein, folglich
auch nicht in derselben Ebene liegen und sich daher niemals
schneiden.

116. Will man also von einem beliebigen Punkte einer
Cylinderfliche zu einem unendlich benachbarten iibergehen,
sodass die in den beiden Punkten gezogenen Normalen der
Fliche in einer Ebene liegen und sich im Endlichen oder,
wenn nothig, im Unendlichen schneiden, so kann man nur dies
in zwel verschiedenen Richtungen [115] thun:

1) in der Richtung der geradlinigen Erzeugenden der Fliche,
in welchem Falle die zweite Normale die erste im Unendlichen
schneidet, und

2) lings des zu den geradlinigen Erzeugenden senkrechten
Schnittes, in welchem Falle die zweite Normale die erste in
einem Punkte schneidet, dessen Abstand von der Fliche
von der Kriimmung der Cylinderbasis in dem entsprechenden
Punkte abhingt; die beiden Richtungen stehen auf einander
senkrecht.

Die beiden Schnittpunkte der drei Normalen sind also die
einzig moglichen Kriimmungsmittelpunkte des betrachteten
Flichenelementes. Die beiden verschiedenen Ebenen, welche
durch die erste Normale und eine der beiden anderen gehen,
geben die Richtungen dieser beiden Krimmungen an, und die
Abstinde des Oberflichenpunktes von den beiden Normalen-
schnittpunkten sind die beiden Kriimmungsradien. Bei den
Cylinderflichen ist, wie aus dem Vorstehenden unmittelbar
folgt, einer dieser Kriimmungsradien stets unendlich gross,
withrend die Grosse des anderen von der Gestalt der Cylinder-
basis abhingt; in jedem Punkte der Fliche giebt es daher
nur eine endliche, von Null verschiedene Kriimmung, wihrend
die andere unendlich klein ist.

Die soeben gegebenen Betrachtungen lassen sich leicht auf
alle abwickelbaren Flichen ausdehnen, da bei diesen zwei
benachbarte, in der Richtung der erzeugenden Geraden unbe-
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grenzte Elemente stets als Theile einer bestimmten Cylinder-
fliche betrachtet werden konnen.

Wir gehen sofort zu dem allgemeinen Falle beliebiger
krummen Flichen iiber.

117. Es sei (Fig. 64) HJKL eine beliebige krumme Fliche,
an welche man durch einen willkiirlich auf ihr gew#hlten Punkt
P eine Tangente g zieht; die Lage dieser Geraden ist nicht
bestimmt, sondern kann in der Tangentialebene, welche die
Flache in dem Punkte P beriihrt, beliebig gewiihlt werden.
Lisst man dann die Gerade g sich so bewegen, dass sie stets
zu sich selbst und zu der Tangente an die Fliche parallel bleibt,
s0 erzeugt sie eine gewisse Cylinderfliche, deren Basis von
der Gestalt der krummen Fliche abhiingt, und welche die
krumme Flidche lings einer durch die Bewegung des Beriih-
rungspunktes der Geraden g erzeugten Curve PKQHP be-
rithrt. Diese Berithrungslinie ist im Aligemeinen eine Curve
doppelter Krimmung.

118. In dem ganz speciellen Falle der Flichen zweiten
Grades [116], d. h. der Flichen, welche von einer beliebigen
Ebene stets in einem Kegelschnitte geschnitten werden, ist die
Bertthrungslinie mit einer einhiillenden Cylinderfliche immer
eine ebene Curve, welche Richtnng auch die erzeugende Gerade
der Cylinderfliche haben mag.

119. Ein wenig allgemeiner ist der folgende Fall. Die
betrachtete krumme Fliche entsteht durch die Bewegung einer
ebenen Curve, welche inihrer Ebene fest liegt, aber mit dieser
zusammen beweglich ist, und zwar geschieht die Bewegung so,
dass die Ebene auf zwei gegebenmen krummen Flichen rollt.
In jedem Punkte einer so erzeugten Fliche giebt es danm
eine bestimmte der Geraden g zu gebende Richtung, fiir welche
die von dieser Geraden g erzeugte Cylinderfliche die krumme
Fliche in einer ebenen Curve berithrt; die erzeugende Gerade
dieser Cylinderfliche muss senkrecht auf der beweglichen Ebene,
welche durch den betrachteten Punkt geht, stehen. Die Um-
drehungsflichen bilden nur einen speciellen Fall der hier be-
trachteten krummen Flichen. Denn zieht man durch einen
beliebigen Punkt einer Umdrehungsfliche die Tangente g an
die Fliche, welche senkrecht auf der Ebene des durch den
betrachteten Punkt gehenden Meridians steht, und lisst die
Gerade g sich dann so bewegen, dass sie stets Tangente an die
Fliche und senkrecht zu derselben Meridianebene bleibt, so
durchliuft ihr Beriihrungspunkt mit der Fliche genan die Peri-
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pherie des Meridians selbst, und die Gerade g erzeugt eine
Cylinderfliche, welche die gegebene Umdrehungsfliche lings
dieses Meridians, also lings einer ebenen Curve beriihrt.

120. In jedem anderen Falle beriihrt eine Cylinderfliche,
welche einer beliebigen krummen Fliche HJKL umschrieben
ist, dieselbe in einer doppeltgekriimmten Curve PKQHP.

Die Tangente g, welche man zunichst willkiirlich in der
Tangentialebene in dem Punkte P der Fliche gezogen hat,
schiiesst mit der Tangente ¢, welche die Beriihrungseurve

PEKQHP in dem Punkte P
Co - beriihrt, einen Winkel  PT
’ =y ein, dessen Grisse von
der  Beschaffenheit  der
krummen Fliche und der
willkiirliech gewihlten Rich-
tung der Geraden g ab-
hingt. Andert man, was
in jedem einzelnen Falle
immer moglich ist, diese
Richtung so, dass die Ge-
rade noch Tangente an die
¥liche in dem Punkte P
ist, |117] und lidsst man
sie sich parallel zu dieser
neuen Lage g,, die gege-
bene krumme Fliche stets
Fig. 64. berithrend, bewegen, so ent-
stelit ein zweiter, der ge-
gebenen Fliche umschriebener Cylinder, welcher sie lings
einer anderen Curve doppelter Kriimmung beriihrt. Diese neue
Beriihrungslinie geht auch durch den Punkt P und ihre Tan-
gente ¢ in diesem Punkte schliesst mit der neuen Richtung
g, der erzeugenden Geraden einen Winkel ein, welcher von
dem Winkel y, gebildet von den Geraden g und ¢, verschie-
den ist.

Wir variiren nun die Richtung der beriihrenden Geraden g
so lange, bis dass der von ihr erzeugte Cylinder die gegebene
Fliche in einer Curve beriihrt, deren Tangente im Punkte P
senkrecht zu der erzeugenden Geraden ¢ des Cylinders ist.

Es sei irgend eine krumme Fliche gegeben, auf welcher
man einen bestimmten Punkt P ins Auge fasst. In der fol-
genden Figur 65 sei BPE die Tangente an die Fliche in dem
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Punkte P, deren Richtung die vorstehend gewiinschte ist; d. h.
bewegt sich die Gerade BE parallel zu sich selbst nud immer
die gegebene Fliche berithrend, so erzeugt sie die Cylinder-
fliche 4 BCDEF, welche die gegebene Fliche in einer Curve

Fig. 65.

beriihrt, deren Tangente in dem Punkte I° semkrecht zu der
Geraden BF ist. Die Beriihrungslinie der beiden Flichen ist
zwar eine Curve doppelter Kriimmung, aber in dem Punkte P
fallt ihr Bogenelement zunsammen mit dem Elemente P der
Schnittcurve HQ) PJ der Cylinderfliche mit der zu der gerad-
linigen Erzeugenden B E senkrechten Ebene. Die beiden End-
punkte P, () dieses Elementes liegen gleichzeitiz auf beiden
Flachen, da sie auf der Beriihrungslinie beider liegen; zieht
man durch die Punkte P, ¢ die Normalen PK, QK des
Cylinders, so sind dieselben auch Normalen der Beriihrungs-
linie. Nun liegen die beiden Normalen in derselben, zu
der Erzeugenden DI des Cylinders senkrechten Ebene und
miissen sich daher in einem Punkte X schneiden, welcher der
Kriimmungsmittelpunkt des Bogens P ist. Wihlt man also
auf einer beliebigen krummen Fliche zwei Punkte P und ¢),
welche auf der Berithrungslinie der Fliche mit demjenigen
Cylinder, dessen geradlinige Erzeugende senkrecht auf dem
Elemente P() dieser Berithrungslinie steht, gelegen sind, so
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liegen die Normalen der gegebenen Fliche in diesen Punkten
in einer Ebene und schneiden sich in einem Punkte, welcher
der Kriimmungsmittelpunkt der Fliche in der Richtung der
dureh die beiden Normalen bestimmten Ebene ist.

[118] 121. Wenn man (Fig. 66) auf der Geraden BE einen
A

unendlich benachbarten Punkt P nimmt und durch denselben
eine Normale zu der Cylinderfliche zieht, so ist diese Normale
parallel zu der Normalen PK, ist aber nicht auch Normale der
gegebenen Fliche. Die durch die Geraden BE und PK be-
stimmte Ebene schneide die gegebene Fliche in der Curve
MPRN; lisst man nun die Gerade BE sich so, dass sie stets
Tangente an die gegebene Fliche ist, bewegen, bis sie die
unendlich benachbarte Lage B, K, annimmt und die Fliche in
dem P unendlich nahe liegenden Punkte R beriihrt, und lasst
man dann die Gerade sich weiter so bewegen, dass sie der
Geraden B, RE, stets parallel und Tangente an die Fliche
bleibt, so erzeugt sie eine zweite Cylinderfliche 4, B, C, D, K, F,,
welche sowohl der Gestalt als der Lage nach nur unendlich
wenig von der ersten Cylinderfliche verschieden ist, und deren
Beriihrungslinie mit der gegebenen krummen Fliche durch den
Punkt 17 geht. Die Normale RIL der zweiten Cylinderfliche
ist zugleich auch die Normale der gegebenen krummen Fliche
in dem Punkte . Sie liegt mit der durch den Punkt P gezo~
genen ersten Normalen PK in einer Ebene, da beide in der
durch die Geraden BE und B, F, bestimmten Ebene liegen,
und diese Ebene steht senkrecht auf der durch die beiden Nor-
malen PK, QK gehenden Ebene. Die beiden Normalen PK,
L gchneiden sich mithin in einem Punkte O, welcher der
Kriimmungsmittelpunkt des Bogens PR und folglich auch der
gegebenen krummen Fliche in der Richtung der durch die
Geraden BE, B, Ii, gehenden Ebene ist.

Man kann also, wie man sieht, von einem beliebigen Punkte
P einer krummen Fliche stets in zwel verschiedenen Rich-
tungen zu unendlich benachbarten Punkten ¢ und F iiber-
gehen, sodass jede der beiden Normalen in diesen letzteren
Punkten mit der Normale in dem Punkte P in einer Ebene
liegt; die beiden Richtungen schneiden sich, da sie in zu ein-
ander senkrechten Normalebenen liegen, auf der krummen
Fliache ebenfalls unter rechten Winkeln.

122. Diese beiden Richtungen sind nun im Allgemeinen die
einzigen, welche die Eigenschaft haben, dass sich in ihnen zwei
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unendlich benachbarte Normalen schneiden; geht man auf der
krummen Fliche in irgend einer anderen Richtung von dem
Punkte P zn einem ihm unendlich benachbarten Punkte S iiber
und zieht in ihm die Normale SL der Fliche, so liegt die
Normale SL nicht in einer Ebene mit der Normalen PXK und
kann sie folglich auch nicht schneiden.

In der That, wenn — wie wir jetzt annehmen wollen —
die zweite Cylinderfliche so geneigt liegt, [119] dass ihre
Berithrungslinie mit der krummen Fliche durch den Punkt S

Fig. 66.

geht, so fillt der Bogen SR dieser Beriihrungslinie mit dem
Bogen des zur Cylinderfliche senkrechten Schmittes H, SE.J,
zugammen; es sind also die beiden Flichennormalen in den
Punkten S und R auch Normalen des Cylinders, und da beide
in der Ebene des senkrechten Schnittes liegen, schneiden sie
sich in dem Punkte L. Aber die Normale SL schneidet nicht
die Normale PK. Denn damit diese beiden Normalen sich
schneiden, ist nothwendig, dass der Punkt I der Normalen R L
zusammenfillt mit dem Punkte O, in welchem diese letztere
die Normale PK schneidet. Dies kann im Allgemeinen aber
nicht der Fall sein, weil dies voraussetzen wiirde, dass die
beiden Bogen PR und PQ gleiche Kriimmung haben, was [ab-
gesehen von der Kugel] nur fir einzelne Punkte mancher krum-
Ostwald’s Klassiker. 117. 11
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men Flichen statt hat. Bei der Kugel ist die Krimmung,
in welcher Richtung man auch von einem beliebigen Punkte
zu einem unendlich benachbarten iibergehen mag, stets dieselbe
und folglich liegen die durch zwei solche Punkte gezogenen
Normalen in einer Ebene; die Kugel ist die einzige Fliche,
deren simmtlichen Punkten diese Eigenschaft zukommt. Bei
denjenigen Umdrehungsflichen, deren erzeugende Curve die
Axe senkrecht schneidet, ist die Kriimmung in den Secheitel-
punkten auch nach allen Richtungen die gleiche und daher
liegt die Scheitelnormale mit der Normale eines jeden unend-
lich benachbarten Punktes in einer Ebene; diese Eigenschaft
gilt aber bel diesen Flichen nur fiir die Scheitelpunkte der
Umdrehungsaxe. Endlich giebt es krumme Flsichen, bei welchen
diese Eigenschaft fiir simmtliche Punkte einer bestimmten Curve
statthat, und nur fiir diese; in allen anderen Punkten der
Flache schneidet die Normale diejenige eines unendlich benach-
barten Punktes nur dann, wenn der benachbarte Punkt in einer
der beiden von uns bestimmten Richtungen von dem ersten
Punkte aus liegt.24)

123. Daraus folgt, dass eine beliebige krumme Fliche im
Allgemeinen in jedem ihrer Punkte nur zwel Kriimmungen
besitzt; jede dieser Kriimmungen hat ihren besonderen Mittel-
punkt und Radius und die beiden Bogen, auf welche sich
diese Kriimmungen beziehen, schneiden sich anf der Fliche recht-
winklig. Die besonderen Fille, in welchen wie bei der Kugel
und in den Scheitelpunkten der Umdrehungsfiichen zwei be-
liebige benachbarte Normalen sich schneiden, bilden von dem
vorstehenden Satze keine Ausnahme. Es folgt nur, dass in
diesen Fillen die beiden Kriimmungen einander gleich sind
[120] und dass die Richtungen, in welchen man sie messen
muss, beliebige sind.

124. Obgleich die beiden Kriimmungen einer krummen
Fliche durch das Gesetz ihrer Erzeugung mit einander ver-
kniipft sind, koénnen sie von einem Punkte der Fliche nach
einem anderen Verinderungen erleiden, welehe in gleichem
oder in entgegengesetztem Sinne vor sich gehen. Wir kénnen
uns hier in dieser Beziehung nicht auf weitere Einzelheiten
einlassen, welche auch weit weniger mithsam mit Hilfe der
Analysis gefunden werden. Hier sel nur Folgendes bemerkt.
Bei gewissen Flichen, wie z. B. den Sphiroiden, haben in
jedem Punkte die beiden Kriimmungen gleichen Sinn, d. h.
beide Krimmungen sind nach derselben Seite convex; bei
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anderen Flichen haben die beiden Kriimmungen in gewissen
Punkten entgegengesetzten Sinn, d. h. nach derselben Seite
ist die eine convex und die andere concav, zu welchen Flichen
z. B. die Kreisringfliche gehort; bei noch anderen Flichen
haben die beiden Kriimmungen in allen Punkten entgegenge-
setzten Sinn, wie z. B. bei der Fliche, welche durch die Be-
wegung einer Geraden, die immer drei andere, beliebig im
Raume gegebene Geraden schneiden soll, entsteht. Kine be-
sondere Art dieser letzteren Fliachen sind diejenigen, bei
welchen in jedem Punkte die entgegengesetzt gerichteten Kriim-
mungen der Grésse nach einander gleich sind; diese Flichen
sind diejenigen, deren Flicheninhalt ein Minimum ist.2?)

Krimmungslinien einer beliebigen Fliche;
hre Krimmungsmittelpunkte und die Fliche, welche
der geometrische Ort derselben ist.

125. Gehen wir jetzt zu einigen Folgerungen iiber, welche
aus den beiden Kriimmungen einer krummen Fliche sich er-
geben, und deren Kenntniss fiir die Kiinstler wichtig ist.

Die nebenstehende Figur (Fig. 67) stelle einen Theil einer
beliebigen krummen Fliche dar, auf welcher wir einen willkiir-
lich gewihlten Punkt P ins
Auge fassen und uns in ihr
die Normale der Fliche ge-
zogen denken. Man kann,
wie wir soeben gesehen ha-
ben, in zwei- verschiedenen
Richtungen von dem Punkte
P zu benachbarten Punkten
() und P, ibergehen, sodass
die Normalen in diesen
Punkten die Normale in
dem Punkte P schneiden;
diese beiden Richtungen auf
der Fliche schneiden sich
unter rechten Winkeln. Es
selen also P und PP,
diese beiden, in P auf einander senkrechten Richtungen. Von
dem Punkte ¢ kann man ebenfalls in zwel verschiedenen
Richtungen zu zwel anderen benachbarten Punkten R und @,

11*
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iibergehen, sodass die Normale in P die Normalen in diesen
neuen Punkten schneidet; es seien QR und Q¢), diese zwel
zu einander senkrechten Richtungen. Verfihrt man in gleicher
Weise |121] fiir den Punkt R, so findet man zwel Richtungen R.S
und RR,, welche sich in R rechtwinklig schneiden; fiir den
Punkt S findet man die beiden zu einander senkrechten Rich-
tungen S7 und §S;, und so fort. Die Punktreihe P, (), R, S,
T, ..., fir welche je zwel benachbarte Normalen in einer
Ebene liegen, bilden auf der krummen Fliche eine Curve,
welehe in  jedem ihrer
Punkte den Sinn einer der
beiden Kriimmungen der
Fliache angiebt; diese Curve
ist also eine Linie der er-
sten Kriimmung der Fliche
und zwar die durch den
Punkt P gehende. Stellt
man die gleiche Betrach-
tung, wie fir den Punkt P,
jetzt fiir den Punkt P, an,
80 kann man wiederum in
zwel zu einander senkrech-
ten Richtungen zu neuen
Punkten @, und P, tiiber-
gehen, sodass die Normalen
in diesen Punkten die Normale in P, schueiden; geht man in
gleicher Weise, wie vorhin, weiter, so findet man eine neue
Punktrethe P, Q,, R,, S,, T,, ..., welche auf der Fliche
eine andere Linie der ersten Kriimmupg und zwar die durch
den Punkt P, gehende bildet. Verfihrt man in gleicher Weise
fir die Punkte P,, P,, P,, ..., welche man auf dieselbe
Weise wie die Punkte P,, P, gefunden hat, so erhilt man
neue Linien der ersten Krimmung, P,Q,R,S,T, .. .,
P,QRS,T, ..., PORS T, ..., welche durch die Punkte
r,, P,, P, ... gehen. Diese Linien der ersten Kriimmung
theilen die Flache in Zonen ein. Die Punktreihe P, P,, P,,
P, P, ... hat die gleiche Eigenschaft, dass die Normalen
je zweler aufeinanderfolgenden Punkte in einer Ebene liegen,
und bildet auf der Fliche eine Curve, welche in jedem ihrer
Punkte den Sinn der anderen Kriimmung der Fliche angiebt;
diese Curve ist also eine Linie der zweiten Kriimmung der
Flache. - Die Punkte Q, Q,, Q,, @,, ¢,, . . . bilden eine andere
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Linie der zweiten Kriimmung und zwar die durch den Punkt ¢
gehende. Ebenso hildet die Punktreihe 2, R, R,, R,, R, . ..
eine weitere Linie der zweiten Kriimmung, nimlich diejenige,
welche durch den Punkt R geht, und so fort. Alle Linien der
zweiten Krimmung theilen die Fliche ebenfalls in Zonen ein.
Da ferner alle Kriimmungslinien der ersten Art alle der zweiten
Art unter rechten Winkeln schneiden, so theilen diese beiden
Curvensysteme die ganze Fliche in rechteckige Flichenelemente.
Diese Eintheilung der Fliche in rechteckige Elemente findet
auch dann statt, wenn man nicht aus jedem von beiden Syste-
men unendlich benachbarte Kriimmungslinien, sondern solche in
endlichem Abstande von einander nimmt. Bevor wir weiter-
gehen, wollen wir hierfir ein sechon bekanntes Beispiel an-
fiithren.26)

126. Wenn man eine beliebige Umdrehungsfiiche durch eine
Schaar von Ebenen, welche durch die Axe gehen, schneidet,
o erhilt man in den Schnittcurven die Linien der einen Kriim-
mung der Fliche. [122] Denn damit eine Curve Kriimmungs-
linie einer Fliche ist, muss in jedem ihrer Punkte das Element
des Cylinders, welcher die Fliche in dem betreffenden Curven-
elemente beriihrt, eine zu dieser Curve senkrechte erzeugende
Gerade besitzen. Diese Bedingung findet hier aber nicht nur
in jedem Punkte der Curve fiir ein Element eines diesem
Punkte zugehorigen besonderen Cylinders statt — was vollig
geniigend wire —, sondern sogar in allen Punkten der ganzen
Curve fiir denselben Cylinder.

Schneidet man ferner die gegebene Umdrehungsfliche durch
eine Schaar von zur Axe senkrechten Ebenen, so erhilt man
als Schnitteurven Kreise, welche die Linien der anderen Kriim-
mung der Fliche sind. Denn wenn man in einem Punkte
eines dieser Kreise die Tangente an den durch ihn gehenden
Meridian der Fliche zieht und durch Bewegung dieser Tan-
gente parallel zu sich selbst das Element eines die gegebene
Fliche berithrenden Cylinders erzeugt, so berithrt dieses Ele-
ment die Umdrehungsfliiche in dem betrachteten Kreise, welcher
senkrecht auf der erzeugenden Geraden des Cylinders steht.

Bei jeder Umdrehungsfliche sind also die Meridiane die
Kriimmungslinien der einen Art und die Parallelkreise diejenigen
der anderen Art, und es ist ohne weiteres ersichtlich, dass sich
diese beiden Curvenschaaren auf der Fliche unter rechten
Winkeln schneiden.

127. Zieht- man in allen Punkten einer der Kriimmungs-
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linien, z. B. PORST ... die Normalen zu der gegebenen
Fliche, so schneidet, wie wir wissen, die zweite Normale die
erste in einem bestimmten Punkte, die dritte Normale die
zweite in einem anderen Punkte, und so fort. Die Gesammt-
heit aller dieser Normalen, von denen je zwei aufeinanderfol-
gende in einer Ebene liegen, bildet mithin eine abwickelbare
Fliche, welche immer senkrecht auf der krummen Fliche steht
und sie in einer Kriimmungslinie schneidet. Da diese Kriim-
mungslinien iiberall auf den Normalen, welche die abwickelbare
Fliche bilden, senkrecht steht, so ist sie auch eine Kriimmungs-
linie dieser letzteren Fliche. Die Riickkehrkante der abwickel-
baren Fliche wird von den simmtlichen Schnittpunkten je zweier
benachbarten Normalen, welche zugleich Tangenten der Riick-
kehrkante sind, gebildet und ist eine Evolute der Curve
PQRST ...; sie ist der geometrische Ort der Kriimmungs-
mittelpunkte aller Punkte dieser Curve und zugleich auch der
geometrische Ort der Mittelpunkte der ersten Kriimmung [123]
in allen Punkten der Fliche, welche auf der Curve PQRST
... liegen. Stellt man fiir alle anderen Kriimmungslinien der-
selben Art, also fir P, Q, R S, T,, I,0, R,S,T,, . .. dieselbe
Betrachtung an, so erhiilt man eine Schaar von abwickelbaren
Flichen, deren jede durch die Normalen lings einer dieser
Kriimmungslinien gebildet wird und in derselben die gegebene
Fliche senkrecht durchdringt. Die Gesammtheit der Riickkehr-
kanten aller dieser abwickelbaren Flichen bildet eine neue
krumme Fliche, welche der geometrische Ort von allen Mittel-
punkten der ersten Kriimmungen der gegebenen Fliche ist.
Was wir soeben fiir die eine der beiden Flichenkrimmungen
bemerkt haben, gilt in gleicher Weise auch fiir die andere.
Denn zieht man durch alle Punkte einer Krimmungslinie der
anderen Art, z. B. der Linie PP, P,P,P ... die Flichen-
normalen, so liegen je zwei benachbarte in einer Ebene. Die
sammtlichen Normalen bilden mithin eine abwickelbare Fliche,
welche die gegebene krumme Fliche in der Kriimmungslinie
PP P,P,P, ... senkrecht schneidet, und fiir welche diese
Curve ebenfalls eine Kriimmungslinie ist. Die Riickkehrkante
der abwickelbaren Fliche ist der geometrische Ort der Kriim-
mungsmittelpunkte der Curve PP, P,P,P, ... und zugleich
der geometrische Ort der Mittelpunkte der zweiten Kriimmung
in allen denjenigen Flichenpunkten, welche auf dieser Curve
liegen. Die Betrachtung der anderen Kriimmungslinien der
zweiten Art, QQ,0,0,Q, ..., RR,R,R R, ..., ... fihrt
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zu analogen Resultaten. Es bilden somit alle Normalen noch
eine zweite Schaar von abwickelbaren Flichen, welche siimmt-
lich auf der gegebenen krummen Fliche senkrecht stehen;
die Riickkehrkanten dieser neuen abwickelbaren Flichen bilden
eine zweite krumme Flache, welche der geometrische Ort von
den Mittelpunkten der zweiten Kriimmungen der gegebenen
Fliche ist.

128. In einigen besonderen Fillen sind die Mittelpunkts-
flichen der beiden Kriimmungen einer und derselben krummen
Fliche von einander verschieden, d. h. sie konnen getrennt
erzeugt werden oder sie haben getrennte Gleichungen. Ein
Beispiel hierfiir bieten die Umdrehungsflichen; bei diesen re-
ducirt sich eine der Kriimmungsmittelpunktsflichen auf die
Rotationsaxe, wiahrend die andere die Umdrehungsfliche ist,
weleche durch Rotation der zum Meridian der urspriinglichen
¥liche gehorenden Evolute um dieselbe Axe erzeugt wird.
Im Allgemeinen aber sind diese beiden [124] Krimmungs-
mittelpunktsfiichen nicht von einander verschieden, kénnen
nicht getrennt erzeugt werden, haben dieselbe Gleichung
und sind nur zwei verschiedene Schalen der nimlichen krum-
men Fliche.

129. Alle Normalen einer krummen Fliche kénnen daher,
wie man sieht, als die Schnitte von zwei Schaaren abwickel-
barer Flichen betrachtet werden, deren jede die gegebene
krumme Fliche unter rechtem Winkel in einer Curve, welche
gleichzeitig eine Kriimmungslinie der gegebenen und der ab-
wickelbaren Fliche ist, durchdringt und von denen jede Flache
der einen Schaar jede der anderen Schaar rechtwinkliz und
in einer geraden Linie schneidet.27)

Anwendungen der Krimmungslinien auf den Stein-
schnitt der Gewolbe und auf die Radirkunst.

130. Wir fiihren zwei DBeispiele an, um zu zeigen, wie
niitzlich diese allgemeinen Resultate in bestimmten Fillen sein
konnen. Das erste Beispiel entnehmen wir der Baukunst.

Die Quadersteingewdlbe sind aus einzelnen Steinen erbaut,
welche man als Gewdlbsteine bezeichnet. Jeder Gewdlbstein
hat mehrere Seitenflichen, auf deren Herstellung die grosste
Sorgfalt verwendet werden muss, nimlich 1. die vordere Seiten-
fliche, welche, da sie einen Theil der sichtbaren Oberfliche des
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Gewolbes bilden soll, mit der grossten Genauigkeit gearbeitet
werden muss und douelle genannt wird; 2. die Seitenflichen,
mit welchen die benachbarten Gewdlbsteine aneinandergrenzen
und welche Fugen heissen. Die Herstellung dieser letzteren
Flichen erfordert ebenfalls die grosste Genauigkeit; demn da-
mit der Gewdlbdruck des einen Quadersteines auf den be-
nachbarten senkrecht zu der Fuge gerichtet ist, miissen die
beiden Steine sich in einer moglichst grossen Anzahl von
Punkten berithren, damit in allen der Druck méglichst klein
und annshernd gleich ist. Man muss also bei jedem Gewdlb-
stein den Fugen so genau, als es erreichbar ist, die Gestalt
der Fliche wirklich geben, von welcher sie einen Theil bilden
sollen, und um diesen Zweck leichter zu erreichen, miissen
die Fugen die einfachste Gestalt besitzen und so genau als
moglich leicht herstellbar sein. Aus diesem Grunde giebt man
den Gewdalbsteinen gewdhnlich ebene Fugen; aber nicht alle
Gewilbflichen gestatten diese Anordnung, und bei manchen
wiirde man den harmonischen Anblick, von welchem wir [125]
sofort sprechen werden, zu sehr beeintrichtigen, wenn man die
Fugen nicht als krumme Flichen gestalten wiirde. In diesem
Falle muss man von allen krummen Flichen, welche iiberdies
noch den anderen obigen Bedingungen gentigen, diejenigen
auswihlen, deren Erzeugungsweise die einfachste und deren
Herstellung am genauesten moglich ist. Von allen krummen
Flichen lassen sich aber diejenigen am leichtesten herstellen,
welche durch die Bewegung einer geraden Linie entstehen,
und von diesen vornehmlich die abwickelbaren Flichen. Wenn
also die Fugen krumme Flichen sein miissen, so gestaltet man
sie — sofern es moglich ist — als abwickelbare Flichen.
Eine der Hauptbedingungen, denen die Gestalt der Fugen
der Steine geniigen muss, ist die, dass sie iiberall senkrecht
auf der von diesen Quadersteinen gebildeten Gewélbfliche steben
miissen. Denn wenn die beiden Flichenwinkel, welche die
sich beriihrenden Fugen zweier benachbarten Gewdlbsteine mit
der Oberfliche des Gewilbes bilden, merklich ungleich sind,
so kann der Stein, dessen Winkel einen rechten iiberschreitet,
dem Gegendrucke des angrenzenden Gewdlbsteines einen grisse-
ren Widerstand entgegensetzen als dieser ihm, und dadurch
ist der andere der Gefahr ausgesetzt, an dieser Kante zu zer-
splittern. Eine solche Zersplitterung aber verunstaltet nicht
nur das Gewdlbe, sondern kann sogar seine Festigkeit beein-
triichtigen und die Dauerhaftigkeit des Gebiudes verringern.
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Wenn also die Fuge eine krumme TFliche sein muss, so ist
es rathsam, dieselbe durch eine zur Oberfliche des Gewdlbes
senkrechte Gerade zu erzeugen, und wiinscht man ferner, dass
die Fuge eine abwickelbare Fliche ist, so miissen je zwei
benachbarte dieser Normalen der Gewdlbfliche, welche sozu-
sagen die Fugen bilden, in einer Ebene liegen. Nun haben
wir soeben gezeigt, dass diese Bedingung nur erfiillt sein kann,
wenn alle Normalen durch eine Kriimmungslinie der Gewdlb-
flache gehen. Wenn also bei einem Gewolbe die Fugen der
Gewdlbsteine abwickelbare Flichen sein sollen, so miissen sie
nothwendiger Weise die Oberfliche des Gewdlbes in Kriim-
mungslinien schneiden.

Mit welcher Genanigkeit auch immer die Quadersteine eines
Gewdlbes hergestellt sein mégen, ihre Anordnung ist immer
auf der Gewdélbfliche zu erkennen und bringt auf ihr sehr in
die Augen fallende Linien hervor, welche nach allgemeingiil-
tigen Gesetzen verlaufen und ausserdem noch besonderen, von
der Art des Gewdlbes abhingigen, Bedingungen gentigen
miissen. Von den allgemeingiiltizen Gesetzen beziehen sich die
einen auf die Stabilitit, die anderen auf die Dauerhaftigkeit
des Gebaudes. Zu den Gesetzen dieser Art gehéren die Vor-
schriften, dass die Fugen eines jeden einzelnen Gewdlbsteines
senkrecht aufeinander stehen [126] und senkrecht zu der Ober-
fliche des Gewdlbes verlaufen miissen. Auch miissen die Linien,
in welchen die Fugen der Steine die Oberfliche des Gewdlbes
schneiden, so verlanfen, dass diejenigen, welche die Gewdlb-
flache in Schichten eintheilen, senkrecht auf den anderen stehen,
welche Linien eine Schicht wieder in einzelne Steine theilen.
Was die besonderen Bedingungen anbetrifft, so giebt es deren
verschiedene, und es kann hier nicht unsere Absicht sein, sie
simmtlich aufzuzihlen. Die hauptsichlichste dieser besonderen
Bedingungen ist, dass die beiden Schaaren von Fugenlinien,
welche sich sammtlich rechtwinklig schneiden, dem Charakter
der Gewolbfliche angepasst sind. Auf der Gewdlbfliche giebt
es aber keine anderen Curven, welche gleichzeitig alle diese
Bedingungen erfiillen, als die beiden Schaaren von Kriim-
mungslinien ; diese erfiillen aber alle Bedingungen vollkommen.
Der Steinschnitt einer Gewdlbfliiche muss demnach immer nach
ihren Kriimmungslinien geschehen, und die Fugen der Gewdlb-
steine miissen Theile der abwickelbaren Flichen sein, welche
von den lings dieser Kriimmungslinien errichteten Normalen
der Gewdlbfliche gebildet werden. Fiir jeden Gewdlbstein
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haben dann die vier Fugen und die einen Theil des Gewdlbes
bildende Vorderfliche simmtlich rechteckige Gestalt.

Bevor die geometrischen Betrachtungen, auf denen alles
von uns Soeben Gesagte beruht, entdeckt waren, hatten die
Kiinstler nur eine dunkle Vorstellung von diesen Gesetzen und
dieser waren sie zu folgen gewdhnt. Hatte also z. B. die
Gewdolbfliche die Gestalt einer Umdrehungsflache, wie z. B. bei
Kuppelgewslben oder bei Tonnengewdlben, so vollfihrten sie den
Steinschnitt derselben nach Meridianen und Parallelkreisen, also
nach den Kriimmungslinjen der Gewdilbfliche.

Die Fugen, welche den Meridianen entsprechen, sind Theile
von Ebenen, welche durch die Axe gelegt sind, und diejenigen,
welche den Parallelkreisen entsprechen, Theile von Rotations-
kegelfliichen mit derselben Axe. Diese beiden Arten von Fugen
sind zu einander und zu der Gewdlbfliche senkrecht.

Wenn aber die Gewdlbflichen nicht eine so einfache Ge-
stalt besassen und ihre Kriimmungslinien sich nicht in so her-
vorstechender Weise darboten, wie z. B. bei elliptischen Ge-
wolben und bel einer grossen Anzahl anderer, so waren die
Kiinstler nicht im Stande, allen Bedingungen zu geniigen, [127]
und sie liessen in jedem besonderen Falle diejenigen unberiick-
sichtigt, welche ihnen die griossten Schwierigkeiten darboten.

Es wiirde sich also empfehlen, dass in jeder Schule, welche
in den Departements fiir den Unterricht in der darstellenden
Geometrie errichtet wiirde, der Lehrer sich mit der Bestimmung
und der Construction der Kriimmungslinien von den Flichen,
welche hiufig in den Kiinsten Verwendung finden, beschiftigt,
damit im gegebenen Falle die Kiinstler, welche solchen Unter-
suchungen nicht viel Zeit widmen kénnen, sich mit Erfolg
Rath holen und einfach die Resultate dieser Untersuchungen
benutzen kénnten.

131. Das zweite Beispiel, welches wir geben wollen, ent-
Iehnen wir der Radirkunst. .

In der Radirkunst giebt man die Helligkeitsgrade, welche
die verschiedenen Theile der Oberflichen der dargestellten
Gegenstinde zeigen, durch Schraffirungen wieder, welche
man um so stirker und enger ausfiihrt, je dunkler der Ton
sein soll.

Wenn die Entfernung, aus welcher der Stich betrachtet
werden soll, gross genug ist, dass die einzelnen Schraffirungs-
striche nicht mehr wahrgenommen werden, so ist die Art der
Schraffirung fast ganz gleichgiltiz; der Kinstler kann die
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Schraffirungslinien, welche Gestalt er ihnen auch geben mag,
stets so stark und so dicht ziehen, dass er den gewiinschten
Helligkeitsgrad erzielt und die beabsichtigte Wirkung erreicht.
Wenn aber — und dies ist der hiufigere Fall — der Stich
aus solcher Nahe betrachtet werden soll, dass die einzelnen
Schraffirungslinien erkennbar sind, so ist ihr Verlauf nicht
mehr gleichgiiltig. Es giebt vielmehr fiir jeden Gegenstand
und fiir jeden Theil seiner Oberfliche Schraffirungslinien, welche
durch ihren Verlanf geeigneter als alle anderen sind, um eine
Vorstellung von der Krimmuung der Fliche zu geben. Solcher
besonderen Schraffirungslinien giebt es immer zwel Arten und
einige Radirer gebrauchen, um den gewiinschten Helligkeits-
grad leichter zu erzielen, beide Arten gleichzeitig, indem sie
die Schraffirungslinien sich kreuzen lassen. Diese besonderen
Schraffirungslinien, fiir deren Verlanf die Kiinstler nur ein
unbestimmtes Gefithl haben, sind aber keine anderen als
die Projectionen der Kriimmungslinien der darzustellenden
Flichen.

Da die Oberflichen der meisten Gegenstinde nicht mathe-
matisch streng definirt werden konnen, so konnen auch ihre
Kriimmungslinien nicht genau — weder durch Rechnung noch
durch graphische Constructionen — bestimmt werden. Wenn
aber die Kiinstler in ihrer Jugend geiibt worden sind, die
Kriimmungslinien {128} von einer grossen Anzahl verschiedener
Flachen, welche mathematisch streng definirt werden konnen,
zu bestimmen, so werden sie spiiter sogar bel weniger exact
bestimmbaren Flidchen ein empfindlicheres Auge und Gefithl
fir die Gestalt und die Lage dieser Linien besitzen. Sie
werden die Schraffirungslinien mit grosserer Sicherheit richtig
zu ziehen wissen, und ihre Werke werden dadurch ausdrucks-
voller.

Wir gehen nicht weiter auf diesen Gegenstand ein, welcher
vielleicht nur den geringsten von allen den Vortheilen dar-
stellt, die sowohl die Kiinste als die Industrie aus der Errich-
tung einer Schule fiir darstellende Geometrie in jedem Distrikte
der Republik ziehen wiirden.



[129] Zusitze,)

I. Ueber die Schnittpunkte dreier Kreiseylinder.

In dem Artikel 4 (8. 7) wurde behauptet, dass drei gerade
Cylinder mit Kreisgrundfiiche im Allgemeinen acht gemeinsame
Schnittpunkte haben. Die folgende Darlegung will diese Be-
hauptung nicht beweisen, sondern nur an einem Beispiele zeigen,
dass acht Schnittpunkte moglich sind.

Betrachten wir zuniichst zwei Cylinder und nehmen wir
an, dass der eine einen merklich kleineren Durchmesser als
der andere besitzt, und dass die Axen beider Cylinder sich
schneiden und einen Winkel, welcher bedeutend kleiner als
ein rechter ist, mit einander bilden. Dann durechdringt offenbar
der Cylinder, dessen Durchmesser der kleinere ist, den anderen
auf entgegengesetzten Seiten, indem er auf dessen Vorderseite
und Riickseite zwel Schniftcurven erzeugt, welche einander
gleich und ziemlich langgestreckt sind. Nehmen wir dann
weiter an, dass der dritte Cylinder einen Durchmesser hat,
dessen Liinge zwischen den Durchmesserlingen der beiden
ersten Cylinder liegt, dass seine Axe diejenige des Cylinders
mit dem grossten Durchmesser unter einem Winkel schneidet,
welcher weniger von einem rechten Winkel abweicht als der
Winkel zwischen den Axen der beiden ersten Cylinder, und
dass er die auf dem grossten Cylinder liegenden Schnittcurven
ungefihr in ihrer Mitte durchschneidet, so ist klar, dass jede
der beiden neuen Schnittcurven, welche durch den Schnitt des
mittleren mit dem grossten Cylinder entstehen, die beiden alten
Schnittcurven in vier Punkten schneidet, da die neuen Curven
breiter und weniger lang gestreckt als die alten sind. Es giebt
mithin auf der Vorderseite des grossten Cylinders vier allen
drel Cylinderminteln gemeinsame Punkte und ebensoviele auf
seiner Riickseite, also im (anzen acht derartige Punkte. In
gewissen besonderen Fillen kann diese Zahl kleiner sein und
kann sich, je nach der Liage der drei Cylinder zu einander und
den Grossenverhiiltnissen ihrer Durchmesser, auf sechs, vier,
zwei und sogar auf Null redueiren.
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i130]
II. Viertes Beispiel fiir die Erzeugung
krummer Flachen (Fortsetzung des Artikels 12).

Geradlinige Flichen. Diese Flichen kénnen immer
durch eine unbegrenzte Gerade erzeugt werden, welche sich
30 bewegt, dass sie bestindig
drei gegebene Curven, welche
ihre Bewegung leiten, schnei-
det. Denkt man sich eine Schaar
von Kegeln construirt, deren
Bcheitel die Punkte der ersten
Curve %, sind und welehe simmt-
lich die zweite Curve %, als Leit-
linfe haben, so bestimmen die
Punkte, in welchen diese Flichen
von der dritten Curve k; ge-
schnitten werden, die verschie-
denen Lagen der die geradlinige
Fliche erzeugenden Geraden. In
der nebenstehenden [ebenso wie
Fig. 70 perspectivisch gezeichne-
ten] Figur 69 seien k,, k,, &, die
drei gegebenen Leitcurven. Hat
man auf der Curve %, einen Punkt
A, willkiirlich als Scheitel eines Fig. 69.
durch die Curve L, gelegten Ke-
gels gewidhlt, so schneidet dieser die dritte Curve in einem
Punkte 4,, welcher auf dem Kegel die Mantellinie 4, 4, be-
stimmt. Diese Mantellinie ist zugleich die durch den Punkt A4,
gehende erzeugende Gerade der geradlinigen Fliche.

Sind die drei Leitlinien k,, k,, &, Gerade, so erhilt man
eine windschiefe Fliche, welche die sehr bemerkenswerthe
Eigenschaft besitzt, dass sie durch die bewegliche Gerade auf
zwei verschiedene Weisen erzeugt werden kann. Die erste
Erzengungsweise stimmt mit der obigen allgemeinen Bestimmung
derartiger Flichen iiberein: die bewegliche Gerade schneidet
bei ihrer Bewegung bestindig drei gegebene gerade Linien
kyy Ky kg
: Die zweite Erzeugungsweise ergiebt sich aus der ersten.
Unter allen Geraden, welche die drei gegebenen Geraden k,,
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ko, ky (Fig. 70) schneiden, wihlt man drei, g,, g,, g,, willkiirlich
aus und betrachtet sie als neue Leitlinien. Dann kann sich die
erzeugende Gerade auch
s0 bewegen, dass sie
bestindig die drei Ge-
raden g,, ¢,, ¢, schneidet.

Gleichgtiltiz nun ob
man die drei gegebenen
Geraden %, k,, k, oder
die drei Geraden g,, g,,
g, als Leitlinien benutzt,
die bewegliche Gerade
erzeugt dieselbe wind-
schiefe Fliche.

Aus diese; doppelten
Erzeugungsweise folgt,
dass die Fliche als ein
Gewebe darﬁestellt wer-
den kann. Die Ketten-
fiden gehen durch die gegebenen Geraden und die Einschlag-
fiden durch die Geraden g,, ¢,, ¢,; [131] durch jeden Punkt
der Flache gehen zwei Gerade, von denen die eine der Kette,
die andere dem Einschlage angehort.?Y)

Fig. 70.

II1. Bestimmung der Tangentialebene aun eine gerad-
linige Fliche. (Fortsetzung des Artikels 30.)

Aufgabe. (Fig. 71) In einem gegebenen Punkte P
einer geradlinigen Fliche die Tangentialebene aun
dieselbe zu legen.

Losung. Es seien %, £,, &, die drei gegebenen Leiteurven
der erzeugenden Geraden, P sei der auf der geradlinigen Fliche
gegebene Punkt*); ferner seien .{,, 4,, 4, die Punkte, in
welchen die durch den Punkt P gehende geradlinige Erzeu-

* Die Figur ist perspectivisch gezeichnet zu verstehen. Wenn
die gegebene geradlinige Fliche durch die Projectionen der drei
Geraden auf zwei Projectionsebenen bestimmt worden wiire (wie
es in den Beispielen des Artikels 30 und der vorhergehenden Artikel
geschehen ist), so wiirde eine einzige Projection eines Punktes der
windschiefen Fliiche bereits die Lage des Punktes vollig bestimmen.
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gende die drei Leitcurven schneidet, und ¢, ¢,, ¢, die Tan-

genten an diese Leiteurven in den Punkten A,, 4,, 4,.
Construirt man die geradlinige Fliche, fiir welche die drei

Tangenten f,, f,, #, Leitcurven sind, und stellen die Geraden

Fig. 71.

Iy Yo 9, drel beliebige Lagen der Erzeugenden dieser Fliche
vor, so erkennt man leicht, dass diese windschiefe Fliche mit
der gegebenen die Gerade g,, lings welcher sich beide Fla-
chen beriihren, gemeinsam hat. Die Tangentialebene in dem
Punkte P ist daher beiden Flichen gemeinsam und beriihrt
beide lings der Geraden g,. Um aber in dem Punkte P die
Tangentialebene an die zweite geradlinige Fliche, deren Leit-
linien die drei Tangenten {,, ¢,, 7, sind, zu construiren, muss
man zwei gerade Linien bestimmen, welche in dieser Ebene
liegen. Nach dem zweiten Zusatze kann man aber durch jeden
Punkt P dieser letzteren Fliche zwel Gerade ziehen, welche
ganz auf der Fliche liegen; die eine derselben A, 4,PA4,
schneidet die drei Geraden ¢, f,, ¢, und die andere PQL
schneidet die drei erzeugenden Geraden ¢,, ¢,, g, Mithin
ist die durch die beiden Geraden A4, 4, und PR gelegte Ebene
die Tangentialehene im Punkte P an die gegebene geradlinige
Fliche.

[132] Diese Losung setzt voraus, dass man Tangenten an
die Leitcurven zu ziehen versteht. In dem dritten Theile ist
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aber gezeigt worden, wie man Tangenten an Curven ziehen kann,
welche durch den Schnitt zweier bekannten krummen Flichen
entstehen oder welche durch die nach einem gegebenen Gesetze
erfolgende Bewegung eines Punktes erzeugt werden.

Nachdem so die Aufgabe, in einem gegebenen Punkte einer
geradlinigen Fliche eine Tangentialebene an sie zu legen, ge-
16st worden ist, kann man sich die umgekehrte Aufgabe stellen:
»Die Tangentialebene einer geradlinigen Fliche ist
gegeben; man soll ihren Berihrungspunkt finden.«

Die Losung derselben ergiebt sich leicht aus dem Ver-
hergehenden. Die Tangentialebene der geradlinigen Fliche
geht namlich sicher durch eine der geradlinigen Erzeugenden
der Flache; es sei die Gerade g, diejenige, durch welche die
Tangentialebene gehen muss. Dann bringt man die gegebene
Tangentialebene zum Schnitt mit den Geraden g,, g,. Die
durch diese beiden letzten Schnittpunkte gezogene Gerade
schneidet die Gerade g, in einem bestimmten Punkte, welcher
der gesuchte Beriihrungspunkt ist.

Hierzu ist noch zu bemerken, dass, wenn eine Ebene eine
abwickelbare Fliache beriihrt, die Beriihrung lings der ganzen
Geraden, welche der Ebene und der Flache gemeinsam ist,
stattfindet. Wenn eine Ebene dagegen eine windschiefe Fliche
berithrt, so findet nur in einem Punkte der gemeinsamen Ge-
raden Berithrung statt, in allen anderen Punkten derselben
aber schneidet die Ebene die Fliche.




Anmerkungen.

Aufgaben, wie sie die darstellende Geometrie zu 15sen lehrt,
wurden von der Baukunst frithzeitiz dem Menschen gestellt. Des-
halb reichen auch die Anfiinge der darstellenden Geometrie, trotz-
dem sie als Wissenschaft verhiltnissmissig jungen Ursprunges
ist, ebenso weit zuriick, als die alten Culturvilker bei ihren
Bauten Grundrisse, Aufrisse, Querschnitte und &Hhnliche geo-
metrische Hiilfsmittel zu benutzen gelernt hatten. Ohne Kenut-
niss dieser Mittel wiirde ihnen in der That die Krrichtung
ihrer grossartigen Tempel- und sonstigen gewaltigen monumen-
talen Bauten unmdéglich gewesen sein. Es sind sogar von den
Aegyptern auf Papyrus ausgefithrte Grund- und Aufrisszeich-
nungen, sowie auf Winden aufgezeichnete Aufrisse von Siulen-
capitilen noch erhalten. Der romische Schriftsteller Vetruvius
(Pollio), dessen zehn, dem Augustus gewidmete Biicher iiber
Architektur vermuthlich im Jahre 10 v. Chr.*) vollendet wurden,
sagt, dass zu Entwiirfen die Ichnographie, die Orthographie
und die Scenographie verwendet wiirden, von denen die erste
die Abbildung auf dem Boden, die zweite die Abbildung der
Frontfliche und die letzte die Ansicht der Front- und der zu-
riickweichenden Seitenflichen **) liefere, und lisst damit eben-
falls erkennen, dass das Grund- und Aufrissverfahren zu da-
maliger Zeit schon lingst bekannt gewesen ist.

Wie praktische Bediirfnisse die Grundlagen der darstel-
lenden Geometrie geschaffen hatten, so ist auch ihre Fortent-
wickelung bis in das vorige Jahrhundert hinein auf das engste
mit der Praxis, vornehmlich mit der Baukunst und Malerei
verkniipft geblieben. Das Bestreben, moglichst naturgetreue

*) M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik.
2. Aufl. 1894, Bd. I, S. 507.

**) Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1884.
Bd. I, S. 5. ’

Ostwald's Klassiker 117. 12
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Bilder zu liefern, zwang die Maler, den geometrischen Gesetzen
des Sehens nachzuspiiren, und so entstand allmihlich die Lehre
von der Perspective, welche die erste der beiden Aufgaben, die
Monge in dem vorliegenden Werke (8. 3) der darstellenden Geo-
metrie znweist, 16st. Die Baukunst dagegen war bemiiht, die
Losung der zweiten Aufgabe, niamlich Aufgaben iiber rdumliche
Dinge auf Grund ihrer Abbildung auf eine Ebene durch Con-
structionen in dieser Ebene zu 16sen, zu erreichen. Auf die
historische Entwickelung der Lehre von der Perspective kann
ich nicht eingehen, da es hier nur meine Aufgabe sein kann, kurz
zu gkizziren, wie sich das Grund- und Aufrissverfahren bis
zu Monge's Zeit entwickelt hatte. In Bezug auf die Geschichte
der Perspective, sowie auf die ausfithrlichere Darstellung der
Entwickelung der speciellen darstellenden Geometrie verweise
ich auf den zwar kurzen, aber erschipfenden geschichtlichen
Abriss, welchen Chr. TWicner in dem ersten Bande seines be-
kannten Lehrbuches der darstellenden Geometrie
(Leipzig, 1884) S. 5—61 gegeben hat und welchem ich —
bei der Unzuginglichkeit der Originalwerke — hier ofter aus-
schliesslich folgen muss. Es existirt zwar noch die Geschichte
der darstellenden und projectiven Geometrie mit be-
sonderer Beriicksichtigung 1hrer Begrindung in
Frankreich und Deutsehland und ihrer wissen-
schaftlichen Pflege in Oesterreich (Briinn, 1897) von
F. J. Obenrauch, welche aber den Titel einer Geschichte nicht
zu rechtfertigen vermag. Der Verfasser gebietet iiber eine be-
deutende Litteraturkenntniss, und das Buch enthdlt daher
viele Einzelheiten, welche in dem Wiener’'schen Abrisse mnicht
enthalten sein konnen. Diese sind aber nicht leicht aufzu-
finden, weil das Buch ziemlich uniibersichtlich ist, und da
ferner das Material nicht kritisch gesichtet ist, so findet sich
Werthvolles und Werthloses in bunter Reihenfolge. Das Fehlen
eines einheitlichen Planes in der Anlage des Werkes, sowie
eine oft ermiidende Darstellungsweise und vielfache Wieder-
holungen bedingen es, dass das Obenrauch’sche Buch trotz
seines bedeutenden Umfanges von 442 Seiten — oder viel-
mehr gerade wegen dieses — dem Leser nicht im Entfern-
testen eine solche klare Kenntniss von der geschichtlichen
Entwicklung der darstellenden Geometrie geben kann, wie
der vorziigliche Wiener'sche Abriss. Von den beiden Theilen,
in welche das Obenrauch’'sche Buch zerfillt, lisst der erste
Theil, welcher eine ausfiihrliche Biographie von Monge giebt,
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die angefiihrten Mingel noch in geringerem Maasse hervor-
treten.

Die Fortentwicklung des Grund- und Aufrissverfahrens im
Mittelalter haben wir in den Bauhiitten der damaligen Zeit zu
suchen. Ausser Grundriss und Aufriss verwendete man noch
horizontale und verticale Querschnitte; besondere Aufmerk-
samkeit aber widmete man den Aufgaben iiber den sogenannten
Steinschnitt der Gewdlbe, auf welchen auch Monge in dem
vorliegenden Werke wiederholt Bezng nimmt. Eine Menge von
empirisch gefundenen Constructionen, welche nicht immer streng
richtig waren, wurden zur Losung der sich darbietenden Auf-
gaben benutzt. Nach den Gepflogenheiten der Bauhiitten
wurden die in einer Hiitte verwendeten Constructionen den
anderen gegeniiber moglichst geheim gehalten, weshalb sich
ihre Kenntniss nur langsam verbreitete.

Als erstes Werk, welches die — bis dahin nur miindlich
iiberlieferten — Constructionen iiher den Steinsehnitt mittheilt,
nennt Wiener (a. a. 0., S.22) den Traité de I’architec-
ture von Philibert de I'Orme ans dem Jahre 1576. Ferner
sind zu nennen Matlwin Jousse, Secrets de 1'architecture,
1642, und Derand, L’architecture des vofites ou 1'art
des traits, et coupes des voftes, 1643. Alle diese
Werke theilen die Constructionen mit, ohne den Versuch zu
machen, sie als richtig nachzuweisen; wie Wiener angiebt,
werden in dem letztgenannten Werke Durchdringungen von
Flichen, Bestimmungen wahrer Gestalten, Umlegungen und Ab-
wickelungen bereits benutzt.

Einen wesentlichen Fortschritt in theoretischer Hinsicht
bezeichnen die Schriften von Gérard Desargues™) aus Lyon
(1593—1662), von welchen aber nur die von seinem hegab-
testen Schiiler A4hraham Bosse (1611—1678) herausgegebene
Schrift: La pratique du trait & preuves, de Mr. Des-
argues, Lyonnois, pour la coupe des pierres en l’ar-
chitecture; Paris 1643, hier zu nennen ist. Diese Schrift
ist auf Grundlage von Desargues’ Gedanken verfasst, welcher
auch eine Vorrede dazu geschrieben hat**). Wie Chr. Wiener

* M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik.
Bd. II, 1892. 8. 617—621.

**) Herrn M. Cantor verdanke ich die freundliche Mittheilung,
dass von DBosse’s Schrift in Band II, S.5—11 der Oeuvres de
Desargues réunies et analysées par M. Poudra (Paris 1864 die

12+
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angiebt, enthilt dieselbe ein allgemeines Verfahren zur Bestim-
mung der wahren Gestalt der Gewdlbsteinflichen, welches auf
einer allgemeinen Verinderung der Projectionsebeme beruht.
Das Verfahren ist aber nicht einfach, und da es Bosse auch
noch schwer verstindlich beschrieben hat, so iiberrascht es
nicht, dass Desargues, als sein geistiger Urheber, von den
Praktikern, welche »die geometrische Auffassung zu Gunsten
der handwerksmissigen, wenn auch nachweislich nicht selten
irrigen Uebung bekampften« (Cantor), heftig angefeindet wurde.
Nur in einfachen Fillen wird das Verfahren der Aenderung
der Projectionsebenen jetzt noch angewendet; im Allgemeinen
fithren andere Methoden schneller und einfacher zum Ziele.
I¢h erwihne nur kurz den 1671 und 1676 erschienenen
Kuclides adauctus et methodicus des Italieners Camallo
Guarino Guarini, in welchem ein Abschnitt Betrachtungen
aus der darstellenden Geometrie enthilt*), und den Traité
de la coupe des pierres von de la Rue aus dem Jahre
1728 mit vielen sehr genauen Zeichnungen, welche bei Her-
stelling der Vorlagen fiir die Kcole polytechnique benutzt
wurden, und wende mich dann zu dem franzosischen Officier und
Ingenieur Fréxier (1682—1773), welcher der weitaus bedeu-
tendste Schriftsteller auf dem Gebiete der darstellenden Geo-
metrie vor Monge ist. Sein Werk: Lia théorie ot la pratique
de la coupe des pierres et des bois ou traité de stéréo-
tomie erschien 1738 und 1739 in zwei Binden in Strassburg
(Zweite Auflage in drei Bénden in Paris, 1754, 1768, 1769).
Das Werk scheint jetzt sehr selten geworden zu sein; es ist
mir trotz vieler Bemiihungen nicht gelungen, dasselbe zu er-
halten, und ich muss mich daher streng an den von Chr. TWiener
gegebenen Bericht **) halten, dem auch M. Cantor aus dem glei-
chen Grunde zu folgen gezwungen war™***).  Frévier behan-
delt in dem ersten Bande die Theorie fiir sich, wobel er zu

Rede ist, und dass die von Desargues selbst verfasste Vorrede eben-
daselbst im Band I, S.469—478 abgedruckt ist. Ich habe mich
auf dem Bericht von Chr. Wiener (a. 2. 0.. Bd. I, S.23), welcher
die Bosse’'sche Schrift selbst gesehen und ihr seine Angaben ent-
nommen zu haben scheint, gestlitzt, zumal da Poudre. wie mir
Herr Cantor mittheilte, im Allgemeinen von vollendeter Unklarheii
und nicht immer zuverlissig ist.
*) M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik.

1898. Bd. I, 8. 13.

%) COlr. Wiener, a. a. 0., Bd. I, 8. 23-24.

wik, M. Cantor, a. a 0., Bd. I, 8. 767—768.
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allen Constructionen die zugehorigen Beweise giebt, und in
dem zweiten Bande die Anwendungen auf die Praxis, welche
Trennung bis dahin noch kein Schriftsteller vorgenommen hatte.
Zur Darstellung der rdumlichen Gebilde benutzt Frévier in
erster Linie die orthogonale Parallelprojection, welche »man
sich durch herabfallende Tropfen Tinte veranschaulichen soll«.
Die Projectionsebene ist, je nachdem es sich um den Grund-
riss (ichnographie, projection horizontale) oder um den Aufriss
(orthographie) handelt, horizontal oder vertical gestellt. Dann
betrachtet Fréxier die ebenen krummen Linien und die krummen
Flichen, welche er durch Bewegung einer erzeugenden Curve
entstehen liisst und von welchen er die windschiefen Flichen
besonders eingehend bespricht; zu den letzteren zshlt er noch
Flichen, welche jetzt nicht mehr dazu gerechnet werden.
Ferner construirt er die Durchdringungen von Kérpern, indem
er durch parallele Ebenen auf ihren Oberflichen Curven aus-
schneidet, deren Durchschnittspunkte dem zu bestimmenden
Schnitte angehoren; hier betrachtet er vornehmlich die Schnitte
von Cylindern, Kegeln, Kugeln und Ellipsoiden und -classi-
fieirt die hierbei erzeugten Curven. Es folgen dann die Ab-
wickelungen von Polyedern und krummen Flichen, so z. B.
wickelt Fréxier den schiefen Kreiskegel ab, indem er ihn
durch eine eingeschriehene Pyramide von geniigend grosser
Seitenzahl ersetzt. Schliesslich bestimmt er die Neigungswinkel
von Flichen und lost dabei verschiedene Aufgaben tiber das
Dreikant.

Die Lehre von der Parallelprojection war also zu Bonge’s
Zeiten bereits weit entwickelt und ein reiches Material an Sitzen
und Constructionen, die zum Theil geometrisch streng begriindet,
zum Theil aber auch nur praktisch erprobt warem, vorhanden.
Der miechtigen geometrischen Begabung Monge's aber blieb es
vorbehalten, aus den vorhandenen Bausteinen, demen er selbst
noch viele hinzufiigte, die darstellende Geometrie als selb-
stindige mathematische Diseiplin auf wissenschaftlicher Grund-
lage systematisch aufzubauen. Es sei hier nebenbei bemerkt,
dass diese Disciplin auch ihren Namen >géométrie déserip-
tive« Monge verdankt. Bevor wir uns aber niher mit seinem
Werke beschiftigen, modgen kurz seine #dusseren Lebensver-
hiltnisse geschildert werden.

Gaspard Monge wurde am 10. Mai 1746 in Beaune, einem
burgundischen Stidtchen in dem Département Cote d’or ge-
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boren, wo sein Vater Jacques Monge als Handwerker lebte.
Trotz seiner #rmlichen Verhiltnisse suchte dieser aber seinen
drei S6hnen Gaspard, Lowis und Jean eine gute Ausbildung an-
gedeihen zu lassen und schickte sie auf die von den Oratoristen,
einer geistlichen Briiderschaft, geleitete gelehrte Schule seiner
Heimathstadt. Dort zeichnete sich Gaspard Monge in hervor-
ragender Weise vor seinen Mitschillern aus, und jeden Augen-
blick seiner freien Zeit benutzend, suchte er sich in den auf
der Schule wenig gepflegten exacten Wissenschaften gute Kennt-
nisse zu verschaffen. Mit Hiilfe eines selbstverfertigten Win-
kelmessinstrumentes verfertigte er einem genanen (noch jetzt
in Beaune aufbewahrten) Plan seiner Vaterstadt, welchem er
es zu verdanken hatte, dass er mit 16 Jahren bereits Lehrer
der Physik an der Oratoristenschule in Lyon wurde. Es kann
deshalb nicht Wunder nehmen, dass die Oratoristen sich be-
mithten, ihn ganz fiir ihren Orden zu gewinnen, was aber
gliicklicher Weise an dem einsichtsvollen Widerspruche seines
Vaters scheiterte.

Monge kehrte in Folge dessen bald nach seiner Vaterstadt
zuriick und trat kurze Zeit spiter in die beriihmte militirische
Genieschule zu Mézieres ein, welche im Jahre 1748 gegriindet
worden war, um tiichtige Officiere zur Leitung der Fortifica-
tionsarbeiten in Frankreich heranzubilden. Die Aufnahme der
Zoglinge, welche nach erfolgreich beendigten Studien sofort
als Genieleutnants in die franzosische Armee eingestellt wurden,
war aber an die Bedingung gekniipft, dass sie adliger Her-
kunft seien. Mit der Schule war noch eine Hiilfsschule ver-
bunden, welche geschickte Werkmeister fiir die Festungsbauten
ausbilden sollte; an die Zoglinge dieser Hiilfsschule wurde bei
der Aufnahme keinerlei Bedingung hinsichtlich ihrer Herkunft
gestellt, und in diese nur konute daher Monge eintreten. Die
Schiiller der Hiilfsschule wurden in den Elementen der Mathe-
matik und in der Bauconstructionslehre unterrichtet, und mussten
dabei Modelle von Gewdlbsteinen und anderen Constructions-
theilen aus Gyps anfertigen. Wegen dieser letzteren Thitig-
keit hatten die Ziglinge der eigentlichen Genieschule der Hiilfs-
schule den Spottnamen »Gypsschule« beigelegt.

Eine der Hauptaufgaben der Befestigungskunst in jener Zeit
bestand in dem Defiliren eines Festuugswerkes, von wel-
chem Monge auch in dem vorliegenden Werke (8. 51—52)
ausfiihrlicher spricht. Diese Aufgabe verlangt alle Theile einer
Befesticung so anzulegen, dass keiner derselben von der Ar-
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tillerie eines belagernden Feindes direct bestrichen werden
kann. Monge gab, als eine solche Aufgabe, welche man bis
dahin nur durch umstindliche Rechnungen zu losen vermocht
hatte, gestellt war, eine einfache geometrische Liosung. Hier-
durch erkannten seine Vorgesetzten Monge’s aussergewihnliche
Befihigungen und ernannten ihn im Jahre 1765 zum Repetitor
an der Anstalt. Achtzehn Jahre lang, bis 1783, wirkte Monge
nun als Lehrer in Mézieres, wo er 1768 die Professur fiir
Mathematik und drei Jahre spiter auch noch die fiir Physik
erhielt. In Mézieres schuf er, abgesehen von herverragenden
analytischen Abhandlungen, seine darstellende Geometrie und
unterrichtete auch in derselben. Vor die Oeffentlichkeit durfte
Monge aber mit diesem von ihm geschaffenen Wissenszweige
erst dreissig Jahre spiiter treten, da ihm von seinen Vorgesetzten
dessen Geheimhaltung aufs Strengste anbefohlen war; diese son-
derbare Maassregel entsprang der Rivalitit, welche zwischen den
verschiedenen franzosischen Militarschulen bestand und jede
ihre Vortheile sorgsam vor den anderen verborgen halten liess.
Auf Grund seiner analytisch-geometrischen Untersuchungen,
deren Verdffentlichung ihm gestattet war, wurde Monge im
Jahre 1780 zum Mitgliede der Pariser Akademie ernannt und
erhielt gleichzeitig die Professur fir Hydraulik im Louvre,
welche er bis zum Jahre 1783 gemeinsam mit seiner Stellung
in Méziéres inne hatte, indem er die eine Hiilfte des Jahres
in Paris, die andere Halfte in Méziéres lehrte. Als er im
Jahre 1783 noch zum Examinator der Marinezoglinge ernannt
worden war, verliess er seine Stellung in Mézieres und sie-
delte ganz nach Paris iiber.

Dass die wenige Jahre spiiter ausbrechende Revolution von
Monge mit Freuden begriisst wurde, kann nicht tiberraschen,
wenn man bedenkt, wie sehr er gerade unter den Privilegien
der bevorrechteten Stinde und dem Jahrzehnte lang auf ihn
ausgeiibten geistigen Drucke gelitten hatte; bald genug lernte
er freilich die Kehrseite kennen und erfuhr an sich selbst,
dass die Revolution alles Andere, nur keine wahre Ireiheit
fiir den Einzelnen gebracht hatte. Vielleicht war diese Er-
kenntniss der wesentlichste Grund dafiir, dass er sich spiter
so schnell mit dem Kaiserthume ausséhnte. Gegen seinen Willen
wurde Monge nach der Entthronung Ludwigs XVI. im August
des Jahres 1792 von der Nationalversammlung zum Marine-
minister in jenem Ministerium ernannt, dessen Seele der furcht-
hare Dantfon als Justizminister war. Sobald er es wagen



184 Anmerkungen.

konnte, ohne befiirchten zu miissen, deshalb des Landesverrathes
heschuldigt zn werden, snchte er seine Entlagsung als Minister
nach, welche er aber erst im April 1793 erlangen konnte. Er
iibernahm dann die Leitung der staatlichen Gewehrfabriken,
Geschiitzgiessereien und Pulvermiihlen, in welcher Stellung er
sich -— trotz grosster Nothlage, da ihm die Republik wegen
Geldmangels den Gehalt nicht zahlen konnte — die grossten
Verdienste um die Vertheldigung des Liandes erwarb und noch
Zeit fand, ein umfangreiches Werk iiber die Fabrikation der
Kanonen zu verfassen. Alle diese Verdienste hinderten jedoch
nicht, dass er unter Robespierre’s Schreckensherrschaft im Juli
1793 von seiner Stellung enthoben und in Anklagezustand
versetzt wurde; es gentigte, dass er im Convente gegen das
Todesurtheil Ludwig's XVI. gesprochen hatte, wm ilm ver-
ddchtig erscheinen zu lassen. Dem ihm drohenden Verhingnisse
entging er noch rechtzeitig durch die Flucht in das Ausland.

Nach dem Sturze der Schreckensregierung des Wohlfahrts-
ausschusses kehrte Afonge in sein Vaterland zuriick. Da unter
den Revolutionswirren fast alle Schulen im Lande eingegangen
waren und nun ein grosser Lehrermangel sich fithlbar machte,
so snchte der Convent nach Mitteln, um go schnell als mog-
lich neue Lelrkrifte zu bekommen, und verfiigie durch einen
Erlass vom 30. Oct. 1794 die Errichtung der Ticole nor-
male, welche aber nur wihrend der ersten vier Monate des
Jahres 1795 wirklich bestanden hat. Funfzehnhundert durch Be-
gabung ausgezeichnete Jiinglinge wurden aus allen Departements
ausgewithlt, um in dieser Schule von den ersten Gelehrten
Frankreichs unterrichtet zu werden. Lagrange wuund Laplace
lehrten an derselben Mathematik, withrend HMonge hier zum
ersten Male seine darstellende Geometrie offentlich vortragen
durfte, in deren Unterricht ibn Lacroiz und Haclette unter-
stiitzten. Die Vortrige fanden in dem Amphitheater des Jardin
des plantes statt, wihrend die constructiven Uebungen zu der
darstellenden Geometrie in der zu Zeichensilen umgebauten
Kirche der Sorbonne abgehalten wurden. BMonge erdftnete
am 19. Januar 1795 seine Vortrige mit einer programmartigen
Rede, in welcher er in der nachdriicklichsten Weise auf dic
Nothwendigkeit einer Aenderung des offentlichen Unterrichtes
hinwies.

Um die franzdsische Nation von der Ablingigkeit, in wel-
cher sie sich von der auslindisehen Industrie befinde, zu be-
freien, miisse, so fihrte Alonge ans, der offentliche Unterricht
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in Frankreich bestrebt sein, Dinge zu lehren, welche Genauigkeit
crfordern und dadurch die Schiiler an sorgfiltiges und exactes
Arbeiten gewdhnen; es selen daher anch die Schiiler mit dem
(Uebrauche von Instrumenten, welche zur Herstellung priciser
Arbeiten dienen, vertraut zu machen. Ferner miissen die Er-
gebnisse der Naturforschung immer weiteren Kreisen bekannt
werden, da gerade diese Kenntnisse fiir den Fortschritt der
Industrie von hochster Bedeutung seien. Schliesslich sei auch
die Kenntniss der Maschinen ngthig, welche entweder Natur-
krifte zu benutzen ermdglichen oder dazu dienen, die Hand-
arbeit zu vermindern und die Arbeitserzeugnisse gleichférmiger
und genauer zu machen. Zur Erreichung dieser Ziele sel aber
die Kenntniss der darstellenden Geometrie, dieser fiir den In-
genieur unerlisslich nothwendigen Sprache, von ganz besonderer
Wichtigkeit. Sie sei leicht zu erlernen, gewthne die Schiiler
durch die mit dem Unterrichte zu verbindenden constructiven
Uebungen an Pricision und wecke den Forschungstrieb, da sie
sich immerfort damit beschiftige, Unbekanntes aus Bekanntem
zu ermitteln. Ferner ermogliche sie ein klares Verstindniss
der Elemente der Maschinenlehre. Bigs jetzt sel aber kein gutes
elementares Werk tiber darstellende Geometrie vorhanden, ent-
weder weil derselben von den Gelehrten zu wenig Interesse
entgegengebracht, oder weil sie nur in mangelhafter Weise von
Leuten gepflegt worden sei, deren ungeniigende Vorbildung
sie hinderte, die Ergebnisse ihrer Betrachtungen Anderen mit-
zutheilen. Deshalb seien miindliche Vortriige ohne wirklichen
Nutzen, wenn nicht constructive Uebungen, welche zugleich
die Schiiler mit dem Gebrauche von Cirkel und Lineal vertraut
machen, erginzend hinzutreten. In diesen Uebungen seien anch
die wesentlichsten Anwendungen der Projectionsmethode z. B.
auf die Perspective, die Schattenlehre, den Steinschnitt und die
Maschinenlehre eingehender zu berticksichtigen. —

Noch ehe die Icole normale ihren ersten Cursus beendigt
hatte, fiel sie bereits den politischen Missverhiltnissen zum
Opfer, weil die Schiiler dem Convente nicht demokratisch
genug gesinnt erschienen*®). Im Jahre 1794 war aber bereits
der Plan zur Grindung einer neuen Schule entstanden, welche
die friheren, in der Revelution simmtlich eingegangenen Mili-
tirschulen ersetzen sollte, und bereits am 28. Sept. 1794 ge-

*) Ch. Dupen, Essai hist. sur les services et les travaux scien-
tifiques de G. M. Paris 1819. 8. 40.
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nehmigte der Convent die fir die geplante Anstalt nothigen,
sehr bedeutenden Geldsummen. Die Schule selbst wurde erst
im Jahre 1795, naeh Schliessung der Xcole normale unter
dem Namen Ecole polytechnique eroffnet. Monge, welcher
von Anfang an das Unternehmen eifrigst geférdert hatte und
nach dessen Plinen die Schule eingerichtet war, sollte ibr
erster Priagident werden; da er aber ablehnte, wurde Lagrange
dazun ernannt. Bis zum Jahre 1809 war Monge als Professor
fir darstellende Geometrie an der Ecole polytechnique thitig
und trug nicht zum wenigsten dazu bei, dass dieselbe wenige
Jahre nach ihrer Griindung sich in ganz Europa den glin-
zendsten Ruf erworben hatte, welchen sie auch viele Jahrzehnte
hindurch sich unvermindert zu erhalten wusste. Wir finden
in der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts unter ihren Lehrern
der Mathematik die beriihmtesten franzosischen Mathematiker,
welche zum grossen Theile friiher selbst Schiiler der Anstalt
gewesen waren; aus den an ihr gehaltenen Cursen entstanden
Lehrbiicher , von denen viele zu den klassischen Werken der
mathematischen Litteratur geziihlt werden. Nach dem Vor-
bilde der Lcole polytechnique wurden spiter die technischen
Hochsehulen in Deutschland, Oesterreich und der Schweiz
gegriindet.

Monge’s eifrige Thiitigkeit an der Kcole polytechnique wurde
nur durch verschiedene politische Missionen unterbrochen,
welehe ihn nach Italien und spiter mit der napoleonischen
Expedition nach Aegypten, wo er bis zu seiner Heimkehr
Prisident des dort gegriindeten #Hgyptischen Institutes war,
filhrten. Gelegentlich der ersten Sendung Monge’s nach Italien
lernte ihn Napoleon kennen und hochschiitzen. Auch nach
seiner Thronbesteigung bewahrte thm Napoleon seine Freund-
schaft und tberhiufte ihn mit Titeln und Ehren. Aber selbst
dem Kaiser gegentiber bewahrte Jfonge seinen Freimuth und
verhinderte dadurch manche Gewaltmaassregel, die derselbe in
der ersten Zeit seiner Reglerung gegen die polytechnische
Schule ausfithren wollte, weil ihre Schiller seiner Thronusur-
pation anfinglich feindlich gegeniiber gestanden hatten.

Diese nahen personlichen Beziehungen zu Napoleon waren
jedoch auch die Ursache, dass nach seinem Sturze Monge unter
der Verfolzung der Bourbonen zu leiden hatte. Er wurde
im Jahre 1816 aller seiner Aemter und Wiirden fiir verlustig
erklart und aus der Liste der Mitglieder der Pariser Akademie
gestrichen. In Folge dieser Schicksalsschlige fiel er in gei-
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stige Umnachtung und verbrachte seine beiden letzten Lebens-
jahre in volliger Theilnahmlosigkeit, bis ihn der Tod am
28. Juli 1818 von seinen Leiden erloste.

Wegen ausfiihrlicherer Mittheilungen tiber Monge's Leben
und Wirken verweise ich noch auf die folgenden Biographien
und Abhandlungen:

Ch. Dupin, Essaihistorique sur les services et les tra-

vaux scientifiques de Gaspard Monge. Paris, 1819.
Br. Arago, Gaspard Monge (Biographie lue en séance publique

de I'Académie des sciences, le 11 mai 1846). Oeuvres

completes de Fr. Arago, T. II, 8. 427—592, Paris 1854.

Deutsche Ausgabe von W. (. Hankel, Bd. II. S. 347— 484,

Leipzig 1854.
K. Fink, Monge. Correspondenzblatt fiir die Gelehrten- umd

Realschulen Wiirttembergs, 1892, 7.—10. Heft.

C. G. J. Jacobi, Ueber die Pariser polytechnische

Schule. Gesammelte Werke, Bd. VII, 8. 355. Berlin 1891.

Auf diese Darstellungen muss ich auch hinsichtlich Monge’s
unsterblicher Leistungen auf anderen Gebieten der Mathematik,
vornehmlich in der analytischen Geometrie, welcher sein be-
riithmtestes Werk (Application de l’analyse & la géo-
métrie) gewidmet ist, verweisen, da hier nur seine Verdienste
um die darstellende Geometrie zu wiirdigen sind.

Die darstellende Geometrie nahm in den Lehrplinen der
Ecole normale und Icole polytechnique einen breiten Raum
ein, indem ihr die halbe Unterrichtszeit gewidmet war. »Die
Zahl der von den Schiilern in einem Jahre hergestellten Zeich-
nungen iibertrafen durch ihre Zahl und Schwierigkeit jede
Vorstellung; es lassen sich diese Leistungen nur durch das
Beispiel des Lehrers M. erkliren«*). Monge's Vortrige, welche
‘wie alle Vortriige an der Kcole normale von den Professoren
frei gehalten werden mussten, wurden, von Stenographen nach-
geschrieben und von Monge revidirt, zum ersten Male im
Jahre 1795 in dem Journal des 6coles normales Bd. I—IV
gedruckt verdffentlicht unter dem Titel: L.e¢ons de géométrie
descriptive, données i I'Ecole normale, publiées d’abord en
feuilles, d’aprés les sténographes. Die erste Ausgabe dieser
Vorlesungen in Buchform erschien im Jahre VII der Republik
(22. Sept. 1798 bis 22. Sept. 1799) unter dem Titel: Géo-

* Jacobi, Werke, Bd. VII, S. 363.
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métrie deseriptive (L.egons données aux écoles normales,
Uan III de la république). Das Werk erschien in einer Reihe
von Auflagen in den Jahren 1800, 1811, 1820, 1827, 1837,
1847 (7. Aufl). . Abgesehen von einzelnen Worten, deren Aen-
derung wie z. B. république in empire, bez. royaume die in-
zwischen verinderte Staatsform erkennen lisst, stimmen die
verschiedenen Auflagen fast vollig iiberein; es sind auch stets
dieselben Figuren benutzt. Den einzelnen Auflagen sind ver-
schiedene Supplemente angefiigt, so z. B. der 3. Auflage (1811)
ein Supplement von Hachette, der 4. und 5. Auflage (1820 und
1827) ein solches von Brisson.

Monge sagt in dem Vorworte der Ausgabe von 1798/99,
dass das Buch nur den ersten Theil eines umfassenden Werkes
iiber darstellende Geometrie bilden solle; in einem zweiten
Theile wiirde er die gegebenen Constructionen auf den Stein-
schnitt, das Fachwerk, die Perspective, Schattenconstructionen
und Maschinenlehre anwenden. Die dazu gehorigen Zeichnungen
seien auch schon gestochen und dienten jetzt den Schiilern
der polytechnischen Schule als Modelle; verschiedene von der
Regierung ihm ertheilte Missionen, deren eine ihn jetzt nach
Aegypten fiihre, hinderten ihn aber an der Vollendung des
Werkes, welche auch nie erfolgte.

In dem der vierten Auflage angefiigten Supplement theilt
Brisson einige dieser Anwendungen mit, welche er nach Monge's
hinterlassenen Aufzeichnungen bearbeitet hat, nimlich die
Grundlagen der Schatten~ und DBeleuchtungslehre und der
Perspective.

Fiir die vorliegende erste deutsche Ausgabe von Monge's
Géométrie descriptive ist die Aunsgabe von 1798,99 be-
nutzt, da dieselbe einerseits als von Monge selbst redigirt zu
betrachten und andrerseits die erste selbstindige Buchausgabe
ist. Die am Schlusse befindlichen drei Zusitze fehlen in dem
spiteren Auflagen (wenigstens von der dritten an; die zweite
war mir unzuginglich). Die 50 Figuren des Originals, welche
fir dasselbe von hervorragenden Kiinstlern gezeichnet und dort
auf 24 besonderen Tafeln abgedruckt sind, zeichnen sich durch
vorziigliche Ausfithrung, geschickte Annahmen und schéne Ver-
haltnisse aus. Die Originalfiguren sind auf photographischem
Wege verkleinert und als Textfiguren in diese deutsche Aus-
gabe aufgenommen. Dem liebenswiirdigen Entgegenkommen
des Herrn Verlegers ist es zu danken, dass viele Figuren sich
doppelt vorfinden, um das ldstige Umblittern beim Vergleiche
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von Figur und Text so viel als méglich zu vermeiden. Dass
es an einzelnen Stellen doch noch néthig ist, hat seinen Grund
einerseits darin, dass eine andere typographische Anordnung
nicht moglich war, andrerseits darin, dass die doppelt aufzu-
nehmenden Figuren vor Beginn des Druckes bezeichnet werden
mussten. Nur wenige neue Figuren mussten zur Erginzung
hinzugefiigt werden; es sind dies die Figuren Nr. 2, 34, 56,
69, 70. Es lassen sich also, wenn nothig, leicht die urspriing-
lichen Nummern der Figuren ermitteln, wenn man diese Figuren
nicht mitzihlt und jede der mehrfach verhandenen iibrigen
Figuren nur einfach zdhlt. In allen Figuren ist aber die
Bezeichnung in systematischer Weise abgeidndert, da die ur-
spriingliche nicht immer consequent durchgefiihrt und sehr
wenig ibersichtlich war. Ueber die Art der neuen Bezeich-
nung ist in der Ammerkung 1 (8. 193) das Nothige gesagt;
ich hoffe, dass durch die sehr miithsame Arbeit, welche die
Uminderung der Bezeichnung natirlich verursachte, leichte
Uebersichtlichkeit erzielt ist. — Die Uebersetzung schliesst
sich thunlichst getreu dem Texte der Originalausgabe an, wenn
auch die vorgenommene Aenderung der Bezeichnung in den
Figuren ofter kleine Aenderungen im Texte nothwendig zur
Folge hatte und manche Fliichtigkeiten, welche auf Rechnung
der Stenographen zu setzen sind, beseitigt werden mussten.
Die in eckigen Klammern eingefiigten Zahlen sind die Seiten-
zahlen der Originalausgabe von 1798/99; sie beginnen mit [5],
da die Aufnahme der (8. 184) erwihnten Eroffnungsrede Monge's,
welche der Originalausgabe vorgedruckt ist, sich hier nicht
empfahl.

Von den Supplementen, welche den spiteren Ausgaben an-
gehingt sind, habe ich keines in die Ausgabe aufgenommen,
da sie ausser dem erwihnten Supplemente von Brisson zu
Monge iiberhaupt in keiner directen Beziehung stehen. Aber
auch das von DBrisson verfasste Supplement glaubte ich aus-
schliessen zu sollen, obgleich es nach den hinterlassenen
Papieren Monge’s verfasst ist; denn abgesehen davon, dass
die Darstellung nicht von Monge selbst herrithrt, hat Brisson
auch seine eigene Theorie iiber die Stirke der Farbentone
hineinverflochten und dadurch enthilt auch dieses Supplement
zu viel fremdartiges.

Durch seine Géométrie deseriptive ist Monge der Be-
griinder der darstellenden Geometrie als Wissenschaft gewor-
den, indem er nach Sammlung und Sichtung des vorhandenen
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Materials dasselbe durch eigne Sitze und Constructionen ausser-
ordentlich bereicherte, alles systematisch ordnete und wissen-
schaftlich vertiefte. Als wesentlichster Schritt, den Monge
hierbei that, ist- wohl seine Einfiihrung der Schnittlinie der
Grund- und Aufrissebene als Projectionsaxe anzusehen, welcher
Name aber von Monge nicht gebraucht wurde; wie Wiener
angiebt, bezeichnete Monge diese Axe mit dem aus der
Perspective entlehnten Namen ligne de terre, welcher in
der Géométrie descriptive sich nicht findet. Um diese Axe
legte er dann die eine Projectionsebene in die andere um und
erreichte dadurch die Vereinigung von Grund- und Aufriss in
ein und derselben Ebene. Hieraus ergaben sich eine Menge
von Vortheilen, so z. B. dass die beiden Projectionen eines
Punktes in einer Senkrechten zu der Projectionsaxe liegen,
dass eine Ebene durch ibre beiden Spuren, welche sich auf
der Projectionsaxe schneiden, bestimmt ist, dass die Projec-
tionen der Normalen einer Ebene senkrecht auf ihren gleich-
namigen Spuren stehen, und andere mehr. Ferner ist seine
Darstellung krummer Flichen hervorzuheben, welche er durch
ihre scheinbaren Umrisse und die Projectionen ihrer Erzeugen-
den, von denen er gegebenen Falles zwei verschiedene Systeme
von Erzeugenden benutzt, bestimmt. Durch alle diese Maass-
nahmen konnte er nicht nur die friither bereits gelosten Auf-
gaben einfacher 1sen, sondern noch ungeloste und neue Auf-
gaben in einfacher Weise erledigen. Von besonderem Interesse
ist der letzte Theil, in welchem Monge von der Kriimmung
der Curven und Flichen, den Evoluten, Kriimmungslinien und
abwickelbaren Flichen spricht; die Theorie der Krimmung
hat er in seinen analytischen Abhandlungen, besonders in dem
schon genannten Werke: application de 1’analyse & la géo-
métrie geschaffen und eingehend begrindet. Es ist interessant,
wie er dagegen hier diese Begriffe und ihre gegenseitigen Be-
ziehungen auf Grund rein geometrischer Betrachtungen zu er-
kliaren versucht.

Die Form, in welcher Monge die darstellende Geometrie
schuf, war eine so vorziigliche, dass seine Nachfolger bis iiber
die Mitte dieses Jahrhunderts hinaus nichts wesentliches daran
indern konnten. Seine Vorlesungen lagen entweder direct oder
in freien Bearbeitungen (wie z. B. in dem ersten grosseren
deutschen Werke iiber darstellende Geometrie: (. Schreiber,
Lehrbuch der darstellenden Geometrie nach Monge's
géométrie descriptive vollstindig bearbeitet 1828,29) iiberall
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dem Unterrichte in der darstellenden Geometrie zu Grunde.
In der neueren Zeit wurde der wissenschaftliche Aushau der
darstellenden Gteometrie durch die vornehmlich von deutschen
Mathematikern bewirkte Einfithrung der projectiven GGeometrie
weiter geférdert und dadurch die analytisch-geometrischen Hiilfs-
wittel, welche Monge und seine unmittelbaren Nachfolger oft
zur Begriindung der Constructionen verwendet hatten, ganz
aus der darstellenden Geometrie entfernt, wie es ihrem rein
geometrischen Charakter angemessen ist.

Bei der grossen Bedeutung, welche die darstellende Geo-
metrie jetzt fiir weite Berunfskreise hat, und bel der erhthten
Aufmerksamkeit, welche ihr neuerdings erfrenlicher Weise auch
an upseren deutsehen Universititen, wo sie so lange Zeit als
Stiefkind behandelt worden war, zu Theil wird, hoffe ich, dass
diese neue Ausgabe von Monge's Vorlesungen Vielen erwiinscht
kommt. Denn es bildet nicht nur die Géométrie deserip-
tive noch heute die wissenschaftliche Grundlage der darstellen-
den Geometrie, sondern sie bietet jedem Lehrer dieser Disciplin
ein an Eleganz, Klarheit und vollendeter Form der Darstellung
schwer erreichbares Vorbild dar. Kein Geringerer als Gauss
spendet ihr in seiner Besprechung ihrer dritten Auflage in
den Gottingischen gelehrten Anzeigen vom 31. Juli 1813 das
hohe Liob: »Dem vorliegenden Werke iiber diese Wissenschaft
miissen wir inshesondere das Lob einer grossen Klarheit und
Concision im Vortrage, eines wohlgeordneten Ueberganges vom
Leichteren zum Schwereren und der Reichhaltigkeit an neuen
Ansichten und gelungenen Ausfihrungen beilegen, und daher
das Studium desselben als eine kriftige Geistesnahrung empfehlen,
wodurch unstreitig zur Belebung und Erhaltung des echten, in
der Mathematik der Neueren sonst manchmal vermissten geo-
metrischen Geistes viel mit beigetragen werden kann*).«

Wenn ich hier auch auf die Weiterentwickelung der dar-
stellenden Geometrie in diesem Jahrhundert nicht eingehen
kann, da mir der zur Verfiigung stehende Raum kaum eine
Namenanfzahlung, welche iiberdies wenig Werth hat, gestatten
wiirde, so muss ich doch dem franzosischen Mathematiker
Lacroiw (1765—1843) wegen seines Werkes iiber darstellende
Geometrie, welches 1796, also fast gleichzeitig mit den Monge-
schen Vorlesungen erschien, noch einige Zeilen widmen. Dieses

¥ Gruss, Werke, Bd. IV, 8. 359.
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Werk trigt den Titel: Compléments des éléments de
géométrie. FKEssais de géométrie sur les plans et Ies
surfaces und deckt sich inhaltlich fast ganz mit Monge’s
Géométrie descriptive. Lacroix betont in dem Vorworte seines
Werkes ausdriicklich, dass er die Materialien zu demselben
bereits vor dem Erscheinen der Monge’schen Vorlesungen gehabt
habe, dass mithin in demselben nicht eine blosse Nachahmung
dieser erblickt werden diirfte. Die merkwiirdige Ueberein-
stimmung der beiden Werke ldsst sich aber wohl folgender-
maassen erkliren®). Eine Construction, nimlich diejenige des
Durchschnittes zweier Umdrehungsflichen, deren Axen sich
schneiden, hatte Lacroix, wie er selbst angiebt, von einem
Schiiler der Militdrschule in Méziéres erfahren. Ferner hatte
er dann spater zufillig Zeichnungen, welche in Mézieres unter
Monge’s Leitung von den dortigen Schiilern angefertigt waren,
erhalten und es war ihm gelungen, die in diesen Zeichnungen
versteckten Lidsungen zu entrithseln. Dabei mag eine von
Monge friither selbst gethane Aeusserung Lacroix auf den richtigen
Weg gewiesen haben; Monge hatte nimlich in einer Vorlesung
fiber die Anwendung der Analysis auf die Geometrie, welche
Lacroix besucht hatte, gesagt, dass er die Losung von gewissen
behandelten Aufgaben mit Hiilfe von Zirkel und Lineal eben-
falls besitze, sie aber nicht mittheilen diirfe. Die directe Ver-
anlassung zu der Herausgabe von Lacroix’'s Werke wurde dann
seine Erpennung zum Hiilfsprofessor fiir darstellende Geometrie
an der Ilcole mormale. Man darf demnach meines Erachtens,
ohne Lacroiz Unrecht zu thun, doch sagen, dass sein Werk im
Wesentlichen direct Monge's Gedanken wiedergiebt, wenn auch
die hervorragende mathematische Geschicklichkeit, welche dazu
gehorte, aus den Zeichnungen allein die Methoden herauszu-
lesen, zu bewundern ist.

Ueber die Weiterentwicklung der darstellenden Geometrie
in diesem Jahrhundert verweise ich auf den wiederholt ge-
nannten geschichtlichen Abriss von Clr. Wiener und auf die
diesbeziiglichen Mittheilungen in den folgenden Werken:

M. Chasles, Apercu historigue sur l’origine etle déve-
loppement des méthodes en géométrie (Bruxelles,
1837; 2. édit. Paris, 1875) und Rapport sur les pro-
grés de la géométrie (Paris, 1870).

* Chr. Wiener, a.a. 0. Bd. I, S.29- 30.
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E. Kotter, Die Entwickelung der synthetischen Geo-

metrie. (Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver-

einigung, Bd. V, Leipzig 1898. Bisher ist nur die erste
Lieferung erschienen.}

Specielle Textanmerkungen.

1) Zw S. 11. Monge hat in seinen Figuren nur die Punkte
mit Buchstaben bezeichnet und zwar in der Weise, dass die
horizontalen Projectionen derselben mit grossen lateinischen
Buchstaben, die verticalen Projectionen mit den entsprechenden
kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet sind. Dadurch war
er gezwungen, fiir gerade Linien und Curven stets zwei, oft aber
mehr Buchstaben zu verwenden. Die Projectionsaxe ist bei
Monge stets mit LM bezeichnet. Diese umstindliche Bezeich-
nung erschwert natiirlich die Uebersicht sehr; deshalb ist in
dieser neuen Ausgabe die Bezeichnung durchweg geéindert
und der jetzt gebriuchlichen angepasst worden. Wenn auch
die verschiedenen neueren Lehrbiicher in Einzelheiten in der
Bezeichnungsweise von einander abweichen, so haben sie doch
alle dieselben Grundsitze anerkannt, welchen ich daher in dem
vorliegenden Werke ebenfalls gefolgt bin. (Vgl. z. B. Rohu-
Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1893. Bd. I,
8.5—86.)

Es sind durchweg bezeichnet

Punkte mit grossen lateinischen Buchstaben: A, .. ..
P ..
Linien (gerade und krumme) mit kleinen lateinischen
Buchstaben: «, ..., ¢, ..., k ...
Ebenen mit grossen guechlschen Buchstaben: A, ...,
E, .
Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben: «, ...
©, -
die horizontale oder erste Projectionsebene mit TT',
die verticale oder zweite Projectionsebene mit TT",
die Schnittlinie beider, d. i. die Projectionsaxe mit x:
die horizontale und verticale (erste und zweite)
Projection eines Punktes P mit P’ und P", bez. einer Linie
g mit ¢’ und ¢,
Ostwald's Klassiker. 117. 13
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der Schnittpunkt der Ebene P'P’P und der Axe x
mit P,

die Spurpunkte einer Geradenyg mit G¢,, G,,

die Spurlinien einer Ebene E mit ¢, ¢,,

der Schnittpunkt beider Spurlinien mit der Axe z mit &,.

Wenn eine ebene Figur um eine Axe in eine andere Ebene
gedreht wird, so sind die gedrehten Elemente wieder mit den-
selben Buchstaben bezeichnet, aber durch den oben oder unten
angehiingten Index o oder A ausgezeichnet.

Eine bei Monge sich haufig findende Ausdrucksweise,
weleche auch in der Uebersetzung der Kiirze wegen beibe-
halten ist, sei hier noch erwihnt. Ist z. B. von dem Punkte P
auf der Geraden g, deren beide Projectionen g’ und g” ge-
geben sind, die erste Projection P’ auf g’ bekannt, so findet
man, sagt Monge, die zweite Projection P”, indem man P’
auf g" projicirt, und meint damit, dass man ein Loth von P’
auf die Axe z fillen und bis zum Schnittpunkte mit ¢” ver-
langern soll.

2) Zuw S. 17. Monge unterscheidet nicht in der jetzt ge-
briuchlichen Weise Analysis und Algebra von einander,
soendern braucht beide Wirter abwechselnd nach Belieben,
we# natiirlich in der vorstehenden Ausgabe beibehalten werden
musste. — Auf die angedeuteten Beziehungen zwischen Al-
gebra und Geometrie, welche jetzt ihren Ausdruck in der For-
mentheorie gefunden haben, weist Monge zu wiederholten Ma-
len hin,

3) Zu S. 34. Die gesetzmissige Bestimmung der Kopf-
und Lager-, Stoss- und Wolbfachen der einzelnen Steine bei
Mauern und Gewdlben, welche aus behauenen Quadersteinen
erbaut werden sollen, bezeichnet man als Stein- oder Fu-
genschnitt (Stereotomie). Unter Fuge versteht man
in der Baukunst zuniichst die diinne (mit Mortel ausgefiillte)
Schicht zwischen den aneinanderliegenden Flichen zweier be-
nachbarten Baukérper, ferner aber auch diese Flichen selbst,
sowie die Linie, in welcher jene Schicht #usserlich sichtbar
wird.

4) Zu S. 35. Monge gebraucht hier das Wort Philosophie,
welches ich aber durch das besser den Sinn wiedergebende
Psychologie ersetzt habe.

5) Zu S. 41. Man erkennt bel Monge immer die Absicht,
nur soleche Constructionen zu geben, welche immer, auch bei
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beschrinktem Raume, anwendbar bleiben, wenn sie auch nicht
die einfachsten sind. Um hier die zweiten Spurlinien der ge-
suchten Tangentialebenen zu finden, wiirde es am einfachsten
sein, die zweiten Spurpunkte der Mantellinien, deren erste
Projection die Gerade s’ ist, zu bestimmen und diese bez.
mit den Punkten, in welchen die ersten Spurlinien s, und ¢,
die Axe « schneiden, zu verbinden; diese zweiten Spurpunkte
wiirden aber oft unzuginglich sein.

In dem von Hachette der dritten Auflage der Géométrie
descriptive hinzugeftigten Supplemente sind einfachere Liésungen
fiir verschiedene der von Monge behandelten Aufgaben gegeben.

6) Zu S. 46—48. Die hier mitgetheilte Construction des
kiirzesten Abstandes zweier windschiefen Geraden ist von
Monge in den spiteren Auflagen unter Beibehaltung desselben
Gedankenganges in den Einzelheiten etwas abgeindert worden.
In der dritten Auflage (S. 44—46) — ob bereits in der zweiten
Auflage konnte ich nicht feststellen, da sie mir nicht zu-
ginglich war — findet man statt der Abschnitte 1—3 (8. 46
—48) die folgenden und statt der Figur 20 die nachstehende
Figur 72.

1) »Um die erste Spurlinie ¢, der Ebene X, welche durch
die Gerade ¢ parallel zu der Geraden /2 gelegt werden soll,
zu finden, zieht man durch einen beliebigen Punkt von g eine
Parallele ¢ zu /i, deren Projectionen bez. parallel zu 2’ und 2"
sind. Als diesen Punkt wihlt man den Punkt 4 auf g, dessen
verticale Projection der Schnittpunkt 4” von ¢” mit .7 ist,
und dessen horizontale Projection der Sehnittpunkt 4" des von
A" auf die Axe z gefillten Lothes mit g’ ist. Zieht man
dann durch A’ die Parallele i’ zu %', so ist dieselbe die ho-
rizontale Projection der Hiilfsgeraden 4, und ihre verticale Pro-
jeetion ¢ fallt mit %" zusammen. Durch den Schnittpunkt II,”
von h” = 1" mit der Axe z zieht man ferner eine Senkrechte
zu der letzteren, welche ¢' in dem ersten Spurpunkte J, der
Geraden ¢ trifft. Die Verbindungslinie der beiden Spurpunkte &,
und J; ist dann die erste Spurlinie s, der Ebene X.«

2) »Um die geradlinige Erzeugende m, in welcher der um
die Gerade & als Axe construirte Kreiseylinder von der Ebene X
beriihrt wird, zu erhalten, muss man beachten, dass dieselbe
zu h parallel ist und folglich ein Punkt ausreicht, ihre Lage zu
bestimmen. Um einen solchen Punkt zu finden, legt man
durch einen beliebigen Punkt der Geraden /., z. B. durch
ihren ersten .Spurpunkt /I, eine Ebene N senkrecht zu ihr.

13*
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Der Schnitt dieser Ebene mit der Ebene ¥ ist dann die Be-
rithrungslinie dieser letzteren mit dem durch H, gehenden
Normalschnitte des Cylinders. «

Fig. 72.

»Ferner wird die Ebene X von der verticalen Ebene &'l
in der zu h parallelen Geraden n = N, C (n" = k') geschnitten
[, welche von der Ebene N in dem Punkte C getroffen wird].
Die Ebene N schneidet folglich die Ebene h’h in der zu h
und % senkrechten Geraden H,C, die horizontale Projections-
ebene in der zu i’ senkrechten Geraden H, D [und also die
Ebene X in der Geraden D(C]. Wenn man hierauf die Ebene N
um ihre erste Spurlinie H, D niederlegt, so behilt der Punkt [
unverindert seine Lage bei, wihrend der Punkt C in den
Punkt C° auf b’ fillt, dessen Lage man folgendermaassen
erhiilt. «

»Man legt die verticale Ebene 2'2n um h’ in die erste
Projectionsebene um wund bestimmt zunichst den Neigungs-
winkel der parallelen Geraden 7 und % gegen dieselbe. Zu
dem Zwecke errichtet man in dem Schnittpunkte B’ der ver-
ticalen . Geraden 4”4’ mit k' das Leth B'B4 = 4,4" und
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verbindet B4 mit H, durch die Gerade A<, welche mit /4’ den
gesuchten Winkel einschliesst. [Hierauf zieht man durch den
ersten Spurpunkt NV, von n die Parallele »n< zu %< und er-
richtet in [, ein Loth auf A4, welches die Gerade #4 in dem
Punkte C4, dem mit der Ebene )k niedergelegten Punkte C,
trifft. H, O“ giebt den senkrechten Abstand des Punktes C
von der Geraden h; beschreibt man also mit H, C/ einen
Kreishogen um [, so ist der Schnittpunkt desselben mit 7’
der gesuchte Punkt C°]*) Die Gerade D (C° ist dann die
niedergelegte Beriihrungslinie der Ebene £ und des von der
Ebene N auf dem Cylinder ausgeschnittenen Kreises. Fallt
man also von dem Punkte H, das Loth I, E° auf die Gerade
DC, und beschreibt mit A, £ um M, als Mittelpunkt einen
Kreis, so ist er der niedergelegte Schnittkreis des Cylinders
und der Ebene N. Klappt man den Punkt F° zuriick, so muss
durch ihn die Beriihrungsgerade s gehen, deren erste Projec-
tion folglich die durch E° parallel zu k' gezogene Gerade m'
ist. Die Gerade m schneidet die gegebene Gerade ¢ in dem
Punkte P, dessen Projectionen P’ und P” sind und durch
welchen die Linie des kiirzesten Abstandes geht.«

3) »Fallt man ven P’ ein Loth auf die Spurlinie s,, dessen
Verlingerung 2’ in dem Punkte Q' schneidet, so ist @' der
Endpunkt der herizontalen Projection der gesuchten Linie des
kiirzesten Abstandes. Projicirt man Q' auf die Gerade 2", so
erhilt man Q" und folglich in P’ Q" die verticale Projection
des gesuchten Abstandes.«

7) Zu S. 62—65. Monge hat zuerst den Satz bewiesen
(Feuilles d’analyse appliquées & la géométrie, & l'usage de
I'école polytechnique, publiée la premiére année de cette école
[an III de la république], Paris [an IX] 1800/1801. Nr. 5},
dass die Bertihrungscurve eines Tangentialkegels an eine Fliche
7t Ordnung auf einer Fliche (n—1)" Ordnung liegt. Sind
&, n, L die Coordinaten der Kegelspitze und F = O die (lei-
chung der gegebenen Fliche, so ist die Gleichung jener Fliche
(n—1)ter Ordnung:

o F 3F OF

*j In der Ausgabe von 1811 ist der Text in diesem und dem
vorigen Abschuitte ziemlich unklar. Des leichteren Verstindnisses
wegen habe ich einige Sitze nmgestellt und ergiinzende in eckigen
Klammern hinzugefiigt.
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Hierans folgt fiir n = 2 sofort, dass die Curve, in welcher
ein Tangentialkegel an eine Fliche zweiter Ordnung diese
berithrt, eine ebene Curve, also ein Kegelschnitt ist.

Aus diesem Satze lisst sich aber der Satz in dem Art. 40
ohne Weiteres in derselben Weise folgern, wie dies Momge in
dem letzten Abschnitte des Art. 39 fiir die Umdrehungsfiichen
zweiten Grades thut. Der obige Hiilfssatz liegt auch diesem
Beweise in dem Art. 39 zu Grunde; ohne die Kenntniss dieses
Satzes ist daher auch Monge’'s Beweis iiber Pol und Polare
nicht tiberzeugend. Zu vermuthen ist, dass Monge den Satz
iiber die Beriihrungscurve eines Tangentialkegels an eine Fliche
zweiten Grades in seinen gleichzeitigen Vorlesungen iiber ana-

ytische Geometrie schon abgeleitet hatte und deshalb in der

Vorlesung iiber darstellende Geometrie ihn als bekannt vor-
aussetzte, zumal er einen rein geometrischen Beweis desselben
nicht besass.

Fiir die Kugel und ihren Tangentialkegel ist der obige
Satz sofort evident, und deshalb ist auch Momge’s Bewels
(8. 62-—64) fitr den Satz, dass sich die Beriihrungssehne eines
von einem ausserhalb gelegenen Punkte an einen Kreis ge-
zogenen Tangentenpaares um einen Punkt dreht, wenn sich
der erste Punkt auf einer Geraden bewegt, und fiir dessen
Umkehrung so iiberaus augenfillig. Man liest darauf weiter
mit einiger Verwunderung 3onge’s aus den obigen Griinden nicht
befriedigenden Beweis des analogen Satzes fiir beliebige Kegel-
schnitte; man hitte eher erwarten diirfen, dass er den allge-
meinen Fall durch Centralprojection aus dem specielleren ab-
leiten wiirde, zumal dies bereits frither von Philippe de ln Hire
geschehen ist [Nouvelle mdéthode en géométrie pour les sec-
tions des superficies coniques et cylindriques ete., Paris,
1673 und Sectiones conicae in novem libros distributae,
Paris 1685%)).

Da der Kiirze wegen im Vorstehenden und auch in dem
Inhaltsverzeichnisse die Bezeichnungen Pol und Polare ge-
braucht worden sind, so sei bemerkt, dass sich dieselben bei
Monge nirgends finden, sondern erst jiingeren Ursprunges sind.
Wie Dupin in seinem Essal historique angiebt, findet sich
das Wort Pol zuerst in einer Arbeit von Servois (Gergonne,
Annales des mathématiques 1810/11. Bd. 1, 8. 337) und das
Wort Polare zuerst in einer Arbeit von Gergonne (am glei-

I Kotter, a. a. 0.. 8. 46—47.
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chen Orte, 1812/13. Bd. III, 8. 297.; sie scheinen gsich auch
nur langsam eingebiirgert zu haben, da sie — wie K. Kotter
(a. a. O, 8. 49) angiebt — Lamé 1818 noch nicht gebraucht
hat. —

Die Haupteigenschaft der Polaren eines Kegelschnittes,
dass sie ndmlich fiir jede Gerade durch den Pol der geome-
trische Ort des dem Pole und ihren beiden Curvenschnitt-
punkten zugeordneten vierten harmonischen Punktes ist, war
bereits im Alterthume bekannt, und ist von Apollonius fiir
einen ausserhalb eines Kegelschnittes gelegenen Pol und von
DPappus fiir den Kreis bewiesen. Dann hat Desargues in sei-
nem beriihmten Brouillon project d’une atteinte aux
événemens des rencontres d’'un cone avec un plan®
vom Jahre 1639 den Satz allgemein mit Hiilfe von Invoelutio-
nen bewiesen. Ferner hat de lo Hire in den oben genannten
Abhandlungen den’Satz fiir den Kreis bewiesen und ihn dann
durch Projection verallgemeinert.

Die Entwickelung der Lehre von den Polareigenschaften
findet man ausfiihrlich dargestellt in E. Kotter’s schon ge-
nanntem Berichte (a. a. O. 8. 45--52, 83—88). Vgl. auch
W. Fiedler, Cyklographie (Leipzig 1882, 8. 54—105, 156
—168,.

8) Zu S. 68—70. Nach einer Anmerkung in dem Be-
richte von F. Kotter (a. a. O. 8. 112, vorletzte Anmerkung:
scheinen die Betrachtungen, mit Hiilfe deren Monge die Sitze
von den Aehnlichkeitsaxen dreier Kreise (S. 68—69) ableitet,
auf o’ Alembert zuriickzufiihren zu sein (vgl. Nova Aecta ac. sc.
imp. Petropolitanae 1805, Bd. 14, 8. 139—152). —

In dem Satze tiber die vier Kugeln hat Monge die drei
Aehnlichkeitsebenen fibersehen, welche zwei innere und vier
dussere Aehnlichkeitspunkte enthalten. Bezeichnet 4,; den
gusseren und Jy; den inneren Achnlichkeitspunkt der “beiden
Kugeln K, wnd K (fir 9, 0 =1, 2, 3, 4 und ¢==0), %0
erhalt man durch Anwendung der Sitze iber die Aehnlich-
keitsaxen dreier Kreise leicht die folgenden acht Aehnlich-
keitsebenen, in welchen die von je 4 Aehnlichkeitsaxen gebil-
deten vollstindigen Vierseite liegen:

*) Oeuvres de Desargues réunies et analysées par M. Poudra,
Bd. I
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S\a S\s S\q Si:} 'Saq ‘534)

Sw S\s JM Sgs J»zq ]u

Sm J|3 Sn ']~z3 S~14 ]

Jm Sm ’SH ']23 Ju Sn

Jw ‘]13 JM S»zs SM S.w

Jw 'TI3 SM S~z3 ’]-n l

Jio Sy S Jas o Sey fehlen bei Monge.
Sm Jls ‘]14 “a3 ‘24

9] Zu S. 72—77. Die von Monge bei der hier gegebenen
Construction benutzte zweite Umdrehungsfiiche ist im Allge-
meinen, wie leicht nachzuweisen ist, ein einschaliges Rotations-
hyperboloid, welches mit der gegebenen Umdrehungsfliche
dieselbe Axe o besitzt und deren erzeugende Gerade die ge-
gebene Gerade g ist.

Zieht man (vgl. Fig. 32 oder 33) die Linie des kiirzesten
Abstandes der Geraden ¢ und der Umdrehungsaxe a, so ist,
da ¢ I TT" und || TT” ist, ihre erste Projection das von 4’
auf g’ gefillte Loth 4’ B’, welches zugleich auch ihre wahre
Lénge » angiebt. Der Kreis B’ B, ist also die erste Projec-
tion des Kehlkreises der von der (Geraden g erzeugten Rota-
tionsflache, und die zweite Projection dieses Kehlkreises ist das
von B” auf a” zu fillende Loth B"M"; der Punkt M (mit den
Projectionen M = A’, M") ist der Mittelpunkt des Kehlkreises.

Je zwei Punkte der Geraden g, welche von dem Punkte B
gleiche Abstinde haben, beschreiben bei der Rotation der Ge-
raden Parallelkreise mit gleichem Radius; daraus folgt, dass
fir die entstehende Rotationsfliche die Ebene des Kehlkreises
eine Symmetrieebene ist.

Um nun noch die Meridiancurve der Fliche zu bestim-
men, betrachtet man einen beliebigen Punkt C der Geraden g.
Dieser beschreibt bei der Bewegung der Geraden einen Pa-
rallelkreis, dessen Radius gleich 4’ C’ ist. Nimmt man dann
in der durch die Axe ¢ und den Punkt C gehenden verticalen
Ebene ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, dessen y-Axe
in die Rotationsaxe ¢ und dessen Anfangspunkt in den Mittel-
punkt M des Kehlkreises fillt, so ist A ¢ gleich der Abscisse
z und C'C — B' B, 4. i. der Abstand des Punktes C von der
Ebene des Kehlkreises, gleich der Ordinate ¥ des Punktes .
Bezeichnet noch y, den \Ielgungswinkel der Geraden g gegen
die Horizontalebene, so ist offenbar B’ €' = (C'C — B'B) ctg 7,
== 7 ¢tg 7,, und mithin folgt aus dem Dreiecke 4'B’ 0
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TR BTG = A

oder
2 oy
T G, — 1.
? rUigt

Die Meridiancurve ist also eine Hyperbel und die durch die
Rotation der Geraden g erzeugte Fliche folglich ein einschaliges
Umdrehungshyperboloid. Die Nebenaxe der Meridianhyperbel
fillt in die Rotationsaxe a, thre Hauptaxe ist gleich der dop-
pelten Linge des kiirzesten Abstandes von ¢ und ¢ und ihr
Asymptotenwinkel ist gleich 27,.

Wenn sich o und g schneiden, so artet das Rotationshyper-
boloid in einen geraden Kreiskegel aus.

Nach diesen Angaben ist die IHyperbel I” leicht zu zeich-
nen und daher die von Monge gegebene Lisung der 6. Auf-
gabe (Art. 47) ziemlich einfach durchzufihren. Diese Losung
ist wohl fiir alle Umdrehungsfiichen, welche nicht von der
zweiten Ordnung sind, die einfachste itberhaupt.

10) Zw S. 78. Das erste gedruckte Vorkommen des Aus-
druckes Curve doppelter Krimmung, welches bis jetzt
nachzuweisen ist, findet sich, wie M. Cuntor™) angiebt, in einer
Abhandiung von Hemri Pitof (1695—1771), welche aus dem
Jahre 1724 und deren Nachtrag aus dem Jahre 1725 stammt
(Histoire de I’Académie des sciences. Année 1724, erschienen
1726. 8. 113). Pitot spricht dort von der gewdhnlichen Schrau-
benlinie, welche sich dadurch von der Spirale oder Schnecken-
linie — mit welchem Namen die Alten auch jene bezeich-
neten — unterscheide, dass sie anf der krummen Oberfliche
eines Korpers liege und eine Curve doppelter Krimmung sei.
Vielleicht wiirden »diese Arten von Curven doppelter Krim-
mung eines Tages den Gegenstand von Untersuchungen der
Geometer bilden«.

11) Zu S. 8S. Die jetzt gebriuchlichen Bezeichnungen
wahrer und scheinbarer Umriss finden sich bei Monge
noch mnicht, Die Hussersten geradlinigen FErzeugenden, von
denen er in diesem Falle redet, sind also der zweite wahre
Umriss des Cylinders.

12) Zuw S. 91. Hier gilt wieder das in der Anmerkung 5
Gesagte, Am einfachsten erhilt man in dem Punkte D)” die

* M. Cantor, a.a. 0. Bd. II, S. 428.
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Tangente an die Curve J,”, wenn man die Tangente ¢ bis zu
ihrem Schnittpunkte S’ mit B’ (' verlingert und dann den
Punkt S" in den Punkt S” auf e, projicirt. Der Punkt S
bleibt ungeindert, wenn man die Ebene E um BC parallel
zu T1” dreht; folglich ist die Verbindungslinie von S” mit D"
die gesuchte Tangente. Die Punkte S, S” werden aber oft
ausserhalb der Zeichenfliche zu liegen kommen.

18y Zu S. 92. Monge giebt nie an, lings welcher Mantel-
linie er sich die abzuwickelnden Cylinder- und Kegelflichen
aufgeschnitten denkt, und auch aus seiner in den Figuren ge-
brauchten Bezeichnung ist dies nicht ohne Weiteres zu erkennen.
Ich habe in dem Figuren, welche die Abwickelungen geben,
dieselben Buchstaben gesetzt, mit welchen die entsprechenden
Punkte auf der Fliche selbst und in dem Grund- und Aufriss
bezeichnet sind, und ihnen noch den Index a, bez. b angehingt.
Dadurch sind die Figuren der Abwickelungen ohne jeden Com-
mentar verstindlich.

14) Zu S. 112. Der Punkt J,, d.i. der Schnittpunkt von
J'J" mit der Axe z, ist in die Figuren 44 und 45 im Inter-
esse der Deutlichkeit absichtlich nicht eingetragen. —

Die hier von Monge gegebene elegante Construction fiir
die Abwickelung einer beliebigen Kegelfiiche und einer auf
ihr liegenden Curve mit Hiilfe einer concentrischen Kugel ist
im Vergleiche mit dem gew&hnlich benutzten, von frévier bereits
angewandten Verfahren, nach welchem man den Kegel durch
elne eingeschriebene Pyramide von geniigend grosser Seiten-
zahl ersetzt und deren Oberfliche dann abwickelt, umstind-
licher, da es eine zweifache Abwickelung des sphirischen Ke-
gelschnittes ndthig macht. Ich kann mich aunch Chr. Wiener's
(a. a. 0., Bd. I, 8. 28) Meinung nicht anschliessen, dass das
Monge’sche Verfahren weniger Punkte zu construiren erfordere
als das Frézier’sche, sondern es scheinen mir beide gleichviele
zu verlangen.

15) Zw S. 118. Giles Persone™) (1602—1675) nannte sich
nach seinem Heimatorte Persome de Roberval, spiter nur Ro-
berval, Er war Professor der Mathematik am College Royal
in Paris. Seine Schriften sind in dem sechsten Bande der
Mémoires de I'Académie Royale des Sciences, éd. 1730 ver-
einigt. Dort (S, 3—67) ist auch die von Roberval’s Schiiler
du Verdus verfasste Abhandlung Observations sur la com-

® M, Cantor, a.a. O.. Bd. I1, 8. 800—814.
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position des mouvemens et sur le moyen de trouver
les touchantes des lignes courbes zu finden, in welcher
Roberval’s Methode der Tangentenbestimmung versffentlicht wor-
den ist; diese Abhandlung ist von Roberval, mit einigen, aber
nicht allen néthigen Verbesserungen versehen, im Jahre 1668
der Akademie vorgelegt. Mersenne hatte bereits im Jahre 1644
eine Andeutung der Roberval’schen Methode versffentlicht.

Im Jahre 1644 hatte Torricelli eine der Roberval'schen sehr
shnliche Methode der Tangentenbestimmung in seinen Opera
geometrica mitgetheilt, weshalb ihm Roberval in einem ge-
druckten offenen Briefe, welcher vermuthlich aus dem Friih-
jahre 1647 stammt, den Vorwurf des geistigen Diebstahles
machte. Nach M. Canfor’s eingehenden, hochst interessanten
Darlegungen ist aber die ganze Anklage Roberval’'s hinfillig
und es haben vielmehr IRoberval und Torricelli unabhingig von
einander und annihernd gleichzeitig ihre Methoden gefunden.
Zugleich ergiebt sich, dass Jloberval in seinem offenen Briefe
an Torricelly nicht immer streng bei der Wahrheit geblieben
ist, da er nach seinen Behauptungen 1636 im Besitze des
Tangentenverfahrens gewesen sein will, wihrend er es frithe-
stens im Jahre 1639 gefunden hat. —

Roberval hat sein Verfahren auf verschiedene ebene Curven,
z. B. die Kegelschnitte, Cycloide, Kreisconchoide, u. a. ange-
wendet, wobei er aber auch auf Fille stiess, in denen es ver-
sagte, (Montucla, Histoire des mathématiques, Paris 1799, Bd. II,
8. 49). Trotzdem aber sind ihm, wie es scheint, keine Zweifel
an der Richtigkeit seines Verfahrens in seiner allgemeinen und
zu unbestimmten Fassung gekommen. In der That ist das
Verfahren unzuverldssig und fithrt leicht zu falschen Ergeb-
nissen; es bedarf stets einer genanen Untersuchung, in welcher
Weise die Zerlegung der Gesammtbewegung in zwel seitliche
Componenten vorgenommen werden muss, damit die Roberval-
sche Methode eine richtige Tangentenbestimmung liefert. Die
nothwendige Bedingung dafiir ist, dass die Zerlegung der Ge-
sammthewegung in zwel von einander unabhiingige Seitenbe-
wegungen geschieht, dass also der Satz von dem Parallelo-
gramm der Geschwindigkeiten anwendbar ist.

In der von Monge gegebenen Fassung, nach welcher die
(Gesammthewegung in jedem Punkte der Bahn in zwei seitliche
Bewegungen zerlegt wird, deren jede stets nach einem festen
Punkte F,, bez. F, gerichtet ist, also in dem Entfernen von
diesem Punkte oder Annihern an ihn besteht, fithrt die Methode,
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wenn nicht F, und F, beide im Unendlichen liegen, sogar nur
in einem besonderen Falle zu einem richtigen Ergebnisse.
Legt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde,
dessen positive x - Axe in die Richtung F, | und dessen
Anfangspunkt in den Halbirungspunkt der Strecke F,F, fillt,
und bezeichnet die Winkel, welche die positive x - Axe mit
den Radiivectoren r, und », von F,, bez. F, nach dem Curven-
punkte P und mit der Tangente in P bildet, mit ¢,, ¢,,
und y, ferner den Winkel, den die Richtung F,P mit der
Tangente in P bildet, mit v — alle Winkel im umgekehrten
Sinne des Uhrzeigers durchlaufen —, so ist bekanntlich

dr, = —cos ¢, da - sin ¢, dy, dr, = cos @, dx -+ sin ¢, dy.

Wenn nun die Bewegung des die Curve erzeugenden Punktes
dadurch definirt ist, dass in der Zeiteinheit seine m-fache
Geschwindigkeit in der Richtung des einen Radiusvector gleich
seiner n-fachen in der Richtung des anderen, also

mdr, = ndr,
ist, so ergiebt sich hieraus nach leichter Rechnung:

dy M COS (f, — ¥ COS (P,
dz msin g, — nsing,

g%
Da y = 4 ¢, ist, so folgt weiter
tg i = " m 008 ((p_';(/fll

m sin (¢, — p,)

Berechnet man aber den Winkel 1, welchen die Richtung FP,
mit der nach dem Roberval’schen Verfahren construirten Tan-
gente einschliesst, so findet man:

tg = TSR =)
° (’U_h—{—m cos (¢, — @,)

y stimmt also im Allgemeinen nicht mit i iberein, sondern
2
” .
nor fir — =1, also n=m; d. h. die vorgenommene
m

Zerlegung der Gesammtbhewegung ist nur fiir die Ellipse und
Hyperbel zulissig,

Weiter erkennt man sofort, dass das IRoberval’sche Ver-
fahren anwendbar ist, wenn die Gesammtbewegung in zwei
seitliche Bewegungen, welche stets zwei einander schneidenden
Geraden.bez. parallel sind, zerlegt wird.
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Chr. Wiener hat auf Grund eines von ihm gegebenen all-
gemeinen Verfahrens zur Construction der Tangente einer be-
liebigen Curve (a. a. O, Bd. I, 8. 170—172) eine Kritik des
Roberval'schen Verfabrens gegeben und kommt dabei zu den
gleichen Resultaten. Ich kann mich daher seinem Urtheile,
dass es am besten sei, die Anwendung des Verfahrens zu ver-
vermeiden, nur voll anschliessen.

16) Zu S. 120—121. Monge hat sich hier geirrt; die so
erzeugte Curve ist nicht eine doppeltgekriimmte Curve, son-
dern eine gewohnliche Ellipse. Um dies nachzuweisen, muss
man die folgenden Sitze zu Hiilfe nehmen, welche ich, um
den eigentlichen Beweis nicht zu unterbrechen, voranstelle. —

Nimmt man auf der Peripherie einer Ellipse zwel belie-
bige Punkte ¥,, E, an und construirt um sie als Mittelpunkte
Kreise, welche sich in einem der beiden DBremnpunkte, #
schneiden, so liegt der fdussere Aehnlichkeitspunkt dieser
Kreise auf der zu J7 gehorigen Leitlinie /. {Um diesen Satz
zu beweisen, braucht man nur die Aehnlichkeit der beiden
Dreiecke, welche man erhilt, wenn man von E, und E,
die Lothe K H und E,H, auf { fillt, und die Beziehung
BF__EF zu beriicksichtigen.; Aus diesem Satze folgt aber
BEH™ EH gen) ) &
sofort weiter, dass die zu I gehorige Leitlinie ! die dussere
Aehnlichkeitsaxe dreier Kreise ist, deren Mittelpunkte auf der
Ellipse liegen, und welche sich in dem Brennpunkte ¥ schnei-
den. Wenn es also tberhaupt eine Ellipse giebt, welche
durch drei beliebig gegebene Punkte F,, E,, K, hindurchgeht
und einen in ihrer Ebene beliebig gegebenen vierten Punkt F
zum Brennpunkte hat, so giebt es auch nur eine Ellipse und
ihre zu F gehorige Leitlinie / ist durch den vorigen Satz be-
stimmt. Hieraus folgt unmittelbar der

Hiilfssatz I. Haben zwei in derselben Ebene gelegene
Ellipsen einen Brennpunkt gemeinsam, so konnen sie sich
hochstens in zwei Punkten schneiden.

Der zweite Hilfssatz ist zuerst von Dupin [Vgl. Corresp.
de l'école polyt., Bd. I. 8. 22; Bd. IL 8. 387 und Développe-
ments de Géom., 8. 280° aufgestellt worden; er lautet:

Hiilfssatz II. Wenn zwel Punkte im Raume in Bezug
auf eine beliebig gegebene Ellipse oder Hyperbel die Eigen-
schaft der Brennpunkte haben, d. h. wenn die Summe, bez.
Differenz ihrer Abstinde von einem verinderlichen Punkte des
gegebenen Kegelschnittes constant ist, so liegen sie auf einem
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zweiten Kegelschnitte, welcher die Brennpunkte des ersten zu
Scheiteln und seine Scheitel zu Brennpunkten hat und dessen
Ebene senkrecht auf der Ebene des ersten steht. Sind umge-
kehrt zwei solche Kegelschnitte, sog. Focalkegelschnitte ge-
geben, so haben je zwei Punkte des einen die Eigenschaft
der Brennpunkte fiir den andern.

Da die Ostwald’schen Klassiker in erster Linie fiir Studi-
rende bestimmt sind, so halte ich es nicht fiir iiberflitssig, den
von Dandelin (Nouv. Mém. de I’Ac. de Bruxelles, 1822, Bd. 2,
$.171—173 und 1826, Bd. 3, 8. 1-—14) gegebenen ausge-
zeichneten Beweis dieses Satzes hier mitzutheilen, zumal der-
gelbe nicht so bekannt zu sein scheint, als er es durch seine
ausserordentliche Einfachheit und Anschaulichkeit verdient.

Schneidet man einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene,
welche nicht einer Mantellinie parallel ist, und construirt die
beiden dem Kegel einbeschriebenen Kugeln, welche die schnei-
dende Ebene in den Punkten 7" und F”’ und den Kegelmantel
in den Kreisen % und %’ berithren, so sind F und F’ die
Brennpunkte des von der Ebene ausgeschnittenen Kegelschnit-
tes. Denn da die von einem Punkte an eine Kugel gezogenen
Tangenten gleiche Linge haben, so ist, wenn man durch die
Kegelspitze S eine beliebige Mantellinie zieht, welche den Ke-
gelschnitt in dem Punkte M und die Berilhrungskreise in K
und K’ trifft,

MP=MK, MF = MK';
da nun KK’ constant ist, so ist entweder die Summe oder
Differenz von MF und MF' constant, die Schnittcurve also
entweder eine Ellipse oder Hyperbel mit den Brennpunkten I
und F'.
Im Falle der Ellipse ist fiir jeden Punkt M derselben

SM-—~ MF = SK = const.,, SM—+ MF' = SK' = const.
Aus diesen Gleichungen folgt, wenn M’ einen zweiten Punkt
der Ellipse bezeichnet:

SM—SM = MF - M'F=MF — MF' . (1)
Legt man dann durch die Ellipse einen zweiten geraden Kreis-
kegel, dessen Spitze S, aus Symmetrieriicksichten ebenfalls in

der auf der Ellipse senkrecht stehenden Ebene FF'S liegen
nuss, so ist

S,M— S, M =+ (MF—M'F} = = M'F — MF), (2
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wo je nach der Lage von S, zu S entweder die oberen oder
die unteren Zeichen zu nehmen sind. Lé#sst man nun die
beiden Punkte M und M’ in die Scheitel der grossen Halb-
axe der Ellipse fallen, so besagen die Gleichungen {1} und (2),
dass der geometrische Ort der Kegelspitzen S die zu der Ellipse
gehorende Focalhyperbel ist, da die absoluten Betrige von
MF—MF, bez. M'F'— MF’' gleich der doppelten Ex-
centricitdt der Ellipse sind. Aus den beiden Gleichungen folgt
weiter, dass SM -+ S, M oder SM— S, M constant ist, je
nachdem S und S, auf verschiedenen Aesten der Focalhyperbel
oder auf demselben Aste liegen.

Im Falle der Hyperbel ist

SM-— MF = SK = const.,, — SM <+ MF' = SK' = const.

Hat S, die analoge Bedeutung wie zuvor und ist M’ ein zweiter
Punkt der Hyperbel, so ist
SM4+-SM =MF+MNF=MF"-+MF =S M4 S 1. (8)

Lisst man M und 3" in die Scheitel der Hyperbel fallen, so
gind die beiden mittleren Summen in (3) gleich der doppelten
Excentricitit, und folglich ist jetzt der geometrische Ort der
Kegelspitzen S die zu der Hyperbel gehorige Focalellipse. Zu-
gleich ergiebt sich aus (3), dass SM— S, M constant ist.

Bei der von Monge angegebenen Construction entsteht die
Curve als Schnitt der Rotationshyperboloide mit den Brenn-
punkten 4, B und 4, C. Fiir jeden Punkt 3/ des Schnittes
ist daher

AM~A- BM = const., 1M+ (M = const.

Ist M’ ein zweiter Punkt der Schnitteurve, so folgen weiter
die Gleichungen:

AM—AM" =BM —BM=CM' — CM,

welche fiir je zwei beliebige unkte des Schnittes gelten. Lisst
man jetzt M und M’ in die zwei Punkte ¥’ und F’ fallen, in
welchen sich (nach Hiilfssatz I) die in der Ebene 4B C lie-
genden Meridianellipsen der beiden Rotationsflichen — wenn
sie sich itherhaupt schneiden — nur treffen kénnen, so erkennt
man, dass die drei Punkte 4, B, U auf. einer Hyperbel liegen,
deren Brennpunkte 7’ und F* sind, und zwar liegen B, C auf
dem einen und 4 auf dem anderen Aste dieser Hyperbel. Da
nun fiir jeden Punkt der zu dieser Hyperbel gehérigen Focal-
ellipse (nach dem Hiilfssatze II} die Summe seiner Abstinde
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von 4 und B sowohl als 4 und C constant ist, so folgt, dass
sich die beiden Rotationsellipsoide in dieser Focalellipse durch-
dringen und offenbar auch nur in dieser.

Damit sich die heiden Rotationsellipsoide wirklich schneiden,
ist, wie nebenbei bemerkt sein mag, nothwendig und hinrei-
chend, dass der Abstand der beiden Brennpunkte B und C
von einander grosser ist als der absolute Betrag der Differenz
der beiden Rotationsaxen. —

Zugleich erkennt man aber auch an dem von Monge ge-
wihlten Beispiele, dass seine Erweiterung der Roberval'schen
Methode auf die Construction von Tangenten an Raumecurven
noch unzuverlissiger ist als die urspriingliche Methode fiir
ebene Curven. Monge's Erweiterung versagt schon fiir den
hier vorliegenden einfachsten Fall, dass auf den drei Radii-
vectoren AM, BM, CM gleiche Strecken von M aus abzutragen
sind, wihrend in dem analogen Falle bei ebenen Curven die
Roberval’sche Methode noch richtige Resultate lieferte. Da,
wie eben gezeigt ist, die Curve eine Ellipse ist, so muss die
Tangente in einem beliebigen Punkte 3/ derselben in ihrer
Ebene liegen. Nach Monge’s Verfahren kann man aber Tan-
genten erhalten, welche einen beliebigen Winkel mit dieser
Ebene einschliessen. Lisst man z. B. die Punkte 4 und B
in die Brennpunkte der Ellipse fallen und den Punkt C den
durch B gehenden Ast der Focalhyperbel durchlaufen, so er-
zeugt (nach dem Hiilfssatz IT) der Punkt M zwar stets dieselbe
Ellipse ; construirt man aber fiir jede Lage des Punktes C das
zugehorige Parallelepipedon in dem Punkte M, so #ndert sich
augenscheinlich die Richtung der von M ausgehenden Diago-
nale zugleich mit der Lage des Punktes C, und nur wenn ('
mit B zusammenfillt, giebt die Diagonale wirklich auch die
Curventangente in dem Punkte M.

Das Verfahren ist nur zuliissig, wenn die drei Seitenbewe-
gungen des erzeugenden Punktes durch seine Entfernungsver-
snderungen parallel zu den Axen eines beliebigen riumlichen
Parallelcoordinatensystems bestimmt sind.

17} Zu 8. 130. Nach den Angaben von de la Gourneric
(Discours sur l'art du trait et de la géométrie deseriptive.
Paris 1855. 8. 22) sind die Niveaucurven zuerst im Jahre 1738
von Ph. Buache angewendet worden, welcher durch Zeichnung
der Uferlinien zu verschiedenen Zeiten die durch Ebbe und
Fluth bewirkte Bewegung des Meereswassers veranschaulichte.
Bald darauf verwendete Ducarle die Niveaulinien, um die
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Grenzen des Ueberschwemmungsgebictes bel  versehicdenem
Ilochwasserstande anzugeben. Auch die Benutzung der Koten
stammt ungefihir aus derselben Zeit. JMonge diirfte mit der
Verwendung der Koten, Niveaulinien und den Linien des stirk-
sten lalles in Mézitres vertraut geworden sein, wo sie zur
Liosung von Defilementsaufgaben vielfach gebraucht wurden.

Niheres iiber kotirte Darstellung und topographische FLi-
chen findet man in dem ausfithrlichen Werke von +. Pesclila,
Kotirte Ebenen und deren Anwendung. Briinn, 1882; ferner
hei Wiener a. a. O., Bd. II, 8. 388-—402.

18, Zu S. 136. Monge rahlt die beiden Hailften, in welche
dic durch Rotation des Kreisbogens A DEB um .1 B als Axe
erzeugte Umdrehungsfliche von der Ebene A B (' zerschnitten
wird, als zwel verschiedene Schalen, sodass also durch Rota-

A
tion des ganzen Kreises AIVFBLA um AB als Axe vier
Schalen entstehen, wihrend der jetzige Sprachgebrauch nur
zwel Schalen unterscheidet. — ‘
Bei der Ausfithrung der Construetion 'S. 139) kann man

natiirlich mit demselben Rechte anch die Punkte AAT”, I'A’7 "(t)"
statt N7, P”, Q" (Fig. 87} verwenden.

19) Zu S, 141, In der dritten Ausgabe von Jonge’s Géo-
métrie deseriptive vom Jahre 1811 wird in einer Anmer-
kung noch besonders darauf hingewicsen, dass die Spitzen
zweier von den drei geraden Kreiskegeln in einem und demselhen
Punkte, nimlich der unteren Ballonstation [irrthiimliel ist dort
gesagt im Punkte A] liegen, und dass sich daher diese beiden
Kegel, da ihre Axen gegeneinander geneigt sind, in zwei ge-
raden Linien schneiden miissen, welche sich nach dem Ver-
fahren des Artikel 83 sehr leicht construiren lassen. Dann
sind nur noch die Durchschnittspunkte dieser beiden Geraden
mit dem dritten geraden Kreiskegel, dessen Spitze in der
oberen Station liegt, zu construiren und derjenige voun ihnen,
welcher dem Punkte B entspricht, auszuwihlen.

20) Zu S. 142. Bei diesen Messungen bleibt der Hohen-
unterschied zwischen dem Punkte 4 und dem Aufstiegplatze
des Ballons unbestimmt; will man diesen ebenfalls erfahren,
so muss noch die senkrechte Hohe der unteren Ballonstation
iiber der Erdoberfliche gemessen werden.

21) Zuw S. 145. Monge setzt hier stillschweigend voraus,
dass die Curve & auf dem betraclieten Stiicke weder einen
Wendepunkt noch einen Riickkehrpunkt erster oder zweiter

Ostwald’s Klassiker. 117. 14
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Art besitzt; nur dann hat dic Curve « in dem Puukte 7, in
welchem sie die Curve L trifit, einen Rickkehrpuunkt crster
Art., Treffen diese Voraussetzungen nicht zu, so kann der
Punkt P,, in welchem die Curve . von der Curve w getrofien
wird, fiir die letztere ein gewohnlicher I'unkt, Wendepunkt
oder Riickkehrpunkt zweiter Art (Schnabelspitze) sein. Die
verschiedenen méglichen Fille findet man vollstindig aufgezihlt
bei Chr. Wiener (a. a. O., Bd. I, 8. 204—207).

22) Zu S. 146, Jacques de Taucanson (richtiger Voeanson)
1709—1782) war ein beriihmter Mechaniker, weleher allerlei
mechanisehe Kunstwerke verfertigt hat; so construirte er in
seiner frithesten Jugend eine richtiz gehende Uhr von Iolz,
spiter einen Flotenbliser, Tambourinschliger und anderc
Kunstwerke. Daun wendete er sich niitzlicheren Dingen zu
und construirte Maschinen fiir verschiedene Industriezweige,
so z. B. fir die Seidenspinnerei. Nachdem er im Jahre 1746
Mitglied der Pariser Akademie geworden war, hat er in deren
Abhandlungen verschiedene der von ihm erfundenen Mecha-
nismen beschrieben. Bei seinem Tode hinterliess er scine
reiche Sammlung mechanischer Kunstwerke der Konigin Maric
Antoinette, welche dieselbe der Akademie iiberwies. Dic
Sammlung wurde aber bald verstreut, wohl in Folge von Erb-
streitigkeiten, sodass heute von den einst viel bewunderten
Kunstwerken kein einziges mehr erhalten ist.

23) Zu S. 150.  Als »Poleurve« der Raumeurve u be-
zeichnet man jetzt speciell die anch von Monge spiter (S. 151)
crwihnte Rickkehrkante der Evolutenfliche, deren geradlinige
Erzeugende 7, ¢,, . . . die Kriimmungsaxen der Curve « heissen.
Zwischen einer Raumcurve und ihrer Polecurve hesteht hekannt-
lich cine weitgehende Reciprocitit.

Die Begriffe der Riickkehrkante und der Charakteristik,
weleher letztere aber in der Géométrie deseriptive nieht be-
nutzt ist, sind von AMonge erst in die Geometrie eingefiihrt.

24) Zu S. 162. Ein cinfaches Beispiel fiir derartige Fli-
chen, bei welchen die simmtlichen I’unkte einer bestimmten
Curve die Higenschaft der Nabelpunkte haben, liefert dic
Umdrehungsfiiche, welche man erhilt, wenn man die Elipse

e 9 9 9
" 2 -~ . a® — b*
— + = == 1, (¢ >> b) um die Parallele zur z-Axe z =
a® b?

n
rotiren Kisst. Dic von dem kleineren der beiden Theile, in
welche die Rotationsaxe den Ellipsenbogen zerschmeidet, or-
zeugte Schale dieser Rotationsfliiche besitzt lings des Aequa-
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tors lauter Punkte sphirischer Kriitmmung, wie man sofort
2 2
a® —0?

?

erkennt, wenn man beachtet, dass der Punktz = P

» == 0 der Kriimmungsmittelpunkt des Scheitels x = a, v =10
2 pe

ist. Wihlt man die Gerade x = ¢ (0 = c<a_71——) als Ro-

tationsaxe, so haben auf der jetzt von dem kleineren Ellipsen-
bogen erzeugten Schale der Fliche zwel symmetrisch zur Ebene
5 = o gelegene P’arallelkreise die Eigenschaft, dass ihre simmt-
lichen I'unkte Nabelpunkte der Fliche sind; je mehr die Ro-
tationsaxe siech der s-Axe ndhert, um so mehr nihern sich
diese ausgezeichneten Parallelkreise den Polen der Fliche, bis
sie sich schliesslich fiir das eigentliche Rotationsellipsoid auf
diese selbst redumciren.

Das Beispiel ist insofern speciell, als die Linie der Punkte
sphiirischer Kriimmung mit einer Kriimmungslinie zusammenfillt,
was im Allgemeinen nicht der Fall ist.

25) Zu S. 163. Geschichtliche Ueberblicke iber die Ent-
wickelung der Theorie der Minimalflichen sind gegeben von
I A. Sclnvars (Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. I,
8. 168) und G. Darboux (Lecons sur la théorie générale des
surfaces, Bd. I, 8. 267). Hier sei nur daran crinnert, dass
Monge zuerst die von Lagrange aufgestellte Differentialgleichung
der Minimalflichen integrirt hat (s. Application de l'analyse &
la géométrie, § 20).

Der durch Monge’s Ausdrucksweise nahe gelegten Frage, ob
cin bestimmtes Minimalfliichenstiick wirklich kleineren IMliichen-
inhalt besitzt als alle demselben benachbarten, von derselben
LRandlinie begrenzten Flachenstiicke, hat /1. A. Sclavarz mehrere
seiner ausgezeichneten Abhandlungen iiber Minimalflichen ge-
widmet (Ges. math, Abhandlungen, Bd. I, 8. 151, 223, 270).

26) Zu S. 165. Der Begriff der Kriimmungslinien ist eben-
falls von Monge in die Wissenschaft eingefithrt worden und
findet sich zuerst in dem Mémoire sur In théorie des deblais
et des remblais (Mém. de l'acad. des se. de Paris, 1781,
8. 666). In einer seiner berithmtesten Abhandlungen (Sur les
lignes de courbure de la surface de 1'ellipsoide,
Journ. de l'ée. polyt., 1796, left 2, 8. 145; Appl. de I'ana-
lyse &4 la gdom., § 16) stellte er dann die Gleichungen fiir
die Kriimmungslinien des Ellipsoides auf.

Die jetzt iibliche Bezeichnung Hauptkrimmungen hat
Monge nirgends gebraucht.

14%
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27) Zn S. 167, Fir jeden Nabelpunkt einer Fliche haben
die beiden Schalen ihrer sogenannten Centrafliiche einen Punkt
gemeinsam; fiir jede Ortscurve von Punkten sphirischer Kriim-
mung besitzt die Centrafliche eine Doppellinie, in welcher sich
ihre beiden Mintel rechtwinklig durchdringen. Bei gewissen
Flichen, z B. dem dreiaxigen Ellipsoid, durchschneiden sich
die beiden Mintel ihrer Centrafliche noch in anderen Curven,
aber nicht rechtwinklig; solchen Curven entsprechen dann auf
der Fliche keine Linien sphirischer Krimmung.

Weiteres iiber Centraflichen findet man bei

Monge, Application de 'analyse i la géométrie, § 22;

Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, Bd. I1I,
8. 334.

28) Zu S. 172. Diese drei Zusitze fehlen in den spiiteren
Ausgaben der Géométrie deseriptive.

29) Zu S, 173. Sind die drei Leitcurven &, k,, k, bez.
von der Ordnung wu,, t,, u,, und schneidet keine derselben
cine der andern, so ist der Grad der geradlinigen Fliche gleich
2y 1,1, Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass die ge-
radlinige Fliche vom zweiten Grade ist, wenn die drei Leit-
curven k,, k,, k&, windschiefe gerade Linien sind, und zwar
ein hyperbolisches Paraboloid oder cin einschaliges Hyper-
boleid, je nachdem die drei Geraden zu einer und derselben
Ebene parallel sind oder nicht.

In der Originalaunsgabe findet sich am KEnde des zweiten
Zusatzes moch ein kurzer Abschnitt von wenigen Zeilen, in
denen Monge selbst angiebt, dass die Gleichungen dieser wind-
schicfen Flichen mit doppelter Erzeugungsweise vom zweiten
Grade sind und wegen dieses Punktes auf sein oft genanntes
Werk Application de 1’analyse & la géométrie (§ XXI)
verweist. Da dieser Abschnitt aber offenbar verstiimmelt ist,
so habe ich ihn in dieser Ausgabe fortgelassen.

Giessen, den 1. December 1900.

Rohert Haufsner.
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