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Del" grossal'tige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften 
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt winl, 
wohl zum kleinsten J\'laasse durch die Ausbildung und Verbreitung 
del' Un t c 1'1' i c 11 ts mitt e 1, del' Expel'imentalvorlesungen, J,abora­
tol'ien u. s. w., bcdingt. 'Viihrend abor durch die vorhandencl1 
Einrich tungcn zwar die Kenntniss des gegenwartigen Inhaltes del' 
vVissenschaft auf das el'folgreichste vermittelt wird, haben hoch­
steheudc Hud weitblickende J\Ianucr wiederholt auf einen Mangel 
hin1Yciscn mussen, welcher del' gegenwiirtigen wissenschaftlichcn 
Ausbildung' ,iungerer Krafte nur zu oft anhaftet. E sis t die s d a 8 

Fchlcn des historischen Sinnes und del' Mangel an 
Kelllltniss jener gross en Al'beiten, auf welchen das 
Gchiillde del' \Vissenschaft ruht. 

Diesem Mangel solI dlll'ch die Herausgabc del' K las s iker 
del' e x a k ten IV iss ens c h aft e n abgeho lfen werden. In handlicher 
Form Hnd zu hilligem l'l'eise 80llen die gl'Undlegenden Abhandlun­
gen del' gesllmmtcn exakten 'IYissenschaften den Kreisen del' l,ehren­
den und Lel'l1enden zuganglich gemacht werden. Es solI dadurch 
ein Un t e 1'1' i c h t s III it te I beschafft werden, welches das Eindringen 
in die 'IVissenschaft gleichzeitig bclobt und vertieft. Dasselbe ist 
abel' auch cin Forschungsmittel von grosse!' Bedeutung. Denn 
in jellen grundlegenden Schriften ruhten nicht nUl' die Keime, welche 
inzwischen sich cntwickelt uncl Fruchte getragen haben, sondern 
e8 ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch del' Ent­
wicklung harren, und dem in del' vVissenschaft Arbeitenden und 
FOl'.schenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube 
von Anregungen unu fordernden Gedanken. 

Die Klassiker del' exakten vVissellsch aften Bollen 
ihrem N amen gcmass die rationellen N aturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebietell derM at hem a tik, A stro n omi e, Ph Y s i k, Ch em ie 
(einschliesslich Krystallkun de) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion fuhrt von jetzt ab Professor 
Dr. Arthur von Oettingen (l,eipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter del' betreffenden Wissen­
schaften besorgt werden. Die Leitung del' einzelnen Abtheilungen 
uhernahmen: fUr Astronomie Prof. Dr. B ru n s (Leipzig), fUr Mathe­
matik Prof. Dr. Wan g e r i n (Halle), fur Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (Munchen), fur Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffcr 
(T,eipzig), fur Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 



Darstellende Geometrie 
von 

Gaspard Monge. 
Paris 1798. 

[5J Erster Theil. 

Aufgabe und lUethode der darstellenden Geometrie. 
Elementare Aufgaben. 

Aufgabe del' darstellenden Geometrie. 

1. Die Aufgabe del' darstellenden Geometrie ist eine zwei­
fache. Erstens solI sie die Methoden liefern, urn auf einem 
Zeichenblatte, welches also nUl' zwei Dimensionen, Llinge und 
Breite hat, aIle Raumgebilde, welche deren drei, namlich 
Llinge, Breite und Hohe haben, abzubilden, vorausgesetzt, dass 
mese Gebilde streng definil't werden konnen. 

Zweitens solI sie das Verfahren lehren, urn aus einer ge­
nauen Zeichnung die Gestalt del' Raumgebilde erkennen und 
alle Slitze, welche aus del' Gestalt und der gegenseitigen Lage 
del' Raumgebilde folgen, ableiten zu konnen. 

Wir werden zunlichst die durch eine reiche Erfahrung ent­
deckten Methoden, urn die erste diesel' beiden Aufgaben zu 
lOs en, angeben und dann zeigen, auf welche Weise die Losung 
der zweiten Aufgabe erreicht wird. 

Betrachtungen tiber die Bestimmung del' Lage 
eines Punktes im Raume. Pl'ojectionsmethode. 

2. Da man die Oberfilichen aIler Raumgebilde als Trliger 
von unendlich ·vielen Punkten betrachten kann, so muss del' 

1* 
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erste Schritt, welchen wir zur Erreichung unseres Zieles thun, 
dahin gerichtet sein, das Verfahren anzugeben, durch welches 
sich die Lage eines Punktes im Raume bestimmen lasst. 

Der Raum ist unbegrenzt; aIle seine Theile sind einander 
vollig ahnlich und besitzen keinerlei Unterscheidungsmerkmale. 
Keiner derselben kann daher dazu dienen, die Lage eines 
Punktes im Raume anzugeben. 

Will man also die Lage eines Punktes im Raume defi­
niren, so muss man dieselbe nothwendiger 'Veise auf beliebige 
andere bestimmte Gebilde des Raumes beziehen; diese letz­
teren Gebilde miissen ihrer Lage nach sowohl demjenigen, 
welcher die Lage des Punktes angiebt, als auch dem, welcher 
diese Angabe verstehen will, genau bekannt sein. Damit 
aber das [6J Verfahren selbst leicht anwendbar wird, miissen 
diese Gebilde moglichst einfache sein und muss sich ihre Lage 
sehr leicht vorsteIlen lassen. 

3. Unter allen einfachen Gebilden wahlen wir diejenigen 
aus, welche die grossere Bequemlichkeit fiir die Bestimmung 
der Lage eines Punktes darbieten. Weil nun die Geometrie 
kein einfacheres Gebilde als den Punkt aufzuweisen hat, so 
untersuchen wir zunachst, zu welcher Art von Betrachtungen 
man gefiihrt wird, wenn man, um die Lage eines Punktes P 
zu bestimmen, ihn zu einer bestimmten Anzahl anderer Punkte, 
deren Lage bekannt ist, in Beziehung bringt. Um dieser Dar­
legung grossere Durchsichtigkeit geben zu konnen, bezeichnen 
wir die ihrer Lage nach bekannten Punkte mit den aufein­
anderfolgenden Buchstaben A, B, C, . . . . 

Nehmen wir zuerst an, dass der Punkt P, gemass der 
Definition seiner Lage, ein Meter Abstand von dem bekannten 
Punkte A habe. 

Wie Jedermann weiss, besitzt die Kugeloberflache die 
Eigenschaft, dass alle ihre Punkte gleichweit von ihrem Mit­
telpunkte entfernt sind. Der vorstehende Theil der Definition 
sagt mithin aus, dass dem Punkte P, dessen Lage zu bestim­
men ist, dieselbe Eigenschaft zukommt, wie allen Punkten 
einer Kugelflache, deren Mittelpunkt der Punkt A und deren 
Radius ein Meter lang ist. Die Punkte dieser Kugelflache 
sind aber die einzigen Punkte in dem ganzen Raume, welchen 
die geforderte Eigenschaft zukommt; denn alle Punkte des 
Raumes, welche in Bezug auf den Mittelpunkt A dieser Kugel 
jenseits ihrer Oberflache liegen, sind vom Mittelpunkte weiter 
als ein Meter, und alle Punkte, welche zwischen dem Mittel-
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punkte A und der KugeloberfHiche liegen, sind von A weniger 
als ein Meter entfernt. Es haben also nicht nur alle Punkte 
der KugeloberfHiche die verlangte Eigenschaft, sondern sie 
sind zugleich die einzigen, welche sie haben. Hieraus folgt 
schliesslich, dass der zu bestimmende Punkt P einer der 
Punkte der Kugeloberflache ist, deren Mittelpunkt im Punkte A 
liegt und deren Radius ein Meter lang ist. Dadurch ist der 
Punkt P jetzt zwar von unendlich vielen anderen Punkten des 
Raumes unterschieden, aber er ist noch mit allen Punkten der 
Kugeloberflache vermengt, und es sind daher noch weitere 
Bedingungen nothig, um ihn unter diesen Punkten herausfinden 
zu konnen. 

N ehmen wir dann weiter an, dass nach der Definition 
seiner Lage der Punkt P zwei Meter Abstand von dem zweiten 
Punkte B habe. 

Stellt man fur diese zweite Bedingung die gleiche Uber­
legung an, wie fur die erste, so muss der Punkt P einer von 
den Punkten der Oberflache einer zweiten Kugel sein, deren 
Mittelpunkt im Punkte B liegt und deren Radius zwei Meter 
Lange hat. [7] Da nun der Punkt P gleichzeitig auf der 
Obm·flache der erst en und der zweiten Kugel liegen muss, so 
kann er jetzt nur noch mit den Punkten, welche beiden Fla­
chen gemeinsam sind und also auf ihrer Schnittcurve liegen, 
vermengt sein. Selbst wer nur wenig mit geometrischen Be­
trachtungen verb·aut ist, weiss aber, dass der Durchschnitt 
zweier Kugelflachen die Peripherie eines Kreises ist, dessen 
Mittelpunkt auf der die beiden Kugelmittelpunkte verbindenden 
Geraden liegt und dessen Ebene senkrecht auf dieser Geraden 
steht. Auf Grund der gestellten zwei Bedingungen ist der 
gesuchte Punkt jetzt von allen andern Punkten, welche auf 
den beiden Kugelflachen liegen, unterschieden und kann nur 
noch mit allen Punkten der Peripherie des Schnittkreises beider 
Kugeln vermengt sein; alle diese letzteren Punkte und nur 
sie allein erfullen die beiden gestellten Bedingungen. Mithin 
ist noch eine dritte Bedingung nothwendig, um den Punkt P 
von allen diesen Punkten unterscheiden zu konnen. 

Nehmen wir schliesslich an, dass der Punkt P drei Meter 
von einem dritten bekannten Punkte C entfernt sei. 

Diese dritte Bedingung weist dem Punkte P seinen Platz 
auf einer dritten Kugelflache an, deren Mittelpunkt der Punkt C 
und deren Radius drei Meter lang ist. Da wir nun wissen, 
dass er auch auf der Peripherie eines seiner Lage und Grosse 



6 Gaspard Monge. 

nach bekannten Kreises liegt, so muss el', urn gleichzeitig allen 
drei gestellten Anforderungen zu geniigen, einer del' Punkte 
sein, welche die Peripherie des Kreises 'und die dritte Kugel­
Hache gemeinsam haben. Da sich nun die Peripherie eines 
Kreises und eine KugelHache bekanntlich nul' in zwei Punkten 
schneiden konnen) so ist del' Punkt P dUl'ch diese drei Bedin­
gungen von allen anderen Punkten des Raumes unterschieden 
und kann nUl' einer del' beiden so bestimmten Punkte sein. 
Giebt man noch an, auf welchel' Seite del' dUl'ch die drei Kugel­
mittelpunkte A, B und C gehenden Ebene del' Punkt P liegen 
soll, so ist er vollig bestimmt und kann mit keinem andel'll 
Punkte des Raumes mehl' verwechselt werden. 

Aus diesel' Darlegung el'sieht man abel', dass die Betl'ach­
tungen, zu denen man gefiihrt wird, wenn man zur Bestim­
mung del' Lage eines Punktes im Raume seine Entfel'llungen 
von anderen bekannten Punkten, deren man dazu drei nothig 
hat, benutzt) nicht einfach genug sind, urn als Grundlage fiir 
haufig benutzte Verfahren dienen zu konnen. 

4. Dntersuchen wir nun, zu welchen Betrachtungen man 
gefiihrt wird, wenn man einen Punkt, statt auf drei andere 
bekannte Punkte, auf drei ihrer Lage nach gegebene Gerade 
bezieht. 

[8] Wir bemerken zuvor, dass eine gerade Linie niemals 
als begrenzt angesehen werden soll, sondel'll nach beiden Rich­
tungen unbegrenzt weit verlangert werden kann. 

Del' Einfachheit wegen bezeichnen wir die Geraden, welche 
wir gebrauchen miissen, del' Reihe nach mit a, b, c, .... 

Wenn aus del' Definition del' Lage eines Punktes P folgt, 
dass er z. B. einen senkrechten Abstand von einem Meter 
von del' ersten bekannten Geraden a haben muss, so besagt 
dies, dass er auf del' Obm'Hache eines nach beiden Seiten sich 
ins Dnendliche erstreckenden geraden Kreis cylinders , des sen 
Axe die Gerade a und des sen Radius ein Meter lang ist, liegen 
muss; alle Punkte diesel' Flache und nur sie allein besitzen 
die durch die Definition geforderte Eigenschaft. Foiglich ist 
del' Punkt von allen aussel'halb del' CylinderHache wie auch 
von allen im Innel'll des Cylinders gelegenen Punkten des 
Raumes untel'schieden und kann nur noch mit den Punkten 
del' CylinderHache selbst, von welchen man ihn auf Grund 
weiterer Bedingungen untel'scheiden kann, vermengt sein. 

N ehmen wil' also an, dass del' gesuchte Punkt P ferner 
zwei Meter von einer zweiten Gel'aden b entfel'llt sei, so el'-
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kennt man in gleicher Weise, dass er auf del' Oberfiache eines 
zweiten gel' aden Kreiscylinders, dessen Axe die Gerade b und 
und dessen Radius zwei Meter lang ist, liegen muss, und dass 
er ein beliebiger Punkt diesel' zweiten Cylinderfiache sein kann, 
wenn man nul' die zweite Bedingung ins Auge fasst. Nimmt 
man abel' beide Bedingungen zusammen, so muss del' gesuchte 
Punkt P gleichzeitig auf dem ersten und dem zweiten Cylinder 
liegen und kann mithin nur einer del' beiden Flachen gemein­
samen Punkte, d. h. ein Punkt ihrer SchnittcUl've sein. Diese 
Curve, auf welcher del' Punkt liegen muss, hat abel' an del' 
Krilmmung sowohl del' ersten als del' zweiten. Cylinderfiache 
Antheil und gehtirt daher im Allgemeinen zu den sogenannten 
Curven doppelter Kriimmung. 

Urn nun den gesuchten Punkt von allen andel'll Punkten 
diesel' Curve zu unterscheiden, ist eine dritte Bedingung noth­
wendig. 

Nehmen wir also schliesslich an, dass die gegebene De­
finition fill' den gesuchten Punkt P einen senkrechten Abstand 
von drei Meter von einer dritten Geraden c vorschreibe. 

Diese neue Bedingung sagt aus, dass del' Punkt P auf del' 
Oberfiache eines dritten geraden Kreiscylinders, dessen Axe 
die dritte Gerade c und dessen Radius drei Meter lang ist, 
liegen muss. [9J Fasst man alle drei Bedingungen zusammen, . 
so kann del' Punkt nUl' einer von denjenigen sein, welche so­
wohl del' Oberfiache des dritten Cylinders als auch jener Curve 
doppelter Krilmmung (del' Schnittlinie del' beiden ersten Cy­
linder) angehtiren. Nun wird im Allgemeinen abel' diese Curve 
von del' dritten Cylinderfiache in acht Punkten geschnitten, 
folglich sagen die drei gegebenen Bedingungen nur aus, dass 
del' gesuchte Punkt P einer diesel' acht Punkte ist, unter wel­
chen man ihn nul' auf Grund von weiteren besonderen Bedin­
gungen - ahnlich derjenigen, welche in dem vorigen Para­
graphen als Beispiel angefithrt wurde - naher bestimmen kann. 

Es zeigt sich also, dass die Betrachtungen, zu welchen die 
Bestimmung del' Lage eines Punktes im Raume auf Grund del' 
Kenntniss seiner Entfel'llungen von drei bekannten geraden 
Linien Anlass gegeben hat, noch weit weniger einfach sind, 
als jene frilheren, welche sich auf seine Entfel'llungen von 
drei Punkten bezogen; folglich konnen diese jetzigen Betrach­
tungen noch weniger zur Grundlage von Methoden dienen, 
welche haufig benutzt werden sollen. 

5. Unter den einfachen Gebilden, welche die Geometrie 
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betrachtet, stehen in erster Linie: 1) der Punkt, welcher keine 
Dimension besitzt; 2) die gerade Linie, welche nur eine Di­
mension hat; 3) die Ebene, welche deren zwei besitzt. Unter­
suchen wir daher, ob es nicht einfacher ist, die Lage eines 
Punktes durch die Angabe seiner Entfernungen von bekannten 
Ebenen zu bestimmen, als dazu seine Entfernungen von Punkten 
oder geraden Linien zu verwenden. 

N ehmen wir also an, dass uns einander nicht pal·allele 
Ebenen ihrer Lage im Raume nach gegeben seien, und be­
zeichnen wir dieselben der Reihe nach mit den Buchstaben 
A, 8, r, .... 

Wenn nun {ler Punkt P, gemass der Definition seiner 
Lage, z. B. ein Meter von der erst en Ebene A entfernt sein 
muss, ohne dass naher angegeben ist, auf welcher Seite dieser 
Ebene er liegt, so besagt dies, dass er einer der Punkte der 
beiden zu A parallelen Ebenen ist, welche auf beiden Seiten 
derselben im Abstande von einem Meter liegen. Denn aIle 
Punkte dieser beiden parallelen Ebenen geniigen der gestellten 
Bedingung und sind zugleich unter allen Punkten des Raumes 
die einzigen, welche ihr geniigen. 

Urn nun von allen Punkten diesel' beiden Ebenen den­
jenigen, dessen Lage man bestimmen will, zu unterscheiden, 

. muss man noch weitere Bedingungen zu Biilfe nehmen. 
[10] Setzen wir zweitens fest, dass der gesuchte Punkt P 

zwei Meter Abstand von der zweiten Ebene 8 habe. Er muss 
dann in einer der beiden Ebenen liegen, welche auf beiden 
Seiten von 8 in dem Abstande von zwei Meter dieser Ebene 
parallel laufen. Urn den beiden Bedingungen gleichzeitig zu 
geniigen, muss der Punkt P mithin sowohl in einer der zu A, 
als in einer der zu B parallelen Ebenen und folglich auf dem 
gemeinsamen Durchschnitte dieser vier Ebenen liegen. Vier 
einander paarweise parallele und ihrer Lage nach bekannte 
Ebenen schneiden sich aber in vier parallelen Geraden, deren 
Lage ebenfalls bekannt ist. Bel'iicksichtigen wil' also gleich­
zeitig beide Bedingungen, so ist der Punkt nicht mehr mit 
allen Punkten des Raumes vermengt, auch nicht mehr mit 
allen Punkten von vier Ebenen, sondern nnr noch mit den 
sammtlichen Punkten von vier geraden Linien. 

Wenn schliesslich del' Punkt noch einen senkrechten Ab­
stand von drei Meter von der dritten Ebene r haben solI, so 
sagt diese Bedingung aus, dass er in einer der beiden Ebenen, 
welche auf beiden Seiten von r in drei Meter Abstand laufen, 
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liegen muss. Auf Grund aller drei Bedingungen muss del' 
gesuchte Punkt P mithin in einer diesel' beiden letzten parallelen 
Ebenen und auf einer del' vier Geraden, in welchen sich die 
vier ersten Ebenen schneiden, liegen; folglich kann er nul' 
einer von den Punkten sein, welche die beiden Ebenen mit 
den vier Geraden gemeinsam haben. Da nun abel' jede del' 
beiden parallelen Ebenen mit jeder del' vier parallelen Ge­
raden einen Punkt gemeinsam hat, so giebt es im Ganzen 
acht Punkte des Ranmes, welche gleichzeitig den gestellten 
drei Bedingungen genugen. Del' gesuchte Punkt P kann also nm 
einer diesel' acht Punkte sein, unter welchen man ihn nm mit 
Hiilfe von einigen besonderen Bedin~ungen herauserkennen kann. 

Hat man z. B. bei del' Angabe del' Entfernung des Punktes 
P von del' ersten Ebene A auch gesagt, nach welcher Rich­
tung in Bezug auf diese Ebene del' Abstand genommen werden 
solI, so ist von den fruheren zwei zu A parallelen Ebenen 
nul' noch eine in Betracht zu ziehen, namlich die auf der­
jenigen Seite von A, nach welchel' del' Abstand gemessen 
werden solI, liegende Ebene. In gleicher Weise schliesst man 
eine del' beiden zu B parallelen Ebenen aus, wenn man angiebt, 
in welcher Richtung in Bezug auf die zweite Ebene del' Abstand 
gemessen werden solI, und es giebt dann nul' eine Ebene, 
deren sammtliche Punkte del' zweiten Bedingung genugen. Ver­
einigt man nun diese Bedingungen, so kann del' Punkt P nicht 
mehr auf den vier Schnittgeraden [11] von vier, paarweise ein­
an del' parallelen Ebenen, sondern nul' noch auf del' Schnitt­
gel' aden zweier Ebenen liegen, und letztere ist ihrer Lage nach 
bekannt. Giebt man schliesslich auch an, auf welchel' Seite del' 
dritten Ebene r del' Punkt P liegen solI, so giebt es ebenfalls 
nm eine Ebene, deren sammtliche Punkte del' dritten Bedingung 
genugen. U m nun den drei Forderungen gleichzeitig zu ent­
sprechen, muss del' Punkt Pin dem Schnittpunkte diesel' dritten 
Ebene mit del' einzigen Geraden, in welcher sich die beiden 
ersten Ebenen schneiden, liegen. Es kann also del' gesuchte 
Punkt P jetzt mit keinem andel'll Punkte des Raumes mehr 
zusammenfallen und ist folglich eindeutig bestimmt. 

Man sieht also, dass die Ebene, obgleich sie hinsichtlich 
del' Zahl ihrer Dimensionen ein weniger einfaches Gebilde ist 
als die gerade Linie, welche nul' eine Dimension, und del' 
Punkt, welcher keine Dimension besitzt, doch fur die Be­
stimmung eines Punktes im Raume grossere Bequemlichkeit 
darbietet als .die gerade Linie und del' Punkt. Das hierbei 



10 Gaspard ~Ionge. 

gebrauchte Verfahren ist dasselbe, welches man gewohnlich 
bei del' Anwendung del' Algebra auf die Geometrie benutzt, 
und bei welchem man zur Bestimmung del' Lage eines Punktes 
seine Abstande von drei ihrer Lage nach bekannten Ebenen 
anzugeben pflegt. 

In del' darstellenden Geometrie abel', welche seit seln' langeI' 
Zeit von einer iiberaus grossen Anzahl Manner, und zwar sol­
cher, deren Zeit kostbar war, angewendet worden ist, hat man 
das Verfahren noch weiter vereinfacht. Anstatt drei Ebenen 
verwenden zu miissen, ist es mit Hiilfe del' Projectionsmethode 
gelungen, deren nur zwei nothig zu haben. 

6. Die Projection eines Punktes auf eine gegebene 
Ebene nennt man den Fusspunkt des von diesem Punkte auf 
die Ebene gefallten Lothes. 

Sind zwei Ebenen ihrer Lage in dem Raume nach bekannt, 
und giebt man auf jeder derselben die Projection eines und 
desselben Punktes an, dessen Lage man definiren will, so ist 
dadurch del' Punkt vollig bestimmt. Denn zieht man durch 
die Projection des Punktes auf die erste Ebene eine Senk­
rechte zu diesel', so muss diese durch den zu bestimmenden 
Punkt hindurchgehen. Ebenso muss eine Gerade, welche man 
durch die Projection des Punktes auf die zweite Ebene senk­
recht zu ihr zieht, durch den gesuchten Punkt hindurchgehen. 
Derselbe muss daher gleichzeitig auf zwei ihrer Lage im Raume 
nach bestimmten Geraden liegen und folglich mit dem einzigen 

Punkte , in welchem sich 
beide schneiden, zusammen­
fallen, wodurch er vollkom-

9 men bestimmt ist. 
[12J In den folgenden 

Paragraphen finden sich die 
Hiilfsmittel angegeben, welche 
dem PI' oj ectionsverfahren eine L ~:, ,,':, ':, g'.' :" "'jL'I' leichte Anwendbarkeit geben und es ermoglichen, dasselbe 
auf einem einzigen Zeichen­
blatte zu gebrauchen. 

7. (Fig. 1) Wenn man von 
F 1 allen Punkten einer beliebig ig. . 

im Raume gelegenen unbe-
grenzten Geraden 9 Lothe auf eine gegebene Ebene n' faUt, so 
liegen alle Schnittpunkte diesel' Lothe mit del' Ebene TI' in 
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einer zweiten unbegrenzten Geraden g'; denn aIle Lothe liegen 
in der durch die Gerade g senkrecht zu TI I gelegten Ebene und 
konnen daher die Ebene TI' nur in dem beiden Ebenen gemein­
samen Durchschnitte, welcher bekanntlich eine gerade Linie 
ist, trefi'en 1). 

Die Gerade g', welche also durch die Projectionen aIler 
Punkte der Geraden g auf die Ebene TI' hindurchgeht, heisst 
die Proj ection der Geraden g auf die Ebene. 

Da nun zwei Punkte geniigen, urn die Lage einer geraden 
Linie zu bestimmen, so braucht man, urn die Projection einer 
Geraden zu construiren, nur die Projectionen zweier ihrer 
Punkte zu ermitteln; die durch die Projectionen dieser Punkte 
gezogene Gerade ist die gesuchte Projection der gegebenen 
geraden Linie. 

Daraus folgt, dass die Projection einer gegebenen Geraden 
sich auf einen Punkt reducirt, wenn die Gerade auf der Projec­
tiollsebene senkrecht steht, und zwar auf den Punkt, in wel­
chern die Gerade diese Ebene schneidet. 

Fig. 2. 

(Fig. 2) Wenn von ein und derselben unbegrenzten Geraden g 
ihre beiden l?rojectionen g' und gil auf zwei nicht paraIlele 
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Ebenen TI' und TI" gegeben sind, so ist die Gerade selbst 
bestimmt. Denn legt man durch die Projection g' eine Ebene 
senkrecht zu TI' hindurch, so geht diese ihrer Lage nach 
bekannte Ebene nothwendig durch die Gerade g hindurch. 
Ebenso enthalt eine zweite Ebene, welche man durch die an­
dere Projection g" senkrecht zu TI" hindurchlegt, und welche 
also ihrer Lage nach ebenfalls bekannt ist, die Gerade g. 
Folglich ist die Lage diesel' Geraden, welche gleichzeitig in 
zwei ihl'er Lage nach bestimmten Ebenen liegen und mithin 
deren Schnittgerade sein muss, vollig bestimmt. 

8. Das soeben Gesagte ist unabhangig von del' Lage del' 
beiden Projectionsebenen und gilt stets, wie gross auch del' 
Winkel sein mag, welchen die beiden Pl'ojectionsebenen mit 
einander einschliessen. Wenn abel' del' Winkel, welchen die 
beiden Pl'ojectionsebenen mit einander bilden, sehr stumpf ist, 
so ist del' Winkel zwischen den beiden zu ihnen senkl'echten 
projicirenden Ebenen sehr spitz, [131 und es konnen dann 
bei del' Ausfiihrung des obigen Vel'fahrens kleine Ungenauig­
keiten sehr betrachtliche Fehler bei del' Bestimmung del' Lage 
del' Gel'aden erzeugen. Um diese Ursache von Ungenauigkeiten 
zu vel'meiden, wahlt man die Pl'ojectionsebenen immer zu ein­
an del' senkl'echt, falls man nicht dul'ch gewisse Erwagungen, 
welche gl'ossel'e El'leichterungen in Aussicht steHen, von diesel' 
Wahl abgelenkt wird. Da ferner die meisten Kiinstler, welche 
sich del' Projectionsmethode bedienen, mit del' Lage einel' 
hol'izontalen Ebene und del' Richtung des Bleilothes gut ver­
traut sind, so hat man sich daran gewohnt, die eine del' 
beiden Projectionsebenen horizontal, die andere vertical ge­
stellt anzunehmen. 

Die Nothwendigkeit, bei den Zeichnungen beide Projectionen 
auf demselben Zeichenblatte zur Darstellung zu bringen und 
alle Construction en darauf auszufiihren, hat die Kiinstler vel'­
anlasst, sich die verticale Ebene um ihl'e Schnittlinie mit del' 
horizontalen Ebene als Scharnier gedl'eht zu denken, bis sie 
mit del' letzteren Ebene zusammenfallt, und fiil' diese Lage die 
Projectionen zu construiren. 

Die vertic ale Ebene ist also in Wil'klichkeit in einel' hol'i­
zontalen Ebene gezeichnet, ,und man muss sich stets daran 
erinnern, dass sie erst durch eine Viertelumdrehung um die 
Schnittgerade del' horizontalen und del' verticalen Projections­
ebene ip. ihre eigentliche SteHung kommt. Es muss daher 
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diese Schnittgerade *) stets in leicht ersichtlicher Weise auf 
dem Zeichenblatte angegeben sein. 

(Fig. 3) Es wird also die verticale Projection g" der Geraden 9 
nicht auf einer Ebene nfl, welche thatsachlich vertical steht, 
gezeichnet; sondern man denkt sich vielmehr diese Ebene um 
die Gerade x nach no" gedreht und verzeichnet fiir diese Lage 
der Ebene die verticale Projection. 

Diese Anordnung gewahrt, abgesehen von den Erleich­
terungen, welche sie fiir die Construction bietet, noch den V or-
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Fig. 3, 

theil, dass sie die Arbeit des Projicirens abkiirzt. Denn 
nehmen wir an, dass die Punkte A', A" die horizontale und 
verticale Projection des Punktes A vorstellen, so steht die durch 

*) [Fiir die Sehnittgerade x der beiden Projeetionsebenen werde 
ieh der Einfaehheit wegen im Folgenden meistens die jetzt iibliehe 
Benennung Projeetionsaxe, oder, wenn kein MisBverstandniss 
moglieh ist, A::.-e gebrauehen, weleheJ3enennung sieh im Originale 
nieht findet, lJber die systematisehe Anderung der in den Figuren 
benutzten Bezeichnungen ist in den Textanmerkungen das Nothige 
gesagt. H.] 
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die Geraden AA', AA" hindurchgelegte Ebene gleichzeitig auf 
beiden Projectionsebenen senkrecht, da sie durch gerade Li­
nien hindurchgeht, welche auf diesen letzteren Ebenen senk­
recht stehen; folglich (Fig. 4) ist die Ebene A' AA" auch senk­
recht zu ihrer gemeinsamen Schnittgeraden x [welche sie in 
dem Punkte Ar schneidet], und mithin sind die Geraden A' A.r , 
A" Ax, in welchen diese Ebene die beiden Projectionsebenen 
schneidet, selbst senkrecht zu der Axe x. 

[14J Wenn nun die verticale Ebene urn die Axe x als 
Scharnier gedreht wird, bleibt die Gerade A" Ax wahrend dieser 
Bewegung stets senkrecht zu der Axe x und ist es auch dann 
noch, wenn sie nach erfolgtem Umlegen del' verticalen in die 
horizontale Ebene die Lage Ao" Ax angenommen hat. Da nun 
die beiden Geraden A' AI: und Ao" Ax durch denselben Punkt A,v 
der Axe hindurchgehen und auf ihr senkrecht stehen, so liegt 
jede in der Verlangerung der anderen. Dasselbe gilt von den 
beiden Gm·aden B'Er und Bo" Bm welche zu einem beliebigen 
anderen Punkte B gehoren. DaI·aus folgt, dass, wenn man die 
horizontale Projection eines Punktes hat, seine Projection auf 
die umgelegt gedachte verticale Projectionstafel immer auf der 
Geraden liegen muss, welche durch seine horizontale Projec­
tion senkrecht zu der Projectionsaxe x gezogen ist, und um­
gekehrt. 

Von diesem Resultate wird bei der Ausfiihrung von Con­
structionen immerfort Gebrauch gemacht. 

9. Bis jetzt haben wir eine gerade Linie gals unbegrenzt 
angesehen und uns nur mit ihrer Richtung beschaftigt. Oft 
aber wird die Gerade als durch zwei ihrer Punkte begrenzt 
betrachtet und man kann in die Lage kommen, die wirkliche 
Lange der Strecke A B kennen zu miissen. ·Wir wollen zeigen, 
wie man diese aus den gegebenen beiden Projectionen der 
Strecke finden kann. 

Wenn eine Strecke parallel zu einer der beiden Projections­
ebenen ist, so ist ihre Lange gleich derjenigen ihrer Projec­
tion auf diese Ebene; denn die Strecke und diese Proj ection 
sind, da sie beide durch die von den Endpunkten del' Strecke 
auf die Projectionsebenen gefallten Lothe begrenzt sind, ein­
ander parallel und liegen zwischen Parallelen. In diesem be­
sonderen Falle ist also, wenn die Projection der Strecke ge­
geben ist, auch unmittelbar die Lange der Strecke selbst 
mitgegeben. 

Eine Gerade ist aber einer der beiden Projectionsebenen 



Darstellende Geometrie. 15 

parallel, wenn ihre Projection auf die andere Projectionsebene 
der Projectionsaxe x parallel ist. 

Wenn dagegen eine Strecke gegen beide Projectionsebenen 
geneigt ist, so ist ihre Lange grosser als die Lange jeder ihrer 
Projectionen; sie kann aber durch eine sehr einfache Con­
struction aus diesen abgeleitet werden. 

Es sei AB die Strecke, deren beide Projectionen A' B', A" B" 
gegeben sind und deren wahre Lange gefunden werden solI. 
Zieht man durch den einen ihrer Endpunkte A in der durch 

I 
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Fig. 4. 

die Strecke AB hindurchgelegten verticalen Ebene [15J eine 
horizontale Gerade AE, welche das von dem andern Endpunkte, 
B auf die Horizontalebene gefallte Loth in dem Punkte E 
schneidet, so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck AEB, wel­
ches man construiren muss, urn die Lange der Strecke AB, 
der Hypotenuse dieses Dreiecks, zu erhalten. Nun kennt man 
aber von diesem Dreiecke ausser dem rechten Winkel die 
Lange der Seite AE, welche gleich der horizontalen Pro­
jection A' B' ist. Zieht man ferner in der verticalen Projec­
tionstafel durch den Punkt A" eine horizontale Gerade A" E", 
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welche die verticale Projection von AE ist, so schneidet 
sie die verticale Gerade B"Bx in dem Punkte E", del' verti­
calen Projection des Punktes E. Mithin ist B" E'l die verti­
cale Projection del' Strecke BE und hat mit derselben gleiche 
Lange. Da man also von dem rechtwinkligen Dreiecke die 
Langen del' beiden Katheten kennt, so kann man leicht das 
Dl'eieck selbst construil'en, dessen Hypotenuse die wahre Lange 
del' Strecke AB angiebt. 

Da die Figuren 3 und 4 in schiefer Parallelprojection ge­
zeichnet sind, so haben sie fur die in del' darstellenden Geo­
metrie ublichen Constructionen del' Projectionsmethode keine 
unmittelbare Verwendung. Wir wollen abel' sofort die Losung 
diesel' ersten Aufgabe in ihrer ganzen Einfachheit mittheilen. 

Es seien (Fig. 5) die Gerade x als Projectiousaxe und die 
Strecken A' B ' , A" B" als die beiden Projectionen einer Strecke 

i 
A; -- - -rt-"-- --------------------1i"-

gegeben. Urn die wahre 
Lange diesel' Strecke zu fin­
den, zieht man durch den 
Punkt A" eine unbegrenzte 
horizontale Gerade AoE", 
welche die Gerade B' B" in 
dem Punkte E" schneidet und 

:r----_------+--x auf welchel' man von diesem 

.A 
Punkte aus die Lauge A' B' 
bis An abtragt. Zieht man 
dann die Hypotenuse AoB" 
dieses rechtwinkligen Drei­
ecks. so giebt sie die wahre 
Lange del' Strecke AB. 

Fig. 5. 
Da die beiden Projec­

tionsebenen zu einander 
senkrecht sind, so konnte 

diese Construction, welche soeben in del' einen diesel' Ebenen 
ausgefiihrt ist, auch in del' andel'll gemacht werden, wodurch 
das gleiche Resultat erzielt werden wurde. 

Wenn von einem durch ebene Flachen, geradlinige Kanten 
und korperliche Ecken begrenzten Korper seine beiden Projec­
tionen, welche sich mithin auf die Systeme del' Projectionen 
del' geradlinigen Kanten reduciren, gegeben sind, so kann man 
nach dem Vorstehenden aus ihnen leicht die Lange jeder belie­
bigen Kante des Korpers bestimmen. Denn entweder ist diese 
Kante {liner del' beiden Projectionsebenen parallel, odeI' gegen 
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beide geneigt; in dem ersteren Falle ist die gesuchte Lange 
der Kante gleich der ihrer Projection, und in dem letzteren 
FaIle kann man sie aus ihren beiden Projectionen mit Hfilfe 
des soeben auseinandergesetzten Verfahrens construiren. 

Vergleich der darstellenden Geometrie mit 
der Algebr a. 

10. Es wfirde hier der Ort sein, um das Verfahren anzu­
geben, [16J nach welchem sich die Projectionen von Korpern, 
welche durch Ebenen und geradlinige Kanten begrenzt sind, 
construiren lassen; him·fitr aber giebt es keine allgemeine 
Regel. Man erkennt leicht, dass die Construction der Projec­
tionen eines Korpers mehr oder weniger leicht sein kann, 
je nach der Art und Weise, wie die Lage der Eckpunkte 
derselben bestimmt ist, und dass die Natur des Verfahrens 
von deljenigen der gegebenen Definition abhangt. Es verhalt 
sich die darstellende Geometrie in diesem Punkte genau so, 
wie die Algebra, in welcher es auch kein allgemeines Verfahren 
giebt, um eine in Worten gegebene Aufgabe in Gleichungen 
umzusetzen. In jedem einzelnen FaIle hangt der einzuschla­
gende Weg von der Art ab, in welcher die Beziehung zwischen 
den bekannten und den unbekannten Grossen gegeben ist, und 
man kann die AnHinger nur durch verschiedenartige Beispiele 
daran gewohnen, diese Beziehungen richtig zu erfassen und 
in Form von Gleichungen zu schreiben. Dasselbe gilt fUr die 
darstellende Geometrie. Nur durch zahlreiche Beispiele und 
den Gebrauch von Lineal und Zirkel im Zeichensaale kann 
man sich tJbung und Gewandtheit in den Constructionen und 
in der richtigen Wahl der fitr jeden einzelnen Fall einfachsten 
und elegantesten Methode erwerben. Aber gerade, wie es in 
der Analysis 2), nachdem eine Aufgabe in Gleichungen umge­
setzt ist, Methoden giebt, um diese Gleichungen weiter zu be­
handeln und aus ihnen die Werthe der Unbekannten abzuleiten, 
so besitzt auch die darstellende Geometrie allgemeine Methoden, 
um, wenn die Projectionen von Korpern ausgeffihrt worden 
sind, aus ihnen alles zu construiren, was aus der Gestalt und 
der Lage der letzteren folgt. 

Wir vergleichen hier nicht ohne Absicht die darstellende 
Geometrie mit der Algebra; diese beiden Zweige der Mathe­
matik haben die engsten Beziehungen zu einander. Es giebt 

Ostwald's KlasBiker. 117. 2 
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keine Construction in der darstellenden Geometrie, welche sich 
nicht in die Analysis iibertragen lasst; und umgekehrt kann 
bei Aufgaben, welche nicht mehr als drei Unbekannte enthalten, 
jede analytische· Operation als Beschreibung einer geometri­
schen Operation aufgefasst werden. 

Es ware zu wiinschen, dass diese beiden Zweige der Mathe­
matik zusammen gepflegt wurden. Dann wiirde die darstel­
lende Geometrie in die verwickeltsten analytischen Operationen 
die ihr eigene Durchsichtigkeit hineinbringen, und die Analysis 
umgekehrt die ihr eigene AIlgemeinheit in die Geometrie. 

Grundsatze fiir die Darstellung der Gestalt und Lage 
von Flachen. Anwendung auf die Ebene. 

11. Die tibereinkunft, welche der Projectionsmethode zur 
Grundlage dient, ist geeignet, die Lage eines Punktes, [17] 
einer unbegrenzten oder begrenzten geraden Linie und folg­
lich auch die Gestalt und Lage eines durch ebene Flachen, 
geradlinige Kanten und kiirperliche Ecken begrenzten Kiirpers 
darzustelIen, da in diesem FaIle der Kiirper vollstandig be­
kannt ist, wenn man die Lage aIler seiner Kanten und Ecken 
kennt. ""Venn aber der Kiirper begrenzt wird entweder durch 
eine einzige krumme Flache, fUr deren sammtliche Punkte also 
dasselbe Gesetz gilt, wie z. B. die Kugelflache, oder durch 
eine Anzahl von Stucken verschiedener krummer Flachen, so 
wurde dieses Verfahren nicht nur unbequem und unpraktisch 
sein und nicht den Vortheil, eine Ab bildung zu geben, ge­
wahren, sondern es wurde sogar unzulanglich und nicht ver­
wendbar sein. 

Zunachst sieht mOan leicht ein, dass unsere fruher getroifene 
Cbereinkunft unbequem und sogar, wenn sie die einzige ist, 
unbrauchbar ist. Denn urn die Lage aller Punkte einer krummen 
Flache darzustellen, musste nicht nur ein jeder derselben durch 
seine horizontale und verticale Projection gegeben sein, son­
dern es miissten auch die beiden Projectionen eines und des­
selben Punktes miteinander verbunden werden, damit man 
nicht Gefahr liefe, zu der Horizontalprojection eines bestimmten 
Punktes als Verticalprojection diejenige eines anderen Punktes 
zu nehmen. Da die einfachste Art, die beiden Projectionen 
eines Punktes als zusammengehOrig zu bezeichnen, die sein 
wurde,. sie durch eine zur Projectionsaxe senkrechte Gerade 



Darstellende Geometrie. 19 

zu verbinden, so wiirden die Zeichnungen mit einer ungeheuren 
Zahl von Linien fiberladen werden, welche um so verwirrender 
wirken wfirden, je grossere Genauigkeit erzielt werden sollte. 

Wir wollen abel' noch zeigen, dass diese Methode sogar 
unzuHinglich ist und del' nothigen Fruchtbarkeit entbehrt. 

Unter del' unendlich grossen Zahl verschiedenartiger krummer 
Flachen giebt es solche, welche sich nul' in einen im Endlichen 
begrenzten Theil des Raumes erstrecken und deren Projectionen 
also nach allen Richtungen hin nul' eine eudliche Ausdehnung 
haben. Zu diesen Flachen gehOrt z. B. die Kugel, deren Pro­
jection auf eine Ebene die Flache eines Kreises mit einem 
dem Kugelradius gleichen Radius iiberdeckt; man kann daher 
das Ebenenstiick, auf welches man die Kugel projiciren soll, 
stets von geniigend grossen Abmessungen nehmen, damit ihre 
ganze Projection auf dasselbe zn liegen kommt. Alle cylin­
drischen Flachen dagegen sind nach einer bestimmten Rich­
tung [18J unbegrenzt, genau so wie ihre erzeugende Gerade. 
Die Ebene, welche die eil1fachste aller Flachen darstellt, ist 
sogar nach zwei Richtungen hin unbegrenzt. Endlich giebt 
es eine grosse Anzahl von Flachen, del' en verschiedene Schalen 
sich gleichzeitig nach allen Raumgebieten hin ausdehnen. Nun 
haben abel' die Zeichenblatter, auf welchen man die Projectionen 
ausfithrt, nothwendigerweise eine begrenzte Ausdehnung. Wenn 
man also kein anderes Mittel zur Darstellung einer krummen 
Flache Mtte, als die beiden Projectionen jedes ihrer Punkte 
anzugeben, so wiirde dieses nul' fiir diejenigen Punkte del' 
Flache anwendbar sein, welche innel'halb des del' Grosse del' 
Projectionstafeln entsprechenden Gebietes del' Flache liegen; 
alle dariiber hinaus liegenden Punkte del' Flache konnten nicht 
dargesteUt und miissten als unbekannt angesehen werden. Die­
ses Verfahren ist also vollig unzul'eichend; es ist abel' auch 
unfruchtbar, da man mit seiner Hiilfe nichts ableiten kann, was 
Bezug hat auf Tangentialebenen und Normalen einer Flache, 
auf die beiden Kriimmungen in jedem ihrer Punkte, auf ihre 
Kriimmungslinien und Riickkehrkanten, auf ihre mehrfachen 
Linien und Punkte und endlich auf alle Dinge, welche noth­
wendigerweise betrachtet werden miissen, sobald man auf einer 
krummen Flache operiren will. 

Deshalb muss man also eine weitere Dbereinkunft zu Riilfe 
nehmen, welche mit del' ersten vertraglich ist und diese iiberall 
da, wo sie unzureichend isi, erganzt. Diese neue Ubereinkunft 
wollen wir jetzt auseinandersetzen. 

2* 
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12. Jede krumme FHiche kann als erzeugt gedacht werden 
durch die Bewegung einer krummen Linie, welche entweder 
del' Gestalt nach unverandert bleibt, wahrend sie ihre Lage 
im Raume andert, odeI' welche gleichzeitig ihre Gestalt und 
ihre Lage im Raume andert. Da diesel' Satz durch seine all­
gemeine Fassung dem Verstandnisse Schwiel'igkeiten darbieten 
konnte, so wollen wir ihn an einigen wohlbekannten Beispielen 
erlautel'll. 

Die Cylindel'ftachen kiinnen vol'llehmlich auf zweierlei Art 
erzeugt werden, namlich entweder durch die Bewegung einer 
geraden Linie, welche wahrend ihrer ganzen Bewegung stets 
einer gegebenen Geraden parallel bleibt und durch eine ge­
gebene Curve hindurchgeht, odeI' durch die Bewegung diesel', 
im ersteren Falle als Leitliuie dienenden Curve, welche bei 
ihrer ganzen Bewegung mit demselben Punkte auf del' gegebenen 
Geraden ruht, wahrend ihre sammtlichen andel'll Punkte Parallelen 
zu diesel' Geraden beschreiben. Bei beiden Entstehungsarten 
ist die Erzeugende, [19J welche im ersten Falle eine gerade 
Linie, im zweiten Falle eine beliebig gegebene Curve ist, del' 
Gestalt nach unveranderlich und andel't allein ihl'e Lage im 
Raume. 

Ebenso haben die Kegelftachen haupsachlich zwei Erzeu­
gungsweisen. 

El'stens kann man die Kegelfiachen durch die Bewegung 
einer unbegl'enzten Gel'aden el'zeugt denken, welche immer durch 
einen gegebenen festen Punkt und dUl'ch eine gegebene Curve, 
an welcher sie entlang gleitet, hindurchgeht. Del' Punkt, 
dUl'ch welchen die Gerade wahrend ihrer Bewegung stets hin­
durchgeht, ist del' Mittelpunkt del' Flache, welchen man un­
passend als S p i tz e bezeichnet hat. Bei diesel' Entstehung 
del' Kegelflachen ist die erzeugende Linie ihrer Gestalt nach 
ebenfalls unveranderlich; sie ist immer eine gerade Linie. 

Zweitens abel' kann man die Kegelfiachen noch auf eine 
andere Weise el'zeugen, welche wir del' Einfachheit wegen 
hier nur fUr Kegelflachen mit Kreisgrundflache auseinander­
setzen. Man kann sich diese Flachen entstanden denken durch 
die Bewegung eines Kreises, dessen Ebene immer zu sich 
sell?st parallel bleibt, dessen Mittelpunkt stets auf einer durch 
die Spitze gehenden Geraden liegt und dessen Radius in jedem 
Augenblicke del' Bewegung proportional dem Abstande sei­
nes Mittelpunktes von del' Spitze des Kegels ist. Man er­
kennt sofort, dass del' Radius des Kreises kleinel' wird, wenn 
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sich die Kreisebene in ihrer Bewegung del' Spitze des Kegels 
annahert, dass er gleich Null ist, wenn diese Ebene durch 
die Spitze hindurchgeht, und dass er dann umgekehrt unbe­
grenzt wachst, wenn sich diese Ebene nach del' andel'll Seite 
immer weiter von der Spitze entfel'llt. Bei diesel' zweiten Ent­
stehungsweise andert del' Kreis, welcher hier die erzeugende 
Curve ist, nicht nul' in jedem Augenblick del' Bewegung seine 
Lage, son del'll auch seine Gestalt, weil sich del' Radius des 
Kreises, mithin auch seine Kriimmung und sein Umfang immer­
fort andel'll. 

Betrachten wir ein drittes Beispiel. 
Eine U mdrehungsfiache kann durch die Bewegung einer 

ebenen Curve, welche sich urn eine beliebig in ihrer Ebene 
gelegene Gerade dreht, erzeugt werden. Bei diesel' Entstehungs­
weise del' Flache besitzt die erzeugende Curve stets unverandert 
dieselbe Gestalt und verandert nur ihre Lage. Man kann 
diese Flache abel' auch durch die Bewegung eines Kl'eises 
erzeugt denken, dessen Mittelpunkt stets auf del' gegebenen 
Axe del' Flache liegt, des sen Ebene zu diesel' Axe immer 
senkrecht ist und dessen Radius in jedem Augenblicke del' 
Bewegung [20] gleich del' Entfel'llung des Axenschnittpunktes 
del' Kreisebene von ihrem Schnittpunkte mit einer belie big im 
Raume gegebenen Curve ist. Hierbei andert also die erzeu­
gende Curve gleichzeitig ihre Gestalt und ihre Lage. 

Diese drei Beispiele mogen geniigen, urn erkennen zu lassen, 
dass aIle krummen Flachen durch die Bewegung von bestimmten 
krurnmen Linien erzeugt werden konnen, und dass es keine 
Flache giebt, deren Gestalt und Lage nicht ganzlich durch 
die genaue nud vollstandige Angabe ihrer Entstehungsweise 
bestimmt werden kann. Diese neue Betrachtung bildet die 
Erganzung zur Projectionsmethode. Wir werden in Zukunft 
oft Gelegenheit haben, uns von ihrer Einfachheit und Niltzlich­
keit zu iiberzeugen. 

Man wird also, urn die Gestalt und Lage einer krummen 
Flache zu bestimmen, nicht die Projectionen del' einzelnen 
Punkte, durch welche dieselbe hindurchgeht, angeben, sondel'll 
fiir einen beliebigen Punkt die zugehorige Gestalt und Lage 
del' erzeugenden Curve construiren. Hierbei hat man folgendes 
zu beachten: 

1) Da jede krumme Flaehe auf unendlich viele verschie­
dene Arten erzeugt werden kann, so ist es Sache del' Geschick­
lichkeit und des Scharfsinns des Zeichners, unter allen Erzeu-
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gungsarten diejenige auszuwahlen, welche die einfachste Curve 
benutzt und die am wenigsten miihsamen Betrachtungen er­
fordert. 

2) Statt fiir jede krumme Flache nUl" eine ihrer Erzeugungs­
arten zu betrachten, was das Studium des Gesetzes der Bewe­
gung sowohl als desjenigen der Gestaltanderung der erzeugenden 
Curve erfordern wiirde, ist es, wie langjahrige Erfahrung gelehrt 
hat, oft viel einfacher, gleichzeitig zwei verschiedene Erzeu­
gungsarten der .B'lache ins Auge zu fassen und fiir jeden Punkt 
die Construction der beiden erzeugenden Curven, welche durch 
ihn hindurchgehen, anzugeben. 

Urn also eine krumme Flache ihrer Gestalt und Lage nach 
darzustellen, geniigt es in der darstellenden Geometrie fiir einen 
beliebigen Punkt dieser Flache, dessen eine Projection wiIlkUr­
lich gewahlt werden kann, die Construction der horizontalen und 
verticalen Projectionen von zwei verschiedenen Erzeugenden, 
welche durch diesen Punkt hindurchgehen, anzugeben. 

13. Wenden wir diese allgemeinen Betrachtungen zunachst 
auf die Ebene an, welche die einfachste und am haufigsten 
benutzte aller Flachen ist. 

Die Ebene wird durch eine in ihrer Anfangslage gegebene 
gerade Linie erzeugt, [211 welche sich so bewegt, dass ihre 
sammtlichen Punkte pal·allele Gerade zu einer zweiten gegebenen 
geraden Linie beschreiben. Wenn die zweite gegebene Gerade 
in der betrachteten Ebene selbst liegt, so kann man auch 
sagen, dass die Ebene durch die zweite Gerade erzeugt wird, 
welche sich so bewegt, dass ihre sammtlichen Punkte Parallelen 
Zll der ersten Geraden beschreiben. 

Man erhalt also ein Bild von der Lage einer Ebene durch 
die Betrachtung von zwei geraden Linien, deren jede als die 
Erzeugende der Ebene angesehen werden kann. Die Lage 
dieser zwei Geraden in der Ebene, welche sie erzeugen konnen, 
ist vollig gleichgiiltig; es handelt sich also nur darum, fiir die 
Projectionsmethode diejenigen Gm·aden auszuwahlen, welche 
die einfachsten Construction en erfordern. Aus diesem Grunde 
bestimmt man in der darstellenden Geometrie die Lage einer 
Ebene durch die Angabe der beiden Geraden, in welchen jene 
die Projectionsebenen schneidet. Offenbar mUssen diese beiden 
geraden Linien die Schnittgerade der beiden Projectionstafeln 
in demselben Punkte schneiden. 

Da wir sehr haufig Ebenen zu betrachten haben werden, 
so wolleR wir, urn uns kiirzer ausdriicken zu konnen, den 
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beiden Gmoaden, in denen die beiden Projectionsebenen von 
einer Ebene geschnitten werden und welche zur Bestimmung 
ihrer Lage dienen, den N amen del' S pur Ii n i en beilegen. 

Liisung mehrerer elementarer Aufgaben tiber die 
gerade Linie und die Eb ene. 

14. Nachdem wir diese Vereinbarungen getroffen haben, 
kiinnen wir zur Losung einer Reihe von Aufgaben tibergehen, 
welche den doppelten Zweck, uns in del' Projeetionsmethode zu 
tiben und uns zugleich ·die Hitlfsmittel zur Erreichung weiterer 
Fortschritte in del' darstellenden Geometrie zu verschaffen, 
verfolgen. 

Erste Aufgabe. (Fig. 6) Es sind ein Punkt P durch 
seine beiden Projectionen P', P" und eine Gerade g 
durch ihre beiden Projectionen g', g" gegeben. Man 
so 11 die Proj ectionen del' Geraden h construiren, 
welche durch den Punkt P hindurchgeht und del' Ge­
raden g parallel ist. 

Losung. Die horizontalen Projectionen del' gegebenen und 
del' gesuchten Geraden, g' und h', mitssen zu einander parallel 
sein, da sie die Schnittge-
raden zweier parallelen Ver-
ticalebenen mit clerselben 
dritten Ebene sind. Dasselbe 
gilt ftir die verticalen Pro­
jectionen g" und It". [22] 
Da ferner die gesuchte Ge­
rade h durch den Punkt P g' 

hindurchgehen solI, so mlis- x----+-------_x 
sen ihre Projectionen beztig­
lich durch die Projectionen 
dieses Punktes hindurchge­
hen. Zieht man also durch 
den Punkt P' die Gerade h' 
parallel zu g' und durch 
P" die Gerade li" parallel 
zu g", so sind die gel' aden 

i~ 
~~ 

p' 

Fig. 6. 

Linien h' und h" die gesuchten Projectionen. 
15. Zweite Aufgabe. (Fig. 7) Eine Ebene E ist durch 

ihre beiden. SpurIinien 61 , 62 und ein Punkt P durch 
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seine Projectionen P', P" gegeben, Man solI die Spur­
linien del' Ebene A construiren, welche durch den ge­

gebenen Punkt parallel 
zu del' gegebenen 
Ebene hindurchgelegt 
werden kann, 

Lasung, Die Spurlinien 
{-----§-~--.s" '. del' gesuchten Ebene A 
, ""': mussen den Spurlinien del' 

'f d, gegebenen Ebene E bezug-
x_+-__ "_"'-'j,:{",,',rl-:S,,--' _7"----7~Ex_'" lich parallel sein, weil die-

: ;~>/( selben, paarweise zusam-

p'L:~~~I--:7; d, mengenommen, die Schnitt-

e, 

Fig,7, 

gel' aden zweier parallelen 
Ebenen mit derselben drit­
ten Ebene sind, Man 
braucht also nul' noch fur 
jede Spurlinie einen Punkt 
zu bestimmen, durch wel­
chen sie hindurchgehen 

muss. Zu diesem Zwecke denken wir uns durch den Punkt P 
eine horizon tale Gerade s gezogen, welche in del' gesuchten 
Ebene A liegt. Diese Gerade s ist del' Spur c1 parallel und 
schneidet die verticale Tafel in einem Punkte 8 2 , welcher auf 
del' in del' verticalen Projectionstafel liegenden Spurlinie del' 
gesuchten Ebene A liegt. Die beiden Projectionen dieses 
Punktes erhalt man, wenn man durch den Punkt p" die hori­
zontale Gm'ade s", durch den Punkt P' die Parallele s' zu del' 
Spur c1 zieht und s' bis zu ihrem Schnittpunkte 8'2 mit del' 
Projectionsaxe x verlangert, welcher Punkt die horizontale Pro­
j ection des Schnittpunktes del' horizontal en Geraden s mit del' 
verticalen Tafel ist; del' Punkt S, selbst liegt mithin auf del' 
durch den Punkt 8'2 senkrecht zur Axe x gezogenen Gm'aden 
und ist, da er auch auf del' Gm'aden s" liegen muss, del' 
Sclmittpunkt beider. Zieht man dann endlich die Parallele d2 

zu del' Spurlinie c2 durch diesen Punkt 8~, so ist diese die 
in del' verticalen Projectionstafel gelegene Spul'linie del' ge­
suchten Ebene A, Verlangel't man die Linie d2 bis zu ihrem 
Schnittpunkte D,,; mit del' Axe x, und zieht man durch diesen 
Punkt die zu del' Spur c1 pal'allele Gel'ade d1 , so ist letztel'e 
die in del' horizontalen Projectionsebene gelegene Spul'Iinie del' 
Ebene A. 
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Anstatt in der gesuchten Ebene sich eine horizontale Ge­
mde s gezogen zu denken, kann man auch eine zu del' verti­
ealen Projectionsebene parallele Hiilfsgerade t benutzen, was 
dureh ein ganz gleiches Schlussverfahren Zll del' folgenden 
Construction fiihrt. 

[23J Durch den Pllnkt P' zieht man die zu der Axe x pa­
rallele Gerade t', dureh den Punkt P" die zu der Spur e~ paral­
lele Gerade t" bis zu ihrem Axenschnittpunkte ~" und dllrch 
diesen eine zur Axe x senkreehte Gerade, welche die Gerade t' 
in dem Punkte TI schneidet. Wenn man dann durch den 
letzteren Punkt zu der Spur el die Parallele d l zieht, so ist 
sie die eine Spurlinie del' gesuchten Ebene 6.. Verlangert man 
diese Spurlinie dj bis Zll ihrem Axenschnittpllnkt D.r , und zieht 
man dureh diesen die Parallele d2 zu der Spurlinie e2 , so hat 
man auch die Spnrlinie der gesuchten Ebene in del' verticalen 
Projectionstafel gefunden. 

16. Dritte Aufgabe. (Fig. 8) Eine Ebene E ist durch 
ihre beiden Spurlinien el , e2 und ein Punkt P dllrch 
seine beiden Projeetionen P', P" gegeben. Es sollen 
die Projectionen des von dem Punkte P auf die Ebene 
E gefallten Lothes lund 
die seines Fusspunktes Q 
bestimmt werden. 

Losung. Die von den 
Projeetionen P', P" des ge­
gebenen Punktes P auf die 
gleichnamigen Spurlinien del' 

\ 

\. Q" 

p" 

y1 
, , , , 

C2 ' 

E ,: l\ 
, , , Ebene gefallten Lothe l iE' : \. F" 

uml l" sind die beiden Pro- x_ ....... ·-t·-4-,'--_-t,...,E .... x..-. __ x 

jeetionen des gesuchten Lo­
thes. Denn wenn man sich 
dureh das Loth l eine zu del' 
horizontalen Projectionstafel 
n' senkreehte Ebene gelegt 
denkt, so sehneidet sie diese 
Projectionstafel und die 
Ebene E in zwei Gel'aden, 
welche beide auf der diesen 
Ebenen gemeinsamen Schnitt-

p' 

Fig.S. 

geraden el senkrecht stehen. Nun ist abel' die erste jener bei­
den Geraden die Projection del' verticalen Hiilfsebene und mit­
hin auch die ·Projection l' des in diesel' Hiilfsebene liegenden 
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Lothes l. Foiglich muss diese Projection l' durch den Punkt P' 
hindurchgehen und auf del' gleichnamigen Spur e1 senkrecht 
stehen. 

Das gleiche Schlussverfahren gilt fur die zweite Projec­
tion l". 

Um den Durchstosspunkt Q des Lothes l durch die Ebene E 
zu erhalten (Fig. 9), hat man zu beachten, dass derselbe offenbar 

p' 
auf del' Schnittlinie dieser Ebene 
mit der durch das Loth l ge­
henden verticalen Hulfsebene 
liegen muss. Diese Schnitt­
gerade projicirt sich also in 
die Lillie l'. Bestimmt man 
noch die verticale Projection 

I Ex diesel' Schnittgeraden, so muss 
-~---f--+-"----+-7=-----X auf ihr die gleichnamige Pro­

pi 

Fig. 9. 

jection Q" des gesuchten 
Punktes Q liegen und, weil 
auch die Linie l" durch jene 
hindurchgehen muss, so ist 
Q" del' Schnittpunkt diesel' 
beiden Geraden. Es ist also 
nul' noch die verticale Pro­
jection del' genannten Schnitt­
geraden zu construiren. Nun 
trifft abel' diese Gerade die 

horizontale Projectionstafel in dem Schnittpunkte F\ del' beiden 
Geraden l' und e1 (dessen verticale Projection del' Fusspunkt F/' 
des von Fl auf die Axe x gefallten Lothes ist) und die verti­
cale Projectionstafel [24 J in einem Punkte, dessen horizontale 
Projection F.' del' Schnittpunkt del' Geraden l' mit del' Axe x 
ist, und we"tcher selbst sowohl auf del' durch den Punkt F~' 
gezogenen Verticalen als auf del' Spurlinie e2 , mithin im Schnitt­
punkte F~ beider Geraden liegen muss. 

Nachdem man so die vertic ale Projection Q" des Schnitt­
punktes von dem Lothe l mit del' Ebene E gefunden hat, 
kann man leicht seine erste Projection Q' ermitteln. Fallt man 
namlich von Q" ein Loth auf die Axe x und verlangert es 
libel' dieselbe hinaus, so muss das Loth durch Q' hindurch­
gehen, welcher Punkt andererseits auch auf del' Geraden l' 
liegen muss. Mithin ist Q' del' Schnittpunkt diesel' beiden 
Geraden .. 
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17. Vierte Aufgabe. (Fig. 10) Eine Gerade 9 und ein 
Punkt P sind durch ihre Projectionen g', g" und p', 
P" gegeben. Man soll die Spurlinien del' Ebene E 
construiren, welche durch den Punkt P hindurch­
geht und auf del' Geradeng senkrecht steht. 

Losung. Von del' vorigen Aufgabe her wissen wir, dass 
jede der beiden Spurlinien der Ebene E auf del' gleichnamigen 
Projection del' Geraden 9 senk-
recht stehen muss; es ist daher 
fiir jede nur noch ein Punkt, 
durch welchen sie hindurch-
gehen muss, zu suchen. Denkt 
man sich zu diesem Zwecke durch 
den Punkt P in der Ebene E 
eine horizontale Gerade 8 ge­
zogen und bis zu ihrem Schnitt­
punkte mit del' verticalen Pro­
jectionsebene veriangert, so fin- X--+-----+"'--j"""''--. .r 

/ det man deren verticale Projec- '. / 
tion 8", indem man durch den Il':><:~, 
Punkt P" eine Parallele zur .' 

"S' Axe x zieht, und ihre horizon- : / 
tale Projection, indem man ~/ 
durch den Punkt P' zu del' p' 

ersten Projection g' der Gera­
den 9 eine Senkrechte 8' zieht, 
deren Schnittpunkt S2' mit del' 

Fig. 10. 

e, 

Axe x die horizon tale Projection des Schnittpunktes S~ del' 
verticalen Projectionsebene und del' Geraden 8 ist. Diesel' 
Punkt S2' welchel' del' Schnittpunkt del' durch S2' gezogenen 
Verticalen und del' Geraden 8" sein muss, ist mithin ein Punkt 
del' zweiten Spuriinie e2 del' Ebene E, und man erhalt diese 
Spur e2, wenn man durch den Punkt S2 eine Senkrechte zu g" 
zieht. 1st Ex der Schnittpunkt diesel' Spurlinie et und del' 
Projectionsaxe, so ist die durch ihn senkrecht zu g' gezogene 
Gerade el die andere gesuchte Spurlinie. 

Wird noch veriangt, den Durchstosspunkt der gegebenen Ge­
raden 9 durch die Ebene E zu bestimmen, so verf!lhrt man 
genau so wie in der vorigen Aufgabe. 

SolI man schliesslich von dem gegebenen Punkte P ein 
Loth auf die Gerade 9 fallen, so braucht man nur, nach dem 
in § 16 angegebenen Verfahren, den Durchstosspunkt [25] der 
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Gel'aden 9 durch die Ebene E, welche durch den Punkt P 
hindnrchgelegt ist und auf der Geraden 9 senkrecht steht, zu 
construiren. Dann kennt man fur jede del' beiden Projectionen 
des gesuchten Lothes zwei Punkte, durch welche sie hindurch­
gehen muss. 

18. Fiinfte Aufgabe. (Fig. 11) Zwei Ebenen A und B 
sind durch ihre Spurlinien an a2 und bl' b2 gegeben. 
Es sollen die Projectionen ihrer Schnittgeraden 9 
bestimmt werden. 

Liisung. Da aIle Punkte der Spurlinie at in del' Ebene A 
und aIle Punkte der Spurlinie bl in del' Ebene B liegen, so 

gehOrt del' Schnittpunkt 
Gj beider Spurlinien 
offenbar beiden Ebenen 

Fig.ll. 

gleichzeitig an und ist 
mithin ein Punkt del' 
gesuchten Schnittgera­
den g. Aus dem gleichen 
Grunde ist der Schnitt­
punkt G 2 del' beiden in 
der verticalen Projec-

tionsebene gelegenen 
Spurlinien a2 und b2 

ebenfalIs ein Punkt del' 
gesuchten Geraden. Die 
Schnittgerade 9 der bei­
den gegebenen Ebenen 
schneidet also die erste 
Projectionsebene in dem 
Punkte G I' die zweite 
in dem Punkte G r 

Projicil't man dann den Punkt G 2 auf die erste Projec­
tionsebene, indem man von G2 d:1s Loth G 2 G 2' auf die Axe x 
falIt, und zieht man die Gerade Gj G 2', so ist sie die hol'izon­
tale Projection g' der Schnittgeraden 9 der beiden gegebenen 
Ebenen. In ahnlicher Weise erMlt man die verticale Projec­
tion gil diesel' Gel'aden, wenn man G1 mittelst des auf die Axe ::r 
gefallten Lothes G1 G/' auf die verticale Projectionsebene pro­
jicirt und die Gel'ade G 2 Gj " zieht. 

19. Sechste Aufgabe. (Fig. 12) Man soIl den Neigungs­
winkel.f, welchen zwei dul'ch ihre Spurlinien at> a2 
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und bll b~ gegebene Ebenen A und B mit einander ein­
schliessen, constl'uil'en. 

Losnng. Nachdem man nach del' vorigen Aufgabe die 
hol'izontale Projection g' del' Schnittgel'aden 9 beidel' gegebenen 
Ebenen construil't hat, 
legt man senkrecht zu 
ihnen und folglich auch 

senkl'echt zu ihrer 
Schnittgel'aden 9 eine 
Hiilfsebene, welche die 
beiden gegebenen Ebe-

'" ',-,: 
" 

'" 
.'." bz 

r" 
,. " 

nen A und B in zwei B 
Gel'aden, die den ge- :r-+"'---::-:i-----,.;.;-----::=:~¥-,x 

" ''', .... 

suchten Winkel E ein­
schliessen, schneidet. 

Die erste Splll'linie 
dieser Hiilfsebene ist zn 
del' horizontalen Projec­
tion g' del' Schnittgera­
den 9 beider gegebenen 
Ebenen senkrecht und 
bildet mit den Geraden, 

G, 

Fig. 12. 

in welchen sich A und B und die Hiilfsebene schneiden, ein 
Dl'eieck, des sen del' horizontalen Seite gegeniiberliegender 
Winkel [26J del' gesuchte Winkel E ist. Es eriibl'igt dahel' nul' 
noch die Construction dieses Dl'eiecks auszufiihren. 

Nun ist es abel' gleichgiiltig, durch welchen Punkt del' 
Schnittgeraden 9 die zu den beiden gegebenen Ebenen senk­
rechte Hiilfsebene hindurchgeht, und man kann dahel' ihre 
erste Spurlinie beliebig in del' horizontalen Projectionsebene 
wahlen, nul' muss sie senkrecht auf g' stehen. Zieht man 
also durch den beliebig auf g' gewahlten Punkt L senkrecht 
zu g' eine Gel'ade, welche die horizontal en Spurlinien a l und 
bl del' gegebenen Ebenen in den Punkten H und J schneidet, 
so ist dieselbe die Grundlinie des zu construil'enden Dreiecks. 
Legt man dann die Ebene dieses Dl'eiecks urn seine Gl'und­
linie H J in die horizon tale Projectionsebene um, so bleibt bei 
diesel' Bewegung del' Scheitelpunkt K des Dl'eiecks, welcher 
zuerst auf del' Schnittgeraden 9 gelegen ist, stets in der durch 
diese Gel'ade gehenden Verticalebene, weil diese senkl'echt zu 
H Jist, und liegt mithin nach erfolgtem Umlegen des Dreiecks 
in die horizolltale Projectionsebene auf del' Linie g'. Folglich 
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braucht man jetzt nul' noch die Hohe des Dreiecks oder, was 
dasselbe ist, die Lange des yon dem Punkte L auf die Ge­
rade g gefallten Lothes zu bestimmen. 

Dieses Loth liegt abel' in der dul'ch g' hindul'chgehenden 
Verticalebene; legt man diese urn die vel'ticale Gel'ade G 2 G / 
in die verticale Projectionstafel urn, und tragt man G2 ' Gt und 
G2 ' L auf del' Projections axe x von G2 ' bis G j u, bez. LU ab, 
so ist die Stl'ecke G2 G j ° gleich dem Stiicke del' Schnittgeraden g, 
welches zwischen den beiden Projectionsebenen gelegen ist. 
Fant man noch von dem Punkte LV das Loth LV KG auf die 
Gerade G2 Gj 0, so ist dieses gleich del' gesuchten Dl'eiecks­
Mhe. 

Tragt man schliesslich die Strecke LO KO yon dem Punkte L 
aus auf del' Geraden g' bis Ko ab und vervollstandigt man 
das Dreieck H Ko J, so ist dessen Winkel im Punkte Kn gleich 
dem von den beiden Ebenen A und B eingeschlossenen 
Winkel c. 

20. Siebente Aufgabe. (Fig. 13) Zwei sich schnei­
den de gerade Linien g und It sind durch ihre Projec­
tionen g', g" und h', h" gegeben. Es soll del' von 
ihnen eingeschlossene Winkel a construirt werden. 

Bevor wir an die Losung diesel' Aufgabe herangehen, be­
merken wir, dass, weil sich die beiden Geraden g und It 
nach del' Voraussetzung schneiden sollen, del' Schnittpunkt P' 
ihrer horizontalen Projectionen und del' Schnittpunkt p" ihrer 
verticalen Projectionen die Projectionen des Punktes P sind, 
in welchem sich die beiden Geraden g und h schneiden, und 
dass daher die Verbindungslinie P' P" senkrecht [27J auf del' 
Axe x stehen muss. Wiirden die Punkte P' und P" nicht in 
derselben Senkrechten zur Axe x liegen, so witrden sich die 
gegebenen Geraden nicht schneiden und konnten folglich nicht 
in einer Ebene liegen. 

Losung. Man verlangert die beiden gegebenen Geraden, 
bis sie die horizontale Projectionsebene in ihren Spurpunkten Gt 

und HI schneiden, und construirt diese Punkte. Zu diesem 
Zwecke verlangert man die zweiten Projectionen g" und 12" bis 
zu ihren Axenschnittpunkten G/' und H/', welche die verti­
calen Projectionen diesel' beiden Spurpunkte sind, und zieht 
dmch beide Punkte in del' horizontalen Projectionsebene und 
senkrecht zur Axe x zwei Gerade, deren Schnittpunkte mit 
den nothigenfalls verlangerten ersten Projectionen g' und It I 
del' Gexaden g und h ihre ersten Spurpunkte Gt und H j sind. 
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Die Verbindungsgerade G I HI bildet dann mit den Theilen 
der gegebenen Geraden 9 und h, welche zwischen ihrem Schnitt­
punkte P und ihl'en beiden ersten Spurpunkten G I' HI liegen, ein 
Dl'eieck, dessen der Grund­
linie Gt HI gegentiberliegen­
del' Winkel der gesuchte 
Winkel a ist. Es ist mithin 
nm noch dieses Dl'eieck zu 
construil'en. Dazu zieht man 
dmch den Punkt p' eine 
gel'ade Linie p' Q senkrecht 
zu Gt HI und legt die Ebene 
des Dl'eiecks GI PHI um 
die Grundlinie GJII in die 
hol'izontale Projectionstafel 
um. Wahrend diesel' Bewe­
gung liegt die Spitze dieses 
Dreiecks stets in der durch 
die gel'ade Linie P' Q gehen­
den vel'ticalen Ebene und 
kommt nach el'folgtem Um­
legen in einen Punkt dieser 
Linie selbst zu liegen, des sen 

G, 

Fig. 13. 

senkl'echter Abstand von del' Grundlinie Gt HI noch zu fin­
den ist. 

Die horizontale Projection del' gesuchten Stl'ecke P Q 
ist P' Q und die verticale Erhebung des Endpunktes P fiber 
den aIidern Endpunkt Q ist gleich P x P"; folglich erhalt man 
(nach Figul' 5 auf Seite 16) die wahl'e Lange von PQ, indem man 
die Stl'ecke p' Q auf del' Axe x von Px aus bis QJ abtl'agt 
und dann die Hypotenuse P" Q J zieht, welche gleich del' ge­
suchten wahren Lange ist. Tragt man schliesslich die Strecke 
P" QJ auf der tiber p' hinaus verlangerten Gel'aden QP' von Q 
bis Po ab und zieht man die Geraden Po Gt und P{)H" so 
erhalt man das zu construirende Dl'eieck, dessen Winkel GI Po HI 
gleich dem gesuchten Winkel a ist. 

21. Achte Aufgabe. Eine gerade Linie gist durch 
ihre beiden Pl'oj ectionen g', g" und eine Ebene E dul'ch 
ihl'e beiden Spurlinien Gil e2 gegeben. Es solI der 
Neigungswinkel a del' Geraden gegen di.e Ebene con­
stl'uirt werden. 

[28J Los~ng. Fitllt man von einem beliebigen Punkte P 
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del' Geraden 9 ein Loth auf die Ebeue E, so ist del' Winkel, 
welchen tlieses mit der Gm'aden 9 einschliesst, gleich dem Com­
plement des gesuchten Winkels a, und es ist daher zur La­
sung diesel' Aufgabe die Construction dieses Complementwin­
kels ausreichend. 

Wenn man abel' auf den beiden Proj ectionen g', g" del' 
gegebenen Geraden zwei Punkte P', P" wahlt, welche in del'­
selben Verticalen zur Pl'ojectionsaxe x liegen, und durch jeden 
diesel' Punkte eine Senkrechte zu der gleichnamigen Spurlinie 
del' Ebene E zieht, so erhalt man die horizontale und verti­
cale Projection jenes Lothes. Damit ist abel' jetzt diese Auf­
gabe auf die vorige, welche den Winkel zweiel' sich schnei­
denden Gm'aden zu finden lehrte, zuruckgefiihrt. 

22. Will man die Karte eines Landes aufnehmen, so denkt 
man sich gewahnlich die hervorragenden Punkte desselben 
durch gel'ade Linien, welche Dreiecke begrenzen, mit ein­
ander verbunden. Es handelt sich dann darum, diese Dreiecke 
in verjungtem Maassstabe in die Karte einzutragen und zwar 
in derselben Anordnung, in welcher sie in Wirklichkeit liegen. 
Die Operationen, welche man dazu auf dem Terrain voruehmen 
muss, bestehen hauptsachlich in dem Messen del' Winkel diesel' 
Dreiecke. Wenn diese Winkel dann unmittelbar in die Karte 
sollen ubertragen werden kannen, so mussen sie in horizontalen, 
del' Kartenebene parallelen Ebenen liegen. 1st abel' die Ebene 
eines solchen Winkels gegen die Kartenebene geneigt, so darf 
man nicht mehl' den Winkel selbst eintragen, sonderu nul' 
seine horizontale Projection; diese letztere kann man immel' 
bestimmen, wenn man ausser dem Winkel selbst noch die 
Neigungswinkel seiner beiden Schenkel gegen die Horizontal­
ebene gemessen hat. Dies fiihrt uns zu dem folgenden Ver­
fahren, welches unter dem Namen del' Reduction eines 
Winkels auf den Horizont bekannt ist. 

Neunte Aufgabe. (Fig. 14) Es sind die Winkel a, a" 
a2 gegeben, welche zwei Gerade miteinandel' und mit 
del' horizontalen Ebene bilden. Man solI die hori­
zontale Projection a' des el'sten diesel' drei gege­
benen Winkel construiren. 

Lasung. Es sei A' die horizontale Projection des Schei­
tels des Winkels (J.. und A I E' diejenige eines seiner Schenkel, 
sodass man also, um den Winkel a' zu erhalten, nul' noch 
seinen anderu Schenkel zu construiren hat. Die zweite Pro­
jectionstafel mag durch die Gerade A I E', welche dann die 
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Pl'ojectionsaxe x ist, hindurchgehen. Him'auf wahlt man auf 
del' durch den Punkt .A I gezogenen Vertical en n einen belie­
bigen Punkt.A [29] und betrachtet diesen als den Scheitel­
punkt des gemessenen 
Winkels [(. Zieht man 
dann dul'ch den Punkt .A 
die Gel'ade A B, welche 
mit del' horizontal gele­
genen Pl'ojectionsaxe x 
den Winkel ABA I gleich 
dem Neigungswinkel at 
des ersten Schenkels ge­
gen die Hol'izontalebene 
einschliesst, so ist del' 
Punkt B del' hol'izontale 
Spurpunkt dieses ersten 
Schenkels. Zieht man 
ferner durch den Punkt 
.A eine zweite Gel'ade 
A C, welche mit del' 
Projectionsaxe x den 
Winkel a 2 einschliesst, 
und beschreibt man um 

Fig. 1-1. 

A I als l\fittelpunkt mit dem Radius A I C einen Kl'eisbogen CF, 
so kann del' zweite Schenkel die horizontale Ebene nul' in 
einem Punkte dieses Kreisbogens schneiden. Es handelt sich 
also nUl' noch darum, den Abstand dieses letzteren Punktes 
von einem beliebigen andel'en Punkte, z. B. dem Punkte B zu 
finden. 

Nun liegt abel' diesel' Abstand in del' Ebene des ge­
messenen Winkels [(. Zieht man also die Gerade AD, sodas~ 
del' Winkel BAD gleich [( ist, und triigt man die Strecke A C 
von A aus bis D ab, so ist die Stl'ecke B D gleich del' ge­
suchten Entfernung. 

Beschl'eibt man schliesslich mit dem Radius B D urn den 
Punkt A' als l\1ittelpunkt einen Kreisbogen, welcher den el'sten 
Kl'eisbogen C P in dem Punkte E sehneidet, so ist E del' 
horizontale Spurpunkt des zweiten Sehenkels. Folglieh ist A I E 
die horizontale Projeetion dieses Sehenkels und del' Winkel 
B A I E die gesuchte Pl'oj ection [( I des gemessenen Winkels [(. 

Die yorstehenden neun Aufgaben geniigen kaum, urn einen 
Begrift· yon del' Projectionsmethode zn geben ~ und konnen 

Ostwald's KLts3ikel'. 117. " " 
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daher nicht aIle ihre Hiilfsmittel zeigen. Abel' indem wir zu 
allgemeineren Betrachtungen forlschreiten, werden wir zugleich 
bemiiht sein, die Operation en durchzufiihren, welche am ge­
eignetsten sind, uns dieses Ziel el'l'eichen zu lassen. 

Zweiter Theil. 

Tangentialebenen und Normalen krummer Flachen. 

Einleitung. 

23. Da jede krumme Flache auf mehrere Arlen durch die 
Bewegung von Curven erzeugt werden kann, so ist es immer 
moglich, fur jeden beliebigen Punkt einer Flache zwei ver­
schiedene durch ihn hindurchgehende Erzeugende zu betrachten ; 
zieht man in diesem Punkte an jede der beiden Erzeugenden 
die Tangente, so ist die durch die beiden Tangenten bestimmte 
Ebene [30] die Tangentialebene. Del' Punkt der Flache, 
in welchem sich die beiden Erzengenden schneiden, und wel­
cher sowohl auf den beiden Tangenten als in del' Tangential­
ebene liegt, ist del' Beriihrungspunkt diesel' Ebene mit del' 
Flache. 

Die durch den Beriihrungspunkt senkrecht zu del' Tangen­
tialebene hindurchgezogene Gerade heisst die Norm ale der 
Flache. Sie steht auf dem Flachenelement senluecht, weil 
dasselbe in jeder Richtung der Lage nach mit del' Tangential­
ebene, welche als seine Forlsetzung betrachtet werden kann, 
zusammenfallt. 

24. Die Betrachtung der Tangentialebenen und Normalen 
krummer FHtchen ist fiir eine grosse Anzahl von KUnsten sehr 
niitzlich und fiir mehrere derselben sogar ganz unerlasslich. 
Wir wollen dafUr zwei Beispiele geben, eins fur jeden del' 
beiden FaIle, und nehmen diese aus del' Baukunst und aus del' 
~Ialerei. 

Die verschiedenen Stucke, aus denen QuadersteingewOlbe 
erbaut sind, heissen G e w 0 I b s t e i 11 e, und F u g e n 3) heissen die 
Seitenfla'Chen diesel' Steine, langs deren sich zwei benachbarte 
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Steine beruhren, gleichgultig ob beide derselben Schicht odeI' 
zwei benachbarten angehOren. 

Die Lage del' Fugen ist mehreren Bedingungen unterworfen, 
welche nothwendig erfullt sein mussen. Wir werden im Laufe 
diesel' Vorlesungen allmahlich aIle diese Bedingungen kennen 
lernen; fur den Augenblick wollen wir uns nur mit dCl:jenigen 
beschaftigen, welche auf unsere gegenwartigen Untersuchungen 
Bezug hat. 

Diese Bedingung, den en die Lage del' Fugen genugen 
muss, ist die, dass sie senkrecht aufeinander und auf die 
GewOlbflache treffen mussen. Wenn man von diesem Gesetze 
merkbar abwiche, so wurde man nicht nul' die allgemeinen 
SchOnheitsregeln, ohne del'en Befolgung keine gefallige Wir­
kung zu erzielen moglich ist, verletzen, sondel'n auch Gefahl' 
laufen, das GewOlbe weniger fest und dauel'haft zu machen. 
Denn wurde eine del' Fugen schief auf die GewOlbflache auf­
treffen, so musste von den beiden langs diesel' Fuge anein­
anderstossenden GewOlbsteinen del' eine einen spitz en , del' an­
dere einen stumpfen FHichenwinkel besitzen, und die Steine 
konnten dem Gegendrucke, welchen sie aufeinander ausuben, 
nicht den gleichen Widerstand entgegensetzen; bei del' Spro­
digkeit des Materials wurde del' spitze Winkel del' Gefahr des 
Zersplitterns ausgesetzt sein, wodurch nicht nul' die Gestalt 
des Gewolbes verunstaltet, somlern auch die [31] Dauel'­
haftigkeit des Gebaudes beeintrachtigt werden wurde. Die 
Construction eines GewOlbes aus Gewolbsteinen erfordel't mithin 
unbedingt die Betrachtung del' Tangentialebenen und Normalen 
del' von demselben gebildeten krummen Flache. 

25. Gehen wir zu einem zweiten Beispiele uber, welches 
auf den ersten Blick nicht von del' Art zu sein scheint, dass 
es einer gleich strengen Behandlung fahig ist. 

Man ist gewohnt, in del' Malerei zwei verschiedene Theile 
del' kunstlerischen Thlttigkeit zu unterscheiden. Del' eine ge­
hOrt del' eigentlichen Kunst an und hat das Ziel, in dem Be­
schauer eine bestimmte Erregung, eine bestimmte Empfindung 
hervorzurufen, odeI' ihn in die Stimmung zu versetzen, welche 
ihn am best en befahigt, einen bestimmten Eindruck in sich 
aufzunehmen. Diesel' Theil seiner Thatigkeit verlangt von dem 
Kunstler eine innige Bekanntschaft mit del' Psychologie 4) und 
die genauesten Kenntnisse von del' Natur del' Dinge, von del' 
Art, in welcher sie auf uns einwirken, und von den, selbst 
unwillkurlichen Kennzeichen, (lurch welche sich diese Einwil'-

3* 
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kung kundgiebt. Dies Alles kann abel' nul' das Resultat einer 
ganz ausgezeichneten Erziehung sein, wie sie kaum Jemand zn 
Theil wird und wie wir sie nicht im Entferntesten unseren 
jungen Kiinstlern angedeihen lassen. Diesel' Theil del' kiinst­
lerischen Thatigkeit ist keiner allgemeinen Regel unterworfen, 
und in Bezug auf ihn lassen sich nur gute RathschHige geben. 

Del' andere Theil del' Thatigkeit in del' Malerei umfasst 
genau genommen das Handwerksmiissige derselben und erstrebt 
die sorgsame Ausfiihrung del' geistigen SchOpfungen des ersten 
rrheiles. Hier ist nichts willkiirlich, alles kann vielmehr auf 
Grund einer strengen Schlussfolgerung vorausgesehen werden, 
weil es das nothwendige Ergebniss des Zusammenwirkens ge­
eigneter Objecte und gegebener Umstande ist. Wenn ein Ob­
ject del' Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn man die 
Beschafi'enheit, Zahl und Lage aller Korper kennt, welche es -
entweder mit directem odeI' refiectirtem Lichte - beleuchten 
konnen, wenn die Lage des Auges des Beschauers festgelegt 
ist und schliesslich aIle Umstande, welche auf die Besichtigung 
Einfiuss haben konnen, ermittelt und gut bekannt sind, so ist 
das Bild jedes Punktes auf del' sichtbaren Oberfiache des Ob­
jectes vollig bestimmt. Alles was sich auf den Farbenton und 
die Helligkeit dieses Bildes bezieht, hangt ab von del' Lage 
del' Tangentialebene in diesem Punkte des Objectes zu den 
heleuchtenden Korpern und zu dem Auge des Beschauers und 
kann durch Ueberlegung allein gefunden werden; ist es auf 
solche Weise bestimmt, so muss es genau angewendet werden. 
Jede Abschwachung ebenso wie jede Uebertreibung wiirde den 
Anblick und die Gestalt des Objectes verandern und eine 
andere Wirkung als die von dem Kiinstler beabsichtigte her­
vorbringen. 

Ich weiss sehr wohl, dass die oft nothwendige schnelle 
Ausfiihrung [32] nul' selten eine Methode zu benutzen gestattet, 
welche den Geist jeder sinnlichen Hiilfe beraubt und ihn allein 
auf die Ausbildung seiner Verstandesfahigkeiten hinweist, und 
dass es fiir den Maler weit leichter ist, seine Objecte in Bezug 
auf ihre Stellung, Lage, Farbentiine und Helligkeitsverhaltnisse 
zu beobachten und dann nachzubilden. Wenn er sich abel' 
daran gewohnt Mtte, die Lage del' Tangentialebenen und del' 
beiden Kriimmungen - von diesen sprechen wir in spateren 
Vorlesungen - in jedem Punkte del' zu malenden Flachen in 
Betracht zu ziehen, so wiirde er dayon bedeutenden Nutzen 
haben und iill Stande sein, die Wirkungen, welche er dmch 
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Ausserachtlassen einiger Umstande vielleicht nicht erzielt hat, 
noch hel'vorzubringen und andere Wirkungen, welche durch 
fremdartige Umstande veranlasst sind, zu beseitigen. 

Schliesslich sind· solche nichtssagenden Ausdriicke, wie 
halbflach, hell dunkel, welche die Maler fortwahrend ge­
brauchen, nul' ein bestandiges Zeugniss dafitr, dass sie ein­
gehendere Kenntnisse und strengere Ueberlegungen nothwendig 
brauchen. 

26. Vnabhangig von ihrer Verwendbarkeit und Niitzlichkeit 
fiir viele Kiinste ist die Untersuchung del' Tangentialebenen 
und Normalen krummer Flachen in der darstellenden Geometrie 
eines del' fruchtbarsten Hiilfsmittel zur Losung von Aufgaben, 
die durch andere Verfahren nur sehr schwierig zu lOs en sind 
und von denen wir einige Beispiele geben werden. 

::\Iethode fiir die Bestimmung del' Tangentialebenen 
in gegebenen Punkten krummer FBichen. 

27. Die allgemeine Methode, urn die Tangentialebene einer 
krummen Flache zu bestimmen, besteht (vgl. Artikel 23) darin, 
durch den Beriihrungspunkt die Tangenten an zwei verschiedene 
(lurch dies en Punkt gehende Erzeugende zu ziehen und dann 
die durch diese zwei Geraden bestimmte Ebene zn construiren. 
In einigen besonderen Fallen weicht man zwar, urn die Con­
structionen abzukiirzen, ein wenig von del' bnchstablichen Be­
folgung dieserVorschrift ab, abel' man verfahrt immer in ganz 
ahnlicher Weise. 

::\1it del' Construction del' Normalen beschliftigen wir nns nicht 
besonders, weil diese auf die Construction einer zur Tangen­
tialebene senkrechten Geraden hinauslauft, und wir diese 
Construction bereits auszufiihren gelernt haben (vgl. S. 25-26). 

28. Erste Aufgabe. (Fig. 15 u. 16) In einem Pnnkte P 
einer Cylinderflache, dessen horizontale Projection 
gegeben ist, solI die Tangentialebene an diese 
Flache gelegt werden. 

Losung. Es seien a', a" die horizontale und vertic ale 
Projection del' gegebenen Geraden a, welchel' die Erzeugenden 
del' Cylinderflache raa] parallel sein sollen. In del' horizon­
talen Ebene sei die Curve k gegeben *), durch welche die 

*) 'In der Figur 15 ist als diese Curve k der dnrch die Pnnkte B, 
C gehende Kreis mit dem Mittelpnnkte .A gezeichnet.] 
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geradlinige Erzeugende stets hindurchgehen soll, und welche 
man als die horizontale Spur del' Cylinderflache auffassen kann. 
Endlich sei P' die gegebene Horizontalprojection des Punktes 
del' Cylinderflache; in welchem die Tangentialebene an diese 
construirt werden solI. 

Zieht man durch den betrachteten Punkt P del' Flache. 
dessen horizontale Projection nach P' faUt, die zugehiirig~ 
geradlinige Erzeugende 1n, so ist diese, da sie eine gerade 
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Fig. 15. 

Linie ist, ihre eigene Tangente und mithin eine del' beiden 
Geraden, welche die Lage del' gesuchten Tangentialebene be­
stimmen. Diese Gerade m muss ferner del' gegebenen Geraden 
a parallel sein, folglich sind ihre beiden Projectionen den Ge­
raden a' und a" bezuglich parallel. Zieht man also durch 
den Punkt P' eine Parallele zu del' Geraden (t', so erhalt man 
die horizontale Projection m' del' Erzeugenden m. Urn ihre 
verticale Projection zn erhalten, verHtngert man die Erzeugende 
m auf del' Cylinderfiache, bis sie die horizontale Projections-
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ebene schneidet; dies kann nur in einem Punkte geschehen, 
welcher gleichzeitig auf der horizontillen Projection m' der 
Erzeugenden und auf der Leitlinie k liegt und also ein Schnitt­
punkt beider sein muss. Man verHingert also die Gerade m', 
bis sie irgend einen Theil der Curve k schneidet. 

Hier bieten sich nun zwei Falle dar: entweder schneidet 
die Gerade m' die Spur der Cylinderflache nur in einem ein­
zigen Punkte oder in mehreren. Wir wollen die beiden Falle 
getrennt behandeln und zunachst aunehmen, dass die Gerade 
m', wie weit wir sie auch verlangern, die Curve k nur in 
einem Punkte B schneidet. Da dieser Punkt B der erste 
Spurpunkt der Erzeugenden mist, so erhalt man ihre verticale 
Projection m", indem man den Punkt B mittelst der verticalen 
Geraden BB" auf die vertic ale Projectionsebene projicirt und 
durch den Punkt B" die Par allele m" zu a" zieht, Man hat 
mithin jetzt die beiden Projectionen einer der Geraden, durch 
welche die gesuchte Tangentialebene hindurchgehen muss. Die 
verticale Projection P" des Beriihrnngspunktes P muss nun 
sowohl auf del' durch den Punkt P' zur Axe x gezogenen Senk­
rechten als auf del' zweiten Projection 1n" del' Erzeugenden 1n 
und folglich in ihrem Schnittpunkte liegen. 

Schneidet die Gerade ?Ib' die Spur k del' Cylinderflache in 
mehreren Punkten B, e, ... , so verfahrt man fiir jeden diesel' 
Punkte in genau derselben Weise, wie es soeben fiir den Fall 
eines einzigen Schnittpunktes B beschrieben worden ist. [34] 
Daraus folgt nul', dass man die verticalen Projectionen B" P", 
e" Q", ... , von eben so vielen erzeugenden Geraden und die 
verticalen Projectionen von eben so vielen Beriihrungspunkten 
P", Q", ... erhiilt, als es Schnittpunkte der Geraden m' mit 
der Curve k giebt. 

In den Figuren 15 u. 16 ist die Spur k del' Cylinder­
flache ein Kreis, welcher von einer schneidenden Geraden 
im allgemeinen in zwei Punkten getroffen wird. Es muss also 
die durch den Punkt P' gezogene Verticale die Cylinderflache 
in zwei Punkten schneiden, zuerst in dem Punkte P, welcher 
auf del' durch den Punkt B gehenden Erzeugenden liegt und 
dessen verticale Projection P" ist, und dann in dem Punkie 
Q", welcher auf del' durch den Punkt e gehenden Erzeugenden 
liegt und dessen verticale Projection Q" ist. Obgleich die 
beiden Punkte P und Q dieselbe Horizontalprojection P' be­
sitzen, fallen sie durchaus nicht zusammen und zu jedem von 
ihnen gehOrt eine besondere Tangentialebene. Jetzt hiitte man 
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weiter fitr jeden Beriihrungspunkt eine zweite Gerade zu con­
struiren, welche die Lage der Tangentialeb\lne in dem Punkte 
bestimmt. W ollte man streng nach der allgemeinen Methode 
verfahren, so miisste man, indem man die Spurlinie der Cy­
linderflache als eine zweite Erzeugende ansieht, durch jeden 
Beriihrungspunkt eine solche hindurchlegen und an dieselbe 
die betreffende Tangente construiren. Bei den Cylinderflachen 
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kann man aber eine einfachere Betrachtullg benutzen. Die 
Tangentialebene im Punkte P beriihrt die Flache langs der ge­
radlilligen Erzeugenden m, welche durch diesen Punkt hindurch­
geht, und also auch in dem Spurpunkte B, welcher ein PUllkt 
der Graden mist; folglich muss die gesuchte Tangentialebene 
auch durch die im Punkte B an die Leitlinie k des Cylin­
ders gezogene Tangente hindurchgehen. Dureh den gleichen 
Schluss erkennt man, dass die Tangentialebene im Punkte C) 
durch die im Punkte C an die Leitlinie k gezogene Tangente 
hindurehgehen muss. Wenn man also in den beiden Punkten 
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B und C (lie Tangenten 81 und tl an den Spurkreis zieht 
und sie verlitngert, bis sie die Projectionsaxe in den beiden 
Punkten Sx und Tx schneiden, so hat man damit die in del' 
horizontalen Ebene gelegenen Spmlinien der beiden Tangential­
ebenen erhalten. 

Es bleiben jetzt nur noch (lie in der verticalen Ebene ge­
legenen Spurlinien der beiden Tangentialebenen zu construiren 
Ubrig. Da man fiir jede dieser Spurlinien bereits einen Punkt S.n 
bez. T.7J kennt, durch welch en sie hindurchgehen muss, so 
braucht man fiir jede nur noch einen Punkt zu bestimmen. 

Fig. 16. Zu diesem Zwecke construiren wir, indem wir fiir 
die erste der beiden Ebenen das Verfahren auseinandersetzen, 
denjenigen Punkt, [35J in welchem eine dnrch den Beriihrungs­
punkt P in der Tangentialebene gezogene horizontale Gerade h 
die verticale Projectionsebene schneidet. Die horizontale Pro­
jection h' dieser Hiilfsgeraden h erhalt man, indem man durch 
den Punkt P' eine Parallele zu der ersten Spurlinie 8 1 (lieser 
rrangentialebene zieht und zwar, bis sie (lie Axe x in dem 
PUllkte H2 ' schneidet; (lie vertic ale Projection h" ist (lie dmch 
den Punkt P" gezogene horizontale Gerade. Der gesuchte 
Schnittpunkt der Geraden h und der zweiten Projectionsebene 
muss sowohl auf der durch den Punkt H~' gezogenen Verti­
calen als auch auf der dmch den Punkt pIt gezogenen Hori­
zontalen h" liegen und ist folglich der Schnittpunkt H~ beider. 
Verbindet man schliesslich noch die Punkte H2 und s,,; durch 
die Gerade 82, so ist sie (lie zweite Spurlinie der betrachteten 
Tangentialebene. Urn (lie zweite Spurlinie der anderen Tangen­
tialebene zu finden, verfahrt man in ganz gleicher Weise: man 
zieht dmch den Punkt p' zu del' Spmlinie tl eine Parallele i', 
welche die Axe in dem Punkte J' 2 trifft, und errichtet in J' 2 

auf del' Axe x eine Senkrechte, welche die durch den Punkt 
Q" gezogene horizontale Gerade i" in dem Punkte J2 schneidet. 
Die Verbindungsgerade der beiden Punkte .12 und Tx ist dann 
(lie gesuchte zweite Spurlinie t2 • 5 ) 

29. Zweite Aufgabe. (Fig. 17) In einem durch seine 
Horizontalprojection gegebenen Punkte einer Kegel­
flache so 11 man die Tangentialebene an die Flache 
construiren. 

LOBung. Die Losung diesel' Aufgabe weicht von der vorigen 
nul' darin ab, dass die erzeugende Gerade, statt imme!' sich 
selbst parallel zu bleiben, stets durch (lie Spitze des Kegels, 
welche dmch ihre beiden Projectionen gegeben ist, gehen muss. 
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Wir glauben daher, dass es sich nicht empfiehlt, die Lasung 
hier durchzufilhren, und empfehlen vielmehr dem Leser, sie 
selbst zu suchen, wozu wir ihm die nachfolgende Figur 17 
~ls Hulfsmittel fiir den 1<~all, dass ein solches noch nathig ist, 
~n die Hand geben. 

Fig. 17. 

30. Dritte Aufgabe. (Fig. 18 u. 19) Man soll in einelll 
durch seine Horizontalproj ection gegebenen Punkte 1) 
einer Umdrehungsflache, deren Axe a vertical steht, 
die Tangentialebene an die Flache construiren. 

Lasung. Es sei A die gegebene horizontale Projection der 
Umdrehungsaxe a, a" ihre verticale Projection, le" die gegebene 
·erzeugende Curve, wie sie eine durch die Axe a gelegte Ebene 
(in der Figur die zur verticalen Projectionsebene parallele 
Ebene) aus der Flache ausschneidet, und pi die gegebene hori­
zontale Projection des Beruhrungspunktes P. 

Denkt man sich durch den Beruhrnngspunkt P und die 
Umdrehungsaxe a eine verticale Ebene hindurchgelegt, deren 
horizontale Projection die unbegrenzte Gerade AP' ist, so 
schneidet diese Ebene die Umdrehungsflache in der [36J durch 
den Punkt P gehenden erzeugenden Curve. Zieht man durch 
den Punkt P' eine verticale Gerade, so schneidet sie die eben 
erwahute Erzeugende und folglich auch die Umdrehungsflachc 
in einem oder mehreren Punkten P, Q, ... , welche ebenso viele 
Beriihrungspunkte mit der gemeinsamen horizontalen Projection 
P' sind, Alle diese Beriihrnngspunkte findet man dadurch, 
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dass man die Strecke AP' auf del' Projections axe x von A" 
bis Bx abtragt und durch den letzteren Punkt eine Parallele 

Fig. 18. 

zu a" zieht; die Punkte B", C", ... , in denen diese Gerade 
die Curve k" schneidet, geben die Hohen fiber del' horizontalen 
Projectionstafel fUr ebenso viele Schnittpunkte der durch den 
Punkt P' gezogenen Verticalen mit del' durch P gehenden Er­
zeugenden del' Flache an. Um die verticalen Projectionen del' 
gesuchten Berfihl'ungspunkte zu erhalten, zieht man durch aHe 
diese Punkte E", C", ... unbegrenzte horizontale Gerade, auf 
welchen jene liegen mfissen; andererseits mfissen sie abel' auch 
auf del' durch den Punkt P' senkrecht zul' Projectionsaxe x 
gezogenen Gel'aden liegen. Die Schnittpunkte P", Q", ... 
diesel' letzteren Senkrechten mit den eben erwahnten horizon­
talen Geraden sind mithin die zweiten Projectionen der ver­
schiedenen Bel'iihrungs punkte. 
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Legt man ferner durch jeden Beriihrungspunkt eine hori­
zontale Ebene hindurc~ so schneidet diese die Umdrehungs­
tlache in einem Kreise, welcher als eine zweite erzeugende 
Curve derselben .betrachtet werden kann; del' Mittelpunkt dieses 
Kreises liegt auf del' Axe a und die Tangente im Beriihrungs­
punkte steht, da sie auf dem zugehOrigen Radius senkrecht 
steht, auch senkrecht auf del' dmch die Gerade AP' hindurch­
gelegten verticalen Ebene, in welcher diesel' Radius liegt. Die 
(lurch diese Kreistangente hindurchgehende Tangentialebene 
muss folglich auch auf derselben verticalen Ebene senkrecltt 
stehen und daher in del' horizontal en Projectionsebene eine 
zn AP' senkrechte Spur haben, zu deren Bestimmung man 
nur noch ihren senkrechten Abstand von dem Punkte A Zll 

/ 

'., , 
" " G 

Fig. 19. 

bestimmen braucht. Zieht man nun dnrch die Punkte B", 
C", ... die Tangenten B" F;n C" G:o ... an die Erzeugende 
/..", so .geben uie Strecken A" F:n A" G:n ... die gesuchten 
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Abstande. rrl'agt man schliesslich diese Strecken von A ans 
auf (leI' Geraden A P' bez. bis F, G, . .. ab und zieht man 
durch die so erhaltenen Punkte die zu AP' senkrechten Ge­
raden 81> to ... , welche die Pl'ojectionsaxe in den Punkten S.1'> 
TT' . . . schneiden, so sind letztere Geraden die ersten Spur­
linien del' gesuchten Tangentialebenen. 

Urn in del' verticalen Projectionsebene (lie Spurlinien aIler 
diesel' Ebenen zu erhalten, muss man sich durch jeden BerUh­
rungspunkt eine horizontale Gerade in del' zugehiirigen Tangen­
tialebene gezogen und bis zu ihrem Durchstosspunkte durch die 
verticale Projectionstafel verlangel't denken. l371 Jede solche 
Gerade ist die Tangente an den durch den zugehiirigen Be­
l'Uhrungspunkt gehenden ParaIlelkreis del' FHiche, und ihr in 
del' verticalen PrQjectionsebene gelegener Spurpunkt gehiirt 
del' in derselben Ebene liegenden Spurlinie del' betreffenden 
Tangentialebene an. FUr aIle BerUhrungspunkte P, Q, ... 
haben die horizontalen HUlfsgeraden h, i, . . . dieselbe hori­
zontale Projection, namlich die durch den Punkt P' senkrecht 
zu AP' gezogene Gerade h', welche in dem Punkte H~' die 
Projectionsaxe schneidet. Zieht man durch H/ eine verticale 
Gerade, so liegen auf ihr aIle Durchstosspunkte del' horizon­
talen Httlfsgeraden durch die verticale Projectionstafel, und da 
diese Punkte auch auf den durch n", e", ... gezogenen hori­
zontalen Geraden h", in, . . . liegen miissen, so sind sie die 
Schnittpunkte H 2 , J2 , ••• derselben mit del' verticalen Geraden 
durch H:. Jeder diesel' Punkte liefert einen Punkt del' gesuchten 
zweiten Spurlinie fiir je eine del' betl'achteten Tangentialebenen. 
Folglich ist die Gerade 8 2, welche H2 mit Sx verbindet, die 
zweite Spurlinie del' el'sten Tangentialebene, die Gerade t", 
welche J2 mit Tx; verbindet, diejenige del' zweiten Tangential­
ebene, und so fort, wenn deren noch mehrere zu betrachtell 
sind. 

Wir beschranken uns jetzt auf die drei soeben behandelten 
Beispiele, weil diese fiir aIle Flachen, deren Erzeugung wir 
frUher (vgl. S. 20-22) beschrieben haben, ausreichen. III del' 
Fortsetzung dieses Werkes werden wir Gelegenheit haben, die 
l<~rzeugung von weit mehr Flachenfamilien kennell zn lernen 
und dann das gleiche Verfahren zur Bestimmung ihrer Tan­
gentialebenen und Normalen anwenden. Jetzt wollen wir eine 
Aufgabe behandeln, zu deren Lusung man mit Vortheil die 
Betrachtnng einer Tangentialebene benutzt. 

31. Vierte AUfgabe. (Fig. 20) Zwei Gerade 9 und h 
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sin d durch ihre horizontalen un d vertical en Projec­
tionen g', h' und f/,,!t" gegeben. Es sollen die beiden 
Projectionen n', nil ihres kiirzesten Abstandes (d. h. 
del' Geraden, welche gleichzeitig auf den beiden 
Gel'aden g und h senkrecht steht) construirt und die 
wahre Lange desselben bestimmt werden. 

Losung. Durch die erste del' beiden gegebenen Geraden g 
denken wir uns eine Ebene L parallel zu del' zweiten Geraden h 
gelegt, was immer moglich ist; denn wenn man durch einen 
beliebigen Punkt del' Gm'aden g eine Pal'allele zu del' Get'aden 
h zieht und diese dritte Gcrade sich immer parallel zu sieh 
selbst die Gerade g entlang bewegen lasst, so erzeugt sie die 
Ebene L. Ferner denken wir uns urn die Gerade h als Axe 
einen Kreiscylinder construirt, [38] dessen Radius gleich dem 
gesuchten kiirzesten Abstande del' beiden Gm'aden g und It ist, 
Diese Cylinderflache wird von del' zuerst construirten Ebene L 
langs einer zur Cylinderaxe h parallelen Gm'aden m bertihrt, 
welche die Gerade g in einem bestimmten Punkte P schneidet, 
Zieht man durch diesen Punkt eine Senkrechte zu del' Ebene L, 
so ist sie die gesuchte Gerade des ktirzesten Abstandes; denn 
sie geht durch eillen Punkt del' Geraden g, steht in diesem 
auf g senkrecht und schneidet die Gerade hunter einem rechten 
Winkel, da sie ein Radius del' nm die Gerade h als Axe con­
struirten Cylinderflache ist. 

Es kommt also nul' noch darauf an, aIle Schritte diesel' 
Liisung allmahlich durch Construction wirklich auszufithren, 

1. Urn die Spurlinien s\, s~ del' durch die Gerade g parallel 
zu del' andel'll Geraden h gelegten Ebene L zu construiren, sucht 
man zunachst den Punkt Gj , in welchem die Gerade g die 
horizontale Ebene schneidet; diesel' ist ein Punkt del' erst en 
Spurlinie s\, Nachdem man die verticale Projection gil bis 
zum Schnittpunkte Gi" mit del' Projectionsaxe ,c verlangert 
hat, zieht man durch den Punkt G/' eine Senkrechte zu x, 
welche die horizontale Projection 9' in dem gesuchten ersten 
Spurpunkte Gt schneidet, Ferner zieht man durch den zweiten 
Spurpunkt del' Geraden g, dessen Horizontalprojection G2 ' ist 
und des sen Verticalprojection mit dem Punkte G2 selbst zu­
sammenfallt, zu del' Geraden h die Pal'allele i, deren Projec­
tionen man erhalt. indem man durch G/ zu h' die Parallele i ' 
und durch G 2 zu it die Parallele i" zieht. Errichtet man in 
dem Schnittpunkte 1/' del' Axe x mit i" eine Senkrechte, so 
schneidet diese die erste Projection i' in dem erst en Spur-
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punkte J.. del' Hitlfsgeraden i. Del' Punkt J 1 ist dann eben­
falls ein Punkt del' ersten Spurlinie del' gesuchten Ebene L . 
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Fig. 20, 

Zieht man also die Gerade G 1 Jl , welche man bis zu ihrem 
Schnittpnnkte Sx mit del' Axe x verlangert, so ist sie die 
gesuchte erste Spurlinie 8 1• Verbindet man noch die Punkte 
S1; und G 2 durch eine Gerade, so ist diese offen bar die zweite 
Spurlinie 82 derselben Ebene. 

2. Urn die Beruhrungslinie rn del' Ebene L mit del' Cylinder­
Hache zu constrniren, muss man von einem beliebigen Punkte 
del' Geraden It, welche die Axe des Cylinders ist (z. B. von 
ihrem ersten Spurpunkte HI), ein Loth auf die tangirende Ebene 
L fallen; del' Fusspunkt J( dieses Lothes ist ein Punkt del' 
Berithrungslinie?n. Urn diesen Fusspunkt nach del' frither 
(vgJ. Art. 16, S. 25-26) gegebenen Methode zu finden, be­
stimmt man zunachst die Projectionen des erwahnten Lothes, 
[39J indem man durch die Punkte HI' HI" bez. die Senkrechten 
t, l" zu den Spurlinien 8 11 8 2 zieht. Nachdem man dann die 
Gerade l' verlangert hat, bis sie die Spurlinie 8 l in dem Punkte 
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PI und die Projectiollsaxe x in dem Punkte F 2 ' schneidet, 
projicirt man den ersteren in den Pnnkt P/' der Projections­
axe x, den letzteren in den Pnnkt F2 der Spurlinie 8 2 und 
zieht dann die Gerade ~" F 2 , deren Schnittpunkt mit 1" die 
zweite Projection K" des gesuchten Fusspunktes ist; die Hori­
zontalprojection K' desselben erhalt man dadurch, dass man 
K" Ie senkrecht zur Projectionsaxe x bis zum Schnitte mit l' 
zieht. Die durch die Punkte Ie, Ie' bez. zu h', !t" gezogenen 
Parallelen m', mil sind die beiden Projectionen der Gm'aden m, 
in welcher die Ebene L von der Cylinderflache beriihrt wird. 
Die Punkte P', F", in denen die beiden Projectionen von m 
von denen der gegebenen Geraden g geschnitten werden, sind 
die Projectionen des Punktes I' der Geraden g, durch welchen 
die gesuchte Linie des kiirzesten Abstandes hindurchgeht. 

3. Nachdem man die Projectionen F', P" des Punktes I' 
der gesuchten Linie des kttrzesten Abstandes kennt, braucht 
man nur durch den Punkt F' eine Senkrechte zu der Spur­
linie 81 und durch den Punkt F" eine Senkrechte zu der Spur­
linie 8 2 zu ziehen; die zwischen den Pl'ojectionen del' beiden 
Geraden gelegenen Stucke P' Q' und P" Q" sind dann die 
Projectionen des gesuchten kttrzesten Abstandes. 

4. Urn schliesslich die wahre Lange dieses kttrzesten Ab­
stan des zu el'halten, wendet man das in dem Al'tikel 9 durch 
die Figur 5 (Seite 16) veranschaulichte Vel'fahren an. G) 

Die Zuhttlfenahme einer Cylinderflache, welche von einel' 
Ebene bertthrt wird, ist zur Lasung diesel' Aufgabe nicht un­
bedingt nathig. Man kann auch so verfahren, dass man eine 
zu den beiden gegebenen Geraden g und h parallele Ebene 
constl'uirt und dann durch die Gel'aden g und It zu dieser 
Ebene senkrechte Ebenen hindurchlegt; die Schnittgerade diesel' 
beiden letzteren Ebenen ist dann die Linie des kiirzesten Ab­
standes. Wir begnttgen uns abel' mit dieser Andeutung der 
anderen Lasung und empfehlen dem Leser, die Construction 
zu seiner Uebung selbst dul'chzufiihren. 

nedingungen~ welche die Lage der Tangential­
ebene einer heliebigen kl'ummen Flache bestimmen. 

Bemerknng tiber (lie abwickelharen Flachen. 

32. In den verschiedenen Aufgaben, welche wir ttber die 
Tangentialebenen krummel' Flachen gelOst haben~ setzten wir 
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stets voraus, dass del' gegebene Punkt, durch welchen die 
Tangentialebene hindurchgehen solI, auf del' Flache liegt 
und del' Bel'iihl'ungspunkt del' Tangentialebene ist; diese Be­
dingung allein .geniigte, um die Lage del' Ebene zu bestimmen. 
Dies ist abel' nicht mehr del' Fall, [40] wenn del' Punkt, durch 
welchen die Tangentialebene hindurchgelegt werden solI, ausser­
halb del' Flache liegt. 

Damit eine Ebene ihrer Lage nach vollig bestimmt sei, muss 
sie drei verschiedenen Bedingungen geniigen, deren jede mit 
del' andel'll Bedingung, dass die Ebene durch einen gegebenen 
Punkt hindurchgehen solI, gleichwerthig ist. Wenn del' Beriih­
rungspunkt nicht gegeben ist, so kommt abel' im Allgemeinen die 
Bedingung, dass eine Ebene Tangentialebene an eine krumme 
Flache sein solI, nul' einer einzigen diesel' drei Bedingungen 
gleich. Stellt man sich also die Aufgabe, durch derartige 
Bedinguugen die Lage einer Ebeue zu bestimmen, so sind 
deren im allgemeiuen drei nothig. Denn nehmen wir drei 
krumme Flachen uml eine Ebene, welche eine derselben be­
riihrt, als gegeben an, so konnen wir uns vorstellen, dass sich 
diese Ebene rem die Flache herumbewegt, indem sie dieselbe 
dabei fortwahrend beriihrt; diese Bewegung kann nach allen 
Richtungen hin stattfinden, wobei nul' del' Beriihrungspunkt 
seine Lage auf del' Flache andert und sich nach derselben 
Richtung hin bewegt, nach welcher die Bewegung del' Ebene 
gerichtet ist. Denken wir uns nun, dass diese Bewegung nach 
einer beliebigen, abel' bestimmten Richtung hin VOl' sich geht, 
und zwar so weit, bis die Ebene die zweite Flache in einem 
bestimmten Punkte beriihrt, so ist dann die Ebene zwar zu­
gleich Tangentialebene an die beiden ersten del' gegebenen drei 
Flachen, abel' ihre Lage ist dadurch noch nicht festgelegt. Wir 
konnen uns namlich vorstellen, dass sich die Ebene nun urn 
beide Flachen herum dreht, indem sie stets beide zugleich be­
riihrt. Sie kann sich dabei nicht mehl', wie frfiher, frei nach 
jeder Richtung, sondeI'll nur noch nach einer einzigen Richtung 
bewegen. Mit del' Ebene bewegen sich zugleich ihre beiden 
Beriihrungspunkte und zwar jeder auf seiner Flache; werden 
die beiden Beriihrungspunkte durch eine Gerade verbunden, so 
bewegen sich diese beiden Punkte in Bezug auf die Gerade 
in demselben oder in entgegengesetztem Sinn, je nachllem die 
beiden krummen Flachen die Ebene auf derselben oder auf 
verschiedenen Seiten berl1hren. Denken wir uns nun diese 
einzige noch mogliche Bewegung so weit fortgesetzt, bis die 

Ostwald's Klassiker. 11i. 4 
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Ebene auch die dritte gegebene FHiche in einem bestimmten 
Punkte beriihrt, so ist dann die Lage der Ebene vollstandig 
festgelegt, und die Ebene kann sich nicht mehr bewegen, 
ohne aufzuhOren an einer der gegebenen Flach.en Tangential­
ebene zu bleiben. 

Wie man sieht, sind also, urn die Lage einer Ebene durch 
unbestimmte Berl1hrungen mit gegebenen krummen Flachen zu 
bestimmen, im allgemeinen deren drei nothig. Wenn man sich 
daher die Aufgabe stellt, an eine gegebene krumme Flache 
eine Tangentialebene [41 J zu legen, so ist diese Bedingung 
nur einer der drei Bedingungen, durch welche die Lage einer 
Ebene bestimmt wird, gleichwerthig, und man kann noch zwei 
andere Bedingungen willkiirlich hinzufitgen, z. B. dass die Ebene 
noch durch zwei gegebene Punkte oder, was auf dasselbe hinaus­
kommt, durch eine gegebene Gerade gehen solI. 8011 die Ebelle 
gleichzeitig zwei Flachen beriihren, so sind dadurch zwei Be­
dingungen gegeben, und es bleibt nur eine, iiber welche man 
frei verfiigen kann, z. B. indem man annimmt, dass die Ebene 
durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen solI. Wenn aber 
die Ebene gleichzeitig drei gegebene Flachen beriihren soIl, 
so ist keine Bedingung mehr frei verfiigbar, da die Lage der 
Ebene bereits vollig bestimmt ist. 

Das soeben Gesagte bezieht sich auf krumme Flachen im 
allgemeinen und gilt nicht fiir die Cylinder-, Kegel- und ab­
wickelbaren Flachen. Denn bei diesen Arten von Flachen 
findet die Beriihrung mit einer Ebene nicht nur in einem ein­
zigen Punkte statt, sondern langs einer unbegrenzten Geraden, 
welche mit einer Erzeugenden der Flache zusammenfallt. Die 
Forderung, dass eine Ebelle eine einzige solche Flache beriihren 
solI, kommt zwei Bedingungen gleich, da die Ebene durch eine 
gerade Linie gehell muss, und es bleibt folglich nur noch eine 
Bedingung frei wahlbar, wie z. B. die, dass die Ebene durch 
einen gegebenen Punkt gehen solI. Man kann also nicht ver­
langen eine Ebene zu construiren, welche an zwei derartige 
Flachen Tangentialebene ist, und noch weniger eine solche, 
welche es an (lrei derartige Flachen ist, ausgenommen in 
Fallen, in welchen durch vorhandene besondere U mstande 
diese Bedingungen miteinander vertraglich sind. 
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Beispiele von Fallen, in denen es nothig ist, 
Tangentialebenen an eine FIache von ausserhalb 

derselben· gelegenen Punkten zu legen. 

33. Bevor wir weiter gehen, empfiehlt es sich, mmge 
Beispiele von Fallen zu geben, in denen man gezwungen ist, 
Tangentialebenen an krumme Flachen von nicht auf ihnen 
liegenden Punkten zu legen. 

Wenn man die allgemeinen Grundsatze der Befestigungs­
kunst auseinandersetzt, so nimmt man zunachst an, dass das 
Terrain, welches eine Festung auf Kanonenschussweite um­
giebt, nach jeder Richtung hin eben ist und keine AnhOhen 
aufzuweisen hat, welche dem Belagerer irgendwelchen Vortheil 
gewahren konnten. Unter dieser Voraussetzung bestimmt man 
die Risse der HauptwalIe1 Liinetten, gedeckten Gange und der 
vorgeschobenen Werke und giebt an, [42] wie die verschie­
den en 'rheile der Befestigungen sich gegenseitig beherrschen 
miissen, damit aIle in wirksamster Weise zu ihrer wechsel­
seitigen Vertheidigung beitragen. Um dann diese Grundsatze 
auf den Fall anzuwenden, in welchem sich in der Umgebung 
der Festung irgend eine AnhOhe befindet, die ein Belagerer 
benutzen konnte und gegen welche mithin die Festung geschiitzt 
werden muss, muss man eine weitere Betrachtung zu Hiilfe 
nehmen. 1st nur eine einzige AnhOhe vorhanden, so wahlt 
man in der Festung zwei Punkte, durch welche man eine Tan­
gentialebene an die AnhOhe, vor deren Bestreichung man sich 
schiitzen will, legt. Diese Tangentialebene nennt man De­
fil e men t e ben e, und man lasst aIle 'rheile der Befestigungen 
sich ebenso hoch iiber die Defilementebene erheben, als sie 
sich iiber die Horizontalebene erheben miissten, wenn das 
Terrain vollig eben ware. Dadurch erreicht man es, dass die 
Befestigungswerke einander und aIle zusammen die benachbarte 
Anhohe in derselben Weise beherrschen, wie in einem ganz 
ebenen Terrain, und die Befestigungen gewahren die gleichen 
Vortheile, wie in dem ersten FaIle. Betreffs der Wahl der 
beiden Punkte, durch welche die Defilementebene hindurch­
gehen muss, ist folgenden zwei Bedingungen zu geniigen: 
1. Del' von diesel' Ebene mit dem Horizonte gebildete Winkel 
sei moglichst klein, dam it die WalIgange weniger Neigung 
haben und del' Vertheidigungsdienst auf weniger Schwierig­
keiten stosst.. 2. Die Erhebung del' Befestigungen iiber das 

4* 
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natiirliche Terrain sei ebenfalls so klein als moglich, damit 
ihr Bau weniger Arbeit und Kosten verursacht. 

Sind in del' Umgebung der Festung zwei AnhOhen vor­
handen, VOl' deren Bestreichung die Befestigungen zu schutzen 
sind, so muss die Defilementebene Tangentialebene an die 
FBi-chen beider AnhOhen zugleich sein. Urn ihre Lage fest­
zulegen, kann man mithin nul' noch uber eine Bedingung frei 
verfUgen, und zwar thut man dies in del' Weise, dass man 
in del' Festung den Punkt, durch welchen die Defilementebene 
hindurchgehen solI, so auswahlt, dass soweit als irgend moglich 
die im ersten FaIle angegebenen Bedingungen erfiillt sind. 

34. Das zweite Beispiel, welches wir anfiihren wollen, ist 
wieder del' Malerei entnommen. 

Die Oberfiachen der Korper zeigen, besonders wenn sie 
polirt sind, so glanzend leuchtende Punkte, dass sie in ihrem 
Glanze dem del' Lichtquelle, welche die Flache bestrahlt, fast 
gleichkommen. Die Leuchtkraft diesel' Punkte ist um so grosser 
und ihr Umfang urn so kleiner, je glanzendel' und glatter die 
OberfiMhen sind. [43J Wenn die Oberfiachen matt und rauh 
sind, so haben die leuchtenden Punkte geringel'en Glanz und 
nehmen einen gl'osseren Theil del' Oberfiache ein. 

FUr jede Flache ist die Lage des leuchtenden Punktes 
durch die folgende Bedingung bestimmt: Der einfallende Licht­
strahl und der nach dem Auge des Beschauers refiectirte Licht­
strahl muss en in derselben Normalebene zur Tangentialebene 
in dem leuchtenden Punkte liegen und mit diesel' letztel'en 
gleiche Winkel bilden, weil del' leuchtende Punkt als Spiegel 
wirkt und ein Theil des Bildes del' Lichtquelle in das Auge 
zuruckstrahlt. Die Bestimmung dieses Punktes erfordert die 
ausserste Genauigkeit, und del' geringste dabei begangene Fehler 
giebt zu sehr grossen Irrthumern und Verzerrungen in dem 
ausseren Ansehen eines Gegenstandes Anlass, selbst wenn 
seine Umrisse und seine Zeichnung mit mathematischer Ge­
nauigkeit ausgefiihrt sind. Wir geben dafur nur ein einziges, 
abel' sehr treffendes Beispiel. 

Die Oberfiache des Augapfels ist glanzend und, urn ihren 
Glanz so intensiv als moglich zu machen, ausserdem noch mit 
einer dUnnen FlUssigkeitsschicht itberzogen. Beobachtet man 
ein offenes Auge, so nimmt man auf seiner Oberfiache einen 
leuchtenden Punkt von grossem Glanze und sehl' gering em 
Umfange war, dessen Lage von deljenigen del' Lichtquelle und 
des Beobachters abhlingt. Ratte die Obm·fiache des Augapfels 
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vollkommene Kugelgestalt, so konnte sich das Auge um seine 
verticale Axe drehen, ohne dass die Lage des leuchtenden 
Punktes die geringste Aenderung erfahren witrde. Del' Aug­
apfel ist abel' in del' Richtung del' Sehaxe verlangert, und 
wenn er sich um seine verticale Axe dreht, so verschiebt sich 
die Lage des leuchtenden Punktes. Diese Verschiebung, fur 
welche wir durch lange Uebung sehr empfindlich gewol'den 
sind, bedingt sehr wesentlich unser Urtheil libel' die Stellung 
des Augapfels. Hauptsachlich aus dem Unterschiede del' Lage 
del' leuchtenden Punkte auf den Oberflachen del' Augapfel 
eines Menschen erkennen wir, ob er schielt oder nicht schielt, 
ob er uns ansieht oder nicht ansieht, und wohin er in dem 
letzteren FaIle seinen Blick gerichtet hat. 

lndem wir dieses Beispiel erwahuen, wollen wir damit nicht 
behaupten, dass man nun die Lage des leuchtenden Punktes 
auf dem Augapfel durch geometrische Zeichnung bestimmen 
solI; wir wollen durch dasselbe nul' deutlich erkennen lassen, 
wie geringe lrrthlimer in del' Lage dieses Punktes oft betracht­
liche Fehler in del' ausseren Erscheinung des Gegenstandes 
hervorbringen konnen, obgleich sonst sein ausserer Umriss 
immer derselbe bleibt. 

[44] 
Tangentialebene an eine odeI' mehrere Kugeln. 
Bemerkenswerthe Eigenschaften des Kreises, 
del' Kugel, del' Kegelschnitte und del' Flachen 

zwei te n G ra de s. 

35. Gehen wir nun zur wirklichen Bestimmung von Tangen­
tialebenen Uber, welche von einem ausserhalb liegenden Punkte 
an krumme Flachen gelegt werden sollen. 

Die Kugel ist eine del' einfachsten Flachen, welche man 
betrachten kann. Sie hat mit einer grossen Anzahl anderer 
Flachen die Art del' Erzeugung gemeinsam; man konnte sie 
z. B. zu den Umdrehungsflachen zahlen und sie nicht beson­
del's betrachten. lhre Regelmassigkeit abel' ist die Ursache 
von bemerkenswerthen Resultaten, von welchen einige durch 
ihre Neuheit besonderen Reiz haben und mit welchen wir uns 
- weniger ihrer selbst willen, als um in del' raumlichen An­
schauullg die fitr allgemeinel'e und nlitzlichel'e Dinge nothige 
U ebung zu erhalten - zunachst beschaftigen wollen. 
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36. Erste Aufgabe. Es solI durch eine gegebene 
Gerade eine Tangentialebene an eine gegebene Kugel 
gelegt werden. 

Liisung 1. (Fig. 21 u. 22) M', j11" seien die beiden Pro­
jectionen des Kugelmittelpunktes M, k' die erste Projection des 
horizontal en gross ten Kugelkreises k und g' , g" die beiden Pro­
jectionen del' gegebenen Geraden g. Durch den Kugelmittel­
punkt M denken wir uns zunachst eine Ebene E senkrecht zu 
del' Geraden 9 gelegt und nach dem von uns in dem Artikel 16 
(Seite 25-26) gegebenen Verfahren die Projectionen P', P" 
des Schnittpunktes diesel' Ebene mit del' Geraden 9 bestimmt. 

Durch die Gerade 9 konnen offenbar zwei Tangentialebenen 
Lund T an die Kugel gelegt werden, welche sie auf verschie­
den en Seiten beriihren und zwischen denen die Kugel selbst 
liegt. Deshalb erhalten wir zwei verschiedene Beriihrungs-

Fig. 21. 

punkte S und T, deren Projectionen zunachst zu construiren 
sind. 

Fallt man zu dem Zwecke von dem Kugelmittelpunkte Lothe 
auf die beiden Tangentialebenen Lund T, so treffen die Lothe 
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diese letzteren in ihren Berlihrungspunkten S, T mit del' Kugel 
und liegen in del' zu del' gegebenen Geraden 9 senkrechten 
Hitlfsebene E. Die beiden Berlihrungspunkte sind mithin auf 
del' Sclmittlinie del' Kugel und del' Ebene E gelegen, welche 
ein grosster Kugelkreis ist und an welche die beiden Schnitt­
geraden del' Ebene E mit den gesuchten Tangentialebenen 
Tangenten sind. 

[45J Man denkt sich also in del' Ebene E durch den Kugel­
mittelpunkt Meine horizon tale Gerade h gezogen, deren ver­
ticale Projection It" die durch den Punkt lrf" gezogene horizontale 
Gerade und deren horizontale Projection It' das von dem Punkte 
]1' auf die Projection g' gefallte Loth ist. Denkt man sich 
dann weiter die Ebene E um diese horizontale Gerade h in 
die Lage Eo parallel zur ersten Projectionsebene gedreht, so 
muss del' Schnittkreis del' Ebene E mit del' Kugel sich eben­
falls in den Kreis k' projiciren, auf dessen Peripherie dann 
auch die beiden gesuchten Berlihrungspunkte liegen. Construirt 
man noch den Punkt Po' - die Projection des Punktes PO) 
in welchen del' Schnittpunkt P del' Ebene E und del' Geraden 9 
durch diese Umlegung zu liegen kommt -, so bestimmen die 
beiden Tangenten Po' So' und Po' To', welche von Po' aus an 
den Kreis k' gezogen werden konnen, die beiden gesuchten 
Berlihrungspunkte in del' umgelegten Ebene Eo' Den Punkt Po' 
oder, was dasselbe ist, den Abstand des Punktes P von dem 
Punkte A *) kann man abel' leicht finden, da die horizontale 
Projection diesel' Strecke gleich A' P' und die Diiferenz del' 
verticalen Hohen ihrer Endpunkte gleich B" P" ist; tragt man 
also die Strecke A' P' auf del' Geraden !til von B" aus bis A O 

ab, so ist die Hypotenuse AO P" gleich dem gesuchten Ab­
stande, welchen man dann auf del' Projection g' von A' bis 
Po' abtragt. Von Po' zieht man him'auf die beiden Tangenten 
an den Kreis k, del' ell Beriihrungspunkte die Projectiollen So', 
To' del' gesuchten Berlihrungspunkte in del' Lage So, To, in 
welche sie durch die Umlegung del' Ebene E zu liegen ge­
kommen sind, bestimmen. 

F m nun schliesslich die Proj ection S', T' del' Berlihrungs­
punkte S, T in ihrer eigentlichen Lage zu finden, dreht man 
die umgelegte Ebene Eo wieder um die Gerade h in ihre ur­
sprlingliche Lage E zurlick, wodurch del' PUllkt POl die beiden 

*: [Der Plmkt ,{ ist del' Schnittpunkt einer durch die Gerade g 
gelegten Verticalebene mit del' Geraden It.] 
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Tangenten Po 80 , Po To (welche bis zu ihren Schnittpunkten 
C und D mit del' Geraden h verlangert sind) und die Sehne 
So To (welche die Gerade It in dem Punkte E schneidet) in 
ihre naturliche Lage, also in P, PS, PT, ST zu liegen kommen. 
Die Punkte C, D, E und also auch C', D', E' behalten bei 
diesel' Bewegung unverandert ihre Lage bei, da sie auf del' 
umdrehungsaxe selbst liegen. Die Punkte So, To beschreiben 
Kreisb1igen, deren Ebenen senkrecht auf del' Geraden h stehen 
und deren horizontale Projectionen die von So, To auf die 
Gerade h' gefallten Lothe sind; auf diesen Lothen muss en die 
horizontal en Projectionen S', T' del' gesuchten Beruhrungs­
punkte S, T liegen. Wahrend diesel' Ruckwartsbewegung del' 
Ebene E bleiben abel' die beiden Tangenten Po So C und 
Po To D stets Tangenten an den grossten Kugelkreis, welcher 
von del' Ebene E aus del' Kugel ausgeschnitten wird, und So 
und To stets ihre Beruhrungspunkte mit demselben; [46J ist 
die Ebene in ihre ursprungliche Lage E zuruckgelangt, so faUt 
del' Punkt Po' wieder in den Punkt P' und die beiden Tangen­
ten projiciren sich in die geraden Linien P' C' und P' D'. 
Auf dies en beiden letzteren Geraden muss en auch die ersten 
Projectionen S' und T' del' gesuchten Beruhrungspunkte liegen, 
und folglich ist del' Schnittpunkt von P' C' mit (lem von So' 
auf h' gefaIlten Lothe del' Punkt S' und del' Schnittpunkt von 
P' D' mit dem von To' auf h' gefallten Lothe del' Punkt T'; 
die heiden Punkte S' und T' liegen mit E' in gerader Linie. 

Urn die verticalen Projectionen S", T" derselben Punkte 
zu erhalten, zieht man zunachst durch S' und T' Senkrechte 
zur Projectionsaxe x von unbestimmter Lange und bestimmt 
von den Punkten C, D die zweiten Projectionen C", D", 
welche auf del' zweiten Projection h" del' Geraden h liegen 
mussen. Verbindet man C" und D" mit P", so sind diese 
Geraden die verticalen Projectionen del' beiden Tangenten. 
Foiglich mitssen auf ihnen die gesuchten Projectionen S", T" 
del' Beriihrungspunkte liegen und daher in ihre Schnittpunkte 
mit den durch die Punkte 8', T' zu del' Projectionsaxe ge­
zogenen Senkrechten fallen. 

Nachdem man so die horizontalen und verticalen Projec­
tionen del' beiden Beriihrungspunkte gefunden hat, denkt man 
sich durch jeden diesel' Punkte eine zu del' gegebenen Ge­
raden 9 parallele Gerade gezogen, urn die ersten Spurlinien 
del' beiden gesuchten Tangentialebenen zu construiren. Diese 
Geraden j und l liegen in den entsprechenden Tangentialebenen, 
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und man erhalt ihre Projectionen, indem man zu g' eine Pa­
rallele i / durch S' und eine Pal·allele l/ durch T', zu gil eine 
Parallele i" durch SIr und eine Parallele l" durch Til zieht. 

Fig. 22. 

Dann construirt man die ersten Spurpunkte Go Ju L, del' 
Geraden g, i, lund erMlt in den Verbindungsgeraden G1 Ju 
Gt LI die ersten Spul'linien 8 1 , tt der beiden gesuchten Tan­
gentialebenen L, T. 

Anstatt durch die Berithrungspunkte S, T neue Hiilfsgerade 
i, l zu ziehen, kann man auch die ersten Spurpunkte del' 
beiden Tangenten PS, PT aufsuchen, welche denselben Zweck 
erfitllen witrden. Um die zweiten Spurlinien 82, t2 der ge­
suchten Tangentialebenen zu erhalten, wendet man das schon 
Of tel' benutzte Verfahren an. 

Die Losung batten wir viel eleganter gestalten konnen, 
wenn wir die beiden Pl'ojectionsebenen durch den Kugelmittel­
punkt gelegt hatten. Dann witrden die beiden Projectionen 
der Kugel in ein und denselben Kreis gefallen und die geraden 
Linien weniger lang zu ziehen gewesen sein. Wir haben abel' 
diese Annahme nicht gemacht und beide Projectionen der Kugel 
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getrennt von einander gezeichnet, urn unseren Entwickelungen 
grossere Durchsichtigkeit geben zu konnen. Es ist jedoch 
leicht, die Construction in del' angegebenen Weise so kurz 
und biindig zu gestalten, als dies nul' irgend erreichbar ist. 

[47J 37. Losung II. (Fig. 23 u. 24) Es seien wieder 111', 
M" die Projectionen des Kugelmittelpunktes M, JYl' A' del' 
Kugelradius, k' die erste Proj ection des horizontalen gross ten 
Kugelkreises k, und g', g" die Projectionen del' gegebenen Ge­
raden g. Die Ebene des horizontalen Kreises denkt man sich 
bis zum Schnitte P mit del' Geraden g verliingert; da die verti­
cale Projection diesel' Ebene in die durch den Punkt 111" gezogene 
horizontale Gerade fallt, so ist del' Punkt, in welchem sich 
die letztere Gera(le mit del' zweiten Projection g" schneidet, 
die zweite Projection P" des Schnittpunktes P, und man findet 
seine erste Projection, indem man den Punkt P" senkrecht 
zu x auf die Gerade 9' projicirt. 

Denkt man sich dann von dem Punkte Pals Spitze einen 
einhiillenden Kegel an die Kugel gelegt, so beriihrt jede seiner 
geradlinigen Erzeugenden die Kugel in einem Punkte, und man 
erhiilt die Projectionen del' beiden horizontal gelegenen l<~r­
zeugenden, indem man von P' aus die Tangenten an den 
Kreis k' zieht, welche ihn in den leicht zu construirendell 
Punkten A' und B' beriihren. Die Kegelflache beriihrt die 
Kugel in einem Kreise, dessen Durchmesser gleich A' B' ist 
und dessen Ebene senkrecht auf del' Kegelaxe, also hier ver­
tical steht, sodass seine horizontale Projection mit del' Geraden 
.A' B' zusammenfallt. 

Wenn man nun die beiden Tangentialebenen Lund T del' 
Kegelflache construirt, welche durch die Gerade g hindurch­
gehen, so beriihrt jede den Kegel langs deljenigen gel' ad­
linigen Erzeugenden, welche gleichzeitig del' Ebene und dem 
Kegel angehort. Und weil diese geradlinige Erzeugende auch 
die Kugelflache in einem ihrer Punkte, welchel' auf del' sich 
in die Gel'ade A' B' projicirenden Kreisperipherie liegt, be­
riihrt, so folgt, dass diesel' Punkt gleichzeitig auf dem Kegel, 
auf del' ihn beriihrenden Ebene, auf del' Kugel und del' Pel'i­
ph erie des sich in die Gerade A' B' projicirenden Kreises liegt, 
und also ein allen diesen Gebilden gemeinsamel' Beriihl'ungs­
punkt ist. Foiglich sind 1. die beiden Tangentialebenen L 
und T des Kegels auch Tangentialebenen an die Kugel und 
zwal' sind es diejenigen Tangentialebenen, del'en Lage zu be­
stimmen, ist: 2. da die Berithrungspunkte ,) und T diesel' 



Darstellende Geometrie. 59 

Ebenen Lund T auf del' Pel'iphel'ie des sich in die Gerade 
A' B' projicirenden Kl'eises liegen, so liegen ihre el'sten Pro­
jectionen 8' und T' auf del' Geraden A' B'; 3. da die Ver-

9 

~-- --'--1 

Fig. 23. 

bindungsgerade del' beiden Punkte 8 und T in del' Ebene des 
erwahnten Kreises liegt, so rallt ihre erste Projection ebenfalls 
in die Gerade A' B'. 

Fiihren wir nun fiir die Ebene des del' verticalen Projec­
tionsebene parallelen grossten Kugelkreises i dieselben Opera­
tionen durch, [48] welche wir soeben fiir die Ebene des gl'ossten 
horizontal en Kugelkreises k angegeben haben. 

Die hOl'izontale Projection diesel' verticalen Ebene ist die 
zur Projectionsaxe x parallele Gerade durch den Punkt JJ1'; 
del' Durchstosspunkt Q del' Geraden g durch diese Ebene pro­
jicirt sich auf die erste Projectionstafel in den Schnittpunkt 
Q' del' soeben durch JJ1' gezogenen Parallelen mit g', und man 
findet seine zweite Projection Q", indem man den Punkt Q' 
senkrecht zu x auf g" projicirt. Denkt man sich nun eine 
zweite Kegelflache, deren Spitze in dem Punkte Q liegt und 
welche die Kugel in ahnlicher Weise wie die erste Kegelflache 
einhiillt, so erhalt man die verticalen Pl'ojectionen del' beiden 
aussersten erzeugenden Geraden dieses Kegels, indem man von 
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dem Punkte Q" die beiden Tangenten an den Kreis iff zieht, 
welche ihn in den Punkten C" und D" beriihren. Diesel' 
zweite Kegel bel'iihrt die Kugel in einem Kreise, dessen Durch­
messer gleich C" D" ist und dessen zul' verticalen Projections­
ebene senkrechte Ebene sich in die Grade C" D" projicirt. 
Die Peripherie dieses Kreises geht ebenfalls durch die beiden 
Bel'fihrungspunkte S, T del' Kugel mit den gesuchten rrangen­
tialebenen L, T. Folglich liegen die verticalen Projectionen 
S", T" diesel' beiden Punkte auf del' Geraden C" D" und in 
(liese pr~jicirt sich auch ihre Verbindungsgerade ST. 

Die durch die beiden Beriihrungspunkte S und T gezogene 
Gerade hat also die Gerade A' E' zur horizontalen, die Gerade 
C" D" zur verticalen Projection und schneidet die Ebene des 
horizontal en grossten Kreises k in einem Punkte, dessen ver­
ticale Projection del' Schnittpunkt E" von C" D" mit 111" p" 

----------~~----~~----~~~--------x 

9 

Fig. 21. 

ist und dessen horizontale Projection E' man durch Projection 
auf A' E' erhlilt. 

Nun legt man die Ebene des vertical en Kreises, dessen 
Projection die Gerade A' B' ist, um seinen horizontalen Durch­
messer AE in horizontale Lage um und liisst die beiden Be­
riihrungspunkte S, T, durch welche diesel' Kreis hindurchgeht, 
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an dieser Bewegung theilnehmen. Man erhalt die Projection 
des Kreises in dieser neuen Lage, indem man iiber A' B' als 
Durchmessel' den Kreis uo' construirt. Bestimmt man noch 
die Lage, welche dieVerbindungsgerade del' beiden Beruh­
rungspunkte nach ausgefuhrtel' Umlegung angenommen hat, so 
findet man in del' en Schnittpunkten mit dem Kreise uo' die 
ersten Projectionen So', To' del' umgelegten Bel'uhrungspunkte. 

Da der Punkt E der Verbindungsgeraden S T auf del' Um­
legungsaxe AB liegt, so bleibt seine Lage bei diesel' Bewegung 
unvel'andert; [49J die Gerade muss also auch nach erfolgter 
Umlegung in die Lage So To noch durch diesen Punkt 
gehen. Del' Punkt F, in welchem die Gerade S T die del' 
verticalen Projectionsebene parallele Ebene tl'ifft, hat den 
Schnittpunkt F' del' Geraden A' B' und 111' Q' zur ersten 
Projection, und man findet seine zweite Projection F", indem 
man den Punkt F" auf 0" D" projicirt. Del' Punkt F be­
schreibt bei del' Umlegung urn die Axe AB den viel-ten Theil 
del' Peri ph erie eines Kreises, dessen Ebene senkrecht auf AB 
steht und (lessen Radius gleich F" G" ist. Zieht man also 
durch den Punkt F' eine Senkrechte zu del' Geraden A' B' 
und tragt man auf ihr die Strecke F" G" von F" aus bis F' n 
ab, so ist del' Punkt F' 0 ein Punkt del' horizontalen Projec­
tion del' horizontal umgelegten Verbindungsgeraden So To. Zieht 
man nun durch die Punkte E' und Fa' eine Gerade, so 
schneidet sie den Kreis uo' in den Punkten So', To', welche 
die horizontal en Projectionen del' gesuchten beiden Beruhrungs­
punkte in del' umgelegten vertical en Ebene sind. 

Urn die horizontal en Projectionen S', T' del' beiden Beruh­
rungspunkte S, T in ihrer naturlichen Lage zu erhalten, dreht 
man den Kreis U o urn die Gerade AB in seine ursprungliche 
verticale Lage zuruck. Bei diesel' Ruckwartsbewegung be­
schreiben die beiden Punkte So und To die viel-ten Theile der 
Peripherien von Kreisen, del' en Ebenen zu AB senkrecht sind 
und deren horizontale Projectionen folglich die zu A' B' senk­
rechten Geraden So'S' und To'T' sind. Die horizontalen 
Pr~jectionen del' Beruhrungspunkte liegen also auf diesen 
ebengenannten Senkrechten, und da sie, wie wir gesehen 
haben, auch auf del' Geraden A' B' liegen mussen, so mussen 
sie mit den Schnittpunkten S' und T' zusammenfallen. 

Die verticalen Projectionen S" und T" del' beiden BerUh­
rungspunkte erhalt man durch Projection del' Punkte S' und 
T' auf die Gexade 0" D" oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
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indem man auf den durch die Punkte S' und T' gezogenen 
vel'ticalen Gm'aden von ihl'en Schnittpunkten mit del' hol'izon­
talen Gel'aden jlI" P" aus die Stl'ecken So'S' und To'T' nach 
oben, bez. unten abtragt. 

Nachdem jetzt die hOl'izontalen und vel'ticalen Projectionen 
del' beiden Bertihl'ungspunkte S und T gefunden worden sind, 
bestimmt man die Spurlinien del' beiden zugehOrigen Tangen­
tialebenen r und T in del'selben Weise wie in del' ersten 
Liisung del' vorliegenden Aufgabe. 

Diese zweite Lasung kann ebenfalls viel knappel' gestaltet 
werden, wenn man die beiden Pl'oj ectionstafeln dUl'ch den 
Kugelmittelpunkt legt, wodurch die beiden Projectionen k' und 
i" del' Kugel in eine einzige zusammenfallen. 

38. Die letzten Betrachtungen ftihren uns znl' Entdeckung 
einiger bemel'kenswerthen Eigenschaften des Kreises, del' Kugel, 
del' Kegelschnitte und del' Flachen zweiten Grades. 

[50] Wil' haben soeben gesehen, dass die Kugel von den 
beiden ihr umschriebenen Kegeln in zwei Kreisen, welche 
durch die beiden Bertihl'ungspunkte del' Tangentialebenen an 
die Kugel hindul'chgehen, bertihl't wird. Diese Eigenschaft 
kommt nicht allein den beiden betl'achteten Kegeln zu, son­
deI'll allen del' Kugel nmschriebenen Kegeln, deren Spitzen auf 
del' gegebenen Gm'aden liegen. Nimmt man also einen del' 
Kugel umschl'iebenen Kegel, dessen Spitze auf del' gegebenen 
Gel'aden liegt, und lasst man ihn sich so bewegen, dass die 
Spitze sich langs del' Gel'aden bewegt und die Kegelflache 
dabei stets die Kugel einhlillt, so bel'tihl't del' Kegel in jeder 
seiner Lagen die Kugel in einem Kl'eise. Alle diese Kl'eise 
gehen durch zwei Punkte hindurch, welche die Bel'tihl'ungs­
punkte del' yon del' gegebenen Gel'aden an die Kugel gelegten 
Tangentialebenen sind, und die Ebenen diesel' Kl'eise schnei­
den sich sammtlich in del' Verbindungssehne diesel' beiden 
Bel'iihl'ungspunkte. Legt man dann eine Ebene durch die ge­
gebene Gel'ade und den Kugelmittelpunkt, so geht diese Ebene 
durch die Axen allel' Kegel hindul'ch und steht senkrecht auf 
den Ebenen aller Bel'iihrungskl'eise, folglich auch auf ihl'el' 
gemeinsamen Schnittlinie; sie schneidet also alle diese Kreis­
ebenen in gel'aden Linien, welche durch ein und denselben 
Punkt gehen. 

Legt man, wenn eine Kugel und eine Gerade gegeben sind, 
umgekehl't dul'ch die Gel'ade nnendlich viele Ebenen, welche 
die Kugel in Kreisen schneiden, und constl'uil't man tiber jedem 
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dieser Kreise als Grundlinie den geraden Kegel, welcher zu­
gleich der Kugel umschrieben ist, so liegen die Spitzen alIer 
diesel' Kegel in einer andern geraden Linie. 

39. Betrachtet man nur die Figuren, welche von der durch 
den Kugelmittelpunkt und die gegebene Gerade gehenden Ebene 

Fig. 25. 

ausgeschnitten werden, so erhalt man die folgenden zwei Satze 
(Fig. 25 u. 26), welche unmittelbare Folgerungen del' vor­
stehenden Bctrachtungen sind. 

»In einer Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkte M 
und eine gerade Linie 9 gegeben. Von einem beliebigen 
Punkte P der Geraden 9 zieht man die beiden Tangenten 
an den Kreis und verbindet ihre Beruhrungspunkte S, T durch 
eine Gerade. [51J Lasst man dann den Punkt P in fester Ver­
bindung mit den beiden Geraden P S, P T die Gerade 9 in 
der Weise durchlaufen, dass die beiden Geraden stets Tan­
genten an den Kreis bleiben, so andern zwar die beiden Be­
rnhrungspunkte und deren Verbindungslinie fortgesetzt ihre 
Lage, letztere geht aber dabei stets durch einen festen Punkt E, 
welcher auf dem von dem Kreismittelpunkte M auf die Gerade 9 
gefaHten Lothe M N liegt.« 

»Wenn man umgekehrt durch einen beliebigen Punkt E 
in der Ebene eines Kreises beliebig viele Gerade S T zieht, 
von denen eine jede den Kreis in zwei Punkten S und T 
schneidet, und wenn man in diesen Schnittpunkten die Tan­
genten S P und T P an den Kreis zieht, welche sich in einem 
Punkte P schneiden, so ist der geometrische Ort aHer auf 
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diese Weise bestimmten Schnittpunkte Peine Gerade g, welche 
senkrecht auf del' Linie ME steht. « 

9-~"--------\. 

Fig. 26. 

Del' Kreis besitzt die soeben ausgesprochene Eigenschaft 
nicht, weil aIle seine Punkte gleich weit vom Mittelpunkte 
entfernt sind, sondern weil er eine Curve zweiten Grades 
ist, und es haben in der That aIle Kegelschnitte diese Eigen­
schaft. 

Es sei ASB T (Fig. 27) ein beliebiger Kegelschnitt und 9 
eine in seiner Ebene beliebig gegebene Gerade. Denken wir uns, 

/ 
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Fig. 27. 

dass die Curve sich urn eine ihrer Hauptaxen, z. B. AB dreht, 
sodass also eine Umdrehungsflache entsteht, und dann die 
beiden Tangentialebenen von del' Geraden 9 aus an die so 
erzeugte Flache gelegt, so wird die letztere von den beiden 
Ebenen,in zwei Punkten beriihrt. Nehmen wir dann einen 
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beliebigen Punkt P del' Geraden gals Spitze einer Kegelflache, 
welche del' Umdrehungsflache umschrieben ist und sie beriihrt, 
so findet die Beriihrung langs einer eben en Curve statt, welche 
unbedingt durch die beiden Beriihrungspunkte del' Tangential­
ebenen gehen muss; die Ebene diesel' Beriihrungscurve steht 
senkrecht auf del' des gegebenen Kegelschnittes und projicirt 
sich auf die letztere in die Gerade S T, welche durch die 
Beriihrungspunkte del' beiden von dem Punkte P an den 
Kegelschnitt gezogenen Tangenten geht. Nimmt man dann 
weiter an, dass die Spitze P des Kegels sich auf del' Geraden 'g 
entlang bewegt und dass die Kegelflache dabei stets die 
Umdrehungsflache einhiillt, so gehen die Curven, langs deren 
die letztere von den Kegelmanteln beriihrt wird, durch die 
Beriihrungspunkte del' beiden Tangentialebenen durch die Ge­
rade g und liegen in einer zur Ebene des Kegelschnittes senk­
rechten Ebene. [52J Es gehen also die Ebenen aller Beriih­
rungscurven durch die Vel'bindungsgerade del' genannten zwei 
Bel'iihrungspunkte, und diese steht auf del' Ebene des Kegel­
schnittes senkrecht; die Projectionen aller diesel' Ebenen auf 
die Ebene des Kegelschnittes sind mithin gerade Linien, welche 
sammtlich durch den Punkt E, die Projection del' die beiden 
Beriihrungspunkte verbindenden Geraden, gehen. 

40. Diesel' Satz ist endlich nur ein specieller Fall eines 
weit allgemeineren, im Raume giiltigen Satzes, welchen wir 
hier abel' nul' ohne Beweis anfiihren. 

»Es sei eine beliebige Flache zweiten Grades und ein ihr 
umschriebener, sie beriihrender Kegel gegeben, des sen Spitze 
in einem beliebigen Punkte des Raumes liegt. Wenn sich 
dann die Kegelflache in del' Weise bewegt, dass sie stets 
del' gegebenen Flache umschrieben ist und sie bel'iihrt, ihre 
Spitze abel' stets auf einer beliebig gegebenen Geraden liegt, 
so geht die Ebene del' Beriihrungscurve beider Flachen immel' 
durch ein und dieselbe Gerade, namlich durch die Verbin­
dungslinie del' Beriihrungspunkte del' beiden Tangentialebenen, 
welche von del' gegebenen Geraden an die Flache zweiten 
Grades gelegt werden konnen; bewegt sich die Kegelflache 
abel' in del' Weise, dass ihl'e Spitze stets in derselben Ebene 
liegt, so gehen die Ebenen ihrer Beriihrungscurven mit del' 
gegebenen Flache immel' durch ein und denselben Punkt.« 7) 

41. Zweite Aufgabe. (Fig. 28) Durch einen gegebe­
nen Punkt solI eine Ebene gelegt werden, welche 
zwei gegebene Kugeln zugleich beriihrt. 

Ostwald's Klassiker 117. 5 



66 Gaspard Monge. 

Lasung. Es seien 111',111" und N',N" die Projectionen 
del' Mittelpunkte del' heiden gegebenen Kugeln und p', P" die 
Projectionen des gegebenen Punktes. Nachdem man die beiden 
Gm'aden JJ1' N', M" N", welche die Projectionen der Verbin­
dungslinie del' beiden Kugelmittelpunkte 111, N sind, und die 
Projectionen k;w, i'M und k:v , i'; del' grossten Kreise beider 
Kugeln, welche den Projectionsebenen parallel sind, gezeichnet 
hat, denkt man sicl! den beiden Kugeln eine Kegelflache, 
welche beide bertihrt, umschrieben. Die Spitze dieses Kegels 

----------~------~4-----~--------------~------x 

s' 

Fig. 28. 

liegt auf del' Verbindungsgeraden del' Kugelmittelpunkte. Man 
zieht an die beiden Kreise k;}[ und k;v die beiden gemein­
samen Tangenten S' U', T'V', welche sich in einem Punkte 
A'der Geraden JJI ' N ' schneiden; diesel' Punkt A' ist die 
horizontale Projection del' Kegelspitze, deren verticale Projec­
tion man erMlt, [53J wenn man den Punkt A' nach A" auf 
del' Verlangerung del' Geraden 111" N" projicirt. Endlich zieht 
man noch die Projectionen A' pI, A" P" del' durch die Kegel­
spitze A und den gegebenen Punkt P gehenden Gm'aden, 
Legt man dann durch diese Gerade AP zwei Tangentialebenen 
an den Kegel, so bertihrt eine jede denselben langs einer 
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erzeugenden Geraden und ist folglich auch eine beideu Kugeln 
gemeinsame Taugentialebene. Die vorliegende Aufgabe ist 
damit auf die andere zuriickgefiihrt, durch die Gerade AP, 
welche die Kegelspitze und den gegebenen Punkt verbindet, 
zwei Tangentialebenen an eine del' beiden gegebenen Kugeln 
zu legen, welche Aufgabe nach einem del' zur Lasung del' 
vorigen gegeienen Verfahl'en auszufiihren ist; die beiden so 
erhaltenen Ebenen sind zugleich auch Tangentialebenen an die 
andere Kugel. 

Bei diesel' Lasung ist zu beachten, dass man zwei ver­
schiedene KegelfHichen den beiden Kugeln umschreiben kann. 
Die eine derselben hiiIlt beide Kugeln nach aussen hin ein, 
ihre Spitze liegt in Bezug auf die eine Kugel jenseits del' an­
dern und ihre Tangentialebenen werden von beiden Kugeln 
auf derselben Seite beriihrt. Del' zweite Kegel hiiIlt eine del' 
Kugeln nach inn en , die andere nach aussen hin ein, und 
seine Spitze liegt zwischen den beiden Kugelmittelpunkten. 
Man findet die horizontale Projection B' del' Spitze dieses 
zweiten Kegels, wenn man an die Kreise k:l1 und k:v die 
beiden innel'en gemeinsamen Tangenten zieht, welche sich in 
dem Punkte E' auf del' Centrale M' N' schneiden, und die 
verticale Projection B", indem man den Punkt B' nach E" 
auf del' Geraden Mil Nil projicirt. Die beiden von del' Ge­
l'aden B P aus an diese zweite Kegelflache gelegten Tangen­
tialebenen beriihren ebenfalls beide Kugeln; abel' die beriih­
renden Kugeln liegen auf verschiedenen Seiten jeder del' beiden 
Tangentialebenen. Es giebt also vier verschiedene Ebenen, 
welche den von del' Aufgabe gestellten Forderungen geniigen; 
fiir zwei derselben liegen die Kugeln auf derselben Seite del' 
Ebene, fUr die beiden andern auf verschiedenen Seiten. 

42. Dritte Aufgabe. An drei ihrer Lage und Grasse 
nach gegebene Kugeln soIl eine gemeinschaftliche 
Tangentialebene gelegt werden. 

Liisung. Denken wir uns zuerst eine Kegelflache, welche 
die beiden ersten Kugeln beriihrt, construirt, so beriihrt die 
gesuchte Tangentialebene dieselbe langs einer ihrer geradlinigen 
Erzeugenden und geht durch die Spitze des Kegels. Wenn wir 
uns dann um die erste und dritte Kugel einen Kegel, welcher 
beide beriihrt, beschrieben denken, so muss die gesuchte Tan­
gentialebene auch diesen zweiten Kegel langs einer seiner ge­
radlinigen Erzeugenden beriihren [54] und mithin auch durch 

5* 
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seine Spitze gehen. Denken wir uns schliesslich del' zweiten 
und dritten Kugel einen Kegel, welchel' beide beriihrt, um­
schrieben, so beriihl't die gesuchte Tangentialebene auch diesen 
dl'itten Kegel langs einer seiner geradlinigen Erzeugenden und 
geht durch seine Spitze. Es liegen also die Spitzen aller drei 
Kegel in del' gesuchten Tangentialebene; sie liegen abel' auch 
in del' durch die drei Kugelmittelpunkte gehen<J&n Ebene, in 
welchel' die Axen aller ~rei Kegel liegen. Da nun die drei 
Spitzen zugleich in zwei Ebenen liegen, so liegen sie mithin 
in einer Geraden. Wenn man folglich die horizontal en und 
verticalen Projectionen del' drei Spitzen (es geniigen schon dazu 
die Projectionen von zwei Spitz en) nach dem bei del' vorigen 
Aufgabe gegebenen Verfahren construirt und durch dieselben 
zwei Gerade zieht, so sind diese letzteren die Projectionen 
einer in del' Tangentialebene liegenden Geraden. Die vorlie­
gende Aufgabe ist damit wiedel' auf die andere, durch eine 
gegebene Gerade eine Tangentialebene an eine beliebige del' 
drei Kugeln zu leg en, zuriickgefiihrt, welche man nach den friiher 
gegebenen Methoden lOst; die auf diese Weise gefundene Ebene 
beriihrt dann zugleich auch die beiden andel'll Kugeln. 

43. Hierbei ist zu beachten, dass man an je zwei del' 
Kugeln immer zwei sie bel'iihrende und einhiillende Kegel legen 
kann, von denen die Spitze des einen Kegels in Bezug auf die 
eine Kugel jenseits del' anderen liegt, wahrend die Spitze des 
andel'en Kegels zwischen den beiden Kugeln gelegen ist. Folg­
lich giebt es im ganzen sechs Kegelflachen, von den en drei 
je zwei Kugeln nach aussen hin einhiillen und von denen die 
drei anderen ihre Spitzen zwischen den Kugeln liegen haben. 
Die Spitzen diesel' sechs Kegel liegen zu je dreien in vier 
Geraden, durch del' en jede man gleichzeitig zwei gemeinsame 
Tangentialebenen an die drei Kugeln legen kann. Es geniigen 
mithin acht verschiedene Ebenen den Fol'derungen diesel' dl'itten 
Aufgabe; zwei diesel' Ebenen werden von den drei Kugeln auf 
derselben Seite beriihrt, wahrend die sechs andel'en Ebenen 
so liegen, dass sie von zwei Kugeln auf del' einen, von del' 
dl'itten abel' auf del' entgegengesetzten Seite bel'iihl't werden. 

44. Diese Betrachtungen fiihTen uns zu den folgenden 
Satzen. 

(Fig. 29) »Zieht man an je zwei von drei Kreisen, welche 
ihl'el' Grosse und Lage nach in einer Ebene gegeben sind, die 
gemeinschaftlichen Tangenten und vel'langert je zwei zusam­
mengehOrige aussere Tangenten, bis sie sich schneiden, so 
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liegen ihre drei Schnittpunkte Au A2 , As in einer geraden 
Linie.« 

[55J Denn denkt man sich an die drei Kugeln, fur welche 
die drei gegebenen Kreise grosste Kreise sind, eine Ebene 

.... 

AE~_· ____________ ~ ______________________ ~ 
At A3 

Fig. 29. 

gelegt, welche von allen dreien auf del'selben Seite beruhrt 
wil'd, so beruhrt diese Ebene auch die drei Kegel, welche je 
zwei del' Kugel nach aussen einhullen und geht durch deren 
Spitz en Aj' A 2 , As' Die drei Spitzen liegen abel' auch in del' 
Ebene, welche durch die dl'ei Kugelmittelpunkte geht und folg­
lich, da sie also in zwei verschiedenen Ebenen enthalten sind, 
in einel' gel' aden Linie. 

"Zieht man an je zwei del' dl'ei gegebenen Kl'eise die 
innel'en Tangenten, welche sich auf den Centl'alen kl'euzen, 
so liegen je zwei del' drei neuen Schnittpunkte BIl B 2 , Ba 
in gerader Linie mit einem del' drei ersten Schnittpunkte, 
sodass also die sechs Punkte A" A2 , A3 , E" B 2 , Ba die Schnitt­
pUllkte von vier geraden Linien sind.« 
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Diesel' Satz ist schliesslich nul' ein specieller Fall des fol­
genden fiir den Raum giiltigen Satzes. 

»Es sind vier Kugeln ihrer Grosse und Lage im Raume 
nach beliebig gegeben. Construirt man die sechs Kegel, welche 
je zweien diesel' Kugeln von aussen umschrieben sind, so liegen 
ihre sechs Spitzen in einer Ebene und zwar in den Schnitt­
punkten von vier Geraden. Construirt man dann noch die 
sechs anderen Kegel, ;'deren~Spitzen zwischen den Mittelpunkten 
del' beriihrten Kugeln liegen. so sind die Spitzen diesel' weiteren 
sechs Kegel zu je dreien mit drei Spitzen del' ersten sechs 
Kegel in einer Ebene gelegen.« 8) 

Tangentialebenen an Cylinder-, Kegel- und Um­
drehungsflachen von nicht auf ihnen liegenden 

Punkten aus. 

45. Vierte Aufgabe. (Fig. 30) Von einem beliebigen 
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene 
Cylinderflache zu legen. 

Lasung. k sei die in del' horizontalen Projectionsebene 
gegebene Spur del' Cylinderflache; a', a" seien die Projectionen 
del' Geraden a, welcher die Erzeugende del' Cylinderflache immer 
parallel sein solI, und p', p" die Projectionen des gegebenen 
Punktes P. Legt man zu del' Geraden a durch den Punkt P 
eine Parallele g, so muss dieselbe in del' gesuchten Tangential­
ebene liegen, und durch die Spurpunkte dieser Parallelen miissen 
die Spurlinien del' gesuchten Tangentialebene gehen. Zieht 
man also durch den Punkt P' eine Parallele g' zu del' Ge­
raden a' und durch den Punkt P" eine Parallele g" zu der 
Geraden a", so sind diese Parallelen die beiden Projectionen 
der Geraden g; verlangert man dann die Projection g" bis zu 
ihrem Schnittpunkte G I" mit der Axe und projicirt man dies en 
Punkt nach Gj auf der Geraden g' so ist del' Punkt Gj del' 
erste Spurpunkt del' Geraden 9 und folglich ein Punkt del' 
ersten Spurlinie del' gesuchten Tangentialebene. [56J Nun muss 
aber diese Spurlinie die Curve k beriihren; zieht man also von 
dem Punkte GI alle moglichen Tangenten So tu ... an die 
Curve k, so sind diese die in del' horizontalen Ebene gelegenen 
Spurlinien aller durch den Punkt P gehenden Tangentialebenen 
L, T, ... ' des Cylinders. Zieht man wei tel' durch die Beriih-
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rungspunkte S, T, ... del' Tangenten 8 0 to ... mit del' Curve 
k Parallelen zu del' Gm'aden a', so sind diese die hol'izontalen 
Projectionen del' geradlinigen Erzeugenden, langs deren die 
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verschiedenen Tangentialebenen L, T, . . . den Cylinder be­
ruhren. Die verticalen Projectionen derselben el'hiilt man, 
wenn man die Punkte S, T auf die verticale Projectionsebene 
nach S", T", ... projicirt und durch diese letzteren Punkte 
Parallelen zu a" zieht. Die zweiten Spurlinien 8 2, t2 , ••• del' 
gesuchten Tangentialebenen findet man dann nach dem in 
Artikel 28 (S. 37-41) gegebenen Verfahren. 

46. Fiinfte Aufgabe. (1'~ig. 31) Von einem beliebigen 
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene 
Keg elflache zu legen. 

Liisung. Da die Lasung diesel' Aufgabe nUl' sehr wenig 
von dmjenigen del' vorigen Aufgabe abweicht, so beschrilnken 
wir uns hier darauf, die Construction nUl' dUl'ch die um­
stehende Figur 31 anzndeuten, in welchel' die Curve k die 
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gegebene Spurlinie des Kegels darstellt, B', B" die Projec­
tionen seiner Spitze B und P', pIT diejenigell des gegebenen 

G, 
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Fig. 31. 

Punktes P, von dern aus die Tangentialebene an den Kegel 
gelegt werden soIl, sind. 

47. Sechste Aufgabe. (Fig. 32 u. 33) Durch eine ge­
gebene Gerade soIl eine Tangentialebene an eine 
g ege bene Urn dreh ungsfl ach e gel egt w er den. 

Losung. Wir nehrnen von vornherein an, dass die Axe 
der UrndrehungsHache senkrecht auf einer del' beiden Projec­
tionsebenen steht; dadurch wird die Allgerneinheit del' Lasung 
nicht beeintrachtigt, da rnan iiber die Lage diesel' Ebenen stets 
so vel'fiigen kann, dass diese Annahrne statt hat. 

Es sei also A' die gegebene horizon tale Proj ection der Axe 
del' Flache, a" die vel'ticale Proj ection derselben, k" die Pro­
jection der erzeugenden Curve k, welche del' verticalen Projec­
tionsebene parallel ist, und g', g" seien die Projectionen del' 
Geraden g, durch welche die Tangentialebelle an die Urndrehungs­
Hache gelegt werden solI. Von A' faUt rnan das Loth A' B' 
auf die Projection g', welches die horizontale Projection des 
kiirzesten Abstandes der Axe a von der Geraden gist, und 
pr~jicirt dann den Punkt B' nach B" auf del' Geraden g". 

[57] Nehrnen wir nun an, eine solche Tangentialebene l: 
sei bereits construil't, und die gegebene Gerade g bewege sich 
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so urn die Umdrehungsaxe a herum, dass ihr Abstand von der 
Axe und ihre Neigung gegen die horizontale Ebene ungeandert 
bleiben und dass die Tangentialebene sich mit der Geraden 9 
gleichzeitig bewegt, aber stets dabei die Umdrehungsflache be­
rtihrto Dann andert zwar, wie leicht ersichtlich ist, bei dieser 
Bewegung der Bertihrungspunkt seine Lage auf der Flache, 
nicht aber seine Hohe tiber der Horizontalebene, da die Tan­
gentialebene gegen diese stets die gleiche Neigung hat, und 
bewegt sich mithin auf der Peripherie eines Parallelkreises der 
Flacheo Die Gerade 9 erzeugt bei ihrer Bewegung eine zweite 
Umdrehungsflache, welche dieselbe Axe a wie die erste hat, 
und an welche die Tangentialebene L bei ihrer Bewegung 
ebenfalls immer Tangentialebene isto 

Denken wir uns namlich eine Ebene durch die Axe a und 
den Bertihrungspunkt S der Tangentialebene L mit der ge· 
gebenen Umdrehungsflache gelegt, so schneidet diese Ebene die 
erzeugende Gerade der zweiten Umdrehungsflache in einem 
Punkte P, welcher der Bertihrungspunkt der namlichen Tan­
gentialebene L mit der letzteren Umdrehungsflache isto Denn 
ausser der erzeugenden Gmoaden, durch welche die Tangential­
ebene L in dies em Punkte P hindurchgeht, enthalt sie auch die 
Tangente, welche in dem Punkte P an den zugehOrigen Pa­
rallelkreis der zweiten Umdrehungsflache gezogen werden kann; 
die Tangentialebene L geht namlich auch durch die Tangente, 
welche im Punkte S den auf der ersten Umdrehungsflache 
liegenden Parallelkreis bertihrt, hindurch und nach der Natur 
der Umdrehungsflache sind diese beiden Tangenten einander 
parallel. 

Da wir die vorliegende Aufgabe mit Htilfe dieser zweiten 
Umdrehungsflache losen mtissen, so ist es nothwendig ihre Schnitt­
curve l mit einer durch die Axe a gehenden Ebene E zu con­
struireno Wir wahlen diese Ebene E parallel zur verticalen 
Projectionsebene; ihre Horizontalprojection ist also die zur 
Projectionsaxe paloallele Gerade A' Co'o 

Wir nehmen nun auf der Gmoaden 9 einen Punkt C, dessen 
Projectionen C', C" sind, beliebig an und bestimmen den Punkt, 
in welchem er bei der Bewegung der Geraden 9 urn die Axe 
die Htilfsebene E triffto Der Punkt C beschreibt hierbei einen 
Parallelkreis, dessen horizontale Projection man, erhalt, wenn 
man urn den Punkt A' als Mittelpunkt einen Kreisbogen mit 
dem Radius A' C' beschreibt, bis er die durch den Punkt A' 
zur ProjectioI'lsaxe x gezogene Pal°allele in dem Punkte Co' 
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schneidet; die verticale Projection dieses Kreisbogens ist die 
durch den Punkt e" zur Projections axe x gezogene Parallele. 

Fig. 32. 

Der Punkt q/ ist also die horizontale Projection [58J des 
Punktes -Co, in welchem der von dem Punkte e beschriebene 
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ParaIlelkreis die verticale Ebene E schneidet; projicirt man 
daher den Punkt q/ nach Co" auf der durch den Punkt C" 
gezogenen horizontalen Geraden, so ist der Punkt Co" die ver­
ticale Projection desselben Schnittpunktes Co und also die 
zweite Projection eines Punktes, welcher auf der von der ver­
ticalen Ebene E aus der zweiten Umdrehungsflache ausgeschnit­
tenen Curve l liegt. Wendet man das gleiche Verfahren noch 
auf beliebig viele andere Punkte der Geraden g, z. B. auf die 
Punkte R, B, P, . .. an, so erhalt man ebenso viele Punkte 
Ro", B o", Po", ... , welche auf der zweiten Projection l" del' 
gesuchten Schnittcurve l liegen miissen. 

Wenn nun bei der gleichzeitigen Umdrehung del' Geraden g 
und del' Tangentialebene 2: um die Axe a diese Ebene in eine 
zur zweiten Projectionsebene senkl'echte Lage gekommen ist, 
so projicil't sie sich auf diese letztere in eine gerade Linie, 
welche gleichzeitig die beiden Curven k" und l" bel'iihrt. Zieht 
man daher an die Curven k" und l" aIle gemeinsamen Tan­
genten, wie z. B. Po" So", Ro" To", ... , so erhalt man die 
Projectionen aIlel' Tangentialebenen 2:01 T 01 ... , welche der 
Aufgabe geniigen, und zwar in der Lage, welche sie einge­
nommen haben, wenn sie durch die Drehung in senkrechte 
Stellung zu del' zweiten Projectionsebene gelangt sind. Die 
Bel'iihrungspunkte So", To", ... diesel' Tangenten mit der er­
zeugenden Curve Iv" del' gegebenen Flache bestimmen die Hohen 
del' Bel'iihrungspunkte S, T, . . . del' sammtlichen Tangential­
ebenen 2:, T, ... , welche durch die Gerade g an die Flache 
gelegt werden konnen. Zieht man also durch diese Punkte So", 
To", . .. Parallelen zur Pl'ojectionsaxe x, so liegen auf ihnen 
die verticalen Projectionen SIT, T" ... der Beriihrungspunkte S, 
T, ... del' Fliiche mit den gesuchten Tangentialebenen 2:, T, 
. . .. Beschreibt man dann um A' als Mittelpunkt Kreisbogen 
mit den Radien ])" So", E" To", ... , so liegen auf diesen die 
horizontalen Projectionen S', T', ... del'selben Punkte S, T, 

Es bleiben also zu ihrer vollstiindigen Bestimmung nur 
noch die Meridiane del' gegebenen Umdrehungsflache, auf denen 
sie liegen, zu ermitteln. Hierzu werden die Beriihrungspunkte 
Po", Ro", ... benntzt. 

Nachdem die Punkte Po", Ro", ... nach Po', R o', ••• 
auf der Geraden A' Co' projicirt sind, beschl'eibt man um A' 
als Mittelpunkt mit den Radien A' Po', A'Ro', ... Kreisbogen 
bis zu ihren Schnittpunkten P', R', ... mit der Geraden g'. 
Die Kreisbogen messen zugleich die Winkel, um welche die 
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durch die Bertihrungspunkte del' Tangentialebenen L, T, 
mit den beiden Umdrehungsflachen gezogenen Geraden SP, TR 

." .. " ....... ,'-

\ 

" 
Fig. 33. 

. . . geureht werden mltssen, urn in die der verticalen Projec­
tionsebene' parallele Ebene E zu fallen. Man erhalt also die 
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horIzontalen Projectionen diesel' Gel'aden in ihrer natul'lichen 
Lage, wenn man durch den Punkt A' die Geraden A' P', 
A'R', ... zieht. [59J Die Punkte S', T', .. , endlich, in 
denen diese letzteren Geraden die dul'ch die Punkte So', To', 
... um A' als Mittelpunkt gezogenen Kreisbogen schneiden, 
sind die horizontalen Projectionen del' Punkte S, T, ... , in wel­
chen die gegebene Umdrehungsflltche von den durch die Ge­
l'ade g gehenden Tangentialebenen 2:, T, ... bel'uhrt wird. 

Die verticalen Projectionen S", T", . .. diesel' Punkte er­
halt man durch Projection der Punkte S', T', ... auf die zu­
gehOrigen horizontalen Geraden durch die Punkte So", To", ... 

Nachdem man so die horizontalen und verticalen Projec­
tionen del' Beruhl'ungspunkte S, T, . . . gefunden hat, construirt 
man die Spurlinien 8 1, 8 2 ; t l , t2 ; ••• aIlel' durch die Gerade g 
gehenden Tangentialebenen nach den fruher angegebenen 
Methoden. 

Diese Methode lasst sich leicht verallgemeinern und auf 
Flachen anwenden, welche durch beliebige, ihrer Gestalt nach 
unveranderliche, ibrer Lage im Raume nach abel' irgendwie 
veranderliche Curven erzeugt werden. 9) 

Dritter Theil. 

Schnitte krummer FHichen. 

Schnitte krummer Flachen. Definition del' Curven 
doppelter Krummung. 

48. Es seien die Erzeugungsweisen von zwei krummen 
Flachen vollkommen bekannt, sodass fur jede derselben die 
Gesammtheit aller ihrel' Punkte genau bestimmbar ist und fUr 
jeden Punkt einer del' Flachen, dessen eine Projection will­
kurlich gewahlt ist, stets die andere construirt werden kann. 
Wenn dann diese zwei Flachen gemeinsame Punkte haben, 
so ist auch die Lage aller diesel' gemeinsamen Punkte voll­
standig bestimmt, und zwar hangt sie sowohl von del' Gestalt 
del' beiden krummen Flachen, als auch von ihrer Stellung zu 
einander abo Foiglich kann die Lage diesel' gemeinsamen 
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Punkte stets aus den gegebenen Erzeugnngsweisen del' Flachen, 
aus welchen sie sich mit Nothwendigkeit ergiebt, abgeleitet 
werden. 

Die Gesammtheit aller zwei bestimmten krummen Flachen 
gemeinsamen Punkte bildet im allgemeinen eine bestimmte 
krnmme Linie im Raum. Diese Curve kann in speciellen 
Fallen eine ebene Curve sein und also nul' eine Krl1mmung 
besitzen, sie kann in noch specielleren Fallen zu einer geraden 
Linie werden und mithin gar keine Krummung haben, und in 
ganz speciellen Fallen sich sogar auf einen Punkt reduciren; 
im Allgemeinen abel' gehOrt diese Schnittcurve [60] zu den 
sogenannten Cm'ven doppelter Krummung,10) welche diesen 
Namen deshalb fuhren, weil sie an den Krummungen zweier 
krnmmen Flachen Antheil haben, auf deren jeder sie liegen 
und deren gemeinsame Schnittcurven sie sind. 

Gegenseitiges En tsprechen von Operationen del' 
darstellenden Geometrie und del' Elimination 

in del' Algebra. 

49. Zwischen den analytischen Operationen und denen del' 
darstellenden Geometrie besteht eine gewisse Uebereinstimmung, 
welche an diesel' Stelle erwahnt werden muss. 

Wenn man in del' Algebra eine gestellte Aufgabe auf ein 
System von ebenso vielen Gleichungen, als Unbekannte vorhanden 
sind, zurnckgefuhrt hat, so kann man aus diesem ein anderes 
System mit del' gleichen Anzahl von Gleichungen ableiten, in 
deren jeder abel' nul' eine einzige Unbekannte noch vorkommt. 
Das Verfahren, welches zu diesem Ziele fuhrt und unter dem 
N amen del' E Ii min a t ion bekannt ist, besteht darin, dass 
man zunachst mit Hulfe einer Gleichung irgend eine Unbekannte 
aus allen ubrigen Gleichungen fortschafft. Indem man auf 
diese Weise allmahlich die verschiedenen Unbekannten ent­
fernt, gelangt man schliesslich zu einer Endgleichung, welche 
nur noch eine einzige Unbekannte enthalt und mithin deren 
Werth bestimmt. 

Die Elimination in del' Algebra hat die grosste Aehnlich­
keit mit den Methoden, durch welche man in del' darstellenden 
Geometrie die Schnitte krnmmer Flachen bestimmt. 

Nehmen wir an, dass ein Punkt im Raume durch seine Ent-
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fernungen x, y, % von drei zu einander rechtwinkligen Ebenen 
bestimmt wird, dass zwischen diesen drei Entfernungen eine 
Beziehung festgesetzt und diese Beziehung dann durch eine 
Gleichung ausgedliickt wird, in welcher die drei Grossen x, y, % 

und Constante vorkommen. Auf Grund diesel' Beziehung ist 
die Lage des Punktes nicht bestimmt; es konnen die Grossen 
x, y, % ihre Werthe und folglich auch del' Punkt seine Lage 
im Raume so andern, dass die durch die Gleichung dargestellte 
Beziehung immer stattfindet. Die krumme Flache, welche del' 
geometrische Ort fiir aIle mit del" gegebenen Beziehung ver­
traglichen Punkte ist, wird durch die entsprechende Gleichung 
analytisch dargestellt. 

Betrachten wir z. B. eine Kugelfiache, deren Radius mit l' 

bezeichnet werde und welche ihren Mittelpunkt in dem Schnitt­
punkte del' drei zu einander rechtwinkligen Ebenen habe. Wird 
dann ein bestimmter Punkt del' Kugelfiache durch seine Ab­
stande x, y, % von diesen drei Ebenen bestimmt, [61] so ist 
offenbar del' Kugelradius nach dem betrachteten Punkte gleich 
del' Diagonale eines rechtwinkligen Prism a, dessen drei Kanten 
die Abstande x, y, % sind; das Quadrat del' Diagonale ist abel' 
gleich del' Summe del' Quadrate del' drei Kanten, also erMlt 
man die Gleichung 

x2 + y2 + %2 = 1'2 • 

Wenn nun del' betrachtete Punkt seine Lage auf del' Kugel­
oberfiache andert, so and ern sich seine senkrechten Entfernungen 
x, y, % von den drei zu einander rechtwinkligen Ebenen, nicht 
abel' andert sich seine Entfernung von dem Kugelmittelpunkte; 
es hat also die Summe del' Quadrate seiner drei Coordinaten 
x, y, % stets denselben Werth und ist immer gleich dem Qua­
drate des Kugelradius. Zwischen den Coordinaten des betrach­
teten Punktes besteht also die durch die Gleichnng 

x2 + y2 + %2 = 1'2 

dargestellte Beziehung, und umgekehrt hat diese Gleichung fiir 
aIle Punkte del' Kugelfiache und nur fiir diese statt, ist folg­
lich die Gleichung del' Kugel. 

Jede krumme Flache hat also eine bestimmte Gleichung. 
Wenn es auch nicht immer moglich ist, diese Gleichung in so 
einfachen Grossen wie den Abstanden x, y, % darzustellen, so 
kann man sie doch in complicirteren Grossen, z. B. den Rich­
tungswinkeln del' Tangentialebenen, den Kriimmungsradien, u. 
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s. w. erhalten. Fiir unsern Zweck reicht es aus, dass wir eine 
Gleichung als Beispiel gegeben haben. 

Sind nun die Gleichungen zweier verschiedenen krummen 
Flachen in den Coordinaten x, y, x gegeben, und setzt man 
voraus, dass in dies en beiden Gleichungen die Coordinaten x, 
y, x auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem bezogen 
sind, so kann man eine del' drei Grossen x, y, x, z. B. x, aus 
den beiden Gleichungen eliminiren. Durch die gleichzeitige 
Giiltigkeit der beiden Gleichungen setzt man fest, dass man 
weder aHe Punkte del' ersten Flache, noch aHe Punkte der 
zweiten FHiche unterschiedslos in Betracht ziehen will, sondern 
dass man sich nur mit den Punkten ihres Schnittes beschltftigt, 
fiir welche beide Gleichungen erfiiHt sein miissen, da diese 
Punkte gleichzeitig auf beiden Flachen liegen. Folglich driickt 
die Gleichung in den Grossen x, y, welche sich durch die Eli­
mination von x aus den beiden Gleicbungen ergeben hat, die 
Beziehung aus, welche zwischen den beiden Coordinaten x, y 
aIler Punkte der Schnittlinie - ohne Riicksicht auf die Grosse 
der eliminirten Coordinate;;; - bestehen muss; diese Gleichung 
ist also die Gleichung der Projection des Schnittes beider 
Flachen auf die zu den x-Abstanden senkrechte Ebene. 

Man sieht mithin, dass in der Algebra die Elimination einer 
Unbekannten zwischen mehreren Gleichungen mit drei Unbe­
kannten darauf hinauslauft, auf den drei zu Grunde gelegten 
Coordinatenebenen die Projectionen der Schnitte der Flachen, 
welchen diese Gleichungen entsprechen, zu bestimmen. 

[62] 50. Das Entsprechen zwischen den Operationen del' 
Analysis und den Methoden del' darsteHenden Geometrie ist 
aber nicht auf das eben Gesagte beschrankt; es besteht iiberaH. 
Wenn man Punkte, Curven oder Flachen sich bewegen lasst, 
so konnen diese Bewegungen immer durch analytische Opera­
tionen beschrieben werden, und die durch diese Bewegungen 
erzeugten Raumgebilde entsprechen den Resultaten dieser Ope­
rationen. Umgekehrt giebt es keine analytische Operation mit 
drei Veranderlichen, welcbe nicht als der Ausdruck einer im 
Raume ausgefiihrten Bewegung betrachtet werden kann. Urn 
dem Schiiler die Mathematik in der vortheilhaftesten Weise zu 
lehren, muss man ihn friihzeitig daran gewohnen, dieses gegen­
seitige Entsprechen von analytischen und geometrischen Ope­
rationen zu erkennen; er muss die Fahigkeit erlangen, einer­
seits aHe Bewegungen, welche im Raume denkbar sind, in die 
Sprache der Analysis zu iibersetzen und andererseits sich stets 



Darstellende Geometrie. 81 

im Raume die Bewegungen vorzustellen, deren Ausdruck die 
analytischen Operationen sind. 

Allgemeine Methode, urn die Projectionen del' 
Schnitte kl'ummer Flachen zu bestimmen. A bandel'ung 

diesel' Methode fur einige besondere FaIle. 

51. Kommen wir nun auf unseren eigentlichen Gegenstand, 
das Verfahren fUr die Bestimmung del' Projectionen von Schnitten 
krummer Flachen zu entwickeln, wiedel' zurUck. 

Urn diese Methode in moglichst ubersichtlicher Form dar­
zustellen, werden wir ihr nicht sofort die ausserste Eleganz, 
del' en sie fahig ist, geben, sondern letztere schl'ittweise el'l'eichen. 
Das Gesagte gilt abel' allgemein und ist auf zwei beliebige 
krumme Flachen anwendbar. Obgleich die benutzten Buch­
staben sich auf die Figul' 34 beziehen, welche den besonderen 
Fall zweier geraden Kreiskegel mit vertical gestellten Axen 
darstellt, so ist immer im Auge zu behalten, dass jede del' 
beiden betrachteten Flachen eine ganz beliebige sein kann. 

52. Erste allgemeine Aufgabe. (Fig. 34) Die Erzeu­
gungsweisen zweier kl'ummen Flachen sind bekannt 
und aIle hierzu nothigen Elemente in den Projections­
ebenen gegeben. Man solI die Projectionen del' Curve 
doppel tel' Kl'Ummung construiren, in welcher sich die 
b eide n Flachen schneiden. 

Loaung. Man nimmt eine Schaar von Ebenen TI zu Hiilfe, 
welche im Raume passend gelegen gewahlt werden; diese Ebenen 
konnen z. B. sammtlich horizontal liegen, was zunachst that­
sachlich angenommen werde. [63] Dann sind die verticalen 
Projectionen diesel' Htilfsebenen hol'izontale gerade Linien, und 
weil die Ebenen in willkurlich gewahlten Abstanden voneinander 
liegen konnen, nehmen wir an, dass in del' verticalen Projec­
tionsebene beliebig viele horizon tale Gerade p gezogen seien, 
welche die verticalen Projectionen von eben so vielen Ebenen TI 
vorstellen. Dann fuhrt man nacheinander fur jede diesel' EbenenTI 
und in Bezug auf die Gerade p, welche ihre verticale Projec­
tion ist, das Verfahren durch, welches im Folgenden fur die eine 

• diesel' Ebenen, TI, welche sich in die Gerade p projicirt, an-
gegeben ist. 

• Die Ebene TI schneidet die crste Flache in einer gewissen 
Ostwald's Klassiker. 117. 6 
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Curve, welche man immer construiren kann, wenn die Erzeugung 
del' Flache bekannt ist. Diese Curve ist del' geometrische Ort 
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A 

aUer Punkte, in den en die Ebene n von aUen Erzeugenden 
del' Flache geschnitten wird. Da diese Curve eben und hori­
zontal gelegen ist, so projicirt sie sich in ihrer wahren Gestalt 
und Grosse auf die horizontale Projectionsebene. Es ist also 
moglich, diese Projection zu construiren, und es ergebe dies die 
Curve mi. 

Dieselbe Ebene fr schneidet auch die zweite gegebene 
Flache in einer horizontal gelegenen, ebenen Curve, deren hori­
zontale Projection sich ebenfalls stets construiren lasst; diese 
Projection sei die Cure n'. 

Nun ist es moglich, dass sich die beiden Curven, in welchen 
A 

die Ebene n die beiden gegebenen Flachen schneidet, selbst 
schneiden, odeI' dass sie sich nicht schneiden. Wenn sich die 
beiden Curven auch in beliebiger Verlangerung nicht schneiden, 
so ist dies ein Beleg dafiir, dass die beiden gegebenen Flachen 

A 

in del' Hohe del' Ebene n keinen Punkt gemeinsam haben. 
Schneiden sich abel' die beiden Curven, so geschieht dies in 
einer gewissen Anzahl von Punkten, welche beiden Flachen 
gemeinsam und daher ebenso viele Punkte ihres gesuchten 
Schnittes sind. Denn in del' That gehOren die Schnittpunkte 
beider Curven beiden Flachen an, da sie sowohl auf del' ersten 
Curve, welche auf del' ersten del' beiden gegebenen Flachen 
liegt, als auch auf del' zweiten Curve, welche auf del' zweiten 
Flache liegt, gelegen sind. 

Es miissen abel' die horizontalen Projectionen del' Schnitt­
punkte beider Curven [64] sowohl auf del' Projection del' ersten 
als auch auf del' Projection del' zweiten Curve liegen, folglich 
sind die Schni ttpunkte H', JI, . . . del' beiden Curven m 'und 
n I die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten 
des gesuchten Schnittes beider gegebenen krummen Flachen. 
Urn die verticalen Projectionen diesel' Punkte zu erhalten, hat 
man nur zu beachten, dass die Punkte H, J, . . . in del' hori-

A 

zontalen Ebene n und also ihre zweiten Projectionen auf del' 
Geraden p liegen. Projicirt man daher die Punkte H', JI, . . . 
auf die Gerade p in die Punkte H', J", ... , so sind diese 
letzteren die zweiten Projectionen del' gesuchten Schnittpunkte. 

Fiihrt man dieses fUr die Gerade p eben beschriebene Ver­
fahren nun fiir aUe iibrigen horizontal en Geraden p durch, so 
erMlt man fUr jede von ihnen in del' horizontalen Projections­
ebene eine Reihe weiterer Punkte H', J', ... und in del' ver-

6* 
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ticalen Projectionsebene die entsprechende Reihe IF', JII, ... 
Zieht man dann dnrch aIle Punkte H' einen Curvenzweig, durch 
aIle Punkte J' einen zweiten, und so fort, so bildet die Ge­
sammtheit allel' diesel' Curvenzweige, welche mitunter inein­
ander iibergehen kGnnen, die horizontale Projection des Schnittes 
beider FHlchen. Zieht man ebenso durch aIle Punkte IF' einen 
Curvenzweig, durch aIle Punkte J" einen zweiten,. und so fort, 
so bildet die Gesammtheit aller diesel' Curvenzweige, welche 
ebenfalls mitunter ineinander iibergehen konnen, die verticale 
Projection des gesuchten Schnittes. 

53. Das soeben geschilderte Verfahren ist ganz allgemein 
verwendbar, sogar mit del' getrofi'enen speciellen Festsetzung, 
dass die benutzten Hiilfsebenen n sammtlich horizontal liegen. 
Wir wollen jetzt abel' zeigen, dass in bestimmten Fallen die 
Wahl des Hiilfsebenensystems nicht gleichgiiltig ist; man kann 
sie vielmehr oft so trefi'en, dass dadurch sich leichtere und 
elegantere Consti:uctionen ergeben. Es kann sogar del' Fall 
eintreten, dass die Benutzung einer Schaal' von krummen 
Flachen, welche. nul' in einer ihrer Abmessungen von ein­
an del' verschieden sind, vortheilhafter als die Benutzung von 
Ebenen ist. 

Fiir die Cons~ruction des Schnittes zweier Umdrehungs­
flachen mit verticalen Axen ist am vortheilhaftesten eine Schaar 
von horizontalen Ebenen zu verwenden, da diese beide Flachen 
in Kreisen schneiden, deren· Mittelpunkte auf den Axen del' 
Flachen liegen, deren Radien gleich den in del' Hohe del' 
schneidenden Ebenen gemessenen senkrechten Abstanden del' 
erzeugenden Curven von den zugehorigen Axen sind und deren 
horizontale Projectionen mithin ihrer Grosse und Lage nach 
bekannte Kreise sind. [65J In diesem FaIle werden also aIle 
Punkte del' horizontalen Projection des gesuchten Schnittes als 
Schnittpunkte von Kreisen bestimmt. Wenn die Umdrehungs­
flachen zwar zu einander parallele, abel' nicht vertical stehende 
Axen haben, so muss man den Projectionsebenen eine andere 
Lage geben und sie so wahlen, dass eine derselben auf den 
Umdrehungsaxen senkrecht steht. 

54. Handelt es sich darum, die Schnittcnrve von zwei 
beliebig gestalteten Kegeln, deren Spnren in del' horizontalen 
Projectionsebene gegeben sind, zu construiren, so wiirde uns 
die Anwendung einer Schaar von horizontalen Ebenen zur 
Ausfiihrung von Constructionen nothigen, welche in diesem 
FaIle zu llmstandlich und zeitraubend sein wiirden. Denn jede 
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horizontale Ebene schneidet beide KegelfHichen in Curven, 
welche den Spurlinien derselben ahnlich sind, und diese 
Schnittcurven mussen folglich, weil sie nicht mit den Spur­
linien identisch sind; fur jede Hulfsebene von neuem punkt­
weise construirt werden. Legt man dagegen durch die Spitzen 
beider Kegel eine Gerade und benutzt man das durch die­
selbe hindurchgehende Ebenenbltschel, so schneidet jede Ebene 
desselben beide Flachen in vier gerade Linien. Da diese 
Geraden in einer Ebene liegen, so schneiden sie sich - von 
den Kegelspitzen abgesehen - in vier Punkten, welche auf 
dem Schnitte beider Kegel liegen. In diesem FaIle construirt 
man also jeden Punkt del' horizontalen Projection des Schnittes 
als Schnittpunkt zweier geraden Linien. 

55. Fur zwei beliebig gestaltete Cylinderflachen, deren 
beiderseitige Erzeugende nicht einander parallel sind, bietet 
die Schaal' horizontaler Ebenen gleichfalls nicht die gltnstigste 
Wahl dar. Jede diesel' Ebenen wurde zwar beide Flachen in 
Curven schneiden, welche ihren horizontalen Spurcurven con­
gruent sind. Da diese Schnittcurven abel' nicht senkrecht uber 
den Spurcurven liegen, so fallen ihre horizontalen Projectionen 
nicht mit den letzteren zusammen und mussen folglich punkt­
weise construirt werden. Wahlt man dagegen eine Schaar von 
Hltlfsebenen, welche gleichzeitig zu den erzeugenden Geraden 
beider Flachen parallel sind, so schneidet jede diesel' Ebenen 
beide Cylinder in geraden Linien, deren Schnittpunkte dem 
Schnitte beider Flachen angehOren. [66] Dadurch erhalt man 
wieder die Punkte del' horizontal en Proj ection des Schnittes 
als Schnittpunkte von geraden Linien. Uebrigens &ind diese 
fitr zwei Cylinder gegebenen Betrachtungen nul' eine nothwen­
dige Folge del' VOl' her fUr zwei Kegelflachen angestellten. 

56. FitI' zwei Umdrehungsflachen endlich, deren .Axen in 
derselben Ebene liegen, abel' nicht zu einander parallel sind, 
ist itberhaupt eine Schaar von Ebenen nicht mehr die passendste 
Wahl, welche man treffen kann, sondel'll hier empfiehlt es 
sich, eine Schaar von concentrischen Kugeln, deren gemeinsamer 
Mittelpunkt in dem Schnittpunkte del' beiden Umdrehungsaxen 
liegt, zu benutzen. Die beiden Umdrehungsflachen werden von 
jeder diesel' Kugeln in zwei Kreisen geschnitten, deren Mittel­
punkte auf den beiden Umdrehungsaxen liegen und del' en Ebenen 
auf del' Ebene diesel' .Axen senkrecht stehen; die Schnittpunkte 
beider Kreise liegen zugleich auf del' Kugel und auf den beiden 
Umdrehungsflachen und gehiiren mithin dem gesuchten Schnitte 
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an. Die Punkte del' Projection des 8chnittes werden construirt 
als 8chnittpunkte von Kreisen und gel' aden Linien, wenn man 
die eine Projectionsebene senkrecht zu einer del' beiden Um­
drehungsaxen, die andere parallel zu diesen beiden A.xen wll.hlt, 
welche A.nnahme die in diesem Falle gunstigste ist. 

Diese wenigen Bemerkungen uber die am hliufigsten vor­
kommenden krummen FIll.chen genugen, um zu zeigen, in 
welcher Weise die allgemeine Methode gebraucht werden muss, 
und wie man aus del' Kenntniss del' Erzeugung del' FIll.chen 
die Wahl del' HitlfsHll.chen so treffen kann, dass sich die leich­
testen Constructionen ergeben. 

Tangenten an die 8chnitte krummer FIll.chen. 

57. Wenn zwei krumme FIll.cben ihrer Gestalt und gegen­
seitigen Lage nach gegeben sind, so ist nicht nur ihre 8cbnitt­
curve bestimmt, sondern es ist auch die Lage aller geometrischen 
Gebilde, welche zu ihr Bezug haben, bestimmt, so z. B. die 
Lage del' Tangente in jedem ihrer Punkte und die Lage del' 
Normalebene, d. h. del' Ebene, auf welche die Curve unter 
einem rechten Winkel auftrifft und welche mithin auf del' Tan­
gente del' Curve senkrecht steht. Obgleich wir in dem Fol­
genden oft Gelegenheit haben, Normalebenen an Curven doppelter 
Krummung zu betrachten, gehen wir hier nicht in die Einzel­
heiten ihrer Bestimmung ein; [67J denn da die Normalebenen 
stets auf den Tangenten senkrecht stehen, so ist es ausreichend, 
das Verfahren, nach welchem die Projectionen del' Tangenten 
an die 8chnittcurven krummer FIll.chen construirt werden, hier 
mitzutheilen. 

58. Zweite allgemeine Aufgabe. In einem beliebigen 
Punkte del' 8chnittcurve zweier krummen FIll.chen 
solI man die Tangente an diese Curve construiren. 

Liisung. Da del' auf del' 8chnittcurve beider FIll.chen will­
kurlich gewll.hlte Punkt gleichzeitig auf beiden FIll.chen liegt, 
so beruhrt sowohl die in dem betrachteten Pllnkte an die erste 
FIll.che als wie die an die zweite FIll.che gelegte Tangential­
ebene die 8chnittcurve in diesem Punkte. Diesel' Punkt del' 
8chnittcurve, in welchem sie von den beiden Ebenen beruhrt 
wird, liegt also zugleich in beiden Ebenen und ist folglich ein 
Punkt ihrer 8chnittgeraden, welcbe selhst offenbar die gesuchte 
Tangente . ist. 
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Diese Aufgabe giebt zu folgender Bemerkung Anlass, von 
welcher in del' darstellenden Geometrie haufiger Gebrauch ge­
macht wird. 

»Die Projection del' Tangente einer Curve doppeltel' Krum­
mung ist selbst Tangente an die Projection del' Curve und 
del' Beruhrungspunkt diesel' letzteren ist die Projection des 
zugehOrigen Beruhrungspunktes auf del' Curve doppelter 
Kritmmung. « 

Denn denkt man sich von allen Punkten einer Curve 
doppelter Krummung Lothe auf eine del' beiden Pl'ojections­
ebenen, z. B. auf die horizontale Ebene gefallt, so liegen aIle 
diese Lothe auf dem Mantel eines vertical stehenden Cylinders, 
welcher von del' horizontalen Projectionsebene in del' Projection 
del' Curve geschnitten wird. Wenn man sich ferner von allen 
Punkten einer Tangente an die Curve doppelter Krummung 
ebenfalls Lothe gefallt denkt, so liegen diese Lothe in einer 
verticalen Ebene, welche von del' horizontalen Projectionsebene 
in del' Projection del' 'l'angente geschnitten wird. Nun be­
ruhren sich abel' ofi'enbar del' Cylindermantel und diese ver­
ticale Ebene langs des von dem Beruhrungspunkte gefallten 
Lothes, da dieses beiden Flachen angehOrt.. Es beruhren sich 
also die Schnittlinien del' horizontalen Projectionsebene mit del' 
Cylinderflache und mit del' verticalen Ebene [68J in dem ]!'uss­
punkte dieses Lothes, und mithin beriihren sich die Projection 
einer Curve doppelter Kriimmung und die Projection einer Tan­
gente an dieselbe in dem Punkte, welchel' die Projection des 
Beriihrungspunktes del' Tangente und del' Raumcurve ist. 

Schnitte von Cylinder-, Kegel- und Umdrehungs­
flachen. Abwickelung diesel' Schnitte, wenn eine 
del' Flachen, auf welchen sie liegen, eine abwickel-

bare Flache ist. 

59. Wir wollen nun das bisher Gesagte auf einige beson­
dere FaIle wirklich ZUl' Anwendung bringen. Urn mit ein­
fachen Betrachtungen zu beginnen, setzen wir zunachst voraus, 
dass eine del' beiden Flachen, deren Schnitt bestimmt werden 
solI, eine Ebene ist. 

Erste Aufgabe. Es solI die Schnittcurve eines 
Cylindermantels und einer gegebenen Ebene be­
s timmt w!lrden. 
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Wenn die Lage del' Projectionsebenen willkurlich ist, so 
nehmen wir zunachst an - was immer moglich ist -, dass 
die eine Projectionsebene senkrecht auf den geradlinigen El'­
zeugenden des Cylindermantels und die andere senkrecht auf 
del' gegebenen Ebene steht, weil bei dieser Annahme die Con­
struction sich sehr viel leichter gestaltet. SpateI' werden wir, 
urn den Schuler mit del' Projections methode gut verb'aut zu 
machen, diese Annahme fallen lassen und die beiden Projec­
tionsebenen beliebig wahlen. 

Erster Fall. (Fig. 35-37) Die geradlinigen Er­
zeugenden del' Flache stehen senkrecht auf einer, 
z. B. auf del' horizontalen Projectionsebene, und die 
schneidende Ebene steht senkrecht auf del' andern 
Proj e c tions e bene. 

Losung. Es sei A'die horizontale und a" die verticale 
Projection del' Geraden a, welcher die sammtlichen Erzeugenden 
des Cylinders parallel sind; Ie sei die gegebene Spurcurve des 
Cylinders, welche zugleich die horizontale Projection des un­
begrenzten Cylindermantels ist und welche daher auch die 
horizontale Projection des gesuchten Schnittes list; 62 sei die 
verticale Projection del' schneidenden Ebene E, welche Gerade 
auch zugleich die verticale Projection des gesuchten Schnittes l 
ist, und 6 1 sei die in del' horizontal en Ebene gelegene Spur­
linie diesel' Ebene E. Zieht man dann an die Curve Ie die 
zur Projectionsaxe x senkrechten Tangenten B' bIT, G' e", so 
sind diese beiden Geraden ofl'enbar die verticalen Projectionen 
del' aussersten geradlinigen Erzeugenden 11), und die Punkte B", 
G", in welchen sie von del' Spurlinie 62 del' Ebene E geschnitten 
werden, begrenzen auf del' Geraden 62 die verticale Projection 
des gesuchten Schnittes l. 

[69] Wenn man nun in einem auf dem Schnitte l beliebig 
angenommenen Punkte, des sen horizontale Projection del' auf 
del' Curve Ie willkurlich gewahlte Punkt D' ist und dessen 
verticale Projection man erhalt, indem man den Punkt D I in 
den Punkt E" auf del' zweiten Spurlinie 6 projicirt - die 
Tangente an denselben ziehen will, so muss offenbar diese 
'l'angente in del' schneidenden Ebene E liegen und daher ihre 
zweite Projection in die Spurgerade 62 fallen. Ferner liegt 
die 'l'angente in del' Tangentialebene des Cylinders im Punkte 
D, und da diese Ebene vertical steht, so faUt die horizontale 
Projection del' Tangente mit del' horizontalen Projection del' 
'l'angentialebene zusammen und ist die Gerade t = T D I, 



Darstellende Geomettie. 89 

welche die Curve 7c in dem Punkte D' bertihl't. Es ist also 
fur die gesuchte Schnittcurve l die Lage del' 'l'angente vollig 
bestimmt. 

, , 

, , 
~i - -;- - ;- - -1- - ~ - .- ~ - ~ -

T ~_Jr:_ ,_f2,'_ 

e, t~' :p 
" . 

D' L_~ 
"-..iIi' 

" 
Fig. 35. 
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60. Es handelt sich nun weiter darum, die Schnittcurve l 
in ihrer wahren Gestalt zu construiren und dann an dieselbe 
in einem beliebigen Punkte eine Tangente zu ziehen. Wenn 
die verticale Projectionsebene zu weit von del' Curve 7c ent­
fernt ist, nimmt man eine andere verticale Ebene zu Hulfe 
welche die Curve k schneidet und deren horizontale Projection 
in die zu x parallele Gerade B' 0' flint. Diese neue verticale 
Projectionstafel schneidet die Ebene E in einer zu e2 parallelen 
Geraden, urn welche wir die Ebene E in die verticale Lage um­
legen, sodass die Curve l sich in ihrer wahren Gestalt darbietet. 
Dann wlthlt. man beliebig viele Punkte D' willkurlich auf del' 
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Curve k und legt durch dieselben verticale, zur zweiten Pl'o­
jectionstafel senkrechte Ebenen n hindurchJ deren beide Pro­
jectionen man gleichzeitig erhalt, indem man durch aIle Punkte 
D' verticale Gerade p zieht. Jede dieser Hulfsebenen schneidet 
die Ebene E in einer horizontalen und zur Umlegungsaxe senk­
l'echten Geraden, deren verticale Projection del' Schnittpunkt 
E" der beiden Geraden p und c2 ist. Diese horizontale Gerade 

c" 
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Fig. 36. 

trifft die Umlegungsaxe in einem Punkte E, dessen horizontale 
Projection del' Schnittpunkt E' del' beiden Geraden B' 0' und 
del' durch D' gezogenen Vel'ticalen p ist, wahrend sie die 
Schnittcurve l del' Ebene E und des Cylinders in den Punkten 
D, F ... trifft, deren hol'izontale Pl'ojectionen die Schnittpunkte 
D', ll", ... der Gel'aden p und del' Curve k sind. Die Strecken 
DE, 11'E, . . . sind aber offenbar gleich ihren horizontalen Pro-
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jectionen D'E', F'E', . " Bei del' Umlegung del' Ebene E in 
die verticale Lage bleiben aUe diese Streck en , welche ur­
spriinglich horizontal lagen, senkrecht zu del' Umlegungsaxe 
und behalten dieselbe Lange. [70J Zieht man also durch 
jeden Punkt E" eine unbegrenzte Gerade senkrecht zu 6~ und 
tragt auf diesel' von E" aus die Strecken D'E', lll'E', ... 
bis Do", Fo", ... ab, so erhalt man beliebig viele Punkte Do", 
Fo", ... ; die durch diese Punkte hindurchgezogene Curve Zo" 
ist die Schnittcurve des Cylinders und del' Ebene E in ihrer 
wahren Gestalt. 

61. Nachdem jetzt die wahre Gestalt del' Schnittcurve ge­
funden ist, soU noch in einem beliebigen ihrer Punkte, z. B. Do" 
die Tangente construirt werden. Die verticale Projection dieses 
Punktes in seiner natiirlichen Lage ist del' Fusspunkt E" des 
von D" auf die Gerade 62 gefaUten Lothes und die horizon­
tale Projection findet man, indem man den Punkt E" in den 
Punkt D' auf del' Curve k projicirt. Die horizontale Projection 
del' gesuchten 'l'angente ist dann die in dem Punkte D' an 
die Curve k gezogene Tangente t und es geniigt, um unser 
Ziel zu en'eichen, in del' Ebene del' Curve lo einen beliebigen 
Punkt zu bestimmen, durch welchen die Tangente gehen muss, 
z. B. den Punkt H, dessen horizontale Projection in den be­
liebig auf del' 'l'angente t gewahlten Punkt H' £aUt und dessen 
verticale Projection del' Punkt A" auf del' Spur 62 ist. Stellt 
man fiir diesen Punkt dieselbe Betrachtung an wie fur jeden 
anderen Punkt del' Ebene E, so muss offenbar del' umgelegte 
Punkt H auf del' durch den Punkt A" senkrecht zu 62 gezo­
genen Geraden liegen, und man erhalt seine verticale Projec­
tion, indem man auf diesel' Senkrechten die Strecke A' H', 
d. i. den .Abstand des Punktes H' von del' Geraden B' C', von 
A" bis Ho" abtragt. Dann ist Ho" ein zweiter Punkt del' an 
die Curve lo" zu construirenden Tangente, welche also die Ver­
bindungslinie Do" H" beider Punkte ist. 12) 

62. Welche Gestalt auch die Curve k haben mag, immer 
hat die Schnittcurve die Eigenschaft, dass in jedem Punkte, 
z. B. in Do" die Subtangente A" Ha" gleich del' SUbtangente 
A' H' del' Curve kist. Diese Eigenschaft ist fur die Ellipse und 
den uber einer ihrer .Axen construirten Kreis wohlbekannt; 
sie kommt diesen beiden Curven nul' deshalb zu, weil sie 
die Schnitte eines Cylindermantels mit zwei verschiedenen 
Ebenen sind. 

63. Schliesslich kann del' Fall eintreten, dass man die 
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Abwickelung des Cylindermantels und der von der Ebene E 
ausgeschnittenen Curve nothig hat. Zunachst wickelt man dann 
die Curve 11; (Fig. 36) in eine gerade Linie Na' Na' (Fig. 37) ab 
[71 J und zieht durch aHe Punkte derselben zu ihr senkrechte 
Gerade, welche die erzeugenden Geraden des abgewickelten Cylin­
dermantels darsteHen. 13) Auf diesen Senkrechten hat man weiter 
die Theilstrecken del' Erzeugenden abzutragen, welche zwischen 
del' Curve 11; und del' von del' Ebene E ausgeschnittenen Curve 1 
liegen. Diese Theilstrecken sind abel' ihren verticalen Projec-

a 

Fig. 37. 

tionen gleich, und diese letzteren sind die einerseits durch die 
Projectionsaxe x, andererseits durch die Spurgerade 62 begrenz­
ten Strecken del' verticalen Geraden p. Wenn also bei del' 
Abwickelung del' Punkt D' in den Punkt Da' del' Geraden 
Na' Na' faUt, so tragt man auf del' durch den Punkt Da' ge­
zogenen Senkrechten die Strecke DxE" von Da' bis Da ab; 
dann ist Da del' Punkt, in welchen del' Schnittpunkt D del' 
Ebene E und del' durch den Punkt D I gehenden Erzeugenden 
des Cylinders bei del' Abwickelung zn liegen kommt. Die 
Curve 1m welche dnrch aHe auf diese Weise bestimmten Punkte 
hindurchgeht, ist die abgewickelte Schnittcurve, welche gezeich­
net werden soHte. 

64. Wenn man die Tangente im Punkte D I del' Curve 11; 

verlangert, his sie die erste Spurlinie 61 del' Ebene E in dem 
Punkte T schneidet, und dann TD' auf del' Linie Na' Na' von 
Da' bis Ta abtragt, so ist offenbar die Gerade TaDa die Tan­
gente an. die Curve 1a im Punkte Da- Denn bei del' Abwicke-
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lung des Cylindermantels andel'll seine Elemente nicht ihre Nei­
gung gegen die horizontale Ebene. 

65. Zweiter Fall. (Fig. 38 u. 39) Die Cylinder­
nache und die schneidende Ebene liegen in belie­
big e l' Wei s e z u den be ide n Pro j e c t ion s e ben e n. 

Ltisung. a' und a" seien die beiden Projectionen del' Ge­
raden a, welchel' die Erzeugenden des Cylinders parallel sein 
sollen, k sei seine horizontale Spurlinie und c1 und c2 seien 
die beiden Spurlinien del' schneidenden Ebene E. 

Man benutzt bei diesel' .Aufgabe eine Schaar von Ebenen, 
welche den Erzeugenden del' Cylinderflache parallel und senk­
recht zu einer Projectionsebene, z. B. del' horizontalen, sind. 
Jede diesel' Hiilfsebenen projicirt sich in eine Gerade b', welche 
del' Projection a' parallel ist, und schneidet den Cylinderman­
tel in erzeugenden Geraden, welche die horizontale Projec­
tionsebene in den Schnittpunkten B, C, . .. del' Geraden b' 
und del' Curve k treffen. Projicirt man die Punkte B, C, ... 
in die Punkte B", C", ... del' Projectionsaxe x, und zieht man 
durch die letzteren Parallelen zu a", so erhlHt man die ver­
ticalen Projectionen b", c", ... del' Schnittgeraden des Cy­
lindermantels und del' benutzten Hiilfsebene. 

[72J Die Hiilfsebenen schneiden die Ebene E ebenfalls in 
parallelen geraden Linien, deren erste Spurpunkte auf del' 
Spur c; liegen. Um die verticalen Projectionen diesel' Geraden, 
welche natiirlich auch zu einander parallel sind, zu erhalten, 
bestimmt man die Richtung einer diesel' Schnittgeraden, z. B. 
dmjenigen, in welcher die durch a' gehende verticale I-Iiilfs­
ebene die Ebene E schneidet [und welche mit s bezeichnet 
werdeJ. Zu dem Zwecke verlangert man a' bis zu dem Schnitt­
punkte 8 1 mit del' Spur ct del' Ebene E einerseits und bis zu 
dem Schnittpunkte 82 ' mit del' Projectionsaxe x andererseits. 
Projicirt man dann 8./ in den Punkt 8 2 del' zweiten Spur C2, 

so sind die beiden Punkte 8 1 und 8 2 die Spurpunkte del' ge­
suchten Schnittgeraden s. Wenn man noch 8 1 in den Punkt 8/' 
del' .Axe x projicirt und die Gerade 8/' 8 2 zieht, so erhalt man 
die verticale Projection srI del' Schnittgeraden s. Projicirt man 
also alle Punkte D del' Spurlinie Ct , in welchen sie von den 
Projectionen del' verticalen Hiilfsebenen geschnitten wi I'd, in die 
Punkte D" del' .Axe x und zieht durch aUe Punkte D" Paral­
lelen zu srI, so erhalt man die verticalen Projectionen von 
Schnittgeraden del' Ebene E und den verticalen, einander paral­
lelen Hiilfsebenen. Dann bestimmt man die Schnittpunkte J", 
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K", ... jeder diesel' Schnittgeraden mit den zweiten Projec­
tionen b", e", ... del' dul'ch B, C, ... gehenden El'zeugenden, 
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in welchen die zugehOrige Htilfsebene den Cylindermantel schnei­
det; diese Schnittpunkte J", ](", . . . liegen auf der verticalen 
Projection l" der gesuchten Schnittcurve l. Projicirt man alle 
Punkte r, ](", ... auf die Horizontalprojection b' der ent­
sprechenden Htilfsebene, so erMlt man die horizontalen Pro­
jectionen J', ](', ... derselben Punkte, und die durch sie gezo­
gene Curve l' ist die horizontale Projection der Schnittcurve l. 

66. Urn in den Punkten ](', K" die Tangenten an die 
Projectionen l', l" der Curve l zu erhalten, muss man beachten, 
dass diese Tangenten die Projectionen der Tangente in dem 
Punkte K an die Schnittcurve l sind. Da die letztere Tan­
gente gleichzeitig in der Ebene E und in der Tangentialebene 
in dem Punkte K an den Cylindermantel liegt, so muss ihr 
erster Spurpunkt in den Schnittpunkt der ersten Spurgeraden 
beider Ebenen fallen. Die erste Spurgerade der Tangential­
ebene ist aber die Tangente t, welche in dem Punkte C an 
die Spurlinie Ii: des Cylinders gezogen ist. Zieht man also 
diese Tangente t und verlangert sie bis zu ihrem Schnittpunkte 
T mit der Spur 61 der Ebene E, so bertihrt die Gende TK' 
die horizontale Projection l' der Schnittcurve l in dem Punkte 
K'. [73J Wenn man schliesslich den Punkt T in den Punkt T" 
der .Axe x projicirt und die Gerade T" K" zieht, so ist sie 
die Tangente im Punkte K" der verticalen Projection l" der 
Schnittcurve l. 

67. Muss man auch die wahre Gestalt der Schnittcurve l 
ermitteln, so legt man die Ebene E urn ihre Spurlinie 61 in die 
horizontale Projectionsebene urn. Bei dieser Bewegung beschreibt 
jeder Punkt des Schnittes l, z. B. der Punkt K, dessen erste 
Projection in den Punkt K' fallt, einen Kreisbogen, dessen Ebene 
senkrecht auf der Geraden et steht und sich in das von dem 
Punkte K' auf 61 gefallte Loth K' F projicirt; nach erfolgter Um­
legung liegt der Punkt K in einem bestimmten Punkte Ko des 
Lothes K' F, und es ist daher nur noch der senkrechte .Abstand 
K]I' des Punktes K von der Spurgeraden el zu bestimmen. Die 
horizontale Projection des .Abstandes KF ist die Strecke K' F 
und die Hohe des Punktes K tiber der horizontalen Projections­
ebene ist gleich KxK". Tragt man also die Lange K' F auf 
der .Axe x von K1) bis Fd ab, so ist die Hypotenuse Fd K" 
gleich dem gesuchten .Abstande, welchen man dann auf dem 
Loth ](' ]I' von ]I' bis Ko abtragt. Der Punkt Ko ist ein Punkt 
der in die Horizontalebene niedergelegten Schnittcurve l, und 
die Curve lO)' welche alle auf die gleiche Weise bestimmten 
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Punkte vel'bindet, stellt die Schnittcul've des Cylinders und 
del' Eben"e E in ihl'el' wahl' en Gestalt dar. 
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68. Um die Tangente in dem Punkte Ko an die Curve lo 
zu construiren, braucht man nul' zu beachten, dass bei del' 
Umlegung del' Ebene E die Tangente im Punkte K an die Curve l 
stets durch den Punkt T del' Umlegungsaxe geht. Man hat 
daher nul' die Gel'ade TKo zu ziehen, urn die verlangte Tan­
gente zu erhalten. 

69. Zweite Aufgabe. (Fig. 40 u. 41) Es ist del' Schnitt 
eines beliebig gestalteten Kegels mit einer gege­
benen Ebene E zu constl'uiren. 

Liisung. Wir nehmen an - was immer moglich ist -, 
dass die vel'ticale Projectionsebene senkl'echt auf del' schnei­
.denden Ebene E steht. 

Es seien A', A" die Projectionen del' Spitze A des Kegels, 
k sei die Spurlinie des Kegelmantels in del' ersten Projec­
tionsebene, und 6t die verticale Spurlinie del' schneidenden 
Ebene E; folglich ist die durch den Schni ttpunkt E.r von 62 

mit del' Axe x gezogene Vel'ticale die horizontale Spurlinie 6t 

del' Ebene E. Man benutzt zur Ujsung del' Aufgabe eine 
Schaar von Hlilfsebenen, welche durch die Kegelspitze A senk­
recht zur zweiten Pl'ojectionsebene gelegt sind; die verticale 
Projection einer solchen Ebene ist die gerade Linie A" B", 
welche durch die zweite Projection del' Kegelspitze A geht, 
[74J und ihl'e horizontale Projection ist die senkrecht zur Axe x 
durch den Punkt B" gezogene Gerade B" B, welche die Spur­
linie des Kegelmantels in den Punk ten B, 0, . . . schneidet. 
Diese Hiilfsebene schneidet den Kegelmantel in den gel' ad­
linigen El'zeugenden b, e, ... , deren verticale Projectionen 
mit del' Geraden A" B" zusammenfallen und del'en hol"izontale 
Projectionen b', e', ... die Yerbindungslinien del' Punkte B, 
0, .,. mit A' sind. Diese mtlfsebene schneidet auch die 
Ebene E in einer geraden Linie, welche zur verticalen Projec­
tionsebene senkrecht ist. Die verticale Projection diesel' Ge­
raden ist del' Schnittpunkt J" del' Spuren 62 und A" B", wah­
rend man die horizontale Projection erhalt, wenn man von 
dem I'unkte J" ein Loth auf die Axe x faUt und dasselbe 
libel' die Axe a; hinaus verlangert. Dieses Loth schneidet die 
ersten Projectionen BA', OA', . " del' in derselben H1ilfs­
ebene liegenden Mantellinien in den Punkten J', K', ... , 
welche die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten 
des gesuchten Schnittes l liefern. Verfahrt man in gleichel' 
Weise fitr die librigen HiHfsebenen, und verbindet aUe auf 
diese Weise gefundenen Punkte J' , K', ... mit einander dul'ch 

Ostwald's Klassiker. 117. 7 
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die Curve I', so ist diese die horizontale Projection des ge­
suchten Sch~ittes l. 

T" ···········i· 
B·· .. ···· ................. . 

Fig. 40. 

70. Urn die Tangente in dem willkiirlich gewlthlten Punkte 
J' an die Curve l' zu ziehen, braucht man nul' den ersten Spur­
punkt del' in dem Pnnkte J an die Schnittcurve 1 gezogenen 
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Tangente zu finden, welcher auf del' Spur e1 del' Ebene E 
liegen muss. Diesel' Spurpunkt muss abel' auch auf del' ersten 
Spur del' Ebene liegen, welche den Kegelmantel Bings del' 
Erzeugenden AJ - mit del' horizontal en Projection A' J' -
berfihrt. Die Gerade A' J' schneidet die Curve h in dem 
Punkte B und die in diesem Punkte an die Curve k gezogene 
Tangente t ist die erate Spurlinie del' Tangentialebene. Del' 
Punkt T, in welchem aich die beiden Spurger aden el uUll t 
schneiden, liegt mithin auch auf del' durch den Punkt .1' ge­
henden Tangente del' Curve l'. 

71. Wenn noch die wahre Gestalt des Schnittes 1 ermittelt 
werden soIl, so kann man entweder die Ebene E urn ihre 
erste Spur c1 in die erste odeI' urn ihre zweite Spur ei in die 
zweite Projectionstafel umlegen und in del' umgelegten Ebene 
die Schnittcurve construiren. Wir wollen hier den zweiten 
Weg einschlagen. Alle horizontalen Geraden, in denen die 
Ebene E von den durch die Spitze des Kegels senkrecht zu 
del' vertical en Projectionsebene gelegten HiHfsebenen ge­
schnitten wird, bleiben bei diesel' Umlegung stets senkrecht 
zu del' Spur 13~ und andern ihre Langen nicht. [75J Zieht man 
also durch alle Punkte .1" del' Spur e~ Senkrechte zu ihr und 
tragt auf diesen die entsprechenden horizontalen Strecken Jx .1' , 
Jr;K', ... von .1" bis .la, Ko, ... ab, so gehiiren die Punkte 
.10, Ka, • " del' Schnittcurve an, und die Curve la, welche 
durch aIle so erhaltenen Punkte hindurchgelegt ist, giebt die 
Schnittcurve des Kegelmantels mit del' Ebene E in ihrer wahren 
Gestalt. 

72. Urn an die Curve 10 in dem beliebig' gewahlten Punkte 
J{) die Tangente zu construiren, verfll.hrt man, wie aus dem 
Vorhergesagten sich unmittelbar ergiebt, folgendermaassen: Man 
fallt von dem Punkte .10 das Loth Ja J" auf die zweite Spur­
linie 132 del' Ebene E, verbindet dann die Punkte J" und A" 
durch eine Gel'ade, welche man bis zu ihrem Schnittpunkte B" 
mit del' Axe x verlangert, und projicirt den letzteren Punkt noch 
in den Punkt B del' Curve 7c; darauf zieht man an die Curve k 
im Punkte B die Tangente, welche die Spurlinie 131 in dem 
Punkte T schneidet, und tragt die Strecke Er; T auf del' im 
Punkte E" zu del' Spur c2 gezogenen Senkrechten von Ex bis 
To abo Die Gerade To.fo ist dann die gesuchte Tangente an 
die Curve lo' ' 

Die Construction del' Abwickelung eines Kegels mit beli'e­
biger Basis und del' yon del' Ebene E ausgeschllittenen Curve 1 

7* 
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werden wir sofort auseinandersetzen, nachdem wir den Schnitt 
einer Kegelflache mit einer Kugel, deren Mittelpunkt in del' Spitze 
des Kegels liegt, bestimmt haben [vgl. Art. 81, S. 111-113J. 

73. Dritte Alifgabe. (Fig,41 u.42) Man soll den Schnitt 
zweier Kreiskegel, deren Axen einander parallel 
si nd, cons trui reno 

Lasung. Wir wiederholen hier iiber die Figuren 41 und 42 
nichts von dem, was wir bereits friiher bei del' Darlegung 
del' allgemeinen Methode, bei welchel' wir die gleiche Figur 
INr. 34] als typisch benutzt hatten. Wir bemerken nur, dass 
in dem vorliegenden Falle genau so wie in jedem, in wel­
chem es sich um zwei beliebige Umdrehungsflachen [mit vel'­
ticalen Axen] handelt, die von einer Schaar horizontalel' Hitlfs­
ebenen auf den Flachen ausgeschnittenen Curven Kreise sind. 
Jetzt wollen wir nur beziiglich del' Tangentenconstruction noch 
auf einige Einzelheiten eingehen, von denen zu sprechen wil' 
friiher nicht Gelegenheit hatten. 

74. Um an die horizontale Projection l' des Schnittes l 
beider Kegelmantel in dem Punkte K' die 'l'angente zu con­
struiren, erinnern wir uns wiedel' daran, dass diese Tangente die 
Projection del' Tangente in dem Punkte K des Schnittes l selbst 
ist, und dass es also, um die Construction del' ersteren 'l'an­
gente ausfiihren zu konnen, geniigt, den horizontalen Spur­
punkt T del' letzteren Tangente zu bestimmen. [76J Nun liegt 
abel' die 'l'angente in dem Punkte K des Schnittes l in den 
beiden Tangentialebenen, welche die beiden Kegelmantel in 
diesem Punkte beriihren. Construirt man also die horizontalen 
Spurlinien t und v diesel' beiden Ebenen, so ist ihr Schnitt­
punkt del' Spurpunkt T. Die Tangentialebene an den ersten 
Kegel beriihrt diesen langs del' durch den Punkt K gehenden 
geradlinigen El'zeugenden, deren horizontale Projection man 
findet, wenn man die Gerade A' K' zieht und sie bis zu dem 
Schnittpunkte C mit del' horizontalen Spurlinie ides Kegels 
verlangert. Del' Punkt C liegt auf del' Geraden, langs deren 
die Tangentialebene den Kegel beriihrt, und mithin ist die 
horizontale Spur t diesel' Ebene die in dem Punkte C an (len 
Kreis i gezogene Tangente. In gleicher Weise verfahrt man 
in Bezug auf den zweiten Kegel. Man verliingel't die Ge­
rade B' K' bis zu ihrem Schnittpunkte D mit dem Kreise h 
und zieht in diesem Punkte die Tangente v an den Kreis, 
welche dann die horizontale Spur del' Tangentialebene in dem 
Punkte K an den zweiten Kegel ist. Zieht man dann durch 
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den Schnittpunkt T del' beiden Tangenten und v die Ge­
rade T K', so ist sie die gesuchte Tangente an die Curve l'. 
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Fig. 41. 

Urn die Tangente in dem entsprechenden Punkte K" del' 
verticalen Projection l" del' Schnittcurve l zu erhalten, braucht 
man offenbar nUl" den Punkt T in den Punkt Tn auf del' .Axe x 
zu projiciren und T" mit K" durch eine Gerade zu verbinden, 
welche die gesuchte Tangente ist. 
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75. Es kann unter U mstanden nothig werden,. auf del' 
Abwickelung eines del' beiden Kegel, oder sogar auf denen 
beider Kegel ihre ebenfalls abgewickelte Schnittcurve einzu­
zeichnen, z. B. wenn man ein Modell fill' die Durchdringung 
beider Kegel aus biegsamen Stoffen, z. B. aus Metallblechen, 
herstellen will. In solchen Fallen wendet man f11r jeden del' 
beiden Kegel das Verfahren an, welches wir jetzt f11r den 
ersten auseinandersetzen. 

Zunachst ist zu beachten, dass bei del' Abwickelung eines 
Kegelmantels die auf ihm liegenden Gel'aden wedel' ihre Ge­
stalt, noch ihre Lange andern, weil allmahlich jede diesel' 
Geraden als Scharnier, urn welches die Flache bei ihrer Ab­
wickelung in die Ebene gedl'eht wird, dient; es bleiben also 
aIle Punkte des Kegelmantels stets in derselben Entfernung 
von del' Spitze. 1st ferner del' Kegel, wie in dem vol'liegenden 
Falle, ein gerader Kreiskegel, so haben aIle Punkte des hori­
zontalen Grundkreises i den gleichen Abstand von del' Kegel­
spitze; sie mitssen also in del' Abwickelung auch in gleicher 
Entfernnng von del' Spitze und folglich [77J auf einem Kreis­
hogen liegen, dessen Radius gleich del' constanten Entfernung 
l1er Spitze von den Punkten des Grundkreises i ist. Nachdem 
man also den Punkt AQl in welchen bei del' Abwickelung des 
Kegels seine Spitze A zu liegen kommen soIl, willk11rlich an­
genommen hat, beschreibt man urn diesen Punkt als Mittel­
punkt mit dem Radius A" Ii'" einen Kreisbogen ia, in welchen 
del' Grundkreis i sich abwickelt. 'l'ragt man dann. ausgehend 
von dem Punkte P des Grundkreises, bei welchem man mit 
del' Abwickelung beginnen will, den Kreisbogen Fe auf dem 
soeben construirten Kreise ia von dem willki.trlich gewahlten 
Punkte Pa desselben ab, so erhalt man die Lage O~ des 
Punktes 0 nach geschehener Abwickelung; die Gerade, welche 
die Punkte Oa und An. verbindet, giebt die Lage an, in welche 
die Erzeugende A 0 des Kegels dabei gekommen ist, und auf 
diesel' Geraden muss auch del' Punkt Ka liegen, welcher dem 
Pnnkte K des Schnittes l beider Flachen entspricht., Urn Ka 
zu finden, muss man den Abstand des Punktes K von del' 
Spitze des Kegels bestimmen und diesen dann auf del' Ge­
raden Aa 0a von Aa aus abtragen. Dazu zieht man durch den 
Punkt K" del' vertical en Projection eine horizontale Gerade, 
bis sie die Seitenlinie A" F" in dem Punkte G " trifft; dann 
ist A" Gil del' gesuchte Abstand. Vel'fahrt man in gleicher 
Weise, . wie fill' den Punkt K, fill' aIle andm'en Punkte del' 
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Schnittcurve l, und verbindet man dann aBe so erhaltenen 
Punkte in del' Abwickelung des Kegelmantels durch die Curve la, 
so ist diese die zugleich mit del' ersten Kugelflache abge­
wickelte Schnittcurve l beider Kegel. 

p------------ --------------------p 

-----------------p 

::: 

if ···r 

Ii. . 

Fig . .t2. 

In gleicher Weise verfahrt man, um die mit \leI' zweiten 
Kegelflache abgewickelte Schnittcurve zu erhalten. 
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76. Vierte Aufgabe. (Fig. 43) Es solI del' Schnitt 
zweier Kegel mit belie big en Grundflachen constl'uirt 
werden. 

Fig. 4ft 
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Lasung. Es seien A', A" und B', B" die Projectionen 
del' Spitz en A und B beider Kegel, i und k ihre Spul'linien 
in del' ersten Projectionsebene. 

Durch die beiden Spitzen A, B zieht man eine Gerade g, 
deren Projectionen mithin die geraden Linien A' B ', A" B n 

sind und deren ersten Spurpunkt Gl man nach dem friihel' 
angegebenen Verfahren leicht construil'en kann. Durch diese 
Gerade AB legt man dann eine Schaar von Hitlfsebenen n, 
welche jeden del' beiden Kegel in einer Anzahl gel'ader Li­
nien schneiden. Die in einer solchen Hiilfsebene n liegenden 
Gel'aden bestimmen durch ihre Schnittpunkte - wobei von 
den beiden Spitzen natiirlich abgesehen wird - ebenso viele 
Punkte del' Schnittcurve l beider Kegelmantel. Die horizon­
talen Spurlinien diesel' Hiilfsebenen n miissen nothwendigel' 
Weise [78] durch den Punkt G1 gehen, und da die Lage 
diesel' Ebenen im Dhrigen willkiirlich ist, so kann man ihre 
ersten Spurlinien willkiirlich annehmen, indem man dul'ch den 
Punkt G1 so viele gerade Linien p zieht, als man fUr nothig 
findet; fUr jede dieser Linien p, bez. die entsprechende HUlfs­
ebene n hat man dann die Construction durchzufUhren, welche 
wir fur eine derselben jetzt beschreiben wollen. 

Die erste Spurlinie peineI' solchen Hiilfsebene n schneidet 
die horizontale Spul'linie ides el'sten Kegels in den Punkten 
C, D, ... , welche zugleich die ersten Spurpunkte del' Mantel­
linien sind, in welchen diese Flache von der benutzten Hiilfs­
ebene geschnitten wird. Es sind mithin A'C, A'D, ... die 
horizontalen Projectionen dieser Geraden, und man erhalt ihl'e 
verticalen Projectionen dadurch, dass man die Punkte C, D, ... 
in die Punkte U", D", ... der Projectionsaxe x projicirt und 
die Geraden A"C", A" D", ... zieht. Auch die Spul'linie 7c 
del' zweiten KegelfHtche schneidet die Gerade p in gewissen 
Punkten E, }i', ... , deren Verbindnngsgeraden mit dem Punkte 
B' die ersten Pl'ojectionen B' E, B I F, ... der Schnittgel'aden 
diesel' zweiten Flache mit del'selben Hiilfsebene n sind; ,die 
verticalen Projectionen dieser Gel'aden erhalt man, indem man 
die Punkte E, F, ... in die Punkte E", }i"', ... del' Axe x 
projicirt und die letztel'en mit dem Punkte B" verbindet. 

Da aIle diese Geraden A C, AD, . " des el'sten Kegels 
und BE, BF, ... des zweiten Kegels in del'selben Ebene 
liegen, so sind die Schnittpunkte H', J', K', L', . . . ihrer 
horizontal en Projectionen A' B, A' C, ... mit B' E, B' F, ... 
die horizontal~n Projectionen von ebenso vielen Punkten der 
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Schnittcurve l beider Kegel. Verfahrt man in gleicher Weise 
aIlmahlich fii!' aIle anderen Geraden p, welche durch Gt ge­
zogen sind, so erhalt man eine Reihe derartiger Schnittpunkte, 
wie H', JI, K', L ' , .... Verbindet man dann alle Punkte H' 
dul'ch einen Curvenzweig, aIle Punkte J' dul'ch einen zweiten, 
aIle Punkte K' durch einen dritten und so fort, so bildet die 
Gesammtheit diesel' Curven die horizontale Projection l' des 
gesuchten Sehnittes l beidel' Kegel. 

In gleicher Weise el'halt man fitr die HiHfsebene, deren 
erste Spur die Gel'ade p ist, in del' verticalen Ebene eine ge-
wisse Anzahl von Geraden A" Gil, A" D", ... , B" E", BIf.F"', 
... , del' en Schnittpunkte J", H", K", L", ... die verticalen 
Projectionen von ebenso vielen Punkten des gesuchten Schnit­
tes sind. 

Es ist nicht nothig, beide Projectionen des Schnittes l unab­
hangig von einander zu construiren; man kann vielmehr, nach­
dem fitr einen Punkt des Schnittes eine seiner Pl'ojectionen 
gefunden ist, seine andere dadurch el'halten, dass man ihn 
senkrecht zur Axe x auf die andere Projection einer del' Mantel­
linien, auf welchen el' liegt, projicirt. Diesel' Urn stand giebt 
uns zugleich ein Mittel, urn die fruheren Constructionen auf ihre 
Richtigkeit und Genauigkeit hin priifen, bez. unter Umstanden 
Schnittpunkte von Geraden, welche sich unter sehr spitzen 
Winkeln schneiden, vermeiden zu konnen. 

[79J 77. Urn die Tangenten an die horizontale Projection l' 
des Schnittes, z. B. die 'l'angente, welche sie in dem Punkte L' 
bel'uhrt, zu erhalten, muss man den horizontalen Spul'punkt T 
der in dem Punkte L an den Schnitt l selbst gezogenen 'l'an­
gente constl'uiren. Diese 'l'angente ist abel' die Schnittgerade 
del' beiden 'l'angentialebenen, welche die Kegelflachen in dem 
Punkte L beruhl'en, und daher fallt ihl' erster Spurpunkt in 
den Schnittpunkt der horizontalen Spurlinien t, v diesel' beiden 
Tangentialebenen. Nun ist A'DL' die Projection del' Ge­
raden, in welcher die Tangentialebene im Punkte L den er­
sten Kegel berithrt, und folglich ist die im Punkte D an die 
Curve i gezogene 'l'angente t die horizontale Spur diesel' 'l'an­
gentialebene. Die Gerade B 'F' L' ist die Projection del' Be­
rithrungsgel'aden del' 'l'angentialebene an den zweiten Kegel, 
und folglich ist die im Punkte F' an die Curve k gezogene 
Tangente v die horizontale Spur del' zweiten Tangentialebene. 
Zieht man dann durch den Schnittpunkt T del' Tangenten t 
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und v die Gerade TL', so ist sie die gesuchte Tangente an 
die horizontale Projection l' des Schnittes l. 

Stellt man dieselbe Betrachtung fur die anderen Punkte 
H', J', K', . ~ . an,so findet man, dass 1) die 'l'angente in 
J' durch den Schnittpunkt del' Tangenten in den Punkten D 
und E, 2) die Tangente in K' durch den Schnittpunkt del' 
'l'angenten in den Punkten 0 und Ji', 3) die 'l'angente in H' 
durch den Schnittpunkt del' Tangenten in den Punkten U und 
E gehen muss. 

Die Tangenten an die verticale Projection l" zu bestimmen, 
bietet keine Schwierigkeiten mehr, wenn die entsprechenden 
'l'angenten del' horizontalen Projection l' construirt sind. Denn 
nachdem man die horizontalen Spurpunkte del' Tangenten an 
die Schnittcurve l gefunden hat, erhalt man Punkte, durch 
welche die gesuchten Tangenten gehen mussen, inuem man 
jene Spurpunkte auf die Axe x projicirt. 

78. Fiinfte Aufgabe. (Fig. 44 u. 45) Man soIl den 
Schnitt eines Kegels mit beliebiger Basis und einer 
Kugel construiren. 

Losung. (Fig. 44) Es seien A', A" die Projectionen des 
beiden Flachen gemeinsamen Mittelpunktes; ferner sei die 
Curve k die gegebene horizontale Spur des Kegels, A" D" del' 
Kugelradius und der Kreis i" die verticale Projection del' 
Kugel. Durch den beiden Flachen gemeinsamen Mittelpunkt A 
denkt man sich eine Schaar von Hulfsebenen hindurchgelegt, 
welche man noch senkrecht [80J zu einer del' beiden Projec­
tionsebenen wahlen kann. In den Figuren 44 u. 45 sind 
diese Ebenen senkrecht zur ersten Projectionsebene angenom­
men. Jede diesel' Hiilfsebenen schneidet den Kegel in einer 
Anz:ihl von Geraden und die Kugel in einem gross ten Kreise; 
in jeder diesel' Ebenen liefem die Schnittpunkte del' Gm'aden 
und des Kreises Punkte del' gesuchten Schnittcurve l. Man 
zieht also durch den Punkt A' beliebig viele Gerade, \Velche 
die horizontal en Projectionen von ebenso vielen verticalen Hulfs­
ebenen und zugleich von ihren Schnittlinien mit den beiden 
gegebenen Flachen sind. Jede diesel' Geraden, z. B. BA' 0, 
schneidet die horizontale Spur k des Kegels in den Punkten 
B, 0, ... , welche zugleich die ersten Spurpunkte del' von 
del' zugehiirigen Hitlfsebene ausgeschnittenen Mantellinien des 
Kegels sind. Projicirt man diese Punkte in die Punkte B", 
0", ... del' ,Axe x und zieht die Geraden A" B", A" 0" .. .' 
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so sind diese die verticalen Projectionen derselben Mantellinien. 
Jetzt handelt es sich noch darum, die Punkte zu finden, in 

DO. 

i" 

X'---;.B:r.".'-~"fiif+-~~~--+;';;---;"----~~x 
Vi 

l' k 

L' 

Fig. 4+. 

welchen diese Mantellinien yon dem in derselben Htilfsebene 
gelegenen gl'ossten Kugelkreise geschnitten werden. 

Zu diesem Zwecke zieht man zunachst durch den Punkt A' 
eine Parallele ZUl' Axe x. Dann dreht man die dUl'ch B ° ge­
hende vel'ticale Htilfsebene urn die in dem Punkte A' errich­
tete Senkrechte A' A zu del' vertical en Pl'ojectionsebene parallel, 
wobei aIle von diesel' Ebene auf den beiden gegebenen Fla­
chen erzeugten Schnitte mit gedreht werden sollen. Dabei 
beschreiben die Punkte B, 0, ... die Kl'eisbogen BBOl 000' 
. .. mit dem gemeinsamen Mittelpunkte A' und kommen 
schliesslich in die Schnittpunkte diesel' Kreisbogen mit del' 
durch den Punkt A' zu del' Axe x gezogenen Parallelen zu 
liegen. Pl'ojicil't man die Punkte B n, 00' ... in die Punkte 
Bo"~ Go':, ... del' Axe :1', so sind die Geraden A" Bo", A"Oo", 
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. .. die verticalen Projectionen del' Geraden, in welchen die 
betrachtete Hulfsebene den Kegel schneidet, in del' Lage, 
welche sie nach ausgefithrter ParaHeldrehung angenommen 
haben. Del' von derselben Hulfsebene ausgeschnittene grosste 
Kugelkreis hat nach ausgeftihrter ParaHeldrehung den Kreis i" 
als verticale Projection. Folglich sind die Schnittpunkte HoI', 
.10'" .•. dieses Kreises mit den Geraden A" B o", A" 00", .•• 
die Projectionen von Punkten del' gesnchten Schnittcurve, be­
trachtet in del' neuen Lage del' schneidenden Ebene. 

Nachdem man anf diese Weise die Projectionen del' er­
wahnten Punkte in ihrer neuen Lage gefunden hat, muss man 
die betrachtete verticale Hulfsebene wieder in ihre ursprungliche 
Lage zuruckdrehen. Bei diesel' Ruckwartsdrehnng beschreiben 
aHe Punkte del' Ebene und folglich auch die in ihr liegenden 
Punkte H, J, '" del' Schnittcurve [81J horizontal gelegene 
Kreisbogen, deren Mittelpunkte auf del' verticalen Geraden A' A 
liegen und deren verticale Projectionen horizontale Gerade 
siml. Zieht man also durch die Punkte Ho", .10'" . .. hori­
zontale Gerade, so liegen auf ihnen die verticalen Projectionen 
H", J", ... del' Schnittpunkte H, .1, ... in ihrer naturlichen 
Lage. Diese Projectionen mussen abel' anch auf den entspre­
chenden Geraden A" B", A" 0", ., . liegen und sind daher 
ihre Schnittpunkte mit den eben gezogenen horizontalen Ge­
raden. Auf diese Weise verfabrt man auch fur die ubrigen 
Hitlfsebenen nnd erhalt dann in del' Curve l", welche aHe so 
erhaltenen zweiten Projectionen von Schnittpunkten verbindet, 
die verticale Projection del' gesnchten Schnittcurve l. . 

Projicirt man die Punkte H", J", ... in die Punkte H', 
.1', ... del' horizontalen Projection B (7 del' Hulfsebene, so 
erhalt man die horizontalen Projectionen derselben Pnnkte H, 
J, . .. del' Schnittcurve l, und die Curve, welche man durch 
aIle, fur jede Lage del' Geraden BO construirten Punkte H', 
.1', .. , ziehen kann, ist die horizontale Projection l' del' 
Schnittcurve l. 

79. Urn die 'l'angente in dem Punkte J' an die horizon­
tale Projection l' ziehen zu konnen, muss man den horizon­
talen Spurpunkt T del' Tangente in dem Pnnkte .1 des Scbnittes l 
construiren. Diesel' Spurpunkt muss in den Schnittpnnkt del' 
horizontal en Spurlinien del' in dem Punkte .1 an die beiden 
Flltchen gelegten Tangentialebenen fallen. ~un ist abel' offen­
bar die in dem Punkte 0 an die Curve k gezogene Taugente t 
die erste Spurlinie del' 'l'angentialebene an den Kegel. (Tm 
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die erste Spur del' Tangentialebene an die Kugel zu erhalten, 
wendet man das fiir die UmdrehungsfHichen gegebene Vel'fahren 
an [siehe Art. 30, Seite 42-45]; man zieht also in dem Punkte 

i' 

Fig. 45. 

Jail die Taugente an den Kreis i", verlangert sie bis zu ihrem 
Schnittpunkte VolT mit del' Axe x, tragt dann Ax; VolT auf del' 
Geraden B C von A I bis V ab und zieht dann durch den 
Punkt V die Gerade v senkrecht zu B C. Die beiden Spur­
linien t und v schneiden sich in dem Punkte T, durch welchen 
man die Gerade TJ' ziehen muss, urn die gesuchte 'l'angente 
zu erhalten. 

Die Tangente im Punkte J" der vertical en Projection l" 
findet man, indem man den Punkt T 'in den Punkt Til der 
Axe x projicirt und dann die Gerade T" J" zieht, welche die 
verlangte 'l'angente ist. 

80. Wenn die Kugel und der Kegel nicht concentrisch 
sind, so muss man die Mittelpunkte der beiden Flachen durch 
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eine gerade Lillie verbinden und die durch sie hindurchgehenden 
Ebenen [82J als die schneidenden Hiilfsebenen benutzen. .Tede 
diesel' Hitlfsebenen schneidet den Kegelmantel in geraden Li­
nien und die Kugel in einem gross ten Kreise, wie in dem 
zuerst betrachteten Falle concentrischer Flachen, und man 
erhalt ebenfalls eine einfache Construction. In diesem allge­
meineren Faile ist es am vortheilhaftesten, die verticale Pro­
jectionsebene parallel zu del' Verbindungsgeraden del' E'lachen­
mittelpunkte zu wahlen, damit bei del' Drehung, welche fiir 
jede Hitlfsebene auszufiihren ist, urn sie del' verticalen Pro­
jectionsebene parallel werden zu lassen, die beiden Flachen­
mittelpunkte ihre Lage unverandert beibehalten, und also auch 
ihre Projectionen unverandert bleiben; hierdurch werden die 
Constructionen wesentlich vereinfacht. 

81. Sechste Aufgabe. (Fig. 45- 47) Man solI eine Ke­
gelflache mit beliebiger Basis nebst einer auf ihr lie­
genden Schnittcurve, deren beide Projectionen ge­
geben sind, abwickeln. 

Losung. Man denkt sich urn die Spitze A des Kegels als 
Mittelpunkt eine Kugel von beliebigem Radius beschrieben und 
construirt nach dem fiir die vorige Aufgabe gegebenen Ver­
fahren die Projectionen del' Schnittcurve beider Flachen. Da 
nun alle Punkte del' spharischen SchnittcUl've die gleiche Ent­
fernung von del' Kegelspitze A haben, so miissen sie auch auf 
dem abgewickelten Kegelmantel in gleicher Entfernung von del' 
Spitze und also auf einem urn dieselbe als Mittelpunkt beschrie­
benen Kreisbogen liegen, dessen Radius gleich demjenigen del' 
Kugel ist. Wenn also Aa (Fig. 46) del' Punkt ist, in welchen 
bei del' Abwickeillng die Kegelspitze zu liegen kommt, so be­
schreibt man urn dies en Punkt mit einem Radius gleich A" D" 
(Fig. 45) einen Kreisbogen la' auf welchen sich dann die Punkte 
des spharischen Kegelschnitts abwickeln, sodass die 'l'heilstiicke 
dieses Kreisbogens beziiglich gleich den entsprechenden Theilen 
des spharischen Kegelschnittes selbst sind. Nachdem man 
noch auf dem spharischen Kegelschnitte l einen Punkt, z. B. 
den Punkt K, dessen Projectionen K', K" sind, und auf sei­
ner Abwickelung 1([ den Punkt Ka als den ihm entsprechenden 
angenommen hat, handelt es sich noch darnm, die Langen del' 
verschiedenen Bogen des Kegelschnittes auf seiner Abwicke­
lung la yon dem Punkte Ka aus abzutragen. Weil nun die 
spharische Curve eine solche doppelter Kritmmung ist, muss 
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man sie allmahlich ihrer beiden Kriimmungen berauben, ohne 
ihre Lange dabei zu verandern, was auf folgende Weise mog­
lich ist. 

Fig. 46. 

[83J Da die spharische Curve l sich in die Curve l' der 
ersten Projectionsebene projicirt, so kann man annehmen, dass 
sie auf del' OberfHiche eines verticalen Cylinders liegt, dessen 
horizontale Spurlinie die Curve l' ist. Diesen Cylinder und 
die auf ihm liegende Curve l wickelt man dann nach dem 

Fig. 47. 

friiher angegebenen Verfahren [.Art. 63, S. 92J in die Ebene 
ab, indem man den Bogen K' J' (Fig. 45) in die gerade Linie 
K b' Jb' (Fig. 47) abwickelt und die verticale Strecke JxJ"J 4) senk­
recht zu. Kv' Kb' von Jb' bis Jb abtragt. Die Curve lb' welche 
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durch aIle so erhaltenen Punkte Jb hindurchgeht, ist del' ab­
gewickelte spMrische Kegelschnitt, nachdem man ihn seiner 
horizontalen Kriimmung beraubt hat, ohne jedoch dabei seine 
Bogenlange geandert zu haben. 

Nun wickelt man noch die Curve l/) auf den Kreis la (Fig. 46) 
ab, indem man z. B. die Bogenlange Kb Jb del' Curve lb auf dem 
Kreise la von Ka bis Ja abtragt und dadurch den Punkt Ja 
erMlt, in welch en bei del' Abwickelung des Kegelmantels in 
die Ebene del' Punkt J, dessen Projectionen J', J" (l"ig. 45) 
sind, fallt. Zieht man dann die Gerade AaJa, so findet man 
auf dem abgewickelten Kegelmantel die geradlinige Erzeugende, 
deren horizontale Projection A' (J (Fig. 45) ist. SoIl nun ein 
Punkt diesel' Geraden, z. B. del' Punkt 0 auf del' abgewickelten 
Flache verzeichnet werden, so braucht man nUl' den Abstand 
dieses Punktes von del' Spitze A des Kegels zu messen und 
auf AaJa von Aa aus bis Oil abzutragen; dann ist Oa del' 
Punkt, in welchen del' Punkt 0 bei del' Abwickelung des 
Kegelmantels zu liegen kommt. 

82. Siebente Aufgabe. (Fig. 48) Es ist del' Schnitt 
zweier beliebigen Cylinder zu constl'uiren. 

Liisung. Wenn man bei einer Untersuchung, welche zu 
del' vorliegenden Aufgabe gefiihrt hat, keine anderen Schnitt­
curven als die del' beiden Cylindermantel zu betrachten hat, 
und besonders wenn diese Flachen kreisformige Grundflachen 
haben, so wahlt man die Projectionsebenen vortheilhaft so, 
dass eine derselben parallel zu den geradlinigen Erzeugenden 
beider Cylinderflachen ist; dadurch wird es m(jglich, den ver­
langten Schnitt zu construiren, ohne andere CUl'ven als die 
gegebenen zu benutzen. Muss man abel' gleichzeitig noch die 
Schnitte del' Cylinder mit anderen Flachen betrachten, so 
bietet es keinen Vortheil dar, fiir die Construction des Schnittes 
beider Cylinder eine besondere Wahl del' Projectionsebenen zu 
trefi'en; es ist vielmehr einfacher, fiir die Construction aller 
Schnitte dieselben Projectionsebenen zu benutzen. 

[84] Wir nehmen deshalb bei del' Losung del' vorliegenden 
Aufgabe an, dass die erzeugenden Geraden beider Flachen 
eine ganz beliebige Lage zu den beiden Projectionsebenen 
haben. 

Es seien i, lc die gegebenen horizontalen SpurcUl'ven del' 
beiden Cylinder; ai, a" und b', b" die Pl'ojectionen del' beiden 
Geraden a . und b, welchen die El'zeugenden des erst en und 

Ostwald's Klassiker. 117. 8 
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zweiten Cylinders parallel sein sollen. Man nimmt dann zur 
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Losung eine Schaar von Ebenen n zu I-Itilfe, welche den Er­
zeugenden beider Flachen, also den Geraden a und b parallel 
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sind. Diese Hltlfsebenen schneiden die beiden Flachen in ge­
raden Linien, von den en sich die auf dem ersten Cylinder 
liegenden mit den auf dem zweiten Cylinder liegenden in 
Punkten del' gesuchten Schnittcurve l schneiden. 

Nachdem man nach del' in dem Art. 31 (1) [S. 46-47] 
gegebenen Verfahren die horizontale Spurlinie AI GI del' durch 
die Gerade a parallel zu del' Geraden b gelegten Ebene con­
stl'uirt hat, zieht man parallel zu AI G I so viele Gerade, als 
man fiir nothig findet, und betl'achtet sie als hol'izontale Spur­
linien von ebenso vielen Hltlfsebenen. Eine solche Parallele, 
z. B. p, schneidet die Spur ides ersten Cylinders in gewissen 
Punkten G, D, ... und die Spur k des zweiten Cylinders in 
gewissen andel'en Punkten E, }j~ ..• , durch welche man die 
Parallelen e', d' , ... , e' , {" ... bez. zu den ersten Projec­
tionen a I, b I zieht. Die Schni ttpunkte II', J ' , K', L I, • • • 

del' Geraden e', d ' ... mit den Geraden e' , f', ... sind die 
horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten derSchnitt­
curve l beider Cylinder. Verfahrt man in gleicher Weise fiir 
die anderen Hiilfsebenen, d. h. also fiir andere Parallelen zu 
AI Gp so findet man die horizontalen Projectionen weiterer 
Punkte del' Schnittcurve l. Die Curve l', welche durch alle 
so el'haltenen Punkte H', JI, K', L I, . .. hindurchgeht, ist 
dann die horizontale Projection del' gesuchten Schnittcurve l. 

Urn die verticale Projection l" derselben Curve zu erhalten, 
projicirt man die Punkte G, D, ... , E, F, . . . in die ent­
sprechenden Punkte Gil, D", ... , E", F", ... del' Axe x und 
zieht durch diese Punkte die Parallelen e", d", ... , e", f", ... 
bez. zu den Projectionen a", b". Die Schnittpunkte H", JII, 
K", L", ... del' Parallelen e", d", ... mit den Parallelen e", 
f", . . . sind die verticalen Projectionen del' Punkte H, J, K, 
L, . . . des Schnittes l. Bestimmt man in gleicher Weise die 
verticalen Projectionen del' iibrigen Punkte des- Schnittes und 
verbindet man dann aUe durch die Curve l", so ist sie die 
verticale Proj ection des Schnittes l. 

Will man an die Cm'ven z', l" in den zusammengehOrigen 
Punkten L', L" die Tangenten ziehen, so construirt man die 
horizontalen Spurgeraden t, v del' Tangentialebenen, welche 
in dem Punkt L den ersten, bez. zweiten Cylinder beriihren. 
Die von dem Punkte L' nach dem Schnittpunkte T del' beiden 
Spuren t und v gezogene Gerade [85] ist die Tangente, welche 
in dem Punkte L' die Curve l' beruhrt. Projicirt man dann 
den Punkt T in den Punkt Til del' Axe x und zieht TilL", so 

8* 
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ist diese Gerade die 'l'angente, welche die verticale Projec­
tion l" in dem Punkte L" beriihrt. 

,83. Achte Aufgabe. (Fig. 49) E sis t del' S c h nit t 
zweiel' Umdrehungsflachen, deren Axen in einer 
Ebene liegen, zu construiren. 

Losung. Man wahlt die Projectionsebenen so, dass eine 
derselben zu del' Axe einer del' Umdrehungsflachen senk­
recht und die andere beiden Axen parallel ist. Es sei dann 
A' die horizontale Projection del' Axe a del' ersten Flache, 
a" ihre verticale Projection und i" die Erzeugende del' ersten 
Flache. Dann muss die durch A' gezogene Parallele zur Axe x 
die horizontale Projection b' del' Axe b del' zweiten Umdre­
hungsflache sein; die verticale Projection diesel' Axe sei b", 
so dass also A', A" die Projectionen des Schnittpunktes A 
beider Flachenaxen sind, und k" sei die gegebene El'zeugende 
del' zweiten Umdrehungsflache. Zur Lasung del' Aufgabe be­
nutzt man als Hiilfsflachen eine Schaar von concentrischen Ku­
geln, deren gemeinsamer Mittelpunkt del' Schnittpunkt A beider 
Flachenaxen ist. Fiir jede diesel' Kugeln constl'uil't man die 
verticale Projection, welche ein mit dem Kugelradius urn den 
Punkt A" als Mittelpunkt beschriebenel' Kreis ist. Jeder diesel' 
Kreise schneidet die erzeugenden Curven i", Je" in gewissen 
Punkten, z. B. del' Kreis m" in den Punkten G" und E". 

Betrachtet man die Kugelflache, deren verticale Projection 
del' Kreis m" ist, so schneidet sie die erste Umdrehungsflache 
,in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht auf del' Axe a steht, 
dessen verticale Projection mithin die horizontale Gel'ade G" 
D" ist und dessen horizontale Projection del' urn den Punkt 
A' als Mittelpunkt mit dem Durchmessel' G" D" beschriebene 
Kreis G'II' D' J' ist. Dieselbe Kugel schneidet auch die zweite 
Umdrehungsflache in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht 
zur verticalen Projectionsebene steht und des sen verticale Pro­
jection die durch den Punkt E" zu del' Geraden b" gezogene 
Senkrechte Err 11''' ist. 

Wenn del' Punkt II", in welchem sich die beiden Geraden 
G" D" und E" 11''' schneiden, naher an den beiden Axen liegt 
als die beiden Punkte G" und E", so schneiden sich ofi'enbar 
die eben construirten Kreise in zwei Punkten II und J, deren 
gemeinsame verticale Projection del' Punkt II" ist. Die durch 
aIle Punkte, welche auf dieselbe Weise [86J wie del' Punkt II" 
gefunden· sind, gelegte Curve l" ist dann die verticale Projec-
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tion des Schnittes l del' beiden Umdl'ehllngsfiachen. Pl'ojicil't 
man den Punkt H" auf die Peri ph erie des Kreises 0' H' D' J', 
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Fig. 49. 

so erMlt man dart die Punkte H' und J' als die hol'izontalen 
Pl'ojectionen del' Schnittpunkte H und J del' Kreise, in denen 
die Hulfskugel die beiden Umdl'ehungsfiachen schneidet. Con­
stl'uil't man in gleichel' Weise die horizontalen Pl'ojectionen 
del' von den ·anderen Kugeln bestimmten PlInkte des Schnittes l, 
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so ist die durch sie hindurchgehende Curve l' die horizontale 
Projection des Schnittes beider Umdrehungsfiachen. 

Diese Beispiele mogen geniigen, urn das Verfahren, dessen 
man sich zur Construction del' Schnitte von Flachen bedient, 
zu veranschaulichen. Und sie geniigen in del' 'l'hat auch, be­
sonders wenn sich die Schiiler del' grossten Genauigkeit bei 
del' Ausfiihrung del' Construction befieissigen, moglichst grosse 
Abmessungen fiir die Zeichnungen benutzen und die Curven, 
sofel'll es moglich ist, stets in ganzer Ausdehnung zeichnen. 

Robe1'val's Methode, urn an eine Curve, welche 

durch ~s Gesetz del' Bewegung eines erzeugenden 

Punktes gegeben ist, eine 'l'angente zu ziehen. An­

wendung diesel' Methode auf die Ellipse und auf 

die Schnittcurve zweier Rotationsellipsoide mit 

einem gemeinsamen Brennpunkte. 

84. Bisher haben wir jede Curve doppelter Kriimmung als 
Schnittcurve zweier krummen Flachen betrachtet, und in del' 
That bieten sie sich in del' darstellenden Geometrie meistens 
unter diesem Gesichtspunkte dar. Wir haben in diesem Falle 
gesehen, dass es immer moglich ist, 'l'angenten an diese Curven 
zu ziehen. Abel' gerade so wie eine krumme Flache durch 
die Gestalt und Bewegung ihrer Erzeugenden bestimmt werden 
kann, lasst sich auch eine Curve durch das Gesetz del' Be­
wegung eines erzeugenden Punktes definiren. Will man dann 
abel' eine Tangente an die Curve ziehen, so kann man nul' die 
Methode von Robe1'val benutzen, wenn man nicht die Analysis 
zu I-liilfe nehmen will.!5) Diese Methode hatte Robe1'Val gefun­
den, bevor Descartes die Algebra auf die Geometrie anwandte; 
sie ist implicite in den Betrachtungen del' Differentialrechnung 
enthalten und wird aus dies em Grund nicht in del' elementaren 
Mathematik erwahnt. Wir begniigen nns hier damit, sie in 
gedrangter Weise auseinanderzusetzen. Diejenigen Leser, wel­
che zahlreiche Anwendnngen del' Methode kennen zu lel'llen 
wiinschen, mogen die »Memoires de l'Academie des Sciences« 
bis zum Jahre 1699 nachsehen, in welchen die Schriften von 
Roberval zu finden sind. 

85. Wenn sich ein Punkt nach dem fur ihn giiltigen 
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Bewegungsgesetze bestandig nach demselben festen Punkte im 
Raume hin bewegt, so ist seine Bahn eine gerade Linie. Wird 
der Punkt aber in jedem Augenblicke [87J seiner Bewegung 
gleichzeitig gegen zwei- feste Punkte getrieben, so ist seine Bahn, 
welche in einigen besonderen Fallen eine gerade Linie sein 
kann, im Allgemeinen eine krumme Linie. Man findet die 
Tangente an die Bahncurve, indem man dID"ch den betrachteten 
Punkt der Bahn zwei gerade Linien nach den beiden festen 
Punkten zieht, auf diesen in richtigem Sinne Strecken, welche 
den Geschwindigkeiten in diesen beiden Richtnngen proportio­
nal sind, von dem Bahnpunkt aus abtragt und dann die Figur 
zu einem Parallelogramm "ervoUstandigt; zieht man dann die 
von dem Bahnpunkte ausgehende Diagonale dieses Parallelo­
gramms, so ist dieselbe, da sie die Bewegungsrichtung des er­
zeugenden Punktes in dem betrachteten Punkte seiner Bahn 
angiebt, die gesuchte Tangente an die Bahncurve. 

86. Wir wollen nID" ein einziges Beispiel fiir diese Construc­
tion geben. 

(Fig. 50) Ein Faden AMB ist mit seinen Enden in zwei 
festen Punkten A und B befestigt. Spannt man den Faden mit 
einem Stifte M und lasst 
den Stift sich so bewe­
gen , dass der Faden 
stets gespannt ist, so 
beschreibt der Stift eine 
Curve D Me, welche 
bekanntlich eine Ellipse 
ist, deren Brennpunkte 
die beiden festen Punkte 
A und B sind. Auf 
Grund der Erzeugungs­
weise dieser Curve ist 
es leicht mit Hiilfe der 
Roberval'schen Methode 
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Fig. 50. 
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eine Tangente an dieselbe zu ziehen. Da die Lange des 
Fadens ungeandert bleibt, so wird in jedem Augenblick 
der Bewegung der Radiusvector AM um dieselbe Strecke 
verlangert, um welche der andere Radiusvector BM verkurzt 
wird. Die Geschwindigkeit des die Curve beschreibenden 
Punktes in der Richtung AM ist gleich seiner Geschwindigkeit 
in der Richtnng ME. Tragt man daher auf der Geraden MB 
und auf der Verlangerung von AM von M aus gleiche Strecken 
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MQ=MP ab und vervollstandigt das Parallelogramm MPRQ, 
so giebt die Diagonale MR derselben die Bewegungsrichtung des 
erzeugenden Punktes in dem Punkte M an und ist folglich die 
Tangente an die Ellipse. Hieraus folgt unmittelbar, dass bei 
der Ellipse die Tangente den Winkel B MP zwischen dem einen 
Radiusvector und der Verlangerung des andern halbirt, dass 
also auch die Winkel AMS und BMR einander gleich sind 
lwd folglich die Curve die Eigenschaft besitzt, die von dem 
einen Brennpunkte ausgehenden Lichtstrahlen nach dem andel'll 
zu reHectiren. 

Die Methode von Roberval lasst sich leicht auf den Fall 
von drei Dimensionen ausdehnen und zur Construction von 
Tangenten an doppelt gekriimmte Cmoven verwenden. Bewegt 
sich namlich ein Punkt so im Raume, dass er in jedem Augen­
blicke nach drei festen Punkten hin getrieben wird, so ist seine 
Bahncurve, welche in einigen besonderen Fallen eine ebene 
Curve und so gar [88) eine gerade Linie sein kann, im All­
gemeinen eine Curve doppelter Kriimmung. Urn die Tangente 
in einem beliebigen Punkte der Bahn zu 'erhalten, zieht man 
durch diesen Punkt drei Gerade nach den drei festen Raum­
punkten, tragt auf ihnen in richtigem Sinne Strecken auf, 
welche den Geschwindigkeiten des Punktes in diesen drei Rich­
tungen proportional sind, und vervollstandigt die Figur zu einem 
Parallelepipedon, des sen durch den Bahnpunkt gehende Diago­
nale die Tangente an die Bahn in diesem Punkte ist. 

87. Wir wollen diese Methode auf einen Fall anwenden, 
welcher dem vorherbehandelten Falle del' Ellipse ahnlich ist. 
Die nebenstehende Figur (Fig. 51), welche wir dabei benutzen, 
ist in schiefer Parallelprojection gezeichnet. 

Drei feste Punkte A, B, C sind im Raume gegeben. Ein 
erster Faden AM B ist mit seinen beiden Enden in den Punkten 
A und B und ein anderer Faden AMC, dessen Lange von del' 
des ersten ganz unabhangig ist, mit seinen beiden Enden in 
den Punkten A und C befestigt. Wenn sich nun ein Stift M 
gleichzeitig langs beider Faden bewegt, sodass dieselben stets 
gespannt sind, so beschreibt er eine Curve doppelter Kriim­
mung. 16) Urn an diese Curve in dem Punkte Meine Tangente 
zu construiren, muss man beachten, dass die Strecke, urn welche 
del' Radiusvector AM in jedem Augenblicke wachst, gleich del' 
Strecke ist, urn welche der Radiusvector M B kitrzer wird, da 
die Lange des ganzen Fadens A MB unveranderlich ist; folglich 
ist die Geschwindigkeit des Punktes M in der Richtung AM 
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gleich seiner Geschwindigkeit in del' Richtung M B. Da ferner 
auch die Lange des Fadens AM C constant ist, so ist die Ge-
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Fig. 51. 

schwindigkeit in del' Richtung Me auch gleich seiner Geschwin­
digkeit in del' Richtung AM. Wenn man daher auf derVerlan­
gerung des Radiusvector AM und auf den beiden Radiivectoren 
MB, j~fC von M aus die gleichen Strecken MP, MQ, M R ab­
tragt und die Figur zu dem Parallelepipedon MPUS VQRT 
vervollstandigt, so ist die Diagonale MS dieses Parallelepipe­
dons die gesuchte 'l'angente. 

Da sich die Methode von Roberval auf das Princip del' Zu­
sammensetzung von Bewegungen stiitzt, so kann man, wie leicht 
ersichtlich ist, in weniger einfachen Fallen, als wie sie unsere 
Beispiele boten, die bekannten Methoden zur Bestimmung del' 
Resultante von Kraften, welche an einem Punkte angreifen 
und ihrer Grosse und Hichtung nach gegeben sind, zu Hiilfe 
nehmen. 
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[89J Vierter TheiJ. 

Anwendung der ffir die Construction der Schllitte 
krummer l"liicllell gegebenell MetllOde zur Losllng 

verschiedeller Anfgaben. 

88. Wir haben in dem Art. 52 [S. 81-84J die Methode 
gegeben, nach welcher sich die Projectionen des Schnittes zweier 
del' Gestalt und Lage nach bestimmten krummen Flachen con­
struiren lassen, und zwar, ohne uns urn die Natur del' Auf­
gaben zu kummern, welche solche Constructionen nothig machen 
konnen. Die Darlegung diesel' Methode fur sich wurde fur die 
grosste Anzahl del' Kunste schon ausreichend sein. Denn wenn 
man z. B. die Kunste des Steinschnittes und des Zimmerns in 
Betracht zieht, so bilden die krummen Flachen, welche sich 
hier del' Betrachtung naturgemass darbieten und deren Schnitte 
man oft construiren muss, gewohnlich den Hauptgegenstand, 
mit dem man sich zu beschaftigen hat. Die darstellende Geo­
metrie muss einst einen del' Hauptzweige del' nationalen Er­
ziehung bilden, weil die von ihr gegebenen Methoden die 
Kunstler ebenso nothig brauchen, wie Lesen, Schreiben und 
Rechnen; wir halten es deshalb fur nutzlich, an einigen Bei­
spielen zu zeigen, wie die Analysis durch die darstellende Geo­
metrie in del' Losung einer grossen Anzahl von Aufgaben, 
welche auf den ersten Blick nicht derartige zu sein schein en, 
dass sie auf diese Weise behandelt werden konnten, ersetzt 
werden kann. Wir beginnen zunachst mit einigen Beispielen, 
welche nur die Construction ebener Schnitte erfordern, und 
gehen dann zu sol chen uber, bei welchen Schnitte krummer 
Flachen benutzt werden mUssen. 

89. In del' gewohnlichen elementaren Geometrie ist die erste 
Aufgabe, welche in hervorragenderer Weise die SchUler interessirt, 
die Construction des Mittelpunktes des Kreises, welcher durch 
drei willkurlich in del' Ebene angenommene Punkte hindurch­
geht. Die Bestim.mung dieses Mittelpunktes als Schnittpunkt 
zweier gel' aden Linien, deren jede durch den gesuchten Punkt 
gehen muss, tiberrascht die SchUler sowohl durch ihre Allge­
meinheit, als auch dadurch, dass sie die wirkliche Ausfuhrung 
del' Construction leicht gestattet. Wenn man - was moglich 
ist - die ,ganze Geometrie nach diesen beiden Gesichtspunkten 
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hin behandelte, so wiirde sie einer gl'osseren .Anzahl von Men­
schen zusagen und von einem gl'osseren Kl'eise gepflegt und 
ausgeiibt werden; [90J die Durchschnittsbildung des Volkes 
wiirde dadurch auf eine hOhel'e Stufe gebl'acht und del' Fol't­
schritt in del' Wissenschaft selbst beschleunigt werden. -

In dem Raume giebt es eine del' soeben genannten analoge 
.Aufgabe, an deren Losung wil' jetzt herantreten wollen. 

90. Erste Aufgabe. (Fig. 52) Man solI den Mittel­
punkt und den Radius del' Kugel finden, welche 
dul'ch vier willkiirlich im Raume gegebene Punkte 
g e h t. 

Losung. Die vier Punkte seien durch ihre hol'izontalen 
und verlicalen Projectionen gegeben. Dann denkt man sich 
von einem del' vier Punkte nach den drei andel'en gerade 
Linien gezogen, deren horizontale und verticale Pl'ojectionen 
man leicht zeichnen kann. Betrachtet man zunachst die el'ste 
del' dl'ei geraden Linien, so muss del' gesuchte Mittelpunkt 
offenbar in gleichel' Entfernung von ihren beiden Endpunkten 
und daher in einer Ebene liegen, welche senkrecht zu del' 
Geraden dul'ch ihl'en Halbirungspunkt geht. Wenn man also 
die beiden Projectionen del' betrachteten Gel'aden halbil't, wo­
durch man die Projectionen ihres Halbirungspunktes findet, und 
die Spuren del' Ebene, welche durch diesen Punkt senkrecht 
zu del' Gel'aden geht, nach .Art. 17 [S. 27-28] construirt, 
so liegt del' gesuchte Mittelpunkt in diesel' Ebene. Betrachtet 
man dann die beiden anderen Geraden und fiihrt man fiir jede 
von ihnen die gleiche Construction aus, so erMlt man schliess­
lich die Spuren von drei verschiedenen Ebenen, in deren jeder 
del' gesuchte Mittelpunkt liegen muss. Da diesel' nun sowohl 
in del' ersten, als in del' zweiten Ebel1e liegt, so muss er auf 
del' Schnittgeraden beidel' liegen; man construirt also die Pl'o­
jectionen diesel' Schnittgeraden und erMlt dadurch in jeder 
Projectionsebene eine Gerade, auf welcher die gleichnamige 
Projection des Kugelmittelpunktes liegt. .Aus dem gleichen 
Grunde bestimmen die Pl'ojectionen del' Schnittgel'aden del' 
el'sten und dl'itten Ebene in beiden Projectionsebenen zwei 
Gel'aden, welche dul'ch die gleichnamigen Pl'ojectionen des 
Kugelmittelpunktes gehen. Die beiden Geraden in jedel' Pl'o­
jectionsebene bestimmen in ihl'em Schnittpunkte die gleich­
namige Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Benutzt man noch die Schnittgerade del' zweiten und dl'itten 
Ebene, so hat man eine dritte Gerade, welche durch den 
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Kugelmittelpunkt geht und auf deren Projectionen die Projec­
tionen desselben ebenfalls liegen; dies bietet ein Hiilfsmittel 
dar, um die Richtigkeit der Zeichnung zu priifen. 

Zieht man durch die gleichnamigen Projectionen eines der 
gegebenen Punkte [91 J und des Kugelmittelpunktes gerade 
Linien, so sind sie die Projectionen des Kugelradius. Aus 
seiner horizontalen und vertical en Projection kann man aber 
leicht seine wahre Lange construiren. 

91. Kann man die Lage der Projectionsebenen frei wahlen, 
so lasst sich die eben auseinandergesetzte Construction bedeu­
tend vereinfachen. Nimmt man namlich an, dass die erste 
Projectionsebene durch drei der gegebenen Punkte A, B, C geht, 
so fallen dieselben mit ihren ersten Projectionen zusammen; 
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die horizontale Projection des vierten Punktes D sei der Punkt 
D'. Nachdem dann die Geraden AB, AC, AD' gezogen sind, 
wahlt man die zweite Projectionsebene und folglich auch die 
Projectionsaxe x parallel zu der Geraden AD'. Die vertical en 
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Projectionen del' drei ersten Punkte sind dann die Fusspunkte 
A", B", e" del' von den drei Punkten A, B, e auf die .Axe x 
gefallten Lothe; die verticale Projection des vierten Punktes D 
sei gegeben durch den Punkt D", welcher auf del' durch den 
Punkt D' senkrecht zur .Axe x gezogenen Geraden liegen 
muss. Da die Gerade AB in del' horizontal en Projections­
ebene liegt, so ist jede zu ihr senkrechte Ebene vertical 
gesteUt und ihre horizontale Projection ist daher eine zu AB 
senkrechte Gerade. Dasselbe gilt ffir die Gerade A e. Zieht 
man' also durch den Mittelpunkt Evon AB eine zu ihr senk­
rechte Gerade e, so ist sie die horizontale Projection einer 
durch den Kugelmittelpunkt gehenden verticalen Ebene, und 
folglich liegt die horizontale Projection des Kugelmittelpunktes 
auf ihr. Ebenso ist die durch den Mittelpunkt F von A e zu 
ihr senkrecht gezogene Gerade f die horizontale Projection 
einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden verticalen Ebene, 
und es muss daher die horizontale Projection desselben auch 
auf del' Geraden f liegen. Foiglich ist del' Schnittpunkt M' 
del' beiden Geraden e und f die horizontale Projection des ge­
suchten Kugelmittelpunktes, dessen verticale Projection auf del' 
durch den Punkt M' senkrecht zur .Axe x gezogeiten Geraden 
liegen muss. 

Da nun die von dem Punkte A nach dem vierten Punkte D 
gezogene Gerade parallel zu ihrer zweiten Projection ist, so 
steht jede zu AD senkrechte Ebene auch auf del' zweiten 
Projectionsebene senkrecht, und ihre zweite Projection ist mit­
hin eine zu A" D" senkrechte Gerade. Man zieht also durch 
den Mittelpunkt Gil von A" D" eine Senkrechte 9 zu ihr, welche 
die verticale Projection diesel' dritten Hulfsebene durch den 
Kugelmittelpunkt ist, und [92J deren Schnittpunkt Mil mit der 
verticalen Geraden M'Mx folglich die verticale Projection des 
gesuchten Kugelmittelpunktes bestimmt. 

Zieht man schliesslich die Geraden AM', A" M", so sind 
sie die beiden Projectionen des Kugelradius AM; tragt man 
daher die Strecke AM' auf del' .Axe x von Mx bis Ao ab, so 
giebt die Strecke AoM" die wahre Lange des Kugelradius. 

92. Zweite Aufgabe. (Fig. 53) Es soIl eine Kugel 
in eine gegebene dreiseitig'e Pyramide einbeschrie­
ben~ d. h. die Lage ihres Mittelpunktes und die Lange 
ihres Radi us construirt werden. 

Lasung. Da die Kugel die vier Seitenflachen der Pyra~ 
mide beruhren muss, so halbirt offenbar jede der sechs Ebenen, 
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welche man durch den Kugelmittelpunkt und durch je eine 
Kante der Pyramide legen kann, den an der betreffenden Kante 
liegenden Flachenwinkel. Wahlt man also von den sechs Kanten 
drei, welche nicht alle durch dieselbe Ecke gehen, und legt 
man durch jede derselben eine Ebene, welche den an dieser 
Kante liegenden Flachenwinkel halbirt, so hat man drei Ebenen, 
in deren jeder der gesuchte Mittelpunkt liegt und deren gemein­
sa mer Schnittpunkt er daher sein muss. 

93. Urn die Construction zu vereinfachen, nehmen wir an, 
dass die horizontale Projectionsebene mit einer Seitenflache der 
Pyramide zusammenfallt. 

Es seien A, B, C, D' die horizontalen Projectionen und 
A", B", C", D" die verticalen Projectionen der vier Pyra­
midenecken. Durch die Spitze D derselben legt man drei 
Ebenen senkrecht zu den Kanten del' Grundflache AB C; da 
diese Ebenen vertical stehen, so sind ihre horizontalen Projec­
tionen die Geraden D' E, D' ]I', D' G, welche durch den Punkt 
D' senkrecht zu den drei Kanten AB, B C, CA gezogen sind. 
Jede dieser verticalen Hiilfsebenen schneidet die Grundflache 
der Pyramide und die der betreffenden Kante anliegende Seiten­
flache in zwei geraden Linien, welche miteinander einen Winkel 
gleich dem Flachenwinkel zwischen diesel' Seitenflache und del' 
Grundflache einschliessen. Tragt man also auf der Axe x die 
Strecken D' E, D' F, D' G von dem Schnittpunkte D:x; der ver­
ticalen Geraden D'D" bis zu den Punkten Eo, ]1'0' Go ab 
[93] und zieht die Geraden D" Eo, D" Fo, D" Go, so schliessen 
diese letzteren mit der Axe x Winkel ein, welche gleich den 
Neigungswinkeln der drei Seitenflachen gegen die Grundflache 
sind. Halbirt man diese Winkel durch die Geraden e, t, g, 
so sind die von ihnen mit der Axe x eingeschlossenen Winkel 
gleich den Neigungswinkeln del' Seitenflachen einer zweiten 
Pyramide, welche fiber derselben Grundflache AB C construirt 
ist und deren Spitze in dem gesuchten Kugelmittelpunkte Mliegt. 

Urn nun die Spitze diesel' zweiten Pyramide zu finden, 
schneidet man dieselbe durch eine in beliebiger Hohe ge­
legte horizontale Ebene, deren verticale Projection die willkiir­
lich gezogene horizontale Gerade N" 0" ist. Diese Gerade 
schneidet die Geraden e, t, 9 in den Punkten Ho, JOl KOI von 
denen man die Lothe HoHo', JoJo', KoKo' auf die Axe x fallt. 
Tragt man dann die drei Abstande Eo Ho', FoJo', GoKo' bez. 
auf den drei von dem Punkte D' auf die Kanten der Grund­
flache gefallten Lothen von E bis H', von F bis J' und von 
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G bis K' ab, so erMlt man in H', J', K' die horizontalen 

A" ....... ···· 
x.~ _____ ~~:~ __________ ~~~~~~~~~~ _____ x 

Fig. 53. 

Pl'ojectionen von dl'ei Punkten, welche auf den Schnittgel'aden 
del' hol'izontalen Hiilfsebene mit den drei Seitenflachen der 
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zweiten Pyramide liegen; die durch diese Punkte zu den ent­
sprechenden Kanten der GrundfHtche AB 0 gezogenen Paral­
lelen N' 0', 0' P', P' N' sind dann die ersten Projectionen 
dieser Schnittgeraden selbst. Die Parallelen N'O', 0' P', P' N' 
schneiden sich zu j e zweien in den Punkten 0', P', N', 
welche die Projectionen von Punkten der drei nicht in der 
GrundfHtche liegenden Kanten der zweiten Pyramide sind; 
wenn man dann noch die Geraden N' A, 0' B, P' 0 zieht, so 
sind sie die Projectionen dieser Kanten selbst. Der Punkt M', 
;n welchem sich die Geraden N' A, 0' B, P' 0 schneiden, ist 
die horizontale Projection der Spitze M der zweiten Pyramide 
und mithin auch diejenige des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Urn die verticale Projection M" desselben Punktes zu er­
halten, zieht man zuerst durch M' eine Senkrechte zur Axe x, 
M'Mx, auf welcher der Punkt M" liegen muss. Dann projicirt 
man die drei Punkte N', 0', P' in die Punkte N", 0", P" 
der horizontalen Htilfsgeraden und zieht die Geraden N" A", 
0" B", P" 0", welche die verticalen Projectionen der drei Kanten 
der zweiten Pyramide sind. Der Punkt M", in welchem sich 
aIle drei schneiden mtissen und welcher gleichzeitig auf der 
Verlltngerung der Verticalen M'Mx liegen muss, ist die verti­
cale Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Die verticale Strecke Mr, JJ1" schliesslich ist gleich dem Radius 
der eingeschriebenen Kugel, [941 und die Punkte JJ[" Mx sind 
die beiden Projectionen des Bertihrungspunktes der Kugel und 
der Pyramidengrllndflache AB O. 

94. Wir haben in dem Artikel 3 gezeigt, wie man die Lage 
eines Punktes bestimmen kann, dessen Abstande von drei der 
Lage nach bekannten Punkten gegeben sind. Wir wollen jetzt 
im Anschlusse an jene frtiheren Auseinandersetzungen die Con­
struction dieses Punktes geben. 

Dritte Aufgabe. (Fig. 54) Man solI die Projectionen 
eines Punktes, dessen Entfernungen von drei im 
Raume beliebig gegebenen Punkten bekannt sind, 
construiren. 

Losung. Die Projectionsebenen mogen, wie wir voraus­
setzen, so gewahlt sein, dass die erste Projectionsebene durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht und die zweite Pro­
jectionsebene senkrecht auf der Verbindungsgeraden zweier 
dieser Punkte steht. 

Es seien A, B, 0 die drei gegebenen Punkte und a, b, c 
die beztiglichen Entfenmngen des gesuchten Punktes von ihnen. 
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Man verbindet zwei del' gegebenen Punkte, z. B. A und B 
durch eine Gerade und zieht durch einen beliebigen ihrer Punkte 
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Fig. 54. 

senkrecht zn ihr die Axe x, welche die Lage der verticalen 
Projectionsebene bestimmt. Dann beschreibt man urn die Pnnkte 
A, B, C als Mittelpunkte bez. mit den Stl'ecken a, b, c als 
Radien Kreise, welche sich zu je zweien in den Punkten D, 
E; F, G; H, J schneiden. Zieht man die Geraden DE, FG, 
HJ, so sind sie die hol'izontalen Projectionen del' drei Kreise, 
in welch en sich je zwei Kugeln schneiden; del' einzige Punkt 
pI, in welchem sich die drei Geraden schneiden, ist dann ofl'en­
bar die horizontale Projection des gesuchten Punktes. 

Urn die verticale Projection dieses Punktes zu erhalten, 
zieht man zunachst senkl'echt zur Axe x die Gerade p' P x, auf 
welcher die gesuchte Projection liegen muss, Ferner muss 
man beachten, dass del' Kreis, dessen horizontale Projection 
die Gerade DEist, der zweiten Projectionsebene parallel ist, 

Ostwald's Kla •• iker. 117. 9 
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und dass also seine verticale Projection ein Kreis mit gleichem 
Radius sein muss. Projicirt sich die Gerade AB in den Punkt 
K" auf der Axe x, so braucht man daher nur mit der Strecke 
KD, welche gleich dem halben Durchmesser DE ist, als Radius 
einen Kreis urn K" als Mittelpunkt zu beschreiben, urn die 
vertic ale Projection des betrachteten Kreises zu erhalten. Diesel' 
Kreis schneidet die Gerade P' Pr;, bez. deren Verlangerung in 
den Punkten pOI, Q", von den en jeder die verticale Projection 
eines del' gestellten Aufgabe geniigenden Punktes P, bez. Q ist. 

Es miissen weitere Bedingungen del' gestellten Aufgabe 
hinzugefiigt werden, [95J urn zu entscheiden, ob beide Punkte 
P und Q brauchbar sind, bez. welcher von beiden Punkten, 
wenn nur einer derselben nach dem W ortlaute del' Aufgabe 
brauchbar sein kann, genommen werden darf. 

Del' Leser mag die Aufgabe lasen, die Projectionen 
eines Punktes zu construiren, des sen Entfernungen 
von drei im Raume beliebig gegebenen Geraden be­
kannt sin d. 

95. Vierte Aufgabe. (Fig. 55) Ein Ingenieur bereist 
ein Gebirgsland, sei es urn nur seine Bodengestalt 
zu studiren, sei es urn den Plan fiir Unternehmungen, 
welche von der Bodengestalt abhangig sind, zu ent­
werfen. Er ist mit einer topographischen Karte ver­
sehen, in welcher nicht nul' die horizontalen Projec­
tionen del' verschiedenen Punkte des Terrains genau 
verzeichnet sind, sondern welche auch noch die Er­
hebungen aller diesel' Punkte iiber jene horizontale 
Proj ectionsebene (Niveauflache) durch eine neben 
jeden Punkt geschriebene Zahl, die sogenannte Kote 
dieses Punktes, angiebt. Nun gelangt del' Ingenieur 
an einen bemerkenswerthen Punkt, welcher - ent­
weder we,il er vergessen worden war oder erst nach 
Vollendung der Karte bemerkenswerth geworden 
ist - nicht in del' Karte sich verzeichnet findet. 
Der Ingenieur fiihrt nur ein mit einem Lothe ver­
sehenes Graphometer bei sich. 

Man verlangt von dem Ingenieur, dass er, ohne 
seinen Standort zu verlassen, die Lage desselben auf 
del' Karte eintragt und seine Kote, d. h. seine Erhe­
bun g U b e r die N i v e au fl a c h e b est i m m t. 17) 

Liisungsverfahren. Der 'rngenieur wahlt sich unter den 
auf del' .Karte genau verzeichneten 'l'errainpunkten drei aus, 
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welche seinem Standol'te am nachsten liegen und vpn denen 
wenigstens zwei nicht dieselbe I-Iohe wie diesel' haben. Dann 
misst el' die Winkel, welche die Richtung des Lothes mit den 
nach dies en drei Punkten gerichteten Visirlinien einschliesst 
und kann nach Ausfuhrung diesel' Messung bereits die ihm 
gestellte Aufgabe lOsen. 

Die dl'ei beobachteten Punkte, del' en horizontale Pl'ojec­
tionen die Karte unmittelbal' giebt, wahrend man ihl'e verti­
calen Proj ectionen mit I-Iulfe del' Koten construiren kann, 
mogen mit A, B, C bezeichnet werden. Da del' Winkel, 
welch en die Visirlinie nach dem Punkte A mit del' Lothrichtung 
des Standol'tes bildet, bekannt ist, so kennt man auch den Win­
kel, welchen dieselbe Visirlinie mit del' nach oben verlangerten 
Lothrichtung in dem Punkte A einschliesst; denn wenn man 
die Kl'ummung del' El'de vernachlassigt, was in dem vorliegen­
den FaIle statthaft ist, [96] so sind diese beiden Winkel als 
Wechselwinkel an Pal'allelen einander gleich. Denkt man sich 
nun ein(}n geraden Kreiskegel mit vertical gerichteter Axe con­
struirt, dessen Spitze in dem Punkte A liegt und dessen gel'ad­
linige Erzeugenden mit del' Axe einen dem gemessenen gleichen 
Winkel einschliessen - hierdurch ist die Flache vollstandig 
bestimmt -, so geht del' Kegelmantel durch die nach dem 
Punkte A gerichtete Visirlinie und folglich auch durch den 
Standort des Beobachters. Mithin ist eine erste krumme Flache 
gefunden, auf welcher del' gesuchte Punkt liegt. Stellt man 
dieselbe Ueberlegung fur die beiden anderen Punkte B und C 
an, so erhalt man noch zwei andere gerade Kreiskegel, deren 
Spitzen in dies!}n Punkten liegen, deren Axen vertical stehen 
und deren Seitenlinien mit den Axen Winkel einschliessen, 
welche bez. gleich den beiden anderen gemessenen Winkeln 
sind. Del' gesuchte Punkt ist nun ebenfalls auf jeder diesel' 
beiden Kegelflachen und folglich, da er gleichzeitig auf allen 
drei Kegeln liegen muss, auf ihrem gemeinsamen Schnitte ge­
legen. Es handelt sich mithin nul' noch darum, die beiden 
Projectionen del' Schnitte je zweier diesel' Kegelflachen zu 
construil'en; die Schnittpunkte del' gleichnamigen Projectionen 
bestimmen dann die horizontale und verticale Projection des 
gesuchten Punktes, folglich auch seine Lage auf del' Karte 
und seine I-Iohe uber oder unter den beobachteten Punkten, 
aus welcher letzteren sich seine Kote ergiebt. 

Diese Losung wird im Allgemeinen acht Punkte liefern, 
welche del', Aufgabe genugen. Es ist abe!' fur den Beobachter 

9* 
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leicht, denjenigen Punkt, welcher seinem Standorte entspricht, 
herauszufinden. Zunachst kann er sich immer vergewissern, 
ob sein Standort iiber odeI' unter del' Ebene, welche durch 
die drei beobachteten Punkte A, B, G hindurchgeht, liegt. 
Angenommen del' Standort liege iiber diesel' Ebene, so kann 
er von den Schnittcurven del' Kegel die Zweige, welche unter 
diesel' Ebene liegen, unberiicksichtigt lassen. Dadurch reducirt 
sich die Anzahl del' moglichen Punkte auf vier. Das Gleiche 
ist del' Fall, wenn del' Standort unterhalb del' Ebene AB G 
liegt. Unter den iibrigen vier Punkten - wenn sie iiberhaupt 
sammtlich vorhanden sind - kann del' Beobachtel' dann abel' 
leicht denjenigen herausfinden, dessen Lage in Bezug auf die 
drei Kegelspitzen dieselbe ist, wie die Lage seines Standortes 
in Bezug auf die entsprechenden drei 'l'errainpunkte. 

96. Construction. (Fig. 55) Es seien A, B', G' die del' 
Karte entnommenen horizontalen Projectionen del' drei [97J be­
obachteten Punkte und A", B", Oil ihre verticalen Projectionen, 
welche man dadurch erhalt, dass man auf den vertiealen Ge­
raden B' Bx , G' Gx von del' durch den Punkt A" gehenden 
horizontalen Geraden x aus die Koten von B, G vermindert 
urn die Kote von A bis B", Gil abtragt; a, (1, 'Y seien die 
Winkel, welche die VisirIinien von dem Standorte nach den 
drei beobachteten Punkten A, B, G mit del' verticalen Rich­
tung einschliessen. 

Verlangert man die drei Geraden AA", B'B", G'G" nach 
oben, so stellen sie die zweiten Projectionen del' Axen del' drei 
Kegel dar. Durch die drei Punkte A", B", G" zieht man dann 
die Geraden r, s, t, welche mit den Verticalen in den drei 
Punkten bez. die Winkel a, (1, 'Y einschliessen; die Geraden 
r, s, t sind die verticalen Projectionen je einer del' beiden 
aussersten Seitenlinien del' drei geraden Kreiskegel. 

Dann zieht man in del' vertical en Projectionsebene beliebig 
viele horizontale Gerade p, betrachtet sie als die Projectionen 
von gleich vielen horizontalen Ebenen n und fiihrt fiir jede 
von ihnen die Construction durch, welche wir j etzt fiir die mit 
p bezeichnete diesel' Geraden beschreiben wollen. 

Die Gerade p schneidet die Projectionen del' Axen del' drei 
Kegel in den Punkten D" 1 H", M", welche die verticalen Pro­
j ectionen der Mittelpunkte del' Kreise sind, in den en die zu-

gehOrige horizontale Ebene iT die drei Kegelmantel schneidet, 
und die aussersten Seitenlinien r, s, t in den Punkten E", 
J", N", sodass die Strecken D" E", H" JII, Mil N" die Radien 
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dieser Kreise sind. Urn die Punkte A, B', 0' als Mittel­
punkte beschreibt man bez. mit diesen Radien Kreise, welche 

'-, I l J / 
" ' : \' .. n!':\ // [ :/' 

"< ... ::' ... ,: \ ~ \ " I / 
1\ .':,/ 

'\,' ····m" \~~" \~b" c,!,!~;t' / 

\\ \r. .. ~ : ;n" f/ :, 

---------p-- :. I . /: 11 __________ _ 

:-:--f--"ii" -~~ff~;)1'------1:~:~j~ 
.1 I I 
:1 I I 

I ' 
I : , 

I , 
I , 
I , 
Ie" 

x.~----------~~--~~~~~----+_'rr_------------~ 'h 
;i ... ,n' 

" .. ! 
-····-i-~··----· ..... : 

: :' 

1/ 

;, .. H 
-,.,-

.: .;r' 

i i'" 

Fig. 55. 

""-'" 

-"-

, 
die hol'izontalen Projectionen del' von del' Ebene n aus den 
drei Kegeln' ausgeschnittenen Kl'eise sind. Die eben constru-
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irten Kreise schneiden sich zu je zweien in den Punkten F', 
G'; K', L'; 0', P', welche die horizontalen Projectionen von 
ebenso vielen Schnittpunkten der Schnitte je zweier der drei 
Kegel ergeben. Pl;ojicirt man diese Punkte in die Punkte F", 
G"; K iI

, L"; 0", P" auf der Geraden p, so erhalt man die 
vertical en Projectionen derselben Schnittpunkte. 

Verfahrt man in gleicher Weise flir die anderen Geraden p, 
so findet man flir jede derselben andere Punkte F', G'; K', 
L'; 0', P' und F", G"; K", L"; 0", P" in der horizontalen 
und verticalen Projectionsebene. Darauf zieht man durch aHe 
Punkte F', G' eine Curve l', welche die horizontale Projection 
[98] des Schnittes l des ersten und zweiten Kegels ist, ferner 
durch aHe Punkte K', L' eine zweite Curve m', welche die 
horizontale Projection des Schnittes m des zweiten und dritten 
Kegels ist, und endlich durch aHe Punkte 0', P' eine dritte 
Curve n', welche die horizontale Projection des Schnittes n des 
dritten und ersten Kegels sind. Die Punkte Q', in denen sich 
aHe drei Curven schneiden, sind die horizontalen Projectionen 
von Punkten Q, welche der gesteHten .Aufgabe genligen. 

Ebenso zieht man in der verticalen Projectionsebene durch 
aHe Punkte F", G" eine Curve l", durch aHe Punkte K", L" 
eine zweite Curve m" und endlich durch aHe Punkte 0", P" 
eine dritte Curve n", welche Curven die verticalen Projectionen 
der drei Schnittcurven l, 'In, n sind. Die Punkte Q", in denen 
sich die verticalen Projectionen l", m", n" schneiden, bestimmen 
die verticalen Projectionen aller Punkte Q, welche den Forde­
rungen der gestellten .Aufgabe entsprechen. 

Nachdem der Beobachter unter allen Punkten Q denjenigen 
herausgefunden hat, welcher seinem Standorte entspricht, giebt 
ihm die zugehOrige horizontale Projection Qf unmittelbar die 
Lage seines Standortes auf der Karte an. Die Hohe der zu­
gehOligen verticalen Projection Q" liber der .Axe x bestimmt die 
Erhebung des Standortes liber den beobachteten Punkt A und 
damit also die Kote des Standortes. 

97. Wir haben im Vorstehenden die Projectionen der drei 
Schnitte l, 'In, n construirt, wahrend zwei schon ausgereicht 
hatten. Es empfiehlt sich aber, immer in dieser Weise zu ver­
fahren, weil die Projectionen von zwei Curven doppelter Krlim­
mung sich in Punkten schneiden konnen, welche nicht Punkten 
des Schnittes entsprechen; urn die Projectionen von Punkten des 
Schnittes zu bekommen, muss man nur solche Zweige beider 
Curven betrachten, welche auf derselben Schale einer der 



Darstellende Geometrie. 135 

Flachen liegen. Dies erfordert abel' ein miihsames Aufpassen, 
von welchem man fast stets befreit ist, wenn man aIle drei 
Schnittcurven construirt; die Punkte, in welchel1 sich alle drei 
Curven schneiden, sind wirkliche Schnittpunkte del' drei Flachen. 

98. Fiinfte Aufgabe. (Fig. 56 u. 57) Die Sachlage ist 
dieselbe wie bei del' vorigen Anfgabe bis auf den 
einzigel1 Umstand, dass das Winkelmessinstrument 
[99] nicht mit einem Lothe versehen ist, und dass 
infolge des sen die Winkel del' Visirlinien mit del' 
Lothrichtung nicht gemessen werden konnen. Trotz­
dem abel' solI del' Ingenieur, ohne seinen Standort 
zu verlassen, die Lage desselben auf del' Karte und 
seine zugehorige Kote, d. h. seine Hohe iiber del' 
Niveauflache, auf welche aile Punkte del' Karte 
b ezog en sind, b estimmen. 

Liisungsverfahren. Nachdem del' Ingenieur drei auf del' 
Karte genau verzeichnete benachbarte 'l'errainpunkte, welche 
mit seinem Standorte nicht in derselben Ebene liegen, aus­
gewahlt hat, misst er die drei Winkel, welche die Visirlinien 
nach dies en drei Punkten miteinander bilden, und ist durch 
diese Messung allein in den Stand gesetzt, die Aufgabe zu 
lOsen. 

Bezeichnet man die drei beobachteten Punkte wieder mit 
A, B, C und denkt man sich die Geraden AB, B C, CA ge­
zogen, so kann del' Ingenieur die horizontalen Projectionen 
diesel' drei Strecken unmittelbar aus del' Karte entnehmen, 
wahrend er aus den Koten del' drei Punkte die Hiihendiffe­
renzen del' Endpunkte diesel' drei Strecken berechnen kann; 
folglich sind die wahren Langen del' drei Strecken bekannt. 

(Fig. 56) Dann construirt man in einer beliebigen durch die 
Gerade AB g~henden Ebmle ein rechtwinkliges Dreieck BAD, 
dessen eine Kathete AB ist, uud in welchem del' Winkel in B 
gleich dem Complement des Winkels )., unter welchem die Seite 
AB gesehen wurde, also del' Winkel in D gleich dem Winkel )" 
selbst ist. Del' durch die drei Punkte A, B, D gehende Kreis 
hat die Eigenschaft, dass del' Winkel, welchen zwei von einem 
beliebigen Punkte E des Kreisbogens AD B nach den Punkten 
A und B gezogene Geraden AD und B D miteinander bilden, 
ebenfalls gleich dem gemessenen Winkel ). ist. Lasst man nun 
den Kreisbogen AD B sich urn die Gerade AB als Axe drehen, 
so erzeugt er eine Umdrehungsflache, deren sammtliche Punkte 
dieselbe Eigenschaft haben, wie die PUl1kte des Kreisbogens 
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AD B; d. h. wenn man von einem beliebigen Punkte dieser 
Umdrehungsflache nach den Punkten A und B zwei gerade 
Linien zieht, so schliessen sie den Winkel )., miteinander ein. 

c 

Fig. 56. 

Offenbar sind aber 
die Punkte diesel' 

U mdrehungsflache 
auch die einzigen 
Punkte des Raumes, 
welche diese Eigen­
schaft besitzen, und 
folglich muss diese 
FHtche durch den zu 
bestimmenden Stand­
punkt hindurchgehen. 
Stellt man die gleiche 
Betrachtung fih' die 
beiden anderen Ge­
raden BOund OA 

an, so erM,lt man noch zwei U mdrehungsflachen ,. auf deren 
jeder der Standort ebenfalls liegen muss. Derselbe ist daher 
[100J gleichzeitig auf drei Umdrehungsflachen, welche ihrer 
Gestalt und Lage nach vollig bestimmt sind, gelegen. Wenn 
man also die horizontalen und verticalen Projection en del' 
Schnitte je zweier del' drei Umdrehungsflachen construirt, so 
sind die Punkte, in denen sich alle drei Projectionen schneiden, 
die Projectionen des Punktes, welcher den Forderungen del' 
gestellten Aufgabe gentigt. 

99. Wenn man diese Aufgabe analytisch behandelt, so ftihrt 
sie im Allgemeinen zu einer Gleichung vom 64. Grade. Denn 
jede der drei Umdrehungsflachen hat vier verschiedene Schalen 18); 
betrachtet man z. B. die erste Flache, so werden zwei Schalen 
von dem Bogen ADB, zwei andere von dem Bogen AEB e1'­
zeugt. Da jede Schale del' ersten Umdrehungsflache von jeder 
Schale del' zweiten geschnitten werden kann, so ergeben sich 
daraus im Allgemeinen fUr die Schnittcurven sechzehn Zweige; 
jeder diesel' sechzehn Zweige kann wieder von jeder del' vier 
Schalen der dritten Umdrehungsflache geschnitten werden, wo­
durch sich vierundsechzig Schnittpunkte aUer drei Umdrehungs­
flachen ergeben konnen. Abel' nicht aIle diese Punkte gentigen 
tIer Aufgabe. Denn zieht man von irgend einem Punkte E 
des Bogens A E B die beiden Geraden nach den Endpunkten 
del' Strecke AB, so ist der von ihnen eingeschlossene Winkel 
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A E B nicht gleich dem gemessenen Winkel A, sondeI'll gleich 
seinem Supplementwinkel. Die von dem Bogen AEB erzeugten 
zwei Schalen del' ersten Umdrehungsflache und die analogen 
Schalen del' beiden anderen Umdrehungsflachen kannen daher 
zur Lasung del' Aufgabe nicht benutzt werden, und aIle die­
jenigen del' gefundenen vierundsechzig Schnittpunkte, welche 
auf einer diesel' Schalen liegen, genugen folglich del' Aufgabe 
nicht. 

Bei del' Lasung mit Hulfe del' darstellenden Geometrie kann 
man also den Bogen AEB und die entsprechenden Bogen del' 
beiden andel'll Kreise von vornherein ausser Betracht lassen. 
Dann hat jede del' Umdrehungsflachen nur zwei Schalen, und 
die Anzahl del' allen drei Flachen gemeinsamen Schnittpunkte 
reducirt sich auf acht. Von diesen acht Punkten liegen vier 
auf del' einen Seite del' Ebene, welche durch die drei Um­
drehungsaxen bestimmt ist, und vier auf del' anderen Seite 
derselben. Da del' Beobachter nun leicht feststellen kann) auf 
welcher Seite diesel' Ebene sein Standort liegt, so braucht er 
die Schnittpunkte, welche auf del' entgegengesetzten Seite del' 
Ebene liegen, uberhaupt nicht zu construi1'en, und folglich 1'e­
ducirt sich die Zahl del' Schnittpunkte, welche er gebrauchen 
kann, auf vier. Unter diesen vier Punkten - wenn sie uber­
haupt sammtlich existiren - erkennt er abel' dann leicht den­
jenigen, welcher in Bezug auf die drei Punkte A, B, C ebenso 
liegt, [101] wie sein Standort in Bezug auf die drei entspre­
chenden 'l'errainpunkte. 

100. Construction. Die Lage del' beiden Projectionsebenen 
wahlt man so, dass die erste Projectionsebene durch die drei 
beobachteten Punkte geht und die zweite Projectionsebene senk­
recht auf del' Verbindungsgeraden .zweier diesel' Punkte steht. 
Es sei also AB C das von den drei beobachteten Punkten ge­
bildete Dreieck in seiner wahren Gestalt; ferner seien A, fl, V 
die drei gemessenen Winkel. 

Dann zieht man senkrecht zu del' Geraden AB durch einen 
beliebigen Punkt derselben die Gerade x, welche die Projections­
axe sein solI und also die Lage del' zweiten Projectionsebene 
bestimmt, und construirt, wie in Art. 98 [So 135-136] ange­
geben ist, die erzeugenden Kreisbogen AEB, BJC, CLA del' 
drei Umdrehungsflachen, deren Axen die Dreiecksseiten AB, 
B C, CA sind. Um den Punkt A als Mittelpunkt beschreibt 
man darauf beliebig viele concentrische Kreise und fuhrt fur 
jeden von ihnen die im Folgenden fill' einen solchen Kreis 
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angegebene Construction durch. Von den Punkten E und L, 
in welchen dieser Kreis die beiden erzeugenden Kreise, deren 
Axen in dem Punkte A zusammenstossen, schneidet, fant man 
die Lothe E F' und L M auf die zugehOrigen Axen; beide Lothe 
schneiden sich in einem Punkte N', welcher die horizontale Pro­
jection eines dem Schnitte del' beiden Umdrehungsfiachen an­
gehOrigen Punktes N ist. Jeder del' concentrischen Kreise 
bestimmt einen solchen Punkt N', und die durch alle diese 
Punkte N' gehende Curve n' ist die hol"izontale Projection des 
Schnittes n del' beiden Umdrehungsfiachen mit den Axen AB 
und A C. Nachdem man noch die zweite Projection A" del' 
Axe AB bestimmt hat, beschreibt man um den Punkt A" als 
Mittelpunkt mit dem Radius EF' einen Kreisbogell err, auf wel­
chern die zweite Projection N" des Punktes N (und zwar auf 
der durch N' gehenden Verticalen) liegen muss. In gleicher 
Weise construirt man fiir alle iibrigen Punkte del' Curve n' 
die zugehOrigen zweiten Projectionen und zieht durch dieselben 
die Curve n", welche dann die zweite Projection des Schnit­
tes n ist. 

Dieselbe Construction fiihrt man ferner fiir die beiden Um­
dl'ehungsfiachen, deren Axen A B und B C sind, aus. Man 
beschreibt also urn den Schnittpunkt B beider Axen als Mittel­
punkt beliebig viele concentrische Kreise, welche die beiden 
erzeugenden Kl'eise in Punkten G, J schneiden, und fallt von 
diesen Punkten die Lothe G H und JK auf die entsprechenden 
Axen; diese Lothe schneiden sich in Punkten P', und die 
durch alle so erhaltenen Punkte P' gezogene Curve p' ist die 
hol'izontale Projection des Schnittes p del' el'sten und dl'itten 
Umdrehungsfiache. [102] Beschl'eibt man schliesslich urn den 
Punkt A" als Mittelpunkt mit den Radien G H Kl'eise g" und 
projicirt auf diese alle Punkte P", so erhalt man die zweiten 
Projectionen I''' aller Schnittpunkte I', und die durch sie ge­
zogene Curve p" ist die zweite Projection des Schnittes p. 

Die Punkte Q', in welchen sich die horizontalen Proj ec­
tionen n' und p' del' beiden Schnitte n und p schneid en, sind 
die horizontal en und die Punkte Q", in welchen sich die zu­
gehOrigen verticalen Projectionen n" und p" schneiden, sind 
die vel'ticalen Projectionen der Punkte, welche den von del' 
Aufgabe gesteUten Forderungen geniigen. 

Die so gefundenen Projectionen geben weder unmittelbar 
die Lage des Standortes auf del' Karte, noch seine Hohe an, 
weil die hol'i.zontale Projectionsebene nicht mit del' Niveau-
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ebene, auf welche die Karle bezogen ist, zusammenfallt; es 
bietet abel' keine Schwierigkeiten, aus den gefundenen Projec­
tionen die wirkliche Lage des Standortes auf del' Karte und 
seine Kote zu bestimmen. 

101. Sechste Aufgabe. Ein Feldherr, welcher mit 
del' von ihm befehligten Armee dem Feinde gegen­
iibersteht, besitzt keine Karte des von dies em be­
setzten Gebietes; er bedar{ abel' einer solchen Kade, 
um fiir einen beabsichtigten Angriff den Plan ent­
werfen zu konnen. Da er einen Fesselballon zu 
seiner Verfiigung hat, so befiehlt er einem seiner 
Ingenieure mit demselben aufzusteigen und aIle 
nothigen Messungen auszufiihren, um eine Karte 
herstellen und ein annahernd richtiges NivelIe­
ment geben zu konnen. Er hat j edoch Grund zu 
glauben, dass del' Feind seine Absicht erkennt, 
wenn del' Luftballon seine verticale Aufsteigungs­
linie verlasst, und erlaubt deshalb dem Ingenieur 
nul', mit dem Luftballon in verschiedene Hohen, wenn 
es nothig ist, aufzusteigen, verbietet ihm abel', sich 
mit dem BaIlon seitlich zu bewegen. Del' Ingenieur 
ist mit einem geeigneten Winkelmessinstrumente, 
an welchem ein Loth angebracht jst, versehen. Wie 
kann de I' In g e nieu I' den Befehl seines Vorgesetzten 
ausfiihI'en? 

Losungsverfahren. Del' Ingenieur macht in derselben senk­
rechten Aufsteigungslinie an zwei Stellen Halt, deren Abstand 
ihm dadurch bekannt ist, dass er die bei del' Erhebung von 
dem einen zu dem anderen Haltepunkte abgelaufene Seillange 
messen lasst. Auf del' einen diesel' Stationen, z. B. del' tiefer 
gelegenen, misst er dann die Winkel zwischen del' Lothrichtung 
und den Visirlinien, welche nach den Punkten, deren Lage 
er auf del' Karte einzeichnen will, gerichtet sind. Unter allen 
diesen Punkten wahlt er einen beliebigen Punkt 'aus, welchen 
er als Hauptpunkt ansieht und welchen wir mit A bezeichnen 
wollen, [103J und misst allmahlich alle Winkel, welche die 
Visirlinie nach dem Punkte A mit den Visirlinien nach den 
anderen Punkten bildet. Auf del' andeI'en, Mher gelegenen 
Station misst er dann noch die Winkel zwischen del' Lothrich­
tung und den Visirlinien nach allen in Betracht gezogenen 
Terrainpunkten. Mit Hiilfe diesel' Beobachtungen ist er im 
Stande, die verlangte Karte zn entwerfen. 
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Da man namlich die Winkel fl\ und fl2' welche von del' 
Lothrichtung mit den von den beiden Stationen nach ein und dem­
selben Tel'l'ainpunkte B gehenden Visirlinien gebildet werden, 
kennt, so liegt derselbe gleichzeitig auf zwei bestimmten und 
bekannten gel' aden Kreiskegeln, deren Axen in derselben ver­
ticalen Geraden liegen, deren Spitzen urn den Hohenunterschied 
beider Stationen von einander entfernt liegen und deren von 
del' Axe und den Seitenlinien eingeschlossene Winkel gleich 
den beiden gemessenen Winkeln flo bez. fl2 sind. Da ferner 
del' Winkel cp bekannt ist, welchen die von del' unteren Station 
nach den Punkten A und B gehenden Visirlinien miteinander 
bilden, so liegt del' Punkt B noch auf einem dritten geraden 
Kreiskegel, dessen geneigt liegende Axe die von del' unteren 
Station nach dem Punkte A gehende Visirlinie ist und dessen 
von del' Axe und den Seitenlinien gebildeter Winkel gleich dem 
gemessenen Winkel cp ist. Del' Punkt B liegt also gleichzeitig 
auf drei ihrer Gestalt und Lage nach bestimmten geraden Kreis­
kegeln und ist folglich ein Punkt ihres gemeinsamen Schnittes. 19) 

Construirt man daher die horizontalen und verticalen Projec­
tionen del' drei Schnitte, in denen sich je zwei Kegel durch­
dringen, so findet man die Lage des Punktes auf del' Karte 
und urn wieviel er hOher odeI' tiefer als del' Punkt A liegt. 

102. Ohne die Betrachtungen abzuandern, kann man die 
Construction mit Hiilfe einiger friiher auseinandergesetzten 
Methoden vereinfachen. Da die Winkel, welche die von del' 
unteren Station nach dem Punkte A gehende Visirlinie mit den 
nach allen iibrigen Punkten gehenden einschliesst, und auch 
alle Winkel, welche diese sammtlichen Visirlinien mit del' Loth­
richtung bilden, bekannt sind, so ist es leicht die letzteren 
Winkel auf den Horizont zu reduciren, d. h. ihre horizontalen 
Projectionen zu construiren [Vgl. Art. 22, S. 32-33]. Wahlt 
man also auf del' Karte einen Punkt p' willkiirlich aus, wel­
cher die Projection [104] del' verticalen Erhebungslinie des 
Luftballons darstellen solI, zieht durch denselben eine belie­
bige Gerade a', welche die Projection del' von den beiden 
Stationen nach dem Punkte A gehenden Visirlinien vorstellen 
solI, und endlich durch denselben Punkt P' gerade Linien, 
h', c', ... , deren mit del' Projection a' gebildete Winkel 
gleich jenen auf den Horizont reducirten Winkeln sind, so muss 
offenbar auf jeder diesel' Geraden die Horizontalprojection A', 
H, ... eines beobachteten Terrainpunktes A, B, ... liegen. 
Jetzt ist nUl: noch die Entfernung del' Projection eines jeden 
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Terrainpunktes, z. B. des Punktes B I von dem Punkte pI zu 
bestimmen. Zu dem Zwecke wll.hlt man auf del' verticalen 
Projection del' Gerad{ln, in welchel' del' Ballon aufgestiegen 
war, zwei Punkte aus, deren Abstand in Einheiten des Maass­
stabes del' Karte gleich dem Hohenunterschiede der beiden 
Ballonstationen ist, und zieht durch diese Punkte Gerade unter 
Winkeln gegen die Verticale, welche gleich den von den beiden 
Stationen nach dem Punkt B hin gemessenen Winkeln {JI und 
(J! sind; diese beiden Geraden schneiden sich in einem Punkte 
B", dessen senkrechter Abstand von del' verticalen Projection 
del' Erhebungslinie des Luftballons gleich del' gesuchten Ent­
fernung ist. Trll.gt man also diese Strecke auf del' Geraden b' 
von dem Punkte P aus bis B' ab, so erhalt man in dem 
Punkte B I den dem Terrainpunkte B entsprechenden Punkt 
del' Karte. Die beiden i.n del' verticalen Projectionsebene ge­
zogenen Geraden bestimmen durch ihren Schnittpunkt B" auch 
die Hohe des Terrainpunktes B. Wenn man also aus del' 
verlicalen Projection die Hohen aller Terrainpunkte iiber der­
selben Horizontalebene entnimmt, so erhalt man dadurch die 
Koten aller in die Karte eingetragenen Punkte und damit das 
gewiinschte Nivellement des Terrains. 20) 

Diese Construction ist so einfach, dass eine Figur zu der­
selben nicht nothig ist. 

Da die Lage der von del' Projection p' des Luftballons 
nach del' Projection A' des Punktes A gezogenen Geraden a' 
willkiirlich auf der Karte gewll.hlt war, so folgt, dass die Karte 
nicht orientirt ist. Und in del' That ergiebt sich aus den von 
uns angegebenen Messungen kein Umstand, welcher die Lage 
del' beobachteten Terrainp·unkte in Bezug auf die vier Himmels­
richtungen bestimmen konnte. Misst del' Ingenieur, nachdem 
er wiedel' auf ebener Erde angelangt ist, den Winkel, welchen 
die von del' Aufstiegstelle P' nach einem del' beobachteten 
Terrainpunkte gerichtete Visirlinie mit dem Meridiane ein­
schliesst, und trll.gt er diesen Winkel noch auf seiner Karte 
ein, so kennt er dann die Richtung des Meridians auf der Karte 
und damit ist dieselbe orientirt. 
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[105J 
Fiinfter Theil. 

Kriimmnng doppelt gekriimmter Cnrven nnd krnmmer 
FHichen. 

Niitzlichkeit des Unterrichtes in del' darstellenden 
Geo metrie auf den Mi ttels ch u I en. 

103. Die bisherigen Vortrage iiber darstellende Geometrie 
enthalten die hauptsachlichsten Methoden, deren Kenntniss man 
in den Kiinsten nothig haben kann. 

Man soUte in allen ein wenig bedeutenderen Stadten Mittel­
schulen errichten, in welchen die jungen Leute, welche sich 
del' Ausiibung einer Kunst widmen wollen, im Alter von zwolf 
Jahren wahrend zweier Jahre in den graphischen Constructionen 
unterrichtet und geiibt und mit den wichtigsten Naturerschei­
nungen, deren Kenntniss ihnen unerlasslich ist, vertraut ge­
macht werden. Diesel' Unterricht wiirde, da er den Verstand 
del' Schiiler schlirft und sie an Genauigkeit und Bestimmtheit 
gewohnt, in sicherster Weise zu del' fortschreitenden Hebung 
del' nationalen Industrie beitragen, und die SchUler wiirden, 
da sie damn gewohnt werden, volle Einsicht in die Dinge zu 
verlangen, spateI' davor geschiitzt sein, von Betriigel'll irgend 
welcher Art getauscht zu werden. Hatten wir uns nun nul' 
das Ziel gesteckt, ein elementares Lehrbuch, welches dem Unter-
11.cht an dies en Mittelschulen zur Grundlage dienen soUte, zu 
schreiben, so miissten wir him'mit die allgemeinen Betrachtungen 
abschliessen und sofort zu den niitzlichsten und am hliufigsten 
gebrauchten Anwendungen iibergehen. Wir miissen abel' nicht 
nur auf die Schiiler diesel' Mittelschulen, sondel'll auch auf die 
Lehrer Bedacht nehmen. 

In den Lehrplan des Volksunterrichtes solI man nul' ein­
fache Dinge, deren Kenntniss taglich niitzlich sein kann, auf­
nehmen. Wen andel'S abel' als den Lehrer kann ein Kiinstler 
urn Rath fragen, we;nn ihm gelegentlich in seinem Leben eine 
Schwierigkeit entgegentritt, von welcher in dem Schulunter­
richte keine Rede gewesen ist? Und wie kann del' Lehrer 
im Stande sein, die ihm vorgelegte Frage zu beantworten und 
die erbetene Auskunft zu geben, wenn er nicht mit weit 
allgemeineren Betrachtungen und Untersuchungen als den en! 
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welche den gewohnlichen Gegenstand des Unterrichtes bilden, 
vertraut ist? 

Urn die Lehrer mit einigen allgemeinen Eigenschaften del' 
Curven und Flachen - Eigenschaften, fur del' en Verwendung 
man in den Kunsten oft Gelegenheit findet - bekannt zu 
machen, wollen wir einige Vorlesungen auf die Untersuchung 
del' Krummung von doppelt gekrummten Curven und krummen 
Flachen verwenden. 

[106] Ebene und doppeltgekrummte Curven, 
ihre Evoluten, Evolventen und Krummungsradien. 

104. Wenn eine in einer Ebene liegende Gerade sich urn 
einen bestimmten ihrer Punkte dreht, so beschreiben bekannt­
lich ihre sammtlichen anderen Punkte concentrische Kreise urn 
jenen Punkt. Jede Curve kann man sich in ahnlicher Weise 
durch Bewegung eines Punktes erzeugt denken. 

:t, 

Fig. 58. 

(Fig. 58) Es sei k eine beliebige ebene Curve. Lasst man 
nun eine Gerade t, welche eine Tangente an die Curve 7c ist, 
sich so bewegen, dass sie, ohne zu gleiten, die Curve k stets 
beruhrt, so beschreibt bei dieser l'ollenden Bewegung jeder 
Punkt P diesel' Gel'aden eine Curve ~£, welche offenbal' die 
folgenden. Eigenschaften besitzt. 
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Jedes Element P PI del' erzeugten Curve ~( steht senkrecht 
auf del' entsprechenden Richtung del' Gm'aden t, da es dieselbe 
Richtung hat, welche das Element eines urn den Punkt K als 
Mittelpunkt mit dem Radius KP beschriebenen Kreisbogens in 
dem Punkte P besitzt. Foiglich ist die Tangente in dem 
Punkte P an die Curve ~( senkrecht zu del' durch diesen Punkt 
gehenden und die Curve Ie beriihrenden Geraden t. 

Liegt del' Punkt P auf del' Seite del' Gm'aden t, mit welcher 
sie sich bei ihrer rollenden Bewegung del' Curve k nahert, so 
lauft die Curveu auf die gegebene Curve k zu und trifft sie 
schliesslich, wenn del' erzeugende Punkt mit dem Beriihrungs­
punkte del' Geraden, welche dann die Lage t2 angenommen 
haben mag, in dem Punkte P2 zusammenfallt. Die Curve u 
schneidet abel' in diesem Punkte P2 nicht die Curve Ie, sondel'll 
del' erzeugende Punkt und mithin auch die Curve u wird in 
demselben von del' Cnrve k reflectirt. und da die erzeugte 
Curve u immer senkrecht auf del' bewegten Geraden t ist, so 
treffen die beiden Curvenzweige P P2 und P2 P3 unter rechten 
Winkeln auf die Gerade t2 und folglich auch auf die Curve k 
auf; die beiden Zweige del' CUrVel( beriihren sich also in dem 
Punkte P2 .21) 

Den Punkt P." in welch em die Curve u in del' Weise sich 
wieder zuruckwendet, dass sich ihre beiden Zweige beruhren, 
nennt man Riickkehrpunkt. 

Die Curve k, auf. welchel' die Gerade t abrollt, heisst die 
Evolute del' Curve'u, weil ein beliebiger Bogen KP2 der­
selben gleich [107J dem abgewickelten Theile KP del' beweg­
lichen Geraden t ist, und umgekehrt heisst die Curve u die 
Evolvente del' Curve k. Weil man nun ebenso viele Curv-en 
tt, u, . . . in diesel' Weise erzugen kann, als man Punkte P, 
1.13, .. , anf del' Geraden t als erzeugende Punkte annimmt, 
so leuchtet unmittelbar ein, dass zu einer Evolute k unendlich 
viele verschiedene Evolventen gehoren, so z. B. zu del' Evo­
lute 7c die Evolventen n, u, ' .. , welche die Eigenschaft haben, 
sammtlich dieselben Normalen zu besitzen. Wir werden binnen 
Kurzem zeigen, dass nmgekehrt auch jede Curve, als Evolvente 
betrachtet, unendlich viele Evoluten besitzt. 

105. Man verwendet in del' Technik einige Evolventen und 
vorziiglich die Kreisevolvente; diese ist eine spiralformige Curve 
mit unendlich vielen Windungen, von den en je zwei aufein­
anderfolgende einen constanten Abstand gleich dem Umfange 
des Evolutenkreises von einander haben. Die Gestalt von 

o,twald's Klassiker. IIi. 10 
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Kreisevolventenbogen giebt man z. B. den Hebedaumen von 
rotirenden Wellen, welche in den Pochwerken und Stampf­
muhlen Stampfbalken heben, weil dann del' Beruhrungspunkt 
des Hebedaumens mit dem Hebezapfen des Stampfbalkens stets 
in derselben Verticalen liegt und dadurch die Kraft, welche die 
Daumenwelle ausubt, um den Stampfbalken in die Hohe zu 
heben, constant ist. Vaucanson 22) gebraucJ1te haufig die Kreis­
evolvente als Verzahnungscurve, um die Bewegung einer roti­
renden Welle auf eine andere, ihr parallele zu ubertragen, 
besonders wenn die Verzahnung genau angefertigt sein musste 
und die Bewegung del' einen Welle auf die andere plOtzlich, 
ohne den geringsten Zeitverlust, itbertragen sollte. 

106. Wir haben in dem Artikel 104 gezeigt, wie die 
Evolvente aus del' Evolute erzeugt werden kann. Es ist leicht 
zu zeigen, wie umgekehrt die Evolute aus del' Evolvente ent-

// ..... ,.7/ .. ":1- u 

u PIP, 
't-, l~: ~~--T-~t< 

Fig. 59. 

steht. Wie wir gesehen haben, sind aIle Normalen del' Evol­
vente Tangenten an die Evolute. Zieht man also (Fig. 59) 
durch aIle Punkte P, PI' . . . einer gegebenen Curve u die 
Normalen, so ist die Curve k, welche von allen diesen Nor­
malen beruhrt wird, die Evolute del' Curve u, und die Nor­
malen t, tj zweier unendlich benachbarten PunkteP, PI schneiden 
sich in einem Punkte K del' Evolute; diesel' Punkt K kann be­
trachtet werden als Mittelpunkt eines kleinen Kreisbogens, welcher 
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mit dem Radius KP beschrieben ist [1081 undalso dieselbe 
Kriimmung hat wie del' zugehorige Bogen P P1 del' betrachteten 
Curve u. Del' Radius KP des Kreises, welcher dieselbe Kriim­
mung besitzt wie del' unendlich kleine Bogen P PI del' Curve u, 
heisst del' K I' ii m m u n g s I' a diu s dieses Bogenelementes, und del' 
Punkt K, in welchem sich die beiden unendlich benachbarten 
Normalen t, tl schneid en , del' Kriimmungsmittelpunkt. 
Die Kriimmung eines Bogenelementes ist bekannt, wenn man 
die Lage seines Kriimmungsmittelpunktes kennt. 

107. Bisher haben wir vorausgesetzt, dass die Curven ehene 
sind, und nur das betrachtet, was in ihrer Ebene geschieht. 
Jetzt gehen wir abel' zu Curven doppelter Kritmmung, wie 
sie durch den Schnitt zweier hummer Flachen erzeugt werden, 
itber. 

Denkt man sich durch den Mittelpunkt eines K1'eises und 
senkrecht zu seiner Ebene eine Gerade gezogen und beider­
seits in das Unendliche verlangert, so hat bekanntlich jeder 
Punkt derselben von allen Punkten del' Kreisperipherie gleichen 
.Abstand. Wenn sich also eine Strecke, deren einer Endpunkt 
auf del' senkrechten Geraden und del' en anderer Endpunkt auf 
del' Kreisperipherie liegt, so um die Senkrechte als .Axe dreht, 
dass sie bestandig denselben Winkel mit ihr einschliesst, so e1'­
zeugt ihr bewegter Endpunkt die Peripherie des Kreises mit 
del' gleichen Genauigkeit, als wenn man den Radius des Kreises 
sich um seinen Mittelpunkt drehen las st. Die Zeichnung des 
Kreises mit Hiilfe seines Radius ist nur ein specieller Fall del' 
obigen Erzeugung, durch ihre Einfachheit abel' geeigneter, 
eine Vorstellung von dem Verlaufe des Kreises zu geben. In 
gewissen Fallen jedoch kann die allgemeinere Erzeugungs­
weise Vortheile gegeniiber del' speciellen mittelst des Radius 
gewiihren; wiihlt man namlich auf del' senkrechten .Axe zwei 
Punkte als Pole, welche auf entgegengesetzten Seiten del' Kreis­
ebene liegen, zieht man dann von ihnen zwei sich in einem 
Punkte del' zu erzeugenden Kreisperipherie schneid.ende Ge­
rade, welche man in d.iesem Punkte fest miteinander verbunden 
denkt, und liisst man sich das ganze System um die Axe drehen, 
so erzeugt del' feste Schnittpunkt beider Geraden die Kreis­
peripherie, ohne dass es nothig ist, die Ebene, in welcher del' 
Kreis liegen muss, vorher wirklich herzustellen. 

108. (Fig. 60) Es sei u eine beliebige Curve doppelter K1'iim­
mung. Durch irgend einen Punkt P derselben legt man eine 
Ebene N sen\uecht zu del' Curventangente in P [109J und ebenso 

10* 
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durch den unendlich benachbarten Punkt PI eine Ebene N I 
senkrecht zu del' Curventangente in PI' Beide Ebenen schnei­
den sich in einer Geraden t, welche die .Axe des Kreises ist, 

t~J~----+---~------~--~~~-t 

Fig. 60. 

als dessen Theil das Bogenelement P PI aufgefasst werden 
kann; faUt man also von den Punkten P und PI Lothe auf 
die .Axe t, so haben dieselben gleiche Lange und schneiden 
sich in demselben Punkte K del' .Axe, welcher del' Mittelpunkt 
des Kl'eises ist. Jeder del' anderen Punkte G, H, J, ... del' 
Geraden t hat von allen Punkten des Bogenelementes P PI 
ebenfalls gleiche Entfernung und kann dahel' als Pol desselben 
betrachtet werden. Zwei von einem beliebigen Punkte G del' 
.Axe t nach den Punkten P, PI gezogene Gerade G P, G PI 
haben folglich gleiche Lange und schliessen mit del' .Axe t gleiche 
Winkel 4 P G A = 4 PI G A ein. Urn also die Kritmmung 
del' Curve in dem Punkt P zu bestimmen, muss man die Lange 
des Kritmmungsl'adius KP und, urn den Sinn del' Kl'itmmung 
zu bestimmen, die Lage des Punktes K im Raume angeben. 
Handelt es sich abel' nul' darum den kleinen Kreisbogen P PI 
zu beschreiben, so ist es gleichgiHtig, ob man die Gel'ade G P 
urn die .Axe t, ohne den Winkel A G P zu verandern, odeI' 
den KrUmmungsl'adius K P senkrecht zu del' .Axe sich drehen 
lasst. 

Die Gerade t kann dahel' als del' geometrische Ort del' 
Pole des Bogenelementes P PI betrachtet werden; del' Krum­
mungsmittelpunkt dieses Bogenelementes ist dmjenige Pol, 
dessen .Abstand von dem Bogenelement ein Minimum ist, und 
del' zugehorige KrUmmungsradius das von dem Bogenelement 
auf die .Axe t gefallte Loth. 

109, Fithrt man jetzt ful' alle Punkte einer Curve doppelter 
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Krtimmung u (Fig. 61) die Construction durch, welche wir so­
eben filr eines ihrer Elemente beschrieben haben, d. h. legt 
man durch aIle Punkte P, PI' P2 , Pa, ••• Ebenen N, NI Nt, 
N3 , ••• sellkrecht zu den Tangenten in den zugehOrigen Cur-

/II 
TV, 

Fig. 61. 

venpunkten, so schneidet die erste diesel' Ebenen die zweite 
in einer Geraden t, welche del' geometrische Ort aIler Pole 
des Bogens P PI ist, und die zweite Ebene die dritte in einer 
Geraden tj' welche der geoll1etrische Ort aIler Pole des Bogens 
PI P2 ist, und so fort. Die Schaar aIler diesel' Schnittgeraden 
odeI' die krull1ll1e Fliiche, welche sie in ihrer Gesammtheit 
hilden, ist del'. geometrische Ort aller Pole del' ganzell Curve 
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u, da die Curve keinen Pol hat, welcher nicht auf dieser 
Flache liegt, und umgekehrt die Flache keinen Punkt enthltlt, 
welcher nicht der Pol irgend eines Elementes der Curve u ist. 23) 

[110J 
Die krumme Flache, welche der geometrische Ort 
der Evolu ten einer Curve doppelter Krfimmung ist. 

Bemerkenswerthe Eigenschaft der Evoluten auf 
dieser Flache. Erzeugung einer doppeltgekrfimmten 

Curve durch stetige Bewegung. 

110. Ehe wir weitergehen, mitssen wir einige Eigenschaften 
auseinandersetzen, welche die Fliichen der vorstehend erwahnten 
Art, ganz unabhiingig von der zu ihrer Erzeugung benutzten 
Curve u, besitzen. 

Diese Flachen konnen ohne Zerreissung und ohne Faltung 
in die Ebene abgewickelt werden. In der That sind die von 
den erzeugenden Geraden begrenzten Elemente der Flache tt" 
tl t~, t2 ta, ••. (Fig. 62) unendlich schmale ebene Streifen, welche 
langs dieser Gel·aden aneinandergrenzen. Man kann sich daher 
immer denken, dass das erste Element ttl sich um die Gerade 
tl als Axe dreht, bis es in der Ebene des folgenden Elementes 
tl t2 liegt; dass sich dann beide Elemente zusammen um die 
Gerade t2 drehen, bis sie in der Ebene des dritten Elementes 
t2 t3 liegen, und so fort. Daraus ergiebt sich die Moglichkeit, 
auf die Weise aUe Elemente der krummen Flache ohne Zer­
reissung in eine Ebene abzuwickeln. 

In gleicher Weise wie die Normalebenen der Curve ~~ durch 
ihre aufeinanderfolgenden Schnittgeraden eine krumme Flache, 
an welche sie selbst Tangentialebenen sind, bilden, schneiden 
sich die aufeinanderfolgenden Schnittgeraden in Punkten einer 
Curve doppelter Kriimmung, deren Tangenten die Schnittgeraden 
selbst sind. Denn zwei aufeinanderfolgende dieser Gel·aden 
sind Schnitte derselben Normalebene mit der unmittelbar vor­
hergehenden und der unmittelbar folgenden Normalebene; diese 
beiden Gel·aden liegen also in einer Ebene und schneiden sich 
daher in einem Punkte. Die Gesammtheit aUer dieser Schnitt­
punkte aber bildet eine bemerkenswerthe Curve auf der ab­
wickelbaren Flache. Verlangert man namlich aUe Gel·aden, 
nachdem sie sich auf dieser Curve geschnitten haben, darfiber 
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hinaus, so bilden ihl'e Vedangerungen eine zweite Schale del' 
Flache, und diese Schale ist von del' el'sten, welche von den 
Theilen del' Geraden, die VOl' den Schnittpunkten liegen', ge­
bildet wil'd', verschieden. Die beiden Schalen grenzen'langs 
del' Curve aneinander, welche in Bezug auf die ganze Flache 
eine wirkliche Ruckkehl'kante ist. 

(Fig. 62) Von dem Punkte P del' Curve u, durch welchen die 
el'ste Normalebene N hindurchgelegt ist, wel'de in diesel' Ebene 

Flg.62. 

in beliebiger Richtung die Gel'ade P G gezogen, bis sie die 
Gel'ade t in dem Punkte G schneidet; dann ziehe man in del' 
zweiten Normalebene NI durch die Punkte PI und G eine 
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Gel'ade und verlangere sie bis zu illl'em Schnittpunkte G I mit 
del' Geraden tl ; ferner ziehe man in gleicher Weise die Gerade 
P" GI G2 , und fahre so fort, l111] Die Curve, welche durch 
aIle Punkte G, GI' G2 , ' , , geht, ist eine Evolute del' Curve 
n; denn aIle Geraden PG, PI G" P2 G", ' , , sind Tangcllten 
an die Curve G GIG 2 ' , " da sie die gel'adlinigen Ver­
lange rung en von Elementen diesel' Curve sind, Denkt man 
sich ferner, dass die erste diesel' Geraden P G sich urn die 
Gerade t als .Axe dreht, bis sie mit del' folgenden Gm'aden 
PI G zusammenfaUt, so bleibt sie dabei stets Tangente an die 
Curve G GIG 2 ' , " und ihr Endpullkt P faUt, nachdem el' 
den Bogen P PI durchla\lfen hat, mit dem Endpunkte PI del' 
zweiten Gm'aden P G zusammell, Lasst man dann die zweite 
Gel'ade PI Gi sich urn die Gerade tl als .Axe drehen, bis sie 
mit del' dritten Gm'aden P,! GI zusammenfaUt, so bleibt sie 
dabei ebenfaIls immer Tangente an die Curve G GI G2 ' , , und 
ihl' Endpunkt PI liegt immer auf dem Curvenelement Pi P2 ' 

Die Curve G GI G2 ' , , hat also die Eigenschaft, dass ein be­
stimmtel' Punkt einer beliebigen ihl'er Tangenten die Curve 
~~ erzeugt, wenn diese Tangente sich an del' Curve G GI G 2' 

dieselbe stets berUhrend, entlang bewegt, ohne in ihrer Langs­
richtung zu gleiten, Foiglich ist die Curve G GI G" ' , , eine 
Evolute del' Curve u, Da abel' die Richtung del' ersten Ge­
raden P G ganz willkUl'lich angenommen war, so kann man 
in del' ersten Normalebene N statt P G auch ~rgend eine an­
dere Gerade ziehen und el'halt dann eine andere Curve, welche 
ebenfaIls eine Evolute del' Curve u ist, Jede Curve besitzt 
mithin unendlich viele Evoluten, welche sammtlich auf del' 
von den Schnittgel'aden del' Normalebenen gebildeten hum men 
Flache liegen, 

Da die Gm'aden PI G1 und P 2 GI mit del' Gel'aden tj gleiche 
Winkel einschliessen und das Element GI G2 die Verlangerung 
del' Geraden P 2 Gj ist, so folgt, dass die beiden aufeinander­
folgenden Elemente G Gi und Gi G2 del' Evolute G GI G 2 ' , , 

gleiche Winkel mit del' Geraden tj bilden, Bei del' .Abwicke­
lung del' krummen Flache in die Ebene werden diese Winkel 
nicht geandert und bleiben einander gleich; dahel' mUssen 
zwei aufeinanderfolgende Elemente del' mit del' krummen Flache 
in die Ebene abgewickelten Curve G GI G2 ' , , gleiche Winkel 
mit del' Gm'aden tl bilden und mithin dieselbe Richtung haben, 
Daraus folgt, dass jede Evolute einer doppelt gekrUmmten Curve 
cine gerade Linie wil'd, wenn die Flache, auf welchel' aIle 
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Evoluten del' Raumcurve liegen, in die Ebene abgewickelt 
wird, und daher ist jede Evolute die kiirzeste Linie, welche 
man auf del' abwickelbaren Flache zwischen zwei Punkten 
ziehen kann. 

Aus diesel' Eigenschaft ergiebt sich ein bequemes Verfahren, 
urn eine beliebige Evolute [112J einer Curve doppelter Kriim­
mung zu erhalten, wenn die abwickelbare Flache, auf welcher 
aIle Evoluten liegen, gegeben ist. Man braucht nur durch ir­
gend einen Punkt del' Curve u einen Faden als Tangente an 
die gegebene Flache zu fiihren, ihn von dem Beriihrungspunkte 
an urn die Flache hernmzubiegen und zu spannen. Durch die 
Spannung nimmt del' Faden auf del' Flache die Richtung einer 
kiirzesten Linie an und schmiegt sich folglich del' Flache langs 
einer Evolute an. 

111. Man erkennt hieraus, wie es moglich ist, eine belie­
bige Curve doppelter Kriimmung durch eine stetige Bewegung 
zu erzeugen. Denn wenn eine abwickelbare Flache, welche 
von allen Normalebenen del' zu erzeugenden Curve beriihrt 
werden solI, und ausserhalb derselben ein Punkt, durch welchen 
die Curve gehen solI, gegeben sind, so legt man von demselben 
an die gegebene Flache zwei tangirende Faden, wickelt sie 
auf die Flache auf, spannt sie ulltl befestigt sie mit ihren 
Enden; dann hat del' Punkt, in welchem sich die beiden Faden 
vereinigen, die J\Ioglichkeit, sich mit del' Tangentialebene an 
die gegebene krumme Flache zu. hewegen, ohne auf einem del' 
Faden zu gleiten, und erzeugt bei diesel' Bewegung die ver­
langte Curve. 

112. Alles was wir soeben fllr die Curven doppelter Kriim­
mung gesagt haben, gilt in gleicher Weise fiir ebene Curven, 
mit dem einzigen Unterschiede, dass aIle Normalebenen und 
folglich auch aIle ihre Schnittgeraden auf del' Ebene del' ge­
gebenen Curve n senkrecht stehen. Diese Geraden sind mit­
hin zu einander parallel, und die abwickelbare Flache, welche 
von allen Normalebenen beriihrt wird, ist eine Cylinderfiache, 
deren senkrechter Schnitt die gewohnliche Evolute del' Curve 
ist. Diese Cylinderfiache enthalt abel' ebenso aIle doppelt 
gekriimmten Evoluten del' ebenen Curve, und jede Evolute 
schliesst mit allen geradlinigen Erzeugenden del' Cylinderfiache 
gleiche Winkel ein. SO Z. B. ist die gewohnliche Schrauben­
linie eine Evolute del' Evolvente desjenigen Kreises, welcher 
die Basis del' Cylinderfiache, auf del' die Schraubenlinie liegt, ist; 
und zwar ist. jede Schraubenlinie, welche Ganghohe sie auch 
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haben mag, wenn nm del' Durchmesser des Cylinders stets 
del' gleiche bleibt, eine Evolute diesel' Kreisevolvente. 

:113] 
Krumme Fllichen. Die beiden Krummungen in einem 

Punkte del' FUiche. 

113. Nachdem wir die Theorie del' Curven doppelter Krl1m­
mung entwickelt haben, wollen wir uns noch mit den krummen 
Flachen beschaftigen. Diesel' Gegenstand gehort zwar zu denen, 
welche sich weit leichter mit Hulfe del' Analysis, als durch ein­
fache geometrische Betrachtungen behandeln lassen; da abel' die 
Resultate, zu denen diesel' Gegenstand ftihrt, fur viele Kunstler, 
von welchen man nicht annehmen kann, dass sie mit analy­
tischen Operationen vertraut sind, von grossem Nutzen sein 
konnen, so wollen wir hier versuchen, sie auf Grund von 
geometrischen Betrachtungen allein zu erhalten. Dieses Ver­
fahren bringt in die Theorie del' Flachenkrummung die ihm 
cigenthumliche Durchsichtigkeit und Verstandlichkeit, fiihrt abel' 
dafnr auch langsamer zum Ziele. 

In Bezug auf ihre Krummungen konnen die Flachen in 
drei Klassen eingetheilt werden. Die erste derselben umfasst 
aIle Flachen, welche in jedem ihrer Punkte keine Krummung 
besitzen, und enthalt also als einzige Art die Ebene, welche 
natiirlich belie big im Raume liegen kann. Die Flachen del' 
zweiten Klasse haben in jedem ihrer Punkte nul' eine einzige 
Krummung; him'her gehtiren il11 Allgel11einen aIle abwickelbaren 
Flachen, bei welchen man zwei aufeinanderfolgende Elemente 
- diese Elemente in del' Richtung del' Erzeugenden del' Kegel­
Hache als unbegrenzt gross gedacht - als Theile einer Kegel­
Hache ansehen kann. AIle iibrigen Flachen endlich bilden die 
dritte Klasse; in jedem Punkte einer solchen Flache giebt es 
zwei bestiml11te Kriimmungen, welche, im Allgemeinen unab­
hangig von einander, sich von Punkt zu Punkt andern, 

114. Es sei (Fig. 63) AB CD eine unbegrenzte Cylinder­
Hache mit beliebiger Basis, auf welcher wir einen Punkt P 
beliebig wiihlen. Durch diesen Punkt P ziehen wir die gerad­
linige Erzeugende g und schneiden durch eine zu diesel' Ge­
raden senkrechte Ebene die Curve D P E aus. Diesel' Schnitt 
ist parallel uml congruent zu del' Basislinie tles Cylinders. End-
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lich ziehen wir durch den Punkt P die Flachennormale P K, 
welche senkrecht zu del' Erzeugenden gist und folglich in 
del' Ebene des Schnittes D P E liegt. 
Da die Normale ferner senkrecht auf 
del' im Punkte P an die Schnittcurve 
gezogenen Tangente steht, so muss 
sie senkrecht zur Tangentialebene an 
die Cylinderflache in dem Punkte P 
sein. Wahlt man auf del' Flache noch 
zwei, dem Punkte P unendlich be­
nachbarle Punkte, und zwar den einen 
Punkt Q auf derselben Erzeugenden g, 
lIen andel'll R auf dem [114J senk­
rechten Schnitte DPE, und zieht mau 
in jedem diesel' beiden Punkte die 
Normale zu del' Flache, so liegt jede 
del' beiden Normalen QL, RX in 
einer Ebene mit del' ersten Normalen 
P K; die Ebene, in welcher die N 01'­

malen PK, QL liegen, ist abel' ver­
schieden von del' Ebene del' Nor­
malen P K, RK Denn da die Tan-

A 

D 

.1 G 

R -p«i'----

B 

Fig. 63. 

gentialebene in dem Punkte P auch im Punkte Q die Cylinder­
Hache beriihren muss, so sind die beiden Geraden P K, Q L 
senkrecht zu derselben Ebene, folglich zu einander parallel 
und daher in einer Ebene gelegen; diese beiden parallelen 
Geraden konnen wir als sich im Unendlichen schneidend be­
trachten. Die Normalen PK, RK liegen ofi'enbar in del' Ebene 
des zu den Erzeugenden senkrechten Schnittes D P E und 
schneiden sich also in einem bestimmten Punkte K diesel' 
Ebene. Daraus foigt, dass die beiden Ebenen, welche je zwei 
del' drei Normalen enthalten, nicht nul' von einander verschie­
den, sondeI'll auch zu einander senkrecht sind. 

115. Wahlt man dagegen auf del' Cylinderflache einen 
beliebigen anderen Punkt 8, welcher dem Punkte P ebenfalls 
unendlich nahe liegt, so liegt die Flachennormale dieses Punktes 
mit del' ersten Normale PK nicht in einer Ebene, und folg­
lich konnen sich beille Normalen nicht schneiden. Denn wenn 
man durch den Punkt 8 senkrecht zu del' Flache einen neuen 
Schnitt F S G fiihrt, welcher die durch den Punkt P gehende 
geradlinige Erzeugende in einem Punkte Q schneidet, so 
liegt die Normale 8L in del' Ebene dieses Schnittes. Die 
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beiden Normalen PI( und SL liegen also in zwei parallelen 
Ebenen und wurden folglich nUl" dann in einer Ebene liegen 
konnen, wenn sie selbst zu einander parallel sind, was abel' 
nicht del' Fall sein kann; denn wie wir gesehen haben, ist 
die Normale QL in dem Punkte Q wohl parallel zu del' 
Normalen PI( in dem Punkte P, nicht abel' parallel zu del' 
Normalen SL in dem Punkte S. Es konnen also die beiden 
Normalen PI(, SL nicht zu einander parallel sein, folglich 
auch nicht in derselben Ebene liegen und sich daher niemals 
schneiden. 

116. Will man also von einem beliebigen Punkte einer 
Cylinderflache zu einem unendlich benachbarten ubergehen, 
sodass die in den beiden Punkten gezogenen Normalen del' 
Flache lin einer Ebene liegen und sich im Endlichen oder, 
wenn nothig, im Unendlichen schneiden, so kann man nul' dies 
in zwei verschiedenen Richtungen [115J thun: 

1) in del' Richtung del' geradlinigen Erzeugenden del' Flache, 
in welchem Falle die zweite Normale die erste im Unendlichen 
schneidet, und 

2) langs des ZLl den geradlinigen Erzeugenden senkrechten 
Schnittes, in welchem FaIle die zweite Normale die erste in 
einem Punkte schneidet, des sen .Abstand von del' Flache 
von del' Kriimmung der Cylinderbasis in dem entspl'echenden 
Punkte abhangt; die beiden Richtungen stehen auf einander 
senkrecht. 

Die beiden Schnittpunkte del' drei Normalen sind also die 
einzig moglichen Kriimmungsmittelpunkte des betrachteten 
Flachenelementes. Die beiden vel'schiedenen Ebenen, welche 
durch die el'ste Normale und eine der beiden anderen gehen, 
geben die Richtungen diesel' beiden Krnmmungen an, und die 
.Abstande des Obel'flachenpunktes von den beiden Normalen­
schnittpunkten sind die beiden Kriimmungsl'adien. Bei den 
Cylinderflachen ist, wie aus dem Vorstehenden unmittelbar 
folgt, einer dieser Kriimmungsradien stets unendlich gross, 
wahrend die Grosse des anderen von del' Gestalt del' Cylinder­
basis abhlingt; in jedem Punkte del' Flache giebt es daher 
nUl" eine endliche, von Null verschiedene Kriimmung, wahrend 
die andere unendlich klein ist. 

Die soeben gegebenen Betl'achtungen lassen sich leicht auf 
alle abwickelbaren Flachen ausdehnen, da bei diesen zwei 
benachba,rte, in del' Richtung del' erzeugenden Geraden unbe-
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grenzte Elemente stets als Theile einer bestimmten Cylinder­
flaehe betraehtet werden konnen. 

Wir gehen sofort zn dem allgemeinen Falle beliebigel' 
krummen Flaehen Uber. 

117. Es sei (Fig. 64) HJKL eine beliebige krumme Flaehe, 
an welehe man dureh einen willkurlieh auf ihr gewlihlten Punkt 
Peine Tangente 9 zieht; die Lage diesel' Geraden ist nieht 
bestimmt, son del'll kann in del' Tangentialebene, welehe die 
Flaehe in dem Punkte P beriihrt, beliebig gewahlt werden. 
Lasst man dann die Gerade 9 sieh so bewegen, dass sie stets 
zu sieh selbst und zu del' Tangente an die Flaehe parallel bleibt, 
so erzeugt sie eine gewisse Cylinc1erflache, deren Basis von 
del' Gestalt del' krummen Flaehe abhiingt, und welehe die 
krumme Flaehe langs einer dureh die Bewegung des BerUh­
rungspunktes del' Geraden 9 erzeugten Curve PKQHP be­
ruhrt. Diese BerUhrungslinie ist im .Allgemeinen eine Curve 
doppelter KrUmmung. 

118. In dem ganz speeiellen Falle del' Flaehen zweiten 
Grades [116J, d. h. del' l"laehen, welehe von einer beliebigen 
Ebene stets in einem Kegelsehnitte gesehnitten werden, ist die 
Bertihrungslinie mit einer einhiillenden Cylinderflaehe immer 
eine ebene Cuneo welehe Riehtnng auch die erzeugende Gerade 
del' Cylinderflaehe haben mag. 

119. Ein wenig allgemeiner ist del' folgende Fall. Die 
betraehtete krumme Flaehe entsteht dureh die Bewegung einer 
ebenen Curve, welehe in ihrer Ebene fest liegt, abel' mit diesel' 
zusammen beweglieh ist, und zwar gesehieht die Bewegung so, 
dass die Ebene auf zwei gegebenen krummen Flaehen rollt. 
In jedem Punkte einer so erzeugten FHiehe giebt es dann 
eine bestimmte del' Geraden 9 zu gebende Riehtung, fUr welehe 
die von diesel' Geraden 9 erzeugte Cylinderflaehe die krumme 
FHiehe in einer ebenen Curve berithrt; die erzeugende Gerade 
diesel' Cylinderflache muss senkreeht auf del' bewegliehen Ebene, 
welehe dureh den betraehteten Punkt geM, stehen. Die Um­
drehungsflaehen bilden nur einen speeiellen Fall del' hier be­
traehteten hummen FHiehen. Denn zieht man dureh einen 
beliebigen Punkt einer Umdrehungsflaehe die Tangente 9 an 
die Flaehe, welehe senkreeht auf del' Ebene des dureh den 
betraehteten Punkt gehenden Meridians steht, und lasst die 
Gerade 9 sieh dann so bewegen, dass sie stets Tangente an die 
Flaehe und senkreeht zu derselben Meridianebene bleibt, so 
durehlauft ihr Beriihrungspunkt mit del' FHiehe genan die Peri-
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pherie des Meridians selbst, und die Gerade g erzeugt eine 
Cylinderflache, welche die gegebene Umdrehungsflache langs 
dieses Meridians, also langs einer ebenen Curve beruhrt. 

120. In jedem anderen FaIle beruhrt eine Cylinderflache, 
welche einer beliebigen krummen Flliche HJKL umschrieben 
ist, dieselbe in einer doppeltgekrummten Curve P KQ H P. 

Die Tangente g, welche man zunlichst willkurlich in del' 
Tangentialebene in dem Punkte P del' Flache gezogen hat, 
schliesst mit del' Tangente t, welche die Beruhrungscurve 

PKQHP in dem Punkte P 
beruhrt, einen Winkel G P T 
= " ein, dessen Grosse von 
der Beschaffenheit del' 
krummen Flache und del' 

9 

willkurlich gewahlten Rich­
tung der Geraden g ab­
hangt. Andert man, was 
in jedem einzelnen FaIle 
immer moglich ist, diese 
Richtung so, dass die Ge­
rade noch Tangente an die 
Flache in dem Punkte P 
ist, [1171 und lasst man 
sie sich parallel zu diesel' 
neuen Lage g I' die gege­
bene krumme Flliche stets 

Fig. 64. beriihrend,. bewegen, so ent-
steht ein zweiter, d€r ge­

gebenen Flache umschriebener Cylinder, welcher sie langs 
einer anderen Curve doppelter Kriimmung beriihrt. Diese neue 
Beriihrungslinie geht auch durch den Punkt P und ihre Tan­
gente tl in diesem Punkte schliesst mit der neuen Richtung 
gl del' erzeugenden Geraden einen Winkel ein, welcher yon 
dem Winkel y, gebildet von den Geraden g und t, verschie­
den ist. 

Wir variiren nun die Richtung der beruhrenden Geraden g 
so lange, bis dass del' von ihr erzeugte Cylinder die gegebene 
Flache in einer Curve beriihrt, deren Tangente im Punkte P 
senkrecht zu der erzeugenden Gm·aden g des Cylinders ist. 

Es sei irgend eine krumme Flache gegeben, auf welcher 
man einen bestimmten Punkt Pins Auge fasst. In del' fol­
genden .Figur 65 sei B P E die Tangente an die Flache in dem 
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Punkte P, deren Richtung die vorstehend gewullschte ist; 11. h. 
bewegt sich die Gerade BE parallel zu sich selbst und immer 
die gegebene Flache bertihl'end, so erzeugt sie die Cylinder­
Hache ABCDE}!', welche die gegebene Flache in einer Curve 

Fig. 66. 

bertihrt, deren Tangente in dem Punkte P senkrecht zu del' 
Geraden BE ist. Die Beruhrungslinie del' beiden Flachen ist 
zwar eine Curve doppelter Krummung, abel' in dem Punkte P 
flint ihr Bogenelement zusammen mit dem Elemente PO del' 
Schnittcurve HQ P.T del' CylinderHache mit del' zu del' gerad­
linigen Erzeugenden BE senkrechten Ebene. Die beiden End­
punkte P, Q dieses Elementes liegen gleichzeitig auf beiden 
Flachen, da sie auf del' Beruhrungslinie beider liegen; zieht 
man durch die Punkte P, Q die Normalen PK, QK des 
Cylinders, so sind dieselben auch Normalen del' Beruhrungs­
linie. Nun liegen die beiden Normalen in derselben, zu 
del' Erzeugenden BE des Cylinders senkrechten Ebene und 
miissen sich daher in einem Punkte K schneiden, welcher del' 
Krtimmungsmittelpunkt des Bogens PQ ist. Wahlt man also 
auf einer beliebigen krummen Flache zwei Punkte P und Q, 
welche auf del' Bel'uhrungslinie del' Flache mit demjenigen 
Cylinder, dessen geradlinige Erzeugende senkrecht auf dem 
Elemente PQ diesel' Beruhrungslinie steht, gelegen sind, so 
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liegen die Normalen del' gegebenen Flliche in diesen Punkten 
in einer Ebene und schneiden sich in einem Punkte, welcher 
del' Kriimmungsmittelpunkt del' Flliche in del' Richtung del' 
durch die beiden Normalen bestimmten Ebene ist. 

[118] 121. Wenn man (Fig. 66) auf del' Geraden BE einen , 
unendlich benachbarten Punkt P nimmt und durch denselben 
eine Normale zu del' Cylinderflliche zieht, so ist diese Normale 
parallel zu der Normalen P K, ist abel' nicht auch Normale del' 
gegebenen Flliche. Die durch die Geraden BE und P K be­
stimmte Ebene schneide die gegebene Flliche in del' Curve 
},fP RN; llisst man nun die Gerade BE sich so, dass sie stets 
'rangente an die gegebene Flliche ist, bewegen, bis sie die 
unendlieh benachbarte Lage BI E\ annimmt und die Flliche in 
dem P unendlich nahe liegenden Punkte R beriihrt, und llisst 
man dann die Gerade sich weiter so bewegen, dass sie der 
Geraden B, REI stets parallel und Tangente an die Flliche 
bleibt, so erzeugt sie eine zweite Cylinderflliche AI B, C\ D( E j ~ , 
welche sowohl der Gestalt als del' Lage nach nur unendlich 
wenig von der ersten Cylinderflliche verschieden ist, und deren 
Beriihrungslinie mit der gegebenen krummen Flliche durch den 
Punkt R geht. Die Normale RL der zweiten Cylinderflliche 
ist zugleich auch die Normale del' gegebenen krummen Flliche 
in dem Punkte R. Sie liegt mit der durch den Punkt P gezo­
genen ersten N ormalen P K in einer Ebene, da beide in del' 
durch die Geraden BE und B,"E, bestimmten Ebene liegen, 
und diese Ebene steht senkrecht auf del' durch die beiden Nor­
malen P K, Q K gehenden Ebene. Die beiden Normalen P K, 
R L schneiden sich mithin in einem Punkte 0, welcher del' 
Kriimmungsmittelpunkt des Bogens P R und folglich auch del' 
gegebenen krummen Flliche in del' Richtung del' durch die 
Geraden BE, B, E, gehenden Ebene ist. 

Man kann also, wie man sieht, von einem beliebigen Punkte 
PeineI' krummen Flliche stets in zwei verschiedenen Rich­
tungen zu unendlich benachbarten Punkten Q und R iiber­
gehen, sodass jede del' beiden Normalen in dies en letzteren 
Punkten mit del' Normale in dem Punkte P in einer Ebene 
liegt; die beiden Richtungen schneiden sich, da sie in zu ein­
ander senkrechten Normalebenen liegen, auf del' krummen 
Flliche ebenfalls unter rechten Winkeln. 

122. Diese beiden Richtungen sind nun im Allgemeinen die 
einzige~, welche die Eigenschaft haben, dass sich in ihnen zwei 
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unendlich benachbarte Normalen schneiden; geht man auf der 
krummen Flache in irgend einer anderen Richtung von dem 
Punkte P zu einem ihm unelldlich benachbarten Punkte S tiber 
und zieht in ihm die Normale SL del' Flache, so liegt die 
Normale SL nicht in einer Ebene mit del' Normalen P K und 
kann sie folglich auch nicht schneiden. 

In der That, wenn - wie wil' jetzt annehmen wollen -­
die zweite Cylinderflache so geneigt liegt, [1191 dass ihl'e 
Bertihrungslinie mit del' krummen Flache durch den Punkt S 

Fig. 66. 

geht, so fallt del' Bogen SR diesel' Bertihrungslinie mit dem 
Bogen des zur Cylinderflache senkrechten Schnittes HI S R./l 
zusammen; es sind also die beiden Flachennormalen in den 
Punkten S und Rauch Normalen des Cylinders, und da beide 
in del' Ebene des senkrechten Schnittes liegen, schneiden sie 
sich in dem Punkte L. Abel' die Normale SL schneidet nicht 
die Normale P K. Denn damit diese beiden Normalen sich 
~chneiden, ist nothwendig, dass del' Punkt L del' Normalen RL 
zusammenfallt mit dem Punkte 0, in welchem diese letztere 
die Normale P K schneidet. Dies kann im Allgemeinen aber 
nicht del' Fall sein, weil dies voraussetzen wtirde, dass die 
beiden Bogen P R und PQ gleiche Krtimmung haben, was [ab­
gesehen von del' Kugel] nul' fur einzelne Punkte mancher krum-

Ostwald's Klassiker. 117. 11 
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men Flachen statt hat. Bei del' Kugel ist die Kriimmung, 
in welcher Richtung man auch vou einem beliebigen Punkte 
zu einem unendlich benachbarten iibergehen mag, stets dieselbe 
und folglich liegim die durch zwei solche Punkte gezogenen 
Normalen in einer Ebene; die Kugel ist die einzige Flache, 
deren sammtlichen Punkten diese Eig.enschaft zukommt. Bei 
denjenigen Umdrehullgsflachen, deren erzeugende Curve die 
Axe senkrecht schneidet, ist die Kriimmung in den Scheitel­
punkten auch nach allen Richtungen die gleiche und daher 
liegt die Scheitelnormale mit del' Normale eines jeden unend­
lich benachbarten Punktes in einer Ebene; diese Eigenschaft 
gilt abel' bei dies en Flachen nur fiir die Scheitelpunkte del' 
Umdrehungsaxe. Endlich giebt es krumme Flachen, bei welchen 
diese Eigenschaft fiir sammtliche Punkte einer bestimmten Curve 
statthat, und nur fiir diese; in allen anderen Punkten del' 
Flache schneidet die Normale diejenige eines unendlich benach­
barten PUllktes nul' dann, wenn der benachbarte Punkt in einer 
del' beiden von uns bestimmten Richtungen von dem ersten 
Punkte aus liegt.2t) 

123. Daraus folgt, dass eine beliebige krumme Flache im 
Allgemeinen in jedem ihrer Punkte nul' zwei Kriimmungen 
besitzt; jede diesel' Kriimmungen hat ihren besonderen Mittel­
punkt und Radius und die beiden Bogen, auf welche sich 
c1iese Kriimmungen beziehen, schneiden sich auf del' Flache recht­
winklig. Die besonderen FaIle, in welchen wie bei del' Kugel 
und in den Scheitelpunkten del' Umc1rehungsflachen zwei be­
liebige benachbarte Normalen sich schneiden, bilden von dem 
vorstehenden Satze keine Ausnahme. Es folgt nul', dass in 
diesen Fallen die beiden Kriimmungen einander gleich sind 
[120] und dass die Richtungen, in welchen man sie messen 
muss, beliebige sind. 

124. Obgleich die beiden Kriimmungen einer krummen 
Flache durch das Gesetz ihrer Erzeugung mit einander ver­
kniipft sind, konnen sie von einem Punkte del' Flache nach 
einem anderen Veranderungen erleiden, welche in gleichem 
odeI' in entgegengesetztem Sinne VOl' sich gehen. Wir konnen 
uns hier in diesel' Beziehung nicht auf weitere Einzelheiten 
einlassen, welche anch weit weniger miihsam mit Hiilfe del' 
Analysis gefnnden werden. Hier sei nul' Folgendes bemerkt. 
Bei gewissen Flachen, wie z. B. den Sphii.roiden, haben in 
jedem Punkte die beiden Kriimmungen gleichen Sinn, d. h. 
beide Krfimmungen sind nach derselben Seite convex; bei 
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anderen Flachen haben die beiden Kriimmungen in gewissen 
Punkten entgegengesetzten Sinn, d. h. nach derselben Seite 
ist die eine convex und die andere concav, zu welchen Flachen 
z. B. die Kreisringflache gehOrt; bei noch anderen Flachen 
haben die beiden Kriimmungen in allen Punk ten entgegenge­
setzten Sinn, wie z. B. bei del' Flache, welche durch die Be­
wegung einer Geraden, die immer drei andere, beliebig im 
Raume gegebene Geraden schneiden solI, entsteht. Eine be­
sondere Art diesel' letzteren Flachen sind diejenigen, bei 
welchen in jedem Punkte die entgegengesetzt gerichteten Kriim­
mung en del' Grosse nach einander gleich sind; diese Flachen 
sind diejenigen, deren Flacheninhalt ein Minimum iSt. 25) 

Kriimm ungsliniell einer beliebigen Pliiche; 
hre Kriimmungsmi ttelpunkte und die Flache, welche 

del' geometrische Ort derselben ist. 

125. Gehen wir j etzt zu einigen Folgerungen iiber, welche 
auS den beiden Kriimmungen einer krummen Flache sich er­
geben, und deren Kenntniss fiir die Kiinstler wichtig ist. 

Die nebenstehende Figur (Fig. 67) stelle einen Theil einer 
beliebigen krummen Flache dar, auf welcher wir einen willkiir­
lich gewahlten Punkt Pins 
Auge fassen und uns in ihr 
die Normale del' Flache ge­
zogen denken. Man kann, 
wie wir soeben gesehen ha­
ben, in zwei' verschiedenen 
Richtungen von dem Punkte 
P zu benachbarten Punkten 
(J und PI iibergehen, sodass 
die Normalen in diesen 
Punkten die Normale in 
dem Punkte P schneiden; 
diese beiden Richtungen auf 
del' Flache schneiden sich 
unter rechten Winkeln. Es 
seien also PQ und P PI 

Fig. 67. 

diese beiden, in P auf einander senkrechten Richtungen. Von 
tlem Pnnkte Q kann man ebenfalls in zwei verschiedenen 
l{ichtungen zu zwei anderen benachbarten Punkten R und Q I 

11* 
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iibergehen, sodass die Normale in P die Normalen in diesen 
neuen Punkten schneidet; es seien QR und QQI diese zwei 
zu einander senkrechten Richtungen. Verfahrt man in gleicher 
Weise l121] fiir den Punkt R, so findet man zwei Richtungen R 8 
und RRo welche sich in R rechtwinklig schneiden; fiir den 
Punkt 8 findet man die beiden zu einander senkrechten Rich­
tungen 8 T und 881 , und so fort. Die Punktreihe P, Q, R, 8, 
T, ... , fiir welche je zwei benachbarte Normalen in einer 
Ebene liegen, bilden auf del' krummen Flache eine Curve, 

Fig. 68. 

welche in jedem ihrer 
Punkte den Sinn einer del' 
beiden Kriimmungen del' 
Flache angiebt; diese Curve 
ist also eine Linie del' er­
sten Kriimmung del' Flache 
und zwar die durch den 
Punkt P gehende. Stellt 
man c1ie gleiche Betrach­
tung, wie fiir den Punkt P, 
jetzt fiir den Punkt PI an, 
so kann man wiederum in 
zwei zu einander senkrech­
ten Richtungen zu neuen 
Punkten QI und P2 iiber-
gehen, soc1ass die Normalen 

in c1iesen Punk ten c1ie Normale in PI schneic1en; geht man in 
gleicher Weise, wie vorhin, weiter, so finc1et man eine neue 
Punktreihe Po Q., R I , 8 1, TI , ••• , welche auf del' Flache 
eine andere Linie del' ersten Kriimmung und zwar die durch 
den Punkt PI gehende bildet. Verfahrt man in gleicher Weise 
fiir die Punkte P2 , Pa, P4 , ••• , welche man auf dieselbe 
Weise wie die Punkte PI' P2 gefunden hat, so erhalt man 
neue Linien del' ersten Kriimmullg, P2 Q2 R2 82 T2 • • ., 

Pa Q, Ra 8 a Ta ... , P4 Q4 R4 8 4 T4 ... , welche durch die Punkte 
]>2' Pa, P4, ••• gehen. Diese Linien del' ersten Kriimmung 
theilen die Flache in Zonen ein. Die Punktreihe P, PI' P2 , 

Pa, Po . .. hat die gleiche Eigenschaft, dass die Normalen 
j e zweier aufeinanderfolgenden Punkte in einer Ebene liegen, 
und bildet auf del' Flache eine Curve, welche in jedem ihrer 
Punkte den Sinn del' anderen Kriimmung del' Flache angiebt; 
diese Curve ist also eine Linie del' zweiten Kriimmung der 
Flache .. Die Punkte Q, QIl Qe' Q3' Q4' ... bilden eine andere 
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Linie del' zweiten Kriimmung und zwar die durch den Punkt (.) 
gehende. Ebenso bildet die Punktreihe fl, Ru R2 , R3 , R4 , ••• 

eine weitel'e Linie del' zweiten Kriimmung, namlich diejenige, 
welche durch den Punkt R geht, und so fort. Alle Linien del' 
zweiten Kriimmung theilen die Flache ebenfalls in Zonen ein. 
Da ferner alle Kriimmungslinien del' ersten Art alle del' zweiten 
Art unter rechten Winkeln schneiden, so theilen diese beiden 
Curvensysteme die ganze Flache in rechteckige Flachenelemente. 
Diese Eintheilung del' Flache in rechteckige Elemente findet 
auch dann statt, wenn man nicht aus jedem von beiden Syste­
men unendlich benachbarte Kriimmungslinien, sondern solche in 
endlichem Abstallde von einander nimmt. Bevor wir weiter­
gehen, wollen wir him'fiir ein schon bekanntes Beispiel an­
fiihren. 21;) 

126. Wenn man eine beliebige Umdrehungsfiache durch eine 
Schaar yon Ebenen, welche durch die Axe gehen, schneidet, 
so erhalt man in den Schnittcnrven die Linien del' einen Kriim­
mung del' Flache. [122] Denn damit eine Curve Kriimmungs­
linie einer Flache ist, muss in jedem ihrer Punkte das Element 
des Cylinders, welchel' die Flache in dem betreffenden Curven­
elemente beriihrt, eine zu diesel' Curve senkrechte erzeugende 
Gerade besitzen. Diese Bedingung findet hier abel' nicht nur 
in jedem Punkte del' Curve fiir ein Element eines diesem 
Punkte zugeMrigen besonderen Cylinders statt - was vollig 
geniigend ware -, sondern sogar in allen Punkten del' ganzen 
Curve fiir denselben Cylinder. 

Schneidet man ferner die gegebene Umdl'ehungsfiache durch 
eine Schaal' von zur Axe senkrechten Ebenen, so erhalt man 
als Schnittcurven Kreise, welche die Linien del' anderen Kriim­
mung del' Flache sind. Denn wenn man in einem Punkte 
eines diesel' Kreise die Tangente an den durch ihn gehenden 
Meridian del' Flache zieht und durch Bewegung diesel' Tan­
gente parallel zu sich selbst das Element eines die gegebene 
Flache beriihrenden Cylinders erzeugt, so beriihrt dieses Ele­
ment die Umdrehungsfiache in dem betrachteten Kreise, welchel' 
senkrecht auf del' erzeugenden Geraden des Cylinders steht. 

Bei jeder Umdrehungsfiache sind also die Meridiane die 
Kriimmungslinien del' einen Art und die Parallelkreise diejenigen 
del' anderen Art, und es 1st ohne wei teres ersichtlich, dass sich 
diese beiden Curvenschaaren auf del' Flache unter l'echten 
Winkeln schneiden. 

127. Zieht· man in allen Punkten einer del' Kriimmungs-
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linien, z. B. PQRST ... die Normalen zu del' gegebenen 
Flache, so schneidet, wie wir wissen, die zweite Normale die 
el'ste in einem bestimmten Punkte, die dritte Normale die 
zweite in einemanderen Punkte, und so fort. Die Gesammt­
heit aller diesel' Normalen, von denen je zwei aufeinanderfol­
gende in einer Ebene liegen, bildet mithin eine abwickelbare 
Flache, welche immer senkrecht auf del' krummen Flache steht 
und sie in einer Kl'iimmungslinie schneidet. Da diese Kl'iim­
mungslinien iiberall auf den Normalen, welche die abwickelbare 
Flache bilden, senkrecht steht, so ist sie auch eine Kriimmungs­
linie diesel' letzteren Flache. Die Rnckkehrkante del' abwickel­
baren Flache wird von den sammtlichen Schnittpunktenje zweier 
benachbal'ten Normalen, welche zugleich Tangenten del' Riick­
kehrkante sind, gebildet und ist eine Evolute del' Curve 
P Q R ST . .. ; sie ist del' geometrische Ort del' Kriimmungs­
mittelpunkte aller Punkte diesel' Curve und zugleich auch del' 
geometrische Ort del' Mittelpunkte del' ersten Kriimmung [1231 
in allen Punkten del' Flache, welche auf del' Curve PQRS T 

" .. liegen. Stellt man fUr alle anderen Kriimmungslinien der­
selben Art, also fur P, Q, R, S, Tj' P~ Q2 R2 S~ T~, ... dieselbe 
Betrachtung an, so erhalt man eine Schaal' von abwickelbaren 
Flachen, deren jede durch die Normalen langs einer diesel' 
Kriimmungslinien gebildet wird und in del'selben die gegebene 
Flache senkrecht durchdringt. Die Gesammtheit del' Riickkehr­
kanten aller diesel' abwickelbaren Flachen bildet eine neue 
krumme Flache, welche del' geometrische Ort von allen Mittel­
punkten del' ersten KrUmmungen del' gegebenen Flache ist. 

Was wir soeben fur die eine del' beiden FlachenkrUmmungen 
bemerkt haben, gilt in gleicher Weise auch fUr die andere. 
Denn zieht man durch alle Punkte einer Kriimmungslinie del' 
anderen Art, z. B. del' Linie P PI P2 Pa P4 • • • die Flachen­
normalen, so liegen je zwei benachbarte in einer Ebene. Die 
sammtlichen Normalen bilden mithin eine abwickelbare Flache, 
welche die gegebene krumme Flache in del' KrUmmungslinie 
P PI P2 Pa P4 ••• senkrecht schneidet, und fiir welche diese 
Curve ebenfalls eine Krnmmungslinie ist. Die Riickkehrkante 
del' abwickelbaren Flache ist del' geometrische Ort del' Kriim­
mungsmittelpunkte del' Curve P P, P~ Pa P4 • • • und zugleich 
del' geometrische Ort del' Mittelpunkte del' zweiten KrUmmung 
in allen denjenigen Flachenpunkten, welche auf diesel' Curve 
liegen. Die Betrachtung del' anderen KrUmmungslinien del' 
zweiten' Art, QQ j Q2 Q3 Q4 ••• , RRj R2 RaR4 ••• , ••• fiihrt 
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zu analogen Resultaten. Es bilden somit alle Normalen noch 
eine zweite Schaar von abwickelbaren FHichen, welche sammt­
lich auf del' gegebenen krummen Flache senkrecht stehen; 
die Ruckkehrkanten diesel' neuen abwickelbaren Flachen bilden 
eine zweite krumme Flache, welche del' geometrische Ort von 
den Mittelpunkten del' zweiten Krtimmungen del' gegebenen 
Flache ist. 

128. In einigen besonderen Fallen sind die Mittelpunkts­
fHichen del' beiden Krtimmungen einer und derselben krummen 
FHiche von einander verschieden, d. h. sie konnen getrennt 
erzeugt werden odeI' sie haben getrennte Gleichungen. Ein 
Beispiel him'fiir bieten die Umdrehungsflachen; bei diesen re­
ducirt sich eine del' Krummnngsmittelpunktsflachen auf die 
Rotationsaxe, wahrend die andere die Umdrehungsflache ist, 
welche durch Rotation del' zum Meridian del' ursprtinglichen 
Flache gehorenden Evolute um dieselbe Axe erzeugt wird. 
1m Allgemeinen abel' sind diese beiden [1241 Krummungs­
mittelpunktsflachen nicht von einander verschieden, konnen 
nicht getrennt erzeugt werden, haben dieselbe Gleichung 
und sind nul' zwei verschiedene Schalen del' namlichen krum­
men Flache. 

129. Alle Normalen einer krummen Flache konnen daher, 
wie man sieht, als die Schnitte von zwei Schaaren abwickel­
barer Flachen betrachtet werden, deren jede die gegebene 
krumme Flache unter rechtem Winkel in einer Curve, welche 
gleichzeitig eine Kriimmungslinie del' gegebenen llnd del' ab­
wickelbaren Flache ist, durchdringt und von denen jede Flache 
del' einen Schaar jede del' anderen Schaar rechtwinklig und 
in einer geraden Linie schneidet. 27) 

Anwendungen del' Krummungslinien auf den Stein­
schni tt del' Gewol be und auf die Radirkunst. 

130. Wir fuhren zwei Beispiele an, um zu zeigen, wie 
nutzlich diese allgemeinen Resultate in bestimmtell Fallen sein 
kUnllen. Das erste Beispiel elltllehmen wir del' Baukunst. 

Die QuadersteingewOlbe sind aus einzelnen Steinen erbaut, 
welche man als G e w 0 I b s t e i n e bezeichnet. J eder Gewolbstein 
hat mehrere Seitenflachen, auf del' en Herstellung die grosste 
Sorgfalt verwendet werden muss, namlich 1. die vordere Seiten­
fiache, welche, da sie einen Theil del' sichtbaren Oberflache des 
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GewOlbes bilden solI, mit del' grossten Genauigkeit gearbeitet 
werden muss und douelle genannt wird; 2. die Seitenfiachen, 
mit welchen die benachbarten Gewolbsteine aneinandergrenzen 
und welche Fugen heissen. Die Herstellung diesel' letzteren 
Flachen erfOl·dert· ebenfalls die grosste Genauigkeit; denn da­
mit del' Gewolbdruck des einen Quadersteines auf den be­
nachbarten senkrecht zu del' Fuge gerichtet ist, mtissen die 
beiden Steine sich in einer moglichst grossen Anzahl von 
l'nnkten bertihren, damit in allen del' Druck moglichst klein 
und annahernd gleich ist. Man muss also bei jedem Gewolb­
stein den Fugen so genau, als es erreichbar ist, die Gestalt 
del' Flache wirklich geben, von welcher sie einen Theil bilden 
solI en, und urn diesen Zweck leichter zu erreichen, mtissen 
die Fugen die einfachste Gestalt besitzen und so genau als 
moglich leicht herstellbar sein. Aus diesem Grunde giebt man 
den GewQlbsteinen gewohnlich ebene Fugen; abel' nicht aIle 
Gewolbfllichen gestatten diese Anordnung, und bei manchen 
wtirde man den harmonischen Anblick, von welchem wir [125] 
so fort sprechen werden, zu sehr beeintrachtigen, wenn man die 
Fugen nicht als krumme Flachen gestalten wtirde. In diesem 
FaIle muss man von allen krummen Flachen, welche tiberdies 
noch den anderen obigen Bedingungen gentigen, diejenigen 
auswahlen, deren Erzeugungsweise die einfachste und deren 
J-Ierstellung am genallesten moglich ist. Von allen krummen 
Flachen lassen sich abel' diejenigen am leichtesten hersteIlen, 
welche durch die Bewegung einer geraden Linie entstehen, 
und von diesen vornehmlich die abwickelbaren FHichen. Wenn 
also die Fugen krumme Flachen sein mtissen, so gestaltet man 
sie - sofern es moglich ist - als abwickelbare Flachen. 

Eine del' Hauptbedingungen, denen die Gestalt del' Fugen 
del' Steine geniigen muss, ist die, dass sie tiberall senkrecht 
auf del' von diesen Quadersteinen gebildeten Gewolbfiache stehen 
miissen. Denn wenn die beiden Flachenwinkel, welche die 
sich beriihrenden Fugen zweier benachbarten Gewolbsteine mit 
del' Oberflache des Gewolbes bilden, merklich ungleich sind, 
so kann del' Stein, dessen Winkel einen rechten tiberschreitet, 
dem Gegendrucke des angrenzenden Gewolbsteines einen grosse­
ren Widerstand entgegensetzen als diesel' ihm, und dadurch 
ist del' andere del' Gefahr ausgesetzt, an diesel' Kante zu zer­
splittern. Eine solche Zersplitterung abel' verunstaltet nicht 
nur das Gewolbe, sondern kann sogar seine Festigkeit beein­
trachtigen und die Dauerhaftigkeit des Gebiiudes verringern. 
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Wenn also die Fuge eine krumme Flache sein muss, so ist 
es rathsam, dieselbe durch eine ZUl' Oberfiache des Gewolbes 
senkrechte Gerade zu el'zeugen, und wUnscht man ferner, dass 
die Fuge eine abwickelbare l1'laclie ist, so mUssen je zwei 
benachbarte diesel' Noi'malen del' Gewolbfiiiche, welche sozu­
sagen die Fugen bilden, in einer Ebene liegen. Nun haben 
wir soeben gezeigt, dass diese Bedingung nul' el'flillt sein kann, 
wenn aIle Normalen durch eine Kriimmungslinie del' Gewolb­
fiache gehen. Wenn also bei einem GewOlbe die Fugen del' 
Gewolbsteine abwickelbare Flachen sein sollen, so mUssen sie 
nothwendiger Weise die Oberfiache des Gew{ilbes in KrUm­
mungslinien schneiden. 

Mit welchel' Genauigkeit auch immer die Quadersteine eines 
Gewolbes hergestellt sein mogen, ihre Anol'dnung ist immer 
auf del' GewOlbfiache zu erkennen unrl bl'ingt auf ihr sehr in 
die Augen fallende Linien hervor, welche nach aIlgemeingiil­
tigen Gesetzen verlaufen und ausserd.em noch besonderen, von 
del' Art des GewiHbes abhangigell, Bedingullgen genUgen 
mUssen. Von den allgemeingUltigen Gesetzen beziehen sich die 
einen auf die Stabilitat, die anderen auf die Dauerhaftigkeit 
des Gebaudes. Zu den Gesetzen diesel' Art gehtiren die Vol'­
schriften, dass die Fugen eines j eden einzelnen Gewolbsteines 
senkrecht aufeinander stehen l126J und senkrecht zu del' Ober­
fiache des GewOlbes verlaufen mUssen. Auch mUssell die Linien, 
in welch en die Fugen del' Steine die Oberfiache des Gewolbes 
schneiden, so verlaufen, dass diejenigen, welche die Gewolb­
flache in Schichten eintheilen, senkl'echt auf den andel'en stehen, 
welche Linien eine Schicht wiedel' in einzelne Steine theilen. 
Was die besonderen Bedingungen anbetrifft, so giebt es deren 
vel'schiedene, und es kann hier nicht unsere Absicht sein, sie 
sammtlich aufzuzahlen. Die hauptsachlichste diesel' besonderen 
Bedingungen ist, dass die beiden Schaaren von Fugenlinien, 
welche sich sammtlich rechtwinklig schneiden, dem Charakter 
del' Gewolbfili.che angepasst Silld. Auf del' GewOlbflache giebt 
es abel' keine anderen Curven, welche gleichzeitig aIle diese 
Bedingungen erfiillen, als die beiden Schaal' en von KrUm­
mungslinien; diese erflillen abel' aIle Bedingungen vollkommen. 
Del' Steinschnitt einer Gewolbflache muss demnach immer nach 
ihl'en KrUmmungslinien geschehen, und die Fugen del' Gewolb­
steine mUss en Theile del' abwickelbaren Flachen sein, welche 
von den langs diesel' KrUmmungslinien el'l'ichteten Normalen 
del' Gewolbflache gebildet werden. FUr jeden Gewolbstein 
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haben dann die vier Fugen und die einen Theil des Gewolbes 
bildende Vorderfiache sammtlich rechteckige Gestalt. 

Bevor die geometrischen Betrachtungen, auf denen alles 
von uns soeben Gesagte beruht, entdeckt waren, hatten die 
Kunstler nul' eine dunkle Vorstellung von diesen Gesetzen und 
diesel' waren sie zu folgen gewohnt. Hatte also z. B. die 
Gewiilbfiache die Gestalt einer Umdrehungsfiache, wie z. B. bei 
Kuppelgewiilben odeI' bei Tonnengewolben, so vollfuhrten sie den 
Steinschnitt derselben nach Meridianen und Parallelkreisen, also 
nach den KrUmmungslinien del' Gewiilbfiache. 

Die Fugen, welche den Meridianen entsprechen, sind Theile 
von Ebenen, welche durch die Axe gelegt sind, und diejenigen, 
welche den l'arallelkreisen entsprechen, Theile von Rotations­
kegelfiachen mit derselben Axe. Diese beiden Arten von Fugen 
sind zu einander und zu del' GewOlbfiache senkrecht. 

Wenn abel' die GewOlbfiachen nicht eine so einfache Ge­
stalt besassen und ihre Kttimmungslinien sich nicht in so hel'­
vol'stechender Weise darboten, wie z. B. bei elliptischen Ge­
wolben und bei einer gl'ossen Anzahl anderer, so waren die 
Ktinstler nicht im Stande, allen Bedingllngen zu genUgen, [127J 
und sie liessen in jedem besonderen Falle diejenigen unbertick­
sichtigt, welche ihnen die grossten Schwierigkeiten darboten. 

Es wtirde sich also empfehlen, dass in jeder Schule, welche 
in den Departements fUr den Unterricht in del' darstellenden 
Geometrie errichtet wtirde, del' Lehrer sich mit del' Bestimmung 
und del' Construction del' Krtimmungslinien von den FHichen, 
welche haufig in den Kiinsten Verwendung finden, beschiiftigt, 
damit im gegebenen Falle die Kiinstler, welche solchen Unter­
suchungen nicht viel Zeit widmen konnen, sich mit Erfolg 
Rath hoi en und einfach die Resultate diesel' Untersuchungen 
benutzen kOnnten. 

131. Das zweite Beispiel, welches wir geben wollen, ent­
lehnen wir del' Radirkunst. 

In del' Radirkunst giebt man die Helligkeitsgrade, welche 
die verschiedenen Theile del' Oberfiachen del' dargestellten 
Gegenstande zeigen, durch Schraffirllngen wiedel' , welche 
man urn so starkel' und engel' ausfUhrt, je dunkler del' Ton 
sein solI. 

Wenn die Entfernung, aus welchel' del' Stich betrachtet 
werden soIl, gross genug ist, dass die einzelnen Schraffirungs­
striche nicht mehr wahrgenommen werden, so ist die Art del' 
Schraffirung fast ganz gleichgitltig; del' KUnstler kann die 
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Schraffirungslinien, welche Gestalt er ihnen auch geben mag, 
stets so stark und so dicht ziehen, dass er den gewtinschten 
Helligkeitsgrad erzielt und die beabsichtigte Wirkung erreicht. 
Wenn abel' - und dies ist del' haufigere Fall - del' Stich 
aus solcher Nahe betrachtet werden solI, dass die einzelnen 
Schraffirungslinien erkennbar sind, so ist ihr Verlauf nicht 
mehr gleichgitltig. Es giebt vielmehr fill' jeden Gegenstand 
und ftir jeden Theil seiner Oberflache Schraffirungslinien, welche 
durch ihren Verlauf geeigneter als alle anderen sind, urn eine 
Vorstellung von del' Krtimmung del' Flache zu geben. Solcher 
besonderen Schraffirungslinien giebt es immer zwei A.rten und 
einige Radirer gebrauchen, urn den gewtinschten Helligkeits­
grad leichter zu erzielen, beide A.rten gleichzeitig, indem sie 
die Schraffirungslinien sich kreuzen lassen. Diese besonderen 
Schraffirungslinien, fitr deren Verlauf me Ktinstler nur ein 
unbestimmtes Gefilhl haben, sind aber keine anderen als 
die Projectionen del' Kritmmungslinien del' darzustellenden 
Flachen. 

Da die Oberflachen del' meisten Gegenstande nicht mathe­
matisch streng definirt werden kiinnenJ so kiinnen auch ihre 
Krtimmungslinien nicht genau - wedel' durch Rechnung noch 
durch graphische Constructionen - bestimmt werden. Wenn 
aber die Ktinstler in ihrer Jugend getibt worden sind, die 
Krtimmungslinien [128] von einer grossen A.nzahl verschiedener 
Flachen, welche matliematisch streng definirt werden kiinnen, 
zu bestimmen, so werden sie spater sogar bei weniger exact 
bestimmbaren Flachen ein empfindlicheres A.uge und Gefithl 
fill' die Gestalt und die Lage dieser Linien besitzen. Sie 
werden die Schraffirungslinien mit griisserer Sicherheit richtig 
zu ziehen wissen, und ihre Werke werden dadurch ausdrucks­
voller. 

Wir gehen nicht weiter auf dies en Gegenstand ein, welcher 
vielleicht nul' den geringsten von allen den V ortheilen dar­
stellt, die sowohl die Ktinste als die Imlustrie aus del' Errich­
tung einer Sclmle ftir darstellende Geometrie in jedem Distrikte 
del' Republik ziehen wiirden. 
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1. Ueber die Schnittpunkte dreier Kreiscylinder. 

In dem Artikel 4 (S. 7) wurde behauptet, dass drei gerade 
Cylinder mit Kreisgrundflache im Allgemeinen acht gemeinsame 
Schnittpunkte haben. Die folgende Darlegung will diese Be­
hauptung nicht beweisen, sondel'll nur an einem Beispiele zeigen, 
dass acht Schnittpunkte moglich sind. 

Betrachten wir zunachst zwei Cylinder und nehmen wir 
an, dass del' eine einen merklich kleineren Durchmesser als 
del' andere besitzt, und dass die Axen beider Cylinder sich 
schneiden und einen Winkel, welcher bedeutend kleiner als 
ein rechter ist, mit einander bilden. Dann durchdringt offenbar 
del' Cylimler, dessen Durchmesser del' kleinere ist, den anderen 
auf entgegengesetzten Seiten, indem er auf dessen Vorderseite 
und Riickseite zwei Schnittcurven erzeugt, welche einander 
gleich und ziemlich langgestreckt sind. Nehmen wir dann 
weiter an, dass del' dritte Cylinder einen Durchmesser hat, 
des sen Lange zwischen den Durchmesserlangen del' beiden 
ersten Cylinder liegt, dass seine Axe diejenige des Cylinders 
mit dem grossten Durchmesser unter einem Winkel schneidet, 
welcher weniger von einem rechten Winkel abweicht als del' 
Winkel zwischen den Axen del' beiden ersten Cylinder, und 
dass er die auf dem grossten Cylinder liegenden Schnittcurven 
ungefahr in ihrer Mitte durchschneidet, so ist klar, dass jede 
del' beiden neuen Schnittcurven, welche durch den Schnitt des 
mittleren mit dem grossten Cylinder entstehen, die beiden alten 
Schnittcurven in vier Punkten schneidet, da die neuen Curven 
breiter und weniger lang gestreckt als die alten siud. Es giebt 
mithin auf del' Vorderseite des grossten Cylinders vier allen 
drei Cylindermanteln gemeinsame Punkte und ebensoviele auf 
seiner Riickseite, also im Ganzen acht derartige Punkte. In 
gewissen besonderen Fallen kann diese Zahl kleiner sein und 
kann sich, je nach del' Lage del' drei Cylinder zu einander und 
den Grossenverhaltnissen ihrer Durchmesser, auf sechs, vier, 
zwei unq sogar auf Null reduciren. 
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l130] 
II. Viertes Beispiel fur die Erzeugung 

krummer Flachen (Fortsetzung des .Artikels 12). 

Gel' a d Ii n i g e ]1'1 a c hen. Diese Flachen ki5nnen immer 
durch eine unbegrenzte Gerade erzeugt werden, welche sich 
so bewegt, dass sie bestandig 
dl'ei gegebene Curven, welche 
ihl'e Bewegung leiten, schnei­
det. Denkt man sich eine Schaar 
von Kegeln construirt, del'en 
Scheitel die Punkte del' ersten 
Curve kl sind und welche sammt­
lich die zweite Curve '"2 als Leit­
linie haben, so bestimmen die 
Punkte, in welchen diese Flachen 
von del' dritten Curve k3 ge­
schnitten werden, die verschie­
denen Lagen del' die gel'adlinige 
Flache erzeugenden Geraden. In 
del' nebenstehenden [ebenso wie 
Fig. 70 perspectivisch gezeichne-
ten 1 Figur 69 seien lei' '"2' k3 die 
drei gegebenen Leitcurven. Hat 
man auf del' Curve lei einen Punkt 
Al willkurlich als Scheitel eines 
durch die Curve 7.:2 gelegten Ke­

A, 

Fig. fi9. 

gels gewahlt, so schneidet dieser die dritte Curve in einem 
Punkte A3 , welcher auf dem Kegel die Mantellinie AI A~ be­
stimmt. Diese Mantellinie ist zugleich die durch den Punkt AI 
gehende erzeugende Gerade del' geradlinigen Flache. 

Sind die drei Leitlil1ien k" k2' /.;3 Gerade, so erhalt man 
eine windschiefe Flacbe, welche die sehr bemerkenswel'the 
Eigenschaft besitzt, dass sie durch die bewegliche Gerade auf 
zwei vel'schiedene Weisen erzeugt werden kann. Die erste 
Erzeugungsweise stimmt mit del' obigen allgemeinen Bestimmung 
derartiger Flacben ubel'ein: die bewegliche Gerade schneidet 
bei ihrer Bewegung bestandig drei gegebene gerade Lil1ien 
kl , k2' k3• 

Die zweite Erzeugungsweise ergiebt sich aus del' ersten. 
Unter allen Gel'aden, welche die drei gegebel1el1 Geraden kp 
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k2' k3 (Fig. 70) schneiden, wahlt man drei, gil g2' ga' willkfirlich 
aus und betrachtet sie als neue Leitlinien. Dann kann sich die 

k, 

erzeugende Gerade auch 
so bewegen, dass sie 
bestandig die drei Ge­
raden gl' g2' ga schneidet. 

Gleichgliltig nun ob 
k, man die drei gegebenen 

Geraden kD let, ka odeI' 
k z·--i----f-----L k2 die drei Geraden gu g2' 

ga als Leitlinien benutzt, 
die bewegliche Gerade 
erzeugt dieselbe wind-

__ 1---+------\- k3 schiefe Flache. 
k 3 Aus diesh doppelten 

9, 

Fig. 70. 

Erzeugungsweise folgt, 
dass die Flache als ein 
Gewebe dargestellt wer-
den kann. Die Ketten­

faden gehen durch die gegebenen Geraden und die Einschlag­
faden durch die Geraden go g2' ga; [131J durch jeden Punkt 
del' Flache gehen zwei Gel'ade, von (lenen die eine del' Kette, 
die andere dem Einschlage angehOrt. 1V) 

Ill. Bestimmung del' Tangentialebene an eine gerad­
linige Flache. (Fortsetzung des Artikels 30.) 

Aufgabe. (Fig. 71) In einem gegebenen Punkte P 
einer geradlinigen Flache die Tangentialebene au 
dieselbe zu legen. 

Losung. Es seien k\, k1.' ka die drei gegebenen Leitcurven 
del' erzeugenden Geradeu, P sei del' auf del' geradlinigen Flache 
gegebene Puukt*); ferner seien AD A 2 , Aa die Punkte, in 
welchen die durch den Punkt P gehende gel'adlinige Erzeu-

*) Die J<'igur ist perspectivisch gezeichnet zu verstehen. Wenn 
die gegebene geradlinige FHiche durch die Pl'ojectionen del' drei 
Geraden auf zwei Projectionsebenen bestimmt worden ware (wie 
es in den Beispielen des Artikels 30 and del' vorhergehenden Artikel 
geschehen ist), so wfirde eine einzige Projection eines Punktes del' 
windschiefen FUiche bereits die Lage des Punktes vbllig bestimmen. 
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gende die drei Leitcurven schneidet, und t l , t~, ta die Tan­
gent en an diese Leitcurven in den Punkten Ap A 2 , A 3 • 

Construirt man die geradlinige Flache, fur welche die drei 
Tangenten t l , t2 , t3 Leitcurven sind, und stellen die Geraden 

Fig. 71. 

g" g2' g3 drei beliebige Lagen del' Erzeugenden diesel' ]i'lache 
VOl', so erkennt man leicht, dass diese windschiefe Flache mit 
del' gegebenen die Gerade g), liings welcher sich beide Flii­
chen beruhl'en, gemeinsam hat. Die Tangentialebene in dem 
Punkte P ist dahel' beiden Flachen gemeinsam und bertthrt 
beide langs del' Gel'aden gl' Urn abel' in dem Punkte P die 
Tangentialebene an die zweite gel'adlinige Flache, deren Leit­
linien die drei Tangenten t" t~, t3 sind, zu construil'en, muss 
man zwei gerade Linien bestimmen, welche in diesel' Ebene 
liegen. Nach dem zweiten Zusatze kann man abel' dul'ch jeden 
Punkt P diesel' letztel'en Flache zwei Gel'ade ziehen, welche 
ganz auf del' Flache liegen; die eine del'selben Al A2 P Aa 
schneidet die dl'ei Geraden tu t2 , ta und die andere PQR 
schneidet die dl'ei erzeugenden Gel'aden g" g2' ga' Mithin 
ist die durch flie beiden Gel'aden A) A~ und P R gelegte Ebene 
(lie Tangentiall:'hene im Punkte P an die gegebene geradlinige 
FHiche. 

[132J Diese L5sung setzt voraus, dass man Tangenten an 
die Leitcurven zu ziehen vel'steht. In dem dl'itten Theile ist 
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abel' gezeigt worden, wie man 'rangenten an Curven ziehen kann, 
welche durch den Schnitt zweier bekannten krummen Flachen 
entstehen oder welche durch die nach einem gegebenen Gesetze 
erfolgende Bewegung eines Punktes erzeugt werden. 

Nachdem so die Aufgabe, in einem gegebenen Punkte einer 
geradlinigen Flache eine Tangentialebene an sie zu legen, ge­
lost worden ist) kann man sich die umgekehrte Aufgabe stell en : 
"Die Tangentialebene einer geradlinigen Flache ist 
gegeben; m an solI ihren Bertihrungspunkt finden.« 

Die Losung derselben ergiebt sich leicht aus dem Vor­
hergehenden. Die Tangentialebene del' geradlinigen Flache 
geht namlich sichel' durch eine del' geradlinigen Erzeugenden 
del' Flache; es sei die Gerade gj diejenige, durch welche die 
Tangentialebene gehen muss. Dann bringt man die gegebene 
Tangentialebene zum Schnitt mit den Geraden g1' g3' Die 
durch diese beiden letzten Schnittpunkte gezogene Gerade 
schneidet die Gerade gj in einem bestimmten Punkte, welcher 
del' gesuchte Bertihrungspunkt ist. 

Hierzu ist noch zu bemerken, dass, wenn eine Ebene eine 
abwickelbare Flache bertihrt, die Beriihrung langs (leI' ganzen 
Geraden, welche del' Ebene und del' Flache gemeinsam ist, 
stattfindet. Wenn eine Ebene dagegen eine windschiefe Flache 
bertihrt, so findet nur in einem Punkte del' gemeinsamen Ge­
raden Beriihrung statt, in allen anderen Punk ten derselben 
abel' schneidet die Ebene die Flache. 



Anmerkungen. 

Aufgaben, wie sie die darstellende Geometrie zu Wsen lehrt, 
wurden von der Baukul1st frtthzeitig dem ~{enschen gestellt. Des­
halb reichen auch die Anfange der darstellenden Geometrie, trotz­
dem sie als Wissenschaft verhaltnissmassig jungen Ursprunges 
ist, ebenso weit zuriick, als die alten Culturvolker bei ihren 
Bauten Grundrisse, Aufrisse, Querschnitte und ahnliche geo­
metrische Httlfsmittel zu benutzen gelernt hatten. Ohne Kennt­
niss diesel' Mittel wiirde ihnen in del' That die Errichtung 
ihrer grossartigen Tempel- und sonstigen gewaltigen monumen­
talen Bauten unmoglich gewesen sein. Es sind sogar von den 
Aegyptern auf Papyrus ausgefiihrte Grund- und Aufrisszeich­
nungen, sowie auf Wanden aufgezeichnete Aufrisse von Saulen­
capitalen noch erhalten. Del' romische Schriftsteller Vitruvius 
(Pollio), dessen zehn, dem Augustus gewidmete BUcher uber 
Architektur vermuthlich im Jahre 10 v. Chr. *) vollendet wurden, 
sagt, dass zu Entwurfen die Ichnographie, die Orthographie 
unrl die Scenographie verwendet wUrden, von denen die erste 
die Abbildung auf dem Boden, die zweite die Abbildung del' 
I<'rontflache und die letzte die Ansicht der Front- und del' Zll­

riickweichenden Seitenflachen **) liefere, und lasst damit eben­
falls erkennen, dass das Grund- und Aufrissverfahren zu da­
maliger Zeit schon langst bekannt gewesen ist. 

Wie praktische Bediirfnisse die Grundlagen del' darstel­
lenden Geometrie geschaffen hatten, so ist auch ihre Fortent­
wickelung bis in das vorige Jahrhundert hinein auf das engste 
mit del' Praxis, vornehmlich mit del' Baukunst und Malerei 
verkniipft geblieben. Das Bestreben, moglichst naturgetreue 

*) ilf. CantoT, Vorlesungen Uber Gcschichte der Mathematik. 
2. Anf!. 1894. Bd. I, S. 507. 

**) CM. Wiener, Lehrbnch del' darstellenden Geometric. 1884. 
Bd. I, S.5. . 

Ostwold's Kbssiker 117. 12 
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Bilder zu liefern, zwang die Maler, den geometrischen Gesetzen 
des Sehens nachzuspuren, und so entstand allmahlich die Lehre 
von del' Perspective, welche die erste del' beiden Aufgaben, die 
Monge in dem vorliegellden Werke (S. 3) del' darstellenden Geo­
metrie zuweist, lOst. Die Baukunst dagegen war bemiiht, die 
Lusung del' zweiten Aufgabe, namlich Aufgaben libel' raumliche 
Dinge auf Grund ihrer Abbildung auf eine Ebene durch Con­
structionen in diesel' Ebene zu lOsen, zu erreichen. Auf die 
historische El1twickelung del' Lehre von del' Perspective kann 
ich nicht eingehen, da es bier nul' meine Aufgabe sein kann, kurz 
zu skizziren, wie sich das Grund- uUll Aufrissverfahren bis 
zu Monge's Zeit entwickelt hatte. In Bezug auf die Geschichte 
del' Perspective, sowie auf die ausfiihrlichere Darstellung del' 
Entwickelung del' ~peciellen darstellenden Geometrie verweise 
ich auf den zwar kurzen, abel' erschopfenden geschichtlichen 
Abriss, welchen Chr. TVicncr in (lem ersten Bande seines be­
kannten Lehrbuches del' darstellenden Geometrie 
(Leipzig, 1884) S. 5-G1 gegeben hat und welchem ich -
bei del' Unzugiinglichkeit del' Originalwerke - hier ofter aus­
schllesslich folgen muss. Es existirt zwar noch die G esc h i c h t e 
del' darstellenden und projectiven Geometrie mit be­
sondcrer Beriicksichtigung ihrer Begrundung in 
Frankreich und Deutschland und ihrer wissen­
schaftlichen Pflege in Oestel'l'eich (Brunn, 1897) von 
]i' . .T. Obenrm{ch, welche abel' den Titel einer Geschichte nicht 
zu rechtfertigen vermag. Del' Verfasser gebietet libel' eine be­
deutende Litteraturkenntniss, und das Buch enthillt daher 
viele Einzelheiten, welche in dem TViener'schen Abrisse nicht 
enthalten sein konnen. Diese sind abel' nicht leicht aufzu­
finden, weil das Buch ziemlich unlibersichtlich ist, ullll da 
ferner das Material nicht kritisch gesichtet ist, so findet sich 
Werthvolles und Werthloses in bunter Reihenfolge. Das Fehlen 
eines einheitlichen Planes in del' Anlage des Werkes, sowie 
eine oft ermiidende Darstellllngsweise und vielfache Wieder­
holungen bedingen es, dass das Obenmuch'sche Buch trotz 
seines bedeutenden Umfanges von 442 Seiten - oder viel­
mehr gerade wegen dieses - dem Leser nicht im Entfern­
testen eine solche klare Kenntniss von del' geschichtlichen 
Entwicklung del' darstellendell Geometrie geben kann, wie 
del' vorziigliche TViener'sche Abriss. Von den beiden Theilen, 
in welche das Obenrauch'sche Buch zerfallt, lasst del' erste 
Theil, ,velcher eine ausfiihrliche Biographie von J110ngr giebt, 
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die angefuhrten Mangel noch in geringerem Maasse hervor­
treten. 

Die Fortentwicklung des Grund- und Aufrissverfahrens im 
Mittelalter haben wirin den Bauhutten der damaligen Zeit zu 
suchen. Ausser Grundriss und Aufriss verwendete man noch 
horizontale und vertic ale Querschnitte; besondere Aufmerk­
samkeit abel' widmete man den Aufgaben uber den sogenannten 
Steinschnitt del' GewOlbe, auf welchen auch Monge in dem 
vorliegenden Werke wiederholt Bezug nimmt. Eine Menge von 
empirisch gefundenen Constructionen, welche nicht immer streng 
richtig waren, wurden zur Lasung del' sich darbietenden Auf­
gaben benutzt. Nach den Gepflogenheiten del' Bauhutten 
wurden die in einer Hutte verwenrleten Constructionen den 
anderen gegenUber maglichst geheim gehalten, weshalb sich 
ihre Kenntniss nur langsam verbreitete. 

Als erstes Werk, welches die - bis dahin nur mUndlich 
Uberlieferten - Constructionen Uber den Steinschnitt mittheilt, 
nennt Wienm' (a. a. 0., S.22) den Traite de l'architec­
ture von Philibert d6 l'Onne aus dem Jahre 1576. Ferner 
sind zu nennen Mathwin .rousse, Secrets de l'architecture, 
1642, und Demnd, L'architecture des voiltes ou l'art 
des traits, et coupes des vofttes, 1643. AIle diese 
Werke theilen die Constructionen mit, ohne den Vel' such zu 
machen, sie als richtig nachzuweisen; wie Wiene1' angiebt, 
werden in dem letztgenannten Werke Durchdringungen von 
Flachen, Bestimmungen wahrer Gestalten, Umlegungen und Ab­
wickelungen bereits benutzt. 

Einen wesentlichen Fortschritt in theoretischer Hinsicht 
bezeichnen die Schriften von Gimrd Desargues") aus Lyon 
(1593-1662), von welchen abel' nur die von seinem begab­
testen SchUler Abmham Bosse (1611-1678) herausgegebene 
Schrift: La pratique du trait it preuves, de Mr. Des­
argues, Lyonnois, pour la coupe des pierres en l'ar­
ch it e c t u r e ; Paris 1643, hier zu nennen ist. Diese Schrift 
ist auf Grundlage von Desl1!rgues' Gedanken verfasst, welcher 
auch eine Vorrede dazu geschrieben hat**). Wie ChI". Wiener 

*) JJf. Cantm', Vorlesungen liber Geschichte der Mathematik. 
Bd. II, 1892. S. 617-62l. 

**) Herrn M. Cantor verdanke ich die freundliche Mittheilung, 
dass von Bosse's Schrift in Band II, S.5-11 der Oeuvres de 
j)rsa rgu rs r eu n i es eta na Iys (I es par 1\1. Poudm (Paris 1864:, die 

12* 
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angiebt, enthalt dieselbe ein allgemeines Verfahren zur Bestim­
mung del' wahren Gestalt del' Gewolbsteinfiachen, welches auf 
einer allgemeinen Veranderung der Projectionsebene beruht. 
Das Verfahren ist abel' nicht einfach, und da es Bosse auch 
noch schwer verstlindlich beschrieben hat, so iiberrascht es 
nicht, dass Desm'gues, als sein geistiger Urheber, von den 
Praktikern, welche »die geometrische Auffassung zu Gunsten 
del' handwerksmassigen, wenn auch nachweislich nicht selten 
irrigen Uebung bekampften« (Cantor), heftig angefeindet wurde, 
Nur in einfachen Fallen wird das Verfahren del' Aenderung 
del' Projectionsebenen jetzt noch angewendet; im Allgemeinen 
fiihren andere Methoden schneller ull(l einfacher zum Ziele. 

Ich erwahne nUl" kurz den 1671 und 1676 erschienenen 
Euclides adauctus et methodicus des Italieners Camillo 
(Juan'no Guarini, in welchem ein Abschnitt Betrachtungell 
aus der darstellenden Geometrie enthalt *), und den Trai te 
de la coupe des pierres von de la Rue aus dem Jahre 
1728 mit vielen sehr genauen Zeichnungen, welche bei Her­
stellung del' Vorlagen fUr die "fJcole poly technique benutzt 
wurden, und wende mich dann zu dem franzosischen Officier und 
Ingenieur Fre;~icr (1682-1773), welcher del' weitaus bedeu­
tendste Schriftsteller auf dem Gebiete del' darstellenden Geo­
metrie vor Monge ist. Sein Werk: La theorie et la pratique 
de la coupe des pierres et des bois ou traite de stereo­
tom i e erschien 1738 und 1739 in zwei Banden in Strassburg 
(Zweite Auflage in drei Banden in Paris, 1754, 1768) 1769). 
Das Werk scheint jetzt sehr selten geworden zu sein; es ist 
mir trotz vieler Bemiihungen nicht gelungen, dasselbe zu er­
halten, und ich muss mich daher streng an den von Chr. TVicner 
gegebenen Bericht *"') haltcn, dem auch ~~i Cantor aus dem glei­
chen Grunde zu folgen gezwungen war * * *). l?re;~iC1' behan­
delt in dem ersten Bande die TheOl'ie fiir sich, wobei er zn 

Rede ist, und dass die von Dcsm'gues selbst verfasste Vorrede eben­
daselbst im Band I, S.469-478 abgedruckt ist. Ich habe mich 
anf den Bericht von CI/1'. }Vienc1' (a. a. 0.. Bd. I, S. 23), welcher 
die Bossc'sche Schrift selbst gesehen und ihr seine Angaben ent­
nommen zu haben scheint, gestiitzt, znmal d:t Poud1'a. wie mir 
Herr Cantor mittheilte, im Allgemeinen von vollendeter UnklarheiL 
und nicht immer zuverliissig ist. 

*) M. Cantm", Vorlesungen Uber Geschichte der Mathematik. 
18H8. Bd. III, S. 13. 

**) Cltr. Wicnc1', :t. a. 0., Bd. I, S. 23-24. 
***; M. Cantm', a. a. 0., Bd. III, S.767-768. 



Anmerkungen. 181 

allen Constructionen die zugehOrigen Beweise giebt, und in 
dem zweiten Bande die Anwendungen auf die Praxis, welche 
Trennung bis dahin noch kein Schriftsteller vorgenommen hatte. 
Znr Darstellung del' .raumlichen Gebilde benutzt Frc:::,ier in 
erster Linie die orthogonale Parallel projection , welche »man 
sich durch herabfallende Tropfen Tinte veranschaulichen soll«. 
me Projectionsebene ist, je nachdem es sich urn den Grund­
riss (ichnographie, projection horizontale) odeI' urn den Aufriss 
(orthographie) handelt, horizontal odeI' vertical gestellt. Dann 
betrachtet Frexier die eben en krummen Linien und die krummen 
FHichen, welche er durch Bewegung einer erzeugenden Curve 
entstehen lasst und von welchen er die windschiefen Flachen 
besonders eingehend bespricht; zu den letzteren zahlt er noch 
Flachen, welche jetzt nicht mehr dazu gerechnet werden. 
Ferner construirt er die Durchdringungen von Korpern, imlem 
er durch parallele Ebenen auf ihren Oberflachen Curven aus­
schneidet, deren Dnrchschnittspunkte dem zu bestimmenden 
Schnitte angehOren; hier betrachtet er vornehmlich die Schnitte 
von Cylindern, Kegeln, Kugeln und Ellipsoiden und classi­
ficirt die hierbei erzeugten Curven. Es folgen dann die Ab­
wickelungen von Polyedern und krummen Flachen, so z. B. 
wickelt Frexier den schiefen Kreiskegel ab, indem er ihn 
durch eine eingeschriebene Pyramide von gentigend grosser 
Seitenzahl ersetzt. Schliesslich bestimmt er die Neigungswinkel 
von Flachen und lOst dabei verschiedene Aufgaben tiber das 
Dreikant. 

Die Lehre von del' Parallelprojection war also zu 2l,Ionge's 
Zeiten bereits weit entwickelt und ein reiches Material an Satzen 
und Constructionen, die zum Theil geometrisch streng begriindet, 
zum Theil abel' auch nul' praktisch erprobt waren, vorhanden. 
Del' machtigen geometrischen Begabung Monge's abel' blieb es 
vorbehalten, aus den vorhandenen Bausteinen, den en er selbst 
noch viele hinzuftigte, die darstellende Geometrie als selb­
standige mathematische Disciplin auf wissenschaftlicher Grund­
lage systematisch aufzubauen. Es sei hier nebenbei bemerkt, 
dass diese Disciplill auch ihren Namen .geometrie descrip­
tive« ~Monge verdankt. Bevor wir uns aber naher mit seinem 
Werke beschaftigen, mogen kurz seine ausseren Lebensver­
haltnisse geschildert werden. 

Gaspm'd 1110nge wurde am 10. Mai 1746 in Beaune, einem 
burgundische)l Stiidtchen in dem Departement Cote d'or ge-
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boren, wo sein Vater Jacques Monge als Handwerker lebte. 
Trotz seiner armlichen Verhaltnisse snchte diesel' abel' seinen 
drei Sohnen Gaspard, Lm~is und Jean eine gute Ausbildung an­
gedeihen zu lassen und schickte sie auf die von den Oratoristen, 
einer geistlichen BrUderschaft, geleitete gelehrte Schule seiner 
Heimathstadt. Dort zeichnete sich Uaspard ~~fonge in hervor­
ragender Weise VOl' seinen Mitschiilern aus, und jeden Augen­
blick seiner freien Zeit benutzencl, suchte er sich in den auf 
del' Schule wenig gepflegten exacten Wissenschaften gute Kennt­
nisse zu verschaffen. Mit HiMe eines selbstverfertigten Win­
kelmessinstl'umentes verfertigte er einen genauen (noch jetzt 
in Beaune aufbewahrten) Plan seiner Vater stadt, welchem er 
es zu verdanken hatte, dass er mit 16 Jahren bereits Lehrer 
del' Physik an del' Oratoristenschule in Lyon wurde. Es kann 
deshalb nicht Wunder nehmen, dass die OratOl'isten sich be­
mUhten, ihn ganz fUr ihren Orden zu gewinnen, was abel' 
glUcklicher Weise an dem einsichtsvollen Widersprnche seines 
Vaters scheiterte. 

Monge kehrte in Folge dessen bald nach seiner Vaterstadt 
zurUck und trat kurze Zeit spateI' in die beriihmte militarische 
Genieschule zu Mezieres ein, welche im Jahre 1748 gegriindet 
worden war, urn tuchtige Officiere zur Leitung del' Fortifica­
tionsarbeiten in Frankreich heranzubilden. Die Anfnahme del' 
Zoglinge, welche nach erfolgreich beendigten Studien sofort 
als Genieleutnants in die franzosische Armee eingestellt wurden, 
war abel' an die Bedingung geknUpft, dass sie adliger Her­
kunft seien. Mit del' Schule war noch eine HUlfsschule ver­
bunden, welche geschickte Werkmeister fiir die Festungsbauten 
ausbilden sollte; an die Zoglinge diesel' Hiilfsschule wurde bei 
del' Aufnahme keinerlei Bedingung hinsichtlich ihrer Herkunft 
gestellt, und in diese nur konllte daher Monge eintreten. Die 
SchUler del' Hiilfsschule wurden in den Elementen del' Mathe­
matik und in del' Bauconstructionslehre unterrichtet, und mussten 
dabei Modelle von Gewolbsteinen und anderen Constructions­
theilen aus Gyps anfertigen. Wegen diesel' letzteren Thatig­
keit hatten die Zoglinge del' eigentlichen Genieschule del' Hulfs­
schule den Spottnamen »Gypsschule « beigelegt. 

Eine del' Hauptaufgaben del' Befestigungskunst in jener Zeit 
bestand in dem De fi I ire n eines Festuugswerkes, von wel­
chern Monge auch in dem vodiegenden Werke (S. 51-52) 
ausfUhrlicher spricht. Diese Aufgabe verlangt alle Theile einer 
Befestigung so anzulegen, dass keiner derselben von del' Ar-
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tillerie eines belagernden Feindes direct bestrichen werden 
kann. Monge gab, als eine solche Aufgabe, welche man bis 
dahill nur dnrch umstandliche Rechnungell zu lOsen vermocht 
hatte, gestellt war, eine einfache geometrische Losung. Hier­
durch erkannten seine Vorgesetzten ~Monge's aussergewohnliche 
Befahigungen und ern ann ten ihn im Jahre 1765 zum Repetitor 
an del' Anstalt. Achtzehn Jahre lang, bis 1783, wirkte Monge 
nun als Lehrer in Mezieres, wo er 1768 die Professur fiir 
Mathematik und drei Jahre spater auch noch die fur Physik 
erhielt. In Mezieres schuf er, abgesehen von hcrvorragendcn 
analytischen Abhandlungen, seine darstellende Geometrie und 
unterrichtete auch in derselben. VOl' die Oeffentlichkeit durfte 
MOJlge abel' mit diesem von ihm geschaffenen Wissenszweige 
erst dreissig Jahre spater treten, da ihm von seincn V orgesetzten 
dessen Geheimhaltllng aufs Strengste anbefohlen war; diese son­
derbare Maassregel entsprang del' Rivalitat, welche zwischen den 
verschiedenen franzosischen Militarschulen bestand und jede 
ihre Vortheile sorgsam VOl' den anderen verborgen halten liess. 
Auf Gruml seiner analytisch-geometrischen Unterst,chungen, 
deren Veroffentlichung ihm gestattet war, wnrde Monge im 
Jahre 1780 zum Mitgliede del' PariseI' Akademie ernannt und 
erhielt gleichzeitig die Professur fiir Hydraulik im Louvre, 
welche er bis zum Jahre 1783 gemeinsam mit seiner Stellung 
in Mezieres inne hatte, indem er die eine Halfte des Jahres 
in Paris, die andere Halfte in Mezieres lehrte. Ais er im 
Jahre 1783 noch zum Examinator del' Marinezoglinge ernannt 
worden war, verliess er seine Stellung in Mezieres und sie­
delte ganz nach Paris libel'. 

Dass die wenige Jahre spater ausbrechende Revolution von 
Monge mit Freuden begriisst wurde, kann nicht Uberraschen, 
wenn man bedenkt, wie sehr er gerade unter den Privilegien 
del' bevorrechteten Stan de und dem Jahrzehnte lang auf ihn 
ausgeiibten geistigen Drucke gelitten hatte; bald genug lernte 
er freilich die Kehrseite kennen und erfuhr an sich selbst, 
dass die Revolution alles Andere, nnr keine wahre Freiheit 
fUr den Einzelnen gebracht hatte. Vielleicht war diese Er­
kenntniss del' wesentlichste Grund daftir, dass er sich spater 
so schnell mit dem Kaiserthumc aussohute. Gegen seinen Willen 
wurde JJlonge nach del' Entthronung Ludwigs XVI. im August 
des Jahres 1792 yon del' Nationalversammlung zum Marine­
minister in jenem iVlinisterium ernannt, dessen Seele der furcht­
bare Danton als Justizminister war. Sobahl er es wagen 
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konnte, ohne befiirchten zu mUssen, c1eshalb des LandesverraLhes 
beschuldigt zu werdell, 8nchte er seine Entlassnng als Minister 
nach, welche er abel' erst im April 1793 erlangen konllte. Br 
i'tbernahm dann die Leitnng del' staatlichen Gewehrfabriken, 
Geschiltzgiessereiell und Pulverruithlen, in welcher Stellung er 
sich - trotz grosster N othlage, da ihru die Republik wegen 
Gelc1mangels den Gehalt nicht zahlen konllte - die grossten 
Verclienste um die Vertheidigung des Landes erwal'b und noch 
Zeit fand, ein umfangreiches Werk itber die Fabrikation del' 
Kanonen zu verfassen. AIle diese Verdiellste hindel'ten jedoch 
nicht, dass er unter Ro/;cspie?'1'c's Schreckensherrschaft im Juli 
1793 von seiner Stellung enthoben und in Allklagezustand 
versetzt wmde; es genitgte, dass er im Convente gegell das 
'rodesmtheil Ludwig's XVI. gesprochen hatte, um ilm vel'­
dachtig erscheinen zu lassen. Dem ihm drohellden Verhangnisse 
entging er noch rechtzeitig dmch die Flucht in das Ausland. 

Nach dem Stmze del' Schreckensregierung des \Vohlfahrts­
ausschusses kehl'te 11Iongc in sein Vaterlalld zuritck. Ua unter 
den Revolutionswirren fast aIle Schulen im Lande eingegangen 
waren und nun ein grosser Lehrermangel sich fiihlbar machte, 
so 8uchte del' Convent nach l\Iitteln, urn so schnell als mog­
lich neue Lehrkrafte zu bekommen, und verfiigte dmch einen 
Erlass yom 30. Oct. 1794 die Errichtung (ler Ecole nor­
male, welche abel' nUl' ,viihrend der erst en vier Monate des 
,1ahres 1795 wirklich bestanden hat. Punfzehnhunc1ert dUTCh Be­
gabnng ausgezeichnete Jitnglinge wmden aus allen Departemellts 
ausgewuhlt, 11m in dieser Sclmle von den ersten Gelehrten 
Pl'ankreichs unterrichtet zu werden. Lagrange und Lap/ewe 
lehl'ten an derselben Mathematik, wiihrend ]JIonge hier zum 
ersten Male seine darstellende Geometrie Offentlich vortragell 
durfte, in deren Unterricht ihn Lacroix und Haclwtte unter­
stiitzten. Die V ortrage fan den in dem Amphitheater (les Jardin 
des plantes statt, wahreml die constl'uctiven U ebungen zu del' 
darstellenc1en Geometrie in del' zu ZeichensiUen umgebauten 
Kirche del' SOl'bonne abgehalten wurden. JJlon.rJc erOffnete 
am 19. JannaI' 1795 seine Vortl'iige mit einer programmartigen 
nede, in welcher er in c1er nachdriicklichstell IV eise auf c1ie 
Nothwendigkeit einer Aenderung des iiffentlicben Unterric1tes 
hinwies. 

Um die franzosische Nation von del' Abh1ingigl<.:eit, in wel­
cher sie sich yon del' auslandischen Industrie befinde, Zl1 be­
freien, mUsse; so fuhrte Jl1~onge ans, del' oft'entliche Unterricht 
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iu Fraukreich bestrebt sein, Dinge zu lehre11, welche Genauigkcit 
crfordern und dadurch tlie Schiiler an sorgfaltiges und exactcs 
Arbeiten gewUhnen; es seien daher auch die Schuler mit dem 
Uebrauche von Instrumenten, welche zur Herstellung praciser 
Arbeiten dienen, vertraut zu machen. }<~erner mitssen die Er­
gebnisse del' Naturforschung humer weiteren Kreisen bekannt 
werden, da gerade diese Kenntnisse fill' den Fortschritt del' 
lndustrie von Mchster Bedeutung seien. Schliesslich sei auch 
die Kenntniss del' ~[aschinen nUthig, welche entweder Natur­
kriifte zu benutzen ermUglichen odeI' dazu dienen, die Hand­
arbeit zu vermindern und die Arbeitserzeugnisse gleichfUrmiger 
und genauer zu machen. Zur Erreichung diesel' Ziele sei abel' 
die Kenntniss del' darstellenden Geometrie, diesel' fill' den In­
genieur unerlitsslich nothwendigen Sprache, von gauz besonderer 
Wichtigkeit. Sie sei lcicht zu erlel'l1en, gewUhne die SchUler 
durch die mit dem Untel'l'ichte zu verbindenden constructiven 
Uebungen an Prltcision und wecke den Forschungstrieb, da sie 
sich immerfort damit beschaftige, Ullbekanntes aus Bekanntem 
zu ermitteln. Ferner ermogliche sie ein Idares Verstiindniss 
del' Elemente del' Maschinenlehre. Bis jetzt sei abel' kein gutes 
elementares Werk iiber darstellende Geometrie vorhanden, ent­
wedel' weil derselben von den Gelehrten zu wenig Interesse 
entgegengebracht, odeI' weil sie nul' in mangelhafter Weise von 
Leuten gepflegt worden sei, deren ungeniigende Vorbildung 
sie hinderte, die Ergebnisse ihrer Betrachtungen Anderen mit­
zutheilen. Deshalb seien mundliche Vortl'age ohne wirklichen 
Nutzen, wenn nicht constructive Uebungen, welche zugleich 
die SchUler mit dem Gebrauche von Cirh:el und Lineal vertl'aut 
machen, erglinzeud hinzutl'eten. In diesen Uebungen seien auch 
die wesentlichsten Anwendungen del' Projectionsmethode z. B. 
auf die Perspective, die Schattenlehre, den Steinschnitt und die 
Maschinenlehre eingehender zu berUcksichtigen. -

Noch ehe die :fJcole normale ihren ersten Cursus beendigt 
hatte, fiel sie hereits den politischen MissverMltnissen zum 
Opfer, weil die SchUler dem Convente llicht demoluatisch 
genug gesinnt erschienell *). 1m Jahre 1794 war abel' bereits 
del' Plan zur Griindung einer neuen Schule entstanden, welche 
die frUheren, in del' Hevolution sammtlich eingegangenen Mili­
tli.rschulen ersetzen solite, und bereits am 28. Sept. 1794 ge-

*) alt. Dupin, Essai hist. sur les services et les travaux scicn­
tifiques de G. liI. Paris 1819. S. 40. 
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nehmigte del' Convent die fill' die geplante Anstalt nothigen, 
sehr bedeutenden Geldsummen. Die Schule selbst wurde erst 
im Jahre 1795, nach Sehliessung del' Ecole normale Ullter 
dem Namen f~cole poly technique eroffnet. Monge, welchel' 
von Anfang an das unternehmen eifrigst gefordert hatte und 
nach dessen Planen die Sehule eingeriehtet war, sollte ihr 
erster Prasident werden; da er abel' ablehnte, wurde Lagrange 
dazu ernannt. Bis zum Jahre 180B war jlonge als Professor 
fur darstellende Geometrie an del' f~eole poly technique thiitig 
und trug nicht zum wenigsten dazu bei, dass dieselbe wenige 
Jahre nach ihrer Gl'undung sich in ganz Europa den glan­
zendsten Ruf erworben hatte, welchen sie aueh viele Jahrzehnte 
hilldureh sieh unvermindert zu el'halten wusste. Wir finden 
in del' ersten Ralfte dieses Jahrhunderts unter ihren Lehrern 
del' Mathematik die beruhmtesten franzosisehen Mathematiker, 
welche zum grossen Theile fruher selbst Schuler del' Anstalt 
gewesen waren; aus den an ihr gehaltenen Cursen entstanden 
Lehrbiicher, von denen viele zu den klassischen Werken del' 
mathematisehen Litteratur gezahlt werden. Nach dem Vor­
bilde del' Ecole poly technique wurden spateI' die teehnisehen 
Hochsehulen in Deutschland, Oesterreich und del' Sehweiz 
gegriindet. 

~~fongl3's eifrige Thatigkeit an del' f~cole poly technique wurde 
nur dureh verschiedene politisehe Missionen unterbrochen, 
welche ihn nach Italien und spateI' mit del' napoleonisehen 
Expedition naeh Aegypten, wo er bis zu seiner Reimkehr 
Prasident des dort gegrundeten agyptischen Iustitutes war, 
fithrten. Gelegentlieh del' ersten Sendung Monge's naeh Italien 
lernte ihn Napoleon kennen uIHI hoehschatzen. Aueh naeh 
seiner Thronbesteigung bewahrte ihm Napoleon seine Freund­
sehaft und iibel'haufte ihn mit Titeln uncI Ehren. Abel' selbst 
dem Kaiser gegenuber bewahrte ]J[onge seinen Freimuth und 
verhinderte dadureh manehe Gewaltmaassregel, die derselbe in 
del' el'sten Zeit seiner Regierung gegen die polyteelmisehe 
Sehule ausfUhren wollte, wei! ihre Schiller seiner Thronusur­
pation anfanglieh feindlieh gegenUbel' gestanden hatten. 

Diese nahen personliehen Beziehungen zu Napoleon waren 
jedoeh aueh die Ursaehe, dass naeh seinem Sturze Monge unter 
del' Vel'folgung del' Bourbonen zu lei den hatte. Er wurde 
im Jahre 1816 aller seiner Aemter und Witl'den fitr verlustig 
erklart und aus del' Liste del' Mitglieder del' Parism' Akademie 
gestrichen. In Folge (lieser SehieksalssehHige fiel er in gei-
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stige Umnachtllng und verbrachte seine beiden letzten Lebens­
jahre in volliger Theilnahmlosigkeit, bis ihn del' Tod am 
28. Juli 1818 von seinen Leiden erloste. 

Wegen ausfiihrlicherer Mittheilungen iiber JJfonge's Leben 
und Wirken verweise ich noch auf die folgenden Biographien 
und Abhandlungen: 
Ok. Dupin, Essai his tori que sur les services et les tra­

vaux scientifiques de Gaspard Monge. Paris, 1819. 
]l1r. Amgo, Gaspard Monge (Biographie lue en seance publique 

de l'Academie des sciences, Ie 11 mai 1846). Oeuvres 
completes de Fr. Amgo, T. II, S. 427-592, Paris 1854. 
Deutsche Ausgabe von lV. G. Hankel, Bd. II. S. 347- 484, 
Leipzig 1854. 

K. Fink, Monge. Correspondenzblatt fur die Gelehrten- urrd 
Realschulen Wiirttembergs, 1892, 7.-10. Heft. 

O. G. J. Jacobi, Ueber die Pariser polytechnische 
Schule. Gesammelte Werke, Bd. VII, S. 355. Berlin 1891. 

Auf diese DarsteUungen muss ich auch hinsichtlich Monge's 
unsterblicher Leistungen auf anderen Gebieten del' Mathematik, 
vornehmlich in der analytischen Geometrie, welcher sein be­
riihmtestes Werk (Application de l'analyse a la geo­
met r i e) gewidmet ist, verweisen, da hier nul' seine Verdienste 
urn die darsteUende Geometrie zu wiirdigen sind. 

Die darsteUende Geometrie nahm in den Lehrplanen del' 
:(~cole normale und :(~cole poly technique einen breiten Raum 
ein, indem ihr die halbe Unterrichtszeit gewidmet war. »Die 
Zahl del' von den Schiilern in einem Jahre hergestellten Zeich­
nungen iibertrafen durch ihre Zahl und Schwierigkeit jede 
VorsteUung; es lassen sich diese Leistllngen nul' durch das 
Beispiel des Lehrers M. erklaren«*). Monge's Vortrage, welche 
'wie aUe V ortritge an del' Ecole normale von den Professoren 
frei gehalten werden mussten, wurden, von Stenographen nach­
geschrieben und von Monge revidirt, zum ersten Male im 
Jahre 17H5 in dem Journal des ecoles normales Bd. I-IV 
gedruckt verofi'entlicht unter dem Titel: Lec;ons de geometrie 
descriptive, donnees it l'{~cole normale, publiees d'abord en 
feuilles, d'aprfls les stenographes. Die erste Ausgabe diesel' 
Vorlesungen in Buchform erschien im Jahre VII del' Republik 
(22. Sept. 1798 bis 22. Sept. 1799) unter dem Titel: Geo-

*) Jacobi, ·Werke, Bd. VII, S.3li3. 
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metrie descriptive (Le<;ons donnees aux ecoles normales, 
l'an III de la republique). Das Werk erschien in einer Reihe 
von Auflagen in den Jahren 1800, 1811, 1820, 1827, 1837, 
1847 (7. Aufl.). Abgesehen von einzelnen Worten, deren Aen­
derung wie z. B. republique in empire, bez. royaume die in­
zwischen veranderte Staats form erkennen lasst, stimmen die 
verschiedenen Auflagen fast vollig uberein; es sind auch stets 
dieselben Figuren benutzt. Den einzelnen Auflagen sind ver­
schiedene Supplemente angeftigt, so z. B. del' 3. Auflage (1811) 
ein Supplement von Hachette, der 4. und 5. Auflage (1820 und 
1827) ein solches von Brisson. 

Monge sagt in dem Vorworte del'. Ausgabe yon 1798/99, 
dass das Buch nur den ersten Theil eines umfassendell Werkes 
Uber darstellende Geometrie bilden solIe; in eillem zweiten 
Theile wurde er die gegebenen Constructionen auf den Stein­
schnitt, das Fachwerk, die Perspective, Schattenconstructionen 
uud Maschinenlehre anwenden. Die dazu gehOrigen Zeichnungen 
seien auch schon gestochen und dienten jetzt den Schulern 
del' polytechnischen Schule als Modelle; verschiedene von der 
Regierung ihm ertheilte Missionen, deren eine ihn jetzt nach 
Aegypten fiihre, hinderten ihn aber an del' Vollendung des 
Werkes, welche auch nie erfolgte. 

In dem der vim·ten Auflage angeftigten Supplement theilt 
B1'isson einige diesel' Anwendungen mit, welche er nach Monge's 
hinterlassenen Aufzeichnungen bearbeitet hat, namlich die 
Grundlagen der Schattell- und Beleuchtungslehre und der 
Perspective. 

FUr die vorliegende erste deutsche Ausgabe von jl1onge's 
Geometrie descriptive ist die Ausgabe von 1798/99 be­
nutzt, da dieselbe einerseits als von Monge selbst redigirt zu 
betrachten und andrerseits die erste selbstandige Buchausgabe 
ist. Die am Schlusse befindlichen drei Zusatze fehlen in den 
spateren Auflagen (wenigstens von der dritten an; die zweite 
war mir unzuganglich). Die 50 Figuren des Originals, welche 
ftir dasselbe von hervorragenden Ktinstlern gezeichnet und dort 
auf 24 besonderen Tafeln abgedruckt sind, zeichnen sich durch 
vorztigliche Ausftihrung, geschickte Annahmen und schOne Ver­
hiiltnisse aus. Die Originalfiguren sind auf photographischem 
Wege verkleinert und als Textfiguren in diese deutsche Aus­
gabe aufgenommen. Dem liebenswiirdigen Entgegenkommen 
des Herrn Verlegers ist es zu dank en, dass viele Figuren sich 
doppelt .vorfinden, urn das lastige U mblattern beim Vergleiche 
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von Figur und Text so viel als moglich zu vermeiden. Dass 
es an einzelnen Stellen doch noch nothig ist, hat seinen Grund 
einerseits darin, dass eine andere typographische Anordnung 
nicht moglich war, andrerseits darin, dass die doppelt aufzu­
nehmenden Figuren vor Beginn des Druckes bezeichnet werden 
mussten. Nur wenige neue Figuren mussten zur Ergll.nzung 
hinzugefiigt werden; es sind dies die Figuren Nr. 2, 34, 56, 
69, 70. Es lassen sich also, wenn nothig, leicht die urspriing­
lichen Nummern der Figuren ermitteln, wenn man diese Figuren 
nicht mitzll.hlt und jede der mehrfach vorhandenen iibrigen 
Figuren nur einfach zll.hlt. In allen Figuren ist aber die 
Bezeichnung in systematischer Weise abgell.ndert, da die ur­
spriingliche nicht immer consequent durchgefiihrt und sehr 
wenig iibersichtlich war. Ueber die Art der neuen Bezeich­
nung ist in der Anmerkung 1 (S. 193) das Nothige gesagt; 
ich hoffe, dass durch die sehr miihsame Arbeit, welche die 
Umll.nderung der Bezeichnung natiirlich verursachte, leichte 
U ebersichtlichkeit erzielt ist. - Die U ebersetzung schliesst 
sich thunlichst getreu dem Texte der Originalausgabe an, wenn 
auch die vorgenommene Aenderung der Bezeichnung in den 
Figuren ofter kleine Aenderungen im Texte nothwendig zur 
Folge hatte und manche Fliichtigkeiten, welche auf Rechnung 
der Stenographen zu setzen sind, beseitigt werden mussten. 
Die in eckigen Klammern eingefiigten Zahlen sind die Seiten­
zahlen der Originalausgabe von 1798/99; sie beginnen mit [5J, 
da die Aufnahme der (S.184) erwll.hnten Eroffnungsrede Monge's, 
welche der Originalausgabe vorgedruckt ist, sich hier nicht 
empfahl. 

Von den Supplementen, welche den spll.teren Ausgaben an­
gehlingt sind, habe ich keines in die Ausgabe aufgenommen, 
da sie ausser dem erwll.hnten Supplemente von Brisson zu 
Monge Uberhaupt in keiner directen Beziehung stehen. Aber 
auch das von Brisson verfasste Supplement glaubte ich aus­
schliessen zu sollen, obgleich es nach den hinterlassenen 
Papieren Monge's verfasst istj denn abgesehen davon, dass 
die Darstellung nicht von Monge selbst herriihrt, hat Brisson 
auch seine eigene TheOl·ie iiber die Stll.rke der Farbentone 
hineinverflochten und dadurch enthlilt auch dieses Supplement 
zu viel fremdartiges. 

Durch seine Geometrie descriptive ist Monge der Be­
griinder der darstellenden Geometrie als Wissenschaft gewor­
den, indem er nach Sammlung und Sichtung des vorh:mdenen 



190 Anmerknngen. 

Materials dasselbe durch eigne Satze und Constructionen ausser­
ordentlich bereicherte, alles systematisch ordnete und wissen­
schaftlich vertiefte. A.ls wesentlichster Schritt, den Monge 
hierbei that, ist wohl seine Einfiihrung del' Schnittlinie del' 
Grund- und Aufrissebene als Projectionsaxe anzusehen, welchel' 
Name abel' von Monge nicht gebraucht wurde; wie 'Wiener 
angiebt, bezeichnete Monge {liese Axe mit dem aus del' 
Perspective entlehnten Namen ligne de terre, welchel' in 
del' Geometrie descriptive sich nicht findet. Urn diese Axe 
legte er dann die eine Projectionsebene in die andere urn und 
erreichte dadurch die Vereinigung von Grund- und Aufriss in 
ein und derselben Ebene. Hieraus ergaben sich eine Menge 
von Vortheilen, so z. B. dass die beiden Projectionen eines 
Punktes in einer Senhechten zu del' Projectionsaxe liegen, 
dass eine Ebene durch ihre beiden Spuren, welche sich auf 
del' Projectionsaxe schneiden, bestimmt ist, dass die Projec­
tionen del' Normalen cineI' Ebene senhecht auf ihren gleich­
namigen Spuren stehen, und andere mehr. Ferner ist seine 
Darstellung hummel' Flachen hervorzuheben, welche er durch 
ihre scheinbaren Umrisse und die Projectionen ihrer Erzeugen­
den, von denen er gegebenen Falles zwei verschiedenc Systeme 
von Erzeugenden benutzt, bestimmt. Durch aIle diese Maass­
nahmen konnte er nicht nul' die frtiher bereits gelOsten Auf­
gaben einfacher lOsen, sondeI'll noch ungeliiste und neue Auf­
gaben in einfacher Weise erledigen. Von besonderem Interesse 
ist del' letzte Theil, in welchem Monge von del' Kriimmung 
del' Curven und Flachen, {len Evoluten, Krtimmungslinien und 
abwickelbaren Flachen spricht; die TheOl'ie del' Krtimmung 
hat er in seinen analytischen Abhandhmgen, besonders in dem 
schon genannten Werke: application de l'analyse it la geo­
metrie geschaffen und eingehend begriindet. Es ist interessant, 
wie er dagegen hier diese Begriffe und ihre gegenseitigen Be­
ziehungen auf Grund rein geometrischer Betrachtungen zu er­
klaren versucht. 

Die Form, in welcher Monge die darstellende Geometrie 
schuf, war cine so vorztigliche, dass seine Nachfolger bis tiber 
die Mitte dieses Jahrhunderts hinaus nichts wesentliches daran 
iindern konnten. Seine Vorlesungen lagen entweder direct odeI' 
in freien Bearbeitungen (wie z. B. in dem el'sten grosseren 
deutschen Werke tiber darstellende Geometrie: G. Sdl1'eiber, 
Lehrbuch del' darstellenden Geometrie nach Monge's 
geometri.e descriptive vollstiindig beal'beitet 1828/29) tiberall 



Anmerkungen. 191 

dem UntelTichte in del' darstellenden Geometrie zu Grunde. 
In del' neueren Zeit wurde del' wissenschaftliche Ansban del' 
darstellenden Geometrie durch die vornehmlich von deutschcn 
Mathematikel'll bewirkte Einfithrung del' projectiven Geometrie 
weiter gefordert und dadurch die analytisch-geometrischen Hitlfs­
mittel, welche Monge und seine unmittelbaren Nachfolger oft 
znr Begrundung del' Constructionen verwendet hatten, ganz 
aus del' darstellenden Geometrie entfel'llt, wie es ihrem rein 
geometrischen Charakter angemessen ist. 

Bei del' grossen Bedeutung, welche die (larstellende Geo­
metrie jetzt fLtr weite Berufskreise hat, und bei del' erhOhten 
Aufmerksamkeit, welche ihr neuerdings erfreulicher Weise auch 
an unseren deutschen Universitaten, wo sie so lange Zeit als 
Stiefkind behandelt worden war, zu Theil wird, hoffe ich, dass 
diese neue Ausgabe von JJfongc's Vorlesungen Vielen enviinscht 
kommt. Denn es bildet nicht nul' die Geometrie descrip­
t i v enoch heute die wissenschaftliche Grundlage del' darstellen­
den Geometrie, sondel'll sie bietet jedem Lehrer diesel' Disciplin 
ein an Eleganz, Klarheit und vollendeter Form del' Darstellung 
schwer erreichbares V OTbild dar. Kein Geringerer als Gauss 
spendet ihr in seiner Besprechung ihrel' dritten Auflage in 
den Gottingischen gelehrten Anzeigen yom 31. Juli 1813 das 
hohe Lob: »Dem vorliegenden Werke iiber diese Wissenschaft 
miissen wir insbesondere das Lob einer grossen Klarheit und 
Concision im Vortrage, eines wohlgeordneten Ueberganges vom 
Leichteren zum Schwereren und del' Reichhaltigkeit an neuen 
Ansichten und gelungenen Ausfiihrungen beilegen, und daher 
das Studium desselben als eine kraftige Geistesnahrung empfehlen, 
wodurch unstreitig zur Belebung und Erhaltung des echten, in 
del' Mathematik del' Neueren soust manchmal vermissten geo­
metrischen Geistes viel mit beigetragen werden kann *).« 

Wenn ich hier auch auf die Weiterentwickelung del' dar­
stelleuden Geometrie in diesem Jahrhundert nicht eingehen 
kann, da mil' del' zur Verfitgung stehende Raum kaum eine 
Namenaufzahlung, welche itberdies wenig Werth hat, gestatten 
wurde, so muss ich doch dem franzosischen :i\lathematiker 
Lacroix (1765-1843) wegen seines Werkes uber darstellende 
Geometrie, welches 1796, also fast gleichzeitig mit den Mong&­
schen Vorlesungen erschien, noch einige Zeilen widmen. Dieses 

*J Gmlss, Werke, Dd. IV, S. 3;i9. 
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Werk tragt den Titel: Complements des elements de 
geometrie. Essais de geometrie sur les plans et les 
su rf ace s und deckt sich inhaltlich fast ganz mit Monge's 
Geometrie descriptive. Lacroix betont in dem Vorworte seines 
Werkes ausdrucklich, dass er die Materialien zu demselben 
bereits VOl' dem Erscheinen del' Monge'schen Vorlesungen gehabt 
habe, dass mithin in demselben nicht eine blosRe Nachahmung 
diesel' erblickt werden durfte. Die merkwurdige Ueberein­
stimmung del' beiden Werke Hisst sich abel' wohl folgender­
maassen erklaren*). Eine Construction, namlich diejenige des 
Durchschnittes zweier Umdrehungsflachen, deren Axen sich 
schneiden, hatte Lacroix, wie er selbst angiebt, von einem 
Schiiler del' Militarschule in Mezieres erfahren. Ferner hatte 
er dann spateI' zufallig Zeichnungen, welche in Mezieres unter 
Monge's Leitung von den dortigen Schiilern angefertigt waren, 
erhalten und es war ihm gelungen, die in diesen Zeichnungen 
versteckten Lasungen zu entrathseln. Dabei mag eine von 
Monge friiher selbst gethane Aeusserung Lacroix auf den richtigen 
Weg gewiesen haben; Monge hatte namlich in einer V orlesung 
iiber die Anwendung del' Analysis auf die Geometrie, welche 
Lacroix besucht hatte, gesagt, dass er die Lasung von gewissen 
behandelten Aufgaben mit RiMe von Zirkel und Lineal eben­
falls besitze, sie abel' nicht mittheilen diirfe. Die directe Ver­
anlassung zu del' Rerausgabe von Lac:roix's Werke wurde dann 
seine Ernennung zum Riilfsprofessor fur darstellende Geometrie 
an del' f~cole normale. Man darf demnach meines Erachtens, 
ohne Lacroix Ulll'echt zu thun, doch sagen, dass sein Werk im 
Wesentlichen direct Monge's Gedanken wiedergiebt, wenn auch 
die hervorragende mathematische Geschicklichkeit, welche dazu 
gehOrte, aus den Zeichnungen allein die Methoden hel'auszu­
lesen, zu bewundern ist. 

Uebel' die Weiterentwicklung del' darstollenden Geometrie 
in dies em Jahrhundert verweise ich auf den wiederholt ge­
nannten geschichtlichen Abriss von Ch?·. Wiener und auf die 
diesbeziiglichen Mittheilungen in den folgenden W erken: 
M. Chasles, Aper~u historique sui' l'origine' et Ie deve­

lop p em en t des me tho des en g eo m etl'ie (Bruxelles, 
1837; 2. edit. Paris, 1875) und Rapport sur les pro­
gres de la geometrie (Paris, 1870). 

*) OJn-. Wienrr, a. a. O. Bd. I, S. 29- 30. 
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E. KOttel', Die Entwickelung del' synthetischen Geo­
metrie. (Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver­
einigung, Bd. V, Leipzig 1898. Bisher ist nur die erste 
Lieferung erschienen.) 

Specielle Textanmerkungen. 

1) Zu S. 11. Monge hat in seinen Figuren nur die Punkte 
mit Buchstaben bezeichnet und zwar in der Weise, dass die 
horizontalen Projectionen derselben mit grossen lateinischen 
Buchstaben, die verticalen Projectionen mit den entsprechenden 
kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet sind. Dadurch war 
er gezwungen, fur gerade Linien und Curven stets zwei, oft aber 
mehr Buchstaben zu verwenden. Die Projectionsaxe ist bei 
Monge stets mit LM bezeichnet. Diese umstandliche Bezeich­
nung erschwert natfirlich die Uebersicht sehr; deshalb ist in 
dieser neuen Ausgabe die Bezeichnung durchweg geandert 
und der jetzt gebrauchlichen angepasst worden. Wenn auch 
die verschiedenen neueren Lehrbitcher in Einzelheiten in der 
Bezeichnungsweise von einander abweichen, so haben sie dooh 
alle dieselben Grundsatze anerkannt, welchen ich daher in dem 
vorliegenden Werke ebenfalls gefolgt bin. (Vgl. z. B. Rohn­
Pappel-itx, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1893. Bd. I, 
S.5-6.) 

Es sind durchweg bezeichnet 

Punkte mit gross en lateinischen Buchstaben: A, .... 
P, .. . , 

Linien (gerade und krumme) mit kleinen lateinischen 
Buchstaben: a, ... , g, ... , k, ... , 

E b enen mit grossen griechischen Buchstaben: A, ... , 
E, ... , 

Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben: a, ... , 
(P, ... , 

die horizo n tale odeI' erste Proj ectio ns e ben emit TI', 
die verticale oder zweite Projectionsebene mit TI", 
die Schnittlinie beider, d. i. die Proj ectionsaxe mit x; 
die horizontale und verticale (erste und zwei tel 

Projection eines Punktes P mit P' und P", bez. einer Linie 
g mit g' und g", 

Ostwald'. Klassiker. 117. 13 
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del' Schnittpunkt del' Ebene P' p"p und del' Axe ;1: 

mit I~J;l 
die Spurpunkte einer Geraden g mit G l , G2 , 

die Spurlinien einer Eb ene Emit el , C2 , 

del' Schnittpunkt beider Spurlinien mit del' Axe x mitEr 

Wenn eine ebene Figur um eine Axe in eine andere Ebene 
gedreht wird, so sind die gedrehten Elemente wieder mit den­
selben Buchstaben bezeichnet, abel' durch den oben oder unten 
angehangten Index a oder .'l ausgezeichnet. 

Eine bei Monge sich hiiufig findende Ausdrucksweise, 
welche auch in del' Uebersetzung del' Kiirze wegen beibe­
halten ist, sei hier noch erwahnt. 1st z. B. von dem Punkte P 
auf del' Geraden g, deren beide Projectionen g' und g" ge­
geben sind, die el'ste Projection P' auf g' bekannt, so findet 
man, sagt Monge, die zweite Projection P", indem man P' 
auf g" projicil't, und meint damit, dass man ein Loth von P' 
auf die Axe x fallen und bis zum Schnittpunkte mit g" ver­
langern soIl. 

2) Zu S. 17. Monge unterscheidet nicht in oer jetzt ge­
brauchlichen Weise Analysis und Algebra von einander, 
s~ndern braucht beide Wol'ter abwechselnd nach Belieben, 
'i¢N!, natiirlich in del' vorstehenden Ausgabe beibehalten werden 
musste, - Auf die angedeuteten Beziehungen zwischen Al­
gebra und Geometrie, welche jetzt ihren Ausdruck in del' For­
mentheorie gefunden haben, weist Monge zu wiederholten Ma­
len hin. 

3) Zu S. 84. Die gesetzmassige Bestimmung del' Kopf­
und Lager-, Stoss- und Wolbflachen del' einzelnen Steine bei 
~Iauern und GewOlben, welche aus behauenen Quadersteinen 
erbaut werden sollen, bezeichnet man als Stein - oder Fu­
ge nschnitt (S tel' e 0 tom i e), Unter Fuge versteht man 
in del' Baukunst zunachst die diinne (mit Mortel ausgefiillte! 
Schicht zwischen den aneinanderliegenden Flachen zweier be­
llachbarten Baukorper, ferner abel' auch diese Flachen selbst, 
sowie die Linie, in weleher jelle Schicht ausserlich sichtbar 
wird. 

4) Z~t S. 85. Monge gebraucht hier das Wort Philosophie, 
welches ich abel' durch das bessel' den Sinn wiedergebende 
Psychologie ersetzt habe. 

5) Zu S. 41, Man el'kennt bei Monge immer die Absicht, 
nul' solche Constructionen zu gebell, welche immel', auch bei 
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beschranktem Raume, anwendbar bleiben, wenn sie auch nicht 
die einfachsten sind. Urn hier die zweiten Spurlinien del' ge­
suchten Tangentialebenen zu finden, wiirde es am einfachsten 
sein, die zweiten Spurpunkte del' Mantellinien, deren erste 
Projection die Gerade 'In' ist, zu bestimmen und diese bez. 
mit den Punkten, in welchen die erst en Spurlinien 81 und tl 
die Axe x schneiden, zu verbinden; diese zweiten Spurpunkte 
wiirden abel' oft unzuganglich sein. 

In dem von IIachettc del' dritten Auflage del' Geometrie 
descriptive hinzugefUgten Supplemente sind einfachere Losungen 
fUr verschiedene del' von Monge behandelten Aufgaben gegeben. 

6) Zu O. 46-48. Die hier mitgetheilte Construction des 
kiirzesten Abstandes zweier windschiefen Geraden ist yon 
Monge in den spateren Auflagen unter Beibehaltung desselhen 
Gedankenganges in den Einzelheiten etwas abgeandert worden. 
In del' dritten Auflage (S. 44-46) - ob bereits in del' zweiten 
Auflage konnte ich nicht feststellen, da sie mil' nicht zu­
ganglich war - findet man statt del' Abschnitte 1-3 (S. 46 
-48) die folgenden und statt del' Figur 20 die nachstehende 
Figur 72. 

1)' »Um die erste Spurlinie 8 1 del' Ebene L, welche durch 
die Gerade [I parallel zu del' Geraden It gelegt werden solI, 
zu finden, zieht man durch einen beliebigen Punkt von g eine 
Parallelei zu It, deren Projectionen bez. parallel zu h' und It'' 
sind. Als dies en Punkt wahlt man den Punkt A auf g, dessen 
verticale Projection del' Schnittpunkt A" von g" mit h" ist, 
und dessen horizontale Projection del' Schnittpunkt A' des von 
A" auf die Axe x gef:illten Lothes mit g' ist. Zieht man 
dann dui'ch A' die Pal'allele i' zu h', so ist dieselbe die ho­
rizontale Projection del' Hiilfsgeraden i, und ihl'e verticale Pro­
jection i" fallt mit h" zusammen. Durch den Schnittpunkt III" 
von h" = i" mit del' Axe x zieht man ferner eine Senkrechte 
zu del' letzteren, welche i' in dem ersten Spurpunkte J1 del' 
Geradeni trifft. Die Verbindungslinie del' beiden Spurpunkte G 1 

und J1 ist dann die erste Spurlinie 81 del' Ebene L.« 
2) »U m die geradlinige Erzeugende m, in welcher del' urn 

die Gerade h als Axe construirte Kreiscylinder von del' Ebene L 
beriihrt wird, zu erhalten, muss man beach ten , dass dieselbe 
zu 11, parallel ist und folglich ein Punkt ausreicht, ihre Lage zu 
bestimmen. Urn einen solchen Punkt zu finden, legt man 
durch einen beliebigen Punkt del' Geraden It, z. B. durch 
ihren ersten . Spurpunkt Hr eine Ebene N senkl'echt zu ih1'. 

13* 
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Der Schnitt dieser Ebene mit der Ebene :r ist dann die Be­
rithrungslinie dieser letzteren mit dem durch HI gehenden 
Normalschnitte des Cylinders.« 

g" 

k'--i" 

"Ii ····· ... 71. 

Fig. 72. 

»Ferner wird die Ebene:r von der verticalen Ebene h'lt 
in der zu h parallel en Geraden n = Nt G (n' = h') geschnitten 
[, welche von der Ebene N in dem Punkte G getrofi'en wirdJ. 
Die Ebene N schneidet folglich die Ebene h' h in der zu h 
und n senkrechten Geraden HI 0, die horizontale Projections­
ebene in der zu h' senkrechten Geraden HI D [und also die 
Ebene :r in der Geraden D OJ. Wenn man him'auf die Ebene N 
um ihre erste Spudinie HI D niederlegt, so behlUt der Punkt D 
unverandert seine Lage bei, wahrend der Punkt G in den 
Punkt GO auf h' faUt, des sen Lage man folgendermaassen 
erhalt.« 

, Man legt die verticale Ebene It' hn um It' in die erste 
Projectionsebene um und bestimmt zunachst den Neigungs­
winkel der parallelen Geraden It und n gegen dieselbe. Zu 
dem Zwecke errichtet man in dem Schnittpunkte B' der ver­
ticalen. Geraden A" A' mit It' das Loth B' Bd = A.cA" und 
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verbindet Bd mit HI durch die Gerade hd, welche mit h' den 
gesuchten Winkel einschliesst. [Hierauf zieht man durch den 
ersten Spurpunkt N, von n die Parallele n d zu hd und er­
richtet in HI ein Loth auf hd , welches die Gerade n d in dem 
Punkte Cd, dem mit del' Ebene h~h niedergelegten Punkte C, 
trifft. HI Cd giebt den senkrechten Abstand des Punktes C 
von del' Geraclen It; beschreibt man also mit HI Cd einen 
Kreisbogen urn HI, so ist del' Schnittpunkt desselben mit 7t' 
del' gesuchte Punkt Co.] *) Die Gerade D Co ist dann die 
niedergelegte Beriihrungslinie del' Ebene Lund des von del' 
Ebene N auf dem Cylinder ausgeschnittenen Kreises. Fiillt 
man also von dem Punkte HI das Loth HI EO auf die Gerade 
D Cn und beschreibt mit HI EO urn HI als Mittelpunkt einen 
Kreis, so ist er del' niedergelegte Schnittkreis des Cylinders 
und del' Ebene N. Klappt man den Punkt EO zuriick, so muss 
dnrch ihn die Beriihrungsgerade rn gehen, deren erste Projec' 
tion folglich die durch EO parallel zu h' gezogene Gerade m' 
ist. Die Gerade rn schneidet die gegebene Gerade g in dem 
Punkte P, dessen Projectionen p' und pIt sind und durch 
welchen die Linie des kiirzesten Abstandes geht. « 

3) »Fiillt man von P' ein Loth auf die Spurlinie So dessen 
Verliingerung h' in dem Punkte Q' schneidet, so ist Q' del' 
Endpunkt del' horizontal en Projection del' gesuchten Linie des 
kiirzesten Abstandes. Projicirt man Q' auf die Gerade hIt, so 
erMlt man Q" und folglich in P" Q" die verticale Projection 
des gesuchten Abstandes.« 

7) Zu 8. 62-65. ~JJJonge hat zuerst den Satz bewiesen 
(Feuilles d'analyse appliquees it la geometrie, it l'usage de 
l'ecole poly technique, publice la premiere annee de cette ecole 
[an III de la rl3publique], Paris [an IX] 1800/1801. Nr.5), 
dass die Beriihrungscurve eines Tangentialkegels an eine Fliiche 
ntor Ordnung auf einer Fliiche (n_1)ter Ordnung liegt. Sind 
~, r;, ~ die Coordinaten del' Kegelspitze und F = 0 die Glei­
chung del' gegebenen FHiche, so ist die Gleichung jener Fliiche 
(n_1)ter Ordnung: 

"OF "OF ~"OF 
(x-g) -+(Y-T))-+(x-~)--nF=O. 

"Ox "Oy "0,.; 

*) In der Ausgabe von 1811 ist del' Text in diesem und dem 
vorigen Abschnitte ziemlich unklar. Des leichteren Verstandnisses 
wegen habe ich einige Satze umgestellt und erganzende in eckigen 
Klammern hinzugefiigt. 
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Hieraus folgt fiir n = 2 sofort, dass die Curve, in welcher 
ein Tangentialkegel an eine Flache zweiter Ordnung diese 
beriihrt, eine ebene Curve, also ein Kegelschnitt ist. 

Aus diesem Satze lasst sich abel' del' Satz in dem Art. 40 
ohne Wei teres in derselben Weise folgern, wie dies Monge in 
dem letzten Abschnitte des Art. 39 fiir die Umdrehungsfiachen 
zweiten Grades thut. Del' obige Hiilfssatz liegt auch diesem 
Beweise in dem Art. 39 zu Grunde; ohne die Kenntniss dieses 
Satzes ist daher auch Monge's Beweis tiber Pol und Polare 
nicht iiberzeugend. Zu vermuthen ist, dass ~JJJonge den Satz 
itber die Beriihrungscurve eines Tangentialkegels an eine Flache 
zweiten Grades in seinen gleichzeitigen Vorlesungen iiber ana­
.lytische Geometrie schon abgeleitet hatte und deshalb in del' 
Vorlesung iiber darstellende Geometrie ihn als bekannt vor­
aussetzte, zumal er einen rein geometrischen Beweis desselben 
nicht besass. 

FitI' die Kugel und ihren Tangentialkegel ist del' obige 
Satz so fort evident, und deshalb ist auch JJ!Iongc's Beweis 
(S. 62-64) fitr den Satz, dass sich die Beriihrungssehne eines 
von einem ausserhalb gelegenen Punkte an einen Kreis ge­
zogenen Tangentenpaares um einen Punkt dreht, wenn sich 
del' erste Punkt auf einer Geraden bewegt, und fUr dessen 
l; mkehrung so iiberaus augenfallig. Man liest darauf wei tel' 
mit einiger Verwullderung Monge's aus den obigen Gritnden nicht 
befriedigenden Beweis des analogen Satzes fUr beliebige Kegel­
schnitte; man hatte eher erwarten ditrfen, dass er den allge­
meinen Fall durch Centralprojection aus dem specielleren ab­
leiten wiirde, zumal dies bereits friiher von Philippe de la Hir( 
geschehen ist (Nouvelle methode en geometrie pour les sec­
tions des superficies coniques et cylindriques etc., Paris, 

. 1673 und Sectiones conicae in novem libros distributae, 
Paris 1685*)). 

Da del' Kiirze wegen im Vorstehenden und auch in dem 
Inhaltsverzeichnisse die Bezeichnungen Pol und Pol are ge­
braucht worden sind, so sei bemeI'kt, dass sich dieselben bei 
Monge nirgends finden, sondern erst jiingeren Ursprunges sind. 
Wie Dupin in seinem Essai historique angiebt, findet sich 
das Wort l' 01 zuerst in einer Arbeit von Servais (Gm'gonne, 
Annales des mathematiques 1810/11. Bd. 1, S. 337) und das 
Wort Polare zuerst in einer Arbeit von Gergonne (am glei-

*! R: ]{iiltM·. a. a. 0 .. S. 46--17. 
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chen Orte, 1812/13. Bd. III, S. 297,;; sie scheinen sich auch 
nul' langsam eingebtirgert zu haben, da sie - wie E. Kotter 
(a. a. 0., S. 49) angiebt - Lame 1818 noch nicht gebraucht 
hat. -

Die Haupteigenschaft del' Polaren eines Kegelschnittes, 
dass sie namlich fur jede Gerade durch den Pol del' geome­
tl'ische Ort des dem Pole und ihren beiden Curvenschnitt­
punkten zugeordneten vim·ten harmonischen Punktes ist, war 
bereits im Alterthume bekannt, und ist von Apolloni~ts fitr 
einen ausserhalb eines Kegelschnittes gelegenen Pol und von 
]'aplnts fur den Kreis bewiesen. Dann hat Desargues in sei­
nem beriihmten Bro uil! 0 n p roj e c t d' u n e a tte in tea u x 
evenemens des rencontres d'un cone avec un plan* 
vom Jahre 1639 (len Satz allgemein mit HUlfe von Involutio­
nen bewiesen. Ferner hat de la Hire in den oben genannten 
A bhandlungen den'Satz fur den Kreis bewiesen und ihn dann 
durch Projection verallgemeinert. 

Die Entwickelung del' Lehre von den Polareigenschaften 
fimlet man ausfiihrlich dargestellt in E. KottN'S schon ge­
nanntem Berichte (a. a. O. S, 45--52, 83-88). Vgl. auch 
W. Pirdlel', Cyklograpbie (Leipzig 1882, S. 54-105, 156 
-168). 

8) Zu 8. 68-70. Nach einer Anmerkung in dem Be­
richte von R. Kottel' (a. a. O. S. 112, vorletzte Anmerkung; 
scheinen die Betrachtungen, mit HUlfe deren ~Monge die Satze 
von den Aehnlichkeitsaxen dreier Kreise IS. 68-69) ableitet, 
auf d'AlmnbeTt zuruckzufiihren zu sein (vgl. Nova Acta ac. se. 
imp. Petropolitanae 1805, Bd. 14, S. 139-152). -

In dem Satze tiber die vier Kugeln hat Monge die drei 
Aehnlichkeitsebenen ubersehen, welche zwei innere und vier 
aussere Aehnlichkeitspunkte enthalten. Bezeichnet Ao(j' den 
ausseren und J(}(j' den inneren Aehnlichkeitspunkt del" beiden 
Kugeln K(! und K(j (fiir ~, 0 = 1, 2, 3, 4 und ~ ~ 0), so 
erhalt man durch Anwendung del' Satze tiber die Aehnlich­
keitsaxen dreier Kreise leicht die folgenden acht Aehnlich­
keitsebenen, in welchen die von je 4 Aehnlichkeitsaxen gebil­
deten vollstandigen Vierseite liegen: 

*1 Oeuvres de Desargues rlmnies et analysees par M. Poudm, 
Bd. 1. 
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8 12 8 13 8'4 8;3 ·SI~4 834 ) 

8 u 8 13 ~4 8 23 .I24 

.J" I S\ 2 .113 814 .I23 8 24 .134 

.I12 8 13 SI4 .I23 .124 S34 

.II2 .II3 .II4 8 23 8 24 8 34 

.II2 .II3 8 H 8 23 .I24 J11l 

.II2 8 13 .II4 .I23 8 24 J 14 / 
fehlen bei l1Ionge. 

8\2 .II3 .114 J2 :l JH 8 34 

9:1 Zu S. 72--77. Die von Monge bei der hier gegebeneu 
Construction benutzte zweite Umdrehungsfiache ist im Allge­
meinen, wie leicht nachzuweisen ist, ein einschaliges Rotations­
hyperboloid, welches mit del' gegebenen Umdrehungsfiache 
dieselbe Axe a besitzt und deren erzeugende Gerade die ge­
gebene Gerade gist. 

Zieht man (vgl. Fig. 32 oder 33) die Linie des kiirzesten 
Abstandes del' Geraden g und del' Umdrehungsaxe ct, so ist, 
da a..l n' und 11 n" ist, ihre erste Pr~j ection das von A' 
auf !J' gefallte Loth A' B', welches zugleich auch ihre wahre 
Lange}" angiebt. Del' Kreis B' Bo' ist also die erste Projec­
tion des Kehlkreises del' von del' Geraden g erzeugten Rota­
tionsfiache, und die zweite Projection dieses Kehlkreises ist das 
von B" auf a" zu fallen de Loth B" M"; der Punkt 111 (mit den 
Projectionen M' = A', M"j ist del' Mittelpunkt des Kehlkreises. 

Je zwei Punkte der Geraden g, welche von dem Punkte B 
gleiche Abstande haben, beschreiben bei del' Rotation der Ge­
raden Parallelkreise mit gleichem Radius; daraus folgt, dass 
fill' die entstehende Rotationsfiache die Ebene des Kehlkl'eises 
eine Symmetrieebene ist. 

Urn nun noch die Meridiancurve del' Flache zu bestim­
men, betrachtet man einen beliebigen Punkt C der Geraden g. 
Diesel' beschreibt bei del' Bewegung del' Geraden einen Pa­
rallelkreis, dessen Radius gleich A' C' ist. Nimmt man dann 
in der dnrch die Axe ct und den Punkt C gehenden verticalen 
Ebene ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, dessen y-Axe 
in die Rotationsaxe a und dessen Anfangspunkt in den Mittel­
punkt M des Kehlkreises filllt, so ist A' C' gleich der Abscisse 
x und C' C - B' B, d. i. del' Abstand des Punktes C von del' 
Ebene des Kehlkreises, gleich del' Ordinate y des Punktes C. 
Bezeichnet noch 1"1 den Neigungswinkel del' Geraden g gegen 
die Hol'izontalebene, so ist offenbar B' C' = (C' C - B' Hi ctg 1"1 
= ?J ctg. I" I' und mithin folgt aus clem Dreiecke A' B' C' : 
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odeI' 

Die Mel'idiancul've ist also eine Hyperbel und die dul'ch die 
Rotation del' Gm'aden g erzeugte Flache folglich ein einschaliges 
"Cmdl'ehungshyperboloid. Die Nebenaxe del' Mel'idianhypel'bel 
falIt in die Rotationsaxe a, ihl'e Hanptaxe ist gleich del' dop­
pelten Lange des kiil'zesten Abstandes von a und g und ihr 
Asymptotenwinkel ist gleich 2 Y I' 

Wenn sich a und g schneiden, so al'tet das Rotationshypel'­
holoid in einen gel'aden Kreiskegel aus. 

Nach diesen Angaben ist die Hyperbel l" leicht zu zeich­
nen und daher die von J.l1ongc gegebene Lasung del' 6. Auf­
gabe (Art. 47) ziemlich einfach durchzufiihren. Diese Lasung 
ist wohl fiil' aIle Umdrehungsflachen, welche nicht von del' 
zweiten Ordnung sind, die einfachste Ubel'haupt. 

10) Zu S. 78. Das erste gedruckte Vol'kommen des Aus­
druckes Curve doppelter Kriimmung, welches bis jetzt 
nachzuweisen ist, findet sich, wie lJ:f. Cantor*) angiebt, in einer 
Abhaudlung von HcnTi Pitot (1695-1771), welche aus dem 
Jahre 1724 und deren Nachtrag aus dem Jahre 1725 stammt 
(Histoire de l'Academie des sciences. Annee 1724, erschienen 
1726. S. 113). Pitot spricht dort von del' gewahnlichen Schrau­
benlinie, welche sich dadurch VOIl del' Spil'ale odel' Schnecken­
linie - mit welchem Namen (lie Alten auch jene bezeich­
neten - unterscheide, dass sie auf del' krummen Obel'flache 
eines Karpel'S liege unc1 eine Curve lloppelter Kriimmung sei. 
VieIleicht wiirden »diese Arten von Cnrven doppelter Kriim­
mung eines 'l'ages den Gegenstand von Untersuchungen del' 
Geometer bilden«. 

11) Zu S. 88. Die jetzt gebrauchlichen Bezeichnungen 
wahrer und scheinbarer Umriss linden sich bei Monge 
noch nicht. Die aussersten geradlinigen Erzeugimden, von 
den en er in diesem FaIle redet, sind also del' zweite wahre 
Umriss des Cylinders. 

12) Zu S . . 91. Hier gilt wieder das in del' Anmel'kung 5 
Gesagte, Am einfachsten erhalt man in dem Punkte Do" die 

*) M. Cal1;toJ', a. a. O. Bd. II, S. 428. 
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Tangente an die Curve 10'" wenn man die Tangente t bis zu 
ihrem Schnittpunkte 8' mit B' C' ver!iingert und dann den 
Punkt 8' in den Punkt 8" auf c2 projicirt. Del' Punkt 8 
hleibt ungeandert, wenn man die Ebene E um B C parallel 
zn n" dreht; folglich ist die Verbindungslinie von 8" mit Du" 
die gesuchte Tangente. Die Punkte 8', 8" werden abel' oft 
ausserhalb del' Zeichenflache zu liegen kommen. 

13) Zu 8 . .')2. 1];101lge giebt nie an, langs welcher Mantel­
linie er sich die abzuwickelnden Cylinder- und Kegelflachen 
aufgeschnitten denkt, und auch aus seiner in den Figuren ge­
brauchten Bezeichnung ist dies nicht ohne Weiteres zu erkennen. 
Ich habe in den Figmen, welche die Abwickelungen geben, 
dieselben Buchstaben gesetzt, mit welchen die entsprechenden 
Punkte auf del' Flache selbst und in dem Grund- und Aufriss 
bezeichnet sind, und ihnen noch den Index a, bez. b angehangt. 
Dadurch sind die Figuren del' Abwickelungen ohne jeden Com­
mental' verstandlich. 

14) Zu 8. 112. Del' Punkt I n d. i. del' Schnittpunkt von 
J' J" mit del' Axe x, ist in die Figuren 44 und 45 im Inter­
esse del' Deutlichkeit absichtlich nicht eingetragen. --

Die hier von Jlongc gegebene elegante Construction fur 
die Abwickelung einer beliebigen Kegelflache und einer auf 
ihr liegenden Curve mit RiMe einer concentrischen Kugel ist 
im Vergleiche mit dem gewohnlich benutzten, von Frc~~ier bereits 
angewandten Verfahren, nach welchem man den Kegel dmcll 
eine eingeschriebene Pyramide von genugend grosser Seiten­
zahl ersetzt und deren Oberflache dann abwickelt, umstand­
licher, da es eine zweifache Abwickelung des spharischen Ke­
gelschnittes nothig macht. Ich kann mich auch ChI". Wienr?" s 
(a. a. 0., Bd. I, S. 28) l\Ieinung nicht anschliessen, dass das 
ilfol1ge'sche Verfahren weniger Punkte zu construirell erfordere 
als das Jiln?%ier'sche, sondel'll es scheinen mil' beide gleichviele 
zu verlangen. 

15) Zu 8.118. Giles Persone*) (1602-1675) nannte sich 
nach seinem Reimatorte Pm"sone de Robm"wl, spateI' nur Ro­
berml. Er war Professor del' Mathematik am College Royal 
in Paris. Seine Schriften sind in dem sechsten Bancle del' 
Memoires de l' Academie Royale des Sciences, ed. 1730 ver­
einigt. Dort (S. 3-67) ist auch die von Roberl;al's Schuler 
du Verdtts verfasste Abhandlung Observations sur la com-

*\ M, Cantor, a. It. 0 .. Bd. II, S. 800-814. 
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position des mouvemens et sur Ie moyen de trouver 
les touchantes des lignes cOUl'bes zu finden, in welcher 
Bobaval's Methode del' Tangentenbestimmung veroffentlicht wor­
den ist; diese Abhandlung ist von Roberval, mit einigen, abel' 
nicht allen nothigen Verbessenmgen versehen, im Jahre 1668 
del' Akademie vorgelegt. 111ersenne hatte bereits im Jahre 1644 
eine Andeutung del' Roberz:al'schen Methode veroffentlicht. 

1m Jahre 1644 hatte Torricclli eine del' Roberval'schen sehr 
ahnliche Methode del' Tangentenbestimmung in seinen Opera 
geometrica mitgetheilt, weshalb ihm Roberval in einem ge­
druckten offenen Briefe, welcher vermuthlich aus dem Frtih­
jahre 1647 stammt, den Vorwurf des geistigen Diebstahles 
machte. Nach]1. Cantor's eingehenden, hOchst interessanten 
Darlegungen ist abel' die ganze Anklage Roberval's hinfiillig 
und es haben vielmehr Robercal und TOr?'icelli unabhangig von 
einander und annahemd gleichzeitig ihl'e Methoden gefunden. 
Zugleich el'giebt sich, dass Robc}'val in seinem offenell Briefe 
an Torricelli nicht immer streng bei del' Wahl'heit geblieben 
ist, da er nach seinen Behauptungen 1636 im Besitze des 
Tangentenverfahrens gewesen sein will, wahl'end er es frtihe­
stens im Jahre 1630 gefunden hat. -

Roberval hat sein Vel'fahl'en auf vel'schiedene ebene Curven, 
z. B. die Kegelschnitte, Cycloide, Kl'eisconchoide, u. a. ange­
welldet, wobei el' abel' auch auf FaIle stiess, in den en es ver­
sagte, (MontuclCl, Histoire des mathematiques, Paris 1799, Bd. II, 
S. 49). Trotzdem abel' sind ihm, wie es scheint, keine Zweifel 
an del' Richti.gkeit seines Vel'fahl'ens in seiner allgemeinen und 
zu unbestimmten Fassung gekommen. In der That ist das 
Verfahl'en unzuverlassig und fiihl't leicht zu falschell Ergeb­
nissen; es bedarf stets einer genauen Untersuchung, in welcher 
Weise die Zerlegung del' Gesammtbewegung in zwei seitliche 
Componenten vorgenommen werden muss, damit die Roberml­
sche Methode cine richtige Tangentenbestimmung liefel't. Die 
nothwendige Bedingung dafiil' ist, dass die Zel'legung del' Ge­
sammtbewegung in zwei von einander unabhangige Seitenbe­
wegungen geschieht, dass also del' Satz von dem Parallelo­
gramm del' Geschwindigkeiten anwendbar ist. 

In del' von ~~fonge gegebenen Fassung, nach welcher die 
Gesammtbewegung in jedem Punkte del' Bahn in zwei seitliche 
Bewegungen zerlegt wird, deren jede stets nach einem festen 
Punkte Fj' bez. F2 gel'ichtet ist, also in dem Entferuen von 
diesem Punkte odeI' Annaheru an ihn besteht, fiihl't die Methode, 
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wenn nicht F I und F~ beide im Unendlichen liegen, sogar nul' 
in einem besonderen Falle zu einem richtigen Ergebnisse. 

Legt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde, 
dessen positive x - Axe in die Richtung F~ FI und des sen 
Anfangspunkt in den Halbirungspunkt del' Strecke F2 FI faUt, 
und bezeichnet die Winkel, welche die positive x - Axe mit 
den Radiivectoren 1'1 und 1'2 von F I , bez. F2 nach dem Curven­
punkte P und mit del' Tangente in P bildet, mit (PI> (1'", 
und X, ferner den Winkel, den die Richtung F"P mit del' 
Tangente in P bildet, mit ljJ - alle Winkel im umgekehrten 
Sinne des Uhrzeigel's durchlaufen -, so ist bekanntlich 

dl'l = - cos CPi dx + sin (Pi dy, dT" = cos (p~dx + sin (p~ dy. 

Wenn nun die Bewegung des die Curve erzeugenden Punktes 
dadurch definirt ist, dass in del' Zeiteinheit seine m-fache 
Ueschwindigkeit in del' Richtung des einen Radiusvector gleich 
seiner n-fachen in del' Richtung des andel'en, also 

mdl'i = nd]'" 

ist, so ergiebt sich hieraus nach leichter Rechnung: 

dy m cos (PI - it cos II'" 
tg X = dx = - m sin (PI - n sin (I'" 

Da X = ljJ + (P" ist, so folgt wei tel' 

n - In cos ((PI - (P~) 
too III = -------~------ . 
'" r m sin ((PI - CP2) 

Berechnet man abel' den Winkel ljJ, welchen die Richtung II' P" 
mit del' nach dem Robm'val'schen Verfahren construirten Tan­
gente einschliesst, so findet man: 

too - ___ m sin ((PI - (P,,_) _ 
'" ljJ - n + m cos ((PI - cP 2) 

ljJ stimmt also im Allgemeinen nicht mitljJ iiberein, sondel'll 
n2 

nul' fitr - = 1 also n = + m; d. h. die vorgenommene m" , 
Zerlegung del' Gesammtbewegung ist nur fUr die Ellipse und 
Hyperbel zulassig. 

Wei tel' erkennt man sofort, dass das Roberval'sche Ver­
fahren anwendbar ist, wenn die Gesammtbewegung in zwei 
seitliche Bewegungen, welche stets zwei einander sehneidenden 
Geraden. bez. parallel sind, zedegt wird. 
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0111'. lVil?1tcr hat auf Grund eines von ihm gegebenen all­
gemeinen Verfahrens zur Construction del' Tangente einer be­
liebigen Curve (a. a. 0, Bd. I, S. 170-172) eine Kritik des 
Roberval'schen Verfalmms gegeben und kommt dabei zu den 
gleichen Resultaten. Ich kann mich daher seinem Ul'theile, 
dass es am besten sei, die Allwendung des Verfahl'ens zu ver­
vel'meiden, nul' voll anschliessen. 

16) Zu S. 120-121. Monge hat sich hier geirrt; die so 
el'zeugte Curve ist nicht eine doppeltgekriimmte Curve, son­
dern eine gewohnliche Ellipse. Um dies nachzuweisen, muss 
man die folgenden Satze zu Hiilfe nehmen, welche ich, um 
den eigentlichen Beweis nicht zu unterbrechen, voranstelle. -

Nimmt man auf del' Peripherie einer Ellipse zwei belie­
bige Punkte E I , E2 an und construil't um sie als Mittelpunkte 
Kl'eise, welche sich in einem del' beiden Brennpunkte, F 
schneiden, so liegt del' aussere Aehnlichkeitspunkt diesel' 
Kreise auf del' zu F gehol'igen Leitlinie l. (Um diesen Satz 
zu beweisen, braucht man nul" die Aehnlichkeit del' beiden 
Dreiecke, welche man erhalt, wenn man von EI und E2 
die Lothe E j HI und E2 H~ auf l filUt, und die Beziehung 

E j F E2F .. k . h' \ A d' S fIb E Ii - E H zu beruc SIC tlgen.) us Iesem atze 0 gt a er 
j ~ 

sofort weiter, dass (lie zu l' gehOrige Leitlinie l die aussere 
Aehnlichkeitsaxe dreier Kreise ist, del'en Mittelpunkte auf del' 
Ellipse liegen, und welche sich in dem Brennpunkte F schnei­
den. Wenn es also iiberhaupt eine Ell ips e giebt, welche 
durch drei beliebig gegebene Punkte Ep E 2 , E3 hindurchgeht 
und einen in ihrer Ebene beliebig gegebenen vierten Punkt P 
zum Brennpunkte hat, so giebt es auch nul' e in e Ellipse und 
ihre zu F gehOrige Leitlinie 1 ist durch den vorigen Satz be­
stimmt. Hieraus folgt unmittelbar del' 

Hiilfssatz 1. Raben zwei in derselben Ebene gelegene 
Ellipsen einen Brennpunkt gemeinsam, so konnen sie sich 
hOchstens in zwei Punkten schneid en. 

Del' zweite Htilfssatz ist zuerst von Dupin [V gl. Corresp. 
de l'ecole polyt., Bd. 1. S. 22; Bd. II. S. 387 und Developpe­
ments de Geom., S. 280: aufgesteUt worden; er lautet: 

Hiilfssatz II. Wenn zwei Punkte im Raume in Bezug 
auf eine beliebig gegebene Ellipse odeI' Hyperbel die Eigen­
schaft del' Brennpunkte haben, d. h. wenn die Summe, bez. 
Differenz ihrer Abstande von einem veranderlichen Punkte des 
gegebenen Kegelschnittes constant ist, so liegen sie auf einem 
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zweiten Kegelschnitte, welcher die Brennpunkte des ersten zu 
Scheiteln und seine Scheitel zu Brennpunkten hat und dessen 
Ebene senkrecht auf der Ebene des ersten steht. Sind umge­
kehrt zwei solche Kegelschnitte, sog. Focalkegelschnitte ge­
geben, so haben je zwei Punkte des einen die Eigenschaft 
der Brennpunkte fUr den andern. 

Da die Ostu'ald'schen Klassiker in erster Linie fiir Studi­
rende bestimmt sind, so halte ich es nicht fiir Uberfliissig, den 
von Dandelin (Nouv. Mem. de l'Ac. de Bruxelles, 1822, Bd. 2, 
8. 171-173 und 1826, Bd. 3, S. 1-14) gegebenen ausge­
zeichneten Beweis dieses Satzes hier mitzutheilen, zumal der­
selbe nicht so bekannt zu sein scheint, als el' es durch seine 
ausserol'dentliche Einfachheit und Anschaulichkeit verdient. 

Schneidet man einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene, 
welche nicht einel' Mantellinie parallel ist, und construirt die 
beiden dem Kegel einbeschriebenen Kugeln, welche die schnei­
dende Ebene in den Punkten Fund Ji" und den Kegelmantel 
in den Kreisen k und k' beriihren, so sind Fund F' die 
Brennpunkte des von del' Ebene ausgeschnittenen Kegelschnit­
tes. Denn da die von einem Punkte an eine Kugel gezogenen 
Tangenten gleiche Lange haben, so ist, wenn man dmch die 
Kegelspitze Seine beliebige Mantellinie zieht, welche den Ke­
gelschnitt in dem Punkte M und die Bel'iihrungskreise in K 
und K' trifft, 

iv1Ji' = MK, 111F' = MK' ; 

da nun KK' constant ist, so ist entweder die Summe odel' 
Differenz von MF und MF' constant, die Schnittcurve also 
entweder eine Ellipse oder Hyperbel mit den Brennpunkten F 
und F'. 

1m Falle der E l1i p s e ist fitl' j eden Punkt M derselben 

8M- MF = SK = const., S.ZII + MF' = SK' = const. 

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn M' einen zweiten Punkt 
del' Ellipse bezeichnet: 

S JI- S M' = M1' - J1'1' = ~1J' P' - .ifIF'. (1) 

Legt man dann durch die Ellipse einen zweiten geraden Kreis­
kegel, dessen Spitze S[ aus Symmetl'ieriicksichten ebenfalls in 
del' auf del' Ellipse senkrecht stehenden Ebene FF'S liegen 
muss, so ist 

8 1111 - 8 1 JJ1' = +- (J1F - JI' p) = +- :JI' F' - MP') , (2) 
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\VO je nach del' Lage von S, zu 8 entweder die oberen oder 
die unteren Zeichen zu nehmen sind. Lasst man nun die 
beiden Punkte 111 und JJ1' in die Scheitel del' grossen Halb­
axe del' Ellipse fallen, so besagen die Gleichungen i 1) und (2), 
dass del' geometrische Ort del' Kegelspitzen S die zu del' Ellipse 
gehiirende Focalhyperbel ist, da die absoluten Betrage von 
oL"llF - JY1' F, bez. M' F' - NIl" gleich del' doppelten Ex­
centricitat del' Ellipse sind. Aus den beiden Gleichungen folgt 
weiter, dass SM + S, Moder 8JJl- SI M constant ist, je 
nachdem 8 und SI auf verschiedenen .Aesten del' Focalhyperbel 
oder auf demselben .Aste liegen. 

1m Falle del' Hyperbel ist 

8111- MIl' = SK = const., - 8211 + JJIF' = SK' = const. 

Hat S, die analoge Bedeutung wie zuvor und ist JJ1' ein zweiter 
Punkt del' Hyperbel, so ist 

8M + SJJI' = MF +J1I' P=JIF" +JI' F' =8 I JJI+8 I JJ1'. (3) 

Lasst man JJI und J1' in die Scheitel del' Hyperbel fallen, so 
sind die beiden mittleren Summen in (3) gleich der doppelten 
Excentricitat, und folglich ist jetzt del' geometrische Ort del' 
Kegelspitzen S die zu del' Hyperbel gehorige Focalellipse. Zu­
gleich ergiebt sich aus (3), dass S.;11- S, JJI constant ist. 

Bei der von Monge angegebenen Construction entsteht die 
Curve als Schnitt del' Rotationshyperboloide mit den Brenn­
punkten A, B und A, O. Fitr jeden Punkt 111 des Schnittes 
ist daher 

AJI + BoLlI = const., ~lJJI + Oirl = const. 

1st M' ein zweiter Punkt del' Schnittcurve, so folgen weiter 
die Gleichungen: 

AJ1-AM' = BJI' -B~W= OJ1' - 0111, 

welche fiir je zwei beliebige l'unkte des Schnittes gelten. Lasst 
man jetzt M und M' in die zwei Punkte II' und P' fallen, in 
welch en sich (nach Hiilfssatz I) die in del' Ebene .11B 0 lie­
genden Meridianellipsen del' beiden Rotationsflachen - wenn 
sie sich iiberhaupt schneiden - nur treffen konnen, so erkennt 
man, dass die drei Punkte A, B, 0 auf· einer Hyperbel liegen, 
deren Brennpunkte II' und F' sind, und zwar liegen B, 0 auf 
dem einen und A auf dem anderen .Aste diesel' Hyperbel. Da 
nun fiir jeden Punkt del' zu diesel' Hyperbel gehiirigen Focal­
ellipse (nach. dem Hiilfssatze II) die Summe seiner .Abstandr 
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von A und B sowohl als A und G constant ist, so folgt, dass 
sich die beiden Rotationsellipsoide in diesel' Focalellipse durch­
dringen und offen bar auch nur in diesel'. 

Damit sich die beiden Rotationsellipsoide wirklich schneiden. 
ist, wie nebenbei bemerkt sein mag, nothwendig und hinrei~ 
chend, dass del' Abstand del' beiden Brennpunkte B und G 
von einander grosser ist als del' absolute Betrag del' Differenz 
del' beiden Rotationsaxen. -

Zugleich el'kennt man abel' auch an dem von Monge ge­
wahlten Beispiele, dass seine Erweiterung del' Roberval'schen 
Methode auf die Construction von 'l'angenten an Raumcurven 
noeh unzuverHissiger ist als die ursprungliehe Methode fiir 
ebene Curven. ~Monge's Erweiterung versagt schon fur den 
hier vorliegenden einfachsten Fall, dass auf den drei Radii­
veetoren AM, BM, Gl11 gleiche Streeken von M aus abzutragen 
sind, wahrend in dem analogen FaIle bei ebenen Curven die 
Roberval'sehe Methode noch richtige Resultate liefel'te. Da, 
wie eben gezeigt ist, die Curve eine Ellipse ist, so muss die 
'l'angente in einem beliebigen Punkte JJ!1 derselben in ihrer 
Ebene liegen. Nach .Jlongr's Verfahren kann man abel' 'l'an­
gent en erhalten, welche einen beliebigen Winkel mit diesel' 
Ebene einsehliessen. Lasst man z. B. die Punkte A und B 
in die Brennpullkte del' Ellipse fallen und den Punkt G den 
durch B gehenden Ast der Focalhyp~rbel durchlaufen, so el'­
zeugt (naeh dem Hiilfssatz II) del' Pllnkt M zwar stets dieselbe 
Ellipse; cOllstmirt man abel' flir jede Lage des Punktes G das 
zugehOrige Parallelepipedon in dem Punkte M, so andert sieh 
augenscheinlich die Richtung der von M ausgehenden Diago­
nale zugleieh mit del' Lage des Punktes G, und nur wenn C 
mit B zusammenfallt, giebt die Diagonale wirklich auch die 
Curventangente in dem Punkte JJ!1. 

Das Verfahren ist nul' zulassig, wenn die drei Seitenbewe­
gungen des erzeugenden Punktes durch seine Entfernungsver­
anderungen parallel zu den Axen eines beliebigen raumlichen 
Parallelcoordinatensystems bestimmt sind. 

17) Zu S. 180. Nach den Angaben von de la Gourneric 
(Discours sur l'art du trait et de la geometrie descriptive. 
Paris 1855. S. 22) sind die Niveaueurven zuerst im Jahre 1738 
von Ph. Buache angewendet worden, welcher durch Zeichnung 
del' Uferlinien zu verschiedenen Zeiten die dul'ch Ebbe und 
Fluth bewirkte Bewegung des Meereswassers veranschaulichte. 
Bald darauf verwendete Ducarla die Niveanlinien, urn die 
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(Jrenzcn (les liebersel!wemmuugsgebietes hei vertieltiellenclll 
IIoclnvassel'stallllc anzugebell. Auch die Benutzuug del' Koten 
stammt ullgefahr aus derselben Zeit. 3Iongc (llil'fte mit del' 
Verwendung del' Koten, Niveaulinien und den Linien des stal'k­
sten Falles in Mezieres verb'aut geworden sein, \VO sie zur 
Lusung von Defilementsaufgaben vielfach gebraucht wul'den. 

Niiheres iiber kotirte Dal'stellung und topogl'aphische Flii­
cheu findet man in dem ausfiihl'liehen Wel'ke von 1'. Pesc/tka, 
Kotil'te Ebenen und deren Anwendung. Briinu, 1882; ferner 
hei TViener a. a. 0., Bd. II, S. 388-402. 

18; Zu 8. ].']0. l1follge ziihlt die heiden Halften, in welche 
die durch Hotation des Kreishogens A nEB um "1 B als Axe 
crzeugte limdrehullgstHiche von del' Ehene A B (j zel'srhnitten 
wiI'll, als zwei verschiedene Schalen, sodass also dureh Ilota-, 
tion des ganzen Kreises A J) E BE A um A R als Axe vier 
Schalen entstehen, wiihrend del' jetzige Spraehgebrauch nUl' 
zwei Sehalen unterscheidet. - ' 

Bei del' Ausfithrung del' ConstructionS. 13!)) kann mau , , , 
natiirlich mit demselben Uechte aueh die Punkte N", P, "(,}" 
statt N", P", 0" (Fig. (7) vel'wenden. 

1H) Xu ,-":.1-11. In del' (lritten Ausgahe von .Mol/ge's G60-
llllit I' i c r1 esc ri p t i v c vom .lahre 1811 wird in einer Anmer­
kung noelt besonrlers rlarallf hingewicsen, dass die Spitzen 
zweier von den drei gerarlen Kreiskegelll in eincm und rlemselhen 
Punkte, namlich del' unteren Ballonstatioll [irrthiimlich ist ilorl 
gesagt im l'unkte A] liegen, und dass sich daher diese beiden 
Kegel, da ihre Axen gegeneinander geneigt sind, in zwei gc­
raden Lillieu schneiden miissell, welche sich llaeh dem Ver­
fahren des Artikel 83 sehr leicht construiren lassen. Dann 
sind nul' noch die Durehschnittspunkte diesel' heiden Gcrarlen 
mit dcm dritten geraden Kreiskegel, dessen Spitze in del' 
ohel'en Station liegt, zu cOllstruirell und del:jenige von ihnen, 
welchel' dem Punkte B elltspricht, auszuwiihlell. 

20) Zit 8. 142. Bei diesen JUessungen hleibt del' Huhen­
ullterschied zwischen dem PUllkte A und dem Aufsticgplatze 
des Ballons unbestimmt; will man diesen ehenfalls erfahren, 
so muss noch die senkrechte Hohe del' unteren Ballonstation 
Uber del' Erdobcrfliiche gemessen werden. 

21) Zn 8. 145. Monge setzt hier stillschweigeml voraus, 
dass die Curvc k auf acm hetrachteten StUcke wedel' einen 
W cntlepunk;t noch einen Riickkehl'punkt erster oder zweiter 

O,twald's Khtssiker. 11 i. 14 
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,\)'t hesitzt; lllll' llann hat die ClIl've /I III lImn Puuk1 e J )~J' in 
welchem sic die Curve Iv trifH, einen lWekkehrpunkt erster 
Art. Treffen diese Voraussetzungen nioht zn, so kann del' 
l'unkt P2' in welchem die Curve Iv von der Curve n getrofl'en 
wird, fUr die letztere ein gewiihnlicher Pnnkt, Wendepunkt 
odeI' Riickkehrpunkt zweiter Art (Sehnabelspitze) sein. Die 
verschiedenen miigliehen Falle findet man vollstiindig anfgezahlt 
bei Clo·. TVirncj' (a. a. 0., Bel. I, S. 204-207). 

22) Zit 8. 146. Jacques de raucanson (riehtiger VocaJl.~oll) 
\ 1708 -1 7 82) war ein berlthmter Mechaniker, welcher allerlei 
mechanisehe Kunstwerke verfertigt hat; so constrnirte er iu 
seiner friihestell .1ugend eine riehtig gehende Uhr von ITolz, 
spater einen Fliitenblaser, Tambourinschlager nml andere 
Kunstwerke. Dann wendete er sich niitzlicheren Dingen zn 
IlIld eonstruirte Maschinen fUr versehiedene IIlllnstriezweige, 
so z. B. fitr die Seidel1spinl1erei. Nachdem er im Jahre 1746 
slitglied der Pariser Akademie gewordel1 war, hat er in deren 
Abhandlungeu verschiedene del' von ihm erfuudenen Mecha­
nismell beschrieben. Bei seinem Tode hinterliess er seine 
reiche Sammlung meehaniseher Kunstwerke der Kiinigin Marie 
,\ntoinette, welehe dieselbe del' Akademie iiberwies. Die 
Sammlung wnrde aber bald verstrent, wohl in Folge von };}rb­
streitigkeiten, sodass heute von den einst viel bewunderten 
Knnstwerken kein einziges mehr erhalten ist. 

23) ZH 8. ](;0. Als "Foleurve« der Raumeurve II be­
zcidmet man jetzt speciell die auch von J1IoJ/[/() spater (S. 151) 
crwahnte IWckkehrkante del' Evolutenfiaehe, deren geradlinige 
grzeugende f, t(, ... die Kriimmungsaxen del' Curve u heissen. 
/';wischen einer Ranmeurve und ihrer Pol curve besteht bekannt­
lich cine weitgehemle Reciprocitat. 

Die Begriffe del' Riickkehrkante und del' Charakteristik, 
welcher letztere aber in der Geometrie descriptive nicht be­
uutzt ist, sind von Monge erst in die Geometrie eingefUhrt. 

24) Zu 8. W2. Ein einfaches Beispiel flir derartige Fla­
chen, bei welchen die sammtliehen l'unkte einer bestimmten 
Curve die Eigensehaft der Nabelpunkte haben, liefert die 
U mdrehuugsfiaehe, welche man erhlilt, wenn man die Ellipse 
x':! ~2 \. a,9. - b"! -,; + -b'= 1, (el> /)) Uln dle Parallele zur ;~-Axe x = ------w - a 
roti)'en Hisst. Die von dem kleineren der beiden Theile, in 
welche die Hotationsaxe den Ellipsenuogen zersehneidet, er­
zeugte Schale dieser Hotatiollsfiaehe besitzt lal1gs des Aequa-
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tors lauter Punkte spharischer Kritmmung, wie man sofort 
a~ - b~ 

erkennt, wenn man beachtet, dass del' Punkt x = ---­
n 

;:, = 0 del' KrUmmungsmittelpunkt des Scheitels x = a ,~; = () 
2 b2 

ist. Wiihlt man die Gerade x = c (0 <::: c < a a-) als Ro-

tationsaxe, so haben auf del' jetzt von dem kleineren Ellipsen­
bogen erzeugten Schale del' Flache zwei symmetl'isch zur Ebene 
;~. = () gelegene I'arallelkl'eise die Eigenschaft, class ihl'e sammt­
lichen I'unkte Nabelpunkte del' Flache sind; je mehl' die Ro­
tationsaxe sich del' ;~-Axe niihert, urn so mehr nahern sich 
diese ausgezeichneten Parallelkreise (len Polen del' Flache, bis 
sie sich schliesslich flir das eigentliche Rotationsellipsoid auf 
diese selbst l'educiren. 

Das Beispiel ist insofern speciell, als die Linie del' Punkte 
spharischel' Kl'limmung mit einer Krlimmungslinie zusammenfallt, 
was im Allgemeinen nicht del' Fall ist. 

25) Xu 8.16'8. Geschichtliche Ueberblicke libel' die Ent­
wickelung del' TheOl1.e del' Minimalflachen sind gegeben VOll 
1L A. ScltW({/,x (Gesammelte mathcmatische AbhantUungen, Bd. I, 
S. 1(8) und G. Dm'botlX (Le~ons sur la theorie generale des 
surfaces, Bd. I, S. 2(7). Hier sei nUl' daran erinnert, dass 
Monge zuerst die von Lagrange aufgestellte Differentialgleichnng 
del' Minimalflachen integrirt hat (s, Application de l'analyse :1 
la geometrie, § 20). 

Del' durch Monge's Ausdrucksweise nahe gelegten Frage, ob 
ein bestimmtes MinimaHHichenstuck wirklich kleineren Fliichen­
illhalt besitzt als aUe demselben benachbarten, von derselben 
Ualldlinie begrellzten Flachenstiicke, hat JT. 11. Sri/war;" mehrere 
seiner ausgezeiehneten AbhandluDgen Uber Minimalflachen ge­
witlmet (Ges. math. Abhandlungen, B(l. I, S. 151, 223, 270). 

26) Zu S. 1(J(j, Del' Begrifl' del' Kriimmungslinien ist eben­
falls yon Jlf01lfje in die Wissenschaft eingefiihrt worden und 
findetsiehznerstin demlHcmoire sur la thcorie des tleblais 
et des rembln,is (Mem. de l':1Cad. des sc. de Paris, 1781. 
S. 6(6). In einer seiner beriihmtesten Abhandlullgen (S urI e ~ 
lignes de courhure de 1a surface de l'ellipsoitle, 
.Tourn, de l'cc. polyt., 1796, Heft 2, S. 14;"); Appl. tle l'ana­
lyse it la geOlll., § 16) stellte el' danl! die Weichllngen fiil' 
(lie Kriimll1ungslilliell des Ellipsoides auf, 

Die ,jetzt iibliel!e Bezeicl!lIllng Hanptkl'iiml1l11ngen hat 
Monge nirgellds gebraucht. 

H* 
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27) XII S.Wi. Flir jeden Nabelpnnkt cineI' FHiche haben 
die beiden Schalen ihrer sogenannten Centrafliiche einen Punkt 
gemeinsam; nil' jede Ortscurve von Punkten spharischer Kriim­
mung besitzt die Centraflache eine Doppellinie, in welcher sich 
ihre beiden Mautel rechtwinklig durchdringen. Bei gewissen 
FHichen, z. H. dem dreiaxigen Ellipsoitl, durchschneiden sicl! 
die beiden Mantel ihrer Centraflache noch in anderen Curven, 
abel' nicht rechtwinklig; solchen Curven entsprechen daun auf 
del' Flache keine Linien spharischer Kriimmung. 

Weiteres libel' Centraflachen findet man bei 
lv!onge, Application de l'analyse it la geometrie, § 22; 
j)arboux, Le~ons sur la theOl'ie generale des surfaces, Bd. III, 

S.334. 
28) Zu 8. 112. Diese drei Zusatze fehleu in den spateren 

A usgaben del' Geometrie descriptive. 
29) Xu ,'3. Fi8. Sind die drei Leitcnrven 1.;., k2' k3 bez. 

von del' Ordnung ,Ho !12' ,11 3 , und schnei(let keine derselben 
cine del' Rndel'll, so ist del' Grad del' geradlinigen FHiche gleich 
2 !ll,1l2,1l3' Aus dies em Satze folgt unmittelbar, dRss dic ge­
radlinige FHtche vom zweiten Grade ist, wenn die drei Leit­
cUlTen ku '"2' le3 windschiefe gerade Linien sind, und zwar 
eill hyperbolisches Paraboloid odeI' cin einschaliges Hyper­
boloid, je nachdem die drei Geraden zu einer und derselben 
Ebene parallel sind odeI' nicht. 

In del' Originalausgabe findet sich am Ende des zweitell 
Znsatzes noel! ein kurzel' Abschnitt von wenigen Zeilen, in 
denen Monge selbst angiebt, dass die Gleichungen diesel' wind­
schicfen Flachen mit doppelter Erzeugungsweise vom zweiten 
Urade sind und wegen dieses Punktes auf sein oft genanlltes 
Werk Application de l'analyse a la geometrie (§ XXI) 
vcrweist. Da diesel' Abschnitt abel' offenbar vel'stiimmclt ist, 
so habe ieh ihll in diesel' Ansgabe fortgelasscn. 

U i e S 8 en, den 1. December HlOO. 

Hobert }laufsner. 
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