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AMICIS ET
STUDIOSIS



Votrwort

Dieses kleine Handbuch der Darstellenden Geometrie bringt in ge-
dringter Form den Stoff, der auch heute noch in einer vier- bis fiinfstiin-
digen Vorlesung unseren Mathematikern, Ingenieuren und Architekten
an einer deutschen Universitit oder Technischen Hochschule geboten
werden kann oder miiBte. Vom Leser wird liebevolles Nachzeichnen aller
Konstruktionen erwartet. Daher sind die Figuren dieses Buches zum
Unterschied von denen vieler dlterer Biicher sehr gro8 und nach Moglich-
keit frei von entbehrlichen Hilfslinien gestaltet, aber dennoch so, daf
jede Konstruktion nahezu allein durch ,Lesen der Figur verstanden
werden kann. Der zugehorige Text steht genau neben jeder Bildseite.

Mit groBer Sorgfalt unterstiitzten mich beim Entwerfen und Konstru-
ieren der Bilder meine Assistenten Dr.-Ing. WOLFGANG BOHM, Dr. rer.nat.
ROBERT JakOBI und cand. math. WoLFGANG KLEIN, beim Lesen der
Korrekturen Dr.-Ing. B6EM und Dipl.-Math. Erica GLoCK. Sie alle gaben
wertvolle Anregungen und gingen unverdrossen auf jeden Wunsch ein.
Thnen und dem Verlag, der nach alter Tradition wieder einmal keine
Miihe scheute, gebiithrt mein herzlicher Dank.

Wagrain, am 16. Juli 1956 FriTZ REHBOCK
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Einleitung

Grundbegriffe

DieDarstellende GeometrieuntersuchtAbbildungen desdreidimensionalen
Raumes auf ein ebenes, also zweidimensionales Zeichenfeld. Um dabei
die konstruktiven Methoden der ebenen Geometrie ausnutzen zu kénnen,
bevorzugt man Zuordnungen, bei denen Geraden des Raumes Geraden der
Ebene entsprechen. Nur von solchen Abbildungen handelt dieses Buch.

Rehbock, ,,Darstellende Geometrie I



2 Einleitung

Punkte, Geraden und Ebenen heilen die Elemente des dreidimensio-
nalen Raumes. Wir bezeichnen Punkte mit groBen lateinischen, Geraden
mit kleinen lateinischen und Ebenen mit kleinen griechischen Buch-
staben. Von den Ebenen sind in den Skizzen meist nur rechteckig be-
grenzte Stiicke dargestellt. Fir unsere konstruktiven Zwecke ist aber
jede Ebene wie jede Gerade unbegrenzt zu denken.

1. Liegt ein Punkt P auf einer Geraden g, so heiBt P ein g-Punkt,
g eine P-Gerade'. Liegt P in einer Ebene ¢, so ist P ein e-Punkt, ¢ eine
P-Ebene. Und liegt endlich eine Gerade g in einer Ebene &, so ist g eine
e-Gerade, ¢ eine g-Ebene. Bei festem ¢ oder P oder g heiBt die Gesamtheit
aller e-Punkte und e-Geraden ein Feld, aller P-Ebenen und P-Geraden ein
Biindel, aller g-Ebenen ein Ebenenbiischel, aller g-Punkte eine Punkireihe.

2. Von parallelen Geraden? sagen wir, daB sie einen unendlich fernen
Punkt oder kurz einen Fermpunkt gemeinsam haben, von parallelen
Ebenen, daB sie eine gemeinsame unendlich ferne Gerade oder kurz eine
Ferngerade besitzen, von einer Ebene und einer Geraden, die parallel
sind, daB sie sich in einem Fernpunkt treffen. Die Gesamtheit aller Fern-
punkte und aller Ferngeraden des Raumes nennen wir die Fernebene. Die
Einfithrung dieser Fernelemente gestattet die Formulierung der Sitze3 -6:

3. Zwei Punkte 4 und B bestimmen genau eine Verbindungsgerade
g = AB, zwei Ebenen « und § genau eine Schnittgerade g = «f.

4. Eine Gerade g und ein Punkt 4, der nicht auf g liegt, liefern eine
Verbindungsebene ¢ = g4, eine Gerade g und eine Ebene «, die nicht
durch g geht, einen Schnittpunkt E = ga.

5. Drei Punkte 4, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen, besitzen
eine Verbindungsebene ¢ = 4ABC, drei Ebenen «, f, y, die nicht durch
eine Gerade gehen, einen Schnittpunkt E = afy.

6. Zwei Geraden a und b des Raumes kénnen sich schneiden oder
windschief sein. Nur im ersten Fall liefern sie einen Schnittpunkt P und
eine Verbindungsebene e.

7. Unter dem Winkel zweier sich schneidender Geraden, die weder |
noch || sind, verstehen wir ihren spitzen Winkel, unter dem Winkel zweier
windschiefer Geraden den Winkel, den zwei zu ihnen parallele, sich
schneidende Geraden bilden. Der Winkel zweier nicht paralleler Ebenen
ist der Winkel der Geraden, die eine zu beiden Ebenen senkrechte Ebene
aus ihnen ausschneidet. Der Winkel einer Ebene und einer Geraden,
die zur Ebene weder 1 noch | ist, ist der Winkel, den die Gerade mit
ihrer senkrechten Projektion auf die Ebene einschlieBt.

8. Jede 90°-Drehung einer ebenen Figur um einen Punkt ihrer Ebene
oder einer raumlichen Figur um eine Achse heiBt eine Schwenkung.

1 Begriffe sind an Stellen, an denen sie eingefiihrt werden, Zursiv gedruckt.
2 Im folgenden wird das Wort parallel durch das Zeichen fl, das Wort
senkrecht durch das Zeichen | abgekiirzt.









Erster Teil

Fernbilder

Der franzésische Mathematiker Gaspard Monge (1746—1818) benutzte
in seinen berithmten Vorlesungen an der Ecole polytechnique in Paris
zum ersten Mal Parallelprojektionen, nimlich Grund- und Aufrisse, zur
Loésung raumgeometrischer Aufgaben. Seine Géometrie descriptive, die
1795 entstand und als Buch 1799 erschien, enthilt etwa fiinfzig sorg-
faltige, diinnlinige Konstruktionsfiguren auf herausklappbaren Tafeln.

Unter den Biichern seiner Nachfolger ist noch heute die Géometrie
descriptive von Jules de la Gournerie (1860) hochst anregend, in der
sich rund 450 Risse und Schrégbilder rdumlicher Figuren finden.



6 1. Anschauliche Bilder

1. Anschauliche Bilder
1.1 Zentral- und Fernbilder

1.11 Zentralprojektion. In diesem Buche untersuchen wir die Pro-
jektion des dreidimensionalen Raumes auf eine Bild- oder Zeichenebene .
Wir wihlen einen Punkt O, der nicht in z liege, als Projektronszentrum ;
die O-Geraden heilen Projektions- oder Sehstrahlen, die O-Ebenen pro-
jizierende Ebenen oder Sehebenen. Einem Punkt P ordnen wir als Bild P’
den s-Punkt des Sehstrahles OP zul. Durchlduft P eine Gerade g, die
kein Sehstrahl ist, so durchlduft P’ eine Bildgerade g’, ndmlich die z-
Gerade der durch g gelegten Sehebene. g’ geht durch den z-Punkt von g,
den Spurpunkt G. Das so in = gewonnene Bild heillt ein Zentralbild,
wenn O im Endlichen liegt, ein Fernbild, wenn O Fernpunkt ist und die
Projektionsstrahlen daher || sind.

Die Geraden und Ebenen ||z heiBen Hauptlinien und Haupiebenen.
Eine Figur in einer Hauptebene ergibt bei Zentralprojektion ein dhn-
liches, bei Parallelprojektion ein kongruentes Bild. Liegt sie in z, so
deckt sie sich mit ihrem Bild. Eine zweidimensionale Figur in einer Seh-
ebene erscheint im Bild entartet, d. h. eindimensional. Das Bild eines
Korpers soll anschaulich heiBlen, wenn keines der ihn begrenzenden
Flichenstiicke entartet erscheint.

1.12 Fluchtpunkt. Wir betrachten das Zentralbild g’ einer Geraden g,
die nicht || 7z ist. Liuft ein Punkt auf g bis zum Fernpunkt, so wird der
Sehstrahl schlieBlich || g: sein Spurpunkt ist das Bild jenes Fernpunktes
und heiBt der Fluchtpunkt G, von g. Die Bilder paralleler Geraden, z. B.
der Traufkante und der Firstkante eines Hauses, treffen sich im gemein-
samen Fluchtpunkt, sind also i. a. nicht parallel.

Die Bildebene 7 teilt den Raum aller im Endlichen liegenden Punkte
in zweil Halbrdume, von denen einer das Zentrum O enthilt. Von einer
Figur, die in dem anderen Halbraum liegt, sagen wir, sie liege hinter 7.
Die hinter # liegende im Spurpunkt G beginnende Halbgerade g wird auf
die endliche Strecke zwischen dem Spurpunkt G und dem Fluchtpunkt
G, abgebildet. Eine Folge gleichlanger Strecken auf g erscheint im Bild
als Folge ungleicher Strecken zwischen G und G,: In einer Photographie
ist das Verhiltnis von Strecken auf einer Gebiudekante, die keine
Hauptlinie ist, aus diesem Grunde zerstort.

Die Zerstorung der Parallelitit und des Teilverhiltnisses im Zentral-
bild erschweren seine konstruktive Herstellung. Daher untersuchen wir
im ersten Teil des Buches nur die leichter zu gestaltenden Fernbilder, bei
denen diese Eigenschaften erhalten bleiben.

1 Buchstaben ohne oben angesetzte Symbole bedeuten i.a. Raumele-
mente, Buchstaben mit oben angesetzten Strichen oder Sternen deren Bilder.






8 1. Anschauliche Bilder

1.13 Parallelprojektion. Ein Fernbild heilit ein Kzf, wenn die Projek-
tionsrichtung |z ist, andernfalls ein Schrdgbild. Fiir parallele Strecken
a und b sind die projizierenden Ebenen und daher auch die Bilder 4’ und
b’ parallel, wobei a’:b" = a:b. So folgt der

Hauptsatz I: Bei Herstellung eines Fernbildes sind parallele Strecken,
die nicht || zur Projektionsrichtung sind, parallel und vm Lingenverhdlinis
der Originale zu zeichnen.

Die Zahl ¢, = a':a heiBit der Bildfaktor der Geraden x| a. Eine Strecke
b|| x hat das Bild &' = e, - b. Bei Schrigbildern ist e, = 1, bei Rissen stets
e, = 1. Fiir Hauptlinien ist ¢, = 1, fiir Sehstrahlen = o.

Als abzubildenden Gegenstand wihlen wir zunichst eine Figur in
einer Ebene ¢; ihr Bild erscheint i. a. verzerrt. Ist ¢ nicht || 7z, so heiBt
ihre 7-Gerade die Spur e. Die Hauptlinien % in ¢ und ihre Bilder %’ sind
{le. Die Neigungslinienn in e (bel waagerechter Bildebene: Fallinien)
sind die Geraden | e; ihre Bilder #’ sind in einem Schrigbild i. a. nicht
1 e. Die Bilder zweier beliebiger rechtwinkliger e-Geraden sind i.a.
ebenfalls nicht rechtwinklig; sie heiBen zueinander konjugiert.

1.14 Zwei Fernbilder einer ebenen Figur. Projiziert man eine ebene
Figur ¢ in zwei Richtungen, die nicht || ¢ sind, auf # (links), so erhalten
die e-Punkte P und Q je zwei Bilder P’, P"" und Q’, Q”. Liegt P auf der
e-Spur ¢, so wird P’ == P"” = P; andernfalls ist P'P"" || Q’Q"". Daher gilt:

Zwischen zwei in der Bildebene m liegenden Fernbildern einer ebenen
Figur ¢ besteht eine Verwandischaft, die perspektive oder axiale Affinitit
heit. Sie hat zwei Eigenschaften: 1. Die Bilder P’ und P eines e- Punktes P
liegen auf Geraden von fester Richtung, der Affinititsrichtung (gestrichelt);
2. die Bilder ¢’ und g'’ einer e-Geraden g treffen sich auf der e-Spur e, der
Affinititsachse.

Ist in 7z das ganze erste Bild der ¢-Figur bekannt, vom zweiten Bild
aber nur der Punkt P”, der zu P’ gehort, so kann man dieses allein in
konstruieren, ohne auf die Originalfigur zuriickzugreifen: Das zu Q' ge-
horende Q" liegt auf dem Affinitdtsstrahl | P'P”" durch Q" und auf der
Geraden g’ durch P”, die g’ = P’Q’ auf e trifft. Das heift:

Eine axiale Affinitdt ist durch die Achse e und zwei zusammengehirige
Punkte P’ und P", die keine e- Punkte sind, festgelegt.

Um die Verzerrung zu erkennen, die eine ebene Figur ¢ im Fernbild
erfihrt, dreht man & um e in 7 hinein (rechts) und erhilt so in 7z die Um-
legung P<von P und g% von g. Da alle Drehsehnen P P* parallel sind, 1aBt
sich die Umlegung auch durch Projektion in Richtung der Drehsehnen
gewinnen. So folgt weiter:

Umlegung und Fernbild einer ebenen Figur sind perspektiv-affin, lassen
sich also auseinander gewinnen, wenn die Achse e und zwei zusammen-
gehirige Punkte P und P* bekannt sind.
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1.15 Normalprojektion. Ist die Projektionsrichtung | s, das Bild also
ein RiB, so heilen die Ebenen | s Profilebenen. Eine Gerade g und ihr
RiB g’ schlieBen den Neigungswinkel ¢ von g ein. Zur Strecke 7 auf g ge-
hort ein rechtwinkliges Neigungsdreieck in der Profilebene von g mit der
Hypotenuse » und einer Kathete || g’, die gleich dem Rif3 #' == 7 cos ¢ von
7 ist. Der Bildfaktor ¢, = cos ¢ von g ist = 1 und hei3t deshalb der Ver-
kiirzungsfaktor der Richtung g.

Ist / eine Hauptlinie mit dem RiB 4’ || # und g eine Ebene | 4, also
auch | =z, so sind alle §-Geraden | 4, also auch | A’; sie haben denselben
RiB, ndmlich die g-Spur b 1 %'. So folgt der

Hauptsatz I1: Der Rif3 eines rechten Winkels ist wieder ein vechter
Winkel, wenn ein Schenkel || und der andeve nicht | zur Riftafel ist.

Nun betrachten wir eine beliebige Ebene ¢ (rechts): Die Neigungs-
linie # und die Normale / in einem e-Punkt liegen in derselben Profil-
ebene . Die Risse »” und !’ decken sich daher und sind 1 zu den Rissen
der Hauptlinien von ¢, also auch | zur e-Spur e. § enthilt den Neigungs-
winkel v von ¢, ndmlich den Winkel zwischen # und »’, und heiBt deshalb
ein Profilschnitt von e. Das Neigungsdreieck einer Strecke 7 auf einer
Neigungslinie heiBt ein Stitzdreieck, die Zahl ¢, = cos yp der Stauchungs-
faktor von e. Im Rif3 erscheint eine e-Figurin Richtung der Hauptlinien un-
verdndert, in Richtung der Neigungslinien mit dem Faktore, ,,gestaucht.

1.16 Kotierte Risse. Nach Wahl einer waagerechten Bildebene zz und
einer Langeneinheit schreibt man an den RiB3 eines Punktes dessen Héhe
iber 7 als Kote! (links). Die kotierten Risse A’ und B’ zweier Punkte 4
und B bestimmen eine Gerade g = AB. Durch Umlegung ihrer Profil-
ebene erhilt man den Neigungswinkel ¢, Punkte mit ganzzahligen Koten,
z.B.1 und 2, und die Stufungseinheit s,, d. h. den RiB einer g-Strecke,
deren Endpunkte die Hohendifferenz 1 haben; dabei ist tgp =1 :s,.

Eine Ebene ¢ wird durch die kotierten Risse a’ und &’ zweier Haupt-
linien @ und b gegeben (rechts); z. B. sei b = &’ die Spur e. Der Pfeil gibt
die Richtung abnehmender Héhen an. Durch Umlegen eines Profil-
schnittes | e erhilt man den Neigungswinkel  und den wahren Abstand »
von a und 4. Will man noch die Umlegung von e, also die wahre Gestalt
einer durch ihren Rif3 gegebenen e-Figur bestimmen, so wird, da der Rif3 »’
und die Umlegung »#* der Neigungslinie #» | e sind, X = #'. Auf der
Affinitdtsachse ¢ wird BX = B’; also macht man auf #X die Strecke
BX4* = 7 und kann nun zum Rif} C’ jedes ¢-Punktes C nach 1.14 die
Umlegung CX finden. Dabei ist die Affinitatsrichtung A’A* diesmal |
zur Achse. Eine solche Affinit4t heiBt eine Stauchung. So folgt:

Die Affinitit zwischen dem Rif8 und der Umlegung einer ebenen Figuy
ist eine Stauchung.

1 Kote = Zahl.
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1.2 Axonometrie

1.21 Koordinaten und Risse. Ein Punkt P wird im Raum durch seine
kartesischen Koordinaten x, v, z festgelegt, d. h. durch die in einer Ein-
heit e¢ gemessenen und mit Vorzeichen versehenen Abstinde von drei
aufeinander senkrechten Ebenen o, §, p. Die drei Schnittgeraden 8y, ya,
af heiBen x-Achse, y-Achse und z-Achse, ihr Schnittpunkt der Ursprung
0. Trédgt man e auf jeder Achse in positiver Richtung, die durch eine
Pfeilspitze bezeichnet wird, ab, so entsteht ein Einheitsdreibein. Seine
Endpunkte tragen in der Figur die Marken 1. Normalprojektion des
Punktes P auf die RiBtafeln 57, = v, 7, = o und 7 = f liefert den Grund-
rif P', den Aufrif P und den Krewzrif P'’. Der Quader mit den
Kanten PP’, PP" und PP'" heiBt der Koordinatenquader von P. Durch-
lduft man von seiner Ecke O aus drei seiner Kanten bis P, so entsteht
ein Koordinatenweg von P.

Eine zu keiner Tafel senkrechte Gerade g besitzt drei Risse g, g/, g’
und drei Spurpunkte G; auf g, G, auf g”, G, auf ¢g’”’, die in den Figuren
dieser Seite durch schwarz ausgefiillte Nullkreise bezeichnet sind.
Haupt- und Profilebenen, Haupt- und Neigungslinien, Spuren, Neigungs-
winkel und Neigungsdreiecke werden jetzt durch die Nummer der Tafel
unterschieden, auf die sie sich beziehen: Eine erste Profilebene ist [ 7,,
der zweite Neigungswinkel ¢, von g ist der Winkel zwischen g und g”,
die dritte Spur e; einer Ebene ¢ ist ihre Schnittlinie mit 75 usw.

1.22 Zugeordnete Risse entstehen, wenn man die drei Tafeln ldngs der
Achsen auseinanderschneidet und Auf- und GrundriB in einer Zeichen-
ebene 7 iibereinander, Auf- und Kreuzril nebeneinander derart anordnet,
daB P’ und P" fiir jeden Punkt P auf einer vertikalen, P’' und P"' auf
einer horizontalen Geraden, einem ,,Ordner”, liegen. In der Figur zeigen
die Blitter oben und rechts diese erste Anordnung.

Meist dreht man einfach 7, um die y-Achse und 7; um die 2-Achse in
7, = s hinein, und zwar in dem durch Kreisbégen in der Figur 1.21 be-
zeichneten Drehsinn. Jetzt decken sich also Grund- und AufriB der y-
Achse und ebenso Auf- und Kreuzrif der z-Achse (links unten). Zu jedem
RiBpaar P’, P oder P”, P"" auf einem Ordner gehért — nach Zu-
sammensetzung der Tafeln — genau ein Urbild P. Zu einem RiBpaar g’,
g¢" oder g”, g’ gehért als Urbild der Schnitt der beiden projizierenden
Ebenen, wenn kein RiB eines solchen Paares | zu dessen Rifachse y
bzw. z liegt. Fiir g || 7z3 decken sich z. B. g’ und g"” und sind beide 1
zur y-Achse; in diesem Fail muB} g auBerdem durch g’” oder die Spur-
punkte G; und G, festgelegt werden.

Fiir die in der Figur gezeichnete Gerade g bestimme und beschrifte
man die Risse der drei Spurpunkte. Zum Beispiel wird fiir den ersten
Spurpunkt G, = Gj; Gy’ liegt auf der y-Achse, G;"" auf der x-Achse.
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1.23 Axonometrische Bilder. In ein riumliches Koordinatenkreuz sei
eine Figur, z. B. ein Dreieck 4 BC, eingebettet. Man denke sich einen
ihrer Risse, z. B. den Grundrifl 4’'B’C’, hergestellt und dann die Gesamt-
figur, also Einheitsdreibein, Dreieck und RiB3, auf eine Bildebene & pro-
jiziert, die speziell auch eine der Koordinatenebenen sein darf. Keine
dieser Koordinatenebenen aber sei projizierend, so daf3 sich also niemals
zwel Achsenbilder decken. Das entstandene Bild (links) heif3t ein axono-
metrisches Bild, das Bild des Einheitsdreibeins — drei von einem Punkt
ausgehende Strecken e,, ¢,, e, — ein ebenes Dreibein. Ein Punkt A wird
also im axonometrischen Bilde durch zwei Punkte, scin Bild 4 und das
Bild A’ seines Risses 4’, dargestellt’. Aus ihnen kann man das Bild eines
Koordinatenweges gewinnen und die Koordinaten in den Einheiten e,,
ey, ¢, mit Hilfe der in diesen Einheiten gezeichneten Maflstibe messen.

Um die Lidnge einer Strecke » mit dem GrundriB3 7" aus dem Bilde zu
entnehmen, bestimmt man die Koordinatenunterschiede ihrer End-
punkte: Aus einem Neigungsdreieck von 7’ liest man die Katheten
w==2, v=1, aus dem ersten Neigungsdreieck von 7 die Kathete w = 2
|z ab und findet daraus 72 = #2 4 w? = 4?4+ v? 4+ w? =9, v = 3.
Ein Messen ist also nur méglich, wenn fiir jeden Punkt auBler dem Bilde
auch das eines Risses aus der Zeichnung zu entnehmen ist. Wiirde man
den axonometrischen Grundrif A’B’C’ des Dreiecks fortlassen, so wire
dessen Lage und Gestalt nicht mehr angebbar. In den beiden Figuren
haben die Dreiecksbilder dieselbe Gestalt und Lage in bezug auf die
Achsenbilder, aber verschiedene axonometrische Grundrisse und daher
verschiedene Urbilder: Rechts schneidet AC die z-Achse, links nicht,

1.24 Dimetrische und isometrische Bilder. Ein beriihmter Satz von
Pohlke (1853), den wir hier nicht beweisen, besagt: Nach Wahl eines
ebenen Dreibeins in einer Bildebene kann man eine Projektionsrichtung
so ermitteln und ein Einheitsdreibein im Raum so aufstellen, dal sein
Fernbild dem gegebenen ebenen Dreibein dhnlich wird. Kurz: Jedes ebene
Dreibein ist Fernbild eines Einhettsdreibeins von geeigneter Grife.

Da man eine Zeichnung beim Betrachten meist | zur Blickrichtung
hilt, erscheinen solche Bilder am wenigsten verzerrt, die durch Normal-
projektion entstanden sind. Das ist — wie wir spiter zeigen ~ bei einem
dimetrischen Bilde der Fall (links), bei dem man die Achsenbilder nach
einer bestimmten Vorschrift und e, = e, = 2¢, wihlt, ferner beim
isometrischen Bilde (rechts), bei dem sie Winkel von 120° bilden und
¢y = €, = ¢, ist. Beide axonometrischen Bilder zeigen einen Wiirfel mit
eingebettetem Oktaeder, dessen Ecken die Mitten der Wiirfelflichen
sind. Das wire aus dem Bilde allein nicht erkennbar, weil die axono-
metrischen Risse jener Ecken nicht angegeben sind.

1 Urbild und axonometrisches Bild erhalten also das gleiche Symbol.
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1.25 Kavalier- und Militirprojektion liefern spezielle axono-
metrische Schrigbilder: Bei der Kavalierprojektion (links) projiziert
man den verkleinert gedachten und in das Achsenkreuz eingebetteten
Gegenstand, also ein ,,Modell®, schrig von oben oder unten auf die als
Zeichenblatt = gewdhlte vertikale yz-Ebene 7,, und zwar meist so, daB
%- und y-Achse im Bilde einen Winkel von 30° oder 45° einschlieBen. In
den beiden linken Figuren der oberen Reihe ist durch die x-Achse eine
projizierende Ebene gelegt, die in & das Bild dieser Achse ausschneidet;
dieses ist wieder mit dem gleichen Buchstaben wie das Urbild bezeichnet.
Die y- und die z-Achse decken sich mit ihren Bildern. Ebene Figuren
|| 7z, z. B. die vordere Gebiudewand in dem linken unteren Bilde, er-
scheinen unverzerrt; es wird also ¢, = ¢, = ¢, d. h. gleich der Modell-
einheit. ¢, wird verkiirzt gew#hlt, z. B. ¢, = }¢ oder = }e. Die mittlere
Figurenreihe zeigt die auf diese Weise entstehenden Bilder eines Wiirfels
mit achsenparallelen Kanten.

Bei der Militirprojektion (rechts) projiziert man das Modell unter 45°
auf die horizontale xy-Ebene m;, das Zeichenblatt m, dessen seitliche
Rénder nicht || zur #- oder y-Achse, wohl aber || zum Bilde der z-Achse
gewihlt seien. Die rechte obere Figur zeigt die durch die z-Achse gelegte
projizierende Ebene und das von ihr ausgeschnittene Bild. Horizontale
ebene Figuren, z. B. der GebdudegrundriB in dem rechten unteren Bilde,
erscheinen unverzerrt, die Hohen in wahrer GroBe. So wird e, = ¢, =
e, = ¢; die rechte Figur in der mittleren Reihe ist die Militdrprojektion
eines Wiirfels mit achsenparallelen Kanten.

Die Umlegung einer Koordinatenebene (unten) ergibt die wahre
Gestalt einer in ihr liegenden Figur und damit die Méglichkeit, ihr Bild
mit Hilfe der Affinit4t wie in 1.14 zu ergiinzen: Links ist die Bodenebene
um die y-Achse und die rechte Wand um die z-Achse in n, hineingedreht,
rechts die Giebelwand um die y-Achse in 7.

Die Kavalierprojektionen eignen sich am besten fiir die Darstellung
von Gegenstinden mit einfachen Fronischnitten, z. B. eines Drehkorpers
oder einer Kurbelwelle mit der Achse in x-Richtung. Die Militirprojek-
tionen sind besonders fiir die Darstellung von Gegenstinden mit ein-
fachen Hohenschnitien geeignet, z. B. von Gebiuden oder Innenrdumen,
aber auch von Gelindeausschnitten, die durch Hdhenlinien gegeben
sind (vgl. 3.11).

Weitere Hinweise zur Axonometrie und einen schénen Beweis des
Pohlkeschen Fundamentalsatzes bringt G. Hessenberg in seinen Vor-
lesungen iiber Darstellende Geometrie (Akad. Verlagsgesellschaft,

Leipzig 1929).
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1.26 Das Einschneidebild. Nunmehr wollen wir ein besonders ein-
faches Konstruktionsverfahren schildern, durch das man aus zwel
beliebigen Projektionen eines Gegenstandes ein axonometrisches Bild
gewinnen kann.

Von einem Gegenstand seien zwei Fernbilder, z. B. zwei Risse, in den
Bildebenen 7, und 7, gegeben. Man legt sie beliebig in eine gemeinsame
Zeichenebene o und zieht durch die Bildpunkte P’ und P’ des Punktes P
je einen Strahl von festgewihlter Richtung I und festgewihlter Richtung
II#1. Thr Schnittpunkt P heiBle das Einschneidebild oder kurz das
E-Bild von P. Fir ein solches E-Bild gelten zwei Hilfssitze, deren
einfache Beweise dem Leser als Ubung iiberlassen seien:

1. Durchlduft ein Punkt P im Raum eine Gerade g, durchlaufen also
die Bilder P’ und P” zwei dhnliche Punktreihen g’ und g, so durchlduft
auch sein E-Bild P eine Gerade g, das E-Bild von g.

2. Die E-Bilder paralleler Strecken sind parallel. Ihr Lingen-
verhiltnis bleibt erhalten.

Das E-Bild, das durch eine Konstruktion in 7z und nicht durch einen
Projektionsvorgang im Raum gewonnen wurde, besitzt also die Grund-
eigenschaften eines Fernbildes: erhalten bleiben die Geradlinigkeit, die
Parallelitit und die Teilverhiltnisse auf einer Geraden. In der Tat 148t es
sich — was wir hier ebenfalls nicht zeigen — auch durch Parallelprojektion
des im Raum geeignet aufgestellten Gegenstandes erzeugen, ist also ein
Fernbild.

Verwendet man speziell — wie in unserer Figur — Grund- und
AufriB3, so erhdlt man aus ihnen durch dieses bequeme Einschneide-
verfahren ein anschauliches axonometrisches Bild. Die Risse P’ und P"
eines Punktes P liegen jetzt nicht mehr auf einem Ordner, sondern einem
geknickten Ordnerzug. Die Knickstelle aber liegt — so behaupten wir —
stets auf einer festen Hilfsachse y*. Sind nidmlich ¥’ und y" die Risse der
y-Achse und wihlt man voriibergehend I 1| 4, II 1 y”, so treffen sich
die ,,Ordner durch P’ und P’ nach dem Hilfssatz 1 auf einer Geraden,
dem zu diesen speziellen Richtungen [ und /1 gehrenden E-Bild yX von y.
Sie erleichtert — wie unsere Figur zeigt — das Aufsuchen zusammen-
gehoriger RiBpunkte.

Um ein gut wirkendes Bild zu erhalten, geht man am besten - wie
in 3.11 und 3.13 genauer ausgefithrt wird — von dem RiB %, y, z eines
Achsenkreuzes aus und legt die gegebenen Risse 7, und 7, so, daB ihre
E-Bilder durch eine Stauchung in Richtung ||z bzw. II| % aus ihnen
hervorgehen. Das Einschneideverfahren liefert dann sogar eine Normal-
projektion des Gegenstandes. Eine ausfiihrliche Begriindung findet man
z. B. bei F. Reutter, Darstellende Geometrie (Verlag G. Braun, Karls-
ruhe, 1955).
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1.3 Die Ellipse

1.31 Das Fernbild eines Kreises heillt Ellipse. Da bei Parallelpro-
jektion jede Streckenmitte in die Bildstreckenmitte iibergeht und
parallele Geraden parallel bleiben, folgt:

1. Das Bild M’ des Kreismittelpunktes M halbiert jede durch M’
gehende Ellipsensehne, ist also Ellipsenmittelpunkt. Zwei rechtwinklige
Kreisdurchmesser liefern zwei konjugierte Ellipsendurchmesser, die i. a.
nicht rechtwinklig sind. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch-
messers sind || zum konjugierten Durchmesser. Jeder Durchmesser
halbiert die konjugierten Sehnen; die Tangenten in den Endpunkten
einer Sehne treffen sich auf dem konjugierten Durchmesser. Die Ellipse
ist, wie wir sagen wollen, schrigsymmetrisch au jedem Duychmesser.

2. Dreht man in der Kreisfigur zwei starr-verbundene Rechtwinkel-
radien um 9o°, so dndert sich in der Bildfigur der Winkel der kon-
jugierten Halbmesser: War er in der Anfangslage spitz, so ist er in der
Endlage der stumpfe Supplementwinkel. Wir zeigen in 1.36, da es genau
eine Zwischenlage gibt, in der er ein Rechter ist: Es gibt zwes konjugierte
Ellipsendurchmesser, die rvechtwinklig sind, nimlich die Symmetrie-
Achsen 2a und 2b. Thre Endpunkte heiBen die Scheitel. Nur beim Kreis
ist jedes konjugierte Durchmesserpaar rechtwinklig.

3. Konjugiert sind nach dem Thalessatz die Sehnen, die einen
Ellipsenpunkt mit den Endpunkten eines Durchmessers verbinden.

4. Konjugiert sind ferner die Diagonalen eines beliebigen Tangenten-
parallelogramms, weil sein Urbild ein Rhombus ist.

1.32 Kriimmungskreise. Um eine Ellipse gut zeichnen zu kénnen, ist
es oft zweckmiBig, die Kriimmungskreise in den Endpunkten 4 und B
der konjugierten Halbmesser a und b zu benutzen, d.h. Kreise, deren
Mittelpunkte K, und K, auf den Normalen #, und #, in jenen End-
punkten liegen und die sich der Ellipse besonders gut anschmiegen. Ist
X (a,b) = g, so sind ihre Radien — wie die Differentialgeometrie zeigt! —

0o ="0%:asin ¢, o,=a?: bsine.

Nun Kkonstruiert man z. B. g, so (links): Man bestimmt den Schnitt-
punkt U der Tangenten in 4 und B und den FuBpunkt ¥ des Lotes von
U auf a. Das Lot von U auf BV schneidet #, im gesuchten Kriimmungs-
mittelpunkt K. Denn ist « = <¢ BUK, = < BVU und u» = UV =

bsing, so ist B, =atgao und tga = % , also in der Tat BKj = g,.

Sind speziell 2 und & die Halbachsen, so wird V ein Scheitel (rechts):
Das Lot von einer Ecke des Scheiteltangenten-Rechtecks auf die nicht durch
diese Ecke gehende Diagonale schneidet die Achsen in den Mittelpunkien
der Scheitelkviimmungskreise.

1 Vgl. z. B. Miiller-Kruppa (s. Literaturiibersicht).
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1.33 Tangenten-Achteck und -Zwélfeck. Um den Zusammenhang
zwischen Bild und Urbild analytisch darzustellen, wihlt man im Kreise
mit dem Radius 7, also im Urbild, zwei zueinander rechtwinklige Durch-
messer als x- und y-Achse rechtwinkliger Koordinaten, im Bilde die
entsprechenden Durchmesser als x- und y’-Achse schiefwinkliger
Koordinaten. Aus den Radien der x- und y-Richtung werden die kon-
jugierten Halbmesser @ und b der #'- und y’-Richtung. Das Verhiltnis
paralleler Strecken bleibt im Bilde erhalten. Hat also ein Punkt im
Urbild die Koordinaten #, ¥ und sein Bildpunkt die Koordinaten %', y’,
so ist x':a = x:7 und y':b = y:7. Aus der Kreisgleichung x2 4 y% = #?

2
3;)2 = 1. Eine Ellipse ist daher durch

konjugierte Durchmesser eindeutig festgelegt.

MiBt man die Koordinaten im Urbild in der Einheit 7, setzt also
etwa x = u7und y = v7, so wird ¥’ =uaund y = vb; 4 und v sind
dann also auch die MaBzahlen der Bildkoordinaten, falls man diese in den
Einheiten a und & miBt.

2
wird die Ellipsengleichung% +

Um eine Ellipse zu zeichnen, geniigt es oft, sie in ein Tangenten-
achteck einzuspannen, also die Punkte auf den Diagonalen des gegebenen
Tangentenparallelogramms und ihre Tangenten zu ermitteln. Die Urbilder
jener Punkte haben die Abszissen ¥ = %1/ 2 7, die Bilder also die Abszissen
2= 11[1/.‘2 a. Die Strecke %" wird an einem 45°-Winkel abgegriffen: Man
trdgt @ mit dem Stechzirkel auf einem Schenkel vom Scheitel aus ab,
hélt die Spitze im Endpunkt fest und verkleinert die Zirkeléffnung, bis
die freie Spitze auf dem zweiten Schenkel schleift. — Die Tangenten in
den konstruierten Punkten sind || zu den Diagonalen und treffen die
#'-Achse in den Punkten mit den Abszissen = 2%,

Im dimetrischen Fall a =0 ist das Tangentenparallelogramm ein
Rhombus: Die Konstruktion liefert daher die Achsen und die Scheitel,
in denen sich die Kriitmmungskreise bequem zeichnen lassen.

Will man ein Tangentenzwolfeck verwenden und z. B. die Bilder der
Teilpunkte I und 2 direkt in der Ellipsenfigur bestimmen, so beachte
man, daB 7 die Koordinaten x;, = 7 und y; = § ]/3 7, 2 die Koordinaten
Xy = 1}1/ 37 und y, = 17 hat. Also liegt 1’ auf der Parallelen zu b durch
die Mitte von a, 2’ auf der Parallelen zu a durch die Mitte von &. An
einem 60°-Winkel greift man dann fir den Punkt I' die Ordinate
y,/=11/3b und fiir den Punkt 2’ die Abszisse x,’ = 1 )/3a ab. Endlich
folgt aus dem Urbild, daB3 die I'-Tangente auf der x’-Achse das Stiick 24,
die 2’-Tangente auf der y’-Achse das Stiick 26 abschneidet.
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1.34 Punkte und Tangenten einer Ellipse. Auch die folgenden drei
Konstruktionen benutzen nur den Hauptsatz, daB das Verhiltnis
paralleler Strecken im Fernbild erhalten bleibt. In den rechten Figuren
sind stets zwei konjugierte Ellipsendurchmesser 22 und 2b gegeben, also
auch das Parallelogramm der Tangenten in ihren Endpunkten. Wir
suchen weitere Ellipsenpunkte und -tangenten. Links ist das zugehérige
Urbild gezeichnet, aus dem wir die Konstruktion ableiten. In ihm
bedeutet P einen beliebigen Kreispunkt, ¢ seine Tangente.

Der Thalessatz ergibt im Urbild, daB die rechtwinkligen Dreiecke mit
den schraffierten Katheten «, v, w kongruent sind, daB also # = v = w
ist. Will man daher im Bild durch die Endpunkte des Durchmessers 2a
konjugierte Strahlen legen (1.31), deren Schnitt einen Ellipsenpunkt P’
liefert, so muB man %’ und »’ so wihlen, daB3 #’:v" = a:b. Das erreicht
man z. B., wenn man nacheinander #' =<4, 44, 44 und entspre-
chend v’ =+ b, 4 b, § b wihlt. Macht man jedesmal w’ = v’, so erhilt man
die P’-Tangenten ¢'.

Der Hohensatz. Im Urbild sei der Radius MC | zum Durchmesser A B
und V der Schnittpunkt von AP und BC. Im Dreieck ABV sind AC
und BP Hoéhen; sie schneiden sich in U. Als dritte Hohe ist UV || MC.
In der Ellipsenfigur zeichnet man also die festen Geraden 4’C’ und B'C’,
wihlt U'V’||b und gewinnt so die konjugierten Strahlen A4'V’ und
B'U’ und deren Schnittpunkt P’. Nach dem Thalessatz liegen P, C, U
und ¥ auf dem Kreis iber UV. Sein Mittelpunkt ist der Schnitt W von
UV mit der C-Tangente; daher ist WP = WC und WP die Tangente ¢.
Also ist in der Ellipsenfigur W’'P’ die Tangente ¢ in P’, wobei W' der
Schnittpunkt von U'V’ mit der C’-Tangente ist.

Der Tangentensatz benutzt die parallelen Tangenten in den End-
punkten eines Durchmessers AB: Im Urbild schneidet ¢ auf diesen
Tangenten die Abschnitte 4 und ¢, die Sekante 4 P auf der B-Tangente
den Abschnitt 2¢ ab. Dabeiist p:7 = r:q, also pg = #2; setzt man p = wn,

so wird g = % 7. Aus dem Radius# 1 4 B wird der Ellipsenhalbmesser o,
aus pundgalsop’ =nbundqg = % b. Fir eine Skizze gentigt es, die zu

n = 2 gehdrenden Tangenten mit ihren Beriihrungspunkten zu ermitteln.
Dazu verdoppelt und halbiert man also die in der rechten Figur erkenn-
baren Tangentenabschnitte der /-Richtung, verbindet die erhaltenen,
schwarz markierten Punkte kreuzweise und gewinnt damit zwei Ellipsen-
tangenten. Die Diagonalen des ,,Halb-Parallelogramms‘‘ schneiden auf
diesen Tangenten die Bertihrungspunkte aus.

Alle drei Konstruktionen sind auch fiir das freihdndige Skizzieren
eines Kreisbildes besonders geeignet.
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1.35 Der RiB eines Kreises ist eine Ellipse, deren Achsen sich nach
1.15 angeben lassen (links): Der RiB des zur RiBtafel parallelen Kreis-
durchmessers, des Hauptlinien-Durchmessers, ist unverkiirzt und ergibt
die Hauptachse des Kreisrisses, der des Neigungslinien-Durchmessers
ist am stdrksten verkiirzt und liefert die Nebenachse. Bildet die Kreis-
ebene mit der RiBtafel den Winkel o # o, ist also 4 = cos y ihr Stau-
chungsfaktor, so gilt fiir die Achsenldngen:

halbe Hauptachse @ = 7, halbe Nebenachse b = 17 = 7 cos .
Der RiB der Kreisachse, d. h. der Mittelpunktsgeraden | zur Kreisebene,
deckt sich mit der Nebenachse des Kreisrisses.

Um die Ellipse punktweise zu zeichnen, dreht man den Kreis um den
Hauptlinien-Durchmesser, in der Figur die x-Achse, in die Hauptebene || 7.
Aus dem RiB3 dieser Umlegung, dem groBen Scheitelkreis, entsteht die
gesuchte Ellipse durch eine Stauchung (rechts): Die Stauchungsachse
ist die x-Achse, der Stauchungsfaktor 4 = b:a (< 1). Der Kreispunkt P*
mit den Koordinaten xX, y* ergibt den Ellipsenpunkt P mit den Ko-
ordinaten ¥ = x%, y = 1 9%, die Kreistangente X die Ellipsentangente ¢.
Die Stauchungskonstruktion 148t sich ersetzen durch die fiir Q% und Q
angegebene Schulkonstruktion, die beide Scheitelkreise benutzt; denn
auch sie liefert y = 1 yX,

1.36 Achsenkonstruktion. Durch Stauchung des groBlen Scheitel-
kreises (links) entstehen aus zwei rechtwinkligen Radien M P* und MQ*
konjugierte Halbmesser M P = p und M(Q = g. Schwenkt man das
Dreieck MQQ* um 9o° um M, so kommt Q nach R, QX nach PX. PR
treffe die x-Achse in U, die y-Achse in V. Dann ist PV = PXM = a,
PU = b. Ferner sei VW || a, UW || b, also MW = UV. Dann ist die
P-Tangente ¢/ ¢, ¢ L MR, MR|| PW,also¢ | PW. So folgt: Auf einem
Papierstreifen mache man PV = a, PU =b. Gleiten U und V auf den
Achsen, so beschreibt P die gesuchte Ellipse. Markiert man daber W auf dem
festen Kreis um M mit UV, wozu man VW || a zieht, so ist die P-Tangente
¢t 1 PW. Fur R gibt es zwel mogliche Lagen: Die gezeichnete liefert den
,langen” Streifen UV = a 4+ b, die andere den ,kurzen* Streifen
UV = a - b. Durch Rechnung folgt ferner (nach 1.35) der Hilfssatz:
% + ¢® = a? + b% = const.

Ist die Achse AB = 2a und ein Ellipsenpunkt P gegeben und b
gesucht (rechts unten), so macht man PV = a und findet PU = b. Sind
die konjugierten Halbmesser p und g gegeben (rechts oben), so findet man
die Achsen durch Umkehrung der Streifenkonstruktion?!: Schwenkung
von g um M liefert R. Die Mitte von PR sei S. Auf PR mache man SU =
SV = SM und hat damit die Achsenrichtungen MU und MV und die
Lingen PV = aund PU = b.

1 David Rytz (Professor in Aarau) 1845.
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1.4 Perspektivitdt und Affinitit

1.41 Perspektivitdt. Durch Zentralprojektion lassen sich zwei Ebenen
& und g, die sich in a schneiden, punktweise einander zuordnen, wenn
keine durch das Projektionszentrum Z geht. Die g-Punkte entsprechen
sich selbst. Daher gilt fiir diese Zuordnung:

I. Zusammengehorige Punkte P, und P, liegen auf einem Z-Strahl.

2. Zusammengehorige Geraden g, und g, treffen sich auf a.

Zwei solche sich entsprechende Figuren in &, und ¢, heiBen perspektiv.

Entwirft man von beiden Figuren und den sie verbindenden Z-Strah-
len ein Fernbild in einer Bildebene 7z, wobei die Projektionsrichtung nicht
|| &; oder | &, sei, so sind im Bilde ebenfalls die beiden Bedingungen 1
und 2 erfiillt. Diese Zuordnung zwischen den Bildern zweier im Raum
perspektiv liegender ebener Figuren heiBt eine Perspektivitit, das Bild
von Z ihr Zentrum, das von a ihre Perspektivititsachse.

Gegeben sei z. B. das Bild einer Pyramide und ihres Schnittes mit
einer Ebene ¢,. Wir suchen den Schnitt mit einer zweiten Ebene &,, die
durch einen Punkt P, auf der Kante ZP, gehen soll, auBerdem in der
linken Figur durch die &-Spur a, in der rechten durch zwei weitere
Kantenpunkte, deren Verbindungsgerade a, also perspektiv zur g,-
Geraden a, liegt. Man zeichne zunichst die zur P,-Kante g; perspektive
P,-Kante g,, dann die zur g;-Ecke Q; perspektive g,-Ecke Q, und fahrt so
fort: Links geht g, durch den a-Punkt von g,, rechts durch den a,-Punkt,
der perspektiv zum Punkte 4, g, liegt. Denn rechts ist die Spur 4 durch
die Punkte a, a, und g, g, unzugéinglich.

Eine Perspektivitit ist daher durch das Zentrum Z, die Achse a und ein
Punktepaar auf einem Z-Strahl festgelegt oder aber durch Z und zwei in
bezug auf dieses Zentrum perspekitv liegende Dreiecke.

1.42 Affinitit. Wird Z ein Fernpunkt, die Pyramide also zum Prisma
(links), so heiBen die sich entsprechenden Figuren in ¢, und &, perspektiv-
affin, die Zuordnung in zz heiBt wie in 1.14 eine perspektive A ffinitit. Beim
Zeichnen eines Fernbildes der beiden Figuren sind also wieder die beiden
Bedingungen zu erfiillen:

1. Die Verbindungslinien zusammengehorviger Punkte P, und P,
haben eine feste Richtung, die Affinitdtsrichtung.

2. Zusammengehirige Geraden g, und g, treffen sich auf einer Achse,
der Affinititsachse.

Die rechte Figur zeigt einen Quader und seinen Schnitt mit einer
Ebene ¢, die durch drei der Kantenpunkte 1, 2,...,6, z.B. die schwarz
markierten Punkte, gegeben sei. Die anderen drei Punkte sind wie in
1.41 zu bestimmen. Jede der drei Kantenrichtungen kann als Affinitats-
richtung gewdhlt werden. Perspektiv-affin liegen daher die Parallelo-
gramme a und 1 I'4 4, fund 22" 58', yund 33" 6 6.
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I1.43 Spezialfille. LBt man in den Figuren I.41 und I1.42 & ¢
werden, so wandert die Schnittgerade a ins Unendliche: Zusammen-
gehorige Geraden g; und g, werden parallel. Die perspektiven Figuren in
&, und & werden dhnlich, die perspektiv-affinen Figuren kongruent.
Wieder denken wir uns von diesen beiden ebenen Figuren und den sie
verbindenden Z-Strahlen ein Fernbild in der Bildebene 7 gezeichnet. Aus
der Perspektivitdt (links oben), bei der Zentrum Z und Achse 4 im
Endlichen liegen, wird der Spezialfall der zentrischen Ahnlichkeit (links
unten): Das Zentrum liegt im Endlichen, die Achse ist die Ferngerade.
Auf zusammengehdrigen, jetzt parallelen Geraden g, und g, schneiden
die Z-Strahlen dhnliche Punktreihen aus.

Aus der perspektiven Affinitdt (rechts oben), bei der das Zentrum
im Unendlichen, die Achse im Endlichen liegt, wird die Parallelverschie-
bung (rechts unten): Zentrum und Achse liegen im Unendlichen. Die
Punktreihen auf g, und g, sind kongruent.

Jeder der vier Fille stellt eine Verwandtschaft zwischen zwei
Feldern in derselben Zeichenebene x dar: Aus einer gegebenen
Figur wird eine zweite gewonnen, wenn auBer dem Zentrum und der
Achse ein Paar zusammengehériger Punkte P,, P, auf einem Z-Strahl
gegeben ist. Aus einem Rechteck wird bei der Perspektivitit ein all-
gemeines Viereck, bei der Affinitit ein Parallelogramm, bei der zen-
trischen Ahnlichkeit ein dhnliches Rechteck, bei der Parallelverschiebung
ein kongruentes Rechteck. Durch starkes Ausziehen der Z-Strahlen im
Bereich zwischen den zusammengehorigen Vierecken erhidlt man an-
schauliche Bilder von Pyramiden- und Prismenstiimpfen.

1.44 Kegelschnitte. Ein Kegel entsteht, wenn man die Punkte einer in
der Ebene ¢, liegenden Basiskurve £, mit einem Punkte Z, der nicht in
&, liegt, durch Mantellinien verbindet. Als Bild von £, sei eine Ellipse
gewahlt, als Bild von Z ein duBerer Punkt. Unter den Bildern der Mantel-
linien gibt es zwei Tangenten an %,. Sie heiBlen die Konturmantellinien
des Bildes. Alle anderen Mantellinienbilder liegen zwischen diesen
beiden. Es soll der Schnitt %, mit einer Ebene ¢, skizziert werden, die
durch Wahl der Schnittgeraden a = ¢; ¢, und eines Punktes P, auf einer
Mantellinie ZP, festgelegt sei. Man zeichnet durch P; eine Reihe von
k,-Sehnen g; und bestimmt die perspektiv entsprechenden Sehnen g,
durch P,. Insbesondere erhilt man durch Ubertragung der Tangente £,
in einem k,-Punkt die Tangente 4, im entsprechenden k,-Punkt. Legt
man die Sehne s; durch den #%,-Berithrungspunkt B, einer Kontur-
mantellinie, so schneidet s, auf dieser den Punkt B, aus, in dem das
gesuchte Schnittkurvenbild %, jene Mantellinie beriihrt. Statt P;, P,
kann man dabei ein beliebiges schon gefundenes Punktepaar benutzen.

* Wird Z ein Fernpunkt, so erhilt man Zylinderschnitte.
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1.45 Drehungsaffinitit. In 1.14 und 1.16 zeigten wir: Aus der Um-
legung einer ebenen Figur gewinnt man ein Schrigbild derselben durch
eine Affinitdt, einen RiBl durch eine Stauchung. Allgemeiner gilt: Dreht
man eine in der Ebene g liegende Figur um eine e-Gerade a in eine
Ebene &, und stellt von beiden Figuren ein anschauliches Fernbild her, so ist
die Zuordnung zwischen den Bild-Figuren eine axiale Affinitit: ihre Achse
ist das Bild von a, thre Richtung das Bild der Drehsehnen-Richiung. Denn
da die Drehsehnen || sind, liegen jene beiden Figuren perspektiv-affin.

Zu zeichnen sei z. B. die Kavalierprojektion eines Tetraeders; eines
seiner gleichseitigen Dreiecke liege in der xy-Ebene y. Bei Umlegung
von y um ¥ fillt die x-Achse in die z-Achse, der x-Punkt P mit der
MaBstabsmarke x in den z-Punkt PX mit der Marke - x. PPXist das Bild
einer Drehsehne, liefert also die Affinitdtsrichtung.

Nun zeichnet man die Umlegung A*XBXC* des Dreiecks mit der Seite s
in der gegebenen Lage und daraus das Bild ABC: Durch 4% legt man
a*|| x%, durch den y-Punkt von aX das Bild a|| x; aufa liegt 4, wobei AAX||
PPX, Im Schwerpunkt S von ABC ist die wahre Tetraederhthe 4| z
anzutragen. Sie bestimmt man in einer Nebenfigur als Kathete eines
rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse s und der Kathete C*S%. In
den Figuren 1.25 wurden auf diese Weise die axonometrischen Bilder
zweier Winde und eines Grundrisses entzerrt.

1.46 Ellipsenaufgaben. Die Figur zeigt die Kavalierprojektion eines
halben Kreiszylinders mit der Achse ¢ || y. Der Halbkreis vom Radius 7
in der x2-Ebene f erscheint als Halbellipse £ mit den konjugierten Halb-
messern MA = MO auf x und 7 || z. Gesucht ist die Konturmantellinie
t|lc, also eine k-Tangente von gegebener Richtung, und ihr Beriihrungs-
punkt P. Die Umlegung von § um die Affinitdtsachse z ergibt den Halb-
kreis £% mit dem Zentrum MX auf #X = y und dem Radius M*4X =
M*0 = r». Nun zeichnet man a|| ¢ durch 4, a* durch A%, die Kreis-
tangente £¥ || %, ihren Berithrungspunkt PX, endlich ¢ || @ und P.

Die Achsenrichtungen dieser Ellipse, die zueinander senkrechten
konjugierten Geraden im Ellipsenmittelpunkt M, bestimmt man mit Hilfe
derselben Affinitdt (unten links): Man zeichnet den Kreis durch M und
MX*, dessen Mittelpunkt auf der Affinitdtsachse z liegt, und verbindet
seine z-Punkte mit M und M*. So erhilt man zwei sich entsprechende
Rechtwinkelpaare.

Ist eine Ellipse & durch konjugierte Durchmesser gegeben und sucht
man ihre Schnittpunkte mit einer Geraden g (oder ihre Tangenten durch
einen Punkt P), so macht man (unten rechts) einen der Durchmesser 27
zur Affinititsachse, zeichnet iiber 27 den Rreis £* als affines Bild von £,
bestimmt gX und die £X-Punkte von gX (oder PX und die 2*-Tangenten
durch P*) und daraus die 2-Punkte von g (oder die 2-Tangenten durch P).
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2. Zugeordnete Risse
2.1 Risse und Spuren

2.11 Spurpunkte und Spurlinien. Um Konstruktionsaufgaben des
Raumes zu l6sen, benétigt man zwei, zuweilen auch drei zugeordnete
Risse (1.22): Die GrundriBebene 7, sei um die RiBachse y in die Aufri3-
ebene 7, geschwenkt. Auf y liegen die Aufrisse aller zz,-Punkte und die
Grundrisse aller z,-Punkte. v wéhien wir stets horizontal.

Hauptlinien sind Geraden || zu einer RiBebene. Eine erste Haupt- oder
Hohenlinie h ist || ;, also thr AufriB 4" || y; sie triflt z, in H, auf 4", Eine
zweite Haupt- oder Frontlinie f ist || 7,, also ihr GrundriB /' || y; sie trifft
7, in Fy auf f. Dabei sei% und f nicht || y. Speziell sind Breitenlinien ||y,
Lotlinien | m,. Fur eine dritte (in der Figur nicht gezeichnete) Haupt-
linie % ||7zg wird 2" = &"" L y; zur Festlegung ihrer Spurpunkte ist ein
KreuzriB &'’ erforderlich. Strecken auf % erscheinen im GrundriB,
Strecken auf fim AufriB und Strecken auf £ im KreuzriB in wahrer GroBe.

Die Figur zeigt vier durch einen Punkt gehende Geraden der vorderen
Dachebene ¢: g ist der Schnitt von e mit einer Nachbarebene, % die
Firstkante, f der Schnitt mit einer Ebene [[7, und # 1 % eine erste
Neigungslinie oder Falliniein ¢, fiir die #” | 4’ ist. /' und #’’ gewinnt man
durch Ubertragen der Traufkantenpunkte von f und % in den Aufrif.

Die Spuren einer Ebene ¢ sind ihre Schnittlinien e; und e, mit =,
und 7,. Sie treffen sich auf y. Liegt ¢ in ¢, so liegt G, auf ¢, und ¢’, G, auf
e, und g’’ (1.22). Die Héhenlinien in ¢ und ihre Grundrisse sind | ¢,, die
Frontlinien und ihre Aufrisse sind || ¢,- Kennt man also in ¢ eine Héhen-
linie # und eine Frontlinie fund sucht die Spuren, so zeichnet man e, || 4’
durch F; und ¢, || /" durch H, oder den y-Punkt von e,.

2.12 Profilebenen und Hauptebenen. Profilebenen sind |, Hawupt-
ebenen || zu einer Riftafel (1.15 und 1.11). Die obere Ebene ¢ des sechs-
kantigen Prismas ist in Figur I eine erste Hauptebene || 7;, also zugleich
eine zweite Profilebene: Sie erscheint im Grundrif in wahrer Gestalt.
Figur 2 zeigt die allgemeine Lage einer zweiten Profilebene e 1 7,: Der
Aufri deckt sich mit der Spur ¢,, der Grundrif ist in der y-Richtung
gestaucht; der erste Neigungswinkel von ¢ ist < (e, y). In Figur 3 ist
& 1y zugleich erste und zweite Profilebene: Hier sind beide Risse von &
eindimensional, ein Kreuzri wiirde die wahre Gestalt zeigen. Figur 4
gibt die allgemeine Lage einer ersten Profilebene ¢ | 7;, wobei <t (e,, ¥)
der zweite Neigungswinkel von ¢ ist. Endlich ist in Figur 5 ¢ || @, eine
zweite Hauptebene, also zugleich eine erste Profilebene: Sie erscheint im
AufriB in wahrer Gré8e. Wiirde man — was nicht gezeichnet ist — ¢ in
Figur 5 um eine Breitenlinie kippen, so wiirde ¢, || ¢, || v: Beide Risse der
e-Figur wiren in Richtung | y gestaucht; aus einem Kreuzri8 kénnte
man den ersten und zweiten Neigungswinkel von & ablesen.
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2.13 Geradenpaare. 1. Zwei sich schneidende Geraden besitzen eine
Verbindungsebene und einen Schnittpunkt 4, dessen Risse auf einem
Ordner liegen: A’ ist der Schnittpunkt der Grundrisse beider Geraden,
A" der ihrer Aufrisse. In den Figuren ist die RiBachse fortgelassen.

2. Die Verbindungsebene einer Geraden g und eines nicht auf ¢
liegenden Punktes P kann man durch ein Geradenpaar darstellen, indem
man P mit einem beliebigen g-Punkt geradlinig verbindet.

3. Geraden in einer ersten Profilebene | 77; haben den gleichen Grund-
ri8, Geraden in einer zweiten Profilebene | 7, den gleichen Aufri. Die
Figur zeigt zwei Geraden mit gleichem GrundriB, die sich also schneiden.

4. Parallele Geraden, die zu keiner RiBtafel senkrecht sind, haben
parallele Grundrisse und parallele Aufrisse.

5. Windschiefe Geraden haben keine Verbindungsebene und keinen
Schnittpunkt: Der Schnittpunkt der Aufrisse und der ihrer Grundrisse
liegen nicht auf einem Ordner.

Als Beispiel betrachten wir das Walmdach der Figur 2.11: Zwei
geneigte Kanten mit parallelen Grundrissen sind windschief; zwei dieser
Kanten mit nicht-parallelen Grundrissen liegen in einer Ebene, schneiden
sich also. Alle vier schneiden die Firstkante, die zu zwei Traufkanten
parallel und zu den beiden anderen windschief ist.

2.14 Vereinigte Lage von Ebene und Gerade. Eine Ebene ¢ wird durch
die Risse eines Dreiecks (links) oder die eines.Geradenpaares (rechts)
gegeben. Als Geradenpaar pflegt man oft eine Hohenlinie und eine
Frontlinie zu wihlen. Dazu gehért auch der Spezialfall, daB ¢ durch die
Spuren, also die Héhenlinie e, (¢; = ¢, ¢;’ = ) und die Frontlinie ¢,
(65 = ¥, &5" = e,) festgelegt wird (Figur 2.31).

Ist der GrundriB ¢’ einer e-Geraden gegeben (links) und der Aufrif3
g’ gesucht, so iibertrdgt man die Schnittpunkte von g mit zwei Dreiecks-
seiten aus dem Grundrif} in den AufriB. Soll der AufriB P’ eines e-Punk-
tes P mit gegebenem GrundriB3 P’ bestimmt werden, so legt man durch P
eine beliebige e-Gerade g, wihlt also g' durch P’, bestimmt g”’ und dann
P auf g".

Speziell kann man als Hilfsgeraden Hohen- und Frontlinien in & ver-
wenden (rechts): Ist der GrundriB P’ eines e-Punktes P gegeben, so legt
man durch P die e-Frontlinie f, zeichnet also /' horizontal durch P’,
iibertragt die /-Punkte der beiden gegebenen Geraden aus dem GrundriB
in den AufriB und erhilt so /' und darauf P”. Entsprechend legt man
bei vorgeschriebenem P’* durch P die e-Hohenlinie 4. Da eine Fallinie
n | h ist, wird ihr Grundri3 »" | A'.

Ist & durch die Spuren ¢, und e, gegeben (Figur 2.31), so verwendet
man zur Festlegung eines e-Punktes P eine Hdéhenlinie 4 (mit 4’ || ey,
A" || v) oder eine Frontlinie f (mit /' || v, /" || ).
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2.15 Allgemeine Seitenrisse. Ein durch zwei Risse gegebener Gegen-
stand wird zweckmiBig so aufgestellt, daBl die Koordinaten seiner
Punkte = osind, daBl also seine Kanten die RiBtafeln nicht durchdringen.
In der Figur sind auBerdem je zwei Winde und Dachflichen des Turmes
(links) I 7r,, erscheinen im AufriB also als Strecken. Projizieren wir aber
den Turm auf eine Profilebene ¢ 1 7, die zu keiner Turmebene senk-
recht ist, so erscheinen sie in diesem Seifenriff zweidimensional. ¢ wird so
gewihlt, daB der Gegenstand ganz auf derselben o-Seite liegt, und dann
um die 77,-Spur s, in 7, so hineingeschwenkt, daB Grund- und Seitenrif3
auf verschiedenen Seiten von s, liegen. Ist P"’ der 6-RiB eines Punktes P
mit den Rissen P’ und P, so sind die neuen Ordner P’ P’ | zur neuen
RiBachse s,. Die Hohen z bleiben ungedndert und werden aus dem Aufrif3
in den ¢-RiB iibertragen.

In der rechten Figur ist ein Quader auf eine Ebene ¢ | 7, projiziert
und ¢ um die 7,-Spur s, in 7, so hineingeklappt, daB3 Auf- und Seitenrif3
wieder auf verschiedenen s,-Seiten liegen. Die neuen Ordner P’ P’
sind | zur neuen RiBachse s,. Die Tiefen #, d. h. die Abstinde von ,,
bleiben ungeindert und werden dem Grundri entnommen.

Deutet man ¢ links als ,,neuen‘ AufriB und rechts als ,,neuen‘
GrundriB, so kann man sagen: Der Abstand des neuen Risses P''' von der
newen Rifachseist gleich dem Abstand des alten Risses von der alten Rifachse.

Unter der fiir die RiBtafeln #,, 7, und o gemachten Voraussetzung
verabreden wir: Liegen zwei Gegenstands-Punkte auf demselben Pro-
jektionsstrahl, so heiBe derjenige, der den gréBeren Abstand von der
RiBtafel hat, sichtbar, der andere umsichtbar. Die Risse unsichtbarer
Kanten werden gestrichelt oder fortgelassen.

2.16 Spezielle Seitenrisse. Links ist ein Dreieck ¢ durch die Risse ¢’
und & gegeben. Wir suchen eine SeitenriBebene ¢, in der die gesamte
e-Figur als Strecke erscheint. Dazu wihlen wir in ¢ eine Hohenlinie 4
mit den Rissen %’ und %"’ und o | h,also auch | z,; die erste o-Spur s,
ist | A’. Jetzt ist & Profilebene in bezug auf ¢, erscheint also in ¢ als
Strecke ¢'”’. Nach z.12 ist <C (¢'”, s,) der erste Neigungswinkel von &.

Rechts ist eine Ebene ¢ durch die Spuren e; und e, und in ihr eine
Strecke 7 mit den Rissen 7 und 7"’ gegeben. Wihlen wir die SeitenriB-
ebene ¢ | 7, und || 7, d. h. die erste o-Spurs, ||/, so ist » Hauptlinie in bezug
auf ¢. Daher zeigt der o-RiB das erste Neigungsdreieck von 7 in wahrer
GroBe: #''' ist die wahre Linge vonz, < (', s;) der erste Neigungswinkel
von 7. Die o-Spur von ¢ ist ¢; | 7'"’, da ja 7| o ist. — So folgt:

Durch geeignete Wahl einer Seitewvifiebene lift sich errveichen, daf
etne gegebene Ebene zur Profilebene oder eine gegebene Gerade zuy Haupt-
linde in bezug auf diese Seitenvifiebene wivd.
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2.2 Schnittaufgaben

2.21 Schnitt von Gerade und Ebene mit Hilfe einer Deckgeraden. Wir
suchen nun den DurchstoB8punkt einer Geraden g mit einer Ebene ¢.
Dazu bestimmen wir (links) eine e-Gerade 4, deren GrundriB3 a’ sich mit
g’ deckt (2.13 und 2.14). @ und g liegen in derselben Profilebene, schneiden
sich also im gesuchten Punkt. Er wird im AufriB bestimmt und in den
GrundriB iibertragen. Statt dieser Deckgeraden hitte man auch einesolche
verwenden konnen, deren AufriB mit g zusammenfillt. — Um die
Sichtbarkeit im Grund- und AufriB, also bei Ansicht von oben und von
vorn, nach 2.15 zu kliren, betrachtet man im Grundri3 eine der beiden
Stellen, an denen sich Dreiecksrand und Gerade kreuzen, z. B. die linke.
Der Aufri zeigt, daB der Randpunkt héher liegt als der g-Punkt, daf3
also g bei Ansicht von oben, d. h. im GrundriB, hier durch die undurch-
sichtig gedachte Ebene verdeckt wird.

Als Anwendung bestimmen wir in einer Skizze (rechts) den Schatten
einer Geraden g bei Sonnen-, d. h. bei Parallelbeleuchtung, deren Rich-
tung durch das Bild eines Lichtstrahls / und das seines Grundrisses /'
gegeben sei. Die Lichtstrahlen durch g bilden eine Lichtebene; sie schnei-
det die schattenfangenden Ebenen, z. B. Boden, Wand und Dach,
im Schlagschatten von g, der an den Schnittkanten jener Ebenen
gebrochen erscheint: Ev ist tn einer zu g parallelen Ebene || g, in einer 2u g
senkrechten Ebene || zur Normalprojektion der Lichtrichtung auf diese
Ebene. Endlich schneidet man den Lichtstrahl durch den g-Punkt P mit
dem Dach: Man deutet seinen GrundriB als GrundriB a’ einer Dach-
geraden a, ermittelt deren Trauf- und Firstkantenpunkte und schneidet
das so gewonnene @ mit dem P-Strahl im Schatten P von P.

2.22 Schnitt von Gerade und Ebene mit Hilfe eines Seitenrisses. Ist ¢
eine Profilebene | n,, die im Aufrif also als Gerade &'’ erscheint (links),
so bestimmt man zunichst den Schnitt der Geraden g mit & im AufriB3
und iibertrdgt den Punkt in den GrundriB. Das verwendet man (rechts),
um einen durch die Risse /" und /’" gegebenen Strahl / mit der Dachebene
¢ zu schneiden: Man stellt einen SeitenriB in einer Ebene | z; und 1 ¢
her. In diesem Seitenri3 erscheinen alle e-Punkte auf einer Strecke &'”’,
also auch der gesuchte Punkt als Schnitt von &'’ mit /"”’. Man gewinnt
¢"”" durch Ubertragen der Héhen der Trauf- und der Firstkante von &
aus dem AufriB in den SeitenriB, ebenso /"’ durch Abgreifen der Hohen
zweier [-Punkte, z. B. des Punktes P und des ersten Spurpunktes L; von /.

Aus dem SeitenriB des gesuchten Punktes erhidlt man zunichst
seinen Grundrifl, dann den AufriB. Diese Methode hat vor 2.21 den
Vorzug, wenn der Seitenrifl schon vorhanden oder der Schatten einer
umfangreichen Ko6rpergruppe zu ermitteln ist.
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2.23 Schnitt zweier Ebenen mit Hilfe ihrer Umrandungen. Der
Schnitt zweier Ebenen, in der Figur eines Dreiecks und eines Parallelo-
gramms, kann auf den Schnitt von Gerade und Ebene zuriickgefiihrt
werden: Man schneidet die Dreiecksseite 4 mit der Parallelogramm-
Ebene in P und die Parallelogramm-Seite b mit der Dreiecksebene in Q.
Zur Konstruktion, die durch Pfeile bezeichnet ist, sind in den beiden
Ebenen Deckgeraden benutzt, die die gleichen Aufrisse haben, wie a
bzw. b. Die Verbindungslinie der DurchstoBpunkte P und @ ergibt
die Schnittlinie. Uber die Sichtbarkeit entscheidet man wie in 2.2I.

Nun soll eine Ebene &, die durch die Spur e; und eine Hé&hen-
linie % gegeben ist, mit einer Pyramide geschnitten werden, deren Basis
in der GrundriBebene liegt. Zunichst bestimmt man den Schnitt-
punkt A der Pyramidenkante a4 mit & mit Hilfe einer Deckgeraden,
dann aber die anderen Schnittpunkte mit Hilfe der Perspektivitdt, die
im Grundri zwischen Basis und Schnittfigur besteht (1.41): Zen-
trum ist der GrundriB S’ der Pyramidenspitze, Achse die Spur e;;
einander zugeordnet sind der Punkt 4’ und der erste Spurpunkt 4, von a.

Nach dem Prinzip dieser beiden Aufgaben werden Durchdringungen
ebenflichig begrenzter Koérper konstruiert. Beachtenswerte Bemerkungen
hieriiber finden sich z. B. in dem auf S.16 genannten Buch von
G. Hessenberyg.

2.24 Schnitt zweier Ebenen mit Hilfe von Schichtebenen. Im kotierten
RiB ergibt sich die Schnittgerade s zweier Ebenen « und § durch Schnei-
den gleich-kotierter Hohenlinien (links). Sind « und § durch Héhenlinien
mit verschiedenen Koten gegeben, so verschaffe man sich zuvor in f
zwei Hohenlinien mit den gleichen Koten wie in «, z. B. mit Hilfe eines
Seitenrisses | zu den Héhenlinien von § (1.16).

Ist im kotierten Rif3 eine Gerade g mit einer Ebene « zu schneiden, so
legt man durch zwei g-Punkte, die die gleichen Koten tragen wie zwei
o-Hohenlinien, die parallelen Hdéhenlinien einer beliebigen Hilfsebene
(in der linken Figur gestrichelt) und schneidet sie mit « in 4. Der Punkt P
ist der Schnitt von g und 4.

Sind die H6henlinien zweier Ebenen parallel (rechts),so ist ihre Schnitt-
gerade s eine Hohenlinie: Jetzt wihle man eine beliebige Hilfsebene (ge-
strichelt) und schneide diese mit « und § in @ und 4. Da drei Ebenen einen
Punkt gemeinsam haben, geht s durch den Schnittpunkt von @ und b.

Allgemein kann man also die Schnittgerade zweier Ebenen — z. B. im
Zweitafelsystem — auch dadurch ermitteln, da man das Ebenenpaar
mit zwei Schichtebenen || zu einer RiBtafel schneidet und die erhaltenen
Hauptlinien zum Schnitt bringt. So erhilt man zwei Punkte der gesuch-
ten Schnittgeraden.
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2.25 Schatten auf Hauptebenen. Eine Anwendung der Schnittauf-
gaben sind die Schattenaufgaben. In unserem Beispiel sind die schatten-
werfenden Kanten || oder | zu den schattenfangenden Hauptebenen:

In der linken Figur zeichnet man nach z.21 zunichst || /' die Schatten
der Vertikalkanten auf =z, und| ! die der Kanten | s, auf die
Ebenen || 7,. Die Lichtebene durch die A-Kante a 1 7, schneidet 7,
und die obere Ebene des kleinen Quaders in Spuren || zu dieser Kante,
deren Schatten also drei Knickstellen aufweist und den Schattenpunkt
A4 in m, liefert. Der Schatten der C-Kante | =, hat eine Knickstelle auf
der RiBachse und ergibt den Schattenpunkt C in 7z;. Endlich schneidet
die Lichtebene durch die vertikale B-Kante die vordere Wand des
groBen Quaders in einer Spur || zu dieser Kante und liefert B.

Im axonometrischen Bild (rechts) zeichnet man / und /" und dann
den a-Schatten in 7, durch A” || /", in der oberen Ebene des kleinen
Quaders| a4, in der vorderen Wand ||/”” und in 7, || 2 bis zum A-Schatten
A, der auf dem A’-Strahl ||/ liegt. AA liefert die Lichtrichtung.

2.26 Schatten auf beliebigen Ebenen konstruiert man ebenfalls nach
2.21: Die Lichtstrahlen durch die Punkte I und 2 (links)! treffen die
Ebenen der Vorderwinde in I und 2. Der Schatten der Traufkanten
verlduft von 7 horizontal, von 2 nach links oben bis zur Knickstelle auf
der Vertikalkante, nach rechts horizontal. Wiirde durch 12 34 eine
Ebene gelegt, so lieferte die Turmspitze 4 in ihr den Schatten 5, das Dach
also einen Schatten mit den Rindern 3 & und 4 5, da die Kantenschatten
15 und 25 in dessen Inneres fallen,

Den Schlagschatien des Schornsteins auf das Dach (rechts) konstruiert
man in folgenden Schritten: Schnitt der Lichtebene durch die Vertikal-
kante 7 mit dem Dach, Schatten 7 von I, Schnitt der Lichtebene durch
die Horizontalkante I 2 mit dem Dach, Schatten 2 von 2, Schatten 2 3 ||
und = 2 3. Bei der Bestimmung des Schattens einer gréfleren ebenen
Figur auf eine andere Ebene, z. B. ein Dach, benutzt man die
Affinitat zwischen den beiden ebenen Figuren.

Beschrinken wir uns auf ebenflichig begrenzte konvexe Kérper, bei
denen keine Fliche || zur Lichtrichtung ist, so wird der Schlagschatten-
rand durch Lichtstrahlen erzeugt, die den Korper léngs eines geschlosse-
nen Streckenzuges berithren. Diese Eigenschattengrenze trennt die beleuch-
teten und unbeleuchteten Flichen. Man erhilt sie, indem man zunichst
den Schlagschatten aufsucht und dann die Kérperkanten bestimmt, die
dessen Rand erzeugen. Fir die Dachpyramide besteht diese Grenze aus
dem Kantenzug 412 3 5 4. Der Eigenschatten wird meist einfach, der
Schlagschatten doppelt schraffiert.

1 Hier sind wie in 2.24 an den Rissen die iiblichen Striche fortgelassen
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2.3 MaBaufgaben

2.31 Rechtwinkellage von Gerade und Ebene. Wir behandeln in diesem
Abschnitt die betden Mafaufgaben und deren Anwendungen: Wie stellt
man im Zweitafelsystem Ebenen und Geraden in zueinander senkrechter
Lage dar und wie ermittelt man die wahre Gestalt einer durch Risse
gegebenen ebenen Figur?

Aus dem Hauptsatz IT in 1.15 folgt: Ist eine Geradeg | zu einer Ebene
g, so ist der RiB3 von g 1 zur e-Spur, also | zu den zur Spur parallelen
e-Hauptlinien. Kennt man z. B. die &-Spuren ¢; und ¢, (links) und wird
eine Normale g | & gesucht, so zeichnet man g’ | e, g’ 1 &, Ist ¢ durch
ein Dreieck festgelegt (Mitte), so sucht man in ¢ eine Hhenlinie 4 und
eine Frontlinie f und zeichnet ¢’ 1 4’, g"" L f".

Als wichtigste Anwendung bestimmen wir das Lot von einem Punkt P
auf eine Gerade g (rechts). Man legt durch P die Normalebene | g, die
ja das Lot enthilt, zeichnet also deren Hohenlinie % und deren Frontlinie f
durch P mit den Rissen #' 1 g, #”’||y und f'|| v, " L ¢'’. Diese Normal-
ebene schneidet man nach 2.21 mit g und erhilt so den FuBpunkt @ des
Lotes von P auf g.

2.32 Gemeinsame Normale zweier Geraden. Als weitere Anwendung von
2.31 suchen wir die gemeinsame Normale # zweier windschiefer Geraden f
und g, die also f und g senkrecht schneidet; die gesuchten Schnittpunkte
seien 4 und B. Der Hauptsatz IT in 1.15 besagt, daB ein rechter Winkel im
RiB3 dann wieder als rechter Winkel erscheint, wenn einer der Schenkel
Hauptlinie ist. Wir 16sen die Aufgabe daher zunéchst fiir den Spezialfall
(links), daB 7 | m,, also # || 7, ist. In m, erscheint f als Punkt /", der also
auch den AufriB A" von A darstellt. Man zeichnet daher #’ | g"" durch
A" und erhilt so B" auf g’ und daraus B’ auf g’. Da aber ferner f || 7, ist,
ergibt sich »’ | f und damit 4" auf /. Die Strecke 4 B heilt der kiirzeste
Abstand von f und g; seine wahre GroBe liefert der Aufri 4" B"".

Da wir durch Einfiihrung eines neuen Risses stets erreichen kénnen,
daB eine der gegebenen Geraden Hauptlinie fiir die neue RiBtafel ist
(2.16), sei nunmehr f eine Hauptlinie || 7, (rechts). Wir stellen einen
SeitenriB in einer Ebene ¢ 1 7, her, die | f gewdhlt und dann in 7, um-
gelegt wird. In ihr erscheint f wie im linken Spezialfall als Punkt /', so
daB sich zunichst wie dort die Lésung im Hilfs-Seitenril und im Aufrifl
und daraus auch im Grundri3 ergibt.

Eine weitere — hier nicht gezeichnete — Losung, die keinen Seiten-
ri bendtigt, liefert die Vorstellung, daB8 das gemeinsame Lot auf einer
zu beiden Geraden parallelen Ebene o senkrecht steht. Man bestimmt es
etwa als Schnitt zweier Ebenen, die je eine der Geraden enthalten
und 1 e sind.
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2.33 Lange einer Strecke. Soll die wahre Linge » und der erste Neigungs-
winkel @ einer durch die Risse # und 7"’ gegebenen Strecke bestimmt
werden, so muB man die wahre Gestalt des in 1.15 eingefiihrten ersten
Neigungsdreiecks ermitteln: Seine vertikale Kathete, die Hohendifferenz
der Endpunkte von 7, wird aus dem Aufri3 abgegriffen, seine horizontale
Kathete 7’ aus dem GrundriB3. So ergibt sich die Hypotenuse » und der
Neigungswinkel zwischen » und #’. Man kann dieses Dreieck (links) z. B.um
die horizontale Kathete in die Lage|| 7, drehen oder — was fiir die Strecke s
der rechten Giebelwand gezeigt ist — um eine in seiner Ebene liegende
Lotlinie @ | =, in die Lage || 7t,. Durch diese zweite Drehung erhilt man
zugleich die Gestalt der ganzen Wand. Die Punkte wandern auf horizon-
talen Kreisbogen, die im AufriBl als Strecken | zur Drehachse a er-
scheinen ; die Punkte von a bleiben fest. Die affine Verwandtschaft zwischen
dem Aufriff einer Wand und dem der gedrehten Wand ist eine Stauchung:
Die Affinititsachse ist der Aufrif der Drehachse, die Affinititsrichtung ist
zu thy senkvecht (I1.16).

Soll hingegen eine gegebene Strecke s auf einer durch ihre Risse
gegebenen Geraden g von P aus abgetragen werden (rechts), so dreht man
die erste Profilebene von g um eine ihrer Lotlinien in die Lage || ,, trigt
s auf der gedrehten Geraden gX ab, dreht zuriick und erhilt dadurch
zunichst den Aufri s”’, dann den GrundriB} s’ von s.

2.34 Gestalt einer ebenen Figur. Soll analog zu 2.33 die Gestalt einer
Dachfliche ermittelt werden, die in einer zweiten Profilebene | s, liegt
(links), so dreht man diese um eine Hohenlinie in die Lage || 7;. Der
GrundriB3 der gedrehten Ebene heiBt deren Umlegung. Wieder bestimmt
man nur fiir einen einzigen Punkt P mit Hilfe des Aufrisses die Um-
legung PX. Alle anderen Punkte ergeben sich im Grundrif direkt mit
Hilfe der beiden Eigenschaften der Stauchung (1.16).

Die wahre Gestalt einer beliebigen ebenen Figur erhilt man ebenso
durch Umlegung um eine ihrer Hohenlinien 4. Als Beispiel wollen wir den
Winkel zweier Geraden, die sich im Punkte A schneiden, ermitteln
(rechts). In dem Dreieck A BC, das & mit den Geraden bildet, bestimmt
man zunichst die Lange der durch 4 gehenden Fallinie #, deren Grund-
riB 1 A ist, indem man z. B. das Neigungsdreieck von # um die
horizontale Kathete in die Lage ||&; dreht. Daraus gewinnt man die
Umlegung 4% von 4 und den gesuchten Winkel. Sollen weitere Strecken
oder Winkel, die in ¢ liegen, ermittelt werden, so benutzt man wieder die
Stauchungsaffinitit zwischen Grundri8 und Umlegung von ¢. Ebenso
lassen sich mit ihrer Hilfe die Risse von Strecken und Winkeln einzeichnen,
die in ¢ liegen sollen und deren GréBen vorgegeben sind: Sie werden
zunichst in die Umlegung eingezeichnet, dann mit Hilfe der Stauchungs-
affinitit in den GrundriB und schlieBlich in den Aufrif iibertragen.
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2.35 Winkel zweier Ebenen. Als Anwendung der beiden MaBaufgaben
bestimmen wir den Winkel zweier Ebenen, d. h. den Winkel, den eine zu
ihrer Schnittgeraden g, also zu beiden Ebenen senkrechte Ebene aus dem
Ebenenpaar ausschneidet. Die Ebenen seien im Grund- und Aufril durch
diese Schnittgerade g und durch die Hohenlinien ¢ und & in derselben
Horizontalschicht gegeben, die wir als GrundriBebene 7, deuten. In einer
SeitenriBebene ¢ | 7, und|| g, deren erste Spurs,, also|| g’ ist, zeichnet man
den RiB g’"” von g, indem man die Héhe z eines g-Punktes P aus dem Aufrif3
abgreift und in den Seitenrif} ibertrdgt. Dann legt man durch den Punkt
P die Ebene ¢ | g, die also in bezug auf ¢ eine Profilebene ist und den
gesuchten Winkel aus dem Ebenenpaar ausschneidet: In o zeichnet man
durch P'” die e-Spur e, | g'"’, in &, durch den s,-Punkt von ¢; die e-Spur
e, 1 g'. Durch Umlegung von ¢ um ¢, erhilt man die Umlegung P* des
Punktes P und in PX den gesuchten, durch einen Bogen bezeichneten
Winkel.

Man kann diesen Winkel aber auch auf eine andere — in der Figur
nicht eingezeichnete — Weise ermitteln: Zeichnet man in einem g-Punkt
die Normalen der beiden Ebenen (2.3I), so bilden diese den gleichen
Winkel wie die Ebenen. Man bestimmt ihn als Winkel zweier durch ihre
Risse gegebenen Geraden wie in 2.34.

2.36 Neigungswinkel einer Ebene. Als einen Spezialfall der vorigen
Aufgabe bestimmen wir die beiden Neigungswinkel einer Ebene e, die
durch eine Héhenlinie % und eine Frontlinie f gegeben sei. Die Horizontal-
schicht durch % werde als GrundriBebene x,, die Vertikalwand durch f als
AufriBebene 7, gewidhlt.

Eine zu & senkrechte Ebene (rechts oben) schneidet aus ¢ eine erste
Neigungslinie oder Fallinie # aus, die zu den Hohenlinien senkrecht ist,
aus ¢ und 7, den ersten Neigungswinkel @, aus ¢, 7; und 7, ein erstes
Stiitzdreieck: Seine Hypotenuse liegt auf #, eine Kathete auf »’ | 4’
zwischen 4’ und f, die andere | A’’ zwischen 4" und /. Um diese ver-
tikale Kante dreht man das Dreieck in 7, hinein und gewinnt so den
Winkel @, den ¢ mit den Horizontalschichten bildet (links).

Eine zu f senkrechte Ebene (rechts unten) schneidet aus ¢ eine zweite
Neigungslinie # aus, die zu den Frontlinien senkrecht ist, aus ¢ und =,
den zweiten Neigungswinkel y, aus &, m, und 7, ein zweites Stiitzdreieck:
Seine Hypotenuse liegt auf m, eine Kathete auf m'" | ' zwischen /"
und 4", die andere | f zwischen /' und 4'. Dieses Dreieck dreht man um
die horizontale Kathete (Mitte) in z, hinein und erhilt damit den
Winkel o, den e mit den zu 7, parallelen Wénden bildet.

Einfache Anwendungen dieser Grundaufgaben findet man z. B. bei
H. Fliikiger, Leitfaden der Darstellenden Geometrie (Orell Fiili Verlag,
Zirich 1947).
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2.4 Kreisaufgaben

2.41 Risse eines Kreises. Die Ebene ¢ eines Kreises vom Radius 7 sei
zunichst | m,, also die Kreisachse g || , (links). Dann erscheint der Kreis
im AufriB als Strecke 27, im GrundriB als Ellipse mit den Halbachsen a = 7
und b = rcos p, wenn p = < (&,7,) ist (vgl. 1.35). Die g-Punkte, die vom
Mitttelpunkt den Abstand 7 haben, heilen Kreispole.

Trigt man auf einer e-Fallinie und auf g | ¢ die Strecken 7 ab, so sind
die Neigungsdreiecke, die deren Grundrisse & bzw. ¢ liefern, kongruent
dem schraffierten Dreieck, das im Grundri die Bremnpunkte auf der
Ellipsenhauptachse ergibt. Diese haben von den Nebenscheiteln den
Abstand a = r; ihr Mittelpunktsabstand, die lineare E xzentrizitit, liefert
also ¢. So folgt: Die Risse der Kreispole erhdlt man durch Schwenkung der
Brennpunkte des Kreisvisses wm den Mittelpunkt, also ohne Benutzung
eines Aufrisses.

Ist allgemein g durch die Risse g’ und g’ gegeben (rechts), so wird
& 1 g durch eine Hohenlinie 4 und eine Frontlinie f durch den Mittelpunkt
festgelegt. Der Durchmesser auf % erscheint im Grundrif in wahrer
Gro6Be, liefert also auf #' | g’ die Hauptachse der GrundriBellipse; sein
AufriB ist horizontal. Der Durchmesser auf f erscheint im Aufri} in
wahrer GroBe, liefert also auf /| g’ die Hauptachse der AufriBellipse;
sein GrundriB ist horizontal. Die Nebenachsen bestimmt man nach der
Papierstreifenkonstruktion (1.36).

2.42 Drehzylinder. Als Anwendungsbeispiel suchen wir die zugeord-
neten Risse zweier Drehzylinder mit gegebenen Radien und Héhen und
gemeinsamer Achse g. Ihr =;-RiB g’ ist links, der m,-RiB g" rechts
gegeben, die Ordnerrichtung also horizontal. Durch einen g-Punkt M legt
man die Ebene ¢ | g und zeichnet nach 2.41 die Risse des e-Kreises & mit
dem Radius 7 und dem Mittelpunkt M. Ein Nebenscheitel des 7,-Risses &’
sei B’. Nun wihlt man eine SeitenriBebene | 7, und || g, in der also alle
g-Strecken in wahrer GréBe erscheinen. Auf den neuen Ordnern | g’
durch M’ und B’ wihlt man die Seitenrisse M’’’ und B’ so, daB3
M'"B'"" =y.Dannist &’’’ die Gerade M"""B"""und g’"" | ¢&"”’. Auf g’"’ trigt
man die Zylinderhéhen ab und gewinnt so die Risse der Mittelpunkte der
anderen Basiskreise, die man wieder nach 2.4I zeichnet.

Nun soll der diinnere Zylinder kanneliert, der Kreis % also gleich-
miBig geteilt werden. Dazu legt man ¢ um eine e-Hauptlinie 4| 7z; mit
dem RiB %' | ¢’ um. Zeichnet man das Rechteck der Scheiteltangenten
von k', so entspricht ihm in der Umlegung ein Quadrat, der Rechtecks-
diagonale also eine Gerade, die mit 4’ den Winkel 45° bildet. Daraus
gewinnt man die Umlegungen M* und k%, tbertrigt mit Hilfe der
Stauchung eine Teilung von %% auf &’ und erhilt so die Risse der Bogen
und deren Tangenten.
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2.43 KugelumriB3. Bei Parallelprojektion bilden die Strahlen, die eine
Kugel beriihren, einen Drehzylinder. Er beriihrt in den Punkten eines zur
Projektionsrichtung senkrechten GroBkreises, des Umrifkreises, und
schneidet die Bildebene in der Kugelkontur, im allgemeinen also in einer
Ellipse. Bei Normalprojektion ist der Umvifkreis || zur Bildebene und die
Kontur ein kongruenter Kreis. So gehéren zum GrundriB und zum AufriB
als UmriBkreise der Aquator u || m, und der Nullmeridian v || m,. Die
Konturkreise sind %' und v". %" ist der horizontale Durchmesser von
v"', v’ der horizontale Durchmesser von #’ (links).

Um eine Gerade g mit der Kugel zu schneiden, legt man durch g eine
erste Profilebene ¢ |. 7;. Schneidet ¢ die Kugel, so erscheint der Schnitt-
kreis im GrundriB als Kontursehne auf g’; ihre Linge liefert seinen
Durchmesser. Durch Umlegen von ¢ in die #-Ebene gewinnt man die
g-Punkte dieses Kreises und daraus deren Risse.

Im Innern der AufriBkontur sei der Aufri A’ eines Kugelpunktes A
gewdhlt (rechts). Wo liegt 4'? Der horizontale Breitenkreis durch A4
erscheint im AufriB als Sehne von v”, deren Linge den Durchmesser
liefert, im GrundriB als ein zu #' konzentrischer Kreis, auf dem
A’ liegt (zwei Losungen, falls iiber die Sichtbarkeit von 4 nichts bekannt
ist!). Die Tangentialebene in 4 ist | zum Kugelradius und durch eine
Hohen- und eine Frontlinie nach 2.31 festgelegt.

2.44 Kugelschnitte. Eine Ebene ¢ schneidet die Kugel in einem Kreis.
Ist ¢ 1 7, (links), so erscheint dieser Schnittkreis im Aufri als Kontur-
sehne, im GrundriB als Ellipse wie in 2.41. Der rechte Kugelkreis schneidet
# nicht, der linke in zwei Punkten. Ihre Grundrisse sind die Kontur-
punkte des Kreis-Grundrisses. In ihnen beriithrt dieser #', da er keine
Punkte auBerhalb von #’ besitzen kann. T7ifft also die Schnittgerade von
Kreis- und Umriflebene den Umrifkreis, so liefern thre Schuittpunkte A
und B die Konturpunkte des Kreisrisses.

Der Radius eines Kugelkreises %, also die groBle Halbachse des Grund-
risses k', sei a, die kleine Halbachse von &’ sei b und die Exzentrizitit c,
der Abstand der k-Ebene vom Kugelzentrum s, sein GrundriB s’. Die
Tangenten in den Hauptscheiteln von A’ ergeben zwei #'-Sehnen von der
Lange 2s. Die Diagonalen des Sehnenrechtecks schneiden auf der Haupt-
achse ein Stiick 2z aus. Der GrundriB ergibt z: @ = s': s, der Aufril nach
2.41 s':s=c: a, also 2z == ¢. D. h.: Jene Diagonalen schneiden die Brenn-
punkte von &" aus. Den RiB} eines Kugelkreises gewinnt man also ohne
AufriB allein aus dem Sehnenrechteck der Hauptscheiteltangenten.

Die rechte Figur zeigt eine Pendentifkuppel: Die vier Schildbsgen
sind vertikale Halbkreise auf der groen Halbkugel. Zwischen ihnen und
der aufgesetzten kleinen Halbkugel liegen vier von Kugelkreisen begrenzte
Dreiecke, die Pendentifs.
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2.45 Kugel bei Parallel- und Zentralbeleuchtung. Bei Parallelbeleuch-
tung ist die Eigenschattengrenze einer Kugel vom Radius 7 ein GroBkreis
k | zur Lichtrichtung [, der Schatten auf =, eine Ellipse %, die als
Schatten von k gedeutet werden kann. Ist ! || 7, (links), so ist der Aufri3
k" von k der Konturdurchmesser | I”’. — Wir betrachten in % die Halb-
messer MB = b ||z, und MA = a | b. Die Grundrisse &' = # und a’ sind
die Halbachsen des Grundrisses #'. Die Lichtebene von @ enthilt den
Kugelhalbmesser MC = ¢ | m; und ist Symmetrieebene von % und %:
Der Schatten MA = & wird also groBe Halbachse von %; auf a liegt C.
Die kleine Halbachse M B = b ist || &’ und hat die Linge 7. Die im Aufri§
an der RiBachse gezeichneten rechtwinkligen Dreiecke sind kongruent:
In beiden ist eine Kathete » und die Hypotenuse g, also die schraffierte
Kathete ¢ die Exzentrizitit von % und daher C ein Brennpunkt von Z.
Diese Dreiecke sind ferner dhnlich dem Neigungsdreieck von a. Daher
wird 2:5 = 7:a’=b": a’; d. h.: Die Ellipsen % und %’ sind &hnlich.

Ergebnis: Der Schatien einer Kugel ist bei Parallelbeleuchtung eine
Ellipse; ihre Brennpunkie sind die Schatten der Endpunkte des zur schatten-
fangenden Ebene senkrechten Kugeldurchmessers, ihre Nebenachse hat die
Linge des Kugeldurchmessers.

Bei Zentralbeleuchtung bilden die Strahlen durch den leuchtenden
Punkt L, die die Kugel beriihren, einen Drehkegel (rechts): Die Eigen-
schattengrenze ist ein Kugelkreis mit der Achse LM. Sein Schlagschatten
wird in 4.25 bestimmt.

2.46 Kugel und Kugelschale mit Schatten. Wirft die Kugel bei Parallel-
beleuchtung Schatten auf 7, und 7, (links), so bestimmt man zunichst
die Risse % und &’ von & (2.41), dann die Schatten M und M von M,
d.h. die beiden Spurpunkte des M-Strahles und Mitten der Schatten-
ellipsen Zund &. Die Nebenachsen sind || zu den Hauptachsen von %’ und
k" und haben die Linge 27. Nun zeichnet man % und % dhnlich zu &’ und
k''. Sie schneiden sich auf der RiBachse.

Der Rand einer oben offenen Halbkugelschale wirft einen Schlag-
schatten ins Innere (rechts). Die Lichtrichtung / sei || 7z, Die Schatten der
Randpunkte 4 und B sind 4 und B. Man erhilt sie, indem man durch 4
und B vertikale Ebenen ||/ legt. Sie schneiden die Halbkugel in Halb-
kreisen, die im AufriB in wahrer GroBe erscheinen und die Risse A’ und
B liefern. Da die Dreiecke M"’A’'A’" und M"'B”' B" &hnlich sind, liegen
A" und B” auf einem festen Konturhalbmesser. Der Aufri3 der gesuchten
Schlagschattengrenze ist also geradlinig, sie selbst mithin ein halber
KugelgroBkreis (vgl. auch 5.36). Die Eigenschattengrenze trennt auf der
duBeren Kugelfliche den beleuchteten und den unbeleuchteten Teil, auf
der inneren den Eigenschatten und den Schlagschatten.
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3. Anschauliche Risse

3.1 Normale Axonometrie

3.11 Nachteile der schiefen Axonometrie. Ist von einem ebenflichig
begrenzten Korper, z. B. einem Kristall, ein anschauliches Bild zu zeich-
nen, so benutzt man am einfachsten eine schief-axonometrische Dar-
stellung, wihlt also auf Grund des Pohlkeschen Satzes das Bild der
Koordinatenachsen und ihrer Einheitsstrecken beliebig und trigt die
Bilder der Ecken mit Hilfe ihrer Koordinaten ein (1.21). Enthilt der
Gegenstand nur eine einzige Schar paralleler Kreise, so verwendet man
insbesondere die Militdrprojektion oder die Kavalierprojektion derart,
daB diese Kreise wieder als Kreise erscheinen.

UnzweckmiBig und unbequem ist aber die schiefe Axonometrie dann,
wenn || zu mehreren Koordinatenebenen Kreise auftreten, deren Bilder
also aus konjugierten Durchmessern zu zeichnen sind. Die Figur zeigt
z. B. zwei Zylinder und eine Kugel in Kavalierprojektion, die fiir beide
Gegenstinde nicht angebracht ist: Fiir das Bild des vertikalen Zylinders
miiBte man nidmlich die Konturmantellinien als Ellipsentangenten von
fester Richtung mit Hilfe einer Affinitit konstruieren (1.46). Fiir die
Kugel wire die Kontur eine Ellipse (2.43), die die Bilder des Aquators
und der Meridiane in Punkten beriihrt, deren Bestimmung ebenfalls zeit-
raubend ist. Um von solchen Schrigbildern tiberdies den richtigen
Eindruck zu erhalten, muBl man sie aus einer Richtung betrachten, die im
allgemeinen nicht bekanntist und oft nur mithsam ermittelt werden kann.

Weit einfacher wird die Zeichentechnik — wie wir nun zeigen wollen —
bei der normalen Axonometrie, bei der vom Achsenkreuz und vom Gegen-
stand nicht ein Schrigbild, sondern ein RiB hergestellt wird.

3.12 Das Spurendreieck. Die RiBtafel = sei geneigt, d. h. zu keiner
Achse parallel aufgestellt (links). Die Achsen schneiden in 7 ein Spuren-
dreieck aus, das — wie elementare Uberlegungen zeigen — (fiir reelle
Achsenkreuze) stets spitzwinklig ist. Da die Spur einer Koordinaten-
ebene | zum RiB ihrer Normalen ist, folgt: Die Risse der Koordinaten-
achsen sind die Hohen im Spurendreieck. Der RiB3 des Ursprungs O ist der
Héhenschnittpunkt. Man wihlt also im RiB (rechts) die Achsen so, daB
je zwei nicht | sind und jede durch den stumpfen Winkel der beiden
andern geht, weil die Hohen eines spitzwinkligen Dreiecks diese Eigen-
schaft haben; oder man zeichnet sie als Hohen eines beliebig gewihlten
spitzwinkligen Spurendreiecks.

Im RiB sei eine in der xy-Ebene y liegende O-Gerade # gegeben?.
Gesucht wird in y die konjugierte O-Gerade v 1. #. Da v | zur Ebene
uz = 0 ist, muB3 der RiB von v | zur Spur 4 von ¢ sein.

1 Risse und Urbilder bezeichnen wir wieder mit gleichen Buchstaben.
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3.13 Umlegung der Koordinatenebenen. Sind die Risse der Achsen
nach 3.12 so gewdhlt worden, daB jeder durch den stumpfen Winkel der
beiden anderen lduft, so diirfen die Risse ¢,, ¢, und ¢, der auf den Achsen
von O aus abgetragenen Einheitsstrecke ¢, also die Verkiirzungsfaktoren
der Achsen, nicht mehr beliebig gewdhlt werden, weil jetzt die Projek-
tionsrichtung | 7z bereits vorgeschrieben ist. Zu ihrer Konstruktion
zeichnet man ein Spurendreieck, also ein Dreieck X Y Z, das die Achsen-
risse zu Hohen hat, und legt die x y-Ebene p, also das rechtwinklige Drei-
eck XOY, um die y-Spur ¢ um: Die Umlegung O* von O liegt auf dem
Thaleskreis iiber X Y. Durch die Stauchung zwischen Ri3 und Um-
legung gewinnt man e, und ¢,. Das Verhiltnis der Abstinde zweier sich
in der Stauchung entsprechenden Punkte — z. B. des Risses O und der
Umlegung 0% - von der Stauchungsachse ¢ ergibt den Stauchungs-
faktor e, von p. Durch Umlegung der xz-Ebene g erhdlt man das noch
fehlende e,. Nun zeichnet man — um Koordinatenwege eintragen und
messen zu kénnen - die Risse der AchsenmaBstibe mit den gefundenen
Einheiten ¢, ¢,, ¢, und — um Strecken auf Hauptlinien abtragen zu
kénnen — den wahren MaBstab w mit der Einheit e.

Den auf diese Weise entstandenen axonometrischen Riff eines Gegen-
standes kann man aber auch dadurch gewinnen, daB man seinen Grund-
ri und seinen AufriB in die umgelegten Ebenen ¢ und « eintragt und
dann mit den Richtungen I ||z und I7 || x ein E-Bild erzeugt (1.26).

Ist insbesondere das Spurendreieck gleichschenklig, also z. B. XY ==
XZ und daher im Rif} die x-Achse die Halbierungslinie des stumpfen
Winkels zwischen y- und z-Achse, so wird ¢, = ¢, und ¢z = ¢,.. Der Rif3 des
Achsenkreuzes heit dann demetrisch (3.21). Ist das Spurendreieck gleich-
seitig, also e, = ¢, = e,, so erhilt man einen ¢sometrischen RiB (3.26).

3.14 Umlegung eines Achsenprofils. Den Verkiirzungsfaktor ¢, und
den Stauchungsfaktor e, kann man auch erhalten, wenn man durch die
z-Achse eine Profilebene, also | zur Zeichenebene 7, legt und um ihre Spur
ZC, also den RiB der z-Achse, umklappt. In der Figur ist dieses ,, Profil*
als SeitenriB || zur z-Achse gezeichnet und nach links herausgertickt. Der
Thales-Kreis iiber ZC liefert das rechtwinklige Dreieck ZO*XC, das dem
Dreieck ZOC kongruent ist; es enthilt den Neigungswinkel ¢ == X 0*ZC
der 2-Achse gegen 7, den Neigungswinkel ¢ = <t OXCZ der Ebene y gegen
und den Abstand 4 des Ursprungs O von z. Tridgt man die Einheit ¢ im
SeitenriB auf der z-Achse ab, so erhilt man daraus ebenfalls im gegebenen
RiB die verkiirzte Einheit e, und damit den Ri des z-MaBstabes. Da
0%C den SeitenriB #* der y-Neigungslinie O C bedeutet, kann man ¢ auf n*
abtragen und daraus den Stauchungsfaktore, der xy-Ebeney gewinnen.
Ebenso lassen sich die Profile der x- und der y-Achse behandeln.

Bei Parallelverschiebung von 7 erhilt man dhnliche Spurendreiecke.
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3.15 Kreise in den Koordinatenebenen. Nunmehr suchen wir den Rif3
eines Kreises in der #y-Ebene y, z. B. mit dem Radius » = 5. Die Kreis-
achse ist || zur z-Achse, die Ellipsenhauptachse daher | zu deren RiB3; ihre
Liange ist 27. Da die Koordinatenachsen rechte Winkel bilden, schneiden
sich die Parallelen durch die Hauptscheitel zu den Rissen der x- und der
y-Achse nach dem Thalessatz im RiB eines Kreispunktes, also in einem
Ellipsenpunkt P. Aus der Hauptachse und diesem Ellipsenpunkt erhalt
man dann die Linge der Nebenachse mit der Papierstreifenkonstruktion.

Wihrend bei der schiefen Axonometrie die Achsen eines Kreisbildes
nicht bekannt sind, stehen sie also hier unmittelbar zur Verfiigung. Ist
z. B. ein Drehzylinder mit dem gezeichneten Basiskreis zu zeichnen, so
sind auch die Konturmantellinien als Tangenten in den Hauptscheiteln
der Ellipse ohne mithsame Konstruktion leicht anzugeben.

Kreise in den Koordinatenebenen oder in Ebenen, die zu ihnen
parallel sind, kénnen auf diese Weise ohne Benutzung von ¢, ¢,, ¢, ge-
zeichnet werden, also ohne daB zuvor die Verkiirzungsfaktoren der Achsen
bestimmt wurden. Die lineare Exzentrizitit unserer Ellipse ergibt den Ri3
7, des in der z-Richtung abgetragenen Radius, also7, == 5¢, (2.41), so daB
man also auch durch diese Konstruktion — statt der Umlegungen in 3.13
und 3.14 — den RiB des z-AchsenmaBstabes ermitteln kann.

3.16 Verkiirzungs- und Stauchungsfaktoren. Der Verkiirzungsfaktor
einer Geraden oder der Stauchungsfaktor einer Ebene war erklirt als
Kosinus ihres Winkels mit der Zeichenebene z. Sind o | %, # L y und
y 1 z die Koordinatenebenen und e¢,, ¢, ¢, ihre Stauchungsfaktoren, so
entnimmt man aus den Achsenprofilen, z. B. der z-Achse (links):

L |ate=1 e +eg=1 i+ e=1

Erscheint also eine Achse wenig verkiirzt, so werden ihre Normalebenen
stark gestaucht und umgekehrt. Rechts ist der RiB3 des Einheitskreises
in y gezeichnet. Da die Quadratsumme konjugierter Ellipsenhalbmesser
konstant ist (1.36), wird

e+ e=1+e=1+4 (1-¢), d h.

II. | e&+e+e=2 und III.| €+ e +e2=1

Die drei Verkiirzungsfaktoren oder die drei Stauchungsfaktoren diirfen
also nicht beliebig vorgeschrieben werden, wenn die Aufgabe, die zu-
gehorigen Achsenrisse zu ermitteln, 16sbar sein soll. Meist gibt man
es: e, ¢, vor. Diese Aufgabe 16sen wir im Abschnitt 3.2 nur fiir einen
in der Technik bedeutungsvollen Spezialfall. Eine Lésung des allgemeinen
Problems findet sich z. B. in dem schénen Buche von M. Grofmann,
Darstellende Geometrie fiir Maschineningenieure (Springer, 1927).
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3.2 Spezialfélle der normalen Axonometrie
3.21 Ingenieuraxonometrie. Wir suchen die Achsenrisse fiir den Spe-
zialfall, daB e,: ¢,: ¢, = 1:2:2, also ¢, = ¢, = 2 ¢, ist. Aus II in 3.16 folgt:
es =3, e; = ¢ = §, aus I daher &2 =7, ¢} = ¢} = §; also gilt:

ey =¢€,=2¢, e =¢,=1%

Das heiBt: In der Ingenieuraxonometrie, bei der sich die Verkiiraungs-
zahlen der Koovdinatenachsen wie 1:2: 2 verhalten, erscheinen die xvy-
Ebene y und die x2-Ebene  auf ein Drittel gestaucht.

Ist daher im Profilschnitt der z-Achse, der wie in 3.14 links heraus-
gezeichnet wurde, HC = 1 gewihlt, so wird 0%C = 3,CZ =9, HZ = 8.
Da die y- und die z-Achse den gleichen Verkiirzungsfaktor besitzen, also
ein dimetrischer Achsenrifl zu zeichnen ist, miissen im Spurendreieck die
durch Y und Z gehenden Hohen gleich sein. Ohne den Profilschnitt zu
benutzen, macht man also in dem gesuchten axonometrischen RiB
(rechts) OZ =8, OC =1, CY 1 OC, OY = 8 und legt schlieBlich den
Rif3 der x-Achse | zur Strecke YZ, ohne diese zu zeichnen.

Da nun CY =}/ 63, also YZ = 12 und daher 0Z:YZ =2:3, kann
man die Risse der y- und der z-Achse auch so finden: Man zeichnet ein
Dreieck OZY mit beliebiger vertikaler Seite OZ so, daff OY = OZ und
YZ = 30Z. Spiegelung der Figur an dem RiB der z-Achse liefert einen
anderen moglichen Rif3 des Achsenkreuzes. Da die so gefundenen Achsen-
richtungen beim Skizzieren von Maschinenteilen heute fast ausschlieSlich
benutzt werden, empfiehlt sich die Anfertigung einer Schablone.

3.22 AchsenmaBstdbe bei Ingenieuraxonometrie. Nach Konstruktion
der Achsenrisse wihlt man e, = ¢, beliebig, ¢, = % ¢,, und zeichnet mit
diesen Einheiten die verkiirzten MaBstdbe fiir die drei Achsenrichtungen
und das Bild des Einheitswiirfels mit achsenparallelen Kanten. Nun
suchen wir die Einheit ¢ des wahren MaBstabes, also die wahre Kanten-
linge dieses Wiirfels, Der Ursprung O liege diesmal in der Zeichenebene.
Die xy-Ebene wird um ihre durch O gehende Spur ¢, die 1. zum Ri der
z-Achse ist, umgelegt. Da der Stauchungsfaktor 4 ist, wird der Abstand
eines auf dem RiB der y-Achse angenommenen Punktes von der Spur ¢
verdreifacht. Auf der so erhaltenen Umlegung y* der y-Achse greift man
e ab. Umgekehrt kann man aus einer auf y* abgetragenen Strecke 7 deren
RiB 7, = 7, bestimmen. Zum schnellen Abgreifen zeichnet man eine Schar
paralleler Linien | zur Stauchungsachse c. Eine in der x-Richtung ab-
getragene Strecke 7 hat dann den RiB 7, = % 7,.
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3.23 Kreise in den Koordinatenebenen bei Ingenieuraxonometrie. Der
groBe Vorteil der Ingenieuraxonometrie besteht darin, daB sich Kreise,
deren Achsen || zu den Koordinatenachsen sind, besonders leicht skizzie-
ren lassen. Im Kreismittelpunkt zeichnet man | zum RiB der Kreisachse
die Ellipsenhauptachse, deren Linge gleich dem Durchmesser 27 ist, wo-
bei zum Abtragen also der wahre MaBstab benutzt wird. Liegt der Kreis
in der xy- oder der xz-Ebene, so ist die halbe Nebenachse ] 7. Liegter in
der yz-Ebene, so liefern die Parallelen zum RiB der y-Achse oder der
z-Achse durch einen Hauptscheitel auf der Nebenachse die Nebenscheitel,
da in unserem speziellen RiB die y- und die z-Achse symmetrisch zur
x-Achse liegen. Aus den Exzentrizitdten der Ellipsen ergeben sich die
Risse der Pole (3.15). Wieder beachte man, daB sich die Risse der Kreise
ohne Benutzung der verkiirzten Einheitsstrecken e,, ¢,, ¢, zeichnen oder
skizzieren lassen, und zwar diesmal noch wesentlich einfacher als bei der
allgemeinen normalen Axonometrie,

3.24 Halbkreise in den Koordinatenebenen bei Ingenieuraxonometrie.
In der Figur sind die Risse der nach hinten verlaufenden Halbachsen x
und y gezeichnet, die x y-Ebene ist um ihre Spur ¢ nach unten umgelegt.
Um die Halbkreise mit dem Radius 7 einzuzeichnen, bestimmt man aus
dieser Umlegung 7, und zeichnet im RiB des Halbkreises der yz-Ebene
zundchst die konjugierten Halbmesser 7, und 7, = 7,, dann | zum RiB
der x-Achse die halbe Hauptachse 7 und daraus wie in der vorigen
Nummer die halbe Nebenachse. Im RiB3 des Halbkreises der xz-Ebene
sind die konjug'erten Durchmesser », und 7, = 1 7, zu zeichnen, dann
L. zum Ri} der y-Achse wieder die halbe Hauptachse » und schlieBlich
die halbe Nebenachse { 7.

Als Anwendung zeichne man ein Kreuzgewdlbe oder ein Rohrkreuz
in Ingenieuraxonometrie (vgl. 5.33). Weitere gute Beispiele fiir die Ver-
wendung dieser speziellen Axonometrie finden sich in dem Biichlein von
K. Volk: Die maschinentechnischen Bauformen und das Skizzieren in
Perspektive (Springer-Verlag, Berlin 1949).
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3.25 Konturmantellinien eines 45°-Kegels bei Ingenieuraxonometrie.
Es sollen zwei sich ldngs einer Mantellinie beriihrende Kegelstiimpfe als
Modell eines Kegelzahnrad-Getriebes gezeichnet werden, von dem rechts
ein Aufril im MaBstab 1 : 2 gegeben ist. Die Neigung der Mantellinien ist
45°, die Spitzen beider Kegel fallen zusammen. Dieser Punkt ist also der
Pol der vier Basiskreise. Der untere Basiskreis des stehenden Kegels liege
in der x¥y-Ebene. In seinen axonometrischen Rif} tridgt man die konju-
gierten Durchmesser 7, und 7, = 27, wie in 3.24 ein. Der Ril} des Poles,
also der Kegelspitze, hat die Entfernung 7, = 7, vom Mittelpunkt. Die
Ellipsentangente im Endpunkt 4 des nach links hinten weisenden Halb-
messers 7, hat die Richtung des Risses der x-Achse, geht also als Rhom-
busdiagonale durch den RiB des Poles und ist daher die linke Kontur-
mantellinie dieses Kegels, zugleich aber auch — wie aus Symmetrie-
griinden folgt — die untere Konturmantellinie des liegenden Kegels.
Die Durchfithrung dieses Beispieles zeigt, wie einfach sich ein solches
axonometrisches Bild skizzieren 14Bt (siehe auch 3.33).

3.26 Isometrische Projektion. Die Achsenrisse sollen jetzt Winkel von
120° bilden. Die Zeichenebene gehe wieder durch den Ursprung O. Die
verkiirzten Achseneinheiten sind dann aus Symmetriegriinden gleich:
¢, = ¢, = ¢,; man erhilt sie aus der wahren Einheit ¢ durch Umlegen
der x y-Ebene um ihre (nicht gezeichnete) Spur ¢ | zum Ril} der z-Achse.
Dabei beachte man, daB die umgelegte x-Achse x* mit ¢, also auch mit
dem RiB der z-Achse, den Winkel 45° einschlieBt. Die Nebenscheitel
eines Kreisbildes findet man wieder durch Ziehen einer Parallelen zur
%- oder y-Richtung durch einen Hauptscheitel. Beim Zeichnen eines
Halbkreises, z. B. in der yz-Ebene, sind die Risse der in der y- und der
z-Richtung abzutragenden Radien, also 7, und 7,, diesmal gleich der
linearen Exzentrizitit der Bildellipse, weil 7, = 7, = 7,. Diese konjugier-
ten Halbmesser kann man also ohne Benutzung der umgelegten x-Achse
auch direkt als Entfernung eines Ellipsenbrennpunktes vom Mittelpunkt
abgreifen, in der Figur z. B. aus der unteren Ellipse.

Nachdem wir nun in der Lage sind, den axonometrischen Ril} eines
Achsenkreuzes mit Kreisen, die || zu den Koordinatenebenen liegen, in
allgemeiner oder spezieller Lage zu zeichnen, wollen wir im nichsten
Abschnitt in ein solches Achsenkreuz die einfachsten in der Technik
vorkommenden Fldchen 2. Ordnung, nimlich Drehzylinder und Drehkegel,
Ellipsoide, Hyperboloide und Paraboloide einbetten und daraus Skizzier-
moglichkeiten gewinnen. Die Koordinaten x, y, z der Punkte einer
solchen Fliche geniigen einer Gleichung zweiten Grades, jede Ebene
schneidet also einen Kegelschnitt aus. Wir stellen deshalb zunichst einige
Hyperbel- und Parabelsitze ohne Beweis zusammen.
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3.3 Einfache Kurven und Flichen 2. Ordnung?

2 2
3.31 Die Hyperbel % - %: 1 (a®4 %= ¢?) hat zwei in ihren Fern-

punkten beriithrende Asympioten # und v; sie gehen durch den Mittel-
punkt O mit der Neigung £ b: a. Ist S ein Schestel, N der Schnittpunkt
seiner Tangente mit #, F ein Brennpunkt und K der Kriimmungsmitiel-
punkt fir S, soist 0S =a, SN =b, OF =0N =¢, NK | # und
SK = g, = b*: a (links). x = Feliefert y = - g,, also die Punkte iiber F.
Sucht man einen Punkt A iiber dem Punkt X der x-Achse, somacht man
auf dieser X C = b, greift iiber X die Ordinate zbisvabund macht C4A=z.
Sind #, vund A gegeben, soliefert die Umkehrung 6 und damit die Scheitel.

Aus 4 gewinnt man weitere Punkte, wenn man auf einer 4-Sekante
die Stiicke zwischen Kurve und Asymptoten gleich macht (rechts).
Speziell halbiert jeder Kurvenpunkt B das Stiick der B-Tangente ¢
zwischen # und v. Macht man auf # also OP = PQ mit BP || v, so wird
BQ =t.— Zwel u und v harmonisch trennende O-Geraden f und ¢
(vgl.7.46) heiBen konjugierte Durchmesser: Besitzt f reelle Kurvenpunkte,
soist g||zu deren Tangenten. Jeder Durchmesser halbiert die konjugierten
Sehnen der Hyperbel und des Asymptotenpaares.

Da bei Parallelprojektion Fernpunkte in Fernpunkte iibergehen, ist
das Fernbild einer Hyperbel wieder eine Hyperbel (4.21). Aus den Asym-
ptoten werden die Asymptoten, aus den Scheiteln aber nicht ebwa die Scheitel
des Bildes. Diese bestimmt man wie oben aus den Bildasymptoten und
einem Punkt, z. B. dem Bilde eines Scheitels.

3.32 Die Parabel y2= 29 x berithrt die Ferngerade im Fernpunkt ihrer
Achse x. Ist O der Scheitel, F der Bremnpunkt, K der Kriimmungsmittel-
punkt fur O, I | x die Lestlinie und L ihr x-Punkt (links), so ist OF
=0L =%, OK = p. Durch einen /-Punkt Q legt man den Durchmesser
g||#, durch die Mitte (also den y-Achsenpunkt) von FQ das Lot ¢ | FQ;
dann ist P = gt ein Parabelpunkt und # seine Tangente. Die Tangente
eines Punktes (x, ) schneidet auf den Achsen die Stiicke — x und &y ab.

Eine Parabel ist durch zwei Punkte P, und P, und deren Tangenten
¢, und #, festgelegt (rechts). Ist M die Mitte von P, P, und T = #,4,, so ist
T M = g ein Durchmesser, die Mitte P von T M sein Parabelpunkt und
t|| P, P, die P-Tangente. Wir suchen Achse und Scheitel: Durch T zeich-
net man Q,0, 1 g, wobei P,Q, || PyQ, | g. Dann schneiden sich P,Q, und
PyQ, im Scheitel O, durch den man die Achse x || g legt (vgl. auch 4.26).

Das Fernbild einer Parabel ist wieder eine Parabel (4.21), das Bild der
Achse ein Duvchmesser, aber wicht etwa die Achse des Bildes. Diese be-
stimmt man wie oben aus zwei Bildpunkten und ihren Tangenten.

1 Abschnitt 3.3 setzt Kenntnis der analytischen Geometrie voraus.
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3.33 Zylinder und Kegel gehoren zu den Flachen zweiter Ordnung, die
wir in den folgenden Abschnitten darstellen wollen?. In unserem Fall eines
Dyehzylinders und eines Drehkegels sei die Achse z vertikal. Der Radius a
des Basiskreises £ und die Hohen sind gegeben, die Zeicheneinheit sei e.
Man wihlt eine Ellipse mit horizontaler Hauptachse 24 und beliebiger
Nebenachse als Rif3 von £, zeichnet den RiB des Poles von % und erhilt
durch zwei dhnliche Dreiecke die Einheit e, des Hohenmalf3stabes, in der
die H6hen aufgetragen werden (3.15). Die Konturmantellinien sind beim
Zylinder die Tangenten in den Hauptscheiteln, beim Kegel die Tangenten
aus dem RiB der Spitze S. Man erhilt sie und ihre Berithrungspunkte
durch eine Stauchung der Ellipse zum Nebenscheitelkreis: Stauchungs-
achse ist der RiB der Kegelachse, S bleibt also fest (1.35). Ebenso findet
man die zu einer Richtung y konjugierte Richtung x; sie geht nach 1.31
durch die Mitte einer Ellipsensehne || v, was beim Skizzieren verwendet
werden kann.

Eine Tangentialebene im Endpunkt von x ist || ¥ und beriihrt Kegel
und Zylinder ldngs einer ganzen Mantellinie.

3.34 Ellipsoid und zweischaliges Hyperboloid sind Mittelpunktsflichen
2.0rdnung: Thr Mittelpunkt, in den Figuren der Ursprung des Koordi-
natenkreuzes, halbiert jede durch ihn gehende Sehne der Fliche. Das

2 2 2
Ellipsoid 27 4 25 4 ;=1 (links) schneidet die Achsen in den Scheiteln
x = za,y =4 bund z = 4 c. Parallele ebene Schnitte liefern Zhnliche

Ellipsen. In der Figur sind die Hauptschnitte x =0, y = 0 und z = 0
aus konjugierten Durchmessern in isometrischer Projektion gezeichnet.

2 2 2
Das zweischalige Hyperboloid — 2 — 2+ % — 1 (rechts) schneidet
a? b2 c?

nur die z-Achse in reellen Scheiteln z = 4 ¢. Ebene Schnitte || z sind
Hyperbeln, | z fiir [z| > ¢ Ellipsen. Die Asymptoten der z-Achsen-
schnitte bilden den Asymptotenkegel, der das Hyperboloid in den Fern-
punkten beriihrt. Die Risse der Hauptschnitte ¥ = 0 und y = 0 werden
nach 3.31 aus den Rissen ihrer Scheitel und der Asymptoten gezeichnet.
In der Figur ist nur die obere Schale z > 0 dargestellt.

2 2
Das elliptische Paraboloid z = % + %}2— (ohne Figur) beriihrt die Fern-

ebene im Fernpunkt der z-Achse. Schnitte || z sind Parabeln, alle anderen
Schnitte Ellipsen.

Auf diesen drei Fldchen gibt es keine reellen Geraden. Jede Tangen-
tialebene besitzt nur esnen reellen Flichenpunkt, den Berithrungspunkt.
Die Umrisse dieser Flichen bestimmt man wie in 3.45 und 3.46.

1 Hier und in den folgenden Abschnitten 4 und 5 sind die Striche an den

Bezeichnungen in den Rissen meist fortgelassen, um das Lesen der Figuren
zu erleichtern.
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3.35 Kugel mit GroB- und Kleinkreisen. Aus dem Ellipsoid wird fiir
a=0b=c=r eine Kugel vom Radius 7, die wir als Globus mit Aquator,
Meridianen und Breitenkreisen darstellen wollen. Der Mittelpunkt O
liege in 7z, die Kontur ist also der z-GroBkreis v (2.43). Auf dem RiB z
der z-Achse wihlt man den RiB N des Nordpols in beliebigem Abstand
ON = r, < 7 (oben links). Damit ist auch der RiB des Aquators: fest-
gelegt: Die Hauptachse ist der v-Durchmesser | z; er liegt auf der
Spur ¢ der 7-Ebene y. Die Linge 27, der Nebenachse, also den Rif} des
i-Durchmessers | ¢, kann man bestimmen, indem man die Profilebene ¢
der z-Achse umlegt: die Umlegung des o-GroBkreises deckt sich mit v,
zu N gehort daher ein »-Punkt NX, und der v-Halbmesser OC* 1 O NX
ergibt den gesuchten RiB3 OC =7,. Die Figur zeigt aber, wie man 7,
oder 7, allein aus dem Konturkreis v, also ohne jene Umlegung abgreifen
kann: 7, st die halbe zu z senkrechte Kontursehwe durch den Polrifs,
v, die halbe zu z semkrechte Kontursehne durch eimen Nebenschestel des
Aquatorrisses.

Nun zeichnen wir die Risse » und y der #- und y-Achse in p nach 3.33
und daraus die Meridiane in der yz-Ebene o und der xz-Ebene f (oben
rechts): Die a-Spur a ist | «, die §-Spur & | y; a und b schneiden auf v
die Hauptscheitel der gesuchten Meridianrisse aus. Die Nebenachsen 29
und 2¢ werden wie beim Aquator abgegriffen. Die Meridiantangenten in
den z-Punkten sind || x und || ¥, in den x- und y-Punkten || 2.

Jetzt soll ein Breitenkreis k gezeichnet werden, dessen Mittelpunkt M
den Abstand s vom Kugelmittelpunkt O hat (unten links). Dazu wird
wieder die Profilebene der 2-Achse als SeitenriBebene benutzt und um-
gelegt. Auf der Umlegung 2X von ¥ macht man O M* = s und zeichnet
die Kontursehne 2% | z* durch MX. Ihre Linge ergibt den Durchmesser
20 von k. Aus diesem Seitenri gewinnt man nach 2.44 den gesuchten
RiB von M, die Nebenscheitel der gesuchten Ellipse, die Hauptachse 1 z
von der Lange 2¢ und schlieBlich die Konturpunkte U und V.

Gegeben sei ferner der Rif einer Halbkugel mit Aquator, Nordpol und
Koordinatenachsen (unten rechts). O liege wieder in 7. Gesucht wird der
RiB eines Halbkugelschnittes k in einer Ebene ¢|| zur x2-Ebene §; dieser
RiB ist dhnlich dem RiB des -Meridians, von dem man sich lediglich den
Punkt 4 auf x und den Scheitel S auf der g-Spur & 1y markiert. Nun
zeichnet man von der gesuchten Ellipse zunichst in  den Durchmesser
# || #, dann durch Ziehen einer Parallelen zu AN den Halbmesser | z,
durch Ziehen einer Parallelen zu NS die Hauptachse || & und endlich
den Konturpunkt V: er liegt auf der Spur e von ¢, die || ist und durch
den Spurpunkt U von # geht; wir miissen also zuvor U suchen: Da »
in y liegt, muB U auf der Spur ¢ von y liegen, wobei wieder ¢ | z l4uft.
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3.36 Einschaliges Hyperboloid und hyperbolisches Paraboloid sind
Regelflichen 2. Ordnung: Jede trigt zwei Scharen von Geraden.

Das einschalige Hyperboloid Z‘Z + —Z; — —;— =1 (oben) ist eine Mittel-
punktsfliche @ mit Scheiteln ¥ = + @ und y = £ b auf der »- und
y-Achse (z. B. 4 und B). Die Schnitte | z sind Ellipsen, || z Hyperbeln
und Geradenpaare. Die Asymptoten der z-Achsenschnitte bilden den
Asymptotenkegel . Ist a = b, so sind @ und ¥ Drehflichen, ihre Schnitte
z = const Breitenkreise (oben links &, und k,, rechts &;). z = 0 liefert
den Kehlkreis k mit dem Radius «, y = 0 als Meridian m eine Hyperbel,
deren Asymptoten # und v die Neigung -+ ¢ : 2 gegen die xy-Ebene haben.
@ und ¥ entstehen durch Rotation von # und » um z. Man zeichnet also
R, Ry, By und k3 nach 3.33, z. B.fiira = b = ¢ = 3 und z = - 4 mit den
Radien @ =3, #; =7, =5 und 7; = 4, dann ¥ und endlich 7 nach 3.31
aus den Rissen von 4, # und v. ‘

Die Ebene y = a berithrt @ und % in B und schneidet @ in zwei
Geraden f || # und g || v; f und % sind in der Figur fortgelassen. @ entsteht
also auch durch Rotation von f oder g um z, so daB durch jeden @-Punkt
zwei ganz auf @ liegende erzeugende Geraden gehen. Man findet z. B.
Geraden der g-Schar, indem man %; und %, von ihren g-Punkten B,
und B, aus in # (z. B. # = 12) gleiche Teile teilt und entsprechende
Punkte verbindet (oben rechts).

Das hyperbolische Paraboloid z = k- xy schneidet Ebenen in Hyper-
beln, Parabeln oder Geradenpaaren: z = 0 liefert die %- und y-Achse,
z = const # 0 gleichseitige Hyperbeln mit Asymptoten in den Ebenen
#=0 und y =0. Schnitte || z, aber nicht || x und nicht || y, sind Parabeln.
Man zeichnet also z. B. Parabeln in den Symmetrieebenen v = + x
und || zur Ebene y = %, und zwar jede nach 3.32 aus den Rissen des
Scheitels und zweier Punkte mit gleicher Héhe z, ferner Hyperbeln | z
wieder nach 3.31 (unten links).

Die Ebenen x = const und y = const liefern je eine Schar erzeugen-
der Geraden; zwei Geraden derselben Schar sind windschief und schnei-
den die Geraden der anderen Schar in dhnlichen Punktreihen. Zeichnet
man also das Bild eines windschiefen Vierseits, das aus je zwei Erzeugen-
den beider Scharen besteht (unten rechts), so findet man weitere Er-
zeugende, indem man gegeniiberliegende Seiten in # gleiche Teile teilt
(z. B. n = 6), die Teilstrecken {iiber die Endpunkte hinaus abtrigt und
entsprechende Punkte verbindet.

Bei beiden Flichen enthilt jede Tangentialebene die beiden durch
den Beriithrungspunkt gehenden Erzeugenden. Die paarweise von den
Seiten eines Erzeugendenvierecks ausgespannten Tangentialebenen
bilden ein Tangentialtetraeder (vgl. auch 4.33). Die Konturen beider
Flichen werden von den Bildern ihrer Erzeugenden eingehiillt (3.46).
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3.4 Umrisse

3.41 Tangentialebenen. Die in der Technik vorkommenden Flichen
kann man sich hidufig durch Bewegung einer erzeugenden Kurve e ent-
standen denken. Dabei beschreibt jeder e-Punkt seine Bahnkurve b.
Die Kurvenscharen ¢ und & iiberdecken ein Flichenstiick @ (links).
Dieses sei so beschaffen, daB durch jeden @-Punkt P genau eine e- und
eine b-Kurve geht, die in P Tangenten ¢, und £, # {, besitzen. Die von
diesen ausgespannte Ebene heiBt die Tangentialebene o, ihre Normale
in P die IFldchennormale n. Die Differentialgeometrie zeigt!: Die Tangente ¢
wgendeiner Flichenkurve k liegt on der Tangentialebene thres Beriihvungs-
punktes P. Ist speziell £ der Schnitt einer Ebene ¢ mit @, so ist ¢ die
Schnittgerade von ¢ mit «.

Die Beriihrung von @ mit « kann verschiedener Art sein. Wir be-
trachten @ nur in gentigend kleiner Umgebung des Bertihrungspunktes P,
Q oder R. Ist P in « der einzige reelle @-Punkt, liegt also @ ganz aufder-
selben o-Seite, so heillt @ in P elliptisch oder eifdrmig. Schneidet @ aber
o in einer Kurve, die inQ einen Doppelpunkt, also zwei Tangenten hat, so
heiBt @ in Q hyperbolisch oder sattelformig. D heiBtin R parabolisch, wenn
® und « ein Kurvenstiick gemeinsam haben, das nur eine R-Tangente,
also z. B. einen Riickkehrpunkt R besitzt (vgl. 3.33, 3.34 und 3.36).

3.42 UmriB und Kontur. Um das Bild einer Fliche @ herzustellen,
1iBt man einen Strahl / durch das Sehzentrum S berithrend an @ ent-
langgleiten. Bei Fernbildern ist S ein Fernpunkt (links). Der Tangenten-
kegel oder -Zylinder bertihrt @ lings der UmrifSkurve u. Seine Spur, also
das Bild #’ von #, heiBt die Kontur von @. u trennt den sichtbaren
@-Teil vom unsichtbaren. Die Tangentialebene in einem #-Punkt P
schneidet im Bildpunkt P’ die #’-Tangente ¢’ aus. Geht durch P eine
®-Kurve k& mit der Tangente ¢ nicht ||/, so ist ¢’ deren Bild, alsoTangente
der Bildkurve %’ in P’: Das Bild einer den Umrif schneidenden Flichen-
kurve beriihrt i. a. die Kontur, kann aber in P’ eine Spitze haben, wenn
¢4 ist. »" kann als Hiillkurve, d. h. als Einhiillende, der Bilder geeignet
gewihlter einfacher @-Kurven ermittelt werden(3.36, 3.46 und 4.44).

Deutet man [ als Lichtstrahl, so ist # die Eigenschatiengrenze, u
(statt «') die Schlagschattengrenze. Fiir einen zylindrischen Turm mit
biindigem Kegeldach (rechts) bestimmt man in 7, die Schatten 4 und %
der Spitze A und des Traufkreises 4. Die Tangenten an k& von 4 bzw. ||
zum GrundriB von ! sind die Spuren der Kegel- oder Zylinder-Tangential-
ebenen || /. Die zugehorigen Berithrungsmantellinien-Paare, also die
Eigenschattengrenzen auf Kegel und Zylinder, haben keine gemeinsamen
Punkte. Zu u gehéren zwei zwischen ihnen liegende Kreisbdgen auf £,
zu % deren Schatten auf %.

1 Vgl. z. B. Miillev-Kruppa (s. Literaturiibersicht).
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3.43 Drehfliche mit Beriihrungskugel. In der linken Figur 3.42
denken wir uns eine zweite Fliche ¥, die @ im #-Punkt P beriihrt, in P
also dieselbe Tangentialebene besitzt. Dann geht durch P auch die
UmriBkurve v von ¥. Daher beriibven sich in P’ die Konturen ' und v’
von @ und ¥. Das benutzen wir bei der folgenden Aufgabe: In der
KreuzriBebene 7, liege die Achse z und eine Kurve m als Meridian einer
Drehjliche @, die durch Rotation von # um z entstehen soll. Wir suchen
die m,-Kontur #'’, also den AufriB der @-Kurve #, lings der die
Projektionsstrahlen / | 7, berithren. & sei ein Breitenkreis, d. h. ein
@-Kreis | z, der in n; als Strecke b"' | 2z erscheint, ¥ die Kugel,
die @ langs b beriihrt. Ihre 7;-Kontur ist der Kreis, der » in den
Endpunkten von 4"’ beriihrt: Man zeichnet in einem dieser Endpunkte
die m-Tangente und deren Normale, die z im Kugelmittelpunkt M
trifft. Daraus erhdlt man M’ und die z,-Kontur v’ von ¥, also den
AufriB des GroBkreises v || 7,, der in 7y als vertikaler Durchmesser v""’
erscheint (2.43).

P sei einer der beiden v-Punkte auf b, P'"" also der Schnitt von &’
und »'”. In P beriihren sich @ und ¥, und da die UmriBkurve v von ¥
durch P geht, muB3 — wie wir oben sahen — auch die UmriBkurve » von @
durch P gehen. Durch Ubertragen in den AufriB ergeben sich auf v”
zwei Punkte P"" und Q"' der gesuchten Kontur #”, die in diesen Punkten
v"’, also die Kreistangenten, beriihrt. Durch Verschieben von b erhidlt man
weitere Punktepaare von #''. Dabeild8t man beim Konstruieren die Kugel-
konturen fort: Man wihlt »'”’, bestimmt M, M"’, P""’, den Ordner durch
P, greift den Kugelradius# inszg ab und macht M"P" = M"Q" =r.

3.44 UmriB einer Drehfldache. In unserem Beispiel fiir 3.43 ist m ein Vier-
telkreis mit dem Mittelpunkt 4. Die Punkte M sind mit 7% bis 4% bezeich-
net, die Punkte P mit I bis 4. 7% ist speziell der Mittelpunkt des obersten
b-Kreises, 1’ also Nebenscheitel seines Aufrisses, der #'’ in 1’/ beriihrt.
2% ergibt 2" und 2'"’. 4% wihlt man auf der Vertikalen durch 4 und macht
deren m-Punkt zum Endpunkt von &'': Er wird zugleich 4'; 4" liegt
auf 2/, hier wird also P’ = Q"". Nun zeichnet man die Kurve 1""' 2" 4'",
die den KreuzriB #'"’ der UmriBkurve darstellt, und wihlt eine weitere
Zwischenlage b'" durch Probieren so, daB 3"’ der tiefste #’/’-Punkt wird,
in dem also die #'’’-Tangente horizontal ist. Die #-Tangente hat hier
die Richtung || /. Daher hat #'" in 3" eine Spitze. Der vollstindige
AufriB der Fliche ist unten fiir die Ansicht von vorn (rechts) und
von hinten (links) noch einmal verkleinert gezeichnet. Dabei ist der
nur zur Konstruktion der Kontur dienende KreuzriB fortgelassen.

Die UmriBlkurve % ist — wie in unserem Beispiel — i. a. eine rdum-
liche, also nicht-ebene Kurve.
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3.45 Der UmriBl des einschaligen Drehhyperboloids in 3.36 ist, wie wir
zeigen wollen, eine Hyperbel; ihr Rif} hiillt die Risse der Erzeugenden
ein: Die Risse der Evzeugenden sind die Tangenten einer Hyperbel, deven
Asymptoten die Konturmantellinien des Asymptotenkegels sind und deren
Punkte man nach 3.31 als Mitten der Tangentenstiicke zwischen den
Asymptoten findet.

Die Tangenten durch ein Projektionszentrum S beriihren ndmlich
eine Fliche zweiter Ordnung @ lings einer UmriBkurve #, die in einer
Ebene, der sogenannten Polarebene ¢ von S, liegt. Wie jeder ebene
@-Schnitt ist also der Umrifl » und damit auch die Kontur ein Kegel-
schnitt. Ist S ein Fernpunkt, so halbiert die Umrifebene o die zur Projek-
tionsrichtung | parallelen @-Sehnen. Fir ein Hyperboloid @ (3.34 und
3.36) und seinen Asymptotenkegel ¥ liegen die Umrisse # und v stets
in der gleichen Ebene ¢; sie geht durch den Mittelpunkt O von @, also
die Spitze von .

Wir wollen ¢ fiir das Drehhyperboloid 3.36 konstruieren, von dem
wir zunéchst einen KreuzriB mit der Meridianhyperbel m in 75 zeichnen
(links). Fiir / 1 7, ist ¢ 1 m3. Die o-Spur s; = #'"" = v'"" halbiert dann
die in 7z liegenden @- und ¥-Sehnen || /; s, ist der zum O-Strahl || kon-
jugierte m-Durchmesser (3.31). Bei der gewédhlten Lage von z ist # eine
Hyperbel, v ihr Asymptotenpaar, die Kontur #’’ daher ebenfalls eine
Hyperbel und v” deren Asymptotenpaar. Ubertrigt man die g-Punkte
der Breitenkreise aus sz auf die zugehérigen Ellipsen in #,, so erhalt
man deren Berithrungspunkte mit #” oder v"" und aus ihnen zunéchst
das Konturmantellinienpaar »”, dann die Hyperbel »’* aus diesen Asym-
ptoten und einem Punkt (3.31).

3.46 Der UmriB des hyperbolischen Paraboloids ist eine Parabel, falls die
Projektionsrichtung ! zu keiner Erzeugenden || ist. Denn die Fernebene, in
der das Projektionszentrum S liegt, ist Tangentialebene des Paraboloids.

Wir betrachten z.B. ein durch den kotierten GrundriB n, gegebenes
hyperbolisches Paraboloid z = % - xy (3.36), von dem schon einige Erzeu-
gende im AufriB n, || 2 und in einem SeitenriB3 7z; | vy konstruiert seien.
Die Hohenkurven sind gleichseitige Hyperbeln, die Asymptoten ihrer
Grundrisse die x- und y-Achse. Die Tangentialebene in einem Punkte P
wird von den beiden Erzeugenden durch P ausgespannt. Thre Spur in
der xy-Ebene ist || zur Tangente ¢ der Héhenkurve durch P (vgl. auch
4.33). Wir suchen nun fiir / | 7, den UmriB # und die z,-Kontur #”. Da
o | 7, ist, wird die o-Spur s; = »’ wieder durch die Mitte einer @-Sehne ||/
zwischen x- und y-Achse gezeichnet. Nun iibertrdgt man die o-Punkte
der im AufriB3 gezeichneten Erzeugenden aus 7, in 7, und erhilt dort die
Kontur-Parabel %", Sie hat den AufriB des Koordinaten-Anfangspunktes
zum Scheitel und hiillt die Aufrisse der Erzeugenden ein.
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4. Einfache Flichen
4.1 Drehflichen

4.11 Ubersicht. In den folgenden Abschnitten untersuchen wir vier
wichtige Fldchentypen. Die Rotation eines Kurvenstiickes um eine
Achse z liefert eine Drehfliche. Die z-Ebenen schneiden als erzeugende
Kurven die Meridiane aus, die Ebenen | z als Bahnkurven die Bresfen-
kreise. Beider Ringfliche (Torus)z.B.ist der Meridian ein z nicht treffender
Kreis. Sie entsteht auch durch Drehung einer Kugel um z. Im RiB liegen
die Kugelmittelpunkte auf einer Ellipse, wenn z zur Rif3tafel geneigt ist.
Die Kugelkonturen, also Kreise mit dem Radius der Kugel, hiillen die
Torus-Kontur ein.

Eine Kegelfliche enthilt alle Geraden, die die Punkte einer Lestkurve
mit einem festen Punkt S auBerhalb derselben verbinden. Parallele
Schnitte sind dhnlich, bel Zylindern, bei denen S Fernpunkt ist, kon-
gruent. Eine Regelfliche entsteht durch Bewegung einer Geraden, z. B.
dadurch, da man die Punkte zweier Leitkurven (in 3.36 z.B.zweier
Geraden) in geeigneter Weise umkehrbar eindeutig einander zuordnet
und geradlinig verbindet.

Verschiebt man ein Kurvenstiick bei seiner Drehung um z zugleich in
Richtung von z so, daf} die Verschiebungsstrecke stets dem Drehwinkel
proportional ist, so entsteht eine Schraubenfliche. Die Bahnkurven sind
Schraubenlinien. Speziell liefert eine erzeugende Gerade e eine Regel-
schraubenfliche.

4.12 Achsenparallele Schnitte. Zunichst betrachten wir zwei einfache
Drehflichen @, deren Achsen in x, liegen und | n; seien. Der ,,Nuli-
meridian’* m° in 7, ist die m,-Kontur. Die 7,-Kontur ist in unseren Figuren
der GrundriB des groB3ten Breitenkreises. Wir wollen den Schnitt mit einer
Ebene ¢ durch z (links) oder || 7, (rechts), die durch die 7,-Spur ¢, gegeben
sel, bestimmen. Eine Hilfsebene | z schneidet @ im Breitenkreis b, fiir den
b eine Kontursehne | zund &’ ein Kreis ist. b trifft ¢ in zwei @-Punkten;
ihre Grundrisse sind die ¢;-Punkte von &'.

Links suchen wir im gefundenen Punkte P des ¢-Meridians m die
Tangenten ¢, und £, von b und # und die Normale #. Im GrundriB ist ¢,’
die b'-Tangente in P’ und ¢,," = #n' = ¢;. Im AufriB ist ¢ = b"". Dreht
man ¢ um 2 in @, hinein, so fillt P in den m°-Punkt P°, £, auf die m°-
Tangente £, #n auf #° | £°. Da die Meridiantangenten und die Normalen
die Achse z schneiden und die z-Punkte bei der Drehung fest bleiben, gehen
tm und #'’ durch die z-Punkte von £ und #°. m'’ entsteht aus m° durch
Stauchung an z, kann also — nachdem P’* und P° bekannt sind - ohne
Benutzung des Grundrisses konstruiert werden. — Rechts erhdlt man
weitere Punkte durch Verschieben der Hilfsebene. Hier ist die P-Tan-
gente ¢ in ¢ eine Frontlinie der Tangentialebene o, also £'" | n''.
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4.13 Symmetrielinie eines ebenen Schnittes. Gegeben seinun eine auf der
GrundriBiebene aufliegende Ringfliche @ mit vertikaler Achse z und dem
Nullmeridian m° || 77, ferner eine Ebene ¢ mit der GrundriBspur ¢ und dem
z-Punkt P.! Wir suchen die Schnittkurve & von @ und . Sie liegt sym-
metrisch zur Meridianebene § | e, also auch zur Fallinie /, die § aus ¢ aus-
schneidet. Im Grundrif zeichnet manf 1 e durch P; der GrundriB von f ist
also Symmetrielinie des Grundrisses von &. Der GrundriBspurpunkt F von f
liegt auf e. Aus F und P gewinnt man /fim AufriB. Nun suchen wir die
Schnittpunkte 7 und 2 von f mit dem d-Meridian. Dazu drehen wir 6 um z
in die m°-Ebene hinein. Dabei bleibt P fest, F kommt nach F° und aus f
wird die gedrehte Fallinie f° = PF°. Sie trifft den gedrehten §-Meridian
m® in 1° und 2°. Beim Zuriickdrehen wandern 1° und 2° auf Breitenkreisen,
im AufriB also auf Horizontalen, die fin 7 und 2 treffen. Nun iibertrigt
man 7 und 2 in den Grundri. Die Tangentialebenen in 7 und 2 schneiden
aus ¢ die k-Tangenten dieser Punkte aus. Sie sind Hohenlinien, erscheinen
also im GrundriB || ¢, im Aufri8 horizontal.

4.14 Konturpunkte eines ebenen Schnittes. Wir suchen jetzt die
Punkte der Schnittkurve k2 auf den UmriBkurven.

Fiir die Projektion auf m, besteht die UmriBkurve v aus den beiden
Nullmeridian-Kreisen 7° und dem héchsten und tiefsten Breitenkreis, die
m,-Kontur also aus jenem Kreispaar und zwei horizontalen Tangenten-
strecken. Die m°-Ebene schneidet ¢ in der Frontlinie g durch P. m° und g
liefern in unserer Figur vier Punkte der z,-Kontur, in denen also #° den
AufriB von % berithrt; von ihnen ist — um die Figur nicht zu iiberlasten —
nur der Punkt 3 markiert. Die 2-Tangente ¢ in 3 ist der Schnitt der Tan-
gentialebenew indmit ¢. Daa | 7,, deckt sich ¢ im AufriB mit der z,-Spur von
o, also der m°-Tangente in 3. Die 7;-Spur # von « ist | zur RiBachse. Der
Schnittpunkt von  und e ist der 7;-Spurpunkt T von ¢, die Verbindungs-
gerade von T und 3 also der GrundriB von #. Der tiefste in 77; liegende
Breitenkreis trifft ¢, also ¢, in zwei weiteren v-Punkten, z. B. in 4. In
diesen Punkten beriihrt 2 im AufriB die untere Strecke der m,-Kontur.

Fiir die Projektion auf z, besteht die UmriBkurve # aus dem Aquator
0° und dem Kehlkreis, d.h. dem gréBten und kleinsten Breitenkreis. Thre
Ebene schneidet ¢ in einer Héhenlinie 4, die in unserer Figur nur zwei
b°-Punkte, z. B. § liefert. Hier beriihren sich im GrundriB % und %°. Die
7,-Spur der Tangentialebene in § ist im Grundri die 4°-Tangente in §;
sie trifft ¢ im 7,-Spurpunkt der durch § gehenden %-Tangente.

Durch Spiegelung an §, im GrundriB also an f, gewinnt man aus jedem
konstruierten Punkt einen weiteren k-Punkt mit Tangente.

1 Wieder bezeichnen wir die Risse mit denselben Buchstaben wie ihre
Urbilder.
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4.15 Beliebige Punkte und Tangenten eines ebenen Schnittes bestimmt
man erst, nachdem die ausgezeichneten Punkte, d. h. die Punkte auf der
Symmetrielinie und den UmriBkurven, ermittelt sind. Eine zur Dreh-
achse senkrechte, in unserem Fall also horizontale Hilfsebene ¢ schneidet
aus ¢ eine Hoéhenlinie 4, aus @ zweil Breitenkreise aus, von denen in
unserem Beispiel nur der gréBere b zwei Punkte 6 und 7 auf %, also zwei
k-Punkte liefert. Im Punkte 6 suchen wir die 2-Tangente ¢. Dazu be-
stimmen wir zundchst die Tangentialebene o in 6, deren 7,-Spur a |
zur Meridianebene von 6 ist. Dreht man diese in den Nullmeridian °, so
kommt 6 nach 6°. In 6° ist die Tangentialebene 9 | m,, ihre AufriBspur
also die m°-Tangente in 6°, ihre GrundriBspur ¢ | zur RiBachse. Da ¢
und 4 gleichen Abstand von z haben, erhélt man durch Zuriickdrehen des
Meridians mit der in 6° angehefteten Tangentialebene die noch fehlende
Spur a. Durch den Schnittpunkt von @ und e geht die gesuchte Tangente &.
Die Tangenten in 6 und 7 treffen sich auf der Fallinie /.

Allgemeine Regel: Wird der Schnitt % einer Fliche @ mit einer Ebene ¢
gesucht, so wihlt man eine verdnderliche Hilfsebene § so, daB sie aus @
eine einfache Kurve b ausschneidet, die auch einfach zu zeichnende Risse
besitzt. Ist 2 die Schnittgerade von ¢ mit §, so liegen die Schnittpunkte
von b und % zugleich auf @ und in ¢, sind also k-Punkte.

In 4.13 war z.B. § die 2-Ebene | ¢, in 4.14 die m°-Ebene oder die
Aquatorebene.

4.16 Torus-Schnitt und Zylinder-Schnitt. Aus den in den Nummern
4.13 bis 4.15 ermittelten Punkten ergeben sich die Risse der Schnitt-
kurve % der Ringfliche @ mit der Ebene ¢ (links). Man hiite sich aber davor,
zu viele Punkte zu bestimmen; wichtiger fiir den Kurvenverlauf ist fiir
jeden konstruierten Punkt die Kenntnis der 2-Tangente.

Oft begeht der Anfinger ferner den Fehler, daB er eine Schnitt-
kurve £ auch dann schrittweise durch Verschieben einer Hilfsebene
bestimmt, wenn man aufgrund der Beschaffenheit von @ die Gestalt
von & kennt und durch andere Bestimmungsstiicke leichter finden kann.

Soll z. B. ein Drehzylinder mit einer Ebene ¢ geschnitten werden, so
ist % eine Ellipse (rechts). Thre Nebenachse schneidet die Zylinderachse z
senkrecht und hat die Linge des Zylinderdurchmessers. Die Hauptachse
liegt also bei einem vertikal stehenden Zylinder auf der z schneidenden
Fallinie von ¢. Man bestimmt daher zunichst wie in 4.13 die Risse der
f-Punkte 1 und 2, also die Risse der Hauptscheitel mit ihren horizontalen
Tangenten, dann die Risse der Nebenscheitel 3 und 4 mit ihren Tan-
genten || . Nun kann man den AufriB von & aus den konjugierten Durch-
messern I 2 und 3 4 zeichnen. Lediglich die AufriB-Konturpunkte § und 6
sind noch zu bestimmen: Dazu zeichnet man etwa in ¢ die Hohenlinien
ein, die die Konturmantellinien des Zylinders schneiden.
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4.2 Kegelflichen

4.21 Kegelschnitte. Die Verbindungsgeraden eines Punktes S mit den
Punkten einer Leitkurve ¢ bilden einen Kegel oder — falls S ein Fernpunkt
ist — einen Zylinder. Er heiit von zweiter Ordnung, wenn c eine Ellipse oder
speziell ein Kreis, eine Parabel oder eine Hyperbel, also eine Kurve zweiter
Ordnungist. Sein Schnitt Zmit einernicht durch Sgehenden Ebene gist stets
wieder eine jener Kurven zweiter Ordnung. Zur Konstruktion kann man
nach der Regelin 4.15 Hilfsebenen durch S benutzen. Zuvor aber entscheide
man, welche Gestalt & hat. Ist ndmlich S kein Fernpunkt, so lege man
durch S die Probe-Ebene ol e. Dann ist % eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel, je nachdem ¢ mit dem Kegel nur den reellen Punkt S, eine
einzige Mantellinie oder zwei Mantellinien gemeinsam hat. Die Figur
zeigt die drei Typen fiir einen Kreiskegel: Die Ellipse besiizt keinen veellen
Fernpunkt, die Parabel etnen, die Hyperbel zwes.

Ist aber S ein Fernpunkt, sucht man also einen Zylinderschnitt, so
entsprechen Fernpunkten von ¢ wieder Fernpunkte von k: Jedes Fern-
bild (insbesondere also jeder Rif3) einer Ellipse ist eine Ellipse, esner Parabel
eine Parabel, einer Hyperbel eine Hyperbel. '

4.22 Hyperbolischer Schnitt im axonometrischen Ri. Als Beispiel
bestimmen wir in einem anschaulichen Rif3 (3.33) den Schnitt % eines
Drehkegels @ mit einer Ebene e. @ sei durch den Leitkreis ¢ in einer
Ebene y, die Achse z und die Spitze S gegeben, ¢ durch den z-Punkt P
und die y-Spur e. Die ¢c-Punkte von e liefern zwei k2-Punkte. Wie in 4.13
suchen wir zunidchst die Symmetrieebene § | e durch z, die e-Fallinie
f = ed und auf f die Scheitel 4 und B. Die y-Spur 4 von ¢ ist | ¢, im Rif3
also der zu ¢ konjugierte c-Durchmesser. Ist ed = F, also PF =, so trifft f
die Mantellinien durch die ¢c-Punkte von din A und B. B ist nicht gezeich-
net. Die A-Tangente in 4 ist || e.

In der Probe-Ebene o|| ¢ ist die S-Fallinie g|| f. Durch G = gd zeichnet
man die ¢-Spur s || ¢ von ¢. Da s zwei c-Punkte, o also zwei Mantellinien
$ und g liefert, ist 2 eine Hyperbel.  und ¢ treffen ¢ in den beiden Fern-
punkten von k. In diesen suchen wir die k-Tangenten, also die Asym-
ptoten # und v. Sie werden nach 3.41 in ¢ von den Tangentialebenen
o und § ausgeschnitten, die den Kegel lings p und ¢ beriihren, deren y-
Spuren a und & also ¢-Tangenten sind. U = ea und V = eb sind die
y-Spurpunkte von % und v. Da ¢ || ¢, wird # ||  und v || ¢. Zur Kontrolle:
Der Schnittpunkt M = uv liegt auf / und auf der Schnittlinie «ff = 1.
Diese geht durch S und durch L = ab auf 4. Die Asymptoten findet
man also, indem man die Mantellinien der Probe-Ebene parallel in den
Hyperbelmittelpunkt M verschiebt. Die Konturpunkte von % ergeben
sich aus denen von ¢ durch die perspektive Verwandtschaft zwischen
¢ und % mit dem Zentrum S und der Achse ¢ (1.44).
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4.23 Hyperbolischer Schnitt im Grund- und Aufrif. Die in der vorigen
Nummer an Hand einer anschaulichen Skizze durchgefithrte Konstruk-
tion soll nun im Zweitafelsystem wiederholt werden. Die Kegelachse sei
L 7, die Schnittebene & | m,, ihre 7,-Spur ¢ also | zur RiBachse. Der
Kegel sei durch den z,-Kreis ¢ und einen zweiten Parallelkreis begrenzt,
der den gleichen Grundril habe wie ¢. Aus dem Aufrif iibertrdgt man
zunichst die e-Punkte jener Begrenzungskreise, die Scheitel 4 und B
und die Mitte M der Strecke 4 B in den GrundriB, dann die zu ¢ parallelen
Mantellinien p und g. Die Tangenten in den c-Punkten von p und gschneiden
ein U und V, den Spurpunkten der Asymptoten # und v; im Grundrif3
sind also MU = || p und MV = v || ¢ die Asymptoten. — Liegt ¢ nicht
L @, so benutzt man einen SeitenriB in einer Hilfsebene 1 & und 1 7.

Durch Umlegung von ¢ um e gewinnt man die wahre Gestalt der
Hyperbel & mit dem Mittelpunkt MX, den Asymptoten M *U und M *V
und dem Scheitel A%, Weitere 2*-Punkte ermittelt man dann am besten
nach 3.31, also nicht etwa mit Hilfe der Stauchung.

4.24 Achsenparalleler Schnitt und Mantelabwicklung. Ist die Schnitt-
ebene ¢ || 7, also ihre t,-Spur ¢ || zur RiBachse, so sind die Mantellinien p
und ¢ der Probe-Ebene die Konturmantellinien im Aufril. Der Hy-
perbelmittelpunkt M deckt sich im AufriB mit der Kegelspitze S. Ver-
schiebt man also p und ¢ wie in 4.22 parallel durch M, so decken sich im
AufriB die so gewonnenen Asymptoten # und v mit p und g. Durch
Verschneiden einer Mantellinie mit & erhdlt man einen Punkt P der
Schnitt-Hyperbel 2. Um in ihm die 2-Tangente ¢ zu zeichnen, mufl man
die Tangentialebene ¢ in P bestimmen und mit ¢ schneiden: Die zz,-Spur
a von « ist die Tangente im ¢-Punkt 2 der Mantellinie durch P,ae =T
also der erste Spurpunkt von ¢, so dal # = TP wird. Der Scheitel 4 liegt
auf dem Breitenkreis, der ¢ beriihrt, dessen Grundrif3 also e als Tangente
hat; man iibertrigt ihn aus dem GrundriB in den AufriB.

Nun wollen wir den Kegelmantel abwickeln. Ist s die Linge der
Mantellinie und » der Radius von ¢, so ist die Abwicklung der Sektor
eines Kreises ¢* mit dem Radius s; das BogenmaB o seines Offnungs-

winkels ergibt sich aus sw = 2z7, also =27t%. Ist das Kegelprofil

ein gleichseitiges Dreieck, so ist der Mantel eine Halbkreisfliche. Man
Ubertridgt die auf ¢ hinreichend klein gewihlten Sehnen 12,23, 34,...auf
¢X, dann die wahre Linge SP* des Mantellinienstiickes SP auf die zu-
gehorige Mantellinie der Abwicklung, in der Figur z. B. auf SX2%. Dabei
ist es zweckmdiBig, auch die P-Tangente ¢ mit in die Abwicklung zu
tbernehmen, indem man auf der ¢X-Tangente in 2% das Stiick 7%2%=T2
macht. — Den halben Umfang 4 # von ¢ (und damit die Kreisbégen 12,
23,...) kann man in ausgezeichneter Anndherung auch durch die Kon-
struktion von Adam Kochansky (1685) gewinnen (unten rechts).
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4.25 Brennpunkte. Legt man in einen Drehkegel die Kugeln, die den
Kegel und die Schnittebene ¢ bertihren, so sind die Berithrungspunkte
in ¢ die Brennpunkte des e-Schnittes (Satz von Dandelin, 1822).

Wird eine Kugel durch zwei leuchtende Punkte X und Y angestrahlt,
die in der Mittelpunktsebene || 7z, gewihlt sind, so bilden die beriihrenden
Lichtstrahlen zwei Drehkegel. Die Eigenschattenkreise erscheinen im
AufriB als Strecken. Wir suchen die Kugelschatten in 7;. Liegt X ebenso
hoch wie der hochste Kugelpunkt N, Y aber auf der anderen Kugelseite
etwas tiefer, so erzeugt X in 7, eine Parabel p, Y eine Hyperbel 4. Die
Scheitel 4, Bund C sind die Schatten der (von N verschiedenen) héchsten
und tiefsten Punkte 4, B und C der Eigenschattenkreise. Da eine Parallel-
verschiebung der schattenfangenden Ebene dhnliche Kegelschnitte
liefert, erhdlt man die Brennpunkte nach dem Satz von Dandelin als
Schatten der Endpunkte des Kugeldurchmessers, der zur schatten-
fangenden Ebene | steht (vgl. 2.45). In unserem Fall liefert also der
tiefste Kugelpunkt einen Brennpunkt 5 von % und den Brennpunkt F,,
von p. Aus den Brennpunkten und den Scheiteln gewinnt man die
Asymptoten # und v von % (3.31) und die Leitlinie / von 4 (3.32) und da-
raus punktweise die Schattenkurvenpund 4 ohne Benutzung des Aufrisses.

4.26 Der Satz von Pascal (1640) dient zur Konstruktion von Punkten
und Tangenten eines Kegelschnittes k: Wahit man sechs k-Punkte1,2,..., 6
und schneidet die Sekanten 12 und 45 m U, 23 und 56 in V, 34 und 6 1
in W, so liegen U, V, W auf einer Geraden g.

1. %k sei durch fiinf Punkte 7,2, ..., 5 gegeben ; sucht man den A-Punkt 6
auf einem beliebigen I-Strahl s, so bestimmt man der Reihe nach U, W,
gV, V6=t st=6.

2. Setzt man § = 6, so wird s = 19 und ¢ die §-Tangente Z,.

3.Wird71 =2,3 =4und 5 = 6, so sind 712,34 und 6 Tangenten:
Jede Seite des Sehnendreiecks 736 trifft die Tangente der Gegenecke
auf g. Ist also & durch drei Punkte und die Tangenten in zweien von
ihnen gegeben, so ist g und damit auch die dritte Tangente bestimmt.

4. k sei durch die drei Punkte 7 = 2, 3, 4 = 5 und die Tangenten in
und 4 gegeben. Die 3-Tangente #; sei bereits konstruiert. Einen Punkt 6
bestimmt man nach 1. Um seine Tangente #; zu erhalten, setzt man 1’ = 2’
=3,3=1=2,4=§=6,6=4=45;dann wird V' =V, W =W,
g = g, und daher geht 4’8" = #; durch den g-Punkt «’ von 1'?' = {,.

Deutet man den k-Bogen 134 als Zentralbild eines Halbkreises, V also
als Bild des H6henschnittpunktes im Dreieck 7 W4, so ist unsere Kon-
struktion von 6 und #; gleichbedeutend mit der einprigsamen Konstruk-
tion I.34. Als Anwendung zeichne man eine Hyperbel aus den Asym-
ptoten und einem Punkt, eine Parabel aus der Achse, dem Scheitel und
einem Punkt oder eine Ellipse aus konjugierten Durchmessern.
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4.3 Boschungsflichen

4.31 Ebenen von gegebener Neigung durch eine Gerade. Der folgende
Abschnitt behandelt die Aufgabe, durch eine Raumkurve, z. B. eine
StraBenkante, eine geeignete Regelfliche zu legen, die den Ubergang zum
Geldnde oder zu einer zweiten Strallenkante herstellt. Die Lésung ge-
schieht naturgemiB in einem kotierten Ri} 7;. Im einfachsten Iall ist
durch eine Gerade g, die durch die kotierten Risse zweier Punkte 4 und
B gegeben ist, eine Ebene mit der Neigung # zu legen, die groBer als die
von g sei. Dazu macht man einen g-Punkt, z. B. 4 oder B, zur Spitze eines
Boschungskegels @, d. h. eines Drehkegels mit vertikaler Achse, dessen
Mantellinien und Tangentialebenen die Neigung #, also die Stufungs-

einheit s = w besitzen (links); s ist der Radius der @-Kreise, die um eine

Einheit hoher oder tiefer liegen als die Spitze. Dann legt man durch g
die Tangentialebenen an @, erhilt also i. a. zwei Losungen 6 und e. Ihre
Héhenlinien berithren den in gleicher Hohe liegenden @-Kreis.

Ist 4 der Hohenunterschied von 4 und B, so zeichnet man (rechts) im
kotierten Ri8 um A den in der Hohe von B liegenden @-Kreis mit dem
Radius 7 = ks und durch B die Kreistangenten als Hohenlinien von é und ¢.
In der Figur ist h = 3, » = 2:1, also s = 0,5 und 7 = 1,5.

4.32 Boschungsebenen durch geradlinige StraBenkanten. Der Stralen-
teil, der hoher als das durch Hohenkurven gegebene Geldnde liegt, heifit
der Damm, der tiefer liegende Teil der Einschnitt. Durch die Kanten legt
man Ebenen, die vom Damm im allgemeinen mit der Neigung »n; = 2:3
zum Geldnde abfallen und im Einschnitt mit der Neigung #,= 1:1 an-
steigen. Deshalb sind in den Kantenpunkten 5 der Figur ,hingende*

Boschungskegel angebracht, deren Héhenkreise 4 den Radius s; = ni =
1

1,5 haben. In den Punkten 7 stehen die Kegel auf der Spitze, ihre Héhen-

kreise 8 haben den Radius s, = 717 = 1. Die Tangenten an diese Kreise

durch die Kantenpunkte 4 bzw. 28 liefern Hohenlinien der Bischungs-
ebenen. Nun bestimmt man deren Schnittkurven mit dem Geldnde, indem
man gleich-kotierte Hohenlinien schneidet. Dabei liefern die durch die
gleiche StraBenkante gehenden Béschungsebenen zwei Kurven, die sich
auf dieser Kante treffen. Ein Querprofil A B | zu den Rissen der StraBen-
kanten veranschaulicht Aufschiittung und Abgrabung. Dabei schneidet
die Ebene des Querprofils keine Fallinien aus den Béschungsebenen aus,
das Profil zeigt also #nicht etwa deren Neigungen.

Jede Geldnde-Fallkurve { schneidet die Héhenkurven senkrecht. Die
Flichen-Neigung im Punkte P ist die Neigung der Fallkurven-Tangente ¢
und wird durch Umlegen der Profilebene von ¢ bestimmt (rechts unten).
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4.33 Das hyperbolische Paraboloid als Ubergangsfliche wird nach 3.36
zwischen zwel windschiefen Leitgeraden f und g ausgespannt, indem man
auf f und g dhnliche Punktreihen gibt — z. B. durch Teilen einer f-Strecke
A B und einer g-Strecke C D in n gleiche Teile — und entsprechende (gleich-
numerierte) Punkte verbindet (rechts). Ebenso gewinnt man durch Teilen
der Erzeugenden # = A C und v = BD die zweite Regelschar, die fund g
enthilt (in der Figur nicht gezeichnet). In A, B, C und D beriihren die
Ebenen o = fu, p = fv, y = gu und é = gv die Fliche (vgl. auch 3.46).

Links sind in einem kotierten Ril zwei geneigte Stralen gegeben:
u=AC ist die Mittellinie der ersten, f = A B die AuBenkante der
zweiten. v = B D und g = C D sind ihre H6henlinien 0. Durch Seitenteilung
dieses Vierseits erhidlt man weitere Erzeugende und auf ihnen Punkte
gleicher H6he (schwarz markiert). Sie liefern Hyperbeln als Héhenkurven
des Paraboloids, das die StraBenebenen in B und C beriihrt, also eine
giinstige Ubergangsfliche darstellt. Das zeigt auch das herausgezeichnete
10 fach iiberhéhte w-Profil. Die Flache wurde durch zwei Vertikal-
zylinder beschnitten, die die Stralenkanten beriihren.

4.34 Raumkurve mit Tangentenfliche. Die Tangenten einer Raum-
kurve & bilden die Tangentenfliche oder Torse von k. Diese unterscheidet
sich wesentlich von den Regelflichen in 3.36: Durchlduft ndmlich dort
ein Punkt eine Erzeugende g, so dreht sich seine Tangentialebene um g
(Fig. 4.33 rechts). Die Differentialgeometrie zeigt, dal3 dagegen auf einer
Torse @ alle Punkte einer Erzeugenden wie bei den Kegelflichen die
gleiche Tangentialebene besitzen, und daB die Torsen daher abwickelbar
sind, d. h. in eine Ebene ausgebreitet werden kénnen (5.46).

Die Raumkurve % sei durch den kotierten Ril3 2’ gegeben. Wir suchen
die Stufungseinheiten der Tangenten und damit die Héhenkurven von @.
Dazu stellen wir ein Langenprofil kX von k her, indem wir den zu % ge-
hérenden Profilzylinder mit den in der Skizze verdeutlichten Tangenten-
Neigungsdreiecken in die Zeichenebene ausbreiten: Wir teilen die A'-
Abschnitte zwischen den kotierten Punkten in gentigend kleine Teile,
iibertragen sie auf eine Horizontale, tragen | zu ihr ein Vielfaches der
Hohenunterschiede der Punkte gegen ein geeignet gewdhltes Niveau auf,
zeichnen in den erhaltenen kX-Punkten die ZX-Tangenten und greifen in
den jeweils um eine Einheit tiefer liegenden Schichten die Stufungs-
einheiten (z. B. s;, s;,...) der Tangenten ab. Ubertrigt man diese auf die
k’-Tangenten, so gewinnt man die Hohenkurven von @. Die 2-Tangenten
sind i. a. nicht etwa die Fallkurven von @, die ja nach 4.32 1 zu den
Hohenkurven verlaufen.
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4.35 Boschungslinien und Béschungsflichen. Eine Raumkurve b5, die
iiberall die gleiche Neigung gegen s, hat, deren Ldngenprofil also eine
Gerade ist, heit eine Bdschungskurve in bezug auf s, ihre Torse eine
Boschungsflache mit der Gratkurve b. Ihr RiB sei b’. Die Stufungseinheit
aller Erzeugenden, d. h. der b-Tangenten, hat die Linge des »’-Kurven-
stiickes zwischen zwei Punkten mit dem Hohenunterschied 1, kann also
durch Abwicklung dieses Stiickes auf die 6’-Tangenten iibertragen werden,
d. h. ohne Benutzung eines Lingenprofils von & (4.34). Die Risse der
Hohenlinien einer Boschungsfliche @ sind Parallelkurven, nimlich Evol-
ventern von b’': Bei Abwicklung eines auf &’ liegenden gespannten Fadens
beschreibt jeder Fadenpunkt den RiB einer Héhenlinie. Die 4-Tangenten
sind im Gegensatz zu den allgemeinen Tangentenflichen hier | zu den
Hoéhenlinien, also Fallinien.

Die Tangentialebene o im @-Punkt P wird von der Erzeugenden e und
der zu ihr senkrechten Hohenlinientangente durch P ausgespannt, ist
also wie in 4.34 fiir alle e-Punkte dieselbe. Ist % eine beliecbige @-Kurve
durch P, so liegt ihre P-Tangente ¢ in . In jeder Horizontalebene ¥, z. B.
der Schicht 4, liegt daher der y-Punkt T von ¢ auf der y-Spur a4 von «.
Diese geht durch den y-Punkt E von e und ist | e, also auch | ¢’

4.36 Boschungsfldche von gegebener Neigung durch gegebene Raum-
kurve. Jetzt sei der kotierte Rif3 2" einer gekriimmten StraBenkante %
gegeben. Wir wollen durch % als Ubergang zum Gelinde eine Boschungs-
fliche @ mit der Neigung #» = 2:3, d.h. der Stufungseinheit s = 1,5,
legen, suchen also die H6hen- und Fallinien von @, ohne wie in 4.35
die Gratkurve b zu kennen. Im &-Punkt P bringe man die Spitze eines
Boschungskegels mit der Neigung »# an (Skizze). Er berithrt @ lings der
®-Erzeugenden ¢ durch P, hat also mit @ lings e die gleiche Tangential-
ebene o. In jeder Horizontalebene o beriihren sich der Kegelkreis, die
@-Spur s und die a-Spur a im e-Punkt E. Liuft P auf %, so hiillen die
Kegelkreise die gesuchte Kurve 4 ein. Um die 2’-Punkte 7, 6 und 5 zeichnen
wir z. B. die Kreise der Schicht 4 mit den Radien 3s, 2s und s und
durch den Z’-Punkt 4 deren Héillkurve b’ als Ri3 der Schichtkurve 4.

Wir wollen die Berithrungspunkte von 4’ mit den Kreisen, also die
y-Punkte der Fallinien durch 7, 6 und 5 bestimmen. Dazu ermitteln wir auf
den %’-Tangenten die schwarz markierten y-Punkte mit den Koten 4 mit
Hilfe eines Langenprofils £ von & wiein 4.34 oder — falls % eine Boschungs-
kurve war — durch Abwicklung von %’ wie in 4.35. Auf #durch P’ erhilt
man z. B. so den Ri8 7" des y-Punktes T von ¢ Durch 7" legt man eine
Tangente a’ an den P’-Kreis mit dem Radius 3s. Sie beriihrt ihn in E’;
damit ist die Fallinie PE ermittelt. — In unserem Beispiel konnte £* aus
der Figur 4.34 benutzt werden, da dort (wie in 4.35) die gleiche Kurve %
gewihlt wurde. % ist nicht etwa die Gratkurve der gefundenen Fliche .
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4.4 Schraubenflichen

4.41 Die Schraubenlinie. Eine Boschungskurve s (in bezug aufz,) auf
einem Drehzylinder mit der Achse z | 7r; und dem Radius#heil3t eineSchrau-
benlinie. Umlduft ein s-Punkt genaueinmalden Zylinder, seinGrundriBalso
dessen Basiskreis s’, so heifit das durchlaufene s-Stiick ein Schraubengang,
der H6henunterschied von Anfangs- und Endlage die Ganghohe h. Das
Profil eines Ganges ist ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 277
und 4. Dieses Dreieck ist so auf den Zylinder zu wickeln, daB # Mantel-
linie wird, die Hypotenusenendpunkte also iibereinander liegen. Um s”’
zu zeichnen, teilt man s’ z. B. in # = 12 gleiche Teile und trigt iiber den

Teilpunkten 4 = 0, 1,..., n die Héhen z; = 4 % auf. In r, || z ist s”" eine

Sinuslinie. A
Alle s-Tangenten haben die gleiche Neigung tg ¢ = Sy = -f/i gegen

my. Die reduzierte Ganghohe p = 5 == 5 wird aus dem gezeichneten

Profil von der Zylinderkontur ausgeschnitten. Verschiebt man alle
s-Tangenten in den z-Punkt R mit der Héhe p, so entsteht der Richtungs-
kegel mit dem Basiskreis s’. Er dient zur Bestimmung der Tangente ¢ im
s-Punkt P (4.42). Diese liegt in der Zylindertangentialebene 7, ¢’ beriihrt
also s’ in P’. Nun legt man durch R die Ebene || 7, sucht in ihr die zu ¢
parallele Mantellinie 7 und macht dann #|| 7. So findet man z. B. #/ im
Punkte 70. In den Wendepunkten 0, 6 und 72 von s’’ wird #' || zu den
Aufrifkonturlinien des Kegels. Fiir eine Skizze geniigt es, nur diese Wende-
tangenten und die Krimmungskreise in den Schesteln 3 und 9 von s”' zu

zeichnen (oben rechts); ihr Radius ist, wie die Differentialgeometrie zeigt,
2
0="- und wird an einem rechtwinkligen Dreieck im Profil abgegriffen.

4.42 Anschauliche Risse einer Schraubenlinie erhidlt man, wenn man
wie in 3.33 ein Bild des Schraubenzylinders zeichnet und die Héhen z; und
p verkiirzt auftriagt. Die Figur zeigt drei Schraubenlinien auf demselben
Zylinder mit verschiedenen Ganghéhen und ihre links herausgezeich-
neten Richtungskegel mit verschiedenen (schwarz markierten) Spitzen
iiber dem gemeinsamen Basiskreis, der als Ellipse erscheint; eine der
Spitzen liegt im Innern, die zweite im AuBern, die dritte in einem Neben-
scheitel der Ellipse. Im ersten Fall treten als Kegelmantellinien und also
auch als s-Tangenten alle Richtungen der Zeichenebene auf: Das s-Bild hat
Schleifenform. Im zweiten Fall aber liefern die beiden Konturmantel-
linien des Kegels die Tangenten in den Wendepunkten des s-Bildes, das
jetzt Wellenform hat. Im dritten Fall endlich ist die durch jenen Neben-
scheitel gehende Mantellinie | zur Zeichenebene, d. h. projizierend. Da-
her entstehen auf der linken Zylinderkontur Spitzen des s-Bildes, weil
hier die s-Tangenten projizierend sind.
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4.43 Regelschraubenflichen entstehen durch Verschrauben einer Ge-
raden ¢ um eine Achse z, die wieder vertikal sei. Sie heilen offen, wenn e
und z windschief sind, geschlossen, wenn sie sich schneiden, gerade oder
schief, je nachdem sie einen rechten Winkel bilden oder nicht. Die Bahn-
kurven sind Schraubenlinien mit der gleichen Ganghthe und konzen-
trischen GrundriBkreisen; die zugehérenden Richtungskegel haben die-
selbe Spitze. ,

Die Tangentenfliche einer Schraubemlinie s (links) ist eine offene
schiefe Regelschraubenfliche. Die Erzeugenden sind die s-Tangenten ¢,
in der Figur die Halbtangenten. Sie ist eine Béschungsflache, die Tangen-
tialebene bleibt also — wie bei allen Torsen — lings ¢ fest. Daher ist sie
abwickelbar, d. h. sie kann aus einem Ebenenstiick durch Verwinden her-
gestellt werden (5.46). Die Grundrisse der Héhenkurven sind Evolventen
von s’. Die Aufrisse der Bahnschraubenlinien berithren die AufriBkontur
der Fldche, also den AufriB der Erzeugenden durch den s-Punkt 4.

Die Wendelschraubenfliche (rechts) ist geschlossen und gerade: e
schneidet 2 rechtwinklig. Wandert ein Punkt auf einer Erzeugenden ¢ von
z nach auBlen, so wird seine Bahnschraubentangente ¢ dabei flacher. Die
Tangentialebene, die von e und ¢ ausgespannt wird, dreht sich daher um
e, bleibt also liangs e nicht fest. Diese Regelschraubenfliche ist mithin
nicht abwickelbar (4.34).

4.44 Tangentialebene und Kontur einer Schraubenfliche. Eine all-
gemeine Schraubenfliche entsteht durch Verschrauben einer Kurve # um
eine Achse z. In der linken Figur ist z | 7, # ein Viertelkreis in der
z-Ebene || m,, p die reduzierte Ganghohe. Durch Verschrauben der -
Punkte 4, B und C erhidlt man weitere Lagen der erzeugenden Kurve,
z. B. v. Sucht man die Tangentialebene ¢ in einem v-Punkt P auf der
Bahnschraubenlinie s, so zeichnet man die Tangenten ¢ und ¢ von » und
s, die ¢ ausspannen: e deckt sich im Grundri3 mit v, ¢ findet man mit
Hilfe des Richtungskegels (oben) nach 4.41.

Nun suchen wir im AufriB (rechts) den Konturpunkt Q von s, also den
s-Punkt, in dem die Tangentialebene | s, ist. Ist ¢ eine Héhenlinie in o
und w die erzeugende Kurve in der z-Ebene 1 ¢, so erhilt man @, wenn
man P lings s soweit nach oben verschraubt, bis ¢ 1 7, also w = u
geworden ist. Dazu iibertrdgt man den schraffierten s-Bogen zwischen w
und v aus dem GrundriB links in den GrundriB3 rechts von B bis Q, dann
gestreckt auf die horizontale Kathete des s-Profiles (rechts oben), erhilt
so || z den ebenfalls schraffierten Héhenunterschied der s-Punkte B und Q
und damit den Aufrif von Q. Die s-Tangente in Q zeichnet man wieder
mit Hilfe des Richtungskegels (oben). In der rechten Figur wurde statt
des Viertelkreises ein Halbkreis verschraubt. Man erkennt, daB die Bahn-
schraubenlinien von der AufriBkontur eingehiillt werden.






106 4. Einfache Fliachen

4.45 Achsenparalleler Schnitt einer Regelschraubenflidche. Um die ver-
tikale Achse z soll eine in der z-Ebene || 7, gegebene Strecke » mit der
Ganghohe £ verschraubt werden. Die reduzierte Ganghéhe sei . Von den
Erzeugenden sind die Lagen 0, 1, ..., 13 gezeichnet, wobei die Lagen 1,
7 und 13 || @, sind. Im AufriB hiillen die Erzeugenden die Kontur ein, die
also keine Gerade ist, in unserem Beispiel aber nicht sehr davon ab-
weicht. Diese Kontur kann nach 4.44 genau bestimmt werden.

Wir suchen nun die Schnittkurve £ mit einer achsenparallelen Ebene
9, die wir || 7z, annehmen. Dazu schneidet man die Erzeugenden im Grund-
ri mit der §-Spur und iibertrdgt die Schnittpunkte in den AufriB. Die
Erzeugende ¢, die durch den Punkt § geht, trifft z. B. 6 in 4. Wir suchen
in A4 die k-Tangente %, also den Schnitt von ¢ mit der Tangentialebene o
des Punktes A. « wird von ¢ und der Bahnschraubentangente a des
Punktes 4 ausgespannt, die wir zunichst mit Hilfe eines Richtungskegels
ermitteln miissen: Seine Hohe ist p, sein Basiskreis £, liegt in der Grund-
riBebene und geht durch den GrundriB von 4. Auf dem Kegel sucht man
die Mantellinie » auf, die || a ist, und gewinnt daraus a. Jetzt ist « durch
e und a festgelegt. Da die gesuchte k-Tangente » in « eine Frontlinie ist,
zeichnet man in « zunichst eine beliebige Frontlinie /|| 7, und macht dann
u || f (vgl. hierzu auch 4.12 und 4.24).

4.46 Stirnschnitt einer Regelschraubenfliche. Jetzt suchen wir den
Schnitt / der in 4.45 besprochenen Regelschraubenfliche mit einer Ebene
& | zur Achse 2, also in unserem Fall || 7z,, d. h. einen sogenannten Stirn-
schwitt. Man schneidet die Erzeugenden im AufriB mit der e-Spur und
iibertrdgt die Schnittpunkte in den Grundril. Zur Erlduterung der
Tangentenkonstruktion wihlen wir den /-Punkt B der Erzeugenden g,
die durch den Punkt 77 geht. Wir suchen die -Tangente v durch B, also
den Schnitt von ¢ mit der Tangentialebene f in B. § wird von g und der
Bahnschraubentangente & des Punktes B ausgespannt, die wir daher
wieder zunichst bestimmen miissen: Der Richtungskegel hat die Hohe $;
sein Basiskreis %, liegt in 7, und geht durch den Grundri3 von B. Auf
diesem Kegel sucht man die Mantellinie # auf, die || b ist, und gewinnt
daraus b. Jetzt ist # durch g und b festgelegt. Die gesuchte /-Tangente v
ist eine Hohenlinie in 8. Man zeichnet daher wieder zunichst eine beliebige
Héhenlinie ¢ in § und macht dann v || 7.

Weitere Aufgaben, Beispiele und lehrreiche Figuren finden sich in den
Biichern von Th.Schmid, Darstellende Geometrie (Walter de Gruyter
1919), M. Grofimann, Darstellende Geometrie fiir Maschineningenieure
(Springer 1927), G. Hessenberg und E. Salkowsks, Vorlesungen iiber Dar-
stellende Geometrie (Leipzig 1929) und F. Hohenberg, Konstruktive
Geometrie fiir Techniker (Springer, Wien 1956).
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5. Dutchdringungen
5.1 Kugelverfahren fiir Drehfldchen

5.11 Punkt- und Tangentenkonstruktion. Dieses Kapitel behandelt
die Konstruktion der Durchdringungskurve % zweier Flachen A und B(lies:
Alpha und Beta).Die Lésungsmethode ist — abgesehen vomSonderfall 5.3 —
stets die gleiche: Man wdhit eine Schar von Hilfsflichen @ devart, daf jede
aus A und B eine moglichst einfache Kurve k, bzw. ky ausschneidet, deren
Risse bequem zu zeichnen sind (links). Jeder Schnittpunkt P von k,und kg
ist ein k-Punkt. Beim Kugelverfahren verwendet man Kugeln, beim Pendel-
ebenenverfahren die Ebenen eines Biischels. Bei zwei Geldndeflichen z. B.
schneidet man in einem kotierten RiB gleichkotierte Schichtkurven.Ist spe-
ziell Beine Ebene, & alsoeine ebene Kurveoderkurzein,,Schnit‘ der Fliche
A,so benutzt man als Hilfsflichen meist Ebenen, weil diese aus B Geraden
ausschneiden; z. B. wiahlt man bei einer Drehfliche A Hilfsebenen | zur
Achse (4.13 — 4.16). — Es ist ratsam, die A-Punkte nicht allzu dicht zu
legen, aber in jedem Punkt die Tangente ¢ anzugeben (rechts). Beim
Tangentialebenenverfahren ermittelt man sie als Schnitt der Tangential-
ebenen o und g der Flichen A und B im Punkte P, beim Normalen-
verfahren als Lot der Normalebene v, die von den beiden Flichennormalen
a | aund b | fim Punkte P ausgespannt wird.

5.12 Drehfldchen mit gemeinsamem Achsenpunkt. Zunichst seien A
und B Drehflichen, deren Achsen ¢ und 4 in der RiBtafel & liegen und sich
im Zeichenbereich schneiden. Die Meridiane seien beliebige Kurven. Als
Hilfsflichen sind dann Kugeln um den Achsenschnittpunkt H geeignet.
In unserer Figur ist A ein Zylinder, B ein Kegel. Eine Kugel @ um H
schneidet 7 im Konturkreis f, A und Bin Breitenkreisen &, und &5, deren
Risse die f-Sehnen &, | ¢ und kg | d sind (links). Schneiden sich %, und
kp, also auch &) und &5, so erhilt man zwei zu v symmetrische k-Punkte
1 und 2 mit den Rissen I'= 2’; der Ri £’ ist also doppelt iiber-
deckt. Insbesondere liefert die Kugel, die B berithrt und A noch
schneidet, die Punkte 3 und 4, in denen %k die A-Kreise beriihrt;
denn zwischen diesen ergeben sich bei weiterer Verkleinerung der
Kugel keine reellen 2-Punkte mehr. In 5.23 zeigen wir, dal 2" aus zwei
Bogen einer Hyperbel besteht.

Fiir die Bestimmung der Tangente ¢ ist das Normalenverfahren be-
sonders bequem. Dazu suchen wir die #-Punkte 4 und B der Normalen «
und b im Punkte § oder im Konturpunkt 6 (rechts). Fir Awird 4’ 1 ¢ und
A = a’c. Dreht man 5 um 4 in die B-Kontur nach 5°, so bleibt der d-Punkt
B von b fest; die Konturnormale in §° trifft also d in B. A B = # ist die
7i-Spur der Ebene v = ab. Da ¢ | v ist, wird ¢’ | #. — Fiir den Punkt 4
wird B der Kugelmittelpunkt, also # = ¢ und daher derTangentenri3 | c.
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5.13 Imaginire Elemente mit reellen Rissen. Zwei Drehkegel mit ge-
meinsamem Achsenpunkt H schneiden die Hilfskugel in vier Kreisen
(links). Die Spuren der Kreisebenen bilden ein Parallelogramm, seine
Ecken sind die Risse ihrer Schnittgeraden. Auf diesen reellen Geraden
miissen diereellen oder imagindren Schnittpunkte von je zwei Kugelkreisen
liegen. Schneiden sich die Kreise nicht reell, z. B. bei sehr groB3 gewéhlter
Kugel, so ist also der RiB ihrer konjugiert-imagindren Schnittpunkte
dennoch reell. Die Gesamtheit dieser imagindren A-Punkte besitzt daher
einen reellen RiB3, namlich den auBlerhalb der Kegelkontur liegenden Zug
der Hyperbel %. Der Diagonalenschnittpunkt jenes Spurenparallelo-
gramms, das ja ein Sehnenparallelogramm von %’ ist, liefert den Mittel-
punkt M von &’ (schwarz markiert).

Verschiebt man insbesondere beide Kegel parallel in dieselbe beliebig
gewdhlte Spitze Z (rechts), so durchdringen sie sich in vier reellen oder
imagindren Mantellinien, die man mit einer einzigen Hilfskugel um Z be-
stimmt: Sie gehen durch die Schnittpunkte der auf den Kegeln aus-
geschnittenen Kugelkreise. In unserem Beispiel sind je zwei Mantellinien
konjugiert imagindr, ihre Risse aber reell, ndmlich die (durch Z gehenden)
Diagonalen #" und v’ des Sehnenparallelogramms. Man entwerfe die ent-
sprechende Figur fiir den Fall, daB zwei gemeinsame Mantellinien reell
und die beiden anderen konjugiert imaginir sind.

5.14 Die Asymptoten einer Durchdringungskurve sind die Tangenten
in ihren Fernpunkten. Wir suchen sie fiir die linke Figur 5.13. Die Tan-
gente £ in einem R-Punkt ist der Schnitt der beiden Tangentialebenen, die
die Kegel in den Erzeugenden m, und my durch P berithren. Ist P ein
Fernpunkt von £, so wird m, || my und auch ¢| m,. P ist aber auch ge-
meinsamer Fernpunkt der an die Stelle Z verschobenen Kegel, Z P || m,
also eine der vier gemeinsamen Mantellinien, deren Risse ' und v wir
rechts konstruierten. So folgt: Die gesuchten reellen oder imagindren
k-Asymptoten sind || zu den gemeinsamen Mantellinien der verschobenen
Kegel, die Asymptoten der Hyperbel &’ also || %’ und || »’; der Deutlichkeit
wegen sind sie links nicht eingezeichnet; praktisch wihlt man Z=M.

Fir die nebenstehenden Drebzylinder wird M = H, weil auch die
Konturen-Schnittpunkte ein Sehnenparallelogramm von &’ bilden. Wihlt
man Z = H, so arten die verschobenen Kegel in die Zylinderachsen und
die Kreisebenen der Z-Kugel in die Tangentialebenen durch die Achsen-
punkte der Kugel aus: Die Asymptoten von £ werden daher die Winkel-
halbierenden der Achsen, kénnen also ohne Hilfskugel gezeichnet werden.
Da sie als Diagonalen eines Rhombus aufeinander senkrecht stehen, ist
der RiB3 der Durchdringungskurve zweier Drehzylinder mit sich schneiden-
den Achsen stets eine gleichseitige Hyperbel (oder im Sonderfall 5.32 ein
Streckenpaar), wenn die Rif3tafel || zu den Achsen gewihlt wird.
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5.15 Ringfldche und Kegel: Punktkonstruktion. Wir schildern nun das
Kugelverfahren fiir den allgemeineren Fall, daB B eine Drehfliche ist
und A Kreise enthilt, deren Achsen die B-Achse treffen. In unserem
Beispiel sei A ein Stiick einer Ringfliche mit der Achse m | m. Der
z-Spurpunkt von m sei M. Die Mitten aller Meridiankreise liegen in & auf
einem Kreis ¢ um M. B sei wieder ein Drehkegelstutzen mit der Achse d
in @. Eine beliebig gewdhlte m-Ebene schneidet A in einem Meridian-
kreise &, dessen RiB die Strecke &, = UV ist. Durch %, legt man eine
Hilfskugel @, deren Mittelpunkt auf 4 liegen soll, damit sie auch B in
Kreisen schneidet. Das Mittellot [ auf £ (im ¢-Punkt von &) trifft 4 im
Mittelpunkt von @, dem oberen der schwarz markierten d-Punkte; um
ihn zeichnet man den Konturkreis f von @ durch U und V, der die
B-Kontur in W treffen moge. @ schneidet B im Breitenkreis k5 mit dem
RiB kg | d durch W. k,und kg schneiden sich in den k-Punkten 7 und 2,
die Risse %, und kg also in 1’ = 2.

Legt man speziell £, durch den Schnittpunkt von ¢ und d, den
unteren der schwarz markierten d-Punkte, so wird dieser der Mittelpunkt
der kleinsten Hilfskugel, die die Ringfliche ldngs eines Meridians gerade
noch beriihrt. Sie liefert die 2-Punkte 3 und 4. Wieder wird hier der
B-Kreis von & beriihrt (vgl. 5.12). Weitere Punkte von &’ sind die Schnitt-
punkte der Konturen.

5.16 Ringfliche und Kegel: Tangentenkonstruktion. Sucht man in
einem k-Punkt 7 die Tangente £, so verwendet man auch hier am zweck-
miBigsten das Normalenverfahren, das sich immer dann empfiehlt, wenn
die Punkte nach dem Kugelverfahren konstruiert worden sind.

Der Ri3 @’ der A-Normalen a deckt sich mit £, ; der z-Punkt von a
liegt auf ¢, ist also der ¢-Punkt A von %,. Den #-Punkt B der B-Nor-
malen b erhalten wir wieder, wenn wir 7 auf %z in den Konturmeridian
nach 7°= W drehen. Dabei bleibt der d-Punkt B von b fest; die Kontur-
normale 6° in W trifft also 4 in B. Nun zeichnet man durch I’ den Rif} #
1 zur n-Spur #» = A B der Ebene v = a b, ohne vorher » wirklich zu
zeichnen. Man beachte, daBl man auch nur die Spurpunkte von a und b,
nicht aber die Risse 4’ und &' zu zeichnen braucht.

Fir den Punkt 3 liegen beide Normalen-Spurpunkte auf 4; daher wird
#n = d, also der Tangentenri8 durch 3’ | 4, wie schon in 5.15 gezeigt.

In allen Féllen dieses Abschnitts konnte die Punkt- und Tangenten-
konstruktion ohne Benutzung eines zweiten Risses durchgefiihrt werden,
weil diese einfachen Flachen schon durch einen einzigen geeignet gewéhl-
ten RiB festgelegt werden kénnen.
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5.2 Pendelebenenverfahren fiir Kegelflichen

5.21 Pendelebenen zweier Kegel. A und B seien zwei Kegel mit den
Spitzen 4 und B und mit Leitkurven in den Ebenen ¢ und z. Um die
Durchdringungskurve % zu bestimmen, sucht man wieder geeignete
Hilfsflichen. Man benutzt hier zweckmiBigerweise Ebenen, die die Kegel
in ihren Mantellinien schneiden, d. h. man dreht eine Hilfsebene ¢ um die
Pendelachse p = A B. Die Kegel-Erzeugenden in & schneiden sich dann
in Punkten von % (in der Figur schwarz markiert). Beim Konstruieren
benutzt man die e-Spuren # und v in o und 7, die durch die festen p-Punkte
U und V gehen und sich auf der Schnittgeraden von ¢ und 7 treffen
miissen. Die Tangente / in einem A-Punkt bestimmt man - wie fast
immer beim Pendelebenenverfahren — als Schnitt der Tangentialebenen;
ihre Spuren in den Ebenen ¢ und 7 sind Tangenten der Leitkurven.

Sind die Leitkurven, also auch die Kegel, von zweiter Ordnung, so
liefert jede Pendelebene ¢ zwei Erzeugendenpaare, also vier reelle oder
imagindre k-Punkte. Schneidet man zwei Flichen zweiter Ordnung,
speziell also die Kegel A und B, mit einer beliebigen Ebene 4§, die rechts
herausgezeichnet ist, so erhdlt man in § zwei Kegelschnitte, also i. a.
wieder vier 2-Punkte. & heiit deshalb eine Raumkurve vierter Ordnung.
Ein RiB %’ von k trifft jede Gerade g der Rif3tafel in vier (reellen oder
imagindren) Punkten, nimlich den Rissen der vier k-Punkte, die in
der projizierenden g-Ebene liegen: &' ist eine ebene Kurve vierter Ovdnung.
Thre Gleichung ist — wie die analytische Geometrie zeigt — vom vierten
Grade. Wird 4 = B, so zerfillt & in vier Erzeugende (5.13), die 0
wieder i. a. in vier Punkten treffen.

5.22 Beriihrende Pendelebenen. Fiir einen Kegel A und einen Zylinder
B wird die Pendelachse ¢ || zu den B-Mantellinien. Sind beide Basiskurven
in derselben Ebene ¢ gegeben, so mufl man die o-Spur # der Pendelebene
¢ um den o-Punkt U von p drehen.

Beriihrt ¢ die eine Fliche und schneidet aus der anderen zwei Mantel-
linien aus, so werden diese Mantellinien Tangenten in den beiden %-
Punkten 7 und 2, weil in ihnen je zwei k-Punkte zusammenfallen. Das-
selbe ergibt auch die Tangentenkonstruktion, z. B. fiir den Punkt I:
¢ ist zugleich die A-Tangentialebene, sie schneidet die B-Tangentialebene
in der B-Mantellinie des Punktes 1, die deshalb Tangente wird. Davon
machen wir in den Beispielen der nichsten Nummern Gebrauch.

Lost sich ¢ gleichzeitig von A und B, beriihrt also beide Flichen, so
fallen die vier 2-Punkte in einen Doppelpunkt mit zwei i. a. von einander
verschiedenen k-Tangenten zusammen. In ihm versagt die oben geschil-
derte Tangentenkonstruktion. Beispiele fiir diesen Fall lernen wir in 5.25
und 5.43 kennen.






116 5. Durchdringungen

5.23 Durchdringung zweier Rohre, Wir betrachten jetzt zwei Zylinder
A und B, deren Mantellinien ||z sind, in unserer Figur z. B. zwei Dreh-
zylinder mit den Achsen ¢ und @ in der Zeichenebene 7 (vgl. 5.14). Dann
sind die Pendelebenen ¢ || &v; p ist ihre Ferngerade. Man verwendet zwei
SeitenriBebenen ¢ | ¢ und 7 1. 4, in denen man die Zylinderprofile, in
unserem Fall zwei Halbkreise, zeichnet, wihlt in ¢ und 7 die &-Spuren
» und v im gleichen Abstand 2z vonz und gewinnt so die 2-Punkte 7 bis 4.
In 1 zeichnen wir die Tangente ¢ als Schnitt der Tangentialebenen o und f:
Thre z-Spuren a || ¢ und 4 || 4 liefern den #-Punkt T von ¢ In den Kontur-
schnittpunkten versagt diese Konstruktion. Hier benutzt man ausnahms-
weise die Normalen (5.12). Wird z gleich dem Radius » des diinneren
Rohres B, ¢ also dessen Tangentialebene, so ergeben sich die Punkte
5 und 6. Hier sind nach 5.22 die Tangenten || ¢. Zwischen ihnen liegen
keine &’-Punkte; % besteht daher aus zwei getrennten geschlossenen
Ztigen.

Sind A und B zwei allgemeine Flichen zweiter Ordnung, von denen
jede symmetrisch zu 7 liegt, so ist auch & symmetrisch zu sz und jeder
k’-Punkt der RiB zweier 2-Punkte. 2’ schneidet daher jede m-Gerade in
nur zwei (doppelt zu zdhlenden) Punkten, ist also eine Kurve zweiter
Ordnung, d. h. ein , Kegelschnitt”. In unserem Beispiel und in 5.12
besitzt &’ zwei Aste, ist also eine Hyperbel. Thre Asymptoten bestimmen
wir wie in 5.14.

5.24 Schlagschatten eines Kreises auf einen Zylinder. Auf einem zylin-
drischen Turm sitzt ein iiberstehendes Kegeldach. Wir suchen den Schlag-
schatten seines Traufkreises. Die durch ihn gehenden Lichtstrahlen /, die
|| 7%, gewdhlt sind, bilden einen schiefen Kreiszylinder, der mit dem Turm
zu schneiden ist. Die Pendelebenen sind || 7z,: Der Schattenpunkt 7 des
Punktes 7 liegt auf der Konturmantellinie des Aufrisses, der Schatten-
punkt 2 von 2 in der Pendelebene, die den Turmzylinder beriihrt. Daher
wird im AufriB der Lichtstrahl 22 Tangente der Schlagschattenkurve
(5.22). Da beide Zylinder dieselbe Symmetrieebene || 7, besitzen, besteht
der Aufri der Durchdringungskurve wieder aus zwei Hyperbelbdgen,
von denen nur einer als Riff des Schlagschattens in Frage kommt. — Der
Leser iiberlege sich (unter Beriicksichtigung von 5.31), daf3 man hier u. a.
auch Hilfskugeln verwenden kann, die durch den Traufkreis des Kegel-
daches gehen.

Die Zylindermantellinie durch 2 ist Eigenschattengrenze. Auf dem
Kegel besteht die Eigenschattengrenze aus den Mantellinien, in deren
Punkten die Lichtstrahlen den Kegel beriihren: Man verschafft sich die
Spuren der zur Lichtrichtung parallelen Tangentialebenen in der Trauf-
ebene und verbindet die Punkte, in denen sie den Traufkreis beriihren,
mit der Kegelspitze (3.42).
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5.25 Kegel und Zylinder: Punktkonstruktion. A sei ein Drehzylinder,
B ein schiefer Kreiskegel. Die A-Achse ¢ liege in 75 und |_ 7,, der B-Kreis /
in my symmetrisch zu a,, die B-Spitze B in 7,. Dabei liegen B, der hochste
/-Punkt und die hochste A-Erzeugende gleich hoch. Die Durchdringungs-
kurve % ist symmetrisch zu 7,, jeder konstruierte %’-Punkt also an 7, zu
spiegeln; & fdllt mit dem AufriBl von A zusammen.

¢ und die p-Ebenen ¢ sind || ¢, also L @, Die p-Ebene ¢ || 7, ist
Tangentialebene beider Flichen, liefert also auf jeder zwel zusammen-
fallende Erzeugende und daher einen Doppelpunkt 7 von £und &’ (vgl.
5.22). Nun wihlt man ¢ im AufriB beliebig, {ibertrigt die B-Geraden
in den KreuzriB und von dort in den GrundriB und erhilt so z. B. die
Punkte 2 und 3.

Wichtig ist wieder die Bestimmung der ausgezeichneten Punkte (4.15).
Um die Konturpunkte im Grundrif zu ermitteln, legt man ¢ zunichst
durch die Mantellinien des Kegels, die die GrundriBkontur liefern, im
Aufrif die ¢-Spur also durch den /-Mittelpunkt, und gewinnt dadurch
auf der B-Kontur die Punkte 4 und §. Dann ist ¢ durch die rechte der
beiden A-Geraden zu legen, die in z, die A-Kontur liefern. In unserem
Beispiel sind die Abmessungen der Flichen speziell so gewéhlt, daB sich
wieder die durch den I-Mittelpunkt gehende p-Ebene und damit noch
einmal der Punkt § ergibt, der mithin ein Schnittpunkt der A-Kontur
und der B-Kontur ist. Endlich liefert die untere Tangentialebene von B
zwei zusammenfallende B-Geraden in , und auf ihnen die Scheitel 6
und 7 von %. Im GrundriB sichtbar ist der Kurvenzug 4 2 1 3 § und sein
Spiegelbild an n,.

5.26 Kegel und Zylinder: Tangentenkonstruktion. Um in einem k-
Punkt die Tangente £ als Schnitt der beiden Tangentialebenen o und
festzulegen, verschafft man sich einen weiteren #-Punkt. Man bestimmt
z. B. in einer RiBtafel die Spuren von « und § und dann den Spurpunkt
von ¢ als Schnitt dieser Spuren. Fiir den Punkt 2 ist die 7,-Spur 4, von «
Tangente des A-Kreises in 7,, ihre 7;-Spur a, ist horizontal. Auf / ist der
7ty-Spurpunkt der B-Erzeugenden, die durch 2 geht, schwarz markiert. Die
[-Tangente in diesem Punkt ist die 7,-Spur 3 von f. Nun iibertrigt man
den gy-Spurpunkt Ty = a3b, von ¢ in den Grundri und erhilt so den
Grundrif ¢ von ¢.

In 4’ beriihrt &’ die B-Kontur. In § sind beide Tangentialebenen, also
auch ¢ | z;. Daher hat %’ hier eine Spitze (vgl. 4.42). In 6 und 7 werden
nach 5.22 die A-Erzeugenden zu Tangenten. Im Doppelpunkt 7 versagt
die tibliche Konstruktion. Hier lassen sich die Tangenten durch
differentialgeometrische Uberlegungen ermitteln, die man z. B. in dem
Buch von Miiller-Kruppa, Darstellende Geometrie (Springer-Verlag,
Wien 1948) findet, die aber fiir die Praxis selten erforderlich sind.
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5.3 Zerfallende Durchdringungskurven

5.31 Zwei Kegel mit zwei Beriihrungspunkten. Zwei Kegel 2. Ordnung
A und B mit den Spitzen 4 und B # A sollen sich in P und Q beriihren,
also in diesen gemeinsamen Punkten die gleichen Tangentialebenen ¢,
und gy besitzen (links). Wir untersuchen die Durchdringungskurve %. P
und Q sind Doppelpunkie von k, R sei ein weiterer 2-Punkt. Die Ebene
0 = PQ R schneidet A und B in zwei Kegelschnitten, die durch P,Q und
R gehen. Dasiein PundQ auBlerdem die gleichen Tangenten, ndmlich die
Schnittgeraden d ¢, und d ¢y besitzen, fallen sienach 4.26 in einen (ebenen!)
Kegelschnitt zusammen, der mithin einen Bestandteil %; von & bildet.
Fiir einen k-Punkt S, der nicht auf %, liegt, folgt ebenso, daB auch die
Ebene PQS aus A und B einen Kegelschnitt &, ausschneidet. Da das
Kurvenpaar k,, k, jede andere Ebene in vier Punkten trifft, also eine zer-
fallende Raumkurve 4.Ordnung darstellt, gibt eskeine weiteren k-Punkte.

Nun sei vorausgesetzt, daB A und B einen gemeinsamen Kegelschnitt
k, in der Ebene ¢ besitzen (rechts). A B = p schneide ¢ in U auBerhalb
von k,. Dann gibt es zwei p-Ebenen, die %, in P und Q beriihren, d. h.
0 in den k-Tangenten U P und UQ schneiden, also gemeinsame Tangen-
tialebenen von A und B sind. Daher haben A und B noch einen zweiten
Kegelschnitt %, gemeinsam, der ebenfalls durch P und Q geht. Kennt man
bereits %, so kann man %, auf zwei Arten als perspektives Bild von %,
gewinnen: Perspektivititsachse ist die Gerade P(Q, Perspektivitits-
zentrum A oder B. Ist A oder B ein Zylinder, so sind %, und %, affin (5.36).

Allgemeiner gilt: Haben zwei Flachen 2. Ordnung einen Kegelschnitt
gemeinsam, so besitzen sie noch einen zweiten gemeinsamen Kegelschnitt.
Zwei Kugeln gehen z. B. stets durch den imagindren Kugelkreis der Fern-
ebene und schneiden sich daher in einem zweiten ebenen Kugelschnitt,
also einem reellen oder imaginiren Kreis (Skizze in 5.32).

5.32 Zwei Drehkegel mit gemeinsamer einbeschriebener Kugel. Jetzt
seien A und B zwei Drehkegel, deren Achsen in der Zeichenebene n liegen
und sich in H treffen (links). Gibt es unter den Kugeln, die man beim
Kugelverfahren um H legt, eine Kugel, die A im Kreise 2 und B im
Kreise b bertihrt, dann berithren sich A und B in den Schnittpunkten
dieser Kreise. k zerfillt daher nach 5.31 in zwei Kegelschnitte £, und %,,
die symmetrisch zu = liegen, deren Risse also die doppelt iiberdeckten
Diagonalen des Konturlinienvierecks sind; sie gehen durch den Schnitt-
punkt der Risse von a und & (Mac Laurinsche Konfiguration).

Fiir zwei Drehzylinder gleicher Dicke mit beliebigem Achsenwinkel
(rechts) sind %, und %, Ellipsen, deren Ebenen zueinander senkrecht sind
und deren kleine Achse gleich dem Zylinderdurchmesser ist. Als Beispiele
sind unten das Klostergewdilbe, das Kreuzgewilbe, das Rohrknie und das
Kugelpaar aus 5.31 skizziert.
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5.33 Kreuzgewdlbe. Ist eine der drei in den vorigen beiden Nummern
besprochenen Voraussetzungen erfiillt, besitzen also die beiden Kegel
zwei gemeinsame Tangentialebenen oder einen gemeinsamen Kegelschnitt
oder aber eine gemeinsame einbeschriebene Kugel, so braucht man zur
Bestimmung der zerfallenden Durchdringungskurve keine Hilfsflichen zu
verwenden, sondern kann %, und £, als ebene Kegelschnitte konstruieren
(vgl. auch 4.16).

Soll z. B. ein axonometrisches Bild eines Kreuzgewdlbes entworfen
werden, so zeichnet man zunichst das Bild des Grundrisses und der vier
Schildbégen, dann die Konturmantellinien der Halbzylinder A und B
(bei einer normalen Axonometrie also die Tangenten in den Haupt-
scheiteln der Schildbégen) und schlieBlich die Bilder der Gratellipsen %,
und £, iiber den Diagonalen des GrundriBquadrates. Dabei hat der ge-
meinsame Vertikalhalbmesser von &, und %,, der iiber dem Diagonalen-
Schnittpunkt steht und dessen Endpunkt der Doppelpunkt ist, die gleiche
Linge wie die Vertikalhalbmesser der Schildbogen. Legt man durch die
Konturmantellinie von A die Pendelebene || zur Bodenebene, so ergibt sie
die Konturpunkte 7 auf 2, und 2 auf %,, auBerdem die Punkte 3 und 4.
In 3 ist die Tangente als Schnitt der Tangentialebenen bestimmt. Die
hier nicht eingezeichnete Pendelebene durch die Konturmantellinie von B
ergibt die Konturpunkte § auf %, und 6 auf %,.

5.34 Rohrknie. Zwei gleichdicke Drehzylinder A und B kénnen zu
einem Rohrknie zusammengesetzt werden. Der gemeinsame Kegelschnitt
ist eine Ellipse £. IThre kleine Achse hat die Linge des Zylinderdurchmessers
und steht | auf beiden Zylinderachsen. In unserem Beispiel sei A hori-
zontal, B vertikal gewihlt, die 2-Ebene 0 also unter 45° gegen 7, geneigt.
Die Hauptachse 72 von % ist Fallinie, die Nebenachse 34 Hohenlinie von ¢
(links). Im GrundriB deckt sich 2 mit dem Zylinder B, der dort als Kreis
erscheint, und 72 mit der A-Achse. 34 wird also im GrundriB | 72. Im
AufriB liegen 7 und 2 auf den Konturmantellinien von A. Man kénnte also
den Aufril von & aus den konjugierten Durchmessern 12 und 34 zeichnen,
kann aberauch seine Achsen leicht angeben. Fiir jede Ellipse liefern nimlich
die Diagonalen eines Tangentenparallelogramms zwei konjugierte Durch-
messer, weil im affinen Kreisbild dem Parallelogramm ein Tangenten-
rhombus entspricht (1.31). Im AufriB ergeben daher die Diagonalen a
und & des Konturlinienquadrates zwei zueinander senkrechte konjugierte
Richtungen, also die Achsen des Aufrisses von %: man sucht zunichst die
Grundrisse dieser Diagonalen, gewinnt daraus auf ihnen die Endpunkte
o und 6 in beiden Rissen und schlieBlich den Konturpunkt 7, wobei im
AufriB 717 | a ist.

Die Schnittellipse ist zu den Basiskreisen beider Zylinder affin. Im
axonometrischen Bild (rechts) erhilt man & also nach 1.46.
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5.35 Kongruente Drehkegel. Als weiteres Beispiel zweier Kegel mit
gemeinsamen Kegelschnitt betrachten wir zwei Drehkegel mit vertikalen
Achsen in 7, und mit gleichen Béschungswinkeln; im Aufri3 sind also je
zwei Konturlinien parallel. Beide Kegel haben in der Fernebene einen
Kegelschnitt %, gemeinsam. Die Ebene des zweiten gemeinsamen Kegel-
schnittes &, = & ist | m,, ihre 7,-Spur geht (wie in 5.32) durch die im End-
lichen liegenden Konturenschnittpunkte. Im linken Beispiel liegt jede
Kegelspitze auBerhalb des anderen Doppelkegels; Zist in diesem Fall eine
Hyperbel. Im rechten Beispiel liegt jede Kegelspitze im Innern des ande-
ren Kegels; hier wird % eine Ellipse. GrundriBpunkte von % erhélt man
durch Schnitt der Héhenkreise beider Kegel in einer beliebigen Ebene
8 || ;. Thre Radien seien 7, und #,. Der Aufrif} zeigt, daB links 7, — 7, =17
= const, rechts 7, + #,= 7 = const, ndmlich gleich dem Radius des
Kegelkreises in der durch die Spitze des anderen Kegels gelegten Horizon-
talebene: d. h.: Der Grundrif von k ist ein Kegelschnitt, der die Grundrisse
der Kegelspitzen zu Brennpunkten hat. Oder allgemein: Der Rif eines ebenen
Drehkegelschnittes in einer Riftafel | zur Drehachse hat den Riff der Kegel-
spitze aum Brennpunkt.

5.36 Hohlkegel mit Randschatten. Wie in 2.46 bilden die Lichtstrahlen
durch den Randkreis %, eines Drehkegels A einen schiefen Kreiszylinder
B, der A auBer in k, noch im Schlagschatten %, von %,, einem Ellipsen-
bogen, schneidet. Der Lichtstrahl / durch die Spitze von A ist die Pendel-
achse. [/ trifft die 2,-Ebene ¢ in U. Nach 5.31 (rechts) legen wir zunédchst
durch ! die Tangentialebenen an A, durch U also die k-Tangenten. Sie
berithren %, 'n I = 7 und 2 = 2, den Schnittpunkten von %, und %, (in
5.3 mit P und Q bezeichnet). Die /-Ebene durch die A-Achse ist Sym-
metrieebene fiir k, und liefert den Schatten 3 des k,-Punktes 3 als Scheitel
von %, und des Grundrisses von &,. Zur Bestimmung des AufriBkontur-
punktes Z legt man die /-Ebene durch die rechte A-Erzeugende ||7,, ihre
o-Spur also durch U und den k,-Punkt jener Erzeugenden. So findet man
{ als Schatten des %,-Punktes 4.

Als Schnitte des Lichtzylinders sind %, und %, affin, also auch ihre
Grundrisse. Ihre Mittelpunkte 0 und 0 entsprechen einander. Bekannt
ist die Affinitatsachse 72 und ein Punktepaar 3, 3. Daraus erhdlt man 0
zunichst im GrundriB — die Konstruktion ist nicht eingezeichnet -,
dann im AufriB auf der durch die Mitte von 7 und 2 gehenden Fallinie 0 3.
Die kleine k,-Achse (mit schwarz markierten Endpunkten) hat die Lange
des k;-Durchmessers.

Die Erzeugenden durch 7 und 2 bilden die Eigenschattengrenze auf

A (rechts). Der Eigenschatten ist einfach, der Schlagschatten doppelt
schraffiert.
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5.4 Pendelebenenverfahren fiir Kugeln und Regelflichen

5.41 Kugel und Kegel: Punktkonstruktion. In diesem Abschnitt wollen
wir die Durchdringung einer Kugel mit einem Kegel oder einer Regel-
schraubenfldche und einige Abwicklungen ermitteln.

A sei eine Halbkugel iiber einer horizontalen Ebene. Die RiBtafeln s
und 57y sind durch den Kugelmittelpunkt M gelegt; nach Ineinander-
klappen derselben decken sich die von ihnen ausgeschnittenen Kugel-
halbkreise.! In die Halbkugel sollen Fensterschichte in Gestalt eines
schiefen Kreiskegels B eingefiihrt werden. Links ist der Aufri eines
solchen Kegels gezeichnet: Seine Spitze S liegt in s, sein Leitkreis /
symmetrisch zu 7, in einer Ebene o | 7,. Der rechts gezeichnete Kreuzrif3
kann zugleich als AufriB eines zweiten Kegels gedeutet werden, der durch
Schwenkung des ersten Kegels um den vertikalen A-Durchmesser ent-
steht, also zu 7, symmetrisch liegt.

Eine verdnderliche Hilfsebene ¢ || o schneidet A in einem Halbkreis
k4, B in einem Kreis k5. Die Radien werden links im AufriB abgegriffen.
Der KreuzriB} liefert zwei Schnittpunkte von %, und %5, die nun in den
AufriB zuriickiibertragen werden. Im KreuzriB erscheint £ geschlossen
und oval, im AufriB als ein doppelt iiberdeckter Hyperbelbogen (5.13).

5.42 Kugel und Kegel: Tangentenkonstruktion. In dem vorliegenden
einfachen Beispiel kann man nach Konstruktion weniger k-Punkte den
Verlauf von k£ in beiden Rissen gut iiberblicken. Tangenten sind in
solchem Fall fiir den praktischen Zeichner nicht erforderlich, wohl aber
— wie oft betont — bei schwierigeren Aufgaben. Nur deshalb suchen wir
auch hier in dem konstruierten 2-Punkt P die A-Tangente £ als Schnitt
der Tangentialebenen o und g von A und B.

Wir bestimmen zunichst den /-Punkt Q der B-Erzeugenden S P und
in Q die /-Tangente b. Sie ist die o-Spur von f, die damit im Kreuzril3
zur Verfiigung steht. Nun suchen wir die o-Spur a von « und legen deshalb
zur Festlegung von « zunichst durch P eine Frontlinie /|| 7z,: Da o | zum
Kugelradius M P ist, muB / im Aufri} (links) |. M P gezeichnet werden,
im KreuzriB (rechts) aber || zur RiBachse, dem vertikalen Kugeldurch-
messer. Nun schneidet man f mit ¢ in F, zunichst im AufriB}, dann im
KreuzriB, und hat damit einen a-Punkt gefunden. Im KreuzriB ist dann
a | M P durch F zu zeichnen. a und b treffen sich im ¢-Punkt T von ¢,
der zunichst im KreuzriB, dann im AufriB} ermittelt wird und damit die
Risse von ¢ liefert, die der Leser durch Parallelverschieben in die Figur
5.41I iibertragen moge.

1 Auf- und Kreuzrisse simtlicher Punkte und Geraden bezeichnen wir
hier wieder mit denselben Buchstaben wie die Urbilder.
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5.43 Vivianisches Fenster. Eine Kugel A mit dem Mittelpunkt M soll
zylindrisch durchbohrt, also mit einem Drehzylinder B geschnitten wer-
den, der in unseren Beispiel durch M geht und A im Punkte 7 beriihrt;
der Kugelradius ist gleich dem Zylinderdurchmesser M1. M liege in 7,
die B-Achse | g5, die Durchdringungskurve & und ihr Aufril daher
symmetrisch zur M-Ebene || 7;. Wir legen Hilfsebenen ¢ || 7, zunichst
durch 7, durch die B-Achse und durch M. Jede dieser Ebenen schneidet B
in zwei Erzeugenden und A in einem Kreis, dessen Mittelpunkt sich im
Aufril mit M deckt und dessen Radius man dem KreuzriBl entnimmt.
So erhidlt man im Aufri auf demselben Kugelkreis den Doppelpunkt 7
und den Punkt 2, auf einem anderen Kreis die Punkte 3 und 4 mit
horizontalen Tangenten und auf der Kugelkontur die Punkte § und 6.
Beriihrt ¢ den Zylinder, so beriihrt 2im AufriB3 den von ¢ ausgeschnittenen
Kugelkreis in 7 bzw. 8. Die so gewonnene Kurve ist von vierter Ordnung
und die Lésung einer von V. Viviani 1692 gestellten Aufgabe.

In 2 suchen wir die 2-Tangenten ¢: Die Normalen @ und 4 von A und
B treffen 71, in M und in B. Da im AufriB 1, 2, M und B die Ecken eines
Quadrates sind, besitzt der zu M B senkrechte AufriBl von ¢ die Neigung
1:1, und zwar unabhingig von der gewihlten Neigung von M I im Kreuz-
riB. — Legt man den Zylinder so, daB3 M I horizontal ist, so erkennt man,
daB die beiden k-Zweige sich in I rechtwinklig schneiden und daB der
hier nicht gezeichnete GrundriB von % eine doppelt tiberdeckte Parabel
wird (5.23).

5.44 Kugel und Schraube. Im Grund- und AufriB} ist eine in 7, liegende
vertikale Schraubachse z gegeben, ferner in einer z-Ebene ein gleich-
schenkliges Dreieck 4 BC (B C || 2), das aus seiner Ausgangslage 0 mit der
Ganghéhe BC verschraubt werden soll. Nach einem Umlauf kommt
also B an die Stelle C. Die Schraubenlinie von 4 sei s. Die entstehende
Flache wollen wir kugelférmig abdrehen, d. h. mit einer Kugel schneiden,
die wir durch die Ecken 4 und C der Profillage 0 legen. Um den Kugel-
mittelpunkt M auf z zu bestimmen, klappen wir das Profil A BC um z
in 7, hinein und erhalten M’ auf dem Mittellot der Umlegung AXCX.

Von der Durchdringungskurve & suchen wir nur den im Aufri sicht-
baren Teil. Dazu legt man die verschraubten Profillagen 0 bis 4 und 10
bis 72 um z in ;, um, schneidet sie hier — wie rechts oben erkenntlich —
mit der Kugelkontur, dreht sie zuriick und gewinnt so zunéchst %",
dann %'. Die Profile 4 und 10 ergeben die AufriBkonturpunkte von .

Bei der Verschraubung erhilt man eine Profillage, in der AC die
Kugel beriihrt, also k-Tangente wird. In unserem Beispiel liegt dieser
Beriihrungspunkt P speziell in der Profillage I zwischen 4 und C, wie
die oben links gezeichnete Umlegung dieses Profiles zeigt.
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5.45 Abwicklung eines schiefen Kreiskegels. Um den Kegel in 5.41
abzuwickeln, wahlt man auf seinem Leitkreis / die Teilpunkte so dicht,
daB der Bogen zweier Nachbarpunkte nahezu der Sehne gleich wird, und
ersetzt die Mantelstreifen durch Dreiecke. Die Seiten 01 12 2, ... ent-
nimmt man dem KreuzriB (oder bestimmt sie nach 4.24), die Mantellinien
So» Sy, - aus der Hilfsfigur unten links, in der die Katheten p, = 01,
py =02, ... wieder aus dem KreuzriB stammen. Das Polygon 012 ... in
der Abwicklung gldttet man durch die Kurve /. So iibertrdgt man auch
eine auf dem Kegel liegende Kurve 2 nebst Tangenten, wobei deren
Winkel mit den Erzeugenden erhalten bleiben.

5.46 Abwicklung einer Schraubentorse. Die Erzeugenden einer Torse @
sind die Tangenten einer Raumkurve s (4.34). Bei der Verebnung wird
jede @-Kurve % lingentreu in eine ebene Kurve %, verwandelt. Dabei
bleibt auch der Winkel, unter dem sich zwei @-Kurven schneiden, er-
halten. Die Differentialgeometrie zeigt: In einem A-Punkt P sei 7 die
Tangentialebene von @, ¢ die Schmiegebene von k, v der Winkel zwischen
7 und o, ¢ und g, die Kriimmungsradien von & bzw. &,; dann ist
0 = pg COS p, also 1. a. << g,. Diese Formel gilt auch fiir Kegelflichen.

In jedem s-Punkt ist ¢ = 7, also p = g,. Ist im 2-Punkt P speziell
T 1 0, so wird P, ein Wende- oder ein Flachpunkt von k,. Ist z. B. k die
Schnittellipse eines Drehzylinders, ¢ also die Schnittebene, so liefern die
Nebenscheitel von & Wendepunkte von &, weil hier ¢ | 7 ist.

Nun sei eine Schraubenlinie s und ihre Torse @ im Aufrif3 fiir eine halbe
Ganghohe zwischen zwei Ebenen a und j || 77; gegeben (4.43). @ besteht
aus zwel Teilen, die sich lings s beriithren und in s eine scharfe Kante
haben (links). Die Schmiegebene ¢ (im Punkte 0 z. B. 1 7,) schneidet den
Schraubenzylinder in einer Ellipse mit den Achsen & und #, wobei
a? = ¢? -+ p?ist. Ihre Krimmung im Nebenscheitel stimmt mit der von
s iiberein, sodaB o = 42 : » und die Abwicklung s, ein Kreis mit dem (links
konstruierten) Radius g, = ¢ wird (1.32). Auf s, (rechts) iibertrdgt man
(stiickweise!) die Linge I von s, also die halbe Hypotenuse des Schrauben-
profils. Der zugehorige Zentriwinkel y hat das Bogenmal /:p = a7 : a.
Die s-Tangenten gehen in die s;-Tangenten iiber. Auf diesen trigt man
die von o und 8 begrenzten Abschnitte ab (im Punkte 7 z. B. }/und /)
und gewinnt so zwei Evolventen von s,, die den @-Spurkurven in a und
lingentreu entsprechen. Die beiden Abwicklungen iiberdecken sich teil-
weise. Schneidet man sie aus zwei Pappstiicken aus und klebt sie lings
s, mit einem Leinenstreifen zusammen, so erhilt man durch Verbiegen
ein Modell von @.









Zweiter Teil

Zentralbildert

Der deutsche Mathematiker Johann Heinrich Lambert (1728—1777), der
zunichst in der Schweiz und spiter als Oberbaurat und Mitglied der
Akademie in Berlin wirkte, zeigte in einem 1759 in Zirich gedruckten
Lehrbuch zum ersten Mal systematisch, wie man Zentralbilder ohne
Verwendung von Rissen gewinnen kann. Diese berithmt gewordene
Schrift fithrt den Titel: Die freye Perspekiive, oder Anweisung, Jeden
Perspektivischen Aufrif von freyen Stiicken und ohneGrundriff zuverfertigen.
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6. Distanzpunktperspektive

6.1 Fluchtpunkte

6.11 Fluchtpunkt und Verschwindungspunkt. In den Abschnitten 6
bis 8 behandeln wir nunmehr die Herstellung des schon in 1.1 kurz
besprochenen Zentralbildes. Mit Hilfe der Distanzpunkte oder all-
gemeiner der MeBpunkte entwerfen wir zunichst das Bild eines Gegen-
standes allein aus der inneren Vorstellung desselben. Seine Risse, die
gelegentlich zur Vorbereitung des Bildes mitgezeichnet sind, dienen nur
dazu, die MaBe und die Stellung des Gegenstandes im Raum anzugeben.
Dieses Verfahren bezeichnet man deshalb oft als malerische oder freie
Perspektive zum Unterschied von der gebundenen Perspektive, bei der
man das Bild durch direkte Konstruktion aus gegebenen Rissen gewinnt
{(Abschnitt 8).

Wieder sei  die Bild- oder Zeichenebene, O der Augpunkt, d.h. das
Projektionszentrum (links). Die Ebene 7, | 7 durch O heiBt die Ver-
schwindungsebene, weil der Sehstrahl eines m,-Punktes || 7 ist, also kein
im Endlichen liegendes Bild liefert. Das Zentralbild einer Geraden g,
diew im Endlichen trifft und nicht durch O geht, ist eine Gerade g’ durch
den Spurpunkt G von g. Der Fluchtpunkt G, von g ist dasBild ihres Fern-
punktes, wird also von dem zu g parallelen Sehstrahl in 7z ausgeschnitten.
Der Verschwindungspunkt G, aber ist der z,-Punkt von g. Sein Sehstrahl
ist|| g’, sein Bild also der Fernpunkt von g’. Das unendlich lange Geraden-
stiick hinter 7 (1.12) erscheint im Bilde auf die Strecke GG, zusammen-
gedriickt, die Strecke GG, dagegen unendlich lang auseinandergezerrt;
das Verhiltnis zweier g-Strecken wird im Bilde zerstért. Ist aber g eine
Hauptlinie, also || (rechts), so ist ihr Bild g’ || g. Daher bleibt fiir jede
Hauptlinie das Streckenverhiltnis im Bilde erhalten.

Das Bild einer O-Geraden ist ein Punkt, das Bild einer 7,-Geraden
ist die Ferngerade von s.

6.12 Parallele Geraden, die keine Hauptlinien sind, erscheinen im Bilde
als Geraden durch den gemeinsamen Fluchtpunkt (links). Parallele
Hauptlinien haben parallele Bilder (rechts). Da der Fluchtpunkt einer
Hauptlinie der Fernpunkt ihres Bildes ist, gilt also allgemein: Die
Bilder paralleler Geraden treffen sich in chrem Fluchtpunkt.

Wir fragen nun, ob auch Geraden, die keine Hauptlinien, also nicht
|| 7 sind, parallele Bilder besitzen kénnen. Das ist offensichtlich der Fall,
wenn die Geraden denselben Verschwindungspunkt haben, ihre Bilder
also || zu dem Sehstrahl durch diesen Punkt sind; d. h.: Geraden, die sich
in der Verschwindungsebene treffen, haben parallele Bilder (unten).

Deshalb erscheinen z. B. horizontale Kanten, deren Verldngerungen
durch den Standpunkt, d. h. den FuBpunkt des Zeichners gehen, in einer
vertikal aufgestellten Bildebene parallel, und zwar vertikal.
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6.13 Fluchtlinien- und Winkelsatz. Wir betrachten nun alle Geraden
in einer Ebene ¢ mit der Bildspur e. Die zu ihnen parallelen Sehstrahlen
erfiillen eine Seh-Ebene || ¢, die Fluchtebene g, von ¢, die 7 in ¢, || e schnei-
det. Auf dieser Fluchtlinie ¢, liegen daher die Fluchtpunkte aller &-Ge-
raden und aller Geraden || ¢. ¢, kann als Bild der gemeinsamen Fern-
geraden e, aller Ebenen || ¢ gedeutet werden. Die Bilder der in ¢ liegenden
Hauptlinien, zu denen auch e gehért, sind || zur Fluchtlinie ¢,. So ergeben
sich zwei Haupisitze der Perspektive:

L. Fluchtliniensaiz. Die Fluchtpunkie aller Geraden, die in einer Ebene
liegen oder zu thr || sind, liegen auf der Fluchtlinie dieser Ebene, sie ist || zur
Spur der Ebene.

11. Winkelsatz. Die Fluchtpunkie zweier Geraden werden vom Auge aus
unter dem (spitzen oder stumpfen) Winkel gesehen, den die Geraden bilden.

Der Winkelsatz gilt auch dann, wenn eine der Geraden ||z, ihr Flucht-
punkt also ein Fernpunkt ist.

6.14 Hauptpunkt und Distanz. Die zu 7z senkrechten Geraden ¢ heilen
Tiefenlinien. Thr Fluchtpunkt — der FuBpunkt des Lotes von O auf z —
heiBt der Hauptpunkt H. Bei vertikaler Bildebene 7 ist die Fluchtlinie
aller horizontalen Ebenen der Horizont u, d. h. die Horizontale durch H.
Die Fluchtlinie aller Vertikalebenen (kurz: Winde), die aulerdem | n
sind, ist die Vertikale v durch H. Die Fluchtlinie einer Dachebene, deren
Héhenlinien || 7 sind, ist || #. Die Fluchtlinie einer beliebigen vertikalen
Wand ist || v. Die Spur ¢ der horizontalen Bodenebene y heifit die Stand-
linie, der GrundriB O von O in y der Standpunkt. Der Abstand von
¢ und u ist gleich der Aughéhe 00. Die Entfernung OH =d heiBt die
Distanz, der n-Kreis um H mit d als Radius der Distanzkreis A, der
Kreis um H mit 4d als Radius der Sehkreis 2.

Ein in O befindliches ruhendes Auge mit der Blickrichtung OH nimmt
im wesentlichen die Dinge wahr, die in dem Sehkegel mit dem z-Kreis 2
liegen. Darf es sich bewegen, so erfaBt es die Punkte in einem Kegel mit
dem z=-Kreis A.

Um also ein Zentralbild von O aus als Ganzes iiberblicken zu kénnen
und um iiberdies Verzerrungen in der Nihe des Bildrandes zu vermeiden,
soll das Bild nach Méglichkeit ganz im Sehkreis liegen. Liegt H ungefdhr
in der Mitte eines rechteckigen Bildes, so wdhle man, nach einer alten
Malervorschrift, fiir 4 die 1,5-fache groBe Rechteckseite; dann liegt in der
Tat das Bild nahezu ganz in 2. Bei kleinem Bildformat soll 4 aber niemals
kleiner als die sogenannte deutliche Sehweite (25 cm) sein.
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6.15 PerspektiveTeilung. DasTeilverhiltnis auf einer Geraden, die keine
Hauptlinie ist, wird im Zentralbild zerstort (1.12). Bekannt sei nunin der
Zeichenebene (oben) die Fluchtlinie ¢, einer Ebene ¢, das Bild a’ einer
e-Geraden a, ihr Fluchtpunkt 4, auf ¢, und das Bild einer auf a liegenden
Strecke 01 (lies: Null-Eins). Diese soll geteilt oder vervielfacht werden. Da
auf Hauptlinien das Verhiltnis zweier Strecken erhalten bleibt, zeichnet
man durch den Punkt Null das Bild g’ || ¢, einer e-Hauptlinie g und auf g’
einen MaBstab0, 1, 2,...mit beliebiger Einheit, aber so,daB dieVerbindungs-
linie der Punkte I von @’ und g’ einen bequem erreichbaren Fluchtpunkt B,
auf ¢yliefert. Die Teilung iibertrigt man von g auf @ durch Linien || 11, im
Bilde also von g’ auf @’ durch Strahlen mit dem Fluchtpunkt B,. Der a'-

Punkt _é, ist das Bild der Streckenmitte. Sind nur 2’ und A4, bekannt,

so darf man e, durch 4, beliebig wihlen.

Die untere Figur zeigt, wie man kongruente Parallelogramme im
Bilde so aneinander setzt, dal sie eine Seite gemeinsam haben: Dazu
benutzt man die Parallelitit der Diagonalen, also deren Fluchtpunkt C,,.
Auch auf diese Weise kann man einen perspektiven Mafstab mit den
Marken 0, 1,2, . . . auf dem Bilde einer Geraden gewinnen.

6.16 Unzugingliche Fluchtpunkte. 1. Soll der unzugingliche Flucht-
punkt A4, zweier schon gezeichnet vorliegender Bildgeraden a’ und &’ mit
nur einem Bildpunkt P’ verbunden werden, so macht man P’ zur Ecke
eines Dreiecks, dessen andere Ecken auf 4’ und &’ liegen. Dann zeichnet
man ein zweites, zum ersten in bezug auf das Zentrum A4, &dhnlich
liegendes Dreieck, dessen Seiten also || zu denen des ersten sind. Ist Q’
die P’ entsprechende Ecke, so geht P'Q’ durch 4, (Satz von Desargues).

2. Sind mehrere Bildpunkte mit 4, zu verbinden, so benutzt man Pro-
portional-Mafstibe: Man schneidet a’ und b’ mit zwei Parallelen, die man
nach Moglichkeit an den Randern der Zeichnung wihlt, teilt die erhaltenen
Strecken durch fortgesetztes Halbieren z. B. in acht Teile und legt die
gesuchte P’-Gerade mit Hilfe eines durchsichtigen Lineals so, daB sie
auf beiden MaBstiben nahezu Punkte mit gleicher Marke ausschneidet.

3. Ein bequemes und genaues Hilfsmittel ist die Fluchtpunkischiene.
Sie besteht aus drei Linealen mit den Kanten x, y, 2, die in einem Punkte N
zusammentreffen. Man legt zunidchst z auf 4’ und zieht zwei Geraden x,
und y, entlang x und y (Lage 1). Dann legt man z auf &’ und zwar so,
daB x die Gerade #x; und y die Gerade y; noch auf dem Zeichenbrett
schneiden (Lage 2). Steckt man in diese Schnittpunkte Nadeln und 148t
xzund y an ihnen entlang gleiten, so hat z immer die Richtung auf 4.
Denn nach dem Peripheriewinkelsatz beschreibt N dabei einen Kreis-
bogen und die starr mit ¥ und y verbundene N-Gerade z geht durch
einen festen Punkt dieses Kreises, also durch a’'d’ = 4,
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6.2 Fluchtlinien

6.21 Frontansicht. Wir wollen zunéchst nur zeigen, wie man parallele
Geraden und Ebenen im Bilde darstellt, also ohne Berticksichtigung der
Gro6Benverhiltnisse des abzubildenden Objektes. Das Bild eines Quaders
heiBt eine Frontansicht, wenn zwei seiner Kantenrichtungen |z sind,
die dritte also | & ist: Zwei Kantenfluchtpunkte fallen ins Unendliche,
der dritte ist der Hauptpunkt H; die Quaderflichen |7z erscheinen als
Rechtecke. Wie in 6.14 sei z.B.x vertikal und iiberdies || zu einer recht-
eckigen Wand und dem First eines symmetrischen Satteldaches. Dann
erscheint die Wand als Rechteck, First und Fluchtlinien der Dachebenen
|| %, jede Vertikalkante | #. Auf der Fluchtlinie v der Giebelwdnde liegen
die Fluchtpunkte der Dachfallinien nach dem Winkelsatz im gleichen
Abstande von H. Nun setzen wir ein Haus von gleicher Gestalt und
GroBe so hinter das vordere, daBB zwei Traufkanten zusammenfallen.
Dazu zeichnen wir in einer Giebelwand die Tiefenlinien durch die First-
und Traufenpunkte, zwischen ihnen die Stiicke der Dachfallinien — zu-
néchst zum oberen, dann zum unteren Fluchtpunkt — und schlieBlich
die hintere Vertikalkante und den First.

Das Bild eines Kellergrundrisses, d. h. des Grundrisses in einer tiefer
liegenden Horizontalschicht, zeigt die Anordnung auch fiir die nicht
sichtbaren Gebédudeteile.

6.22 Eckansicht. DasBild eines Quaders heiBit eine Eckansicht, wenn nur
eine Kantenrichtung||= ist: Ein Kantenfluchtpunkt fillt ins Unendliche,
die beiden anderen liegen auf einer H-Geraden. Fiir die abgebildete Hauser-
gruppe wurde z. B. 7 vertikal, aber nicht || zu den First-Linien der Dédcher
aufgestellt. Die Vertikal-Kanten erscheinen wieder | #, die Fluchtpunkte
X,, Y, der Horizontalkanten liegen auf «; dabei lassen wir vorerst auller
acht, in welcher Beziehung X, und Y, zum Hauptpunkt stehen, der deshalb
auch nicht eingezeichnet wurde. Die Fluchtlinien der Winde « (L zur x-
Richtung) und 8 (L zur y-Richtung) und der zu ihnen parallelen Wénde
sind a, durch Y, und b, durch X,, beide | #. Die Fluchtpunkte der Dach-
fallinien sind N, und M, auf a,, P, und Q, auf b, wobei nach dem Winkel-
satz wieder Y N, = Y M, und X, P, = XQ,. Jede Dachebene ¢ oder o
wird durch eine Traufkante und eine Fallinie festgelegt; ihre Fluchtlinie
ist also die Verbindungsgerade der zugehorigen Fluchtpunkte, d.h.:
7= XNy, So= Y, P, Sucht man die Schnittgerade ¢ von ¢ und o, so legt
man ihr Bild durch den Traufkantenschnittpunkt und den Fluchtpunkt
T, = 745, von ¢, benutzt also einen dritten Hauptsatz:

I11. Fluchtpunktsatz. Der Fluchtpunkt der Schwittgeraden zweier
Ebenen ist der Schwittpunkt threr Fluchtlinien.

Wieder setze man ein Haus von gleicher GréBe und Gestalt hinter das

vordere wie in 6.21.
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6.23 Kippansicht. Das Bild eines Quaders heiBt eine Kippansichi,
wenn keine Kantenrichtung ||= ist: Die Fluchtpunkte X, Y, Z, der
Quaderkanten bilden - als Spurpunkte von drei paarweise senkrechten
Sehstrahlen - ein spitzwinkliges Dreieck (3.12). Eine Kippansicht
entstehtz. B., wenn man eine Hiusergruppe von einem hochgelegenen Aug-
punkt aus auf eine geneigte Zeichenebene projiziert (siche auch Figur
7.31): Die Fluchtlinien der Langswand «, der Giebelwand g, der Boden-
ebene y, der Dachebene ¢ und der zu ihnen parallelen Ebenen sind a,,
by, ¢, und #,. Die sichtbaren Kanten des linken Hauses skizziert man —
zundchst wieder ohne Riicksicht auf MaBverhéltnisse — in dieser Reihen-
folge: Man zeichnet (von der beliebig gewihlten vorderen unteren Ecke
ausgehend) die y-Kanten durch X, und Y, die lotrechten Kanten durch
Z,, die Traufkanten in o und || a durch Y, (wobei die Héhen aus « in die
Parallelebene durch X -Strahlen tbertragen werden), den Firstpunkt
in g auf dem Z-Strahl, der durch den Diagonalenschnittpunkt desf-Recht-
ecks geht, die Dachfallinien in §, ihre Fluchtpunkte P, und Q, auf b,,
schlieBlich die noch fehlenden p-Kanten durch Y, und P,. Dann gewinnt
man aus der erhaltenen Skizze das rechts angrenzende Haus von gleicher
Gestalt und GréBe nach der Methode von 6.21; 7, = Y P, ist die Flucht-
linie dersichtbaren, s, =Y, Q, der unsichtbaren Dachebenen. Man beachte,
daB jetzt nicht etwa X P, = X0, ist. In 6.22 war das der Fall, weil in der
Fluchtebene 0b, die Dreiecke OPyX, und 0Q,X, kongruent waren, wie
eine Skizze zeigt; bei einer Kippansicht sind sie es nicht mehr.

6.24 Schatten auf horizontalen Ebenen. Der Fluchtpunkt der paralle-
len Sonnenstrahlen heiBt der Sommenpunkt S,. Er wird bei vertikaler
Bildtafel iiber oder unter dem Horizont gewihlt, je nachdem die Sonne
vor oder hinter dem Zeichner oder Betrachter stehen soll. Die Licht-
strahlen durch eine Kante oder einen Stab bilden eine Lichtebene 2. Ist der
Stab vertikal, so ist auch 4 vertikal, die Fluchtlinie /, von 2 also die Sg-
Linie | u. Der Fluchtpunkt des Schattens, den ein Vertikalstab auf eine
Horizontalebene, z. B. die Bodenebene wirft, heiBt der Sonnenfufpunkt T,
Erist nach Satz III der Schnittpunkt der Fluchtlinien # und /,. Fiir zwei
gleichlange Vertikalstidbe sind die Verbindungslinien der Bodenpunkte,
der oberen Endpunkte und der Schattenpunkte parallel; sie treffen sich
daher im Bild auf #. Sind die Sonnenstrahlen, also auch die Lichtebenen
vertikaler Stibe ||z, so sind die Bodenschattenlinien dieser Stdbe || zur
Standlinie, ihre Bilder also || # (unten rechts). J, ist dann die Ferngerade
von 7, 1, der Fernpunkt von #. Fiir die drei angegebenen Fille zeichne
man den Bodenschatten eines einfachen Gebidudes, z. B. eines Turmes
mit Pyramidendach.
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6.25 Schatten auf geneigten Ebenen. Wir suchen nun den Schatten
eines vertikalen Stabes auf einer geneigten Dachebene ¢ (vgl. 2.21). Die
e-Fallinien gehen im Bild durch den Fluchtpunkt N, auf der Flucht-
linie 8, der Giebelwand f, die horizontalen e-Kanten durch den Flucht-
punkt Y, auf #. Die Fluchtlinie von ¢ ist also N,Y, = ¢,. Der Schatten f
ist der Schnitt der vertikalen Lichtebene 4 mit der schattenfangenden
Ebene ¢, der Fluchtpunkt Iy von f also nach Satz I1I der Schnittpunkt der
Fluchtlinien /, und ¢,. Daher besteht der Stabschatten aus dem Boden-
schatten durch den SonnenfuBpunkt T, zwischen dem FuBpunkt des
Stabes und der Hauswand, dem Wandschatten | # und dem Dach-
schatten f durch F,. Der S,-Strahl durch den Stabkopf P trifft f im
Schatten P von P. Der Schatten f geht also nicht etwa durch N,, ist also
i.a.nicht || zu den e-Fallinien.

6.26 Schatten auf Winden. Senkrecht zur Wand « ist ein Stab mit
dem Endpunkt A gezeichnet. Die Fluchtlinie /; seiner Lichtebene 4 ist
die Verbindungsgerade des Sonnenpunktes S, und des Stabfluchtpunktes
X,- Gesucht wird der Fluchtpunkt F, des von « aufgefangenen Stab-
schattens f. Nach Satz III ist F, der Schnittpunkt der Fluchtlinien g,
und J,. Der Stabschatten in « ist also das f-Stiick zwischen dem a-Punkt
des Stabes und dem Lichtstrahl AS,. Ebenso bestimmt man den Schat-
ten g eines | zur Wand f stehenden Stabes mit dem Endpunkt B und der
Lichtebene u, also die Fluchtlinie my = S,Y, von u, den Fluchtpunkt
Gy = myb, von g und dann das g-Stiick zwischen dem g-Punkt des Stabes
und dem Lichtstrahl BS,. Ist die schattenwerfende Kante BC | zur
Bodenkante von 8, so geht ihr f-Schatten durch X,. — In der Figur wurden
die Lichtebenen 4 und u der Deutlichkeit wegen als undurchsichtige Drei-
ecke dargestellt; bei der Konstruktion eines gréBeren Schattens werden
natiirlich nur die DurchstoBpunkte der Lichtstrahlen mit den schatten-
fangenden Ebenen markiert.

Die Skizzieraufgaben des Abschnittes 6.2 dienten lediglich zum
Einiiben des Fluchtlinienbegriffes. Zum Einzeichnen von Strecken und
Winkeln in ein perspektives Bild reichen die bisherigen Hilfsmittel nicht
aus. Wir behandeln jetzt diese Aufgabe fiir die Frontansicht, also den
einfachsten Spezialfall, den schon Diérer um 1500 (vgl. 8.43) kannte und
bei seinen perspektiven Darstellungen verwendete und bei dem man
nur die Punkte des Distanzkreises auf # oder v benutzt. Wir bezeichnen
diese Methode als Distanzpunkiperspektive.
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6.3 Distanzpunkte und Frontansicht

6.31 Horizontale Quadrate. In der horizontalen GrundriBebene
(oben) liegen ein Quadrat und ein Rechteck. In jedem sind zwei Seiten
Breitenlinien, d.h. horizontale Hauptlinien. Im Rechteck verhilt sich die
Breite zur Tiefe wie 1:2. Die Fluchtpunkte der Gehrungslinien, d. h. der
Quadratdiagonalen, heiBen die Distanzpunkte D,, die Fluchtpunkte der
Rechteckdiagonalen die Teildistanzpunkie D,. Die Grundrisse sind hier
mit O, H, D, und D, bezeichnet. Da OH = d, ist HD, = + d, HD, =
-+ 4d. Mit Hilfe von D; und D, gewinnt man in & ein Zentralbild beider
Figuren (unten): Auf einer Breitenlinie sind die Bilder der Strecken 7
und 47 gegeben. Durch ihre Endpunkte legt man die Tiefenlinien, also
die H-Strahlen, durch je einen Endpunkt eine Diagonale, also links
einen D;-, rechts einen D,-Strahl; er schneidet auf der Tiefenlinie des
anderen Endpunktes die Strecke » ab. Nun zeichnet man die hinteren
Seiten || #. Nur zur Verdeutlichung sind beide Diagonalen e ngezeichnet.
Die Tiefenlinien des Quadrates schneiden auf jeder Breitenlinie eine
Strecke der Linge 7 aus. So zeigt also die Figur:

1. Das Ubertragen einer Strecke 7 von einer Breitenlinie auf eine
andere mit Hilfe von Tiefenlinien, 2. das Abtragen einer Strecke 7 auf
einer Tiefenlinie mit Hilfe von D,, 3. dasselbe mit Hilfe von D, fiir den
Fall, daB D, nicht auf dem Zeichenbrett liegt.

6.32 Horizontaler Kreis. Als Anwendung von 6.31 zeichnen wir das
Bild eines horizontalen Kreises. Gegeben sei im Bilde der Kreismittel-
punkt M und der Radius auf der Breitenlinie & durch M, also die Kreis-
punkte auf b!. Gesucht sind die Kreispunkte auf der Tiefenlinie ¢ und den
Gehrungslinien durch M sowie die Tangenten in den acht Kreispunkten,
also das Bild eines Tangentenachtecks. Dabei sei nur D,, nicht aber D,
erreichbar. Durch die Mitten der b-Radien legt man die durch Pfeile
bezeichneten D,-Strahlen; sie schneiden auf ¢ die Kreispunkte aus. Nun
zeichnet man das Bild des Tangentenquadrates und seiner Diagonalen.
Um die Punkte auf den Diagonalen zu finden, suchen wir die Tiefenlinien
durch diese Punkte. Bezeichnen wir den Radius auf der vorderen Scite
des Tangentenquadrates mit 7, so schneiden die gesuchten Tiefenlinien
diese Seite in Punkten, die von ¢ die Entfernung x = 4/2 r =2 0,7 » haben;
sie wird beim Skizzieren am besten nur geschidtzt oder beim genauen
Zeichnen aus einer Nebenfigur wie in 1.33 abgegriffen. Die Tangenten der
Diagonalpunkte sind D,-Strahlen; sie schneiden auf & die Strecke
MA= MB =2 MC ab, wobei C der b-Punkt der Tiefenlinie durch einen
jener Diagonalpunkte ist. ~ Diese ,klassische Konstruktion werden
wir in 6.44 durch zwei einfachere erginzen.

1 Auch die Zentralbilder bezeichnen wir — um die Figuren leichter lesbar
zu machen — i. a. mit denselben Buchstaben wie die Urbilder.
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6.33 Axonometrische Perspektive. Wie in der iiblichen Axonometrie
(1.23) 1Bt sich auch ein Zentralbild durch Einmessen des Gegenstandes
in das Bild eines Koordinatenkreuzes gewinnen. Am einfachsten wihlt
man die vertikale x2-Ebene als Bildtafel z und die x-Achse als Standlinie.
Eine Skizze (oben) liefert die Distanzd = OH= OH (3 m) und die x-Ko-
ordinate von H (2,5 m); die z-Koordinate von H sei als Aughdhe 00 (2 m)
gegeben. Denkt man sich den Gesamtraum — z. B. bei festem O — dhnlich
im MaBstab 1: # verkleinert, so wird aus dem Gegenstand dessen Modell,
aus dem Bild in 7z ein dhnliches Bild von handlichem Format in einer
niher an O stehenden Tafel, aus der abgelesenen Distanz die Zeichen-
distanz. Wir bezeichnen diese ebenfalls mit &, geben sie in cm an und fiigen
gegebenenfalls in eckigen Klammern die Meterlinge der urspriinglichen
Distanz hinzu, die sie (in der Skizze und im Modell) darstellt. Dabei stimme
man diese beiden Zahlen so ab, daB3 ihr Verhiltnis, der ModellmapBstadb
1:#, eine einfache Zahl wird. — Z.B. zeichnet man mit der Zeichen-
distanz 4 = 27 ¢cm [3 m]?, also fiir 1 : # = 9: 100, im Bilde die »- und die
z-Achse mit Breiten- und Hohenmafstab, trdgt H ein, dann «| x, D,,
die y-Achse durch H, auf y den TiefenmaBstab mit Hilfe von D,-Strahlen
und endlich jeden durch Koordinaten gegebenen Punkt, z. B. den Stab-
kopf. Die Figur zeigt ferner noch einmal das Abtragen einer Strecker
auf einer Breitenlinie & und einer Tiefenlinie ¢.

6.34 Frontansicht mit TiefenmaBen. Nach dieser Methode wurde ein
Bild fiir eine Zeichendistanz d = 32 c¢m [32 m] gezeichnet (links)l. An
zwei Kanten der Umrandung sind MaBstibe zum Ablesen der Breiten
und Héhen angebracht. Ist z. B. D, im Bilde angegeben, so kann man
auch die Tiefen ablesen, indem man sie mit D,-Strahlen auf den Breiten-
maBstab iibertrigt und das erhaltene Mal3 verdoppelt.

Wie wirkt ein Bild, wenn man es — in Unkenntnis der Zeichendistanz d —
von einem Punkt O; des Hauptstrahles, aber aus zu groBer Distanz, be-
trachtet? Eine KreuzriBskizze (rechts), in der die Ebenen z, 8||zundy 1 =
als Geraden, die Standlinie ¢, die Breitenlinie 4 = 7 und ihr Bild &’
als Punkte erscheinen, zeigt: Der O,-Betrachter deutet &’ entweder als
weiter hinten liegende Breitenlinie b, in der horizontal gesehenen Boden-
ebene y: Der Raum erscheint ihm also tiefer, die Riickwand g liegt
anscheinend in 8, || 8. Oder aber: Er 148t sich iiber die Tiefe nicht tduschen,
weil z. B. eine quadratische Bodentéfelung das nicht zuldft. Dann deutet
er b' als hoher gelegene Breitenlinie 4, in der Riickwand §: Die Boden-
ebene y, scheint von ¢ nach b, anzusteigen. Ebenso erscheint ein Raum bei
Betrachtung aus zu kleiner Distanz verkiirzt oder mit nach hinten ab-
fallender Bodenebene.

1 Die Buchabbildung muBte fiir 6.33 im Verhdltnis 1 : 6, fiir 6.34 im Ver-
hiltnis 1 : 4 verkleinert wiedergegeben werden.






150 6. Distanzpunktperspektive

6.35 Winkel in Horizontalebenen. Nachdem wir in den letzten Num-
mern die auf dem Horizont # liegenden Distanzpunkte dazu benutzten,
um Strecken auf Tiefenlinien zu messen oder einzutragen, wollen wir nun
zeigen, wie man die auf der Vertikalen v liegenden Distanzpunkte zum
Messen horizontaler Winkel verwenden kann. Wieder sei die Bildtafel =
vertikal. Um den Winkel ¢ zweier horizontaler Geraden mit den Flucht-
punkten X, und Y, zu messen oder einzuzeichnen, schwenkt man die
Fluchtebene aller horizontalen Geraden, also die Ebene O, um % in =
hinein. Dabei fillt O in den oberen oder unteren Distanzpunkt D, auf v, fir
den HD, = + 4 ist. Dann ist nach 6.13 ¢ = < X(D,Y,. Die beiden
Distanzpunkte auf v heiBen deshalb die Mefpunkte der Horizontalebenen.
Fiithrt man in 7 Koordinaten mit dem Ursprung A und den Achsen # und v
ein, setzt also z. B. die gerichteten Strecken HX, = x, und HY ; = ¥,,
so wird speziell fiir zwei zueinander senkrechte Horizontalgeraden

Xo* Yo = — d,
Wihlt man z. B. x,= % d, so wird y, = — nd: Die Abszissen der Flucht-

punkte Xy und Y,y sind — gemessen tn dev Distanz als Einheit — negativ
reziprok.

Umdas Bild eines horizontalen Quadrates zu zeichnen (oben), bestimmt
man X, Y, und den Fluchtpunkt G, einer Diagonalen, macht also
L GD Xy = <X GD, Yy =45°, und legt durch zwei Punkte einer
Gy-Geraden die Quadratseiten durch X, und Y,

Fiir ein gleichseitiges Sechseck (unten) wahlt man zunichst die drei
Seitenfluchtpunkte 4,, Byund Cyauf #so,daB < A,D, By= <L ByD,Cy=60°
ist, zeichnet das Bild eines gleichseitigen Dreiecks I mit diesen Fluchtpunk-
ten, dann das Dreieck 2, das eine Seite mit  gemeinsam hat, und so fort. Die
Linien zum unerreichbaren Fluchtpunkt 4, werden nach 6.16 gezeichnet.

6.36 Winkel in Tiefenwinden. Um bei vertikaler Bildebene einen
Winkel @ in einer Tiefenwand zu messen oder einzuzeichnen, wird die
Fluchtebene aller Tiefenwinde, also die Ebene Ov, um v in s hinein-
geklappt: O fillt in den rechten oder linken Distanzpunkt D, auf u; diese
beiden #-Punkte heiBen die MeBpunkte der Tiefenwinde.

Durch eine Breitenlinie 4 sind z. B. rechteckige Platten mit den Nei-
gungen 1:3 und 2:3 zu legen. Die Fluchtpunkte 4, und B, ihrer Fallinien
liegen nach dem Winkelsatz so auf v, daB HA, =% 4, HBy =% d ist.
@ < ByD,H ist der Neigungswinkel der By-Platte, < B,D,4, der Winkel
zwischen beiden Platten. Sind zwei durch & gehende Platten | zueinander,
so schneiden ihre Neigungslinien auf » wieder zwei Strecken ab, die — in der
Einheit d gemessen — negativreziprok sind. Soll z. B. ein zur By-Platte senk-
rechter Stift skizziert werden, so hat man die Lage seines Fluchtpunktes C,
auf v so zu bestimmen, daB HCy = - 4§ d wird, weil HB, = } d war.
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6.4 Zylinder und Kugel

6.41 Drehzylinder. Nachdem in 6.32 das Bild eines Kreises gezeichnet
wurde, wollen wir jetzt Korper abbilden, die hauptsichlich Kreise ent-
halten, ndmlich Drehzylinder und Kugel. In einem xyz-Koordinatenkreuz
(Skizze) sei ein Zylinder mit vertikaler Achse || z, dem Radius 4 m und
der Hohe 3 m gegeben. Der Mittelpunkt seines Basiskreises liege auf der
y-Achse bei ¥ =7 m. Das Bild des Koordinatenkreuzes und der Distanz-
punkte liege bereits nach 6.33 mit einer Zeichendistanz von 4 = 10 cm
[15 m] gezeichnet vor. Dann gewinnt man ebenfalls nach 6.33 im Bilde die
Mittelpunkte der beiden Basiskreise und ihre Durchmesser || und | 7.
Dabei habe das Bild eines Halbmessers || 7z die Lange 7.

Nun ermitteln wir — bevor die Kreisbilder gezeichnet werden — die
Konturmantellinien. Sie werden, wie die Skizze zeigt, von den Tangential-
ebenen durch O inz ausgeschnitten. Deutet man das gesuchte Bild als Bild
eines (kleineren!) Zylinders, dessen Achse in 7 liegt, so schneidet dieser in
der Fluchtebene O = y, aller Horizontalebenen einen Kreis vom Radius #’
und dem Mittelpunkt M* auf % aus. Durch Umlegen von ¢, fillt O in
den v-Punkt D,. Durch diesen legt man also die Tangenten an den um-
gelegten M*-Kreis, bestimmt ihre schwarz markierten #-Punkte und
zeichnet durch sie die gesuchten Konturlinien || v.

Den Beriihrungspunkten der Konturlinien entsprechen in der Um-
legung von y, die Berihrungspunkte der D,-Tangenten. Durch diese
Punktelegt man Tiefenlinien, z. B. £* durch 4 ¥, iibertragt deren Abstdnde
von MX durch ,,Herunterloten’* in die Bilder beider Basiskreise, in der
Figur z. B. des unteren Kreises, und gewinnt so in diesen die Tiefenlinien,
die die Konturpunkte, z. B. 4, ausschneiden. Durch Spiegelung von 4 am
Tiefendurchmesser y erhilt man einen weiteren Basiskreispunkt B. Die
B-Tangente trifft die A-Tangente, also die Verlingerung der Kontur-
linie durch A4, auf y. Damit kann man die Bilder der Basiskreise
ohne Angabe weiterer Punkte einzeichnen. Dreht man die Figur um
90°, so erhilt man das Bild eines Zylinders, dessen Achse eine Breiten-
linie ist.

6.42 Zylinderachse senkrecht zur Bildtafel. Sind die Mantellinien
eines Drehzylinders | 7, also die Breitenkreise || 7z, so erscheinen diese
auch im Bilde als Kreise. Die Konturlinien sind die H-Tangenten an
jene Kreise. Links ist das Bild eines ,,liegenden‘* Zylinders bei vertikaler
Bildtafel, rechts eines ,,stehenden Zylinders bei horizontaler Bildtafel,
also in ,,Ballon-Perspektive’ gezeichnet.

Bilder von Drehflichen in solchen Stellungen finden sich z. B. in der
»Malerischen Perspektive'* von K. Bartel (B. G. Teubner, 1934), die eine
Fiille lehrreicher Anwendungen enthélt.
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6.43 Kugel mit GroBkreisen. Wir wollen nun das Bild einer Kugel
entwerfen, die die Verschwindungsebene weder schneiden noch beriihren
soll und deren Mittelpunkt M im Bilde gegeben sei. Durch M legen wir
eine Breitenlinie, e.ne Lotlinie und eine Tiefenlinie und zeichnen dann die
drei GroBkreise mit diesen Achsen, ndmlich den Nullmeridian ||z, der auch
im Bilde als Kreis (mit dem Radius der Kugel, im MaBstab der Breiten-
linie gemessen) erscheint, den horizontalen Aquator, den wir nach 6.32
konstruieren, und den Meridian | =, fiir den wir ebenfalls — als Kreis in
einer Tiefenwand - die Uberlegungen von 6.32 verwenden.

Nun suchen wir die Kontur, also den Schnitt des die Kugel beriihren-
den Sehkegels mit der Bildtafel #. Da die Kugel die Verschwindungs-
ebene nicht schneidet, ist diese Kontur eine Ellipse ¢, die die Bilder jener
GroBkreise beriihrend umschlieBt. Nach dem Satz von Dandelin (4.25)
sind die Brennpunkte von ¢ die Bilder der Endpunkte des Kugeldurch-
messers, der | s steht. Diese Brennpunkte sind also im Bilde bereits
vorhanden als die Endpunkte des Tiefendurchmessers. Der Mittelpunkt
der von den Brennpunkten begrenzten Strecke — in der Figur schwarz
markiert — liefert den Mittelpunkt von e, der also nicht etwa M ist. Um e
mit Hilfe der Brennpunkte zeichnen zu kénnen, braucht man die Linge 24
der groBen Achse, also noch wenigstens einen e-Punkt. Deshalb wollen
wir zunichst die Konturpunkte der drei GroBkreise ermitteln.

Denkt man sich einen Zylinder, der die Kugel lings eines dieser
Kreise beriihrt, so beriihrt ¢ die Konturlinien dieses Zylinders in zwei
Punkten, durch die das Bild jenes Kreises berithrend geht (3.42). Wihlt
man speziell den Zylinder | s, der also die Kugel 14ings des Nullmeridians
beriihrt, so sind die Konturlinien dieses Zylinders die H-Tangenten an
das Bild des Nullmeridians, also an einen Kreis. Sie liefern die Be-
rithrungspunkte 7 als e-Punkte.

Wiahlt man aber den vertikalen Zylinder, der die Kugel lings des
Aquators beriihrt, oder den horizontalen Zylinder, der lings des Meri-
dians | 7 beriihrt, so kann man die zugehérigen Zylinderkonturlinien wie
in 6.41 bestimmen und erhilt damit deren Beriihrungspunkte als weitere
e-Punkte, die in der Figur durch die Ziffern 2 und 3 bezeichnet sind.

Um die obere Figur nicht zu iiberlasten, wurde sie nach Konstruktion
der sechs Konturpunkte parallel nach unten geschoben; dabei sind
Horizont und Hauptpunkt fortgelassen. Nun gewinnt man z. B. aus dem
Punkte I mit Hilfe der bekannten Fadenkonstruktion einer Ellipse die
Hauptachse 24, die Hauptscheitel, die ja auch auf dem Bilde des Tiefen-
durchmessers liegen, und daraus endlich die Nebenscheitel. Von den
GroBkreisen sind nur die sichtbaren Abschnitte gezeichnet, die von den
oben konstruierten Konturpunkten begrenzt werden.

Dieses Verfahren zur Bestimmung der Kugelkontur kann bei Kavalier-
projektion iibernommen werden (vgl. 3.11).
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6.44 Ellipsen und Kreise in Winden und Horizontalebenen. Bei der
Darstellung von Briicken und Gewdlben (z. B. in 6.46) oder des Grund-
risses eines Kirchenraumes ist oft das Bild einer Halbellipse, speziell
eines Halbkreises, in ein gegebenes Wand- oder Boden-Rechteck ein-
zuzeichnen; dabei soll im Urbild die Rechteck-Seite AB eine Achse
dieser Ellipse und die gegeniiberliegende Seite Tangente, die Seitenmitte
alsoBerithrungspunkt sein. Sehr bequem ist dann dienurwenige Hilfslinien
erfordernde zweite oder dritte Konstruktion in 1.34, mit der man ,,per-
spektivisch* eine Reihe von Kurvenpunkten erhalten kann. Denkt man
sich ndmlich die Tangentenrechtecke der in 1.34 gezeichneten Urbilder
durch eine Affinitdt in Richtung der Rechteck-Seite A B gestaucht oder
gedehnt, so bleibt jede Hohe unverindert, die dort angegebene Konstruk-
tion also auch fiir die entstehende Halbellipse giiltig.

So ergibt sich zunichst die folgende Hohensatz-Konstruktion: Man
bestimmt das Bild der Mitte C der Gegenseite von A B, verdoppelt also z. B.
fiir den Fall eines Wandrechtecks (oben) die B-Seite nach oben bis D und
schneidet 4D mit der oberen Seite in C. Nun wihlt man eine beliebige
Parallele zur A- und B-Tangente, die im Fall der Wand vertikal ist,
schneidet sie mit den festen Geraden AC und BC in U und V und mit der
C-Seite in W. Dann treffen sich 4V und BU im Bilde eines Ellipsen-
bzw. Kreispunktes. Seine Tangente ist durch W zu zeichnen.

Diese Konstruktion 148t sich mit den gleichen Bezeichnungen auch
fiir ein beliebiges horizontales Rechteck durchfithren (Figur in der
Mitte): Zunichst bestimmt man wieder auf der 4 B gegeniiberliegenden
Seite das Bild der Mitte C (6.15). Dann ist UV im Bilde durch den Flucht-
punkt der A- und der B-Tangente zu wihlen.

Die Tangentensatz-Konstruktion schildern wir ebenfalls fiir den Fall
eines Wandrechtecks (unten). Man verdoppelt die vertikalen Rechteck-
seiten {iber die oberen Eckpunkte hinaus und halbiert sie: Durch kreuz-
weises Verbinden der schwarz markierten Teilpunkte erhdlt man zwei
Tangenten. Ihre Beriihrungspunkte werden von den Diagonalen des
Rechtecks ausgeschnitten. Die Parallele zur A- und B-Tangente durch
den Schnittpunkt dieser Diagonalen schneidet den noch fehlenden
Ellipsenpunkt C auf der Gegenseite von 4B aus. Diese Konstruktion
148t sich sinngemilB ebenso fiir ein Rechteck in beliebiger Ebene, z. B.
der Bodenebene, durchfiihren, da ja nur das Verdoppeln und Halbieren
oder allgemeiner das Teilen einer Strecke dazu erforderlich ist.

Durch diese beiden Konstruktionen ist es also auch moglich, die Bilder
von Kreisen tn beliebigen Ebenen zu zeichnen.
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6.45 Frontansicht eines Kreuzgewdlbes. Als Anwendung der vorigen
Abschnitte wollen wir nun von den beiden in einer Grund-und AufriBskizze
gegebenen Gingen und dem sie verbindenden Kreuzgewdlbe eine frontale
Innenansicht zeichnen. Als Bildbegrenzung ist der Schnitt des Ganges
mit der Bildtafel gewdhlt. Aus dem GrundriB entnehmen wir als ge-
eignete Distanz 6.5 m. Fiir eine Zeichendistanz von 4 = 26 cm [6,5 m]
wird also nach 6.33 der Modellma@stab und damit der MaB3stab auf der
Standlinie 1:# = 26:650 = 1:25. In diesem Malstab werden die Bild-
begrenzung, der Horizont und der Hauptpunkt in das Bild eingetragen.
Die Buchfigur ist allerdings auf die Hilfte verkleinert. Mit Hilfe des
Teildistanzpunktes D, entwirft man nun zunichst das Bild der Boden-
ebene, zeichnet dann die Hohen der Winde und schlieBlich in die {iber den
Diagonalen des Bodenquadrates stehenden Rechtecke die Gratellipsen,
z.B.nach der dritten Konstruktion in 6.44, ein. Diese Konstruktion ist
oben herausgezeichnet:

Das Quadrat AAXBBX liegt iiber der Horizontebene, wird also von
unten gesehen. Man erginzt es zunichst nach oben zu einem Quader,
dessen Hohe die halbe Quaderseite ist. Die vordere Quaderwand ist
fortgenommen, so daB man in das Innere hineinblickt. Der Diagonalen-
Schnittpunkt im oberen Quadrat sei C. Nun zeichnet man in die aus den
Vertikalkanten und den Quadratdiagonalen ausgespannten Rechtecke
die Bilder der Halbellipsen ACB und 4*CB* ein, halbiert und ver-
doppelt also z. B. die Vertikalkanten und verbindet innerhalb jeder Recht-
eckebene die schwarz markierten Teilpunkte kreuzweise. In der Zeich-
nung ist das der Deutlichkeit wegen nur fiir eines dieser Rechtecke
durchgefiihrt. Auf den so erhaltenen Ellipsentangenten, die in der Figur
wie stiitzende Balken wirken, schneiden die punktierten Diagonalen der
Vertikalrechtecke die Berithrungspunkte aus. In der unteren Figur sind
diese Punkte durch Nullenkreise kenntlich gemacht, ihre Tangenten aber
fortgelassen.
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6.46 Schatten auf Zylindern. Nachdem wir in 6.41 und 6.42 einen
Drehzylinder in den einfachsten Stellungen perspektivisch dargestellt
haben, wollen wir nun den Schlagschatten bestimmen, den einer seiner
Randkreise ins Innere wirft, z. B. fiir den Fall eines Torbogens (unten).
Um diese Aufgabe, die wir im Zweitafelverfahren bereits behandelt haben
(5.36), zunichst moglichst allgemein zu lésen, nehmen wir an, daB im
Bilde (oben) der Randkreis %, die Fluchtlinie &, seiner Ebene f, der Flucht-
punkt M, der Zylindermantellinien und der Sonnenpunkt, also der
Fluchtpunkt Sy der Sonnenstrahlen, gegeben seien. Durch einen schatten-
werfenden k-Punkt P legen wir den Lichtstrahl PS; und suchen seinen
Schnittpunkt P mit dem Zylinder. Um ihn zu finden, denkt man sich
durch alle Punkte der durch P gehenden Mantellinie Lichtstrahlen ge-
legt. Sie spannen die Lichiebene A dieser Mantellinie aus; die Flucht-
linie von A ist J; = M,S,. Die Ebenen A und # schneiden sich in einer
Geraden v, die durch P und ihren Fluchtpunkt V, = /b, geht. Durch
den von P verschiedenen k-Punkt Q auf v legen wir die Mantellinie, auf
der der P-Lichtstrahl den gesuchten Schattenpunkt P ausschneidet.
Das 1aBt sich genauso durchfithren, wenn der Zylinderrand % eine
beliebige konvexe Kurve ist.

Die Konstruktion ist gleichbedeutend mit dem Pendelebenen-
verfahren (5.2): Die Lichtstrahlen durch die A-Punkte bilden einen
Strahlenzylinder, der mit dem gegebenen auBer % einen Ellipsenbogen &
— den Schlagschatten von £ — gemeinsam hat. Das Bild der Pendelachse
ist die Fluchtlinie ,, die Pendelebenen sind die Lichtebenen A. Dreht
man A um die Pendelachse, so dreht sich v um V. Die k-Tangenten durch
V, beriihren % in den schwarz markierten Punkten, die £ und % gemeinsam
haben.

Die Bilder von £ und % entsprechen sich nach 5.36 in zwei Perspek-
tivititen: Die eine hat das Zentrum M,, die andere das Zentrum S,;
beide besitzen als Achse die Verbindungsgerade jener schwarz markierten
Punkte (oben). Beim Zeichnen von % sorgt man also wieder dafiir, daB
sich die k-Tangente in P und die 2-Tangente in P auf dieser Achse treffen.

In unserem Beispiel (unten) ist der Mantellinienfluchtpunkt M, der
Hauptpunkt H, der Randkreis % ||z, die Fluchtlinie 4, also die Fern-
gerade von & und damit V, der Fernpunkt von HS,. Die Spuren v der
Lichtebenen in der Randkreisebene sind also diesmal auch im Bilde
parallel. Fiir den ,,Springpunkt’ A springt der Schlagschatten von der
vorderen Vertikalkante auf die Bodenfliche. Schlag- und Eigenschatten
sind in unserer Figur nicht unterschieden; die Eigenschattengrenze ist
hier die Verbindungsgerade der beiden schwarz markierten Punkte.
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7. MeBpunktperspektive

7.1 MeBpunkte

7.11 MeBpunkte einer Ebene. Mit Hilfe der Distanzpunkte auf v oder
konnten wir bisher Winkel nur in Horizontalebenen und Tiefenwinden,
Strecken nur auf Tiefenlinien messen oder einzeichnen; darauf beruhte
das Herstellen und Ausmessen einer Frontansicht. Nun erstreben wir
dasselbe fiir beliebige Ebenen und beliebige Geraden. Damit verall-
gemeinern wir die geschilderte Distanzpunktperspektive der Renaissance
zur Mefpunktperspekiive des 18. Jahrhunderts: Hier sind jeder Ebene
und jeder Geraden in der Zeichenebene ,,MeBpunkte zugeordnet, die
nur von der Fluchtlinie der Ebene oder dem Fluchtpunkt der Geraden
abhéngen.

Dreht man eine Ebene ¢ um eine Hauptlinie in eine Lage || oder
speziell um ihre Spur in z hinein, so beschreibt jeder e-Punkt einen
Kreisbogen. Die in diese Bogen eingespannten Drehsehnen sind parallel.
Ihr Fluchtpunkt heiBt ein Mefpunkt E, der Ebene ¢: denn mit seiner
Hilfe kann man die Drehsehnen zwischen einer e-Figur und ihrer Um-
legung im Bilde zeichnen und damit — wie wir spéter zeigen werden —
diese Figur in das Bild ,,hineinmessen. In der linken Figur ist ¢ eine
Wand, in der rechten eine Dachebene.

Um E, zu finden, dreht man die Fluchtebene Ogy = &, im gleichen
Drehsinn wie ¢ um ¢, in x hinein. Dadurch gelangt O an die Stelle E;,
denn OE, ist || zu den Drehsehnen der e-Punkte. Zu jeder Ebene gehoren
zwei Drehrichtungen, also zwei MeBpunkte. Ist ¢ horizontal oder eine
Tiefenwand, so erhilt man die Distanzpunkte D, auf v oder auf «.

.12 Konstruktion eines Ebenen-MeB8punktes. Aus 7.11 folgt die
Regel: Ein MeBpunkt E, einer Ebene ¢ liegt auf der zu ihrer Fluchtlinie e,
senkrechten H-Geraden. Sein Abstand von der Fluchtlinie ist gleich dem
Abstand des Augpunktes von der Fluchtlinie.

Ist N, der FuBpunkt des Lotes von O (und also auch von H) auf ¢, so
findet man den Abstand E,;N, = ON, durch Umlegen des Stiitzdreiecks
ON,H von g, wobei O in einen Punkt O% des Distanzkreises fillt. Da
dieser aber im allgemeinen nicht gezeichnet vorliegt, greift man ON,
besser aus einem ,,Rechtwinkelhaken‘ ab, den man an den Rand der
Zeichnung setzt: Sein fester Schenkel hat die Lénge HO =d; den
anderen macht man gleich HN,,.

Der ¢-Punkt N, ist der Fluchtpunkt aller e-Geraden, die L zur
Spur ¢ von ¢ sind, kurz: der Spurnormalen von e.

Um den Winkel ¢ zweier e-Geraden zu messen, bestimmt man ihre
Fluchtpunkte F, und G, auf ¢, und einen der beiden MeBpunkte E,; dann
ist p = X FoE,G, (Hauptsatz II).
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7.13 MeBpunkte einer Geraden. Dreht man eine Gerade g in einer
Ebene y in eine Lage || & oder speziell um ihren Spurpunkt G in 7 hinein,
also auf die y-Spur ¢, so heit der Fluchtpunkt G; der Drehsehnen ein
Meppunkt G, der Geraden g. Um G, zu finden, dreht man den zu g paralle-
len Fluchtstrahl OG, im gleichen Drehsinn wie g auf die Fluchtlinie ¢, der
Drehungsebene y. Dadurch gelangt O an die Stelle G,, denn wieder ist
O0G, || zu den Drehsehnen der g-Punkte.

Bei festgehaltener Drehungsebene y gehéren zu g zwei Drehrichtun-
gen, also zwei MeBpunkte auf ¢, Nimmt man aber die g-Drehung in einer
anderen g-Ebene vor, so dndert sich die Lage von c,: Zu g gehdren also
unendlich viele MeBpunkte. LaBt man ¢ um die festgehaltene Gerade g
rotieren, so beschreibt G, in 7 einen Kreis um G,, den MefBkreis von g;
stets hiangt also G, von der gewdhlten Drehungsebene ab.

Dreht man z. B. eine Tiefenlinie ¢ in der Bodenebene auf die Stand-
linie, so sind die Drehsehnen die Gehrungslinien, die MeBpunkte von ¢
fiir die beiden Drehrichtungen also die #-Punkte D;. Dreht man ¢ aber
in einer Tiefenwand auf eine Lotlinie, so sind die beiden v-Punkte D,
die MeBpunkte. Der Mefkreis der Tiefenlinien ist der Distanzkreis.

7.14 Konstruktion eines Geraden-MeB8punktes. Aus 7.13 folgt die
Regel: Ein Mefipunkt G, der Geraden g liegt auf der Fluchtlinie c, der
gewdihiten Drehungsebene v. Sein Abstand vom Fluchtpunkt Gy der Geraden
ist gleich dem Abstand des Auges von diesem Fluchtpunkt. Diesen Abstand
G,G, = OG, erhilt man durch Umlegen des Dreieckes OHG,, wobei O in
einen Punkt O% des Distanzkreises fillt (links), oder besser wieder durch
Abgreifen aus einem Rechtwinkelhaken mit den Schenkeln OH = 4 und
HG, (unten).

Ist nun in-einem Zentralbild die Spur ¢ einer Ebene y, eine y-Gerade
g mit dem Fluchtpunkt G, und auf g eine Strecke gegeben, deren wahre
Linge man sucht, so denkt man sich g auf die Spur ¢ gedreht, wo ja dann
die Strecke in wahrer GroBe erscheint (rechts): Man zeichnet also die
Fluchtlinie ¢, || ¢ durch G,, einen MeBpunkt G; von g auf ¢, die Bilder der
Drehsehnen, also die G;-Strahlen und schlieBlich die von ihnen auf ¢
ausgeschnittene Streckenldnge. Umgekehrt werden so mit Hilfe der G;-
Strahlen gegebene Lingen von cauf g iibertragen ; die Spur ¢ der Drehungs-
ebene heit deshalb eine Meflinie fiir g. Das Abtragen von Strecken auf
einer Tiefenlinie mit Hilfe der Gehrungslinien ist ein Spezialfall.

Dreht man eine Ebene ¢ und damit also jede ¢-Gerade g in = hinein,
so wird der zugehorige e-MeBpunkt E, zugleich der zu dieser Drehung
von g gehdrende g-MeBpunkt G,; d. h.: Jeder MeBpunkt E; einer Ebenc ¢
ist auch MeBpunkt fiir jede e-Gerade g, wobei die Spur der Drehungs-
ebene von g || zu ihrer Fluchtlinie E G, ist. Die MeBkreise aller e-Geraden
gehen daher durch die beiden ¢-MeBpunkte.
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7.15 Messen und Gestalten ebener Figuren. Mit Hilfe der MeBpunkte
wollen wir jetzt eine einfache Eckansicht untersuchen. Wir wihlen den
Horizont #, den Hauptpunkt H und den oberen Distanzpunkt D,
bringen in D, einen rechten Winkel an, der nach 6.35 auf # die Flucht-
punkte X, und Y, zweier Horizontalrichtungen » und y | x ausschneidet,
und zeichnen das Bild eines Hauses mit zunichst beliebigen Kanten
l# und | y. Will man dieses Bild nachtriglich ,,ausmessen”, d. h.
Wandldngen und Dachneigung des dargestellten Originals ermitteln, so
dreht man die Wénde auf kiirzestem Wege um die vorderste Vertikal-
kante, so dafl die Bodenkanten x von § und y von « auf die Breitenlinie ¢
fallen, auf der ein MaBstab — zugleich der MaBstab jener Vertikalkante —
gegeben sei. Um diese Drehung im Bilde ausfiihren zu koénnen, braucht
man die MeBpunkte 4, und B, von « und f, die nach 7.14 zugleich
MeBpunkte von y und #x sind, ndmlich Y, =4, und X, = B,. Sie
liegen auf #; ihre Abstdnde von X, und Y, sind nach 7.12 gleich den
Lingen der Strecken D, X, und D,Y,, die man daher auf » tbertragt.
Nun liefern die Bilder der Drehsehnen durch X; und Y, auf der ,,MeB3-
linie** ¢ die Kantenldngen und in der ¢-Wand ||z z. B. die Gestalt der
Wand a. Ist N, der Fluchtpunkt einer Dachfallinie auf der Fluchtlinie &,
von f, so ist nach 7.12 der Dachneigungswinkel ¢ = < N X, X,. Um-
gekehrt kann man so mit Hilfe von X, und Y, gegebene Strecken und
Winkel in das Bild ,,hineinmessen‘‘.

An Hand der Figur beweist man ferner: Die Strahlen D, X, und D,Y,
halbieren die <¢ H D,Y, und <¢ HD,X,. Das benutzt man, wenn z. B. D,
und Y, auf dem Zeichenblatt liegen, nicht aber Xj. Dann findet man X,
auf der Halbierungslinie des Winkels H D,Y,,.

Aber auch rechnerisch kann man die MeBpunkte bestimmen (vgl.
auch 6.35). Wahlt man HX, = %, > 0, HY = 3, < 0, so wird

HX = % =% “‘/dz + % HY, =y, = yo+Vd2 + 9

Besonders einfach und fiir schnelles Skizzieren geeignet ist das
Beispiel: %= 4d, yo=-4%4d, %x=-%d, y,=1%4d.

7.16 Messen und Abtragen von Strecken. Jetzt sei g die Schnittgerade
einer Wand f und der Dachebene ¢. Will man eine g-Kante PQ messen
oder einzeichnen, so dreht man g um P z. B. auf die Lotlinie b, die
Breitenlinie ¢ oder die nicht gezeichnete e-Hauptlinie e. Zu diesen Dre-
hungen gehdren MeBpunkte G, auf den Fluchtlinien 54| b, ¢4l ¢ oder
€y || ¢ durch den Fluchtpunkt G, von g. Sie liegen auf dem MeBkreis um
Gy mit dem Radius 0G, = 0%G,, wobei O% durch Umlegen des Dreiecks
O HG, entsteht, also auf dem Distanzkreis liegt. Die Kantenlinge PQ*
wird durch die Drehsehnenbilder G,Q auf den zugehérigen MeBlinien b,
¢ oder e ausgeschnitten.
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7.2 Eckansicht

7.21 MeBpunkt bei unzuginglichem Fluchtpunkt. In diesem Abschnitt
schildern wir eingehender die Herstellung von Eckansichten mit Hilfe
der MeBpunkte. Bildtafel und Augpunkt wihlt man wieder in einer
Skizze und liest darin die Distanz d und die Abszissen der Horizont-
Fluchtpunkte i. a. in Metern ab. Dann denkt man sich wie in 6.33 Objekt
und Zentralbild verkleinert und trigt die in = liegenden Strecken —
beispielsweise auf der Standlinie oder dem Horizont —im ModellmaBstab
1:n ein. Dabei kann ein Fluchtpunkt X, dessen Abszisse %, bekannt ist,
unzuginglich werden. Will man dann X, mit einem im Bilde gegebenen
Punkt 4 verbinden, so verkleinert man die Figur bei festgehaltenem H
z. B. auf die Hilfte, trigt also HXF = 4%, auf » und HA* = 1HA auf
HA ab, und zeichnet durch A die gesuchte Gerade x| AXX¥. Die
Abszisse x; des MeBpunktes X; von «x berechnet man in diesem Fall nach
7-15; %y = 4 d liefert z. B. ; = — 4 d, also in der Figur einen erreich-
baren MeBpunkt.

Kennt man das Bild einer Geraden x mit unzuginglichem Flucht-
punkt, nicht aber dessen Abszisse, so 148t sich x; nicht berechnen. Nach
Wahl eines x-Punktes 4 zeichnet man dann wieder die z. B. auf die
Hilfte verkleinerte Figur, verschiebt also jetzt x || durch A%, erhilt X,
trigt HDy =4 d auf v ab, konstruiert nach 7.15 den MeBpunkt X}
dieser verkleinerten Figur und macht schlieSlich ¥, = 2 HX¥. In beiden
Fillen moge der ermittelte MeBpunkt X, erreichbar sein.

7.22 Unzugénglicher MeSpunkt. Jetzt sei der MeBpunkt Y, einer
horizontalen Geraden y unzuginglich. Auf y soll eine Strecke AB von
gegebener Linge 7 abgetragen werden. Dann benutzt man den Tetlmef-
punkt Y,, der die Strecke Y,Y,; halbiert. Ebenso gehort zu x ein Teil-
mefpunkt X,. Die Abszissen sind:

HX,=x,=4 (% + %) HY;=1y,=%(y, + v

Speziell wird fiir xy = 4 d nach 7.15 %, = +d und y, = — { 4, fiir d =
24 m daher z. B. y; = 12 m, ¥, = — 3 m, Y, also unzuginglich, Y, aber
erreichbar. Da der Strahl Y,B die Strecke ABX halbiert, die durch
Drehung von 4B auf die A-Breitenlinie ¢ entsteht, so trigt man auf ¢
die Strecke AM = | » — gemessen im MaBstab von ¢ — ab und iiber-
trigt M mit dem Y,-Strahl auf y. So verfihrt man auch dann, wenn
zwar Y,, nicht aber B* auf dem Zeichenblatt liegt. Fiir die Tiefenlinien
wird 9y =0, y; =+ d, ¥, = + 4 d, also Y, der schon in 6.31 eingefiihrte
und benutzte Teildistanzpunkt D,.

Ist die Abszisse y, des Fluchtpunktes Y, nicht bekannt, so gewinnt
man Y, durch eine verkleinerte Zeichnung wie in 7.21.
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7.23 Grundri-Raster. Um fiir eine Eckansicht die geeignetste Lage
von Augpunkt und Bildtafel zu ermitteln, benutzt man ein auf trans-
parentes Papier zu zeichnendes Raster, das einen Grundrif} in der Hori-
zontebene Ou darstellt: O bedeutet darin den Augpunkt, jede horizontale
Linie eine mogliche Standlinie, also Bildebene. Die Zahlen an den O-
Strahlen sind die Abszissen, die diese Strahlen auf dem Horizont einer
Bildebene mit der Distanz 4 = 1 m abschneiden: der mit 4 bezifferte
Strahl schneidet also z. B. in der Bildebene mit der Distanz 4 den Flucht-
punkt X, mit der Abszisse x, = 4 d aus. Zwel Strahlen mit negativ rezi-
proken Marken stehen senkrecht aufeinander. Die Strahlen -+ 4 sind die
Spuren des Sehkegels, der s im Sehkreis X schneidet.

In diesen Kegel denkt man sich ein Gebdude-Modell méglichst weit
hineingeschoben, so daf also sein Bild ganz in X liegt und 2 gut ausfiillt.
Das 148t sich anndhernd (aber natiirlich nicht mit Sicherheit) erreichen,
wenn man statt dessen eine GrundriBskizze hineinschiebt. Die Haupt-
front der Gebdudegruppe legt man so, daB sie vom Hauptstrahl getroffen
wird und || zu einem O-Strahl mit einer Marke > 1 oder << — 1 ist, z. B.
dem Strahl 4; die Bildtafel zz legt man am besten durch die vorderste
Kante, deren untere Ecke B sei. Man erreicht damit, dal diese Kante
im Bilde in natiirlicher Gré8e, d. h. im MaBstab des Modells erscheint.
Denkt man sich am Hauptstrahl und an den horizontalen O-Geraden
MaBstibe entsprechend dem des eingeschobenen Grundrisses angebracht,
so liest man ab:

1. die Distanz,

2. die Abszissen x, und y, der Kantenfluchtpunkte X; und Y,,

3. die Abszisse up der Gebidudeecke B.

Aus einer Aufriskizze entnimmt man dann

4. die Ordinate vp der Gebdudeecke B.

Ist B — wie hier angenommen - ein Punkt der Bodenebene und 4 die

Aughéhe, so ist vy = — k. In unserem Beispiel ergibt sich so:
d=124m, x=4d=32m, y,=—4d=—18m,
Ug= —51m, Yp= —3m.

Sind die Hohen des Gebidudes gro8 im Vergleich zu dessen Horizontal-
ausdehnung, z. B. bei Hochhiusern oder Tiirmen, so empfiehlt es sich,
vor der Ablesung im GrundriBraster, auch eine fliichtige AufriBskizze in
den Sehkegel hineinzupassen und dadurch nétigenfalls den Standpunkt
zu korrigieren, die Distanz also zu vergréBern. Das veranschaulicht die
untere Figur.
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.24 Eckansicht mit berechneten MeBpunkten. Mit den im Beispiel 7.23
abgelesenen Annahmen wollen wir nun ein Bild des vordersten Hauses
jener Gebiudegruppe zeichnen, dessen Abmessungen wir den Rissen
entnehmen. Die Zeichendistanz sei d = 24 cm [24 m], der ModellmaB-
stab und damit der MaBstab auf der Standlinie und der vertikalen B-
Kante nach 6.33 also 1:# == 1:100. Wir wihlen # und H und zeichnen
zunichst das Bild eines mit dem Gebiude verbundenen Achsenkreuzes
in folgenden Schritten (oben):

1. Im MaBstab 1:# trigt man das Bild der Bodenecke B mit den
Koordinaten #p und vy ein und zeichnet durch B die z-Achse | «.

Die Standlinie wire dann || # durch B zu zeichnen; aber dann wiirden
die hinter der Tafel liegenden Bodenfiguren im Bild auf den im allge-
meinen sehr schmalen Streifen zwischen Standlinie und Horizont zu-
sammengedringt. Deshalb verlegen wir den GebdudegrundriB in eine
tiefer gelegene KellergrundriBebene:

2. Auf der z-Achse wihlt man unterhalb der Ecke B deren Keller-
grundriB A als Ursprung des Koordinatenkreuzes, z. B. 6 m unter «.

3. Durch A4 zeichnet man die Spur ¢ der KellergrundriBebene || # als
MeBlinie und trigt auf ¢ und z MaBstibe 1:# mit dem Ursprung 4 an,
bei uns also 1:100.

4. A verbindet man nach 7.21 mit den nicht erreichbaren Flucht-
punkten X, und Y,, deren Abszissen bekannt sind, und gewinnt so im
Bilde die x- und die y-Achse.

5. Nun berechnet man die Abszissen x, und y, der MeBpunkte X, und
Y, nach 7.15. In unserem Beispiel wird %y = —4d = —8m, y, =+ d =
12 m. Y, ist nicht erreichbar; daher braucht man noch einen TeilmeB-
punkt Y,.

6. Fiir einen TeilmeBpunkt findet man die Abszisse nach #.22, bei uns
z.B.y, = —3m.

7. Nun kann man im Kellergrundri8 den c¢-MaBstab durch X;- bzw.
Y,-Strahlen auf die x- und die y-Achse iibertragen und mit den Hilfs-
mitteln von 6.16 etwa eine Tifelung oder einen beliebig gestalteten
Gebiudegrundril zeichnen.

Will man einen MeBpunkt nicht berechnen, so kann man ihn auch
aus einer z. B. auf die Hilfte verkleinerten Zeichnung konstruktiv ge-
winnen. Das zeigt fiir den Punkt X; der durch Pfeile bezeichnete Linien-
zug.
Jetzt wird das Bild des Gebidudes eingetragen (unten):

8. Durch B zeichnet man die Kanten x und y, iibertrdgt ihre Langen
von der MeBlinie ¢ zunichst auf x und y (mittels eines X;-Strahles bzw.
eines Y,-Strahles) und von dort auf die Kanten.

9. Die Héhen werden von der z-Achse aus mit Hilfe von Proportional-
maBstiben auf die Vertikalkanten tibertragen.
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7.25 Bild und Umlegung einer Wand. Will man in eine Wand einer
Eckansicht eine gegebene Figur perspektivisch einzeichnen, z. B. ein
Fenster, ein Fachwerk oder ein Wandgemilde, so dreht man die Wand
um eine Vertikalkante in die Frontlage, in der sie dann in wahrer Gestalt,
also unverzerrt, erscheint. Eine solche Wandumlegung ist bereits in der
Figur 7.15 gezeichnet. Dabei bleiben die Punkte auf der Drehachse fest,
so daB sich also zwei zusammengehorende Geraden des Bildes und der
Umlegung der Wand auf dieser Achse treffen. AuBerdem laufen die
Bilder der parallelen Drehsehnen, die zwischen zusammengehérenden
Punkten beider Figuren ausgespannt sind, durch ihren Fluchtpunkt, also
den auf dem Horizont liegenden WandmeBpunkt, in unserer Figur X,.
Daher besteht zwischen dem Bilde der Wand und dem Bilde der in die
Frontlage gedrehten Wand eine Perspektivitit; ihr Zentrum ist der zu jener
Umlegung gehdvende Mefpunkt der Wand, ihve Achse die Kante, wm die
gedreht wurde. Zeichnet man in diese Umlegung nun die Wandfigur in
wahrer Gestalt ein, so erhilt man ihr Bild punktweise mit Hilfe dieser
Perspektivitdt. Dabei legt man durch die zu tibertragenden Punkte am
zweckmiBigsten horizontale Hilfsgeraden, deren Bilder also durch den
entsprechenden Kantenfluchtpunkt, in der Figur den Punkt X, gehen.

7.26 Bild und Umlegung einer Dachebene. Dieselben Uberlegungen
lassen sich fiir eine beliebige Ebene ¢ durchfiithren, z. B. eine rechteckige
Dachplatte, die im Bilde gegeben sei. Durch eine ihrer Ecken legen wir
eine Hauptlinie ¢ | zu ihrer Fluchtlinie ¢, und drehen ¢ uni ¢ in die Front-
lage. Der zugehorige Drehsehnenfluchtpunkt, also der MeBpunkt E,,
liegt auf dem H-Strahl | ¢, und hat von ¢, die Entfernung Oe,, die man
sich wieder mit einem Rechtwinkelhaken verschafft. In unserem Beispiel
kann man diesen Punkt E; allerdings auch anders finden; denn da die
e-Platte rechteckig umrandet ist, liegt £, auf dem Thaleskreis iiber der
Verbindungsstrecke der Dachkantenfluchtpunkte. Nun besteht zwischen
dem Bilde der Dachebene und dem Bilde der um e in die Frontlage gedrehien
Ebene wieder eine Perspektivitat; ihr Zentrum ist der Mefpunkt E,, ihre
Achse die Hauptlinie e. Wieder kann man mit Hilfe dieser Perspektivitit
Punkte der Umlegung in das Bild {ibertragen, wobei man am besten
Hilfslinien || zu den horizontalen Dachkanten benutzt.
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7.3 Lotfluchtpunkt und Kippansicht

7.31 Lotfluchtpunkt und Lotfluchtlinie. Nun untersuchen wir die in
6.23 eingefithrte Kippansicht. Dazu losen wir folgende Aufgabe: Be-
kannt sei die Fluchtlinie ¢, einer Ebene v, gesucht der Fluchtpunkt Z, der
Richtung z |_ y (unten). 7'y sei der FuBpunkt der Lote von O und H auf ¢,
also der Fluchtpunkt der Spurnormalen in 9 (7.12). Dreht man das
Stiitzdreieck OHT, der Fluchtebene Oc, in & hinein, so fillt O in den
Distanzkreis-Punkt O%. Dann erhédlt man nach dem Winkelsatz (6.13)
den Lotfluchtpunkt Z, auf HT,, wenn man O*Z, { OXT, macht. Ist {, =
HTyund zy = HZ,, so ist £y + 2 = — d?; ¢, und 2, sind also — falls sie in
der Einheit d gemessen werden — negativ reziprok.

Die Umkehrung der Konstruktion liefert zu jedem Z, die Lotflucht-
linte ¢y der zur z-Richtung senkrechten Ebenen. Auf ¢, liegen die Flucht-
punkie aller Geraden, die eine Gerade z mit dem Fluchtpunkt Z senkrecht
schneiden oder kreuzen. Durch Z gehen die Fluchtlinien aller Ebenen, die
auf einer Ebene y mit der Fluchilinie c, senkrecht stehen. Fur Zy = H wird
¢, die Ferngerade w von m. — Die durch den Kreis 4 festgelegte Zu-
ordnung Z, < ¢, zwischen den Punkten und Geraden der Zeichenebe:ie
heilt eine Antipolaritit, Z, der Antipol von c,, ¢y die Antrpolare von Z,,.

In 7.15 sind X, und Y, die Lotfluchtpunkte der Wandfluchtlinien g,
und b,. In der Fliegeransicht oder Vogelperspektive (1) liegt der Horizont
¢y, also die Fluchtlinie der horizontalen Ebenen, in & iiber H; die Verti-
kalen laufen im Bilde durch den unter H gelegenen Lotfluchtpunkt Z,
(6.23). Bei der Froschperspektive (2) laufen sie in 7z nach oben zusammen ;
der Horizont liegt diesmal in 7z unter H. Ist endlich ¢, die Fluchtlinie der
Querschnitte eines geneigten Balkens (3), so hat man dessen Langskanten
durch den Lotfluchtpunkt Z, von ¢, zu zeichnen (7.33).

7.32 Fluchtpunkte eines Koordinaten-Kreuzes. Sind %, ¥ und z die
Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-Kreuzes, so ist das Dreieck
ihrer Fluchtpunkte X,, Y,, Z, spitzwinklig (6.23). «, f und y seien die
Koordinatenebenen | %, | y und | z. Ihre Fluchtlinien sind ay = YZ,,
by = ZyX, und ¢y = X,Y,. Da die Ecken die Lotfluchtpunkte der gegen-
iiberliegenden Seiten sind, gilt nach 7.31: Der Hauptpunkt H ist der
Hihenschwittpunkt im Fluchtpunktedreieck. Ist y die Bodenebene, also ¢,
der Horizont, so ist der HéhenfuBpunkt T, auf ¢, der Fluchtpunkt der
zur y-Spur ¢ senkrechten y-Geraden ¢£.

Bei Front- und Eckansichten artet das Dreieck X,YZ, aus. Bei einer
Frontansicht wie in 6.21 ist X, der u-Fernpunkt, Y, = H, Z, der v-Fern-
punkt, a, = v, b, die Ferngerade w, ¢, = u. Bei einer Eckansicht wie in
6.22 ist ay | by || v, ¢o = u, Z, der v-Fernpunkt. In der Eckansicht eines
geneigten Quaders (7.33) wird a, = v, b || ¢, || #, X, der u-Fernpunkt.
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7.33 Eckansicht eines geneigten Quaders. Ist 7 vertikal und die Kanten-
richtung x horizontal und ||, so ist das Bild eines geneigten Quaders nach
0.22 als Eckansicht und nicht als Kippansicht zu bezeichnen. Die Kanten
| %, v, zseien z. B. 2 m, 3 m, 5 m und der Neigungswinkel der z-Kanten g.
Aus einer Skizze entnimmt man die Distanz 6 m und die Koordinaten
der in & gewidhlten Quader-Ecke 4 in bezug auf das wv-Sxstem u, =
—4,5m,v4 = —2m. Die Zeichendistanz sei d = 24 cm [6 m], der Modell-
maBstab und damit der MaBstab auf der x-Achse also 1:251. Die Flucht-
linie von o | % ist @y = v, ihr MeBpunkt D, auf ». Nach dem Winkelsatz
bestimmt man auf » die Fluchtpunkte Y, und Z, so, daBl <t HD,Z, = ¢
und D, Y, | D,Z,, dann die MeBpunkte Y; und Z;, indem man Y D, und
ZyD, auf v dreht. Durch A legt man || # die x-Kante 2 m und die MeBlinie
a || v als Spur der Drehungsebene o fiir die y- und die z-Achse. Mit Hilfe
der Drehsehnen, also der Y;- und Z;-Strahlen, tibertrigt man die a-
Marken — 3 m und + 5 m auf die y- und die z-Achse und vervollstandigt
das Quaderbild.

7.34 Kippansicht eines geneigten Quaders. Jetzt sei keine Kante des
zu zeichnenden Quaders || zur vertikal aufgestellten Bildtafel. Die Kanten
Il %, v, zseien 8 m, 2 m, 5 m. Die x-Achsenkante liegt in der Bodenebene o,
die y-Kanten haben die Bodenneigung 2:3. Mit Hilfe eines Rasters (7.23)
legt man z durch die Quader-Ecke A4, den Ursprung des Koordinaten-
kreuzes, und gewinnt so z. B.

d=6m,x%=4d=8m,uy = —24m,vy = —3m.

Die z-Achsenkante liegt vor, die y-Achsenkante hinter zr. Die Zeichen-
distanz sei d = 24 cm [6 m], der ModellmaBstab und damit der MaBstab
auf den MeBlinien durch A4 also 1:251.

Die Fluchtlinie ay von o | x ist [ #; fiir den Schnittpunkt R, = ua,
wird 7 = — 4 d = — 4,5 m. Fiir die MeSpunkte X, und R, auf » wird
nach 7.15 %y = —4d = —2m,», = [ d = 3m. R, ist MeBpunkt fiir die
Ebene o 1. x. Auf g, bestimmt man daher nach dem Winkelsatz Y, so,
daB Y Ry: RyR, = 2:3, dann Zso, daB HZ, 1 XY, = ¢, Die MeBpunkte
Y, und Z, bestimmt man auf ay: Da Y erreichbar, aber Z, unzuginglich
ist, macht man Y)Y, = Y0 = Y R, und ¢ YR, Z;, = < Z, R, R, (7.15).
Jetzt zeichnet man 4 und die Achsenbilder und legt durch 4 die MeB-
linien s || # und a || 4, also die Spuren der Ebenen ¢ und e, in denen
man die Achsen in sz hineindreht. Nun iibertrigt man die Kanten-
lingen mit Hilfe der Drehsehnen, also der X,-, Y;- und Z-Strahlen,
von den MeBlinien auf die Achsenbilder und vervollstindigt das Quader-
bild.

1 Beide Zentralbilder dieser Seite sind auf } verkleinert.






180 7- MeBpunktperspektive

7-35 Kippansicht in geneigter Bildtafel. Nun wollen wir die Kipp-
ansicht eines quaderférmigen Baukorpers in einer geneigten Bildebene
entwerfen; die Kanten || x, v, z seien 40, 30 und 50 m. In der Skizze
legen wir am besten 7 | zur AufriBebene durch die Ecke 4 des Boden-
rechtecks, die zugleich Anfangspunkt des Koordinatenkreuzes sei, und
zwar so, daB dieses Rechteck ganz hinter der Spur ¢ der Bodenebene y
liegt. Als Bodenneigung von sz wihlt man ein einfaches rationales Ver-
hiltnis, z. B. 4:3, als Distanz etwa 4 = 60 m. Denkt man sich nun wieder
inz durch den Hauptpunkt H eine #- und eine v-Achse || bzw. | ¢ gelegt,
so kann man im GrundriB die Abszisse # 4= — 10 m von 4, im Aufri83
die Ordinate v4= — 30m ablesen. Zur Bestimmung der Flucht- und
MeBpunkte entnimmt man — in den Bezeichnungen der Figur 7.32 —
aus dem Aufrif

HT,=1t,=4%d=45m, HZy= zy=4%d=80om.
Aus 2= 42 tg und 22= d2-}- 22 folgt ferner
OT,=t =%d=75m, 0Zy, =2z =% d=100m.

Den GrundriB legen wir so, daB sich fiir die Abstinde TX, und 7,7,
einfache rationale Vielfache von £ ergeben, z. B.

Ty Xo=4%t=45m, T)Yy=4%t= 125 m.

Die Zeichendistanz sei 30 cm, [6om], der MaBstab auf einer MeB-
linie durch A4 also 1:s# = 1:200.

Nach dieser Vorbereitung konstruieren wir die Kippansicht, tragen
also im MaBstab 1:% der Reihe nach T, den Horizont ¢, || #, X,, Yo, Z,
und A4 in das uv-Koordinatenkreuz der Bildebene ein und zeichnen durch
A die Achsenbilder und die Bodenspur ¢ || #. Die Buchabbildung wurde
auf L verkleinert. Die - und die y-Achse denken wir uns in der Boden-
ebene y auf ¢ gedreht; die MeBpunkte X, und Y, liegen dann auf ¢,. Die
z-Achse drehen wir am einfachsten ebenfalls auf ¢. Die Fluchtlinie der
zugehorigen Drehungsebene ist || ¢ und geht durch Z,, auf ihr liegt der
MeBpunkt Z, der Vertikalrichtung. Der Abstand eines MeBpunktes vom
Achsenfluchtpunkt ist nach 7.14 gleich dem Abstand des Auges von
diesem Fluchtpunkt. Diesen greift man wieder aus einem Rechtwinkel-
haken ab, dessen einer Schenkel OH = d ist und auf dessen anderem
Schenkel man HX,, HY, und HZ, abtrigt; so erhdlt man X, X, = 0X,,
Y,Y, = 0Y,und Z,Z, = 0Z,, wobei man fiir OZ, = z auch den schon
berechneten Zahlenwert 100 m verwenden kann. Nun iibertragt man die
Kantenldngen von derselben MeBlinie ¢ aus mit Hilfe der Drehsehnen auf
die Achsen und verschiebt sie gegebenenfalls von dort || auf die richtigen
Kanten.

Sind in  Winkel einzuzeichnen, so braucht man nach .11 noch den
(in der Figur nicht eingezeichneten) y-MeBpunkt C, auf v, fiir den
C,T, =0Ty=t =75 m wird. Weitere Hinweise finden sich in 7.45.
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7.36 Spiegelungen. Will man in einem perspektiven Bild die Spiege-
lung an einer Ebene ¢ darstellen, z. B. an einer Wasseroberfliche oder an
einem Wandspiegel, so hat man zu beachten, daB3 Urbild und Spiegelbild
symmetrisch zu ¢ liegen. Das Spiegelbild PS eines Punktes P konstruiert
man also in drei Schritten: Man legt durch P die Normale # | ¢, schneidet
# mit ¢ in P, und macht auf » schlieBlich die Strecken PSP, = PP;.

Wir fihren die Konstruktion bei vertikaler Bildebene zunichst fiir
einen geneigten Wandspiegel durch (oben), dessen untere Horizontal-
kante in der Wand « liegt und den Fluchtpunkt Y, hat. Die geneigten
Kanten sind || zur Wand g | «, ihr Fluchtpunkt Z, (in der Figur ganz
unten rechts) ist also auf der Fluchtlinie b, von § zu wihlen. Nun suchen
wir den zu o gehorenden Lotfluchtpunkt N, der Richtung # | ¢. Da n
ebenfalls || § ist, liegt auch Ny auf &, und da das Dreieck Y Z,N, den
Hoéhenschnittpunkt H besitzt, bestimmt man N, auf 3, so, daB Y, N, L
HZ,ist. Nun ist die Normale # = PN, mit ¢ zu schneiden. Dazu legt
man durch # eine geeignete Hilfsebene, z. B. die Vertikalebene ¢, und
sucht zundchst deren Verschneidung mit o; ihre Bodenspur geht im Bilde
durch X, ihre a-Spur ist vertikal, beide treffen sich auf der Bodenkante
von «. Die o-Spur schneiden wir mit der unteren ¢-Kante und legen
durch den erhaltenen Punkt und durch Z; die gesuchte Schnittlinie ¢ o. Sie
trifft # in P,. Jetzt ist PP, perspektivisch auf # zu verdoppeln (6.15):
Auf der punktierten Vertikalen durch P, wihlt man die schwarz markier-
ten Punkte symmetrisch zu P;, wobei der untere die gleiche Héhe wie P
hat, ibertrdgt den oberen horizontal (also durch einen X,-Strahl) auf »
und gewinnt so P,

Die Spiegelbilder der Vertikalkanten sind || zueinander und || zur
Wand g. Daher liegt ihr Fluchtpunkt M, auf b,. Man zeige mit Hilfe des
p-MeBpunktes, daB M N, = MyZ, ist.

Die Konstruktion wird besonders einfach fiir einen vertikalen Spiegel
in der Wand o« (unten): Jetzt ist Ny = X, der Lotfluchtpunkt von ¢ = «.
Ist P ein Bodenpunkt, so liegt P, auf der Bodenkante von «. Die Figur
zeigt, wie man PP, perspektivisch verdoppelt, also P® bestimmt: Die
punktierte Vertikalstrecke in o ist gleich der Tiirhdhe, der mittlere der
schwarz markierten Punkte ihr Mittelpunkt.

Noch einfacher wird die Konstruktion einer Wasserspiegelung : Jetzt
ist N, der Fernpunkt von v; aus der perspektivischen Verdoppelung wird
die gewohnliche Verdoppelung. Jede horizontale Gerade ist || zu ihrem
Spiegelbild, beide haben also den gleichen Fluchtpunkt.
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7.4 Bildausmessung

7.41 Horizontale Quadrate. Will man eine Photographie oder eine
perspektive Zeichnung ausmessen oder richtig ergénzen, so sucht man
zunichst den Hauptpunkt A und einen Distanzpunkt D, zu bestimmen.
Sind diese gefunden, so kann man MeBpunkte fiir die Gebdudekanten
und damit deren relative MaBe oder — falls eine Kantenldnge bekannt
ist — die wahren MaBe ermitteln. Bei einer Aufnahme in lotrechter
Bildebene findet man aus den Bildern horizontaler Parallel-Kanten deren
Fluchtpunkt und damit den Horizont # | zu den Vertikalkanten.

1. Wir nehmen zunichst an, daB « und das Bild eines horizontalen
Kreises bekannt sei. Dann legt man um diesen Kreis ein Quadrat in
Frontlage, bestimmt also die Kreistangenten || #, den Tiefen-Durch-
messer ihrer Berithrungspunkte, auf ihm als Schnitt mit » den Haupt-
punkt H, dann die H-Tangenten, eine Diagonale des Tangenten-
quadrates und auf ihr den #-Distanzpunkt D,.

2. Ist fiir ein horizontales Rechieck das Seitenverhiltnis a:b (z. B.
2:3) bekannt, so bestimmt man auf der Seite b einen Abschnitt x durch
perspektive Teilung (6.15) so, daBl x:b6 = a:b, also ¥ = 4 wird, und macht
so aus dem Rechteck ein Quadrat.

3. Nun sei das Bild eines horizontalen Quadrates bekannt. Die Seiten-
fluchtpunkte seien X, und Y, ein Diagonalenfluchtpunkt G,. Macht man
die Strecken X U | # und = XGy, Y,V L u und = Y G, so ist der
FuBpunkt D, des Lotes von G, auf UV einer der Distanzpunkte auf v.
Denn G,, X, U und D, liegen auf dem Kreis iiber G,U. Daherist <C X,D,G,
= X X,UG, = 45°. Ebenso folgt, daB < Y,D,G, = 45°ist, daB also in
der Tat X,G, und Y,G, von D, aus unter 45°, XY, unter 9go° gesehen
werden, H ist der FuBpunkt des Lotes von D, auf #.— Ebenso behandelt
man Kreise und Quadrate in Tiefenwinden.

7.42 Rechte Winkel in horizontalen Ebenen. Kennt man in einer
Eckansicht den Horizont # und das Bild eines horizontalen Rechtecks,
so liegt ein v-Distanzpunkt D, auf dem Thaleskreis iiber der Strecke der
Seitenfluchtpunkte des Rechtecks. Zur Bestimmung von D, braucht man
also einen zweiten geometrischen Ort. Sind zwei weitere zueinander
rechtwinklige Horizontalrichtungen bekannt, so schneiden sich die Halb-
kreise iiber den Strecken zusammengehériger Fluchtpunkte in D;.

Das kann man auch anwenden, wenn z. B. das Bild eines horizontalen
gleichseitigen Sechsecks bekannt ist. Denn in diesem Sechseck spannen
die vier Endpunkte zweier gegeniiberliegender Seiten ein Rechteck aus,
so daB sogar drei Rechtwinkelpaare zur Verfligung stehen. — Ebenso
stehen in einem Quadrat zwei Rechtwinkelpaare zur Verfiigung, ndmlich
die Seitenrichtungen und die Richtungen der Diagonalen.
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7.43 Winkel und Seitenverhiltnis in einer Wand. Wieder sei eine
Eckansicht gegeben, also der Horizont # und die Fluchtpunkte eines
horizontalen rechten Winkels bekannt, an Stelle eines zweiten Recht-
winkelpaares aber das Seitenverhdlinis y:z einer Wand (oben). Dann dreht
man diese Wand wie in 7.15 um eine ihrer Vertikalkanten in die Frontlage
und gibt ihrer Umlegung das bekannte Seitenverhiltnis y:z, in der Figur
z. B. 3:1. Nun kann man durch zwei sich entsprechende Punkte des
Wandbildes und der Wandumlegung das Bild der Drehsehne zeichnen,
die auf # den MeBpunkt Y, ausschneidet. Dann dreht man Y, um Y, auf
den Thaleskreis, den man iiber den beiden Kantenfluchtpunkten gezeich-
net hat, und findet damit D, und H.

Von dieser Konstruktion macht man z. B. dann Gebrauch, wenn das
Bild eines in einer Wand liegenden Halbkreises vorliegt. Denn im zugehd-
rigen Tangentenrechteck ist das Seitenverhiltnis 2:1.

Sehr oft kennt man aber auch statt des Seitenverhiltnisses einen
Winkel in einer Wand, z. B. den Neigungswinkel g einer Dachfallinie gegen
die Bodenebene (unten), in unserer Figur z. B. 30°. Dann bestimmt man
den Fluchtpunkt N, dieser Fallinie lotrecht tiber dem Fluchtpunkt X,
ihres Grundrisses. Mit Hilfe dieser beiden Fluchtpunkte sucht man nach
dem Winkelsatz (7.15) auf » einen MeBpunkt X, der Giebelwand so, da3
ANX, X, = ¢ wird. Dann dreht man wieder X; um X, auf den Thales-
kreis iiber den Kantenfluchtpunkten, findet also wie oben D, und H.

Ist aber der Fluchtpunkt N, unzuginglich, so verlingert man z. B.
die Dachfallinie iiber die Traufkante hinaus und bestimmt ihren Boden-
punkt. Dann dreht man das entstandene Dreieck um eine der Vertikal-
kanten in die Frontlage. Das gedrehte Dreieck kann man einzeichnen,
weil man den Winkel ¢ an der Bodenkante kennt, Als Verbindungsgerade
der Bodenecke und ihrer Umlegung erhilt man dann das Bild einer
Drehsehne, die ebenfalls X; auf # ausschneidet.
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7.44 Quaderbild mit drei Kantenfluchtpunkten. Besonders einfach ge-
staltet sich die Ermittlung des Hauptpunktes H und der Distanz fiir den
Fall der Kippansicht eines Quaders. Man ermittelt — wenn nétig, in einer
dhnlich verkleinerten Figur — die Kantenfluchtpunkte X, Y, Z,. Der
Hohenschnittpunkt im Dreieck dieser Fluchtpunkte ist nach 7.31 der
Hauptpunkt H. Ist T, wie in der Figur 7.32 der FuBpunkt der Dreiecks-
héhe HZ,, so dreht man das rechtwinklige Dreieck Z,0 T in die Bildebene.
Dabei kommt O an die Stelle O% des Halbkreises iiber Z,T, und liefert
die Zeichendistanz HO*. Nun kann man fiir die Kantenrichtungen MeB-
punkte bestimmen und damit die relativen Kantenldngen messen oder —
falls die Linge einer Kante bekannt ist — alle iibrigen richtig angeben.
Dabei bedarf es, wie in 7.35 gezeigt, nur einer einzigen MeBlinie. Liegt
die Kippansicht eines Gebdudes vor, so gewinnt man auf diese Weise
wenigstens die Risse zweier Winde, oft aber auch den ganzen GrundriB
durch ,,Erraten‘ der nicht sichtbaren Gebiudeteile.

Diese Bildausmessung ermoglicht es nun auch, eine Kippansicht
herzustellen, ohne daB man sich zuvor wie in 7.35 die Lage der Bildtafel
und des Augpunktes im Raum iiberlegt: Man wihlt ein beliebiges spitz-
winkliges Fluchtpunktedreieck, ermittelt H, 0% und die AchsenmeB-
punkte, wihlt erst dann das Bild des Achsenkreuzes so, daf3 der Anfangs-
punkt mit einer MeBlinie im geeigneten MaBstab an giinstiger Stelle —
am besten im Innern des Dreiecks — liegt, und konstruiert nach 7.35 die
AchsenmaBstidbe und das Bild des Objektes.

7.45 Kreis mit Kreisachse. Nun sei das Bild eines horizontalen Kreises,
seines Mittelpunktes und eines im Mittelpunkt lotrecht stehenden Stabes
gegeben. Die Tangenten in den Endpunkten zweier Durchmesser liefern
zwei Fluchtpunkte und damit den Horizont ¢, (1). Der Durchmesser ¢
durch die Berithrungspunkte der Tangenten, die || ¢, sind, schneidet auf
¢o nach 7.31 den Fluchtpunkt T der zur Bodenspur senkrechten Hori-
zontalrichtung aus (2); eine Diagonale des jene Tangenten enthaltenden
Tangentenquadrates liefert auf ¢, einen MeBpunkt T von £

Das Bild des Stabes sei nicht | ¢,. Dann legen wir wie in 7.31 durch
T, die Achse v | ¢, und bestimmen auf ihr den Fluchtpunkt Z; des
Stabes (3). In einer Umlegung der Ebene | = iiber v liegt OX wie in 7.44
auf einem Halbkreis iiber T, Z, , wobei 0XTy = T, T, ist. Damit ist auch
H gefunden.
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7.46 Vier-Punkte-Verfahren. Zum SchluB dieser kurzen Ubersicht {iber
die Ausmessung eines Zentralbildes wollen wir ein Verfahren angeben,
durch das man aus dem Bilde einer ebenen Figur punktweise ein anderes
Bild, z. B. also auch das Urbild gewinnen kann. Wir sprechen also jetzt
nicht von einem rdumlichen Objekt, sondern vom Bilde ¢’ einer Ebene ¢,
etwa dem Lufthild eines vollig ebenen Geldndes, das vom Flugzeug aus
photographiert wurde. Im Bildfelde ¢’ seien vier Punkte bekannt, von
denen keine drei auf einer Geraden liegen, im Originalfelde ¢ (z. B. einer
Landkarte) die zugehérigen Urbilder. Beide Felder sind beliebig in der
Zeichenebene angeordnet. Wir zeigen in drei Schritten, wie man das
Urbild X eines beliebigen Bildpunktes X’ finden kann.

1. Es seien a, b, ¢, d vier Strahlen eines Biischels, A, B, C, D und A’,
B’, C', D" ihre Schnittpunkte mit zwei Geraden. Unter dem Doppel-
verhdlinis (A BCD) versteht man die Zahl 4 = (AC: BC):(4D: BD).
Die Figur zeigt, daB

) = (ABCD) :i_;%ﬁzq:ﬁ

und
N

7= (A’'B'C'D) = % =
d. h. 4’ = 1 ist. Da also die Strahlen auf jeder nicht durch das Biischel-
zentrum gehenden Geraden vier Punkte mit dem gleichen A-Wert aus-
schneiden, bezeichnet man diesen auch als Doppelverhilinis (abcd) des
Strahlenquadrupels. So folgt: Das Doppelverhilinis von vier Punkten einer
Geraden oder vier Geraden eines Biischels bleibt im Zentralbild erhalten.

Ist A = - 1, so nennt man das Quadruped harmonisch oder sagt auch:
Das Paar A4, B trennt das Paar C, D harmonisch.

2. Sind a’, V', ¢’, 4’ die Bilder von vier Geraden eines Biischels in einer
Ebene ¢, und kennt man in ¢ nur die Urbilder «a, &, ¢, nicht aber 4, so
markiert man auf der geradlinigen Kante eines Papierstreifens die
Schnittpunkte A, B, C, D mit a’, &', ¢/, &', paBBt den Streifen in das &-
Biischel so, daB A auf @, B auf b, C auf ¢ liegt, und zieht den fehlenden
Strahl 4 durch D. In der Tat ist dann (abcd) = (A BCD) = (a’b'c'd’).

3. Nun seien 4’, B’, C’, D’ die Bilder der e-Punkte 4, B, C, D, von
denen keine drei auf einer Geraden liegen, und also die gezeichneten
Geraden A'B’, ... die Bilder der entsprechenden Geraden 4 B, ... Um das
Urbild eines Punktes X’ zu erhalten, bestimmt man in den Biischeln mit
den Zentren A’ und D’ fiir A’X’ = ' und D'X’ = ¢’ die Urbilder p und
g mit dem Papierstreifen und erhdlt X = pq.

So kann man punktweise die Photographie ¢ einer ebenen Figur e,
z. B. einer Wand oder eines ebenen Gelindes, ,,entzerren’, d.h. re-

konstruieren.
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8. Gebundene Perspektive

8.1 Sehstrahlverfahren

8.11 Klassische Anordnung. Bei der bisher behandelten freien Per-
spektive wurde der darzustellende Gegenstand von einem Anfangspunkt
aus in das Bild hineingemessen. In der gebundenen Perspektive aber
wird sein Bild in geeignet angeordneten Rissen punktweise — oft sogar
ohne Verwendung der Fluchtpunkte — konstruiert. Der Gegenstand, das
Auge O und die Bildtafel # sind im Grund- und AufriB} gegeben; dabei
sei 7 stets vertikal, also durch ihre Grundrifispur, die Standlinie ¢, be-
stimmt. Die Umlegung der Bildtafel mit dem Horizont # und dem
Hauptpunkt H legt man daneben oder darunter. Fir die Herstellung des
Bildes sind dann zwei Verfahren moglich:

1. Das Sehstrahl-Prinzip. Das Bild jedes Punktes wird als Schnitt
seines Sehstrahls mit # gefunden. Fiir den Punkt I der Figur ergibt sich
z. B. in den Rissen das Bild I'. Denkt man sich nun in z ein Koordinaten-
kreuz mit dem Anfangspunkt H und den Achsen # und v | #u, so greift
man im GrundriB die Abszisse #; von I' und im AufriB die Ordinate
v, von I’ mit einem Papierstreifen oder dem Stechzirkel ab und tibertrigt
sie in das Bildblatt (unten).

I1. Das Zwetkanten-Prinzip. Jeder Bildpunkt wird als Schnitt der
Bilder einer vertikalen und einer geeigneten horizontalen Geraden, deren
Fluchtpunkt im GrundriB erreichbar ist, bestimmt. Fiir den Punkt 2 der
Figur bestimmt man z. B. zunidchst im GrundriB das Bild der durch 2
gehenden Lotlinie und iibertrigt es als Vertikale in das Bildblatt. Nun
wihlt man die kurze Horizontalkante x durch 2, weil ihr z-Punkt X und
ihr Fluchtpunkt X, im GrundriB erreichbar sind; ihre Abszissen iiber-
tragt man wieder mit dem Papierstreifen. X, liegt auf , fiir X brauchen
wir noch die Ordinate v,. Diese ist aber gleich dem Abstand des abzu-
bildenden Punktes von der Horizontalebene durch O, kann also direkt

dem AufriB entnommen werden. Jetzt zeichnet man das Bild 2" = X X
von x.

Sind aber die Fluchtpunkte der horizontalen Kérperkanten nicht
erreichbar oder liegt der Punkt nicht auf horizontalen Kanten, so kann
man eine Tiefenlinie ¢ | 7 verwenden, deren Fluchtpunkt H ist und deren
n-Punkt 7 man wieder in das Bild iibertrigt. Das ist zum Vergleich
ebenfalls fiir den Punkt & durchgefiihrt.

In unserem Beispiel iibertrigt man am besten zundchst die Bilder der
vier Vertikalkanten mit dem Papierstreifen aus dem Grundrif8 in das
Bildblatt und bestimmt dann die Bilder der vier x-Geraden und damit
die beiden nach vorn verlingerten x-Winde des Kastens. Der Aufril
dient also nur zum Abgreifen der Hohen der benutzten Horizontalkanten.
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8.12 Architektenanordnung. Anstatt wie in 8.11 die Abszissen der
Bildpunkte mit einem Papierstreifen in das Bildblatt zu {ibertragen,
kann man die GrundriBzeichnung auch so drehen und iiber dem Bildblatt
anordnen, daf§ die m-Punkte in das Bildblatt heruntergelotet werden
kénnen. Dabei soll der Fluchtpunkt wenigstens einer Gebdudekante, hier
Xy, im Grundrif erreichbar sein. ZweckmiBigerweise wird das Bildblatt
zwischen Standpunkt und Gebdudegrundrifi gelegt. Die im GrundriB3
bendétigten Sehstrahlen werden dann natiirlich nicht durchgezogen, son-
dern nur auf der Grundrispur ¢ von 7z angerissen. An Stelle des zugeho-
rigen Aufrisses legt man neben das Bildblatt einen geeigneten Seitenrifl
des Gebdudes, aus dem sdmtliche Hdéhen, also auch die Aughéhe, zu
entnehmen sind. Auf dem Bildblatt wird der Horizont #« in gleicher Héhe
wie im Seitenri gewihlt und der Hauptpunkt H aus dem GrundriB
heruntergelotet. Nun arbeitet man nach dem Zweikantenprinzip in 8.11:
Die Flucht- und die zz-Punkte der benutzten horizontalen Geraden werden
aus dem Grundrifl heruntergelotet und ihre Hoéhen aus dem SeitenriB
mit der Reif3schiene iibertragen. Die Bilder der vertikalen Geraden werden
wieder im Grundri bestimmt und ebenfalls heruntergelotet.

In unserem Beispiel wurden die Bilder simtlicher Eckpunkte (in
der Reihenfolge der Numerierung) mit Hilfe der in den Giebelwidnden
liegenden horizontalen x-Geraden konstruiert, weil deren IFluchtpunkt
im Grundrif erreichbar ist.

8.13 Quadratnetzverfahren. Will man den Bebauungsplan eines groBen
Geldndes perspektivisch darstellen, so liegen oft die Fluchtpunkte und
der Standpunkt im Grundri wegen der groBen Zeichendistanz weit
auBerhalb des Zeichenbereichs. In diesem Falle legt man iiber den ab-
zubildenden Plan ein Quadratnetz, dessen Linien || und | zur Bildtafel &
verlaufen (oben). Auf dem Bildblatt z, das unter dem GrundriBblatt
angeordnet ist, werden der Horizont # und die Standlinie ¢ im Abstand
der Aughéhe aufgetragen und der Hauptpunkt H auf dem Horizont »
durch eine Nadel markiert. Mit Hilfe eines der Distanzpunkte D, auf #
zeichnet man jetzt das Bild des Quadratnetzes nach 6.31.

Ist P ein abzubildender Punkt, der keine Quadratecke ist, so legt
man durch P eine Tiefenlinie und eine 45°-Linie, reift aber nur deren
s-Punkte im Plan an und lotet sie auf die Standlinie ¢ des Bildblattes
herunter. IThre Bilder gehen durch die Fluchtpunkte / und D, und werden
nur in dem Bilde des Quadrats angerissen und zum Schnitt gebracht, in
dem der Punkt P liegt. Auf einem Héhenmafstab, der in einem c-Punkte
aufgestellt ist, wird die Hohe eines etwa in P aufzustellenden Stabes oder
einer vertikalen Gebdudekante abgetragen und wie in 6.33 durch Tiefen-
linien und Breitenlinien an die Stelle P’ des Bildes verschoben.
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8.14 Koordinaten-Methode. Der Gegenstand und der Augpunkt O
seien im Grundrif zz; und im Kreuzrifl 7z; gegeben, die Bildebene 7 sei die
AufriBebene 7,. Dann kann man in sehr einfacher Weise den Sehstrahl
eines jeden Punktes P im Grund- und im KreuzriBl mit 7 schneiden und
so in m das Bild P’ durch AnreiBen und Schneiden der zugehdorigen
Ordner gewinnen. Diese Anordnung eignet sich vor allem zur Darstellung
mathematischer Objekte; fiir den Architekten ist sie wegen der Notwendig-
keit, erst einen Kreuzril herzustellen, wenig geeignet. Sie dient uns aber
auch dazu, die Beziehung zwischen den Koordinaten #p und vp des
Bildpunktes P’ und den Koordinaten #, y, z des Urbildes P abzulesen.

Dazu legen wir im Raum durch O die x-Achse | =z, die y-Achse || , die
z-Achse || v. Ist 4 wieder die Distanz, so wird

y z
%Pz—x—d, 'Z}P=;d.

Mit diesen Formeln kann man z. B. die Bild-Koordinaten fiir die Ecken
der von Laueschen Kristallgitter berechnen. So sind die von E. Verstin-
dig gezeichneten stereoskopischen Bilder dieser Gitter entstanden, bei
denen stets zwei Zentralprojektionen mit verschiedenen Augpunkten be-
rechnet und dann nebeneinander gesetzt wurden (J. Springer 1926/1936).

8.15 Die Verwendung der Reile-Schiene beruht auf der Koordinaten-
methode 8.14. Wir denken uns z. B. durch den dort gezeichneten Punkt P
eine Breitenlinie b | m; und durch b die Sehebene gelegt. Im Kreuzril3
deckt sich deren Spur mit dem Sehstrahl durch P. Ein Stiitzdreieck
dieser Ebene mit der Ecke O ist im Kreuzrif schraffiert; im Grundri
deckt es sich mit der x-Achse. Dieses Stiitzdreieck ist um seine horizon-
tale Kathete in die xy-Ebene hineingeklappt worden und im Grundri3
dann ebenfalls schraffiert. Dabei fillt der auf der Hypotenuse liegende b-
Punkt, der sich im Kreuzri mit P deckt, also ebenfalls die Hohe z hat,
auf den GrundriB3 von b; er ist durch einen kurzen Pfeil markiert. Daraus
ergibt sich eine einfache Konstruktion von P’, die keine Hilfslinien und
bei Benutzung der Reileschiene? keinen Kreuzrif3 erfordert; der Gelenk-
punkt dieser Schiene lduft dabei auf der horizontalen RiBlachse:

Man greift nimlich die Héhe z des Punktes P aus einem beliebigen
Auf- oder SeitenriB mit dem Stechzirkel ab, iibertrigt z in den Grundrif3
auf die Kante einer horizontal durch P gelegten ReiBschiene vom Haupt-
strahl aus, z. B. nach links, legt durch den linken Endpunkt und durch O
den unteren Schenkel der Reileschiene, greift vp zwischen dem oberen
Schenkel und v, z. B. auf %, mit einem zweiten Stechzirkel ab, legt nun den
unteren Schenkel durch O und P und setzt vp von # aus auf die Zeichen-
kante des oberen Schenkels (nach oben fiir z > 0, nach unten fiir z < 0).

1 A. Reile, Die neue Perspektive des Architekten, Stuttgart, J. Hoffmann,
1922.
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8.16 StraBienbau-Perspektive. Wir stellen uns die Aufgabe, ein per-
spektives Bild einer Strafle zu zeichnen, die eine groBie Lingenausdehnung,
aber nur geringe Hoéhenschwankungen und seitliche Auslenkungen be-
sitzt, und zwar fiir einen Betrachter, der sich auf der StraBe befindet und
ungefihr in Richtung ihrer Mittellinie ¢ blickt. Die Raumkurve ¢ denke
man sich im Grund- und AufriB so gegeben, daB sie nahezu || 7, verliuft
in unserer Figur ist nur ein ¢-Punkt P gezeichnet. Da der Offnungswinkel
des Sehkegels in diesem Fall klein ist, muB3 man — um ein hinreichend
groB3es Zentralbild zu erhalten — die Bildebene 7z mit sehr groBer Distanz
als KreuzriBebene 7y weit auBerhalb des im Grund- und AufriB verfiig-
baren Zeichenbereiches wihlen. Wir kénnen also z nicht in die Risse
eintragen und die Bildpunkte nicht direkt wie in 8.14 konstruieren.
Bringt man in & wieder die Achsen % und » und in O dieAchsen x | 7,
y || » (also || y), 2 || v (also || 7t,) an, so erhdlt man aus den Koordinaten
%, ¥, z eines c-Punktes P die Koordinaten «#p, vp seines Bildes P’ durch
die Formeln in 8.14.

Dann bestimmen wir #p ohne Benutzung des Aufrisses gra-
phisch dadurch, daB wir & nur in der GrundriBzeichnung durch eine

. a .
neue Bildebene o || # mit der Distanz d; = o (> 1) und zugleich P

durch einen Punkt P; mit der Breite y, = ay ersetzen und nun den Seh-
strahl O P, mit ¢, schneiden. Ebenso konstruieren wir vp unabhingig
vom GrundriB dadurch, daB wir z nur in der Aufrizeichnung durch

. . . . a .
eine neue Bildebene o, || mit der Distanz d, = B (f > 1) und zugleich

P durch P, mit der Héhe 2, = fiz ersetzen. Die beiden auf diese Weise
unabhingig voneinander konstruierten Koordinaten tibertrigt man dann
in das Bildblatt (unten).

In unserem Beispiel sind die Risse von ¢ nicht erst gezeichnet, sondern
statt dessen die ,,Ersatzkurven ¢; im Grundril mit den Breiten oy und
5 im AufriB mit den Héhen fz (0 = 4, f = 8, d = 30 cm [3 km]). Mit
anderen Worten: ¢, ist ein achtfach iiberh6hter Aufril von ¢, ¢; entsteht
aus dem GrundriB von ¢ durch Vervierfachen der Breiten. Die MaBstidbe
der y-und der z-Achse sind entsprechend gedehnt und beziffert. Im Bild
ist ferner die halbe StraBenbreite &, die eigentlich | ¢ und horizontal ein-
zuzeichnen wire, mit kaum merkbarem Fehler auf Breitenlinien ab-
getragen. Man berechnet ihr Bild 0, fiir jede Tiefe x am einfachsten nach

der Koordinatenmethode: 5, == % d. Wiirde man sich auf die Abbildung

der Raumkurve ¢ beschrinken, also die StraBenbreite nicht einzeichnen,
so miifte man auch das Bild des Grundrisses von ¢ in einer beliebigen
horizontalen Ebene angeben (in der Figur gestrichelt). Nur so kann man
dann aus dem Bild die Lage jedes ¢-Punktes im Raum ablesen, sich
also vor Bildtduschungen bewahren.
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8.2 Drehsehnenverfahren

8.21 Bild und Umlegung einer Horizontalebene. Wir stellen uns zu-
nichst noch einmal die Aufgabe, das Zentralbild einer Figur herzustellen,
die in einer horizontalen Ebene y, z. B. der GrundriBebene liegt. Klappt
man y um die Spur ¢ in die Bildtafel & hinein, so daB3 die vor & liegende
Halbebene nach unten, die hinter z liegende Halbebene also nach oben
gedreht wird, so bilden die zugehérigen Drehsehnen mit 7 Winkel von
45°. Thr Fluchtpunkt ist also der untere Distanzpunkt D, (links). Da bei
der Umlegung die c-Punkte fest bleiben, so treffen sich Bild und Um-
legung einer y-Geraden auf der Spur c.

Nun sei in der Bildtafel die Umlegung P* eines y-Punktes P bekannt
(rechts). Um das Bild P’ zu ermitteln, legt man durch PX die Tiefenlinie
#* | ¢ und dann durch deren ¢-Punkt und den Fluchtpunkt A das Bild .
Damit haben wir einen ersten Ort fiir P’ gefunden. Da ferner die Bilder
aller Drehsehnen durch D, laufen, kénnen wir als zweiten Ort fiir P’ das
Bild der Drehsehne P PX einzeichnen, nimlich die Gerade P*D,, die P’
liefert. Damit erkennen wir: Das Bild und die Umlegung einer y-Figur
oder — wie wir auch sagen wollen — die Felder ' und y* liegen perspek-
trv: Perspektivititszentrum ist der Distanzpunkt D,, Perspektivitits-
achse die y-Spur c. Diese ,,Horizontal- Perspekirvitit™ ist also festgelegt,
weil auBer dem Zentrum D; und der Achse ¢ zwei sich entsprechende
Punkte bekannt sind: Zum Fernpunkt der Richtung %1 ¢ im y*-Feld
gehort der Hauptpunkt H im o’-Feld.

Die Umlegung der Verschwindungsgeraden ¢, von y liefert eine Ge-
rade ¢,X [|¢c im Abstande 4 von ¢, wihrend das Bild ¢,” die Ferngerade w
von 7z wird. Zur Ferngeraden ¢, von y aber gehért als Umlegung ¢ == w
und als Bild ¢ " = #. Deutet man also w als y’-Gerade, so gehért dazu ¢,*
im p*-Felde; deutet man aber w als y*-Gerade, so gehért dazu % im
y’-Felde. Mit anderen Worten: Es entsprechen sich Verschwindungs-
gerade der GrundriBebene und Ferngerade der Bildebene ebenso wie
Ferngerade der GrundriBebene und Horizont in der Bildebene. Das gilt
natiirlich auch nach der Umlegung. Treffen sich die Bilder zweier y-
Geraden auf dem Horizont #, dann sind ihre Urbilder parallel. Genauso
sind die Bilder " und &’ zweier y-Geraden parallel, wenn sich ihre Ur-
bilder auf der Verschwindungsgeraden treffen (vgl. 6.12).

Bereits in 7.25 erkannten wir allgemeiner, daB8 auch Bild und Um-
legung einer beliebigen Ebene perspektiv liegen. Fiir eine Tiefenwand,
deren Fluchtlinie also v ist, erhdlt man einen der Distanzpunkte auf « als
Zentrum. Die untere Figur zeigt vier Perspektivitdten: Die Zentren sind
die Distanzpunkte, die Achsen die hinteren Quaderkanten. Die Bilder
der Drehsehnen sind punktiert.
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8.22 Zylindrische Saule. Als Anwendung der Horizontal-Perspektivi-
tét bestimmen wir das Bild eines Kreises % in der GrundriBebene 7, = v,
z. B. des Basiskreises einer Saule. Der Grundrif3 des Augpunktes O sei O,
also der Abstand ¢O = H D, == d. Die umgelegten y-Elemente bezeichnen
wir von jetzt an durch Buchstaben ohne oben angesetzten Stern.

Schneidet % nicht die Verschwindungsgerade c,, so ist das Bild %’ eine
Ellipse. Wir bestimmen dann zunichst das Bild ¢ des Tiefenliniendurch-
messers ¢ und die Bilder 1’ und 2’ seiner k-Punkte I und 2 nach 8.21. Da
die Tangenten in 1" und 2’| ¢ sind, ist 1’2" ein Durchmesser von %', seine
Mitte N" also der Mittelpunkt von &', aber nicht etwa das Bild der Mitte
von k. Um die Lange des konjugierten Halbmessers N'3’ ||¢ zu finden,
bestimmt man im GrundriB, also im y-Feld, den zu N’ gehdrenden ¢-Punkt
N, dann die Halbsehne N3 || ¢ und daraus 3'. Da die 3'-Tangente s'|| ¢’ ist,
geht die 3-Tangente s durch den ¢,-Punkt 7', von ¢. Man kann also jenen
Halbmesser ohne Benutzung einer Drehsehne auch so erhalten: Man legt
durch T, eine k-Tangente s und bestimmt die ¢-Punkte S und T von s
und /. Dann ist TS = N'3’ die gesuchte Halbmesserlinge. Sic ist die
gleiche fiir alle kongruenten Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Breiten-
linie liegen. Man kann also die Bilder all dieser Kreise bequem aus kon-
jugierten Durchmessern gewinnen.

Die Konturlinien der Sdule sind die £’-Tangenten || v, also durch den
Fernpunkt von v. IThm entspricht im p-Feld der v-Punkt auf c,, also O.
Wir zeichnen daher die k-Tangenten durch O und durch deren ¢-Punkte
die Konturlinien || ». Die Berithrungspunkte werden mit Hilfe der Dreh-
sehnen iibertragen.

8.23 Fernpunkte eines Kreishildes. Der Kreis % in der Grundri3ebene
schneide jetzt die Verschwindungsgerade ¢, in zwei Punkten P und Q.
Sein Bild ist also eine Hyperbel &', die durch die Fernpunkte P’ und Q’
der Strahlen D, P und D,Q geht. Den k-Tangenten p und ¢ in P und Q
entsprechen im Bild-Felde die Asymptoten $’ und ¢’, dem Schnittpunkt
N von p und ¢ auf dem Tiefenliniendurchmesser ¢ also der Hyperbel-
Mittelpunkt N auf dem Bilde #. Man zeichnet also die gesuchten Asym-
ptoten $’ und ¢’ durch N’ und durch die ¢-Punkte von $ und ¢. Sind diese
unzuginglich, so beachte man, dal ¢'|| D, P und ¢'|| D,Q ist. Ermittelt
man auBerdem noch einen weiteren k’-Punkt, z. B. I’ auf #, so kann
man die Hyperbel nach 3.31 konstruieren. In der Praxis, z. B. in der
Aufgabe 8.25, zeichnet man sie freilich am besten punktweise mit Hilfe
der Perspektivitdt, ohne also die Asymptoten zu ermitteln.

Beriihrt £ die Verschwindungsgerade, so wird %’ eine Parabel. Ihre
Achse ist parallel zum Bilde ¢' des Tiefenliniendurchmessers ¢.
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8.24 Bild einer Gebdudegruppe. Den in 8.1 geschilderten Verfahren der
gebundenen Perspektive ist bei weitem die folgende Anordnung vorzu-
ziehen, bei der die Perspektivitit zwischen Bild und Umlegung der
GrundriBebene benutzt wird (8.21). Im gegebenen GrundriB3 ¢ der dar-
zustellenden Gebiudegruppe wihlt man den Standort O und die Lage der
Bildttafel 7 entsprechend den Vorstellungen, die man sich von dem zu
zeichnenden Bild macht. Dann dreht man das GrundriBblatt ¢ so, daB3
die Standlinie ¢ horizontal liegt, und denkt sich ¢ wieder in 7z hinein-
geschwenkt. In unserem Beispiel wurde ¢ ,,hinter* der Gebdudegruppe
gewihlt, um ein moglichst groBes Bild zu erzielen. In 7 zeichnet man nun
in beliebiger Héhe iiber ¢ den Horizont # || ¢, iiber O auf # den Haupt-
punkt H und im Abstand HD, = ¢0 = d den unteren Distanzpunkt D,.
Fiir die Konstruktion des GrundriBbildes nach 8.21 wird O nicht mehr
benétigt, dient also nur zur giinstigen Wahl von d und zz. Wie in 8.12 sei
der Fluchtpunkt X, wenigstens einer Kantenrichtung # erreichbar. Dann
zeichnen wir durch X, und durch die c-Punkte der x-Kanten deren Bilder
und iibertragen die auf diesen liegenden Eckpunkte ausschlieBlich mit
Hilfe der Drehsehnenbilder durch D, insbesondere in unserer Figur auch
die Wandteilung des linken Gebdudes.

Uber dem so gewonnenen Bild des Grundrisses sind nun wie in der
freien Perspektive die Hohen einzuzeichnen. Wurde # sehr hoch iiber ¢
angenommen, so kann v als Kellergrundri3 gedeutet werden. Dann wéhlt
man zunichst die Hohe der ErdgeschoBebene g, also die #-Spur & | ¢
von 8 iiber ¢. Von b aus trigt man die Héhen, die man einem Seiten-
ri (unten rechts) entnimmt, auf einer in s liegenden Vertikalen ab, in
unserer Figur z. B. auf der #-Spur der rechten Hochhauswand, auf der
die Endpunkte schwarz markiert wurden, und verschiebt diese H6hen in
gewohnter Weise mit Hilfe von x-Geraden und Breitenlinien {iber die rich-
tigen Stellen des Grundrisses. Nachdem so alle Gebdudekanten in das
Bild iibertragen sind, zeichnet man die Einteilung der Winde in Ver-
tikalstreifen, und zwar am besten nicht mit Hilfe der Drehsehnen und
des Kellergrundrisses, wie beim linken Gebdude, sondern einfacher und
genauer mit einem beliebigen MaBstab (6.15), den man auf einer Breiten-
linie durch eine Kantenecke anbringt (rechts oben).

Je hoher man am Anfang den Horizont # iiber ¢ legt, desto steiler
blickt man auf die Ebene y, desto ,,offener’” erscheinen also die rechten
Winkel zwischen den Kanten und desto klarer wirkt der gesamte Keller-
grundriB} im Bilde. Die Figur 148t erkennen, daB diese Kanten sich im
Bild der Bodenebene g viel schleifender schneiden, weil hier die Héhe
des Augpunktes iiber § nur klein ist. Allerdings soll # auch nicht zu hoch
gewihlt werden, weil sonst z. B. im rechten Teil unseres Bildes schleifende
Schnitte der x’-Kanten mit den Drehsehnen auftreten.
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8.25 Bild einer zylindrischen Wand. Nachdem in 8.24 das Konstruk-
tionsprinzip am Beispiel einfacher Gebdudequader erliutert ist, soll es
nun auf die Abbildung eines Innenraumes mit gewélbter Wand ange-
wendet werden. Vor ¢ liegt in der GrundriBlebene o der Bodenkreis % eines
zylindrischen Raumes mit einer Tiirnische und innerhalb von % der
Standpunkt 0. Um das Bild des Grundrisses durch die Horizontal-
perspektivitdt zu gewinnen, legen wir durch die abzubildenden y-Punkte
geeignete Hilfsgeraden, die wir aber nicht — wiein der Figur der Deutlich-
keit wegen geschehen mufite — durchziehen, sondern nur auf ¢ anreien:
durch 7 und 2 Tiefenlinien, durch 3 und 4 k-Tangenten, durch 4 die
Kante 3 5. Nun zeichnen wir in 7z in den vorgeschriebenen Héhen den
Horizont # mit dem Hauptpunkt H und die Spuren 4 und @ der Horizon-
talschichten § und «, in denen die obere Tirkante und der Deckenkreis
liegen. Auf v markiert man wieder D,, auf » die Fluchtpunkte der be-
nutzten Hilfsgeraden.

Das perspektive Bild zeichnet man auf transparentes Papier, das man
iiber das so vorbereitete y-Blatt heftet. Zunichst werden die Bilder der
Hilfsgeraden, die durch ¢-Punkt und Fluchtpunkt festgelegt sind, nur in
der Gegend angerissen, in der sie die wieder punktierten D,-Strahlen
durch die abzubildenden Punkte treffen. Das liefert z. B. die Bildpunkte
7', 2, 3 und 4'. Da der ¢-Punkt der Kante 3 § erreichbar ist, erhidlt man
auch bequem deren Bild und damit §’. So gewinnt man punktweise das
Bild des Grundrisses, nach 8.23 ein Hyperbelstiick. Benutzt man zwei
durchsichtige Lineale, von denen eines an einer in D, eingesteckten Nadel
gleitet, so bleibt das Bildblatt nahezu frei von Konstruktionslinien.

Um den Deckenkreis zu zeichnen, gehen wir ganz dhnlich wie in 8.22
vor. Wir wihlen z. B. die a-Punkte 6 und 7 mit den Grundrissen 6 = I
und 7 = 3. Ihre Bilder 6’ und 7’ liegen also auf den Vertikalen durch 1’
und 3'. Als zweiten Ort legen wir durch jeden Punkt eine Gerade || zu der
Hilfsgeraden, die durch ihren Grundriipunkt in der Schicht ¢ benutzt
wurde, also durch 6 die Tiefenlinie, curch 7 dic Deckenkreistangente.
Ihre 7-Punkte liegen auf a lotrecht tiber den m-Punkten jener y-Geraden,
ihre Fluchtpunkte sind die gleichen.

In der Schicht § liegen die Tiirecken § und 9 mit den Grundrissen
8 = 3und 9 = 4. Die Bilder 8 und 9’ liegen also wieder auf den Vertika-
len durch 3" und 4’ und auBerdem auf den Bildern der Tangenten des
Kreisbogens & 9, die || sind zu den k-Tangenten in 3 und 4.

Bei der Auswahl der Punkte in der GrundriBschicht ¢ wird man also
solche Punkte bevorzugen, iiber denen auch in den anderen Schichten
abzubildende Punkte liegen.
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8.26 Verschieben eines Schichtenplanes. Wir zeigen nun, wie man das
Auftragen der Hohen in 8.24 und 8.25 durch Verschieben des GrundriB3-
blattes y vermeiden kann. Die im GrundriB3 gegebene Fliche stellt — wie
das fertige Bild 8.26 ¢ erkennen 14Bt — den Ausschnitt eines Stadions mit
ansteigenden Sitzreihen dar. Die Schichtkurven in den Horizontalebenen
o, B und y sind Viertelkreise mit iibereinanderliegenden Mittelpunkten
A, Bund C,im GrundriB ist also 4 = B = C. Das Flichenprofil ist unten
links gezeichnet. Die Standlinie ¢ ist durch den Punkt I gewihlt. Die Ab-
bildung der Punkte geschieht hier am besten mit Hilfe von Tiefenlinien,
die zunichst auf dem GrundriBblatt nur auf ¢ angerissen werden, in der
Figur z. B. fiir die Punkte C und 3. Das Zeichnen eines Aufrisses, das
miihsam oder zeitraubend wire, ist nicht erforderlich.

Nun wird ein transparentes Bildblatt # auf das GrundriBblatt ge-
heftet. Auf sz werden die #-Spuren 4, b und ¢ der Schichtebenen «, 8 und y
durch kurze Striche am linken und am rechten Rande markiert. Nach
Wahl der Augenhéhe und des Standpunktes, der in 9 aber wieder nicht
eingezeichnet zu werden braucht, markiert man H und D, auf dem
Bildblatt & durch eingesteckte Nadeln.

Jetzt zeichnen wir mit Hilfe der Horizontalperspektivitit, die die
Achse ¢ besitzt (8.26a), nur das Bild der y-Kurven, nicht also etwa des
gesamten Grundrisses, z. B. der Reihe nach 1'= 1, C’, 2’ auf 1'C’, 3,
4" auf 3'C' und die genullten Punkte auf dem Kreisbogen 2'4'. Jeder
Bildpunkt wird dabei durch einen H-Strahl und einen D,-Strahl fest-
gelegt. Unsichtbar werdende Punkte 148t man fort.

Wollte man nun die Bilder der §-Schicht und der a-Schicht wie in
8.25 konstruieren, so brauchte man allerdings auch das Bild des gesamten
Grundrisses. Das vermeiden wir folgendermaBen: Verschieben wir das
GrundriBblatt ¢ unter dem festgenadelten transparenten Bildblatt s
nach oben, so daB die in y durchgezogene Standlinie durch die 5-Marken
des m-Blattes geht (8.26b), so kénnen wir sie als zz-Spur b von § deuten,
den Grundri der §-Kurven also als die Figur, die durch Umlegung von
§ entsteht. Aus dieser Umlegung kann man jetzt das Bild der g-Kurven
wieder direkt mit Hilfe der Horizontalperspektivitdt mit der Achse &
gewinnen: Der Reihe nach erhélt man durch AnreiBen und Schneiden der
H-Strahlen und der D,-Strahlen die Bildpunkte B’, §’, 6’ auf §'B’, 7', §'
auf 7B’ und die vier genullten Punkte ohne Nummern.

Jetzt verschiebt man den Schichtenplan weiter nach oben, so daB die
Standlinie durch die a-Marken geht, also als #-Spur a von « zu deuten
ist (8.26c¢). Aus der Horizontalperspektivitit mit der Achse a gewinnt
man der Reihe nach die Bildpunkte A’, 9, 10" auf 9'4’, 11’, 12’ auf 11’4’
und die genullten Zwischenpunkte und damit das vollstandige Bild.
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8.3 Relief-Perspektive

8.31 Raumperspektivitdit. In der projektiven Geometrie versteht
man unter einer Kollineation eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen den Punkten P und P’ des Raumes mit folgender Eigenschaft:
Durchlduft P eine Gerade g oder eine Ebene ¢, so durchlduft auch P’ eine
Gerade g’ oder eine Ebene &', die wir als Bilder von g oder ¢ bezeichnen.
Dabei treten auch Fixpunkte auf, fiir die P’ = P wird. Fiir die Ver-
bindungsgerade f zweier Fixpunkte oder die Verbindungsebene « dreier
Fixpunkte wird /' = f oder &' = «.

Unter den Kollineationen gibt es einen Typus, bei dem nur ein Punkt
O und simtliche Punkte einer Ebene n, sonst aber keine Punkte fest
bleiben. Zu einer O-Geraden f und einer O-Ebene ¢ gehort also in diesem
Fall {/ = f und «’ = «, zu einem beliebigen Punkt P daher ein Bildpunkt
P’ auf dem O-Strahl O P (links). Zwei sich entsprechende Geraden g und
g treffen sich im #-Punkt G = G’, zwei sich entsprechende Ebenen ¢ und
¢’ besitzen dieselbe -Spur ¢ = ¢’ (rechts). Diese Kollineation heiBt eine
Raum- Perspektivitit. Sie ist durch das Zentrum O, die Fixebene m und ein
Paar zusammengehdériger Punkte Pund P’ festgelegt: Sucht man das Bild
Q' eines Punktes(Q, so bestimmt man PQ =g, gn =G, GP' = g’ und schlieB-
lich Q" als Schnittpunkt von g’ mit 0Q. Ist g||7, so ist auch g’|| 7. In jeder
O-Ebene o (z. B. o = Og) erzeugt die Raum-Perspektivitit eine ebene Per-
spektivitdt mit dem Zentrum O und der Achse @ =z o, d.h.derz-Spur von a.

8.32 Flucht- und Verschwindungsebene. Von zwei Figuren, die sich in
einer Raum-Perspektivitit entsprechen, bezeichnen wir willkiirlich die
eine als Original, die andere als Bild. Jeder Punkt ist zugleich Punkt
des Original- und des Bildraumes. Nach Sitzen der projektiven Geo-
metrie liegen simtliche Fernpunkte des Raumes in der Fernebene w, ihre
Bilder in einer Ebene w’, der Fluchiebene des Bildraumes. Da @ und m
sich in der Ferngeraden von sz schneiden, w und o' aber die gleichen
7w-Spuren besitzen sollen, ist w'||zz. Deutet man die Fernpunkte aber als
Bildpunkte, w also als Ebene ¢’ im Bildraum, so liegen die Originale in
einer Ebene o || 7, der Verschwindungsebene im Originalraum; die Bilder
ihrer Punkte und Geraden ,,verschwinden‘ im Unendlichen.

Gibt man O,  und ’|| 7, so kann man fir jede Gerade g mit dem
n-Punkt G das Bild g’ bestimmen: Das Bild ihres Fernpunktes G, ist
namlich der w’-Punkt G, auf dem O-Strahl || g, der Fluchtpunkt von g.
Also wird g’ = GG,,. Das Bild P’ eines g-Punktes P liegt auf ¢’ und O P.
Lauft P auf g bis zur Stelle G, fiir die OG, || ¢, so ist G, der Fernpunkt
von g', G, also ein o-Punkt, d. h. der Verschwindungspunkt von g. Da
0G, |l g und OG, | g, ist der von O nach ¢ gerichtete Abstandsvektor

O gleich dem von o’ nach 7 gerichteten Abstandsvektor .
1 Nicht zu verwechseln mit der in 6.13 eingefiihrten Fluchtebene!
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8.33 Spezialfille. Die Raumperspektivitit wird zur perspektiven Raum-
Affinitit, wenn O ein Fernpunkt ist. Zunéchst sei 7 # . Da @ durch O
geht, ist o = ', also zugleich Flucht- und Verschwindungsebene; w
bleibt aber nicht punktweise fest. Parallelen Originalgeraden entsprechen
parallele Bildgeraden, zusammengehorige Punkte liegen auf Parallel-
strahlen. Sind diese | =, so liegt eine Stauchung vor.

Liegt O im Endlichen und wird # = w, so ist wieder « Flucht- und
Verschwindungsebene, in der jetzt aber jeder Punkt fest bleibt: Diese
Verwandtschaft heiBt zentrische Ahnlichkeit, jede der beiden Figuren ein
Modell der anderen. Wird O ein Fernpunkt und iz = w, so erhilt man zwei
Rongruente, parallel verschobene Figuren, also eine Translation.

In jedem dieser vier Fille wird die Verwandtschaft wie in 8.31 durch
0, = und zwei Punkte P, P’ auf einem O-Strahl festgelegt, von denen
keiner mit O zusammenfallen oder in 7 liegen darf.

8.34 Das Relief. Bei der Gestaltung eines Biihnenbildes ist es oft
notwendig, einen sehr tiefen Raum durch einen Einbau auf der viel
kleineren Biihne so zu ersetzen, dafB3 beide Rdume in einem bestimmten
Augpunkt O den gleichen optischen Eindruck erzeugen. Dieses ,,#dum-
liche Zentralbild** wird aus seinem Urbild durch eine Raumperspektivitit
gewonnen, deren Fixebene z nicht durch O gehen moge.

In der projektiven Geometrie ist jede Gerade f geschiossen, d. h. ein
Punkt kann f in fester Richtung so durchlaufen, daB er den Fernpunkt F,
passiert und an die Ausgangsstelle zuriickkehrt. Zwei reelle f-Punkte
zerlegen daher f in zwei ,,Segmente’’, deren Punkte sie ,,frennen’’. Ins-
besondere wird jede O-Gerade — falls O im Endlichen liegt — durch O
und ihren Fernpunkt in zwei O-Halbstrahlen zerlegt. Ist f von jetzt an
ein O-Halbstrahl, der » schneidet, und F sein s#-Punkt, so sagen wir,
die f~-Punkte des Segmentes FF, liegen hinter 7.

Liegt nun die Fluchtebene w’ hinter # und durchlduft P das f-Seg-
ment FF,, so durchliuft P’ das ebenfalls hinter 7 liegende f-Segment FF,,
in gleicher Richtung wie P. Der Halbraum hinter sz wird in den schmalen
Raum zwischen 7z und w’ abgebildet, den wir als Zentralrelief bezeichnen,
eine Halbebeney in den y’-Streifen zwischen der Spur ¢ und der Flucht-
geraden ¢/, die die O-Ebene ||y in o’ ausschneidet. Fiir ein an der
Stelle O befindliches Auge decken sich Urbild und Bild. Geht o’ — 7'
also in der Figur 8.32 G, — G,, so wird aus dem Relief das zwei-
dimensionale Zentralbild in 7 (6.1).

Plaketten und geographische Reliefs sind Fernreliefs: Hier liegt O in
o und 7 ist # w. Sie entstehen durch Stauchung oder Uberhéhung einer
Originalfigur, wobei zusammengehérige Punkte auf der gleichen 7-Seite

liegen (8.33).
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8.35 Risse und Netz eines Reliefs. Will man ein Relief modellieren
oder — als Modell eines Biihnen-Reliefs — aus Pappe herstellen, so
konstruiert man zunichst seine Risse. In diesen sind O, &, ' | 7 und
eine Originalfigur, z. B. ein Innenraum, gegeben. m sei wieder vertikal
und || zur KreuzriBebene und stelle z. B. die Vorhang-Ebene der Biihne
dar. Mit den Methoden des Zweitafelsystems bestimmt man fiir jede
Kante oder Hilfslinie g wie in 8.32 den m-Punkt G, den Flucht- also
o'-Punkt G, auf dem O-Strahl || g, die Relief-Gerade g’ = GG, und
schlieBlich fiir den g-Punkt P das Bild P’ als Schnittpunkt von g’
und OP.

Insbesondere ist der Fluchtpunkt der Tiefenlinien ¢ | & der FuB-
punkt H des Lotes von O auf w’, der Relief-Hauptpunkt, die Fluchtlinie
der Bodenebene y und der Deckenebene ¢ die Horizontale % durch H in o',
die Fluchtlinie der Seitenwinde « und # die Vertikale v durch H in o'.
# erscheint im Aufri, » im GrundriB als Punkt; sie decken sich mit den
Rissen von H. Die Relief-Ebenen 9’ und ¢’ laufen in # zusammen, die
Relief-Winde «" und " in ». Aus der Riickwand ¢ || wird die Relief-
Riickwand &' || .

Nun iibertragt man — falls das Relief geschnitzt oder modelliert werden
soll — seinen Kreuzri3 auf den Holz- oder Tonblock, entnimmt die Tiefen
der einzelnen Punkte aus dem Grund- oder Aufri8 und kann vom iiber-
tragenen KreuzriB aus mit dem Grabstichel in die gewiinschteTiefe gehen.

Will man das Relief aber aus Pappe zusammensetzen, so mu3 man
aus seinen Rissen das Netz herstellen; Winde, Boden und Decke unseres
Innenraumes z. B. bilden einen Pyramidenstumpf, dessen Abwicklung
man leicht ermittelt: An die Riickwand &', die man aus dem KreuzriB
entnimmt, setzt man als Trapeze den Boden 9’, die Decke ¢, die Seiten-
winde o’ und §'. Thre z-Kanten und ihre Héhen greift man aus dem
Grund- und Aufri ab.

8.36 Der RiB8 des Reliefs in der Fixebene, der in 8.35 als KreuzriB
auftrat, ist — so behaupten wir — identisch mit der Zentralprojektion des
zum Relief gehorenden Originals auf die Fixebene vom Hauptver-
schwindungspunkt V aus, also dem o-Punkt des Hauptstrahls OH. Es
geniigt, das fiir eine beliebige Gerade g zu zeigen. Ist G ihr m-Punkt,
G,, ihr Fluchtpunkt und daher g’ = GG, ihr Bild im Relief, so projiziert
man G;, | auf =, erhilt G und damit den RiB g = GG von g’. Da nun
Abstand OV = Abstand w7 ist, so ist G auch der s-Punkt des V-Strahles
[10G,, |l g, also der Fluchtpunkt von g fiir den Fall, daB man g von V aus
auf z projiziert. Daher ist g in der Tat auch das Zentralbild von g. Diesen
schénen Satz von de la Gournerie (1859) kann man dazu benutzen, um
den fiir das Modellieren nétigen KreuzriB des Reliefs auch direkt als
Zentralbild des Originals mit der Distanz d = OH (H in w') herzustellen.
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8.4 Aus alten Biichern

8.41 Leo Battista Alberti (1404 -1472). Die wichtigsten Gesetze der
freien und der gebundenen Perspektive wurden zum ersten Male von
Kiinstlern und Forschern der italienischen Renaissance klaT erkannt und
nach den Gepflogenheiten der Zeit von Mund zu Mund weitergegeben.
Die Lebensbeschreibungen, die der Maler, Bildhauer und Architekt
Giorgio Vasari 1568 herausgab, zeigen, mit welcher Freude die neuen
Erkenntnisse durchforscht wurden: In Florenz habe der Maler Paolo
Uccello die Ndchte mit dem Studium der Perspektive verbracht und diese
immer wieder als ein ,,anmutig Ding* bezeichnet; der Bildhauer und
Architekt Filippo Brumellesco (1377 -1446) habe die bisher iiblichen
Konstruktionen als falsch erkannt, den Durchschnitt durch die Sehstrahl-
pyramide im Grund- und AufriB richtig hergeleitet und mit Vergniigen
diese Methode in seinen Arbeiten benutzt; und der Architekt Leo
Battista Alberti, zugleich Jurist und guter Mathematiker, habe die per-
spektivischen Verkiirzungen sogar mit der Feder beschrieben und eine
Ansicht von Venedig perspektivisch einwandfrei dargestellt. In seinem
Buche tiber die Malerei, das 1511 in lateinischer Sprache, iibrigens ohne
Figuren, erschien, schildert Alberti die Herstellung von Bodentifelungen
und Frontansichten mit Hilfe des Hauptpunktes und eines Distanz-
punktes, die in der italienischen Ubersetzung von 1804, der die Figuren-
probe entnommen ist, als ,,punto del centro* und ,,punto deila veduta‘*
eingefithrt werden. Er hat auch den spiter von Diirer benutzten Flor
erfunden, ein in einen Rahmen gespanntes quadratisches Fadennetz,
das die Bildebene darstellt und zur Ubertragung der anvisierten Punkte
in ein Quadratnetz des Zeichenblattes dient.

8.42 Piero della Franceska oder Petrus pictor Burgensis, der Maler aus
Borgo San Sepolcro (etwa 1416 —1492), diktierte nach seiner Erblindung
im hohen Alter seinen Schiilern ein umfangreiches Buch iiber Per-
spektive, dessen Manuskript erst gegen Ende des vorigen Jahrhunderts
wieder aufgefunden und von Winterberg 1899 in italienischer und
deutscher Sprache herausgegeben wurdel. Es enthilt 58 einfache Grund-
aufgaben, beispielsweise fiir die nebenstehende Figur:

,,Uber der perspektivisch verkiirzten quadratischen Fliche einen
perspektivisch verkiirzten Korper in derselben Bildebene und Augen-
distanz wie die besagte verkiirzte (Grund-)Fliche aufzustellen.*

Die Losungen werden mit Hilfe von Buchstaben- und Ziffern-
bezeichnungen ausfiihrlich durchgefiihrt, und zwar fast ausschlieBlich
mit der von uns als Quadratnetzverfahren (8.13) bezeichneten Methode.
Allgemeine Fluchtpunkte sind noch nicht bekannt. Vasari rithmt seine
Darstellung einer Vase, die man ,,von allen Seiten‘‘ zu sehen glaube.

1 J. H. Ed. Heitz, StraBburg 1899.
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8.43 Albrecht Diirer (1471 —1528) benutzt in seinen Bildern stets die
Frontansicht, die er mit gréBter Sorgfalt konstruiert, ehe er an die
kiinstlerische Gestaltung geht. Er hat seine Methode unabhingig von den
italienischen Kiinstlern durch eigenes Nachdenken gefunden. Auf seiner
Reise nach Italien im Jahre 1505 mag er die letzten Anregungen zu
seinem Buch erhalten haben, dessen Titelseite von 1525 nebenstehend
abgedruckt ist. Es enthidlt zum groBten Teil einfache zeichnerische
Anweisungen, die mit Perspektive nichts zu tun haben, z. B. iiber das
Zeichnen von Buchstaben und Ornamenten, und nur auf wenigen Seiten
die Herstellung eines Zentralbildes aus Grund- und Aufri. Der Neu-
ausgabe von A. Peltzer vom Jahre 19o8 entnehmen wir die einleitenden
Worte dieses letzten Abschnitts und den eindrucksvollen Schluf3:

,,50 ich nun vorn angezeigt habe, wie man mancherlei Corpora
macht, will ich jetzt auch lehren, wie man solche gemachten Dinge, so
wie man sie sieht, in ein Gemilde bringen kann. Dazu will ich den ein-
fachsten Kérper, den Wiirfel vornehmen und dabei anzeigen, daf man
mit allen Kérpern so verfahren kann. Auch von Licht und Schatten will
ich etwas zu verstehen geben, und wie man eins mit dem anderen ge-
braucht. Denn was gesechen werden soll, das muB3 vorher da sein, und
wenn es mit dem Auge gesehen wird, gehért auch Licht dazu. Denn die
Finsternis 148t nichts sehen. Auch muB ein Mittel sein zwischen dem
Auge und dem, was man sieht; wie hiernach folgt...*

,,Und damit, giinstiger lieber Herr, will ich meinem Schreiben ein
Ende geben, und so mir Gott Gnad verleih die Biicher, so ich von mensch-
licher Proportion und anderem dazugehérigem, geschrieben habe, mit der
Zeit in Druck bringen, und dabei manniglich gewarnt haben, ob sich
jemand unterstehen wiirde, mir dieses herausgegebene Biichlein wieder
nach zu drucken, daB3 ich das selbst auch wieder drucken will und
auslassen gehen mit mehrerem und groBerem Zusatz, denn jetzt geschehen
ist. Danach mag sich ein Jeder richten. Gott dem Herrn sei Lob und
Ehre ewiglich. Gedruckt zu Niirnberg im 1525. Jahre.*

8.44 Guido Ubaldo del Monte (1545 —1607), ein vortrefilich geschulter
italienischer Kiinstler und Mathematiker, stellt in seinem groBen Buche
iiber Perspektive, das 1600 erschien, ihre Gesetze weit allgemeiner als
alle seine Vorgénger dar. Schon die Figur auf der Titelseite 148t erkennen,
daB der Verfasser Wert auf den Begriff des Fluchtpunktes beliebiger
horizontaler Geraden legt, den er als erster exakt einfithrt und ,,punctum
concursus’® nennt. Beim Durchblittern des stattlichen Quart-Bandes
freut man sich tiber die schénen Figuren, in denen sehr oft die Umlegung
der Boden- oder Horizontalebene in die Bildebene benutzt wird, iiber
die ausfiihrliche Darstellung der Theaterperspektive, die Anfinge der
Reliefperspektive und zahlreiche architektonische Anwendungen.
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8.45 Estienne Migon. Aus der Fiille der franzdsischen Biicher des
17. Jahrhunderts greifen wir das 1643 erschienene und mit schénen
Figuren ausgestattete Bandchen von Migon in Paris heraus, weil darin
zum ersten Mal der MeBpunkt, wenn auch nicht mit dieser Bezeichnung,
eingefithrt und verwendet wird. Auf dem Horizont # wird mit Hilfe einer
Umlegung eine Skala angebracht. Bedeutet die an einem u#-Punkt
stehende Marke ¢ den Winkel, den eine diesen Fluchtpunkt besitzende
Gerade mit den Tiefenlinien bildet, so gehért zu dieser Geraden — wie
Migon zeigt — ein u-Punkt mit der Marke @, =4 (90° - ¢), ndmlich
unser MeBpunkt, mit dessen Hilfe sich die Ldnge einer auf jener Geraden
liegenden Strecke bestimmen 14Bt. Eine solche Skala kann man auch beim
Skizzieren ausnutzen; fiir ¢ = 30° wird z. B. ¢; = 30°.

In der Figur ist £ der Hauptpunkt, MN das Bild einer horizontalen
Strecke, O ihr Fluchtpunkt, S ein MeBpunkt, M T die auf eine Breiten-
linie gedrehte Strecke und VX ihre Linge auf der Standlinie.

8.46 Johann Heinrich Lambert (1728 —1777) war von Geburt Elsisser,
wirkte als Professor und Oberbaurat in Berlin und war dort Mitglied der
Akademie der Wissenschaften. Sein 1759 erschienenes Buch, das von
M. Steck 1943 mit vielen Erlduterungen und biographischen Notizen
neu herausgegeben wurde?, ist das erste brauchbare Lehrbuch iiber die
freie Perspektive, das die Gesetze der projektiven Geometrie benutzt.
Uber Ziel und Zweck seines Buches schreibt Lambert in seiner Vorrede:

,,Allgemeine Regeln griinden sich auf allgemeine Gesetze, und wenn
man jene gefunden, ohne diese umsténdlicher untersucht zu haben, so
lohnt es sich der Miihe, die Arbeit vorzunehmen. Man wird mit mittel-
miBiger Aufmerksamkeit mehr finden, als man anfangs vermuthete, wenn
man die Sache in Absicht auf das VerhiltniB aller ihrer Theile betrachtet.

Ich habe diesen Weg bey der Perspektive genommen, und in gegen-
wirtiges Tractdtgen das, so ich dabey gefunden, zusammengebracht. Es
kam mir immer vor, daB die Gesetze der Zeichnung vielfacher und
allgemeiner wiren, als man sie bisher vorgetragen. Man hat sich damit
begniigen miissen, bey Entwerfung zusammengesetzterer Figuren, den
GrundriB vorzulegen, und erst aus diesem den perspektivischen Aufrif3
zu zeichnen. Es gieng nur in den leichteren Fillen an, daB man denselben
weglassen konnte, und wenn man eine ganze Landschaft von freyen
Stiicken entwerfen wollte, so muBte man es auf das Augemal ankommen
lassen, jeden Theilen ihre behdrige scheinbare GroBe und Entfernung zu
geben. Zu dieser Unvollstindigkeit kame noch, da man, auch bey vor-
gelegtem Grundrisse, viele iiberfliiBige Linien ziehen muBte, um die Lage
eines einigen Punctes zu bestimmen, und die Mithe wurde fiir jeden
anderen Punct aufs neue wiederholt . . .“

1 Verlag Georg Liittke, Berlin 1943, Schriften zur Perspektive.






Literaturauswahl

Fir Anfinger seien zur Ergdnzung die Einfithrungen von W. Haack
(Sammlung Goschen, Bd. 142—144, 1954—57), E. Salkowski (Akade-
mische Verlagsgesellschaft 1956, 213 S.) und H. von Sanden (Teubner
1957, 111 S.) empfohlen, in denen gréBter Wert auf die Schulung der
Raumanschauung gelegt wird. Beispiele aus der Technik und dem Bau-
wesen finden sich fiir Maschineningenieure in den Biichern von M. Grog-
mann (Springer 1927, 236 S.), F. Hohenberg (Springer Wien 1956, 272 S.)
und J. L. Krames (Deuticke 1947, 232 S.), fiir Bauingenieure und Geo-
daten in dem Biichlein von K. Bartel iber kotierte Projektion (Teubner
1933, 80 S.), fiir Architekten in zwei alten, aber immer noch lesenswerten
Biichern von G. Hauck (Darstellende Geometrie, Teubner 1912, 339 S.;
Malerische Perspektive, Springer 1910, 337 S.), die sich durch besonders
iibersichtliche Figuren ohne Konstruktionslinien auszeichnen, endlich
fur alle diese Ziinfte bei F. Reutter (Verlag G. Braun 1955, 2 Bénde,
140 und 216 S.).

Die von uns ohne Beweis benutzten Sitze der Differentialgeometrie
sind z. B. in dem umfangreichen Werke von E. Miiller — E. Kruppa
(Springer Wien 1948, 404 S.) zusammengestellt und auf synthetische
Weise hergeleitet. Mathematiker werden zur griindlichen Ausbildung
auBer diesem schénen Buche die erschépfenden dreibandigen Vorlesungen
tiber Darstellende Geometrie (Lineare Abbildungen, Zyklographie, Regel-
flichen) von E. Miiller (Deuticke 1923/29/31, 292, 476 und 303 S.) heran-
ziehen, ferner das groBe Handbuch von Chr. Wiener (Teubner 1884/87,
2 Binde, 477 und 649 S.), ein kleines Lehrbuch von J. Hjelmslev (Teub-
ner 1914, 320 S.), das zweibindige Werk von Th. Schmid (De Gruyter
1919/23, 278 und 340 S.), das zahlreiche historische Bemerkungen und
mathematisch interessante Spezialfille bietet, endlich die malerische
Perspektive von K. Bartel (Teubner 1934, 339 S.).

Fiir angehende Lehrer ist auch das temperamentvolle und anregende
Buch von G. Hessenberg (Akademische Verlagsgesellschaft 1929, 274 S.)
sehr geeignet, das niitzliche Hinweise fiir das praktische Zeichnen ent-
hilt. Besonders lieb geworden ist mir das leicht lesbare Buch von
E. Stiefel (Birkhiuser 1947, 173 S.): es bringt auf knappem Raum auBer
den klassischen Methoden eine originelle Darstellung der Perspektive,
einen AbriB3 der projektiven Geometrie und einen Einblick in die kon-
struktive sphérische Geometrie.

Endlich sei fiir eilige, aber anspruchsvolle Leser eine Ubersicht von
etwa 50 Seiten von H. Timerding in der Handbibliothek fiir Bauingenieure
(Springer 1922) empifohlen.



Sach- und Namenverzeichnis

Die Ziffern hinter den Stichworten bezichen sich auf die Nummerneinteilung.

E bedeutet Einleitung (S. z), L Literaturauswahl (S. 224).

Abstand zweier windschiefer Gera-
den 2.32,

Abtragen einer Strecke2.33, 6.33,7.16

Abwickelbarkeit 4.341., 4.43

Abwicklung eines geraden Kreis-
kegels 4.24 ‘

— eines schiefen Kreiskegels 5.45

— einer Schraubentorse 5.46

Achsenparalleler Schnitt einer Dreh-
fliche 4.12

— — eines Kegels 4.24

— — einer Regelschraubenflache

445
Achsenprofil 3.14
Affinitat 1.14, 1.4, 2.26, 5.36
Ahnlichkeit 1.43, 8.33
Alberti, Leo Battista (1404-—1472)
8.41
Anschauliche Bilder 1, 1.11, 3
Antipolaritat 7.31
Aquator 2.43, 3.35, 4.14
Architektenanordnung bei
dener Perspektive 8.12
Asymptoten einer Durchdringungs-
kurve 5.14
— einer Hyperbel 3.31, 4.22
— eines Kreisbildes 8.23
Asymptotenkegel eines
loids 3.34, 3.36
AufriB .21
Aughohe 6.14
Augpunkt 6.11
Ausgezeichnete Punkte 4.15
Ausmessen eines perspektiven Bildes
7.16, 7.4
Axiale Affinitat 1.14
Axonometrie 1.2, 3
dimetrische — 1.24, 3.13
isometrische — 1.24, 3.13
normale — 3.1 .
Spezialfdlle der normalen — 3.2
schiefe — 1.2
Nachteile der schiefen — 3.11
Axonometrisches Bild 1.23

gebun-

Hyperbo-

Rehbock, ,,Darstellende Geometrie

Axonometrischer Grundrifl 1.23
Axonometrische Perspektive 6.33

Bahnkurve 3.41, 4.44

Ballonperspektive 6.42

Bartel, Kazimierz(1882—1938) 6.42,L

Bauingenieur-Anordnung 8.16

Bezeichnung der Raumelemente E
I.21

Bild und Umlegung einer ebenen
Figur 1.45, 2.34, 7.251., 8.21

Bildausmessung 7.4

Bildebene 1.11

Bildfaktor 1.13

Bildwirkung 6.34,

Boschungsebenen 4.311.

Boschungsflachen 4.3, 4.43

Boschungskegel 4.31, 4.36

Boschungskurven 4.35

Breitenkreis 3.35, 3.43

Breitenlinie 2.11, 6.31

Brennpunkte eines Kegelschnittes
4.25, 5.35

Brumellesco,
8.41

Biithnenbild 8.341.

Biindel E

Biischel E

b

Filippo (1377—1446)

Dandelin, Germinal Pierve
(1794—1847) 4.25, 6.43
Deckgerade 2.21
Deutliche Sehweite 6.14
Dimetrische Axonometrie 1.24, 3.13
Distanz. 6.14
Distanzkreis 6.14
Distanzpunkte 6.3, 8.21, 8.41
Distanzpunktperspektive 6
Doppelpunkt 5.22, 5.25, 5.43
Doppelverhéltnis 7.46
Drehflichen 4.1, 5.1
UmriB 3.44
Drehhyperboloid 3.36, 3.45
Drehkegel 3.33, 4.2

)



226

Drehsehnen 1.14f., 7.11ff.
—verfahren 8.2
Drehungsaffinitit 1.45
Drehzylinder 2.42, 3.33, 6.41, 8.22
Dreibein, ebenes 1.23f., 3.12
Durchdringungen, allgemeine L0-
sungsmethode 5.11
— ebenflachig begrenzter
2.23
— von Drehflichen 5.1
— von Kegelflichen 5.2, 5.31
— von Kegel und Kugel 5.411.
— von Kegel und Torus 5.151.
— von Kegel und Zylinder 5.25f.
— von Kugel und Schraube 5.44
— von Kugel und Zylinder 2.46, 5.43
— zweier Kegel mit gemeinsamem
Achsenpunkt 5.12
— — — mit zwei Berithrungspunk-
ten 5.31
— — —mit gemeinsamer einbe-
schriebener Kugel 5.321f,
6.45
— — —mit gemeinsamem Kegel-
schnitt 5.36, 6.46
— zweier Rohre oder Zylinder 5.23 1.,
6.46
Durchdringungskurven,

Korper

zerfallende

53
DurchstoBpunkt einer Geraden
durch eine Ebene 2.211f., 6.25
—- ~— — durch eine Kugel 2.43
Diiver, Albvecht (1471—1528) 8.43

Ebene E

— von gegebener Neigung 4.3
Schnitt mit einer Geraden 2.211.,
6.25

Ebene Figur 2.14
Gestalten einer ebenen Figur

2.34,7-15
Normalprojektion einer — —1.15
Umlegung einer — — 1.45, 2.34,
7.25f.,, 8.21
zwei Fernbilder einer — — 1.14
Ebenenbiischel E
Ebener Flichenschnitt, allgemeine
Regel 4.15

Ebener Schnitt ebenflichig begrenz-
ter Korper 2.231f., 6.211f.

— — einer Drehfliche 4.121f.

— — einer Gelandefliche 4.32

Sach- und Namenverzeichnis

Ebener Schnitt eines Kegels 1.44,
4.211f.

— — einer Kugel 2.44

— — eines Prismas 1.42

— — einer Pyramide 1.41

— — einer Regelschraubenfliche

4.451.

— — eines Zylinders 4.16

E-Bild 1.26

Eckansicht 6.22, 7.2

— mit berechneten MeSpunkten 7.24

— eines geneigten Quaders 7.33

Eiformig 3.41

Eigenschatten 2.26, 3.421., 5.24

Eindeutigkeit bei Fernbildern 1.23f.

Einheitsdreibein 1.21

Einheitswiirfel 3.22

Einhiillende 4.11, 4.44

Einschneideverfahren 1.26, 3.13

Eintafelril 1.16, 3

Ellipse 1.3, 4.26
Konstruktion derAchsen 1.36,1.46
Konstruktion aus den Scheitel-
kreisen 1.35
Kriimmungskreise 1.32
Perspektives Bild 6.44
Schnitt mit einer Geraden 1.46
Tangenten aus einem Punkt 1.46,
3-33

Ellipsoid 3.34

Elliptische Kriimmung 3.41

Entzerren eines Luftbildes 7.46

Erzeugende Geraden 3.36, 4.11, 4.35

— Kurven 3.41, 4.44

Evolventen 4.35, 4.43

Exentrizitit 2.41, 3.15

Fallinien 1.13
Fallkurven 4.32
Fernbild 1.1
— eines Dreibeins 1.24
—- einer ebenen Figur 1.14, 1.23
— eines ebenen Schnittes 1.41ff.
— eines Kegelschnittes 3.311., 4.211f.
— eines Kreises 1.31
Fernelemente E
Fernpunkte eines Kreisbildes 8.23
Fernrelief 8.34
Fixelemente 8.31
Flachen, einfache 4
Ubersicht 4.11
— zweiter Ordnung 3.3, 5.2I, 5.3I



Sach- und Namenverzeichnis

Flichennormale 3.41

Fliachenschnitte, siehe: Ebener
Schnitt oder Durchdringungen

Flachpunkt 5.46

Fliegeransicht 7.31

Flor 8.41

Fluchtebene 6.13

— der Raumperspektivitit 8.32

Fluchtlinien 6.13, 6.2

Fluchtliniensatz 6.13

Fluchtpunkte 1.12, 6.1, 8.44

— eines Rechtwinkelpaares 6.35

— eines Koordinaten-Kreuzes 7.32
unzugangliche — 6.16

Fluchtpunktdreieck 7.32

Fluchtpunktsatz 6.22

Fluchtpunktschiene 6.16

Flitkiger, Hans (1876—1043) 2.36

Franceska, Piero della (etwa 1416
bis 1492) 8.42

Freie Perspektive 6.11, 8.46

Frontlinie 2.11

Frontansicht 6.21, 6.3, 8.43

— eines Kreuzgewdlbes 6.45

— einer Sdulenreihe 8.22

Froschperspektive 7.31

Ganghohe einer Schraubenlinie 4.41
Gebundene Perspektive 6.11, 8
Gehrungslinien 6.31
Gemeinsames Lot zweier windschie-
fer Geraden 2.32
Geneigter Spiegel 7.36
Geographische Reliefs 8.34
Gerade E
Risse 1.22
Schnitt mit einer Ebene 2.21
Spurpunkte 2.11
Verschwindungspunkt 8.32
Geradenpaare 2.13
windschiefe — E, 2.32
Gestalt einer ebenen Figur 1.45, 2.34,
7.251.
Gournerie, Jules de la (1814—1883)
Seite 5, 8.36
GroBkreise 3.35, 6.43
Gropmann, Marcel (1873-—1937) 3.16,
4.46, L
Gratkurve 4.35
Grundbegriffe E
Grundrif3 1.21
axonometrischer — 1.23
GrundriBraster 7.23

22y

Haack, Wolfgang L

Halbkugelschnitt 3.35

Halbraum 1.12

Halbstrahl 8.34

Harmonische Quadrupel 7.46

Hauck, Guido (1845—1905) L

Hauptachse einer Ellipse 1.31, 1.35f.

Hauptebene 1.11, 2.12

Hauptlinie 1.11, 2.11, 2.15, 6.11ff.

Hauptpunkt 6.14, 8.41
Bestimmung im perspektiven
Bild 7.41ff.

Hauptsatz I iiber Parallelitit und
Teilverhiltnisse 1.13

Hauptsatz II iiber den Ri eines
rechten Winkels 1.15, 2.311.

Hauptsitze der Perspektive6.13, 6.22

Hauptverschwindungspunkt 8.36

Hessenberg, Gevhavd (1874—1925)
2.23, 4.46, L

Hjelmslev, Johannes (1873—1950) L

Hohenberg, Fritz 4.46, L

Hohenlinien 2.11, 2.31

Hoéhensatz-Konstruktion 1.34, 4.26,
6.44

Hohlkegel mit Randschatten 5.36

Horizont 6.14

Horizontale Quadrate 6.31, 7.41

—r Kreis 6.32, 6.44

—s Sechseck 6.35

Horizontalperspektivitat 8.21 ff.

Hiillkurve 3.42, 4.36

Hyperbel 3.31, 4.211f.

Hyperbolisches Paraboloid 3.36, 3.46

— — als Ubergangsfliche 4.33

Hyperbolischer Schnitt eines Kegels
4.21f1f,

Hyperbolische Kriimmung 3.41

Hyperboloid, einschaliges 3.36, 3.45
zweischaliges 3.34

Imagindre Elemente mit reellen
Rissen 5.13
Ingenieuraxonometrie 3.2
Vorteile der — 3.22f.
Innenraum, Zentralbild 8.15, 8.25

Isometrische Axonometrie 1.241.,
3.13, 3.26

Kantenfluchtpunkte 7.44

Kavalierprojektion 1.25, 1.451.
Nachteile der — 3.11

Kegel 3.33

15%



228

Kegelflichen 4.11, 4.2

Kegelschnitt 1.44, 4.2, 5.35

—aus 5 Punkten 4.26
Typen 4.21

Kehlkreis 3.36, 4.14

KellergrundriB3 6.21, 8.24

Kippansicht 6.23, 7.3

— eines geneigten Quaders 7.34

— in geneigter Bildtafel 7.35
‘Wahl des Standpunktes 7.35

Klassische Anordnung bei gebun-
dener Perspektive 8.11

Kleinkreis 3.35

Klostergewdlbe 5.32

Kochansky, Adam (1631—1700) 4.24

Kollineation 8.31

Kongruente Drehkegel 5.35

Kongruenz 8.33

Konjugierte Durchmesser einer El-
lipse 1.31, 3.33

— — einer Hyperbel 3.31

— Radien, Quadratsumme 1.36

— Richtungen 1.13, 3.12

Kontur 3.42

— einer Drehfliche 3.44

— einer Fliche zweiter Ordnung
3.451.

— einer Kugel 3.11, 6.43

— einer Regelschraubenfliche 4.43,
445

— einer Schraubenfliche 4.44

— eines Torus 4.11

Konturmantellinien 1.44

— eines Drehkegels 3.25, 3.33

—- eines Drehzylinders 1.46, 3.33

— eines Drehzylinders bei Zentral-
projektion 6.411., 8.22

Konturpunkte 1.44

— eines Drehflichenschnittes 4.14

— einer Durchdringungskurve 5.25,
5.33

— eines Kegelschnittes 1.44, 4.241.

— eines Kreises auf der Kugel 2.44,
3:35,6.43

—- eines Zylinderschnittes 4.16, 5.33

Koordinaten 1.21

—oecbenen, Umlegung 1.25, 3.13

—kreuz 6.33, 7.32

—methode bei gebundener Perspek-
tive 8.14

—quader I.21

—weg I.2I

Sach- und Namenverzeichnis

Kote 1.16

Kotierte Risse 2.24, 4.3

Krames, Josef Leopold L

Kreis 2.4, 6.32

— mit Kreisachse 7.45

Kreisachse 1.35

Kreisaufgaben 2.4

Kreisbild 1.31ff.

— bei normaler Axonometrie 3.13,
3.23

— bei Zentralprojektion 6.32, 6.44,
7-45, 8.23

Kreiskegel 3.33, 4.25

Kireispole 2.41

KreisriB3 1.35, 2.41

Kreiszylinder 1.46, 3.33, 6.4I

Kreise auf einer Kugel 2.44, 3.35,
6.43

Kreuzgewtlbe 5.32
axonometrisches Bild 5.33
Frontansicht 6.45

KreuzriB 1.21

Kristallgitter 3.11, 8.14

Kriimmungskreise einer Ellipse 1.32

— einer Hyperbel 3.31

— einer Parabel 3.32

- einer Schraubenlinie 4.41, 5.46

Kruppa, Evwin 5.26, L

Kugel im axonometrischen Bild 3.11,
3-35

— im Zentralbild 6.43

— im ZweitafelriB 2.43ff.

Kugelkontur 2.43, 6.43

Kugelkreis, imagindrer 5.31

Kugelschatten 2.451., 4.25 .

Kugelschnitte 2.44, 3.35

KugelumriB 2.43

Kugelverfahren fiir Drehflichen 5.1

Kurven 2. Ordnung 1.32, 3.311., 4.26

Kiirzester Abstand zweier Geraden
2.32

Lawmbert, Johann Heinrich
(1728—1777) Seite 133, 8.46

Langenprofil einer Raumkurve 4.34

Liange einer Strecke im Zweitafelri
2.33

Linge einer Strecke im axonome-
trischen Bild 1.23

— — —im Zentralbild 6.31, 7.16

Langentreue 5.46

Leitgerade einer Regelfliche 4.33



Sach- und Namenverzeichnis

Leitkurve 4.11

Leitlinie einer Parabel 3.32
Lichtebene 2.21, 6.24, 6.46
Lichtzylinder 5.36, 6.46
Lineare Exentrizitdt 2.41
Lot auf eine Gerade 2.311.
— auf eine Ebene 1.15, 2.31, 6.36
Lotfluchtlinie 7.31
Lotfluchtpunkt 7.3, 7.31
Lotlinie 2.11
Luftbild-Entzerrung 7.46

MacLaurin, Colin (1698—1746) 5.32

Malerische Perspektive 6.11

Mantelabwicklung 4.24

Mantellinien 1.44

MaBaufgaben 2.3, 2.311ff.

MaBstdbe bei Ingenieur-Axonome-
trie 3.22

— bei normaler Axonometrie 3.13f
perspektive MafB3stdbe 6.15

Mathematische Objekte bei gebun-
dener Perspektive 8.14

Meridiane 3.351., 4.11, 6.43

Meridianschnitt einer Drehfliche
4.121.

Messen und Abtragen von Strecken
2.33, 6.31, 7.16

— — — von Winkeln 1.45, 2.34, 7.I5

MeBkreis einer Geraden 7.13

MeBlinie 7.14

MeBpunkte 7.1, 8.45

— einer Ebene 6.35f., 7.111.,, 7.251.

— einer Geraden 7.13f.

— bei unzuginglichem Fluchtpunkt
7.21
unzugédngliche — 7.22
Berechnung 7.24, 7.35

MeBpunktperspektive 7

Migon, Estienne (17. Jahrh.) 8.45

Militdrprojektion 1.25

Mitte einer Strecke, perspektives
Bild 1.13, 6.15

Mittelpunktsflichen 2. Ordnung 3.34

Modell 1.25, 8.33

ModellmaBstab 6.33

Monge, Gaspard (1746—1818) Seite 5

Mriller, Emil (1861—1927) 5.26, L

Nebenachse einer Ellipse 1.35
Neigung 1.15, 4.31f.
Neigungsdreieck 1.15, 1.21, 2.36

229

Neigungslinie 1.13, 2.36
Neigungswinkel 1.15, 2.12, 2.36
Netz eines Reliefs 8.35
Normale Axonometrie 3.1, 3.2
konjugierte Richtungen 3.12
MafBstdbe 3.131.
Spezialfille 3.2
Umlegung der Koordinatenebe-
nen 3.14
Verkiirzungs- und Stauchungs-
faktoren 3.16
‘Wahl eines Dreibeins 3.12
Normale einer Ebene 1.15, 2.31, 6.36
— einer Drehfliche 4.12
— zweier windschiefer Geraden 2.32
Normalenverfahren 5.111., 5.16
Normalprojektion 1.15, 1.25
Nullmeridian 2.43, 4.12

Ordner 1.22

Papierstreifenkonstruktion einer
Ellipse 1.36, 2.41
Parabel 3.32, 4.21
Parabolische Kriimmung 3.41
Paraboloid, elliptisches 3.34
hyperbolisches 3.36, 3.46
— als Ubergangsfliche 4.33
Parallele Geraden E, 1.13, 6.12
Zentralbilder nichtparalleler Ge-
raden 6.12, 8.21
Parallelbeleuchtung 2.21, 2.45,
6.241f., 6.46
Parallelitat und Teilverhdltnis 1.12f.
Parallelprojektion 1.13
Parallelschnitte einer
4.11
Parallelverschiebung 1.43, 8.33
Pascal, Blaise (1623—1662) 4.26
Pendelachse 5.21 ff.
Pendelebenen 5.21ff., 5.411f.
berithrende — 5.22
Pendelebenenverfahren 5.2, 5.4, 6.46
Pendentivkuppel 2.44
Perspektive Affinitdt 1.14, 1.42
—— Raumaffinitit 8.33
Perspektive (siehe auch: Zentralbild)
6.11
Distanzpunkt— 6, 6.3, 8.21ff.
freie — 6.11, 8.46
gebundene — 6.11, 8
Hauptsdtze der — 6.13, 6.22

Kegelfliche



230

malerische — 6.11
MeBpunkt— 7, 7.24, 7.35
Relief— 8.3, 8.44
Theater— 8.44
Perspektive Teilung 6.15, 7.36, 8.24
Perspektivitit 1.4, 1.41, 1.43
Anwendung der 2.23,
6.46, 7.251.
Raum— 8.31
Petyus pictor Burgensis (etwa 1416
bis 1492) 8.42
Plaketten 8.34
Pohlke, Karl (1810—1876) 1.24, 3.11
Pol und Aquator 2.41, 3.35
Polarebene 3.45
Prismenschnitt 1.42, 2.23
Profilebene 1.15,1 21, 2.12,2.16, 4.12
Profilschnitt 1.15, 4.321.
Profilzylinder 4.34
Projektion 1.11
Projektionsstrahl 1.11
Projektionszentrum 1.11
Projizierende Ebene 1.11
Proportionalmaf3stibe 6.16
Punktkonstruktion einer Durch-
dringungskurve 5.11f.
— eines ebenen Schnittes 4.15
— einer Ellipse 1.34
Punktreihe E
Pyramidenschnitt 1.41, 2.23

4.22,

Quaderbild mit drei Kantenflucht-
punkten 7.44

Quadratnetzverfahren der gebun-
denen Perspektive 8.13, 8.42

Quadratsumme konjugierter Radien
1.36

Raster 7.23

Raumaffinitit 8.33

Raumelemente E

Raumkurve 3.41

— vierter Ordnung 35.21I, 5.3I

Raumperspektivitat 8.31f.

Réaumliches Zentralbild 8.34

Rechter Winkel im Schragbild 1.13

— —im RiB 1.15

— — im Zentralbild 6.35, 7.24

Rechtwinkelhaken 7.12. 7.14

Rechtwinkellage- von Gerade und
Ebene 2.311.

Reduzierte Ganghohe 4.41

Sach- und Namenverzeichnis

Reelle Risse imagindrer Elemente
5-13
Regelflichen 4.11
— zweiter Ordnung 3.36
Regelschraubenflichen 4.43, 4.45f.
Reile-Schiene 8.15
Relief 8.341f.
Relief-Hauptpunkt 8.35
Relief-Perspektive 8.3, 8.44
Risse und Netz eines Reliefs 8.35f.
Renaissance 8.41
Reutter, Fritz 1.26, L
Richtungskegel 4.41
Ringfliche 4.11ff,, 5.15
RiB 1.13
— eines Dreibeins 3.12
RiB einer Durchdringungskurve 5.26
— einer ebenen Figur 1.16
— eines Kegelschnittes 4.21, 5.35
— eines Kreises 1.35, 2.41
-— eines rechten Winkels 1.15
— eines Reliefs 8.351.
RiBachse 1.22, 2.15
Risse 1.21
anschauliche — 3
kotierte — 1.16, 4.311ff.
zugeordnete — 1.22, 2
Rohrknie 5.34
Rytz, David (1801—1868) 1.36

Salkowski, Evich (1881—1943) 4.46, L

Sanden, Horst von L

Sattelformig 3.41

Schatten 2.21f.

- auf Ebenen 2.25f., 6.24ff.

— auf Zylindern 5.24, 6.46

— eines Kegels 3.42

— einer Kugel und einer Kugel-
schale 2.451.

— in einem Hohlkegel 5.36

— in einem Torbogen 6.46

Scheitel 1.31, 3.311ff., 4.41

—kreis einer Ellipse 1.35

—kriimmungskreise  1.32,
4.41

Schichtenverfahren der gebundenen
Perspektive 8.251.

Schlagschatten 2.26, 3.42

Schmid, Theodor (1859—1937) 4.46, L

Schmiegebene 5.46

Schnitt einer Geraden mit einer
Ebene 2.211f., 625

3.311f.,



Sach- und Namenverzeichnis

Schnitt einer Geraden mit einer
Ellipse 1.46

— — — mit einer Kugel 2.43, 5.44

Schnittaufgaben, siehe: Ebener
Schnitt

Schnittgerade zweier Ebenen,
Fluchtpunkt 6.22

Schragbild 1.13

Schrigsymmetrisch 1.31

Schrauben 4.4

Schraubenflichen 4.11, 4.43ff.

Schraubengang 4.41

Schraubenlinie 4.41 ff.

Schwenkung E

Sechseck 1.33, 6.35, 7.42

Segmente einer Geraden 8.34

Seh-Ebenen 1.11

Sehkegel 6.14, 7.23

Sehkreis 6.14, 7.23

Sehnenparallelogramm 5.13

Sehstrahl 1.11

—prinzip 8.11

Sehstrahlverfahren 8.1

Seitenrisse 2.15
spezielle — 2.16

Seitenverhiltnis 7.41, 7.43

Senkrecht E

Sichtbarkeit 2.15

Sonnenfullpunkt 6.24

Sonnenlicht 2.21, 6.24

Sonnenpunkt 6.24

Spiegelungen im Zentralbild 7.36

Spitze beim Ri3 einer Raumkurve
3.411f., 4.42

Spur 1.13, 1.2I, 2.1

Spurendreieck 3.121., 7.32

Spurlinien 2.11

Spurnormale 7.12

Spurpunkte 1.11, 2.11

Springpunkt 6.46

Stadion 8.26

Standlinie 6.14

Standpunkt, 6.12, 6.14
Wahl des Standpunktes 7.23, 7.35

Stauchung 1.15, 8.33

— einer ebenen Figur 1.16, 2.331.

Stauchungsfaktoren 1.15, 3.161.

Stauchungskonstruktion einer El-
lipse 1.35

Stiefel, Eduard L

Stirnschnitt einer Regelschrauben-
fliche 4.46

231

Straf8enbau-Perspektive 8.16

Strecke, Bestimmung ihrer wahren
Lange 1.23, 2.33, 7.16

Stufungseinheit 1.16, 4.311f.

Stiitzdreieck 1.15

Symmetrielinie eines ebenen Schnit-
tes 4.13

Tangenten 3.41

— an eine Ellipse 1.46

— einer Durchdringungskurve 5.11

— eines ebenen Schnittes 4.15, 4.46

Tangentenachteck und -zwolfeck
einer Ellipse 1.33, 6.32

Tangentenfliche 4.34, 4.43

Tangentenrhombus einer Ellipse
1.31, 5.34

Tangentensatz 1.34

Tangentialebenen 3.41

— einer Drehfliche 4.12

— eines hyperbolischen Paraboloids
3.46

— eines Kegels 3.33

— einer Schraubenfliche 4.44

— einer Torse 4.34

— eines Zylinders 3.33

Tangentialebenenverfahren 5.11

Tangentialtetraeder eines hyper-
bolischen Paraboloides 3.36

Teildistanzpunkte 6.31

TeilmeBpunkte 7.22

Teilung, perspektive 6.15, 7.36, 8.24

Teilverhéltnisse und Parallelitdt
1.12f.

Tetraeder in Kavalierprojektion 1.45

Thalessatz 1.31, 1.34 -

Theater-Perspektive 8.44

Tiefenlinien 6.14

Tiefenwande 6.36

Timerding, Heinvich E. (1873—1945)
L

Torse 4.34

Torus 4.11

— Schnitt 4.16

Uccello, Paolo (1397—1475) 8.41

Umlegung einer ebenen Figur 1.14,
7.11

——in einem Schriagbild 1.14, 1.25,
1.45

— in einem RiB 1.16, 2.341%., 2.42

— in einem Zentralbild 7.25f., 8.21 ff.



232

UmriB 3.4

— einer Drehfliche 3.45

— einer Fliche 2. Ordnung 3.45

— einer Kugel 2.43

—kurve 3.42

Unsichtbar 2.15

Unzugingliche Fluchtpunkte 6.16
— Me8punkte 7.22

Ursprung 1.21

Vasari, Giorgio (1511—1574) 8.411.

Vereinigte Lage von Punkt, Gerade
und Ebene 2.13f.

Verkiirzungsfaktoren 1.15

— bei Ingenieuraxonometrie 3.21{.

— bei normaler Axonometrie 3.13ff.

Verschieben eines Schichtenplanes
8.26

Verschwindungsebene 6.11

~— der Raumperspektivitit 8.32

Verschwindungsgerade 8.21

Verschwindungspunkt 6.11, 8.32

Verstindig, Elisabeth (1897—1944)
8.14

Verzerrung einer ebenen Figur 1.14,
7.46

Vier-Punkte-Verfahren 7.46

Viviani, Vincenzo (1622—1703) 5.43

Vivianisches Fenster 5.43

Vogelperspektive 7.31

Volk, Carl (1869—1944) 3.24

Wahre Gestalt einer ebenen Figur
1.45, 2.341ff., 7.251f., 8.211L.

Wahre Linge einer Strecke 2.331%,
7.16

Winde 6.14

Wasserspiegelung 7.36

Wendelschraubenfliche 4.43

Wendepunkt 5.46

Wiener, Christian (1826—1896) L

Windschiefe Geraden E, 2.13, 2.32

Windschiefes Vierseit 3.36, 4.33

Winkel E

— im Schrégbild 1.45

Sach- und Namenverzeichnis

Winkel E im RiB 2.341.

— im Zentralbild 6.35f., 7.12, 7.43
-— zweier Ebenen 2.35

— zweler Geraden 2.34
Winkelsatz der Perspektive 6.13

Zeichendistanz 6.33ff.

Zeichenebene 1.11

Zentralbeleuchtung 2.45, 4.25

Zentralbild 1.11

— eines Bebauungsplanes 8.13

— einer Gebdudegruppe 8.24

— eines gotischen Fensters 7.25

-— eines Innenraumes 8.15, 8.25

— eines Kreises 6.44, 7.45, 8.22

— eines Kristallgitters 8.14

— eines Kreuzgewdlbes bei Front-
ansicht 6.45

— einer Kugel 6.43

—eines Quadrates in horizontaler
Ebene 6.31ff., 7.411.

— einer Sdulenreihe 8.22

— einer Spiegelung 7.36

— eines Stadions 8.26

— einer Strafle 8.16

— eines Zylinders 6.411., 8.22

Zentralprojektion 1.11

Zentralrelief 8.34

Zentrische Ahnlichkeit 1.43, 8.33

Zerfallende Durchdringungskurven
5.3, 5-31

Zerfallende Raumkurve 4. Ordnung
5.31

Zugeordnete Risse 1.22, 2

Zweikantenprinzip der gebundenen
Perspektive 8.111.

Zweitafelrisse 2

Zylinder 3.33, 4.11
normale  Axonometrie
3-33
RiB 2.42
ebener —Schnitt 4.16
Schrigbild 1.46, 3.11
Zentralbild 6.411., 6.45%.,
8.221., 8.25

3.15,




<<

  /ASCII85EncodePages false

  /AllowTransparency false

  /AutoPositionEPSFiles true

  /AutoRotatePages /None

  /Binding /Left

  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)

  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)

  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /CannotEmbedFontPolicy /Error

  /CompatibilityLevel 1.4

  /CompressObjects /Off

  /CompressPages true

  /ConvertImagesToIndexed true

  /PassThroughJPEGImages true

  /CreateJobTicket false

  /DefaultRenderingIntent /Perceptual

  /DetectBlends true

  /DetectCurves 0.1000

  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged

  /DoThumbnails true

  /EmbedAllFonts true

  /EmbedOpenType false

  /ParseICCProfilesInComments true

  /EmbedJobOptions true

  /DSCReportingLevel 0

  /EmitDSCWarnings false

  /EndPage -1

  /ImageMemory 1048576

  /LockDistillerParams true

  /MaxSubsetPct 100

  /Optimize true

  /OPM 1

  /ParseDSCComments true

  /ParseDSCCommentsForDocInfo true

  /PreserveCopyPage true

  /PreserveDICMYKValues true

  /PreserveEPSInfo true

  /PreserveFlatness true

  /PreserveHalftoneInfo false

  /PreserveOPIComments false

  /PreserveOverprintSettings true

  /StartPage 1

  /SubsetFonts false

  /TransferFunctionInfo /Apply

  /UCRandBGInfo /Preserve

  /UsePrologue false

  /ColorSettingsFile ()

  /AlwaysEmbed [ true

  ]

  /NeverEmbed [ true

  ]

  /AntiAliasColorImages false

  /CropColorImages true

  /ColorImageMinResolution 150

  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning

  /DownsampleColorImages true

  /ColorImageDownsampleType /Bicubic

  /ColorImageResolution 150

  /ColorImageDepth -1

  /ColorImageMinDownsampleDepth 1

  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeColorImages true

  /ColorImageFilter /DCTEncode

  /AutoFilterColorImages true

  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG

  /ColorACSImageDict <<

    /QFactor 0.40

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /ColorImageDict <<

    /QFactor 0.76

    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]

  >>

  /JPEG2000ColorACSImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 15

  >>

  /JPEG2000ColorImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 15

  >>

  /AntiAliasGrayImages false

  /CropGrayImages true

  /GrayImageMinResolution 150

  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning

  /DownsampleGrayImages true

  /GrayImageDownsampleType /Bicubic

  /GrayImageResolution 150

  /GrayImageDepth -1

  /GrayImageMinDownsampleDepth 2

  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeGrayImages true

  /GrayImageFilter /DCTEncode

  /AutoFilterGrayImages true

  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG

  /GrayACSImageDict <<

    /QFactor 0.40

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /GrayImageDict <<

    /QFactor 0.76

    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]

  >>

  /JPEG2000GrayACSImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 15

  >>

  /JPEG2000GrayImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 15

  >>

  /AntiAliasMonoImages false

  /CropMonoImages true

  /MonoImageMinResolution 1200

  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning

  /DownsampleMonoImages true

  /MonoImageDownsampleType /Bicubic

  /MonoImageResolution 600

  /MonoImageDepth -1

  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeMonoImages true

  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode

  /MonoImageDict <<

    /K -1

  >>

  /AllowPSXObjects false

  /CheckCompliance [

    /PDFA1B:2005

  ]

  /PDFX1aCheck false

  /PDFX3Check false

  /PDFXCompliantPDFOnly false

  /PDFXNoTrimBoxError true

  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [

    0.00000

    0.00000

    0.00000

    0.00000

  ]

  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true

  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [

    0.00000

    0.00000

    0.00000

    0.00000

  ]

  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /PDFXOutputConditionIdentifier ()

  /PDFXOutputCondition ()

  /PDFXRegistryName ()

  /PDFXTrapped /False



  /CreateJDFFile false

  /Description <<





    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>

    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>

    /CZE <>

    /DAN <>

    /DEU <>

    /ESP <>

    /ETI <>

    /FRA <>







    /HUN <>

    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)

    /JPN <>

    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>

    /LTH <>

    /LVI <>

    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)

    /NOR <>

    /POL <>

    /PTB <>





    /SKY <>



    /SUO <>

    /SVE <>

    /TUR <>



    /ENU <>

  >>

>> setdistillerparams

<<

  /HWResolution [2400 2400]

  /PageSize [595.276 841.890]

>> setpagedevice





