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Vorwort

In den letzten Jahren ist die Darstellende Geometrie im Zuge der Algebraisierung der
Schulmathematik leider etwas in den Hintergrund gedringt worden. Dieses Buch will
cinen Beitrag leisten, der Darstellenden Geomettie wieder zu dem ihr gebithrenden
Platz zu verhelfen. Es will in einem neuen Anlauf den traditionellen Stoff leichtfaBlich
darstellen und dem Lernenden die alten Schonheiten dieser Theotrie der Bewiltigung
des Raumes mittels ebener Konstruktionen nahebringen. Kritiker des Faches, welche
die Darstellende Geometrie fiir veraltet halten, weil sie sich nicht leicht in die modernen
Reformprogramme eingliedern liBt, iibersehen gewdhnlich die einfache Tatsache,
daB Projizieren eben an sich modern ist, solange es sehende Augen gibt. Die Darstellende
Geometrie soll nicht eine Wissenschaft nur fiir Eingeweihte sein. Die Férderung
des Raumgefiihls, der geometrischen Anschauung einerseits und die Schulung des
planmiBigen, konstruktiven Denkens und Arbeitens andererseits sind wertvolle all-
gemeine Bildungsziele. '

Das vorliegende Buch setzt die Geometriekenntnisse des zehnten Schuljahres voraus.
Es ist gedacht als Lehrbuch fiir Gymnasien mathematisch-naturwissenschaftlicher Rich-
tung und fiir Technikerschulen, richtet sich aber auch an Hochschulstudenten,
Ingenieure und Architekten. Auch eignet es sich fiir ein Selbststudium. Vielfach wird
heute im Rahmen der Ficherauflockerung an der Oberstufe Darstellende Geometrie
im Hinblick auf die spitere Ausbildung als Wahlfachkurs gefiihrt. Die stoffliche Grenze
zwischen der Hochschule und den vorbereitenden Schulen ist im Fach Darstellende
Geometrie heutzutage nicht mehr genau gezogen. Von einem modernen Lehrbuch zu
diesem Gegenstand wird erwartet, daB es in einem Zuge von den Anfingen bis zu den
anspruchsvolleren Gebieten fiihrt.

Das Buch ist in vier Teile gegliedert: Der erste Teil soll mit einfachen Wiitfelschrig-
bildkonstruktionen das Raumvorstellungsvermogen férdern. Der zweite Teil befaBt
sich mit dem Zweitafelverfahren. Im dritten Teil wird die axonometrische Methode
behandelt. Und der vierte Teil gibt eine systematische Einfithrung in die Perspektiv-
lehre.

Die Darstellende Geometrie ist ein Teilgebiet der Raumgeometrie; sie umfaBt den
darstellenden Aspekt. Man soll sie zwar nicht zu isoliert betreiben, aber eine Abgren-
zung gegeniiber anderen Teilen der Geometrie: Axiomatik, projektive Geomettie,
Topologie, analytische Geometrie ist unumginglich. Die neueren Bestrebungen,
die Darstellende Geometrie als selbstindige Disziplin aufzuheben, sind abzulehnen.
Sie fithren dazu, daB das bisher solide Gebdude in zusammenhanglose Bruchstiicke
zerfillt. Die Tatsache, daB eine allzu einseitige Betonung des Technisch-Zeichnerischen
gelegentliche Ermiidungserscheinungen hervorgerufen hat, rechtfertigt die Abschaf-
fung keineswegs. Es ist Sache des Lehrers, das Aufgabenmaterial dauernd mit An-
wendungen aus allen Gebieten der Geometrie zu beleben.

Darstellende Geometrie darf nicht reine Theorie sein. In ein Lehrbuch gehdren er-
klirende Anwendungen und Musterbeispiele. Es geniigt nicht, grundsitzlich zu wissen,
wie man etwas macht, sondern man muB in der Praxis des Konstruierens griindlich
angeleitet sein und die einzelnen Konstruktionen tatsichlich in jeder Situation ausfithren
kénnen. Die Meinung ist, daBl die in diesem Buch vorkommenden Ubungen nur den
allernotwendigsten Bestand ausmachen. Sie kénnen vom Lehrer leicht vermehrt werden.
In den ersten Kapiteln sind den schwierigeren Aufgaben kurze Losungsanleitungen
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beigefiigt. Auf eine koordinatenmiBige Determinierung der Dispositionen wurde ver-
zichtet, da es immer zu den Aufgaben gehort, die Dispositionen so oft wie moglich
selber zu variieren. Im Schulunterricht wird der Lehrer vorzugsweise Dispositionen
vervielfiltigt an die Schiiler abgeben. Alle im Buch ausgefithrten Konstruktionen
sollten vom Schiiler nachvollzogen, nicht nur angeschaut werden. Nur dann wichst
das Verstindnis fiir die Zusammenhinge.

Die Darstellende Geometrie f6rdert nicht nur die Aufmerksamkeit des Auges und die
Geschicklichkeit der Hand, sondern die geometrische Schau der Dinge kann — man
denke an die Perspektive — zum Zsthetischen Erlebnis werden. Es ist zu wiinschen,
daB der Darstellenden Geometrie dauernd neue Freunde gewonnen werden.

Schaffhausen, im Februar 1977
Roland Stirk



Bezeichnungen

of Punkte werden wie iiblich mit groBen lateinischen Buch-
staben bezeichnet.
‘Q/' Fernpunkte werden in den Zeichnungen mit einem

Richtungspfeilchen versehen.

g
\ Geraden (und auch andere Kurven) werden mit kleinen
lateinischen Buchstaben bezeichnet.
E A Ebenen werden mit groflen griechischen Buchstaben

bezeichnet.

Winkel werden mit kleinen griechischen Buchstaben
bezeichnet.

Statt mit einem eigenen Buchstaben wird die Gerade, welche durch zwei Punkte A und B
geht, auch als ,,Gerade AB* bezeichnet. Ebenso: Ebene ABC, Ebene Pg, Strecke AB,
Abstand Pf, Winkel fg etc.

Bei Abbildungen kennzeichnet man die Bilder von Punkten, Geraden und Ebenen mit

zusitzlichen Strichen:
AP g £, BF, pf, Q etc.

Fir Umklappungen und Umlegungen sind Klammern gebriuchlich:

(A), [g] etc.

Das griechische Alphabet

Aussprache Name Aussprache Name Aussprache Name
A o a Alpha I ¢ i Tota P o ¢ Rho
B B b Beta K x k Kappa 2 o¢ s Sigma
I''y g Gamma A 21 Lambda T © t Tau
A 3§ d Delta M p m Mi Y v @  Ypsilon
E = e Epsilon N v n Ni ® ¢ ph Ph
Z C =z Zeta 2 & x Xi X x ch Chi
H n & Eta O o o Omikron ¥ ¢ ps DPsi
® 9 th Theta II = p Pi Q o o Omega

Bei den Zahlenpaaten, welche den Text gliedern, zeigt die Zahl links die Kapltel-
nummer an: (20.5)

Ebenso zeigt die Zahl bei den Figuren die Kapitelnummer an: Fig. 20.g



Erster Teil: Einleitung

1. Parallelprojektion

Die Darstellende Geometrie ist der Zweig der Mathematik, welcher die konstruktiven
Verfahren zum Gegenstand hat, mit denen der dreidimensionale Raum auf eine Zeich-
nungsebene abgebildet werden kann.

Ein Ingenieur, ein Architekt sieht sich stindig vor die Aufgabe gestellt, riumliche
Objekte durch ebene Zeichnungen anschaulich darzustellen. Diese Zeichnungen sollen
dem Betrachter eine klare Vorstellung des dargestellten Gegenstandes geben. Man will
aber nicht nur das Raumobjekt sofort erkennen konnen, sondern auf einfache Weise
die geometrischen Eigenschaften des Objektes, wie Form, GroBle, MaBverhiltnisse
usw. in der Zeichnung ablesen konnen. Auch soll es moglich sein, geometrische Kon-
struktionen, die eigentlich am riumlichen Original vorgenommen werden sollten,
mit den konstruktiven Methoden det Ebene am Bild auszufithren. Um dieser An-
forderung an die konstruktive Zuginglichkeit der Bilder geniigen zu konnen, be-
schrinkt sich die Darstellende Geometrie praktisch ausschlieBlich auf geradentreue
Abbildungen, also auf Darstellungen, bei denen gerade Linien des Raumes auch im
Bild als Geraden erscheinen; von solchen Abbildungen ist hier die Rede.

Wie man auf natiirliche Weise ein anschauliches Bild eines Korpers, z. B. eines Hauses,
herstellt, zeigt die Fig. 1.a.

Fig. 1.a

Man wihlt einen Punkt Z in giinstiger Entfernung vom Haus, legt eine durchsichtige
Zeichnungsebene I1 zwischen das Haus und Z und schneidet, indem man das Haus
von Z aus anvisiert, jeden von Z aus zum Haus laufenden Strahl mit dieser Ebene II.
Die Punkte A, B, C, ... des Hauses werden abgebildet in die Punkte A, B, C, ... der
Ebene II.

Albrecht Diirer (1471—1528) illustriert die Praxis dieses Verfahrens mit dem Holz-
schnitt ,,Der Zeichner der Laute* in seiner Schrift ,,Underweysung der Messung mit dem
Zirckel und Richtscheyr*, Nirnberg 1525 (Fig. 1.b).
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Fig. 1.b Albrecht Diirer: Der Zeichner der Laute

Es ist dies das Verfahren der Fotografie. Beim Fotoapparat liegt Z in der Linse, IT
ist die Platte oder der Film, und die riickwirtigen Verlingerungen der Strahlen ZA,
ZB, ... erzeugen dort das Bild.

Eine derartige Projektion des Raumes auf eine Ebene, eine sog. Zentralprojektion von
einem endlichen Punkt aus, erfiillt die Anforderungen an die Anschaulichkeit in idealer
Weise und sie ist geradentreu, aber die konstruktive Behandlung des Bildes ist nicht so
einfach. Parallele Geraden zum Beispiel haben im allgemeinen nicht wieder parallele
Bilder; die von der Bildebene weglaufenden, in Wirklichkeit parallelen Hauskanten
AD und BClaufen im Bild zusammen. Und gleichlange, zur Bildebene parallele Strecken
erscheinen im Bild unterschiedlich lang, wenn sie in der Wirklichkeit verschiedene Ent-
fernungen von der Bildebene haben.

Wie schwierig der Schritt zur Perspektive ist, zeigt ja auch immer wieder die zeichne-
rische Entwicklung bei Kindern.

Erst der letzte Teil dieses Buches befaBt sich mit der Theorie der perspektivischen Dar-
stellungen (Kap. 28—36).

Praktisch, weil schnell gezeichnet und leicht zu handhaben, sind Darstellungen der
folgenden Art (Fig. 1.c).

Hier handelt es sich um sog. Parallelprojektionen. Viele geometrische Eigenschaften
und Zusammenhinge konnen hier sofort abgelesen werden, z. B. der Neigungswinkel
der Dachflichen, das Verhiltnis der Breite zur Héhe des Hauses usw.
Architektonische und technische Pline sind in der Regel so gezeichnet.
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Fig. 1.c
(1.1) Definition (Fig. 1.d):

Unter der Parallelprojektion des Raumes auf eine
Ebenell in der Richtung einet Geraden 1 (I nicht pa-

rallel zu TI) versteht man die Abbildung, welche J
dem Punkt P des Raumes den Punkt P der Ebene IT' o P

zuordnet, in welchem die zu 1 parallele Gerade durch
P die Ebene II schneidet. ‘

Fig. 1.d

Das Bild P des Punktes P heiBt die (Parallel-) Projektion von P. (Das Wort ,,Projek-
tion* wird sowohl fiir den Vorgang des Projizierens als auch fiir das Ergebnis des Vor-
gangs gebraucht). Die Ebene II ist die Bildebene oder Projektionsebene. Die Rich-
tung von | ist die Projektionsrichtung. Die zu 1 parallelen Geraden nennt man pro-
jizierende Geraden, die zu | parallelen Ebenen sind projizierende Ebenen.

Eine besondete Rolle spielen bei Projektionen die Geraden und Ebenen, welche parallel
sind zur Bildebene II. Man nennt sic Hauptgeraden und Hauptebenen beziiglich II
und sagt, sie hitten Hauptlage beziiglich II.

Steht 1 senkrecht auf [1, so handelt es sich bei der Projektion um eine Normalprojektion
oder orthogonale Projektion. Dann nennt man die Projektionsebene II auch RiBebene
und P den RiB von P. Soll hervorgehoben werden, daB eine Parallelprojektion keine
Normalprojektion ist, so sagt man schiefe Parallelprojektion.

Die Darstellungen der Fig. 1.c sind Normalprojektionen des Hauses. Genauer gesagt
handelt es sich um maBstiblich verkleinerte Normalprojektionen eines Hauses odet
Normalprojektionen eines maBstiblich verkleinerten Modelles eines Hauses. (Wo keine
MiBverstindnisse auftreten kénnen, wird auf solche Prizisierung verzichtet.) Der ein-
gezeichnete Schlagschatten ist eine schiefe Parallelprojektion des Hauses auf die Boden-
ebene rsp. des Kamins auf die Dachebene.

Selbstverstindlich ist eine Parallelprojektion des Raumes auf eine Ebene keine umkehr-
bar eindeutige Abbildung, ein Punkt P der Bildebene ist ja das Bild aller Punkte, die
auf det projizierenden Geraden durch P liegen. Um sich eine zuverldssige Vorstellung
eines Korpers zu machen, ist es jeweils nétig, gleichzeitig mehrere Risse zu betrachten.
In der Fig. 1.c sind die Ansichten von oben und von den Seiten gezeichnet.
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Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Aussagen:
Eigenschaften einer Parallelprojektion

(1.2) Eine nichtprojizierende Gerade wird abgebildet in eine Gerade, eine pro-
jizierende in einen Punkt.

(1.3) Parallele (nichtprojizierende) Geraden werden abgebildet in parallele Geraden.

(1.4) Streckenlingen und Winkel sndern sich im allgemeinen.

Strecken und Winkel, die in einer Hauptebene liegen, indern sich nicht, d.h.
Figuren einer Hauptebene gehen in kongruente Figuren iiber.
Parallele Strecken dndern sich im gleichen Verhiltnis.

(1.5) Teilverhaltnisse bleiben erhalten: Wenn ein Punkt P eine (nichtprojizierende)
Strecke AB im Verhiltnis ) téilt, so teilt die Projektion P die Projektion AB
auch im" Verhiltnis A. : - ,
Speziell gehen Streckenmitten in' Streckenmitten iiber, zentralsymmetrische
Figuren in zentralsymmetrische. :

Es sollen stets auch die Fernelemente miteinbezogen werden!

Zum Beispiel kann (1.3) auch folgendermaBen formuliert werden: Fernpunkte werden
in Fernpunkte abgebildet.

Dort wo keine Unklarheiten aufkommen, soll bei Aussagen iiber Punkte und Geraden
nicht jedesmal hetrvorgehoben werden, ob es sich nur um endliche Punkte und Geraden
oder auch um Fernpunkte und Ferngeraden handelt. Zum Beispiel sind bei (1.5) mit
A und B endliche Punkte gemeint. Auch wird bei einer Parallelprojektion der Fern-
punkt, der zur Projektionsrichtung gehdrt, nicht abgebildet.

Eine Parallélprojektion kann natiirlich aufgefaBt werden als Zentralprojektion wie in der
Fig. 1.a mit dem zur Projektionsrichtung gehdrenden Fernpunkt als Zentrum. Statt
Parallelprojektion sagt man daher auch Fernbild.

Bei einet Normalprojektion wird ein rechter Winkel, von welchem ein Schenkel Haupt-
lage hat, wieder in einen rechten Winkel abgebildet. Man betrachte z. B. die Dachrecht-
ecke in der Fig. l.c. Es gilt der

(1.6) Satz (Fig. l.e):

Steht bei einer Normalprojektion eine (nichtprojizierende) Gerade g senkrecht auf
einer Hauptgeraden h, so steht die Projektion g von g senkrecht auf der Projektion
‘h von h. i

Und umgekehrt:

Steht die Notmalprojektion § einer Geraden g senkrecht auf der Normalprojektion &
einer Hauptgeraden h, so steht g senkrecht auf h.

(g und h brauchen sich nicht zu schneiden.)
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Es ist hier nicht der Ott, die Axiomatik der Raumgeometrie zu entwickeln. Wie dieser
Satz aus den Sitzen iiber das Normalstehen einer Geraden auf einer Ebene hervorgeht,
zeigt die folgende Betrachtung:

Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht,
steht sie auf allen Geraden der Ebene senkrecht; wenn

g
eine Gerade auf zwei nicht parallelen Geraden einer
Ebene senkrecht steht, steht sie auf der Ebene senk-
recht. Man legt durch einen beliebigen Punkt von g die h
projizierende Gerade n. Es sei I' die durch n und g /
h
g

aufgespannte Ebene. I schneidet IT in g. Da es sich um
eine Normalprojektion handelt, steht n senkrecht auf

I1, somit senkrecht auf T und, da h eine Hauptgerade ist,
senkrecht auf h. Steht nun auch g senkrecht auf h, so
folgt daraus, daB h senkrecht auf I' steht, ebenso h, und I

somit steht T senkrecht auf g. Ebenso umgekehrt. Fig. l.e

Wegen der Eigenschaft (1.4) stellt man einen Korper, den man mittels einer Parallel-
projektion darstellen will, wenn moglich so zur Projektionsebene, daB8 wichtige Kérper-
ebenen Hauptlage bekommen. Diese werden dann unverzerrt abgebildet.

Man denke sich einen Wiirfel ABCDEFGH oder ein Drahtmodell eines Wiitfels vor
eine besonnte, vertikale Hauswand Il gehalten (Fig. 1.f), so daB die Wiirfelriickwand
parallel zu IT und die Bodenfliche horizontal ist.

Fig. 1.f

Das Sonnenlicht falle schrig von rechts oben ein. Der Schatten, den der Wiirfel auf die
Hauswand witft, stellt ein anschauliches Bild des Wiitfels dar, wenn die Lichtstrahlen
nicht- allzu flach auf die Wand auftreffen. Man spricht von einem Schrigbild des
Wiirfels. Die Vorder- und Riickwand des Wiitfels erscheinen in wahrer Form und
GroBe, die ibrigen Seitenflichen erscheinen wegen (1.3) als Parallelogramme. Ein
solches Wiirfelschrigbild ist schnell gezeichnet (Fig. 1.g).
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Fig. 1.g

Man beginnt mit der Vorderwand ABFE, zeichnet dann das Parallelogramm EFGH
der Deckfliche und vervollstindigt die Figur. Man verdeutliche sich, daB3 es sich dabei
aber nicht um eine perspektivische Zeichnung, sondern lediglich um eine schiefe
Parallelprojektion handelt. Bei ungiinstiger Wahl der Form des Boden- und Deck-
flichenparallelogramms geht die Wirfelwirkung vetloren. Giinstig sind bei diesen
Parallelogrammen spitze Winkel von etwa 30° bis 60° und darauf abgestimmte Seiten-
verhiltnisse 1:2, 1:3, 1:4. Ein so gezeichnetes Wiitfelschrigbild ist die Parallel-
projektion eines Wiirfels von bestimmter GroBe, kann aber auch einfach aufgefaBt
werden als mafBstiblich gezeichnete Parallelprojektion eines beliebig groBen Wiirfels.
Mit Hilfe von Wiirfelschrigbildern lassen sich Kotper auf einfache Weise anschaulich
darstellen. Der Umgang mit Schrigbildern ist ein gutes Mittel, beim Lernenden das
riumliche Vorstellungsvermogen schnell ein wenig zu férdern.



2. Anschauliche Darstellung von Kérpern mit Hilfe
eines Wiirfelschrigbildes

(2.1) Schrigbild eines reguliren Tetraeders

Die Ecken A, C, F, H des Wiirfels der Fig. 1.f bilden ein regulires Tetraeder (Fig. 2.2).

S
'’
(4
— ’
/
N ~ s = 7
N F 7 N /
~
N 4 SN/
4 /' \\ o —
N 4 2’ S,
N Sl S > \
\ _ ~ .
A Ny -
‘\
\
\
Fig. 2.a
Fig. 2.b

(2.2) Rhombendodekaeder

Auf die sechs Seitenflichen eines Wiirfels werden gerade Pyramiden aufgesetzt, deren
Héhe halb so lang ist wie die Wiirfelkante (Fig. 2.b). Die Mitten M der Wiitfelseiten-
flichen konstrujert man als Schnittpunkte der Diagonalen. Die Pyramidenachsen MS
sind parallel zu den Wiirfelkanten; die Strecken M;S, und M,S, erscheinen unverkiirzt,
da sie Hauptlage haben, M,S; wird im gleichen Verhiltnis verkiirzt wie die nach vorn
laufenden Wiitfelkanten (1.4). Da die Pyramidenseitenflichen mit den Wiirfelseiten-
flichen den Winkel 45° einschlieBen, liegen die beiden in einer Wiirfelkante zusammen-
stoBenden Dreiecke in einer gemeinsamen Ebene, bilden also einen Rhombus. Der ent-
stehende Korper wird begrenzt durch zwolf Rhomben. Man achte beim Ausziehen der
Kanten auf die Parallelencigenschaft (1.3) und die Zentralsymmetrie (1.5).

(2.3) Abschneiden der Kanten eines Wiirfels

Bei einem Wiirfel werden alle zwolf Kanten gleichmiBig abgeschnitten mit Schnitt-
ebenen, die parallel verlaufen zu den Wiirfelsymmetrieebenen durch gegeniiberliegende
Kanten (Fig. 2.c). Was bleibt vom Wiitfel iibrig; wie werden seine Ecken zugeschnitten ?
Die beiden durch AB und BC laufenden Schnittebenen haben neben dem Punkt B noch
den Punkt E gemeinsam, schneiden sich also in der Geraden BE. Ebenso sind AD und
CF Schnittgeraden je zweier Schnittebenen. Allen diesen drei Schnittgeraden gemeinsam
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ist der Punkt S, der Mittelpunkt des in der Ecke des urspriinglichen Wiirfels liegenden
kleineren Wiirfels. SD, SE, SF sind Kanten des iibrig bleibenden Restkérpers.

Man wiederhole diese Konstruktion mit Schnittebenen, die bis in die Wiitfelseiten-
flichenmitten reichen. Was bleibt brig?

Auch schneide man noch bei einem Wiirfel alle Ecken ab wie bei (2.1); dann entsteht
ein regulires Oktaeder.
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Fig. 2.c Fig. 2.d

(2.4) Regulires Ikosaeder

Ein Wiirfel wird mit seinen drei zu den Seitenflichen parallelen Symmetrieebenen ge-
schnitten. Die Schnittquadrate werden zu Rechtecken vetlingert, deren Seiten im Ver-
hiltnis des goldenen Schnittes stehen (Fig. 2.d). Es 148t sich leicht nachweisen, daB das
Dreieck ABC gleichseitig ist:

AE = x, ED = 1/32_1

AB? = AE? + ED? + DB2 = 4x2
Man verbinde die zwolf Rechteckecken. Es entsteht ein regulires Ikosaeder.

V5—-1_ V541
X = P X.

x, DB = x + 3

o

(2.5) Rotationszylinder

Einem Wiirfel soll ein Rotationszylinderkorper eingeschrieben werden mit der Achse
parallel zu einer Wiirfelkante. Wenn die Leitkreise in der Vorder- und Riickwand des
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Wiirfels liegen, 1Bt sich der Zylinder sofort zeichnen (Fig. 2.€). Steht der Zylinder
senkrecht auf der Wiirfelgrundfliche, so ist die Konstruktion etwas schwieriger, da die

Leitkreise nicht als Kreise erscheinen (Fig. 2.f).

pd
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L

Fig. 2.e
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G

Fig. 2.

Den Leitkreis in der Wiirfelgrundfliche ABCD zeichnet man mit Hilfe einet Umklap-
pung. Die Ebene ABCD witd umgeklappt um die Kante CD, bis sie mit der Ebene der
Wiirfelriickwand zusammentfillt. Das umgeklappte Quadrat A¥B*CD etscheint dann
im Schrigbild in der wahren Form. Bei einer Parallelprojektion bleiben Teilverhilt-
nisse erhalten (1.5). Fiir einen Punkt P der Grundfliche auf der zur Kante AD patallelen
Strecke UV gilt deshalb: Teilverhiltnis UPV = Teilverhiltnis UPV = Teilverhiltnis
U*P*V = Teilverhiltnis U¥P*V. P kann mittels einer Parallelen zu A* A von P¥ aus

2 Stirk, Geometrie

37443

Fig. 2.g
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konstruiert werden. Im Kap. 20 wird gezeigt werden, daB der Leitkreis hier als Ellipse
erscheint.

Das Prinzip, eine allgemein liegende Ebene in speziell giinstige Lage zu drehen und dann
von dort die Punkte zu beziehen, ist eines der wichtigsten der Darstellenden Geometrie.
Man kann bei einem Wiirfelschrigbild auch die Seitenwinde in die Ebene der Riick-
wand drehen (Fig. 2.g).

Der Leser zeichne selbstindig noch einige weitere Schrigbilder (Fig. 2.h):

A TN\
\ -~

.
%\\
N\

Fig. 2.h
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Eine Parallelprojektion des Raumes auf eine Ebene ist
keine umkehrbar eindeutige Abbildung. Beim Schrig-
bildverfahren des Kapitels 2 geniigt die alleinige An- P
gabe des Bildes P eines Punktes P des Raumes nicht,
um die Lage von P im Raum genau zu beschreiben
(Fig. 3.a).

Manchmal kann man einen Punkt als Punkt eines schon
dargestellten Korpers erkennen, von dem man eine ge-
naue Vorstellung hat. Ist dies nicht der Fall, muB man
den Punkt, um seine Lage eindeutig festzulegen, irgendwie auf den Wiirfel beziehen. Dies
geschieht dadurch, daB man nicht nur P, sondern auch die Normalprojektionen von
P auf die Wiirfelseitenflichen im Bilde festhalt.

Es ist iiblich, ein Cartesisches Koordinatensystem einzufithren, dessen Achsen mit den
in der hinteren unteren Wiirfelecke links zusammenlaufenden Wiirfelkanten zusammen-
fallen. Die nach vorn laufende Achse ist die x-Achse, die nach rechts laufende die y-Achse
und die nach oben laufende die z-Achse (Fig. 3.b). Die durch die x- und die y-Achse
aufgespannte Ebene, die xy-Ebene, in der die Wiitfelgrundfliche liegt, heiBt die Grund-
rilebene, die yz-Ebene ist die AufriBebene, die xz-Ebene die SeitenriBebene.

Die Normalprojektion P’ des Punktes P auf die Grundriiebene heit der Grundrifl
oder 1. RiB von P, die Normalprojektion P auf die AufriBebene ist der Aufril oder
2. RiB}, und die Normalprojektion P” auf die SeitenriBebene ist der Seitenri oder
3. RiB. ‘

Zeichnet man im Schrigbild nicht nur das Bild P eines Punktes P, sondern auch die
Bilder P, P”, P’ seiner drei Risse, so wird seine Lage im Raum offenbar:

Bei (1) liegt P im Innern des Wiirfels, bei (2) liegt P vor dem Wiirfel, bei (3) — etwas
schwieriger zu sehen — hinten links, unter der Bodenebene. Die Punkte P, P, P”, P/
sind Ecken eines ins Koordinatensystem eingelagerten Quaders.

Fig. 3.a

AZ g |z
w (2 (%))

K

X
=
<

el

=
3
d

/
=]

<f &

\ |

~<|v

~<|

i

T

>
&

_:V
;i/
Fig. 3.b

Man stellt fest, daB jeweils zwei der Angaben P, I, P7, P ausreichen, um den Quader
vollstindig zu zeichnen. Natiitlich mu man bei der Vorgabe eines Punktes, z. B. wenn
man P’ und P77 vorgibt, darauf achten, daf3 sich mit den Punkten tatsichlich ein solcher
Quader mit Kanten parallel zu den Koordinatenachsen zeichnen 14Bt; die Parallele durch
P’ zur y-Achse und die Parallele durch P’ zur z-Achse miissen sich auf der x-Achse
schneiden etc.
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Eine Projektion des Raumes auf eine Ebene, bei der auch ein fest gewihltes rdumliches
Cartesisches Koordinatensystem mitprojiziert wird, und bei der dann zu jedem Punkt P
des Raumes nicht nur das Bild P, sondern auch die Bilder P’, P”, P der Normal-
projektionen von P auf die Ebenen des Koordinatensystems gezeichnet werden, heil3t
eine axonometrische Darstellung.

Sobald die Bilder der drei Koordinatenachsen mit ihren Einheitspunkten gezeichnet
sind, 148t sich jeder Raumpunkt koordinatenmiBig ins Bild eintragen.

Die axonometrische Methode wird ausfithrlich im dritten Teil dieses Buches behandelt.
Hier dient sie vorliufig nur dazu, den Leser an den Umgang mit Punkten, Geraden und
Ebenen im Raum zu gewdhnen und dabei das Raumgefiihl ein wenig zu schulen. Auch
werden spiter beim etwas weniger anschaulichen Zweitafelverfahren gelegentliche
Schrigbildskizzen von Nutzen sein.

Analog beschreibt man die Lage einer Geraden g im Raum mit Hilfe ihrer Normal-
projektionen g’, g”, g’ auf die Koordinatenebenen. Auch hier legen zwei der An-
gaben g, g, g7, g’ die Gerade eindeutig fest. Kennt man z. B. das Bild g der Geraden
und das Bild g’ ihres Grundrisses, so kann man g” und g mit Hilfe der Quader kon-
struieren, die zu zwei auf g beliebig gewihlten Punkten A und B gehoren (Fig. 3.c).
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Fig. 3.c Fig. 3.d

Eine Ebene X wird anschaulich dargestellt durch ihre Schnittgeraden mit den Wiirfel-
seitenflichen rsp. den RiBebenen (Fig. 3.d). Die Schnittgeraden sy, s,, s; mit den RiB-
ebenen heilen die Spuren der Ebene X. Man beachte, daB8 wegen (1.3) die Bilder der
Schnittgeraden in gegeniiberliegenden Wiirfelseitenflichen parallel sind; so ist z. B.
T parallel s,.

Bei den folgenden Schrigbildkonstruktionen sollen der Einfachheit halber jeweils alle
Querstriche weggelassen werden: Statt P witd fiir das Bild eines Punktes P einfach P
geschrieben.

Aufgabe (3.1):

Gegeben sind drei Punkte A, B, C. Man lege duzch sie die Ebene X = ABC.
Bei der (speziellen) Disposition der Fig. 3.e geht das so: Man vergegenwirtigt sich
zuerst, wo die drei Punkte liegen. A liegt auf der vorderen linken Wiirfelkante, B liegt
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auf der vorderen rechten Wiirfelkante und C auf der hinteren oberen. Mit A und B
sind zwei Punkte der Ebene X bekannt, die zur vorderen Wiirfelseitenfliche gehéren.
Die Gerade AB ist die Schnittgerade der Ebene X mit der Vorderwand. Parallel dazu
durch C verlduft die Schnittgerade mit der Ritckwand. Hat man diese beiden Seiten des
Schnittpolygons gezeichnet, so kann man es rundherum vervollstindigen, jeweils die
Punkte auf den Wirfelkanten ausniitzend.

3

C
A \ A
c C
A B ‘B
] A \B
A 1{ 1 kT
' c o \ -
A < AN AC
B’ '
/ B f g
Cl
B g’
Fig. 3.e Fig. 3.f

Liegen die Punkte A, B, C allgemeiner im Wiirfel (Fig. 3.f), so schneidet man einfach
zuerst die Verbindungsgeraden AB, BC, CA mit den Wiirfelseitenflichen, bis man genug
Punkte in den Seitenflichen kennt, um das Schnittvieleck konstruieten zu kénnen.
Man zeichne auf diese Weise auch eine Ebene, von der eine Gerade und ein Punkt oder
zwei sich schneidende Geraden vorgegeben sind.

Es ist wichtig, daB der Anfinger solche Aufgaben mit moglichst verschiedenen Aus-
gangslagen griindlich ibt.

Aufgabe (3.2): A
Gegeben ist eine Ebene I und von einem
Punkt P, von dem man weiB, daB er in B>

I' liegt, ein RiB}, z. B. der GrundriB} P’
(Fig. 3.g). Man konstruiere P.

* X

PN " VK

Fig. 3.g
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Man nimmt eine Ebene N zu Hilfe, die auf der Grundriebene senkrecht steht und P’
enthilt. Die Schnittgerade s der Ebenen I' und N geht durch die beiden gemeinsamen
Punkte A und B in den Wiirfelseitenflichen. P liegt senkrecht iiber P’ auf s.

Aufgabe (3.3):

Gegeben sind eine Ebene ® und eine Gerade g (Fig. 3.h). g
Man konstruiere den Schnittpunkt D der Geraden g A /
mit der Ebene ©.
‘ / & D
\ N
@ s
I~
- N .
g' ]
Fig. 3h D g8

Wenn der Grundri g’ der Geraden g gezeichnet ist, legt man durch ihn die Normal-
ebene N senkrecht zur Grundrifiebene und schneidet sie mit @. D ist der Schnittpunkt
der Schnittgeraden s mit g.

Aufgabe (3.4):

Gegeben sind eine Ebenet und ein Punkt Q (Fig. 3.i).
Man zeichne die zu ¥ parallele Ebene Q durch Q. ] A

' N\
v Q
Ay
> Q L o
L— "
Q/ U ’
Fig.3i ) oA Q
13 1 s f' f

Man zeichnet zu einer beliebigen Geraden von'¥, z. B. zur Spur s in der SeitenriBebene,
die Parallele f dutch Q. f liefert in den Wiirfelseitenflichen Punkte des Schnittvielecks
der Ebene £, dessen Seiten parallel sind zu den Seiten des Schnittvielecks der Ebene .

Aufgabe (3.5):

Gegeben sind eine Gerade d und ein Punkt A. Man konstruiere das Lot von A auf d.
Bei der Disposition der Fig. 3.k (d ist hier eine Wiitfeldiagonale) ist die Konstruktion
einfach. Man kann die Normalebene N durch A zu d, in der das gesuchte Lot liegt,

sofort einzeichnen. Man schneidet N mit d wie bei (3.3). Der Schnittpunkt F ist der
FuBpunkt des Lots. ’
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Die Konstruktion wird umstindlicher, wenn d allgemeinere Lage hat. Dann a3t sich
die Normalebene N nicht einfach einzeichnen. Nach (1.6) stehen die Spuren der Normal-
ebene N senkrecht auf den entsprechenden Rissen der Geraden d. In der Fig. 3.1 wurden
die Spuren s; und s, derjenigen Normalebene gezeichnet, welche durch den auf der
y-Achse gewihlten Punkt H geht; s; dabei mit Hilfe einer Umklappung wie bei 2.5).
Wie bei (3.4) kann diese Ebene anschlieBend noch durch irgendeinen vorgegebenen
Punkt A verschoben werden.

Es zeigt sich, daB Schrigbildkonstruktionen fiir das Auge wohl recht anschaulich sind,
aber schnell schwerfillig und kompliziert werden. Viele Linien kommen jeweils auf
engem Raum iibereinander zu liegen. Auch liBt sich mit Ebenen, die den zugrunde-
gelegten Wiirfel nicht schneiden und deren Spuren kaum auf das Zeichnungsblatt fallen,
nur schwer iibersichtlich arbeiten.

Im Folgenden wenden wir uns der Methode zu, die den zentralen Platz in der Dar-
stellenden Geometrie einnimmt, dem Zweitafelverfahren.



Zweitafelveriahren

4. Zugeordnete Risse

g -\Vm:l ein: thumliches Objekt glelchzemg auf zw e ifeinander senkrccht stehende
; Ebcnen normal projiziert, so entstchen Zwel zugeordnete R1sse des’ Objekts
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Die beiden zugeordneten Risse des Hauses (Fig. 4.2), gezeichnet in einem geeigneten
MaBstab, lassen sich wie architektonische Pline so auf einer Tischplatte ausbreiten
oder an eine Zimmerwand hidngen, daB fiir jeden Punkt P des Hauses die beiden Pro-
jektionen P’ und P" genau senkrecht iibereinander, auf parallel verlaufende Geraden
zu liegen kommen. Man denke sich die eine det beiden Ebenen II,, II, um die gemein-
same Schnittgerade s in die andere gedreht. Den an der Wand oder auf einem Zeich-
nungsblatt unten plazierten RiB nennt man den Grundtil oder 1. Rif8 des Objekts,
den oberen nennt man den Aufri3 oder 2. RiB, und die Gerade, welche den Grundri3
P’ und den AufriB P” des Punktes P verbindet, heiBt die Ordnungslinie oder der
Ordner von P.
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Mit Hilfe zugeordneter Risse, im sog. Zweitafelverfahren oder der Methode von
Monge (Gaspard Monge 1746—1818), lassen sich riumliche Zusammenhinge gut er-
fassen. Zum Beispiel kann die wahre Linge der Dachflichendiagonalen AB leicht kon-
struiert werden: Man entnimmt dem Grundril die horizontale Entfernung d und dem
Aufril den Héhenunterschied h der beiden Punkte A und B und konstruiert das recht-
winklige Dreieck mit den Katheten d und h (Fig. 4.b). Die Hypotenuse hat die Linge
der Strecke AB (gemessen im MaBstab der beiden Risse).

\

[

ey i /

d

Fig. 4.b I——]

/

\
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Natiirlich geben zugeordnete Risse nicht immer ein so anschauliches Bild eines
Korpers wie die schiefen Parallelprojektionen des Kap. 2. Zum Beispiel geht aus den
Rissen der Figur 4.c nicht ohne weiteres hervor, was fiir ein Kétper hier gemeint sein
konnte. Dafiir sind bei diesem Zweitafelverfahren Konstruktionen relativ leicht durch-
fithrbar.

Man mache sich von Anfang an klar, daB die beiden zugeordneten Risse absolut gleich-
berechtigt sind. Dreht man das Zeichnungsblatt um 180°, so spielt der vorherige Auf-
ti die Rolle des Grundrisses und umgekehrt (Fig. 4.d). Das Haus wirkt dann wie auf
eine seiner Frontseiten gekippt, da man die GrundriBebene normalerweise als im Raum
waagrecht liegend, den Grundrif8 als Ansicht von oben, wie bei einer Landkarte, auf-
faBt. Die oben beschriebene Konstruktion zur Bestimmung der wahren Linge der
Strecke AB liBt sich hier ebensogut durchfithren.

Auch denke man sich die Ebenen II; undII, im Raum in der Richtung ihrer Normalen
beweglich! Am Grundrif} z. B. 4ndert sich nichts, wenn man statt auf I1; auf eine zuIl,
parallele Ebene projiziert. Die Zuordnung bei zugeordneten Rissen wird allein durch die
Richtung der Ordnungslinien gegeben. Die beiden Risse kénnen auf dem Zeichnungs-
blatt beliebig weit auseinander gezeichnet werden.

Werden Objekte auf ein riumliches Cartesisches Koordinatensystem bezogen (Kap. 3),
so bilden je zwei Projektionen auf die Koordinatenebenen Paare zugeordneter Risse.
Es ist iiblich, die dtei Risse auf dem Zeichnungsblatt wie in der Fig. 4.e anzuordnen.
Die Projektion auf die xy-Ebene unten als Grundrif3, die Projektion auf die yz-Ebene
oben als AufriBl und die Projektion auf die xz-Ebene als SeitentiB links daneben. Es ist
vorteilhaft, den Grund- und den AufriB der y-Achse und ebenso den Auf- und den
SeitenriBl der z-Achse nicht zusammenfallen zu lassen, sondern geniigend weit ausein-
anderzuzeichnen, damit auch Punkte mit negativen Koordinaten eingezeichnet werden
konnen, ohne daB sich die Risse eines dargestellten Gegenstandes tiberschneiden.

Im Folgenden werden vorldufig immer nur zwei zugeordnete Risse, Grundrifl und Auf-
rif}, gezeichnet. Wie man allgemein zu zwei Rissen einen dritten Rif, wie den Seitenrif3,
konstruiert, wird im Kap. 12 behandelt.
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Statt einen Kérper mittels zweier zugeordneter Risse darzustellen, kann man auch nur
einen RiB, z. B. den GrundriB, zeichnen und den andern Rif dadurch ersetzen, dafl
man zu jedem dargestellten Punkt seine Hohe iiber einer festgewihlten Niveauebene,
seine sog. Kote, hinzuschreibt (Fig. 4.f).
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Auf dieses in der Kartographie gebriuchliche kotierte Eintafelverfahren soll hier
nicht eingegangen werden. '

Ubung (4.1)

Man zeichne im Zweitafelverfahren die folgenden Punkte:

A@®|0]|1), B45(85[1), C(-4{5]1), D(-05]|-3,5|1), E(2]25]|7,5),
F (2]2,5]=5,5).

Sie bilden die Ecken eines reguliren Oktaeders.



5. Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen

Im Zweitafelverfahren wird ein Punkt P dargestellt durch seine beiden Risse P’ und P”,
eine Gerade g durch ihre beiden Risse g’ und g, und eine Ebene @ gibt man am besten
jeweils durch zwei sie aufspannende Getraden an (Fig. 5.a).
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Fig. 5.2 a

Es ist unbedingt nétig, daB die beiden eine Ebene aufspannenden Geraden mit Buch-
staben genau bezeichnet werden, damit die Zuordnung klar ist. In der Fig. 5.b sind die
Ebenen Q und ¥ im GrundtiB und AufriB mit denselben Strichen gezeichnet, aber wegen
der unterschiedlichen Zuordnung sind sie nicht identisch, wie die Schrigbilder daneben
zeigen.
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Fig. 5.b

Es ist fiir den Anfinger niitzlich, sich riumliche Zusammenhinge mit begleitenden
Schrigbildskizzen zu vetanschaulichen oder sogar mit Hilfe eines riumlichen Draht-
Modells.

Ferner empfiehlt es sich, Ordnungslinien jeweils ganz durchzuziehen, nicht nur anzu-
reien, um das Lesen der Zeichnungen zu erleichtern.

Spiter sind besonders Geraden und Ebenen, die beziiglich der RiSebenen spezielle Lage
haben, wichtig. Man prige sich ihre Bilder genau ein.
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(5.1) Speziell liegende Geraden (Fig. 5.c)
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Die Gerade f ist eine projizietende Gerade beziiglich des Grundrisses, eine erst-
projizierende Gerade.

g ist eine projizierende Gerade beziiglich des Aufrisses, eine zweitprojizierende
Gerade.

h ist eine Hauptgerade beziiglich des Grundrisses, eine erste Hauptgerade.

k ist eine Hauptgerade beziglich des Aufrisses, eine zweite Hauptgerade.

Zu beachten ist, daB die Angaben I’ und 1" in der fiinften Zeichnung keine Gerade ein-
deutig festlegen. Erst wenn zusitzlich noch zwei Punkte P, Q von 1 eingezeichnet sind,
ist die Lage im Raum bestimmt (Fig. 5.d).

(5.2) Speziell liegende Ebenen (Fig. 5.¢)
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Fig. 5.¢

Die Ebene T ist eine erstprojizierende Ebene (oder erste Profilebene), A ist eine
zweitprojizierende Ebene, A ist eine erste Hauptebene, und X ist eine zweite
Hauptebene.

Ebenen in diesen speziellen Lagen lassen sich also mit eines Strich darstellen,

Ob sich zwei Geraden p und q schneiden oder nicht, geht aus den Rissen sofort hervor
(Fig. 5.f). p und q sind genau dann windschief, wenn die beiden Uberschneidungen
im GrundriB und im AufriB nicht vertikal iibereinanderliegen.

Bei der Darstellung von Kérpern empfiehlt es sich jeweils, die Sichtbarkeit zu beriick-
sichtigen, um die riumliche Wirkung zu erh6hen. Sichtbare Linien, im Grundri3 bei
der Betrachtung von oben, im AufriBl bei der Betrachtung von vorn, zeichnet man
deutlicher, verdeckte schwicher.
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Im GrundriB zeigen die Punkte P auf p und Q auf q, deren Aufrisse zusammenfallen,
daB bei der Uberschneidung im AufriB p vor q liegt, also p”’ durchzuziehen, q"’ zu unter-
brechen ist.

" a

Fig. 5.f Fig. 5.¢

Wenn zwei Geraden a und b parallel sind (Fig. 5.g), dann ist 2’ parallel b’ und 2’ parallel
b”, und umgekehrt (abgesehen vom Fall, wo alle vier Striche auf dem Blatt vertikal
verlaufen). Mit anderen Worten: Die Risse eines Fernpunktes sind wieder Fernpunkte.
Eine Ebene kann dutch ein Parallelenpaar gegeben sein.

Hiufig werden Ebenen mittels Hauptgeraden dargestellt (Fig. 5.h).
Von der ausschlieBlichen Verwendung von Spuren (Fig. 3.d), den Schnittgeraden mit
festgewihlten RiBebenen, ist abzuraten (Fig. 5.1).
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Ubung (5.3):

Man zeichne einige der im Kap. 2 mit Schrigbildern dargestellten Kérper jetzt auch im
Zweitafelverfahren, ausgehend von einem auf der GrundriBebene stehenden Wiirfel, -
dessen Riickwand gegeniiber der AufriBebene ein wenig abgedteht ist.



6. Grundaufgaben, 1. Teil: Lageaufgaben

Eine geometrische Konstruktion setzt sich jeweils zusammen aus vielen einzelnen
Konstruktionsschritten. Es sind immer wieder dieselben Teilkonstruktionen, die sich
wie Bausteine zu einem Ganzen zusammenfiigen. Solche Teilaufgaben sind zum Bei-
spiel: Eine Ebene mit einer Geraden schneiden, auf einer Geraden eine Strecke ab-
tragen, von einem Punkt das Lot auf eine Ebene fillen usw. In der Darstellenden Geo-
metrie ist eine griindliche Kenntnis der Grundaufgaben und handwetkliche Sicherheit
in ihrer Durchfithrung unerliBliche Voraussetzung fiir die erfolgreiche Bewiltigung
von umfangreicheren Konstruktionen, bei denen man leicht Gefahr lauft, im Gewirr
der Linien die Ubersicht zu verlieren.

In diesem Kapitel werden zuerst die einfachsten Lageaufgaben behandelt, also Pro-
bleme, bei denen es nur um die gegenseitige Lage, die Inzidenz, von Punkten, Geraden
und Ebenen geht.

Im Folgenden soll jeweils auf das Einzeichnen von Koordinatenachsen verzichtet
werden, da Koordinatenachsen bei den Konstruktionen nicht gebraucht werden.
Koordinatensysteme sind nur dazu da, Aufgabendispositionen festzulegen. Bei den
Konstruktionen spielen nur die in der Richtung der Ordnungslinien gemessenen
Koordinatendifferengen eine Rolle.

(6.1) GrundaufgabeI

Die Inzidenz von Punkten und Geraden kann in den Rissen sofort abgelesen werden.
In der Fig. 6.a liegt der Punkt A auf der Geraden g, die Punkte B und C liegen nicht
auf g, die Gerade 1 schneidet g, und die Gerade k schneidet g nicht.

=]

Fig. 6.2

(6.2) Grundaufgabe II

Gegeben ist eine Ebene @, aufgespannt durch zwei Geraden a und b. Ferner ist von einer
Geraden |, von der man weiB}, daB sie in der Ebene @ liegt, einer der Risse gegeben, z. B.
der GrundriB I'. Wie bekommt man den Aufri} 1"?
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Die Schnittpunkte A und B der Geraden I mit den Geraden a und b sind im GrundriB
gegeben (Fig. 6.b) und kénnen auf den Ordnungslinien auch im Aufri gezeichnet
werden; der AufriB 1" ist die Gerade A”B". Sollte I’ parallel zu a’ sein (Fig. 6.c), folgt,
daB die Geraden 1 und a der Ebene ® parallel sind; dann verlduft 1 parallel zu 2’ durch
B”. Es handelt sich dann aber um die genau gleiche Konstruktion; der Fetnpunkt von a
spielt einfach die Rolle des Punktes A.

Es lohnt sich jeweils, die speziellen Figuren, die sich ergeben, wenn bei Konstruktionen
gewisse Elemente Fernelemente sind, separat zu zeichnen und sich gut einzuprigen,
auch wenn sich am Verfahren grundsitzlich nichts dndert.

Wichtig ist, dall man die Grundkonstruktionen in allen méoglichen Situationen be-
herrscht! Zum Beispiel in der Fig. 6.d, wo die Gerade 1 durch den Schaittpunkt P von a
und b geht. Dort wihlt man eine beliebige Hilfsgerade f der Ebene ®, zeichnet sie in
einem RiB und dann wie oben im andern. 1" erhilt man dann mit Hilfe des Schnitt-
punkts Q von l und f.

Natiirlich kénnten a und b auch parallel sein (Fig. 6.e, 6.f).

r * . g
b <
N~
¢ ¥
A I . ! a'% ;

Fig. 6. Fig. 6.1 Fig. 6.g

Solite ein Schnittpunkt nicht aufs Zeichnungsblatt fallen, z. B. in der Fig. 6.g det
Schnittpunkt von I und b, dann zeichnet man sich zuerst eine giinstigere Gerade ¢ der
Ebene @ ein und st die Aufgabe mit Hilfe von a und c statt mit Hilfe von a und b.
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Ist die Ebene @ durch drei Punkte gegeben, so zeichnet man zuerst deren Verbindungs-

geraden.
Wie konstruiert man 1" bei den Spezialfillen der Fig. 6.h?
(1) (2) ©)
’
@ 1

'

o,
Fig. 6.h

Bei (1) ist die Ebene @ zweitprojizierend, 1" fillt mit @’ zusammen. Bei (2) ist 1 nicht
eindeutig bestimmt und (3) ist natiirlich gar nicht moglich.

Selbstverstindlich konnte bei all diesen Konstruktionen (6.b bis 6.h) ebensogut der
Aufrif} 1" statt des Grundrisses gegeben und der Grundri 1’ gesucht sein. Man iibe

alle diese Fille.

(6.3) Grundaufgabe III

Gegeben sind eine Ebene ® und von einem Punkt P dieser Ebene einer der Risse, z. B.
der Aufri P”. Gesucht ist der Grundri8 P’ (Fig. 6.i).

Man erhilt den Grundri8 P’ mit Hilfe einer beliebig gewihlten, durch P gehenden Ge-
raden f von @, von der man zuerst den AufriB und nachher wie bei II den Grundri

zeichnet.

Fig. 6.i Fig. 6.k

(6.4) Grundaufgabe IV: Eine Gerade mit einer Ebene schneiden

Gegeben sind eine Ebene @ und eine Gerade g. Man konstruiere den Schnittpunkt oder
DurchstoBpunkt D von g und @ (Fig. 6.k).

3 Stirk, Geometrie 37443 B O CH E REI
FACHBERLICH TECHNIK
FACHHOCHSCHULE KiEL,
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Fig. 6.1 Fig. 6.m Fig, 6.n

Man legt eine projizierende Ebene durch g, z. B. die etstprojizierende Ebene N; N fallt
dann zusammen mit g’. Es sei s die Schnittgerade der Ebenen ® und N. Auch s’ ist
identisch mit g’. Nach II konstruiert man s” und erhilt D" als Schnittpunkt von g”
und s”. Man vergleiche dazu (3.3).

Es kann vorkommen, daB s" parallel zu g'* wird; dann ist g eine Parallele zu ®.
Wichtig ist der Spezialfall, wo g eine projizierende Gerade ist (Fig. 6.1); am Konstruk-
tionsverfahren dndert sich aber nichts. Man kann dann die Grundaufgabe III sehen,
da D’ von vornherein bekannt ist. Zum Beispiel bei der Kirche in der Fig. 6.m kommt
dieses Detail vor.

Erwihnt sei auch noch der Spezialfall der Fig. 6.n, wo die Ebene @ projizierend ist.

h,

2" / P

Qll

Fig. 6.0
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(6.5) Grundaufgabe V: Zwei Ebenen schneiden

Gegeben sind zwei Ebenen @ und'¥. Gesucht ist ihre Schnittgerade s.

Die Schnittgerade besteht aus allen Punkten, welche den beiden Ebenen gemeinsam
sind. Einen gemeinsamen Punkt erhilt man, wenn man eine der Ebenen mit irgend
einer Geraden der andern Ebene schneidet. Man muB also zweimal die Konstruktion IV
durchfithren.

In der Fig. 6.0 sind die Ebenen ® und¥' durch die Geraden a, b und h,;, h, gegeben.
h, schneidet @ in P, a schaeidet¥ in Q. Die Konstruktion von P wurde im Aufri} be-
gonnen, die Konstruktion von Q im GrundriB; die Pfeilchen zeigen das an.

Man achtet jeweils bei der Wahl der Geraden, mit denen man arbeiten will, darauf, da8
alle Schnittpunkte auf das Zeichnungsblatt fallen, daB die Genauigkeit der Konstruktion
befriedigend wird und daB sich die Konstruktionslinien gegenseitig nicht storen.

Die Konstruktion V vereinfacht sich, wenn projizierende Ebenen beteiligt sind (Fig. 6.p).

B (D
/ (D‘S ) Su
/
‘P"
\ '
1 S
\ lI]' s'
Fig. 6.p

Einen gemeinsamen Punkt zweier Ebenen bekommt man natiirlich auch, wenn man die
beiden Ebenen mit einer beliebigen Hauptebene (Schichtebene) schneidet und die et-
haltenen Hauptgeraden zum Schnitt bringt.
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Beispiel (7.1): Verschneidung zweier Dreiecke R

In der Fig. 7.a sind zwei sich durch- A c'
dringende Dreiecke ABC und PQR ge-
zeichnet unter Beriicksichtigung der Sicht-
barkeit.

A(10]=719), B(—4]|—2]0), C(2|7]9)
P(8]-8]0), Q(7]3(3), R(3|—1]11).

Es handelt sich um eine Anwendung det
Grundaufgabe IV/|V.

Ob man von einer Ebene im Grundrif3 und
im Aufri dieselbe Seite oder verschiedene
Seiten sieht, stellt man mit Hilfe eines in der
Ebene liegenden Dreiecks fest; es erscheint

Y

je nachdem in den beiden Rissen mit dem- / ’
selben oder mit entgegengesetztem Um- | U c’
laufsinn. R

Man mache auch eine Zeichnung fiir den Fall:

A(5]-6]7), B(1]2]3), C(13]6]12),
P (12| -5]4), Q(9|8|4), R (0]6]10).

"o,

Beispiel (7.2): Fig. 7.a

Gegeben sind drei windschiefe Geraden a, b, ¢ (Fig. 7.b). Man konstruiere diejenige
Transversale von a, b, ¢, deren Schnittpunkt B mit b in der Mitte liegt zwischen den
Schnittpunkten A mit a und C mit c.

A /
a\\B
YN

C

Fig.7.b Fig. 7.c

Eine solche Konstruktionsaufgabe 16st man jeweils in drei Schritten:

(1) Man analysiert das Problem.
(2) Man stellt einen Losungsplan, ein Konstruktionsprogramm auf.
(3) Man fuhrt die Konstruktion durch.

Es hat keinen Sinn, mit der Konstruktion anfangen zu wollen, bevor man einen klaren
Ldsungsweg sieht und den Gang der Konstruktion vollstindig iiberblickt.
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(1) Analyse des Problems:

Durch zwei windschiefe Geraden a und c kann man zwei parallele Ebenen legen. Dazu
zieht man durch einen Punkt von a eirie Parallele’c zu ¢ und durch einen Punkt von c eine
Parallele a zu a (Fig. 7.c). Die Ebenen A = ac und I'' = ac sind parallel. Wo liegen die
Mitten aller Transversalen der windschiefen Geraden a und ¢? Das zeigt die Fig. 7.d.
Jede einen Punkt von A mit einem Punkt von I' verbindende Strecke hat ihren Mittel-
punkt in der Mittelparallelebene @ von A und I'. Ist jeder Punkt P von ® die Mitte einer
Transversalen von a und c? Ja, die Transversale, die zu P gehort, ist die Schnittgerade
der Ebenen aP und cP (Fig. 7.e). Der geometrische Ort der Mitten aller Transversalen
zweier windschiefer Geraden a und c ist also eine Ebene, welche parallel verliuft zu a
und zu c. Daraus ergibt sich das folgende

(2) Konstruktionsprogramm:

1) Man zeichnet eine beliebige Transversale von a und c¢ und konstruiert ihren
Mittelpunkt M.

2) Durch M zieht man eine Parallele a; zu a und eine Parallele ¢, zu c. a; und ¢, span-
nen die Ebene @ auf.

3) Dann schneidet man @ mit b. Der Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt B der
Transversalen.

4) Nun schneidet man die Ebene Q = aB mit ¢ und bekommt so den Punkt C.

5) Die Gerade BC schneidet a in A.

Bei dieser Konstruktion handelt es sich im wesentlichen um eine Anwendung der Grund-
aufgabe IV.

Konstruktionsprogramme werden jeweils immer bis zu den Grundaufgaben detailliert
aufgestellt.

(3) Konstruktion: (Fig. 7.f)

Vorgegeben sei die Ausgangslage:

a=U@2|-7]6V(0]|1]6)
b=W(6|-4]3) X(0]3]6)
c=Y@2|-7[0) Z(6]5]4)

Ist man bei der Ausfithrung einer Konstruktion vom vorgesehenen Losungsplan ab-
gewichen, oder erfordert die Konstruktion noch zusitzliche Erklirungen, so hilt man
dies in einer erginzenden Beschreibung, wie in einem Protokoll, fest. (Man tdusche sich
nicht dariiber, da3 man eine selber ausgefiihrte Zeichnung meistens schon nach kurzer
Zeit nur noch mit Mithe und nicht mehr ohne weiteres mit e/zez Blick verstehen kann.)
Bei der vorliegenden Konstruktion muB vielleicht noch folgendes festgehalten werden:
Als erste Transversale wurde die Strecke VZ gewihlt. Den Mittelpunkt M bekommt man
wegen (1.5) einfach durch Halbieren in beiden Rissen. @ wurde vom GrundriBl her mit
b geschnitten. Die Ebene Q) wurde aufgespannt mit Hilfe der Geraden BV und vom
Grundrifl her mit ¢ geschnitten,

Der Lernende iibe sich griindlich in diesen ersten Konstruktionen, ausgehend von selber
gewihlten Dispositionen.
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Fig. 7.f

Wie vereinfacht sich die Aufgabe, wenn die Ausgangslage spezieller ist? Wenn z. B. die
Gerade a projizierend ist, ergibt sich die Zeichnung der Fig. 7.g.
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Auch varitere man selbstindig die Probleme. Was indert sich am Verfahren, wenn die
Strecke AB doppelt so lang sein soll wie die Strecke BC? Oder man 16se die Teilaufgabe:
,.JKonstruiere die Transversale von zwei windschiefen Geraden a und c, welche durch
einen gegebenen Punkt B geht fiir den Fall, wo B ein Fernpunkt ist; etc.

Beispiel (7.3):
Gegeben sind drei windschiefe Geraden f, g, 1. Man konstruiere ein Rechteck, von dem
zwel aufeinanderfolgende Ecken auf 1 liegen und je eine Ecke auf f und auf g. (Fig. 7.h)

f=(21-518 (61310
g=(0]-5|3) 21519 u

1=(10|-5]3) (0|10]3). f g'
Tn /

Fig. 7.h

Es sei AB die Rechteckseite, welche auf | liegt. Die gegeniiberliegende Seite CD ist die
Transversale von g und f, welche zu 1 parallel ist. Man zieht durch einen Punkt von g
die Parallele T zu 1 und schneidet die Ebene X =Tg mit f. Das ergibt den Punkt D.
Die Ecke A ist der FuBpunkt des Lots von D auf 1; man konstruiert die Normalebene
N zu 1 durch D und schneidet sie mit 1.

Man beachte aber, daf8 die Normalebene N in der Fig. 7.h nur so leicht eingezeichnet
werden kann, weil 1 Hauptlage hat. Wie eine Normalebene zu einer allgemein liegenden
Geraden konstruiert wird, folgt in (8.5).

Beispiel (7.4): Eine Schattenkonstruktion

In der Fig. 7.i soll eine Kirche parallel beleuchtet werden. Thr Eigenschatten und ihr
Schlagschatten auf die Bodenebene IT sowie der Schlagschatten des Turmes auf die
Dachebene X sind zu konstruieren.
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Zum Eigenschatten eines Korpers gehoren die dem Licht abgewandten Teile der
Oberfliche. Die Grenze zwischen den beleuchteten Teilen und den im Eigenschatten
liegenden Teilen ist dic Eigenschattengrenze. Von der Lichtquelle aus betrachtet,
besteht die Eigenschattengrenze aus den duflersten Punkten des Korpers. Bei einem
Polyeder besteht sie aus Kanten, kann aber auch ganze Seitenflichen enthalten, wenn
diese parallel sind zur Lichtrichtung, also vom Licht gestreift werden. Punkte hinter
dem Kérper, zu denen kein Lichtstrahl dringt, weil der Korper den Weg verspertt,
liegen im Schlagschatten des Korpers. Die Grenze des Schlagschattens, den ein Kérper
auf eine andere Fliche wirft, ist die Schlagschattengrenze. Die Schlagschattengrenze
ist die Projektion der Eigenschattengrenze. Den Schlagschatten eines Punktes P be-
kommt man, wenn man die zur Lichtrichtung parallele Gerade 1 durch P mit der schat-
tenfangenden Fliche schneidet. Ist diese Fliche eine Ebene, so ist der zu einet Kante det
Eigenschattengrenze gehérende Schatten eine Strecke.

P’ / Fig. 7.i

Man variiere in der Fig. 7.i die Lichtrichtung und schiebe einige Kézper in den Schlag-
schatten, so daB er dann auch auf Flichen fillt, die nicht wieIl und T projizierend sind.

Beispiel (7.5):

In der Fig. 7.k wurden auf zwei gegebene, ineinandergeschobene Quader Walmdicher
mit dem einheitlichen Dachneigungswinkel 45° aufgesetzt.

Die Hohen der Firstkanten h, und h, wurden den beiden Querschnittdreiecken entnom-
men.

Man versuche sich auch im freihindigen Skizzieren solcher Gebaudedurchdringungen.
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Metrische Aufgaben sind Aufgaben, bei denen es nicht nur, wie bei den Lageaufgaben,
um die Inzidenz von Punkten, Geraden und Ebenen geht, sondern bei denen auch
Streckenlingen und Winkel eine Rolle spielen.

(8.1) Grundaufgabe VI:

Die wahre Linge einer Strecke bestimmen
Eine Strecke auf einer Geraden abtragen

Strecken erscheinen in den Rissen ver-
kiirzt, wenn sie nicht Hauptlage haben.
Eine Strecke in erster Hauptlage erscheint
im GrundriB, eine Strecke in zweiter
Hauptlage erscheint im Aufri8 in wahrer
GroBe (Fig. 8.2). Mit wahrer GroBe ist
natiitlich die im MaBstab der Zeichnung
gemessene Linge gemeint.

Die wahre Linge einer Strecke AB kann
auf zwei Arten bestimmt werden:

(8.2) Erste Methode:

Umlegen einer durch die Strecke
' gehenden projizierenden Ebene

Man nimmt eine die Strecke AB enthal-
tende projizierende Ebene (Fig. 8.b), z. B.
die erstprojizierende Ebene N, und wihlt
in ihr eine Hauptgerade h. Diese Ebene N
wird um h gedreht, bis sie parallel zur
Grundriebene liegt; sie wird in Haupt-
lage umgelegt. Das Trapez, begrenzt durch
AB, h und die projizierenden Geraden
durch A und B, das sog. Neigungstrapez,
erscheint nach der Umlegung im GrundriB
in wahrer GroBe und kann im GrundriBl

BII F
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Fig. 8.b

gezeichnet werden; die parallelen Seiten des Trapezes werden vom Aufril geliefert.
Die umgelegten Punkte werden gewdhnlich mit eckigen Klammern versehen: [A], [B]
und, weil man ihren Aufri3 nicht benétigt, nur im Grundri3 gezeichnet und dort ohne
den GrundriB3-Strich angeschrieben. Mit Vorteil legt man h gerade durch einen End-

punkt der Strecke AB.
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(8.3) Zweite Methode:
T B
Drehen der Strecke um eine sie
schneidende projizierende Gerade,

bis sie Hauptlage hat

Man legt durch einen der Endpunkte der
Strecke AB eine projizierende Gerade, ' I,A B
z. B. die zweitprojizierende Gerade 1 ‘
durch A (Fig. 8.c). Dann dreht man die

Strecke um 1, bis sie erste Hauptlage be- .

kommt. Bei der Drehung bewegt sich B A
auf einem Kreis mit der Achse 1, der im

AufriB gezeichnet werden kann. Der L

v

Grundri3 B’ bewegt sich hotizontal. Die B’ B,
gedrehte Strecke AB, erscheint im Grund- [
1iB3 in wahrer GroBe. Fig. 8.c

(8.4) MuB auf einer Geraden g eine Strecke s von einem Punkt P aus abgetragen werden,
so bringt man die Gerade mit Hilfe des Punktes P und eines weiteren Punktes G nach
einer der beiden Methoden in Hauptlage, trigt die Strecke s ab und fiihrt die Gerade
wieder zuriick.

h

Ql
| Q
" B e
_ ’ ST [l (¢}
| P \ - 8,
Q

P’ G,

i Q:

Fig. 8.

In der Fig. 8.d wurde die zweitprojizierende Ebene durch g umgelegt rsp. wurde um
die erstprojizierende Gerade durch P gedreht.
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(8.5) Grundaufgabe VII:

Durch einen Punkt die Normale zu einer Ebene legen. Durch einen Punkt
die Normalebene zu einer Geraden legen

Wenn eine Gerade n senkrecht steht auf einer Ebene @, so steht sie auf allen Geraden
von @ senkrecht, insbesondere auf deren Hauptgeraden. Nach (1.6) bilden darum der
GrundriB n’ und der GrundriB irgendeiner ersten Hauptgeraden von ® einen rechten
Winkel, ebenso der AufriB n”” und der AufriB} irgendeiner zweiten Hauptgeraden.

n

=2

2.“ I) 2
-~

]'11 W h;, (D" Pu
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) P o
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h, \n‘
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Fig. 8.¢ Fig. 8.g

1) Gegeben: Ebene @ = ab, Punkt P
Gesucht: Normale n zu @ durch P (Fig. 8.e).

Man zeichnet eine beliebige erste Hauptgerade h; und eine zweite Hauptgerade h, der
Ebene @ ein. n’ steht senkrecht auf h,’, n”’ senktecht auf h,".

2) Gegeben: Punkt P, Gerade n
Gesucht: Normalebene @ zu n durch P (Fig. 8.f).

Man konstruiert die Hauptgeraden h; und h, der Ebene ®, welche durch P gehen:
h,” senkrecht zu n’, h;" horizontal, und hy’ senkrecht zu n”, h,’ horizontal.

Einfach sind die Verhiltnisse, wenn die Ebene @ gerade projizierend ist, rsp. die Gerade
n Hauptlage hat (Fig. 8.g).
Hiufig treten Normalebenen als Mittelnormalebenen gegebener Strecken auf.
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(8.6) Eine Anwendung:

Konstruktion der kiirzesten Transversalen zweier windschiefer Geraden

Es seien a und b zwei windschiefe Geraden. Wie bei (7.2) denkt man sich durch a und b
parallele Ebenen gelegt. Die gesuchte kiirzeste Transversale t von a und b steht senk-
recht auf den beiden Ebenen, somit senkrecht auf 2 und senkrecht auf b (Fig. 8.h).

Konstruktionsprogramm:

1) Durch einen beliebigen Punkt P von a die Parallele b zu b ziehen.
2) In P die Normale n zur Ebene @ = ab konstruieren.

3) Die Ebene N = an schneiden mit b. Der Schnittpunkt ist der Endpunkt B der
gesuchten Transversalen.

4) n verschieben durch B.

Es handelt sich bei dieser Konstruktion um eine Kombination der Grundaufgaben
VII und IV.

Fig. 8.h

Ist eine der Geraden projizierend, so vereinfacht sich die Konstruktion (Fig. 8.i).



46 Zweiter Teil: Das Zweitafelverfahren

(8.7) Grundaufgabe VIII:

Das Lot fillen von einem Punkt auf eine Gerade

(8.8) Grundaufgabe IX:
Den Abstand eines Punktes von einer Ebene bestimmen

Diese beiden Aufgaben sollen hier als spitere Konstruktionseinheiten auch zu den
Grundaufgaben gezihlt werden. Es sind aber, wie man sieht, Kombinationen der Auf-
gaben VII und IV rsp. VII, IV und VL

Die Reihe der Grundaufgaben liefle sich natiirlich noch weiter fortsetzen. Hiufig
treten auch die folgenden Detailaufgaben auf: Einen Punkt an einer Ebene spiegeln.
Zu einer Ebene die Parallelebenen in vorgegebenem Abstand konstruieren. Die Sym-
metrieebenen zweier sich schneidender Geraden konstruieren usw.

Bei den folgenden Ubungen wihle man jeweils selber verschiedene Dispositionen.

Ubungen:

(8.9) Gegeben sind zwei Punkte A, B und eine Gerade g. Man konstruiere das gleich-
schenklige Dreieck mit der Basis AB, dessen Spitze auf g liegt.

(8.10) Von einem rechtwinkligen Dreieck ist der ganze Grundri und im Aufrif3 eine
Kathete gezeichnet. Wie konstruiert man den Aufri3 der dritten Ecke?

(8.11) Gegeben sind ein Punkt P und eine Gerade f. Man konstruiere ein Quadrat
mit der Ecke P und zwei Ecken auf f.

(8.12) Gegeben sind vier Punkte. Man konstruiere den Mittelpunkt der Kugel, die durch
diese Punkte geht.

(8.13) Man spiegle einen Punkt und eine Gerade an einer Ebene.
(8.14) Man verschiebe eine Ebene um eine vorgegebene Strecke.

(8.15) Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden f und g. Man konstruiere die Sym-
metrieebenen von f und g. (Man trigt auf den beiden Geraden gleichlange
Strecken vom Schnittpunkt aus ab und konstruiert bei den entstehenden gleich-
schenkligen Dreiecken die Mittelnormalebenen der Grundlinien.)

(8.16) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden p und q. Man suche auf p eine Strecke
mit der vorgegebenen Linge d, deren Endpunkte von q gleiche Abstinde haben,
und bestimme diese Abstinde. (Die Mitte der gesuchten Strecke ist Endpunkt
der kiirzesten Transversalen von p und q.)

(8.17) Gegeben sind eine Ebene ® und in @ zwei Punkte A und B. Man konstruiere
einen Wiirfel mit der Kante AB, von dem eine Seitenfliche in @ liegt.



9. Normale Affinitit

In der Fig. 9.2 wird ein Dreieck ABC in zwei verschiedenen Richtungen 1, und 1,
parallel auf eine Ebene Il projiziert. Dabei soll keine der beiden Projektionsrichtungen
parallel zur Ebene ¥ des Dreiecks sein. Zwischen den beiden Bilddreiecken A;B,C;
und A,B,C, inII besteht ein wichtiger geometrischer Zusammenhang: Erstens sind die
Geraden A A,, B,B,, C,C, durch die entsprechenden Ecken der beiden Bilddreiecke
parallel, es sind die Geraden, in denen die zu 1, und 1, parallelen Ebenen durch A, B, C
die Ebenell schneiden, und zweitens schneiden sich entsprechende Seiten der Bilddreiecke,
z. B. A;B, und A,B,, auf einer festen Geraden, nimlich der Schnittgeraden der Ebenen
% und I1. Man spricht bei diesem geometrischen Zusammenhang in IT von einer per-
spektiven Affinitit. Die beiden Dreiecke A;B,C; und A,B,C, heilen perspektiv affin.

Fig. 9.2

Im Kap. 21 werden solche perspektive Affinititen als Abbildungen einer Ebene auf sich
im Rahmen noch allgemeinerer geometrischer Verwandtschaften behandelt.
Hier soll vorerst nur ein Spezialfall betrachtet werden.

(9.1) Definition:

Eine normale Affinitit in der Ebene ist eine Abbildung
der Ebene auf sich mit der folgenden Abbildungsvor-
* schrift:
Zur Abbildung gehd:t eine feste Gerade s der Ebene, s
die Achse der Affinitit, und eine feste reelle Zahl
A (+ 0), das Verhdltnis der Affinitit. Fig. 9.b
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Das Bild P* eines Punktes P (Fig. 9.b) licgt auf der Senkrechten durch P zur
Achse s. Der Abstand des Punktes P* von s ist | A | mal so groB wie der Abstand
des Punktes P von s. Wenn A > 0 ist, liegt P* auf der gleichen Seite von s wie P;"
wenn ?\ <0 ist, auf 'der anderen.

Zwrei Figuren, die durch eine normale Affinitit ineinander tibergefithrt werden kénnen,
heiBen normalaffin.

Zum Beispiel sind Geradenspiegelungen normale Affinititen mit dem Verhiltnis —1.
Die zu einer normalen Affinitit gehorende inverse Abbildung ist die normale Affinitit
mit derselben Achse und dem reziproken Verhiltnis,

Eigenschaften einer normalen Affinitit mit der Achse s und dem Verhiltnis A:

(9.2) Es ist sofort ersichtlich, daB bei einer normalen Affinitit jede Gerade wieder in
eine Gerade abgebildet wird.

(9.3) Eine Gerade und ihr Bild schneiden sich auf der Achse s. Die Punkte von s sind
Fixpunkte der Abbildung.

(9.4) Parallele Geraden werden abgebildet in parallele Geraden. Eine normale Affinitit
148t sich daher auch auf die Fernpunkte der Ebene erstrecken. Fernpunkte werden
in Fernpunkte abgebildet.

(9.5) Streckenlingen und Winkel dndern sich im allgemeinen.

Strecken parallel zur Achse s behalten ihre Linge, Strecken senkrecht dazu dndern
sich mit dem Faktor | A |.

Ein rechter Winkel geht bei einer normalen Affinitit mit A | + 1 genau dann
in einen rechten Winkel Gber, wenn einer seiner Schenkel parallel zur Achse ist,

(9.6) Teilverhiltnisse bleiben erhalten.

Zum Beispiel geht der Mittelpunkt einer Strecke wieder iiber in den Mittelpunkt.

Kreise werden, wenn | A | + 1 ist, nicht wieder in Kreise abgebildet. Es gilt der
k
(9.7) Satz:

°

Ein normalaffines Bild eines Kreises ist eine Ellipse.

Beweis: Es soll hier nur der Fall 0 < A << 1
betrachtet werden.

e

P sei ein beliebiger Punkt eines Kreises k 'y P
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius a, /&—\P‘:
P, der FuBpunkt des Lots von P auf den ® : ‘s—o
Kreisdurchmesser, welcher parallel zur F. ¢ ¢ g
Affinititsachse s verliuft (Fig. 9.c). ~
Es gilt MPy=12a"|cos ¢ |

PP=a-|sing|

Py*P* =A:PP=2a-|sing]|. Fig. 9.c
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Auf der Parallelen zu s durch M¥* trigt man von M* aus auf beide Seiten die
Strecke c = J/1—22-a ab. Das gibt die Punkte F, und F,. Wir zeigen, da} die
Summe der Entfernungen des Punktes P* von F; und F, gleich 2a ist, d. h. daf3 das
Bild k* des Kreises die Ellipse ist mit den Brennpunkten F, und F, und den Halb-
achsen a und Aa. Siche (14.2).
Es ist (F,P*)2 = (F,P*)2 + (Po*P*)2 = (c + a cos @) + A%a?sin? @

- = c2 + 2ac - cos ¢ + a2 cos? @ + A%alsin? ¢

Exrsetzt man c durch (1 — A2) a2 und sin? ¢ durch 1 — cos? ¢, so ergibt sich

(F,P*)2 = a — A%a? + 2ac - cos ¢ + a% cos? @ + A%a? — A%a% cos? @

=a2 + 2ac-cos @ + (1 — M%) acos? @ = (a + c - cos @)?

Also  FP*=a+c-cose.
Ebenso bekommt man F,P* =a — c - cos ¢.
Somit F,P* + F,P* = 2a.
Wenn % > 1 ist, liegen die Brennpunkte auf der Geraden senkrecht zu s durch M*
im Abstand ¢ = J/A2—1 - a von M*. Der Beweis gestaltet sich dann analog,

Fiir die konstruktive Behandlung norma- P
ler Affinititen ist die Eigenschaft (9.3)
besonders wichtig: Das Bild eines Punktes
Q konstruiert man mit Hilfe des Bildes
eines schon abgebildeten Punktes P ein-

Q
fach, indem man zuerst die ganze Gerade
PQ abbildet (Fig. 9.d).

o
Fig. 9.d

4  Stirk, Geometrie 37443



10. Umklappen einer Ebene

Um in einer Ebene, die nicht parallel ist zu einer der RiBBebenen und in den Rissen
verkiirzt erscheint, bequem konstruieren zu kénnen oder um die wahre Gestalt einer -
ebenen Figur zu bestimmen, dreht man die Ebene um eine ihrer Hauptgeraden, bis sie
Hauptlage hat. In der Fig. 10.a ist eine solche Drehung, eine sog. Umklappung der
Ebene, dargestelit.

P,
b
P
h“
h
g / (P)
12 'AVA / P)
v N I)l
N \/ ,
P,' 0 P‘ (P)
. Hq hl
Fig. 10.a Fig. 10.b

Die Ebene X wird hier um eine erste Hauptgerade h in Hauptlage beziiglich der Grund-
riBebene I1, umgeklappt. Die Umklappung (P) eines Punktes P von X — es ist iiblich,
den umgeklappten Punkt mit einer Klammer anzuschreiben — liegt in der Normal-
ebene zu h durch P und hat von h den gleichen Abstand wie P. Im Grundrif} wird
dieser Abstand sichtbar als Strecke (P)" Py, wobei Py der FuBpunkt des Lotes von P
auf h ist. Dieser Abstand ist gleich der Hypotenuse des die Ebene stiitzenden, schraf-
fierten Dreiecks.

Im Zweitafelverfahren ergibt sich die folgende Konstruktion.

(10.1) Umklappen einer Ebene um eine ihrer Hauptgeraden (Fig. 10.b):

Eine Ebene X soll um eine ihrer ersten Hauptgeraden h umgeklappt werden.

1) Man fillt in der GrundriBebene vom GrundriBl P’ eines Punktes P von X das Lot
auf h’ und zieht durch P’ die Parallele zu h'.

2) Der im Aufril} zwischen P’* und h” abmefBbare Hohenunterschied zwischen dem
Punkt P und der Geraden h wird auf dieser Parallelen abgetragen und damit das
in die GrundriBebene umgelegte Stiitzdreieck gezeichnet.
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3) Der Kreis um den FuBpunkt Py’ des Lotes von P’ auf h’ mit der Hypotenuse des
Stiitzdreiecks als Radius schneidet Py'P’ im Punkt (P)’, dem Grundrif3 der Um-
klappung (P) des Punktes P.

Je nachdem auf welche Seite die Ebene 3 umgeklappt wird, kommt (P)’ auf die
eine oder auf die andere Seite von h’ zu liegen.

Da man den Aufri3 (P)"”” des Punktes (P) bei der Konstruktion nicht benétigt, zeichnet
man gewohnlich nur den GrundriB (P)" und nennt direkt diesen Grundri (P)’ die
Umklappung von P. Der den Ri} anzeigende Strich braucht jeweils nicht geschrieben
zu werden.

Selbstverstindlich kann eine Ebene in gleicher Weise statt um eine erste Hauptgerade
ebensogut um eine zweite Hauptgerade, in Hauptlage beziiglich der AufriBebene, um-
geklappt werden.

Es sei ¢ der Neigungswinkel der Ebene X beziiglich der RiBlebene II;. Dann ist
P'P, = PP, - cos . Man nennt cos ¢ den Stauchungsfaktor der Ebene X bei der
Normalprojektion auf I1;. Wegen PP, = (P)'P,’ ergibt sich

PPy = (P)'Py - cos o.

Das bedeutet fiir eine nichtprojizierende Ebene 2, daf3 die Abbildung in II,, die dem
Punkt (P) den Punkt P’ zuordnet, eine normale Affinitit mit der Achse h’ und dem
Verhiltnis cos ¢ ist.

(10.2) Satz:

Wird eine nichtprojizierende Ebene X um eine ihrer Hauptgeraden h in Hauptlage
umgeklappt beziiglich der RiBebene I1, so ist die Abbildung in I, welche der Um-
klappung des Punktes P von Z-den RiB8 von P zuordnet, eine normale Affinitit mit
dem Rif3 vonrh als “Achse.

Diese Affinitit erleichtert das Umklappen 2 k Q
und Zuriickklappen einer Ebene sehr. Ist

die Umklappung eines ersten Punktes ge-
zeichnet, so kann man die Umklappung
weiterer Punkte wie in der Fig. 9.d kon-
strujeren, ohne jedesmal ein Stiitzdreieck
zu Hilfe zu nehmen.

Ist die Ebene X durch zwei beliebige 5 .
sich in einem Punkt Q schneidende Gera-
den gegeben (Fig. 10.c), so zeichnet man g Q
sich zuerst eine Hauptgerade ein, um die
man umklappen will, und beginnt dann
am besten mit der Umklappung des Punk- -
tes Q. Hier wurde ¥ um eine zweite  a' A A ‘
Hauptgerade h umgeklappt. Man kann h
(Q) auf der einen oder andern Seite von

h' zeichnen, je nach den Platzverhilt- 3!
nissen. Q
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Die Konstruktion vereinfacht sich, wenn die Ebene X gerade projizierend, beispiels-
weise erstprojizierend, ist (Fig. 10.d,e).
P" h

1} (P) P"

P

Fig. 10.d Fig. 10.e

Bei der Fig. 10.d wird X in erste Hauptlage geklappt. Eine solche Umklappung einer
projigierenden Ebene bezeichnet man auch als Umlegung, wie bei der Grundaufgabe
(8.2). In der Fig. 10.e wird X in zweite Hauptlage geklappt.

(10.3) Ein Beispiel:
Gegeben sind drei Punkte A, C, P. Man konstruiere in der Ebene Q = ACP das Qua-
drat, von dem A und C gegeniiberliegende Ecken sind (Fig. 10.f).

B:l Q Y

3 —

Fig. 10.g
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Die Ebene Q wird um ihre erste Hauptgerade h durch P umgeklappt.

Die Fig. 10.g hilt das wichtige Detail fest, wie ein Punkt Q, von dem vorerst nur die
Umklappung (Q) gezeichnet ist, mit Hilfe eines in den Rissen und in der Umklappung
schon gezeichneten Punktes A in den Grund- und AufriB zuriickgenommen werden
kann.

Im Kap. 8 fehlten verschiedene Winkelaufgaben. Jetzt kann die GroBe eines Winkels
mit Hilfe einer Umklappung seiner Ebene ermittelt werden.

(10.4) Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden (Fig. 10.h)

(10.5) Der Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Den Winkel zwischen einer Geraden g und einer Ebene @ konstruiert man am besten
mit Hilfe einer Normalen n zu @ dutch einen Punkt von g. Man erhilt dann zwischen
n und g das Komplement des gesuchten Winkels.

Den Neigungswinkel einer Geraden beziiglich einer Riflebene bestimmt man durch
Umlegen der durch die Gerade gehenden projizierenden Ebene.

Auch )

(10.6) der Winkel zwischen zwei Ebenen 1iBt sich am einfachsten mit Hilfe von Nor-
malen konstruieren.

Fig. 10.h Fig. 10.i g

Wie die Grundaufgabe VIII (8.7) sich mit einer Umklappung 16sen 1iBit, zeigt die
Fig. 10.i. Gegeben sind hiet ein Punkt P und eine Gerade g, gesucht ist das Lot 1 von
P auf g:

Die Ebene A durch P und g wird um ihre zweite Hauptgerade h durch P umgeklappt.
Zu diesem Zweck wihlt man auf g einen Punkt G, mit dessen Hilfe man (g) konstruiert.
Die wahte Linge der Abstandstrecke PF kann in der Umklappung abgelesen werden.



11. Weitere Anwendungen

(11.1) Beispiel:

Gegeben sind zwei Punkte A, B und eine Ebene I'. Man konstruiere ein gleichseitiges
Dreieck mit den Ecken A, B und der dritten Ecke in T

h,
B#
b N /)
u = - -
B A
2 [
A C ' ]
7 . r,s
Cz "
L
A
hl
h,
G
Fig. 11.a

Konstruktionsprogramm (Fig. 11.a):

1) Die Mittelnormalebene N von AB konstruieren.

2) N schneiden mit I'; Schnittgerade s.

3) Die wahre Linge von AB bestimmen; Dreiecksseite a.

4) Die Ebene @ = Bs umklappen, den Kreis um B mit Radius a schneiden mit s und
die Ebene @ wieder zuriickklappen.

Vereinfachend wurde hier die Ebene I' in erster Hauptlage angenommen; dadurch
verkiirzt sich die Konstruktion der Geraden s (vgl. Fig. 6.c), und die Ebene ® kann
gerade um s umgeklappt werden. Der Leser fiihre die Konstruktion auch bei einer
allgemeiner liegenden Ebene I aus.

Statt ® umzuklappen, kann man auch die Ebene N umklappen und in ihr den Kreis

mit der Dreieckshdhe L/Z—-E a als Radius verwenden.
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(11.2) Beispiel:

Gegeben sind zwei Geraden f, g und eine Ebene A. Man konstruiere eine zu A parallele
Transversale von f und g, die f und g unter gleichen Winkeln schneidet.

F f

e

oal
>

—

1

? 5!
f_l
Fig. 11.b

Konstruktionsprogramm:

(Fig. 11.b. Die Ebene A ist gegeben durch die Punkte A, B, C; die Gerade g hat spezielle
Lage.)
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1) Dutrch einen beliebigen Punkt, z. B. den Punkt A der Ebene A, die Parallele T zu f
und die Parallele g zu g ziehen.

2) Von A aus auf T und g zwei gleich lange Strecken AP und AQ abtragen. Dazu
wihlt man auff den Punkt P, bestimmt die Linge der Strecke AP und trigt diese
auf g ab.

3) Die Mittelnormalebene X von PQ konstruieten. X ist Symmetrieebene von T und

4) %‘. mit A schneiden. Die Schnittgerade s bildet mit T und g gleiche Winkel.

5) Die Transversale FG von f und g konstruieten, die parallel ist zu s. Dazu zicht
man durch einen beliebigen Punkt H von f die Parallele s zu s und schneidet die
Ebene ® =sf mit g.

Es wurde hier nur, eine Losung gezeichnet. Die andere Symmetriecbene von Tund g
liefert eine zweite Losung.
(11.3) Beispiel:

Gegeben sind eine Gerade g und ein Punkt S. Gesucht ist das regulire Tetraeder mit
dem Schwerpunkt S, von dem eine Kante auf g liegt (Fig. 11.c).

u 2
n
7"
g/l
LN )
—_ c”

X

— %
C \J\g,
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Der Schwerpunkt eines reguliren Tetraeders ist die Mitte der kiirzesten Transversalen
gegeniiberliegender Kanten.

Konstruktionsprogramm:

1) Die duzch S und g aufgespannte Ebene @ umklappen.

2) In einer Hilfsfigur bei einem Tetraeder mit beliebig langer Kante che wahre Form
des durch @ herausgeschnittenen Dreiecks CDN ermitteln.

3) In der Umklappung das dhnliche Dreieck (C) (D) (N) mit dem Punkt (S) kon-
struieren und zuriickklappen.

4) Im Punkt N die Normale n zu @ konstruieren.

5) Auf n von N aus die in der Umklappung greifbare halbe Tetraederkante abtragen.

(11.4) Beispiel:

hl
_.;,,/‘
£
lg“
C ' A"' B% ha
/
A" / “
h
=l
NN .
“\‘t‘_‘ =i /h1 '
Cl'—w \:f C‘ f
Py b,
B’ )
B g
A J
hl
() c

Fig. 11.d
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Gegeben sind zwei parallele Geraden f, g und ein Punkt C. Man lege eine Strecke AB
mit vorgegebener Linge ¢ so zwischen die Parallelen, dafl das Dreieck ABC gleich-
schenklig wird mit der Spitze C (Fig. 11.d).

Eine Verschiebungsaufgabe. Man legt eine Strecke AB mit der Linge c irgendwo zwi-
schen f und g und konstruiert das Dreieck ABC mit der Spitze C in der Mittelnormal-
ebene von AB und auf der Parallelen zu f und g durch C. Dieses Dreieck muB in der
Richtung der Parallelen verschoben werden.

Der Gang der Konstruktion ist in der Fig. 11.d leicht abzulesen.

Die vier hier vorgefiihrten Beispiele zeigen, wie Konstruktionsaufgaben in kleine Teil-
schritte zerlegt werden. Es sind stets die einfachen Grundaufgaben, die auf mannig-
faltige Weise kombiniert auftreten. Zum Beispiel bei (11.1) kommen die Grundaufgaben
VII, V, VI und eine Umklappung vor. Ein Konstruktionsprogramm ist einfach eine An-
einanderreihung von Grundaufgaben.

Ein wichtiges Lehrziel der Darstellenden Geometrie ist unter anderem die Schulung
der Fihigkeit, einen lingeren Arbeitsprozef3, dessen Teilschritte man alle beherrscht,
konsequent und unbeirrt von auftretenden Verw1ck1ungen tibersichtlich und rationell
durchzufiihren.

Es folgen weitere Aufgaben, die man zuerst ohne die nachfolgenden Hinweise zu 16sen
versuche.

(11.5) Man konstruiere ein regulires Tetraeder, von dem die Ebene einer Seitenfliche
und zwei Ecken dieser Seitenfliche gegeben sind.

(11.6) Gegeben sind eine Gerade p und zwei Punkte Q, R. Man konstruiere eine
zu p parallele Gerade, welche von p, Q und R gleiche Abstinde hat.

(11.7) Gegeben sind ein Punkt P, eine Gerade g und eine Ebene A. Gesucht ist in A
ein Punkt X, so daBl die Gerade PX senkrecht steht auf der Ebene gX.

(11.8) Gegeben sind drei Geraden a, b, g. Man lege durch g eine Ebene, die mita und b
gleiche Winkel einschlieBt.

(11.9) Gegeben sind drei Punkte A, B, C und eine Ebene Q. Gesucht istinQ ein Punkt P,
so daB die Geraden PA, PB und PC mit Q gleiche Winkel einschlieBen.

(11.10) Gegeben sind zwei Ebenen @ und ¥, eine Gerade a und ein Punkt P. Man drehe
den Punkt P um a, bis er von ® und¥ gleiche Abstinde hat.

(11.11) Man konstruiere die Symmetrieachse zweier windschiefer Geraden f und g.

(11.12) Gegeben sind eine Strecke d, eine Gerade g und zwei Punkte A und B. Man lege
die Strecke so auf g, daB der eine Endpunkt X gleich weit von A entfernt ist wie
der andere Endpunkt Y von B.

(11.13) Gegeben ist eine Pyramide iiber einem beliebigen Viereck und ein Punkt P. Man
lege durch P eine Ebene, welche die Pyramide in einem Parallelogramm schneidet.

(11.14) Gegeben ist ein beliebiges Tetraeder. In welcher Richtung muBl man es beleuch-
ten, damit sein Schlagschatten auf eine Ebene ein Parallelogramm wird ?

(11.15) Man ermittle beim Gebiude der Fig. 7.k die wahre Form aller Begrenzungs-
flichen und stelle ein Papiermodell her.
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Hinweise zu den vorangehenden Aufgaben:

Bei (11.6) zeichnet man eine Normalebene zu p und projiziert p, Q und R in der Richtung
von p auf diese Ebene.

Wenn bei (11.7) PX senkrecht auf gX stehen soll, muB PX in der Normalebene N zu g durch
P liegen. Es sei D der Schnittpunkt von N und g. Auf der Schnittgeraden der Ebenen
N und A wird der Punkt X so konstruiert, daBl der Winkel PXD ein rechter ist.

Die Aufgabe (11.8) ist eine Variante zur Aufgabe (11.2). Man betrachte die Geraden,
welche auf der gesuchten Ebene normal stehen.

Es seien bei (11.9) A, B, T die FuBpunkte der Lote von A, B, C auf die Ebene (). Aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke AAP, BBP, CCP folgt die Proportion

PA :PB:PC = AA : BB : CC. Der Punkt P kann in Q als Schnittpunkt von zwei Apol-
lonischen Verhiltniskreisen konstruiert werden.

Bei (11.10) beschreibt P einen Kreis mit der Achse a und kommt in die Symmetrieebene
oder winkelhalbierende Ebene von @ und¥ zu liegen. )
Bei (11.11) sei ! die gesuchte Symmetrieachse. Die Drehung um 1 um 180° fiihrt die Gera-
den f und g ineinander iiber. 1 halbiert die kiirzeste Transversale von f und g, steht senk-
recht auf ihr und bildet mit f und g gleiche Winkel.

Verschiebt man bei (11.12) den Punkt A parallel zu g um die Strecke d in den Punkt A,
so bilden die Punkte A, Y und B ein gleichschenkliges Dreieck.

Eine Ebene, welche bei (11.13) zwei gegeniibetliegende Pyramidenseitenflichen in paral-
lelen Geraden schneidet, ist parallel zur Schnittgeraden dieser beiden Seitenflichen.
Man denkt sich bei (11.14) durch die Tetraederkanten, welche die Schattengrenze lie-
fern sollen, die Lichtstrahlen gelegt. Es ergeben sich parallele Ebenenpaare.



12. Umprojizieren

Die Darstellung eines Korpers im Zweitafelverfahren gibt nicht immer befriedigend
anschauliche Bilder, besonders dann nicht, wenn die RiSebenen so gewihlt sind, daB
wichtige Ebenen des dargestellten Kérpers projizierend erscheinen.

|

~<:v

Y P
Fig. 12.a

Bei der Zweitafeldarstellung des Hauses in der Fig. 12.a wurde zum GrundriB und Auf-
riB links neben den Aufrif noch ein dritter Ri3 gezeichnet, die Ansicht in der (umgekehz-
ten) Richtung der y-Achse, der sog. Seitentifl oder KreuzriB. In ihm ist die Form des
Dachgiebels genau ersichtlich.

Im SeitenriBl erscheinen Strecken, welche parallel zur xz-Ebene vetlaufen in wahrer
Gro8e, insbesondere Strecken parallel zur x-Achse. Den Seitenti P’ eines Punktes P,
von dem der GrundriB und der Aufri gezeichnet sind, konstruiert man folgendermaBen:
Man zieht durch P die neue horizontale Ordnungslinie und ibertrigt dann in der Rich-
tung dieser Ordnungslinie die x-Koordinatendifferenz zwischen P und einem beliebigen
andern Punkt, z. B. A oder B, dessen SeitenriB schon gezeichnet ist, vom GrundriB in den
SeitentiB. Die Koordinatenachsen braucht man dazu nicht.

(12.1) Anwendung:

Gegeben sei in der Fig. 12.b eine Ebene @, gezeichnet im GrundriB und AuftiB. ® werde
aufgespannt durch eine Gerade f und eine Gerade h. Die Gerade h soll zugleich erste und
zweite Hauptlage haben.

Wie trigt man dann auf der Normalen n zu @ &urch den Schnittpunkt P von h und f eine

vorgegebene Strecke s von P aus ab?
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Fig. 12.b

Bei dieser speziellen Disposition, wo beide Risse von n auf dem Zeichnungsblatt vertikal
verlaufen, kann man s nicht einfach wie bei (8.4) abtragen. Hier hilft der SeitenriB3.

Man wihlt zuerst den Seitenril3 P’ von P irgendwo auf der neuen Ordnungslinie durch
P”. Der SeitenriB3 h'”’ von h fillt mit P”’" zusammen; h ist drittprojizierend, d. h. pro-
jizierend beziiglich des Seitenrisses. Mit Hilfe eines Punktes F auf f wird der Seitenri
£"”* von f konstruiert. Da die Ebene @ drittprojizierend ist, steht n'’’ senkrecht auf @',
und die Strecke s kann sofort auf n”’’ abgetragen werden. Den Grundril des Punktes Q
bekommt man, indem man, wie vorher bei F, den Abstand zwischen Q und P, gemessen
in der Ordnungslinientichtung, in den Grundril zuriicktrigt.

Der Seitenrif3 und der Aufri8 sind zugeordnete Risse. (Man drehe das Zeichnungsblatt
um 90°,) Statt im GrundtiB und Aufri8 kann man ebensogut im Aufrifl und Seitenri
Konstruktionen ausfiihren, z. B. eine Ebene mit einer Geraden schneiden (Fig. 12.c).

"
f 0

Fig. 12.c

Der Anfinger iibe sich hier griindlich in allen Grundaufgaben auf diese Weise.
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Der Ubergang zum SeitenriB ist nur ein |

spezieller Fall eines allgemeinen Verfah- 2| e ——
rens, mit dem man zu zwei zugeordneten A"
Rissen einen dritten, dem einen der beiden I

Risse auch wieder zugeordneten Ril3 kon- \
struieren kann. In der Fig. 12.d ist ein

solcher Ri} gezeichnet, der noch anschau-

licher ist als der Seitenri der Fig. 12.a. A"
Hier wurde das Haus schrig von vorn, .
in der Richtung einer ersten Hauptgeraden y
1 projiziert. Die neue RiBBebene steht normal

auf 1 und somit wie die Aufriebene senk- '
recht auf der GrundriBebene. Man hat

direkt ihre Umlegung in die GrundriB-

ebene gezeichnet. Der neue RiB ist durch
Ordnungslinien, welche parallel zu I’ ver- A
laufen, mit dem Grundrif3 verbunden.
Auch hier kann wie in der Fig. 12.a die
Kotendifferenz zweier Punkte A und B, B!
der Abstand also zwischen A und B, gemes- < |
sen in der neuen Ordnungslinienrichtung, I
einfach aus dem alten zugeordneten RiB3,

in diesem Fall dem Aufri3, in den neuen

RiB ubertragen werden. Fig. 12.d

(12.2) Wie man umprojiziert:

‘Umprojizieren (oder transformieren) heiBt, ausgehend von zwei zugeordneten
Rissen dem einen dieser Risse einen neuen RiB zuordnen. : i

Umprojiziert wird folgendermaBen
(Fig. 12.¢):

1) Man wihlt den Ri}, dem man einen
- neuen RiB zuordmen:will, -~ -
2), Dann wihlt man die nene Ordnung-
linienrichtung. =~
3) Nun wihlt man- fiir irgendeinen
ersten Punkt den neuen Rif3 auf der
betreffenden: Ordnungslinie.
4). Dann’ zeichnet man den neuen RiB
weiterer - Punkte -mit Hilfe schon
igezeichneter Punkte, indem man die
Kotendifferenzen, das sind diein der
Richtung - der . Ordnungslinien ge-
messenen Abstinde, aus dem alten,
wegfallenden Rif3 in den neuen Rif3
© ubertrigt. o Fig. 12.

Beim zweiten Punkt hat man noch die Seitenwahl beziiglich des durch den ersten Punkt
gegebenen Niveaus.
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Durch (ev. mehrmaliges) Umprojizieren kénnen einerseits Figuren, die beziiglich der
RiBebenen in zu spezieller Lage sind, in allgemeine Lage gebracht werden (Fig. 12.f).

H
E"
Gl“
E:‘H" Ful Dlu
F',’G" A" "
> Hlv
B“
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! B,C w
, '\/ < A N \\ CW N
DH C,G E ~7G
/
//
v
Bw F
AE B F'
Fig. 12.f

Andererseits kdnnen durch Umprojizieren allgemein liegende Figuren in spezielle Lage
gebracht und dadurch oft Konstruktionen vereinfacht werden (Fig. 12.g):

3)

b)

Fig. 12.g
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a) Eine allgemein liegende Gerade g kann in Hauptlage gebracht werden. Die neue
Otrdnungslinientichtung muf senkrecht stehen auf dem Rif3 von g, dem der neue Rif3
zugeordnet wird, z. B. senkrecht auf g'.

b) Eine erste Hauptgerade h kann projizierend gemacht werden. Die neue Ordnungs-
linienrichtung muf parallel zu h’ verlaufen.

¢) Eine Ebene ® kann projizierend gemacht werden, indem man eine ihrer Haupt-
geraden projizierend macht.

d) Aus einer erstprojizierenden Ebenel kann man eine Hauptebene machen. Die neue
Otdnungslinienrichtung steht senkrecht auf ¥,

ZusammengefaBt:

(12.3) Satz:

durch zwelmahgcs Umpro;meren kann
— eine Gerade in projizierende Lage
— eine Ebene in Hauptlage
gebracht werden.

Einige der in den Kap. 6 und 8 behandelten Grundaufgaben kénnen nun mit Um-
projizieren ebensogut wie frither oder sogar leichter gelost werden,
Zum Beispiel die Grundaufgaben VI (Fig. 12.h) und IX (Fig. 12.i).

n\
h
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Auch die Konstruktion der kiirzesten Transversalen zweier windschiefer Geraden wird
einfach (Fig. 12.k).

Die Risse " und /V stellen hier den schon in der Fig. 8.i gezeichneten Spezialfall dar.

Fig. 12.k

Aus dem Vorangehenden geht auch hervor, wie man Punkte, die in den neuen Rissen
konstruiert worden sind, in die alten Risse zuriicktransformiert. Man vergewissete sich
dabei stets mit Hilfe von anderen Punkten, daBl man die Kotenunterschiede jeweils auf
die richtige Seite abtrigt]

Noch zwei Details:

(12.4) Kennt man in der Fig. 12.], wo, ausgehend vom GrundriB, ein dritter Rif3 kon-
struiert worden ist, von einem Punkt P den Aufril P’ und den dritten Rif} P’”,
so bekommt man den sie tiberbriickenden GrundriB P’ natiitlich einfach als Schnitt-
punkt der beiden Ordnungslinien.

(12.5) Gegeben sind in der Fig. 12.m zwei projizierende Ebenen ® und'¥': @ dritt-
projizierend, gezeichnet im SeitenriBl, und ¥ erstprojizierend, gezeichnet im
Grund1ifl. Gesucht ist die Schnittgerade s von @ und¥.

Da s’ mit ®'" und s’ mit ¥’ zusammenfillt, muB man von s nur noch den Aufri8 kon-
struieren. Man wihlt auf s’ den Grundrifl P’ eines Punktes P von s, konstruiert mit Hilfe
von anderen Punkten A, B.. . ., die in allen drei Rissen eingezeichnet sind, den Seitenrifl
P’ von P und erhilt wie vorher den mittleren Rif3. Dann nochmals dasselbe.

5 Stirk, Geometrie 37443
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Fig. 12.1
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A
Fig. 12.m

Natiirlich kénnen Dispositionen durch Umprojizieren jeweils nur pattiell vereinfacht
werden, Erreicht man zum Beispiel, dal eine Gerade projizierend wird, so muB3 man
dabei in Kauf nehmen, daBl andere Geraden in ungiinstigere Lage kommen. Man kann
etwa nicht bei zwei windschiefen Geraden f und g, die keinen rechten Winkel bilden,
erreichen, daB f projizierend wird und g Hauptlage bekommt in bezug auf denselben

RiB.

Umprojizieren braucht Platz. Dafiir kénnen die urspriinglichen Risse tibersichtlicher

gehalten werden,
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Beispiel (13.1): Regulires Dodekaeder (Fig. 13.a)

Fig. 13.a

Man stelle auf diese Weise auch noch andere Polyeder dar,
z. B. ein Rhombendodekaeder (2.2) oder ein regulires
Ikosaeder (2.4), oder einfache technische Gegenstinde
(Fig. 13.b).

Bei den so konstruierten Bildern handelt es sich im Gegen-
satz zu den Darstellungen des Kap. 2 nicht um schiefe,
sondern um normale Projektionen. Solche Normalpro-

jektionen sind fiir weiterfilhrende Konstruktionen zu-

ginglicher als die fritheren Schrigbilder.

Beispiel (13.2): Nochmals die Aufgabe (11.3) Fig. 13.b

Die Ebene @ = gS wird hier (Fig. 13.c) durch zweimaliges Umprojizieren in Hauptlage
gebracht. Das Tetraeder kann im vierten und dritten Rif3 sofort gezeichnet werden; die
Kante AB ist projizierend beziiglich des vierten Risses.

Man bilde sich selber eine Meinung iiber Vor- und Nachteile der beiden Konstruktions-
methoden.

Beispiel (13.3):

Gegeben sind zwei windschiefe Geraden a und b. Ferner ist eine Transversale t von a und
b gegeben. Man bestimme auf a einen Punkt A und auf b einen Punkt B, so daB die Mittel-
normalebene A von AB die Gerade t enthilt (Fig. 13.d, e).
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Fig. 13.c

Bei der Analyse einer Konstruktionsaufgabe iiberlegt man sich jeweils, ob sich vielleicht
bei einer besonders einfachen Disposition leicht eine Losung finden 148t. Die allgemeine
Skizze in der Fig. 13.d erhellt hier die Zusammenhinge nicht gut; eine Zweitafelskizze
aber, bei der t giinstig liegt, nimlich projizierend ist, zeigt, daB die Aufgabe mit einer
Drehung gel6st werden kann: Man dreht die Ebene at um t, bis sie mit bt zusammenfillt.
a gehe dabei in 2 tiber, B ist der Schnittpunkt von 4 und b. Ausgehend von einer all-
gemeinen Disposition kann die spezielle durch zweimaliges Umprojizieren erteicht wer-
den (Fig. 13.e).
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Fig. 13.d
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Einige weitere Aufgaben:

Man suche auch unter den fritheren Aufgaben solche, bei denen Umprojizieren vorteil-
haft ist, z. B. (11.6), (11.7).

(13.4) Gegeben sind eine Gerade g und zwei Punkte P, Q. Man konstruiere auf der
Strecke PQ den Punkt, der von den Ebenen gP und gQ gleiche Abstinde hat.

(13.5) Gegeben sind eine Gerade 1 und zwei Punkte A, B. Man drehe den Punkt A um],
bis sein Abstand vom Punkt B mdglichst klein ist.

(13.6) Gegeben sind vier Geraden a, b, ¢ und f. Man konstruiere eine Parallele zu f,
welche von a, b und ¢ gleiche Abstinde hat.

(13.7) Man verschiebe eine gegebene Gerade f in gegebener Richtung I, bis sie von zwei
gegebenen Punkten A und B gleiche Abstinde hat.

(13.8) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden f und g. Man konstruiere einen Wiirfel
mit vorgegebener Kantenlinge s, von dem eine Kante auf f liegt und eine Ecke
auf g.

(13.9) Gegeben sind ein Punkt P und eine Gerade g. Man konstruiere ein regulires
Tetraeder mit vorgegebener Kantenlinge s. Eine Kante soll auf g liegen, und die
Gerade der gegeniiberliegenden Kante soll durch P gehen.

(13.10) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden a, d und eine Ebene I'. Gesucht ist das
regulire Oktaeder, von dem eine Diagonale auf d liegt, eine Ecke auf a liegt und
die gegeniiberliegende Ecke in I" liegt.
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Ein normalaffines Bild eines Kreises ist nach (9.7) eine Ellipse, und nach (10.2) ist eine
Umklappung einer ebenen Figur normalaffin zu ihrem RiB. Daraus ergibt sich der

(14.1) Satz:

Bine Normalpro;ektxon cines Kteises auf :;»Ebcne 1st sofem d1e Ktelsebene mcht
projizierend ist; eine Ellipse. Die grofBe Elllpsc 1se ist di i
durchmessers, Welcher Hauptlage hat. .

Der Kreisdurchmesser, der parallel ist zur Riflebene, ist ja der einzige, der bei der Pro-
jektion nicht verkiirzt wird. Bei der Projektion geht der Kreismittelpunkt tiber in das
Ellipsenzentrum, und Kreisdurchmesser gehen iiber in Ellipsendurchmesser. Der Kreis-
durchmesser in der Fallrichtung der Ebene geht tiber in die kleine Ellipsenachse. Ist die
Kreisebene projizierend, so ist der RiB des Kreises eine Strecke.

Umgekehrt kann jede Ellipse einet Ebene II aufgefalt werden als Normalprojektion
eines iiber I liegenden Kreises.

(14.2) Definition:

Der gcometnsche Ort aller Punkte P e_mer Eb’/“.e, fiir Welche dle Summe der Ent- -
fernungen von zwei festen Punkten F; und F; er. Ebene konstant ist (groBerals
FyFy), heLBt eme Ellipse (Flg 14, a) = 3 - .

Fig. 142 Fig. 14.b

Die Punkte F, und F, heilen die Brennpunkte der Ellipse. Die Gerade durch F, und F,
ist die Hauptachse, die Mittelsenkrechte von F;F, ist die Nebenachse, der Schnittpunkt
der Achsen ist das Zentrum der Ellipse. Die Scheitel auf der Hauptachse sind die Haupt-
scheitel, die Scheitel auf der Nebenachse sind die Nebenscheitel. Die Strecke a vom
Zentrum zu den Hauptscheiteln nennt man die groBe Halbachse, die Strecke b zu den
Nebenscheiteln die kleine Halbachse. (Man braucht das Wort Achse bald im Sinne von
Symmetrieachse, bald fiir die auf den Symmetrieachsen liegenden Ellipsendurchmesser
oder deren Linge.)
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Der Umfang des Dreiecks F,F,P ist konstant. Eine Ellipse kann, wie die Fig. 14.b zeigt,
mit Hilfe zweier Stecknadeln und einer Fadenschlaufe ausgezogen werden.

DaB die konstante Entfernungssumme PF, + PF, gleich 2a ist, zeigen die Hauptscheitel.
Kennt man von einer Ellipse die vier Scheitel, so erhilt man die Brennpunkte mit Hilfe
der Kreise um die Nebenscheitel mit dem Radius a.

Fallen die Brennpunkte F; und F, zusammen, so ist die Ellipse ein Kreis.

(14.3) Satz:

Eine Ellipse ist normalaffin zu ihren Scheitelkreisen (Fig. 14.c).

I il

Pyl

Fig. 14.c

Deas ist der Satz (9.7). Bei der Zeichnung I ist die Hauptachse der Ellipse die Affinitits-
achse, und das Affinititsverhiltnis P*P : PP, ist gleich dem Verhiltnis a : b der Ellipsen-
halbachsen. Bei II ist die Nebenachse die Affinititsachse, und es gilt P*P, : PP, = b : a.
Daraus leitet sich die sog. Fihnchenkonstruktion der Ellipse, rechts im Bilde, ab.

(14.4) Erginzt man das zu einem Ellipsenpunkt P gehérende Fihnchen (Fig. 14.d)
zu einem Rechteck und verlingert man die Rechteckdiagonale, die das Fihnchen
schneidet, bis zum Schnitt mit den Ellipsenachsen in U und V, so ergibt sich
wegen der Symmetrie: PU = a und PV = b.

Darauf beruht die sog. Papierstreifenkonstruktion der Ellipse: Man legt eine Strecke
der Linge 2 + b mit ihren Endpunkten auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz und liBt
die Endpunkte auf den Achsen gleiten. Det Punkt P, der die Strecke in die Teilstrecken
mit den Lingen a und b teilt, beschreibt dann die Ellipse mit den Halbachsen a und b.

\ .

V. R

Fig. 14.¢

Fig. 14.d
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Hiufig sind von einer Ellipse die beiden Hauptscheitel und noch ein weiterer Punkt
gegeben. Fiir die Konstruktion der Nebenscheitel hat man dann die Wahl zwischen der
Fihnchen- und der Papierstreifenmethode.

(14.5) Definition:

Zwei Ellipsendurchmesser heilen konjugiert, wenn jeder parallel ist zu den Tan-
genten in den Endpunkten des andern (Fig. 14.e).

Bei einer normalen Affinitit Kreis — Ellipse gehen orthogonale Kreisdurchmesser tiber
in konjugierte Ellipsendurchmesser, denn Tangenten gehen in Tangenten iiber und
parallele Geraden in parallele Geraden. Insbesondere sind die Achsen einer Ellipse
konjugiert, das einzige konjugierte Durchmesserpaar, das einen rechten Winkel ein-
schlieB3t.

Wie konstruiert man die Achsen einer Ellipse, von welcher ein konjugiertes Dutch-
messerpaar vorgegeben ist?

U

Fig. 14.£ Fig. 14.g

Es seien ZP* und ZQ* (Fig. 14.f) zwei aufeinander senkrecht stehende Radien des
Hauptscheitelkreises einer Ellipse, ZP und Z Q die zugehérigen konjugierten Ellipsen-
radien. Die zu P und Q gehoérenden Fihnchen sind wegen des rechten Winkels bei Z
kongruent. Dreht man das Dreieck ZQ*Q um Z um 90° gegen P, so bekommt man bei
P die gleiche Rechteckfigur wie in der Fig. 14.d. Daraus ergibt sich die

Rytz’sche Achsenkonstruktion (David Rytz 1801—1868):

Gegeben sind zwei konjugierte Radien ZP und ZQ einer Ellipse. Man konstruiere die
Ellipsenachsen (Fig. 14.g).
1) Man dreht den einen Radius ZQ gegen den andern um 90°. Q gehe dabei iiber in

2) Um die Mitte M der Strecke PQ schligt man den Kreis mit dem Radius MZ,
3) Die Schnittpunkte U und V dieses Kreises mit der Geraden PQ sind Punkte der
gesuchten Ellipsenachsen.
Die Strecken PU und PV haben die Lingen der Ellipsenhalbachsen; PU gehort
zur Achse durch V, PV zur Achse durch U.
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Man sieht auch, dafl es zu jedemr Dreieck ZPQ eine El-

lipse gibt, so daB ZP und ZQ konjugierte Radien sind. S?/
N

(14.6) Eine Ellipse liBt sich leichter zeichnen, wenn die
Kriitmmungskreise in den Ellipsenscheiteln
zu Hilfe genommen werden.

Die Fig. 14.h zeigt ohne weitere Erklirung, wie die
Mittelpunkte dieser Scheitelkriimmungskreise kon-
struiert werden. Fig. 14.h

(14.7) Die normale Affinitit zwischen einer Ellipse und ihren Scheitelkreisen macht
es moglich, gewisse Konstruktionen bei Ellipsen einfach als Kreisaufgaben zu
behandeln, z. B. die beiden folgenden Aufgaben:

(a) Schnitt einer Ellipse mit einer Geraden (Fig. 14.i)

(b) Konstruktion der Tangenten von einem Punkt aus an eine Ellipse
(Fig. 14.k) *
P

/ VAL ty. ’

Fig. 14.i

Bei beiden Aufgaben wird die Ellipse normalaffin ab-
gebildet in einen ihrer Scheitelkteise, und gleichzeitig
werden die Gerade g rsp. der Punkt P mitabgebildet. P
Dann wird die Konstruktion beim affinen Kreis aus-
gefiithrt und das Resultat zuriickgenommen.

(14.8) Soll eine Ellipse durch irgendeine normale Affi- \
nitit in einen Kreis abgebildet werden, so muf3
die Affinititsachse parallel zu einer der Ellipsen- J\
achsen vetlaufen, denn der rechte Winkel zwischen
den Ellipsenachsen bleibt nach (9.5) nur so er-
halten. Ist die Ellipse durch konjugierte Durch- v
messer gegeben, so liefert die Rytz’sche Kon-
struktion die méglichen Affinititsrichtungen.

Es folgen zwei einfache Konstruktionen von im Raume liegenden Kreisen:
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Aufgabe (14.9):

Gegeben ist eine Ebene @ durch eine Gerade 1 und einen Punkt M. Man konstruiere
in @ den Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem gegebenen Radius r (Fig. 14.1).

I "
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Fig. 14.1

Man zeichnet die durch den Kreismittelpunkt M laufenden Hauptgeraden h; und h,
der Ebene ®@. Der GrundriB h,’ der ersten Hauptgeraden h, ist die Hauptachse der
GrundriBellipse, also des Grundrisses des darzustellenden Kreises; h,” ist die Haupt-
achse der Ellipse im AuBriB. Auf diesen Hauptachsen wird der Kreisradius r abgetragen.
Das ergibt die Ellipsenhauptscheitel P,”, P,” und Q,’, Q,'. Wichtig ist, da8 man sofort
auch den anderen Rif3 der Punkte P und Q einzeichnet. Dadurch bekommt man von
jeder Ellipse neben den Hauptscheiteln noch zwei weitere Punkte, im Aufri} die
Punkte Q,” und Q,”, im GrundriB P," und P,". (Anfinger verfallen oft dem Irrtum
P,” P, und Q,’ Q, fiir die beiden Risse ein und desselben Kreisdurchmessers zu
halten.) Dann konnen die Ellipsen fertig gezeichnet werden. Eine Ellipse gilt als kon-
struiert, wenn ihre vier Scheitel konstruiert sind. Im GrundriB wurde hier die Papier-
streifenmethode angewendet, der Aufrif wurde mit der Fihnchenmethode, also mit
Hilfe der Umklappung der Ebene ® um h, konstruiert. Beim Auszichen der Ellipsen
achte man jeweils darauf, daf3 die duBersten Ellipsenpunkte links und rechts korrespon-
dierend in beiden Rissen gezeichnet sind.
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Aufgabe (14.10):

Gegeben sind drei Punkte A, B, C. Man konstruiere den Umkreis des Dreiecks ABC
(Fig. 14.m).

\

Den Kreismittelpunkt M und den Kreisradius r kann man sich mit Hilfe einer Um-
klappung verschaffen. Die Ebene ABC wird hier um die zweite Hauptgerade h um-
geklappt; usw.

Fig. 14.m

Ein Kreis kann aufgefaBt werden als Bahn eines Punktes, der um eine Gerade rotiert.
Man merke sich, daB die Achse dieser Rotation, die Kreisachse, in den Rissen senkrecht
auf den Ellipsenhauptachsen erscheint (Fig. 14.n).

Die Darstellung eines Kreises vereinfacht sich, wenn die Kreisebene @ projizierend ist,
beispielsweise erstprojizierend (Fig. 14.0).

Kreisprojektionen lassen sich darum auch durch Umprojizieren leicht konstruieren.
Die Fig. 14.p zeigt den Fall der Aufgabe (14.9). Auch bei der Aufgabe (14.10) konnte
man, statt umzuklappen, die Ebene ABC durch zweimaliges Umprojizieren in Hauptlage
bringen. Den Verhiltnissen angepafit wihlt man jeweils das giinstigste Verfahren.
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Fig. 14.0

Fig. 14.p
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Noch einige Kreisaufgaben:

(14.11) Von einem Kreis kennt man den Mittelpunkt und eine Tangente.

(14.12) Gegeben sind ein Punkt M, eine Ebene A und in A ein Punkt B. Man konstruiere
den Kreis mit dem Mittelpunkt M, welcher A in B beriihtt. (A schneiden mit
der Normalebene zu MB durch B.)

(14.13) Gegeben sind zwei Ebenen Ay, A, und in jeder Ebene ein Punkt B;, B,. Gesucht
ist ein Kreis, welcher A, in B, und A, in B, beriihrt, (Die Mittelnormalebene von
B,B, schneiden mit der Schnittgeraden von A; und A,.)

(14.14) Gegeben sind zwei Punkte A, B und eine Ebene I'. Man konstruiere einen Kreis
mit dem Durchmesser AB, der I' berithrt. (Sekantensatz)

(14.15) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden g und t. Man stelle den kleinsten Kreis
dar, welcher t beriihrt und g in einem Punkt schneidet. (t projizierend machen.)

(14.16) Eine Strecke PS wird um eine durch § gehende Gerade gedreht. Man stelle den
entstehenden Rotationskegelkorper dar.

Zwei Anwendungen zu (14.8):

- Aufgabe (14.17):

Von einem Quadrat ABCD ist der GrundriB (das Parallelogramm A’B'C'D’) gegeben
und von der Ecke A auch noch der Aufril. Man konstruiere den ganzen Aufril des Qua-
drats (Fig. 14.q).

D

Fig. 14.q
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Die Quadratseiten AB und AD werden aufgefalt als Radien eines Kreises der Quadrat-
ebene, mit dem Mittelpunkt A. Den Grundrif dieses Kreises kann man sofort konstruie-
ren: A’B’ und A’D’ sind konjugierte Radien der GrundriBellipse (Rytz’sche Konstruk-
tion). Dann denkt man sich die Quadratebene um ihre erste Hauptgerade h durch A
in erste Hauptlage umgeklappt. Die Umklappung des Kreises ist normalaffin zur
GrundriBellipse. Nach (14.8) mufl die Affinitdtsachse h’ die Ellipsenhauptachse sein. .
Das Quadrat kann in der Umklappung mit Hilfe des rechten Winkels bei D konstruiert
werden. Den Aufrif von D liefert das zu D geh6rende Stiitzdreieck.

Aufgabe (14.18):
Von einem auf der GrundriBebene stehenden, geraden dreiseitigen Prisma ist der Grund-

1i8 gegeben. Man konstruiere eine Ebene @, welche das Prisma in einem gleichseitigen
Dreieck ABC schneidet (Fig. 14.r).

C ¥

=
\

Fig. 14.r
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Man denkt sich in der gesuchten Ebene ® irgendeinen Kreis gezeichnet, z. B. den Kreis
mit dem Durchmesser AB. Diesen Kreis k und damit die Ebene @ kann man wie be1
(14.17) mit Hilfe zweier orthogonaler Kreisradien konstruieren.

Zwar kennt man die wahre Gr6Be des Dreiecks ABC nicht, man kann aber in einer
Hilfsfigur bei einem hnlichen Dreieck A*B*C* den entsprechenden Kreis k* und zwei
beliebige orthogonale Radien, z. B. M*B* und M*D* einzeichnen. Da bei einer Normal-
projektion Teilverhiltnisse erhalten bleiben, lassen sich die entsprechenden Punkte M und
D des Kreises k im Grundtif3 leicht konstruieren durch Ubertragen von Verhiltnissen aus
der Hilfsfigur. Mit der Rytz’schen Konstruktion konstruiert man aus den konjugierten
Radien M'B’ und M'D’ die Achsen der GrundriBellipse k' und damit die Umklappungs-
hauptgerade h der Ebene @. Man zelchnet das Dreieck in der Umklappung und klappt
zuriick.

Es zeigt sich, daB bei dieser Konstruktion die Gleichseitigkeit des Dreiecks ABC nicht
von Bedeutung ist. Es gilt der

(14.19) Satz:

Ein dreiseitiges Prisma mit den parallelen Kanten a, b, ¢ kann mit einer Ebene so
geschnitten wetden, daB die Schnittpunkte A, B, Caufa, b, c ein Dreleck bilden, das
einem vorgegebenen Dreieck A*B*C* ahnhch ist, -



15. Die Kugel

Die Normalprojektion einer Kugel auf eine Ebene ist ein Kreis. Die Fig. 15.a zeigt
die Grund-AufriB-Darstellung einer Kugel. Die Kreise, welche im Grundril und Auf-
riB gezeichnet werden, heiBen die Umrisse der Kugel.

Unter dem UmriB (oder der
Ebene oder auf irgendeine F t

' Punkte des Korpers abgebildet erden. Ei ,Umanunkt des
des Korpers, dessen’ Pro;cknon zZum UmnB gehort

tur) "nes Korpers' el emer Proyektio’ a £ cine

v'rpersi st em P&ﬁkt

(Gelegentlich prizisiert man folgendermaBen: Den Umti3 im hier beschriebenen Sinn
nennt man den scheinbaren Umril des Korpers, die Menge der UmriBpunkte auf dem
Kétper nennt man den wahren Umri des Korpers.)

Bei einer Normalprojektion liegen die UmriBpunkte einer Kugel auf einem GroBkreis,
dem GroBkreis senkrecht zur Projektionsrichtung. In der Fig. 15.a bilden die ersten
UmriBpunkte, das sind die UmriBpunkte beziiglich des Grundrisses, den Kreis k;, die
zweiten UmriBpunkte den Kreis k,.

k,
k1"
k. t i
: -
s
(
n U k
Tt

Fig. 15.a Fig. 15.b

Die Tangentialebene T in einem UmriBpunkt U einer Kugel (Fig. 15.b) ist projizierend.
Thre Schnittgerade mit der Riflebene IT ist die Tangente an den Umri3 k der Kugel im
RiB U des Punktes U. Hat eine auf der Kugeloberfliche liegende, durch U laufende
Kurve c in U eine nichtprojizierende Tangente t, so beriihrt ihr Rif} ¢ den Umrifl
% in U. Man nennt dann U einen Umrilpunkt der Kurve c.

Deutet man die Projektion als Parallelbeleuchtung, so ist k die Eigenschattengrenze,
k die Schlagschattengrenze der Kugel.

Gleicherweise werden die Begriffe bei schiefen Parallelprojektionen und Zentral-
projektionen gebraucht und natiirlich ebenso bei irgendwelchen anderen Kérpern und
Flichen.

6 Stirk, Geometrie 37443
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Es folgen die wichtigsten Kugel-Grundkonstruktionen:

(15.1) Konstruktion des anderen Risses eines Punk-
tes auf einer Kugel (Fig. 15.c)

Kennt man von einem Punkt P auf einer Kugel nur
einen RiB, beispielsweise nur den AufriB P”, so kann man
den Grundri8 P’ mit Hilfe einer Hauptebene, nimlich
der ersten Hauptebene A durch P konstruieren. Die
Ebene A schneidet die Kugel im Kreis k, der im Grund-
riB} in wahrer GroBe erscheint. Die Punkte P,’ und P,/
auf der Ordnungslinie durch P” sind die beiden in Frage
kommenden ersten Risse von P.

Man beachte speziell den Fall, wo P gerade ein UmriB-
punkt der Kugel ist.

(15.2) Schnitt einer Kugel mit einer Geraden (Fig. 15.d)

ku U

Zwei Methoden, eine Kugel mit einer Geraden g zu schneiden, stehen zur Verfiigung:
a) Man klappt die Ebene I, welche aufgespannt wird durch g und den Kugelmittel-
punkt M, in Hauptlage um, am besten gerade um eine der Hauptgeraden durch M,
z. B. um die erste Hauptgerade h. Die Ebene I" schneidet die Kugel im GroBlkreis k,
dessen Umklappung (k) mit dem ersten UmriB der Kugel zusammenfillt (weil h
durch M geht). In der Umklappung wird (g) mit (k) geschnitten, und die Schnitt-

punkte (A) und (B) werden zuriickgezogen.

2) b)
G“

g~
W A“
. BII

gl!

—
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b) Man legt durch g eine projizierende Ebene, z. B. die erstprojizierende Ebene II.
Dann projiziert man um, bis [T Hauptlage hat, also senkrecht zu g’. I schneidet die
Kugel im Kreis c, der im dritten Ri8 in wahrer GroBe erscheint. Man schneidet
¢ mit g"’ im dritten Rif} und transformiert zuriick.

Geht die Gerade g durch den Mittelpunkt M, so kann man auch einfach nach (8.4) auf
g von M aus den Kugelradius abtragen.

(15.3) Tangentialebene in einem Punkt einer Kugel

Die Tangentialebene in einem Punkt P einer Kugel mit dem Mittelpunkt M ist die
Normalebene zum Radius PM. Grundaufgabe VII (8.5).

(15.4) Tangentialebenen durch eine Gerade an eine Kugel

Auch hier stehen zwei Losungsverfahren zur Verfigung (Fig. 15.¢).
it

a) y \ b)
{u
Bﬂ \
M b
N" it / ]
1 4
h,
(t1) ] B (tz)
Wa A
h: N
by M 2) %
Bl
(8, I
h,'
(D)
gl

Fig. 15.e
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Bei a) wird die Normalebene N zur Geraden g durch den Kugelmittelpunkt M ge-
schnitten mit g; Schnittpunkt D. Dann wird N umgeklappt um die erste Hauptgerade h,
durch M, und vom Schnittpunkt D aus werden die Tangenten t; und t, an den GroB-
kreis gezogen, in welchem N die Kugel schneidet und dessen Umklappung mit dem
ersten Kugelumrif} zusammenfillt. Die beiden Tangentialebenen sind bestimmt durch
g und die Berithrungspunkte B, und B,.

Mehr Platz braucht die Konstruktion b). Hier wird umprojiziert, bis die Gerade g und
damit die Tangentialebenen T; und T, projizierend sind. g ist projizierend beziiglich
des vierten Risses, und die Berithrungspunkte B, und B, sind UmriBpunkte beziiglich
des vierten Risses.

(15.5) Schnitt einer Kugel mit einer Ebene

Zuerst soll der Fall betrachtet werden, wo "
die Schnittebene I' durch das Kugel- h
zentrum M geht. I' werde aufgespannt *
durch die Geraden f und g (Fig. 15.f).

Die Schnittkurve ist ein GroBkreis. Dieser £
Kreis erscheint in den Rissen als Ellipse,
jeweils mit dem Kugelumril als Haupt-
scheitelkreis. Die dutch M laufenden
Hauptgeraden h; und h, von I' ergeben
die Ellipsenhauptachsen. Konstruktion der
Nebenscheitel am besten mit der Fihn-
chenmethode (14.3).

Natiirlich kann man hier auch umproji-
zieren, z. B. in der Richtung von h,’, und
dann vom dritten Ri3 her den Grundri
des Schnittkreises sofort konstruieren.

Geht die Schnittebene I' nicht durch das
Kugelzentrum, so schneidet sie die Kugel
in einem Kleinkreis. Man bringt dann I’
am besten zuerst durch Umprojizieren in
projizierende Lage.

Den Fall einer beispielsweise zweitproji-
zierenden Schnittebene zeigt die Fig. 15.g.
Man beachte die Konstruktion der ersten
UmriBpunkte U; und U, des Schnitt-
kreises k.

Den allgemeinen Fall zeigt die Fig. 15.h.
Bei der hier gewihlten Disposition hat der
Schnittkreis k keine ersten. aber zweite Um-
riBpunkte. Man erhilt sie, indem man I'" mit
der zweiten Hauptebene A durch den Kugel-
mittelpunkt M schneidet; Schnittgerade s.

Fig. 15.f
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Fl/ U" P a Ulzl S"
k“ x ul 7 ZII
k” Mn

hlll

Zwei Anwendungen:

(15.6) Eine Kugel wird von einem Punkt
L aus beleuchtet. Man konstruiere
ihre Eigenschattengrenze (Fig. 15.i).

(15.7) Ein Flugzeug fliegt auf kiirzestem
Weg von Ziirich (geographische
Linge 8,5°; Breite 47,3°) nach Rio
de Janeiro (—43,2°; —23,0°). Man
zeichne auf einer Erdkugel mit erst-
projizierender Achse die Flugbahn
ein und bestimme den zugehorigen
Zentriwinkel des GroBkreisbogens.

Fig. 15.i



16. Rotationskegel und Rotationszylinder

Rotationskegelflichen und Rotationszylinderflichen werden mit Hilfe von Inkugeln

gezeichnet (Fig. 16.a).

s

Sll

S|

<

Fig. 16.a

Da ein Zylinder ein Kegel ist, mit einem Fernpunkt als Spitze, geniigt es, wenn im Fol-
genden einfach von Kegeln die Rede ist. (Wo es geht, wird auf die Prizisierung Kegel-
Jfliche [Kegelkirper verzichtet und einfach Kegel gesagt.)

Man beachte zuerst, daB nicht ein und dieselbe Kegelmantellinie zugleich UmriBmantel-
linie beziiglich des Grundrisses und beziiglich des Aufrisses sein kann. Die Mantel-

linien m, und m, (Fig. 16.b) sind die ersten
UmriBmantellinien, mg und m, die zweiten.
Man bekommt z. B. my’ aus m,”, indem
man den Punkt T, in welchem m, die In-
kugel beriihrt, auch im Grundrif zeichnet.
T ist ein zweiter UmriBpunkt der Kugel
und liegt in der zweiten Hauptebene durch
den Kugelmittelpunkt M.

Wenn die Kegelachse a Hauptlage hat,
vereinfacht sich die Zeichnung; beispiels-
weise bei zweiter Hauptlage von a fallen
my" und m,’ mit 2’ zusammen.

Ist von einer Mantellinie eines Rotations-
kegels nur ez RiB gegeben, z. B. von der
Mantellinie m (Fig. 16.c) nur der Grundrif3
m’, so kann der Aufri m” folgendermaBen
konstruiert werden: Man faBt m auf als
Tangente einer beliebig gewihlten Inkugel.
Die erstprojizierende Ebene I' durch m
schneidet die Kugel im Kreis k. m ist Tan-~
gente von S an k. Projiziert man um, senk-
recht zu m’, so wird k in wahrer Grofle
sichtbar, und man kann m’” sofort zeichnen.

Fig. 16.b

Sl|
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Man koénnte auch wie bei der Fig. 15.g direkt ohne neuen Ril den Aufril des Kreises k
zeichnen und wie bei der Fig. 14.k von S" aus die Tangenten zichen.

Den Fall eines Rotationszylinders zeigt die Fig. 16.d.

Sl)l
Fig. 16.c Fig. 16.d

Kennt man von einem Punkt P einer Kegelfliche nur einen RiB, so konstruiert man
den anderen auf diese Weise mit Hilfe der durch P laufenden Mantellinie.

Erginzend zur Fig. 16.a zeigt die Fig. 16.e noch zwei Fille, wo die Projektion der
Kegelspitze nicht in jedem der Risse auBerhalb des Inkugelumrisses liegt.

Der Offnungswinkel eines Rotationskegels erscheint, wenn die Achse nicht Hauptlage
hat, in den Rissen nicht in wahrer GréBe. Sind die Achse a, die Spitze S und der halbe
Offnungswinkel ¢ gegeben und die Umrisse gesucht, so bringt man a zuerst in Haupt-
lage (Fig. 16.f), trigt im dritten Ri} @ ab und nimmt eine Inkugel zuriick.
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al

Fig. 16.e

(16.1) Konstruktion eines Leitkreises

Gegeben sind von einem Rotationskegel
die Spitze S, die Achse a und eine Inkugel
(Fig. 16.g).

Man schneide den Kegel mit einer Ebene
2 normal zu a.

Durch Umprojizieren, z. B. vom Grund-
riB aus, wird a in Hauptlage gebracht.
2 ist dann beziglich des dritten Risses
projizierend. Vom dritten RiB her be-
kommt man sofort den GrundriB des
Schnittkreises k und nachher auch den
AufriB. Die Ellipsenhauptachsen stehen
senkrecht auf a’ resp. a’. Die UmriB3-
punkte U;, U,, U;, U, des Kreises k
konstruiert man am besten mit Hilfe der
Inkugel, die den Kegel lings k beriihrt.
Man fithre die Konstruktion auch bei einem
Rotationszylinder durch.

Wenn umgekehrt von einem Rotationske-
gel ein Leitkreis und die Spitze (auf der
Leitkreisachse) gegeben sind, konnen die
Kegelumrisse wie bei der Fig. 14.k kon-
struiert werden oder durch Umprojizieren.

Es folgen die wichtigen Schnitt- und Be-
rithrungsaufgaben mit Rotationskegeln und
Rotationszylindern.

Fig. 16.g
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(16.2) Schnitt eines Rotationskegels mit einer Geraden (Fig. 16.h)

Ein Rotationskegel mit der Achse a, der Spitze S und einem Leitkreis k soll mit einer
Geraden g geschnitten werden.

Fig. 16.h

Die Spitze S und die Gerade g spannen eine Ebene @ auf. Diese Ebene @ schneidet den
Kegel in den Mantellinien, auf denen die gesuchten DurchstoBpunkte A und B liegen.
Man schneidet @ mit der Leitkreisebene A und dann die Schnittgerade g mit dem Leit-
kreis k und verbindet die Schnittpunkte A und B mit S. Mit anderen Worten: Die
Gerade g wird von S aus, 1sp. bei einem Zylinder in der Richtung der Achse a, auf die
Leitkreisebene A projiziert, und die Projektion g wird mit dem Leitkreis k geschnitten,
Projiziert wird mit Hilfe zweier Punkte G; und G, von g; mit Vorteil nimmt man als
einen dieser Punkte gerade den Schnittpunkt von g mit A.

(16.3) Tangentialebene durch einen Punkt an einen Rotationskegel (Fig. 16.i)

Gesucht sind die Tangentialebenen eines Rotationskegels mit der Achse a, der Spitze S
und einem Leitkreis k, welche durch einen gegebenen Punkt P gehen.

a a
S
P
1
P
t
[ k = T
T,/ P
A t,

Fig. 16.i

Man projiziert P von S aus, rsp. bei einem Zylinder in der Richtung der Achse a, auf
die Leitkreisebene A und zieht vom Bild P die Tangenten t, und t, an den Leitkreis k.
Diese Tangenten spannen zusammen mit der Geraden PS die Tangentialebenen T; und
T, auf.
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Der Punkt P kann natiirlich auch ein Fernpunkt sein.
Liegt P gerade auf der Kegelfliche, so vereinfacht sich die Konstruktion (Fig. 16.k).

a

S S
n
P
P
@k
A P t a
Fig. 16.k Fig. 16.1

Um die Konstruktionen (16.2) und (16.3) bequem durchfithren zu kénnen, bringt man
die Leitkreisebene jeweils zuerst durch Umprojizieren in Hauptlage.

Die beiden Konstruktionsverfahren werden natiirlich nicht nur bei Rotationskegeln,
sondern auch bei schiefen Kreiskegeln, ja tiberhaupt bei Kegeln mit irgendwelchen
ebenen Leitlinien angewendet.

Ist von einem Rotationskegel kein Leitkreis gezeichnet, so kann die Aufgabe (16.3)
auch ohne Leitkreis, mit Hilfe einer Inkugel gelést werden. Man konstruiert dann wie
bei (15.4) die Inkugeltangentialebenen, welche durch die Gerade SP gehen.

Und die Tangentialebene T in einem Punkt P eines Rotationskegels kann mit Hilfe der
Normalen n zu T in P konstruiert werden (Fig. 16.1). Diese Normale n liegt in der zur
Mantellinie SP normalen Ebene durch P und schneidet die Kegelachse a.

Eine Anwendung:
Schattenkonstruktion bei einem Rotationskegel

Ein Rotationskegel (Fig. 16.m) wird von einem Punkt L aus beleuchtet. Die Eigen-
schattengrenze besteht aus den beiden Mantellinien, lings denen die durch L gehenden
Tangentialebenen den Kegel berithren. Der Schlagschatten in der Leitkreisebene A
wird begrenzt durch die Tangenten, die vom Schattenpunkt D der Kegelspitze S aus an
den Leitkreis gelegt werden konnen.

Die Schattengrenzen sind allein schon durch die Richtung des Lichtstrahls bestimmt,
der durch die Kegelspitze geht; eine Verschiebung der Lichtquelle L auf der Geraden
SD (z. B. in den Fernpunkt) verindert nichts.

(16.4) Schnitt eines Rotationskegels mit einer Ebene

Dieses zentrale Problem wird im Kap. 18 separat behandelt. Die Schnittkurve ist nur
dann ein Kreis, wenn die Schnittebene senkrecht auf der Kegelachse steht.
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Fig. 16.m

(16.5) Schnitt zweier Rotationskegel, mit gemeinsamer Spitze (Fig. 16.n)

Wenn zwei sich schneidende Rotationskegelflichen dieselbe Spitze haben, schneiden sie
sich in zwei Mantellinien. (Der allgemeine Fall mit verschiedenen Spitzen folgt im Kap.
23.) Diese gemeinsamen Mantellinien m und n erhilt man so: Man legt eine Kugel um
die gemeinsame Kegelspitze S. Sie schneidet die beiden Kegel in zwei Kreisen k, und k.
Die Ebenen A, und A, dieser Kreise stehen senkrecht auf den Kegelachsen. Ihre Schnitt-
gerade g spannt mit S die Ebene auf, in der m und n liegen. Die Schnittpunkte P und Q
der Geraden g mit der Kugel sind Punkte von m und n.

Am einfachsten ist die Konstruktion, wenn die Ebene, welche durch die beiden Kegel-
achsen aufgespannt wird, in Hauptlage gebracht worden ist.

e ——




17. Kugel-, Kegel- und Zylinderaufgaben

Aufgabe (17.1):

Gegeben sind zwei windschiefe Geraden f, g und auf f ein Punkt A. Gesucht ist auf f ein
Punkt M, der von A und g gleichweit entfernt ist.

Aufgabe (17.2):

Gegeben sind zwei windschiefe Geraden f, g und auf f ein Punkt A. Man konstruiere ein
Quadrat, das die folgenden Bedingungen erfiillt: A ist eine Ecke des Quadrats, die
Quadratseite AB liegt ganz auf f, und die der Ecke A gegeniiberliegende Ecke C liegt
auf g.

Aufgabe (17.3):

Gegeben sind zwei windschiefe Geraden f, g und auf f ein Punkt A. Man konstruiere in A
eine Normale n zu f, welche von g den vorgegebenen Abstand d hat.

~D ! hz”

>=
2
Y

Fig. 17.a
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Bei vielen Konstruktionsaufgaben spielen immer wieder Kugeln, Kegel und Zylinder
eine Rolle. Oft 148t sich ein Problem sofort 16sen, sobald man es als Kugel-, Kegel- oder
Zylinderproblem erkannt hat. Die Aufgabe (17.1) ist eine Kugelaufgabe, (17.2) ist eine
Kegelaufgabe und (17.3) eine Zylinderaufgabe.

Bei der Aufgabe (17.1) ist der gesuchte Punkt M der Mittelpunkt der Kugel, welche durch
A geht und g beriihrt (Fig. 17.a). Die Normalebene A zu f durch A beriihrt diese Kugel.
Man schneidet g mit A und trigt vom Schaittpunkt D aus auf g die Strecke DA ab.
So bekommt man, da die Abschnitte auf allen Tangenten von D aus an die Kugel gleich
lang sind, den Berithrungspunkt B von g. Die Normalebene N zu g durch B schneidet
fin M.

Bei allen drei Konstruktionen Fig. 17.a,b,c wird hier f vereinfachend in erster Hauptlage
angenommen, und es witd jeweils nur eine Losung gezeichnet.

Bei der Aufgabe (17.2) schlieBt die Quadratdiagonale AC mit der Quadratseite AB den
Winkel 45° ein (Fig. 17.b). C liegt somit auf dem Rotationskegel mit der Achse £, der
Spitze A und dem halben Offnungswinkel 45°. Man schneidet g mit dem Kegel und fillt
von C das Lot auf £,

Fig. 17.b

Bei der Aufgabe (17.3) beriihrt die gesuchte Gerade n den Rotationszylinder mit der
Achse g und dem Radius d (Fig. 17.c). Man konstruiert die Tangentialebene T durch den
Punkt A an den Zylinder und schneidet T, d. h. die Mantellinie m, lings welcher T den
Zylinder beriihrt, mit der Normalebene N zu f durch A.
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Weitere vermischte Aufgaben:

(17.4) Man konstruiere eine Kugel, von der die folgenden Stiicke gegeben sind:

a) drei Punkte und der Radius;

b) drei Punkte und eine Tangente;

c) ein Punkt, eine Tangente mit ihrem Beriihrungspunkt und eine Tangential-
ebene; :

d) zwei parallele Tangenten, eine Tangentialebene und der Radius;

e) eine Tangente mit ihrem Beriihrungspunkt, eine Tangentialebene und der
Radius;

f) zwei Punkte und zwei Tangentialebenen.

Das sind nur einige Beispiele aus der Vielfalt der Moglichkeiten. Man stelle sich

selber weitere solche Aufgaben.

(17.5) Gegeben sind eine Kugel k und zwei Punkte A und B. Man konstruiere eine
Kugel mit gegebenem Radius, welche k berithrt und durch A und B geht.

(17.6) Von einem Rotationskegel kennt man:

a) drei Mantellinien;

b) zwei Mantellinien und eine Tangentialebene;

c) die Spitze, eine Tangente a und eine Tangente b mit ihrem Beriithrungspunkt;
d) die Achse, einen Punkt und eine Tangente.
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(17.7) Gegeben sind zwei Punkte P und Q und eine Gerade g. Man stelle einen Rota-
tionskegelkdrper dar, dessen Grundkreis durch P und Q geht und von dem eine
Mantellinie auf g liegt.

(17.8) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden a, b und ein Punkt A auf a. Man stelle
einen Rotationszylinderk&rper dar, von welchem ein Randkreis die Gerade a in
A beriihrt, wihrend der andere Randkreis b beriihrt.

(17.9) In der Ebene liegen in einem Kreis drei Punkte A, B, C. Man lege durch A, B, C
eine Ellipse, welche den Kreis an zwei Stellen beriihrt. (Der Kreis wird aufgefaBt
als RiB einer Kugel und die Ellipse als Rif3 eines Kugelkreises).

(17.10) Gegeben sind eine Kugel und eine Gerade g. Man umschreibe der Kugel einen
Kegel mit vorgegebenem Offnungswinkel, dessen Spitze auf g liegt.

(17.11) Gegeben sind zwei Punkte A, B und eine Gerade f. Man konstruiere ein recht-
winkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB und der dritten Ecke auf f.

(17.12) Gegeben sind vier Punkte A, B, C, D. Gesucht ist ein Punkt P, so da83 die drei
Winkel ABP, BPC und PCD rechte Winkel sind.

(17.13) In einer Ebene liegen zwei Geraden a und b. Man zeichne eine Halbkugel, deren
Randkreis a und b beriihrt, und die durch einen gegebenen Punkt P geht.

(17.14) Gegeben sind zwei Geraden a und g. Man konstruiere den Rotationszylinder mit
der Achse a, der aus g eine Strecke mit vorgegebener Linge herausschneidet.

(17.15) Ein Rotationskegel steht auf einer Ebene A. Auf einer Geraden g wird ein Punkt
gesucht, der vom Kegel und von der Ebene A gleiche Abstinde hat.

(17.16) Eine Gerade schneidet einen schiefen Kreiszylinder. Man bestimme die Winkel
zwischen der Geraden und der Zylinderfliche.

(17.17) Gegeben sind eine Ebene Il und zwei Geraden a und b. Gesucht sind auf a ein
Punkt A und auf b ein Punkt B, so daB} die Strecke AB parallel ist zu Il und vor-
geschriebene Linge hat.

(17.18) Gegeben sind ein Rotationskegel und eine Gerade f. Gesucht ist auf f ein Punkt P,
so daB die beiden Tangentialebenen von P an den Kegel einen vorgeschriebenen
Winkel einschlieBen.

(17.19) Gegebensind eine Gerade g und zwei Punkte Pund Q. Gesuchtistauf gder Punkt
G, fiir den die Summe seiner Entfernungen von P und Q minimal ist.

(17.20) Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden a, b und eine dritte Gerade c.
Man drehe die Gerade a um die Gerade b, bis sie von der Geraden c einen vor-
gegebenen Abstand hat.

(17.21) Auf einer Kugel liegt ein Punkt P. Man suche auf einer Geraden g einen Punkt L,
so daB, bei Beleuchtung von L aus, die Eigenschattengrenze der Kugel durch P
geht.

(17.22) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden f und g. Man konstruiere das kleinste
gleichseitige Dreieck mit einer Seite auf f und der dritten Ecke auf g.

(17.23) Von einem Kreis kennt man den Radius, eine Tangente und einen Punkt seiner
Achse.
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(17.24) Gegeben sind ein Punkt P und zwei Geraden f und g. Man lege durch P eine Ge-
rade, die von f und von g den gleichen, vorgegebenen Abstand hat.

(17.25) Gegeben sind eine Kugel und zwei Geraden a und b. Man umschreibe der Kugel
einen Zylinder, der a und b beriihrt.

(17.26) Man konstruiere den kiirzesten Abstand zweier gegebener schiefer Kreiszylinder-
flichen mit windschiefen Achsen.

(17.27) Gegeben sind eine Gerade g und eine EbeneIl. Man lege durch g eine Ebene, die
mit II einen vorgegebenen Winkel einschlieBt.

(17.28) Zwei Geraden a und b sind gegeben. Gesucht ist eine Ebene, die mit a den ge-
gebenen Winkel ¢ einschlieBt und von b den gegebenen Abstand d hat.

(17.29) Gegeben sind eine Ebene A und zwei Geraden p und q. Man lege durch p eine
Ebene, die mit q denselben Winkel einschlieBt wie A.

(17.30) Eine Rotationskegelfliche und eine Gerade sind gegeben. Man konstruiere ihren
kiirzesten Abstand.

(17.31) Gegeben sind eine Kugel, eine Ebenell und ein Punkt S. Man lege durch S eine
Ebene, welche die Kugel berithrt und mit I1 den gegebenen Winkel ¢ einschlieft.

(17.32) Man konstruiere eine gemeinsame Tangente eines Rotationskegels und eines
Rotationszylinders, welche vorgeschriebene Richtung hat.

(17.33) Gegeben sind eine Gerade f und zwei parallele Geraden a und b. Man drehe die
Gerade f um a, bis sie von b einen vorgeschriebenen Abstand hat.

(17.34) Ein Rotationszylinder, eine Gerade a und auf a ein Punkt S sind gegeben. Gesucht
ist der Rotationskegel mit der Achse a und der Spitze S, welcher den Zylinder
beriihrt.

(17.35) Man lege durch einen gegebenen Punkt eine Tangente an einen gegebenen
Rotationskegel, welche von der Spitze einen vorgegebenen Abstand hat.

(17.36) Gegeben sind eine Kugel und zwei Punkte A und B. Zu konstruieren ist ein Kreis
mit dem Durchmesser AB, welcher die Kugel beriihrt.

(17.37) Eine Kugel und zwei sich schneidende Geraden a und b sind gegeben. Man drehe
die Gerade a um die Gerade b, bis sic die Kugel beriihtt,

(17.38) Zwei Geraden a und b schneiden sich im Punkt S. Man lege durch S eine Gerade,
welche mit a und b vorgeschriebene Winkel o und § einschlieBt.

(17.39) Gegeben sind zwei Kugeln und ein Punkt P. Man konstruiere die durch P gehen-
den gemeinsamen Tangenten der beiden Kugeln.

(17.40) Gegeben sind zwei windschiefe Geraden a und b. Man konstruiere eine Trans-
versale, die mit a den gegebenen Winkela einschlieBt und auf b senkrecht steht.



18. Schnitt eines Rotationskegels mit einer Ebene

Eine Rotationskegelfliche mit der Spitze S, der Achse 2 und dem halben Offnungs-
winkel ¢ wird mit einer Ebene 3 geschnitten. Was gibt es fiir eine Schnittkurve? Das
hingt von der gegenseitigen Lage und Stellung der Ebene und des Kegels ab.

Einfach sind die Verhiltnisse, wenn die Ebene durch die Kegelspitze geht. Dann besteht
die Schnitt,, kurve* entweder nur aus der Spitze oder aus einer Mantellinie oder aus einem
Mantellinienpaar, je nachdem der Winkel «, den die Ebene mit der Kegelachse bildet,
groBer als o, gleich ¢ oder kleiner als ¢ ist (Fig. 18.a).

Ay

Fig. 18.a

Enthilt die Schnittebene die Kegelspitze nicht, so sind die Schnittkurven komplizierter.
Man unterscheidet dann auch die drei Fille o > ¢, « = ¢, a < o.

(18.1) Ellipsenschnitt (o > ¢)

Vereinfachend wird in der Fig. 18.b die
Kegelachse a erstprojizierend, die Ebene X
zweitprojizierend angenommen, und es
soll nur der Aufril gezeichnet werden.
Dem Kegel lassen sich zwei Inkugeln
einschreiben, welche die Schnittebene %
berithren. Sie erscheinen in diesem RiB
als In- und Ankreis des Dreiecks, gebildet
durch den KegelumriB und den RiB von
2. Diese beiden Kugeln heiBen die zur
Ebene X gehorenden Dandelin’schen 4
Kugeln des Rotationskegels (Germinal

Pierre Dandelin 1794—1847). Es seien F, m”
und F, ihre Berithrungspunkte mit 2,
k, und k, ihre Berithrungskreise mit dem
Kegel. Durch einen beliebigen Punkt P
der in der Ebene X liegenden Schnitt- Fig. 18.b

kurve wird die Mantellinie m gezogen.

m berithrt die Inkugeln in den Punkten B, und B, auf k, und k,.

Da alle Tangentenabschnitte von einem Punkt aus an eine Kugel gleich lang sind, ist
PF, = PB,, ebenso PF, = PB,. Daraus ergibt sich, daBB die Summe der Entfernungen

7 Stirk, Geometrie 37443
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des Punktes P von den beiden Punkten F, und F, konstant ist, unabhingig von der
Wahl des Punktes P auf der Schnittkurve. Denn es ist PF; + PF, = PB, + PB, = B;B,,
also gleich dem Mantellinienstiick zwischen den Kreisen k; und k,. Die Schnittkurve ist
eine Ellipse mit den Brennpunkten F, und F, (14.2).

(18.2) Parabelschnitt (« = o)

Ist o = ¢, so ist die Schnittebene X parallel zu einer Tangentialebene des Kegels
(Fig. 18.c).
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Fig. 18.c

Hier gibt es eine Dandelin’sche Kugel. Sie berithre X in F und den Kegel lings des Krei-
ses k. Die Schnittgerade der Ebene % und der Kreisebene sei 1. Fiir einen beliebigen
Punkt P der Schnittkurve gilt wieder PF = PB. Die wahre Linge des Mantellinien-
stiicks PB kann auf der UmriBmantellinie u abgelesen werden. u hat Hauptlage und u”
verlduft parallel zu %", Daraus ergibt sich PF = Pl; der Punkt P hat gleiche Abstiinde
von F und von 1. Die Schnittkurve ist eine Parabel.

Definition:

Der geometrische Ort aller Punkte P einer Ebene, die von einem festen Punkt F und
einer festen Geraden 1 dieser Ebene gleich weit entfernt sind, ist eine Parabel, die
Parabel mit dem Brennpunkt F und der Leitgeraden 1.

Die Gerade senkrecht zu 1 durch F, die Symmetrieachse, ist die Achse der Parabel,
der Parabelpunkt auf der Achse, die Mitte zwischen F und ], ist der Scheitel der Parabel.
In der Fig. 18.c kann die Parabel aufgefaBBt werden als Zentralprojektion des Kreises k
von S aus auf 2. Bei dieser Projektion geht der Kreispunkt, der auf u liegt, iiber in den
Fernpunkt der Parabelachse. Der Fernpunkt der Parabelachse wird daher auch zur
Parabel gerechnet, und weil Kreistangenten in Parabeltangenten iibergehen, wird die
Ferngerade der Parabelebene aufgefalit als die Tangente im Fernpunkt der Parabel.
Parabelsehnen parallel zur Achse heien Durchmesser.
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(18.3) Hyperbelschnitt (« < ¢)

Die Schnittkurve zerfillt hier (Fig. 18.d) in zwei Aste. Analog wie bei (18.1) ergibt sich
| PF, — PF, | = | PB, — PB, | = B,B,. Die Schnittkurve ist eine Hyperbel.

Definition:

Der geometrische Ozt aller Punkte P einer Ebene, tiir welche die Differenz der
Entfernungen von zwei festen Punkten F; und F, dieser Ebene konstant ist, ist eine
Hyperbel (vgl. 14.2).

Die Punkte F, und F, sind die Brennpunkte. Die Gerade durchF, und F, ist die Haupt-
achse, die Mittelsenkrechte von F,F, ist die Nebenachse, der Schnittpunkt dieser
Symmetrieachsen ist das Zentrum der Hyperbel. Die Hyperbelpunkte auf der Haupt-
achse sind die Scheitel.

Es seien (Fig. 18.e) F; und F, die Brennpunkte, S, und S, die Scheitel einer Hyperbel.
Fiir alle Hyperbelpunkte P ist die Entfernungsdifferenz von F, und F, konstant. Wit
bezeichnen diese Differenz mit 2a, es sei also PF; — PF, = 2a fiir den Hyperbelast um
F, und PF, — PF, = 2a fiir den Hyperbelast um F,. Es zeigt sich, daB3 a gleich der Strecke
vom Zentrum Z zu den Scheiteln ist, denn die Scheitel erfiillen die Bedingung auch:
2a = S,F; — S,F, = §;F; — S;F, = §;S,.

Zu jedem Hyperbelpunkt P gehort ein gleichschenkliges Dreieck mit der Spitze P,
mit F, als einer Basisecke und mit der anderen Basisecke B auf dem Kreis um F, mit dem
Radius 2a, dem sog. zu F, gehoérenden Leitkreis der Hyperbel (Die Rollen von F,
und F, konnen vertauscht werden). Wandert B auf dem Leitkreis, so beschreibt P als
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Fig. 18.e

Schnittpunkt der Geraden F,B und der Mittelsenkrechten von BF, die Hyperbel. Fiir
zwei Lagen, B, und B,, gibt es keinen endlichen Schnittpunkt. Man zihlt die zu den
Geraden F,B, und F;B, gehorenden Fernpunkte U; und U, auch zur Hyperbel. In
(18.12) wird gezeigt, daB die Mittelsenkrechte von BF, die Hyperbeltangente im Punkt P
ist. Die Geraden p; und p,, die das Zentrum Z mit den Fernpunkten U, und U, vet-
binden, sind die Mittelsenkrechten von B,F, und B,F,, somit die Tangenten in den
Fernpunkten U, und U,. Es sind die beiden Asymptoten der Hyperbel.

Es sei E der Schnittpunkt der Asymptote p; mit der Scheiteltangente im Scheitel S,.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke F,F,B, und ZES, folgt ZE = % - F,F, = ZF,. Der
Kreis um Z durch die Brennpunkte F; und F, schneidet daher die Scheiteltangenten
auf den Asymptoten.

Es ist damit ein einfaches Verfahren gefunden, aus den Scheiteln und den Brennpunkten
einer Hyperbel die Asymptoten, rsp. aus den Asymptoten und den Scheiteln die Brenn-
punkte, rsp. aus den Brennpunkten und den Asymptoten die Scheitel zu konstruieren.

Zusammenfassung:

(18.4) Satz:

Eine Rotationskegelfliche mit dem halben Offnungswinkel ¢ wird von einer Ebene,
welche nicht durch die Spitze geht und welche mit der Achse den Winkel ¢ ein-
schliet, in einer Ellipse, einer Parabel oder in einer Hyperbel geschnitten, je nach-
dem « groBer als o, gleich ¢ oder kleiner als ¢ ist.

Fiir eine Rotationszylinderfliche heiBt das: Eine Ebene, die nicht parallel ist zur Zylin-
derachse, schneidet die Zylinderfliche in einer Ellipse.

Man nennt Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln Kegelschnitte und braucht dieses Wort
ausschlieBlich fiir diese Kurven. (Der Schnitt einer Ebene mit einer Kegelfliche, die
beispielsweise eine sinus-Kurve als Leitlinie besitzt, ist also kein ,,Kegelschnitt*.)
Gelegentlich bezieht man auch die Schnittfiguren der Fig. 18.a mit ein und unter-
scheidet dann eigentliche und nichteigentliche (oder ausgeartete) Kegelschnitte.
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Der Satz (18.4) 1aBt sich folgendermaBen umkehren:
(18.5) Satz:

Dutch jeden Kegelschnitt 148t sich eine Rotationskegelfliche legen, die diesen Kegel-
schnitt als Leitlinie besitzt.

Das heilt, jeder Kegelschnitt kann aufgefaBBt werden als Zentralprojektion eines
Kreises, nimlich irgendeines Leitkreises der Rotationskegelfliche, welche durch den
Kegelschnitt gelegt werden kann.

Den Fall einer Ellipse zeigt die Fig. 18.£.
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Fig. 18.f

Man zeichnet eine beliebig groBe Kugel k mit dem Mittelpunkt M, welche die Ebene I1
der gegebenen Ellipse in einem der Brennpunkte beriihrt. Dann zieht man von den
Hauptscheiteln S, und S, in der Ebene S;S,M die Tangenten an die Kugel. Sie schneiden
sich in einem Punkt L. Der Kegel mit der Spitze L und der Inkugel k erfiillt die Be-
dingung (Kegelschnitte sind durch die Brennpunkte und durch die Scheitel eindeutig
bestimmt).

Analoges Vorgehen bei einer Parabel und bei einer Hyperbel.

Bei einer Ellipse kann k gerade so groB gewahlt werden, daB L ein Fernpunkt wird,
daf3 sich eine Rotationszylinderfliche ergibt.

Kegelschnitte haben die folgenden beiden Eigenschaften:

(18.6) Jede Gerade in der Ebene eines Kegelschmtts schneidet den Kegelschnitt in
zwei Punkten oder berithrt den Kegelschnitt oder hat mit dem Kegelschnitt -
keine gemeinsamen Punkte.

(18.7) Dutch jeden. Punkt der Ebene eines Kegelschnitts geheri zwei chelschmtt—
tangenten oder eine Tangente, wenn der Punkt auf dem Kegelschnitt liegt,
oder keine Tangente.
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Dies folgt aus (18.5). Der Kegelschnitt wird aufgefaBt als Zentralprojektion eines
Kreises. Die Eigenschaften iibertragen sich vom Kreis auf den Kegelschnitt.

Der Satz (18.4) 148t sich groBartig verallgemeinern. Im Kap. 20 wird gezeigt, daB nicht
nur gerade Kreiskegelflichen, sondern alle Kegelflichen, die irgendeinen Kegelschnitt
als Leitlinie besitzen, von Ebenen, die nicht durch die Spitze gehen, wieder in Kegel-
schnitten geschnitten werden.

Das heiBlt, daB Projektionen von Kegelschnitten wieder Kegelschnitte sind.

Vorerst befassen wir uns hier mit der Darstellung von Kegelschnitten, welche Haupt-
lage haben:

Eine Kugel k werde von einem Punkt L aus beleuchtet. Man konstruiere ihren Schlag-
schatten auf eine erste Hauptebene I1. Mit anderen Worten: Man schneide den Kegel,
mit der Spitze L und der Inkugel k, mit der Ebenell. Der Einfachheit halber soll bei den
drei folgenden Figuren die Kegelachse a gerade zweite Hauptlage haben.

(18.8) Ellipse (Fig. 18.g)
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Fig. 18.g



18. Schnitt eines Rotationskegels mit einer Ebene 103

Beschreibung der Konstruktion:

1) Die zweiten UmriBmantellinien des Kegels liefern die Hauptscheitel S, und S, der
Ellipse. Das Ellipsenzentrum Z ist die Mitte der Strecke S,S,.

2) Mit Hilfe des tiefsten und des hochsten Kugelpunktes konstruiert man die Ellipsen-
brennpunkte F; und F, (Streckung).

3) Die Kreise um F; und F, mit der groBen Halbachse ZS als Radius liefern die Neben-
scheitel (14.2).

4) Die ersten UmriBpunkte U; und U, der Ellipse sind die Schnittpunkte der ersten
Kegelumrifimantellinien u; und u, mit der Ellipsenebene. Sie werden mit Hilfe des
Kugelpunktes B konstruiert.

5) Den Grundrif3 eines beliebigen Ellipsenpunktes P, dessen AufriBl vorgegeben ist,
bekommt man mit Hilfe der Kegelmantellinie m durch P. Da die Kegelachse a
Hauptlage hat, kann der Punkt T, in welchem m die Kugel berithrt, sofort gezeich-
net werden.

6) Die Ellipsentangente t im Punkt P ist die Schnittgerade der Ellipsenebenell mit der
Kegeltangentialebene, welche den Kegel lings m beriihrt. Diese beriihrt die Inkugel
im Punkt T, steht somit senkrecht auf MT. Da t eine erste Hauptgerade ist, bekommt
man t’ als Senkrechte zu M'T’" durch P’.

Natiirlich kdnnen, sobald die Ellipsenscheitel konstruiert sind, die Punkte U,’, Uy’, P’

und die Tangente t’ auch direkt im GrundriB, ohne Zuhilfenahme des Aufrisses, mit
einer normalen Affinitit (14.7) konstruiert werden.

(18.9) Parabel (Fig. 18.h). Gleiches Verfahren wie bei der Ellipse.
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Ebenso vetliuft die Konstruktion im Fall der

(18.10) Hyperbel.
In der Fig. 18.i ist nur die Konstruktion der Asymptoten durchgefiihrt.
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Die Asymptoten p; und p, der Hyperbel sind die Tangenten in ihren Fernpunkten. Zu
diesen Fernpunkten gehoren die Kegelmantellinien £, und f,, die parallel sind zur Hyper-
belebene II. p; und p, sind die Schnittgeraden der Hyperbelebene IT mit den Kegel-
tangentialebenen A, und A,, welche den Kegel lings f; und £, beriihren. Die Ebenen A
kdnnen als Normalebenen zu den zugehdrigen Kugelradien konstruiert werden.

Die Asymptoten p sind parallel zu den Mantellinien f und schneiden sich im Hyperbel-
zentrum Z. Hat man Z schon mit Hilfe der Scheitel konstruiert, so kann man die Asym-
ptoten ohne Gebrauch der Ebenen A, durch Verschieben der Mantellinien f bekommen.

Hat bei den drei Konstruktionen (18.8), (18.9), (18.10) die Kegelachse nicht Hauptlage,
so wird am besten zuerst umprojiziert.

Die Fig. 18.k zeigt dies noch im Falle einer unendlich fernen Lichtquelle, also bei
Parallelbeleuchtung.

Die drei Kegelschnittsorten Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln lassen sich einheitlich
definieren.

Es gibt nicht nur bei den Parabeln, sondetn auch bei den andern Kegelschnitten zu
jedem Brennpunkt F eine Leitgerade 1, mit der Eigenschaft, daB fiir jeden Punkt des
Kegelschnitts das Verhiltnis A = PF : Pl seiner Entfernung von F zu seinem Abstand
von | konstant jst. Bei den Parabeln ist A gleich 1, bei den Ellipsen kleiner als 1 und bei
den Hyperbeln groBer als 1.
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Beweis: In der Fig. 18.1 sei 1 die Gerade, in welcher die Schnittebene X die Berithrungs-
kreisebene der Dandelinkugel schneidet. Aus PF=PB =h:cos¢g und Pl = h: cos«
folgt PF : Pl = cos « : cos ¢ = konstant.

Als Anwendung dazu der
(18.11) Satz:

Wird ‘eine  Rotationskegelfliche mit g 1"
einer . Ebene, -die nicht = durch - die ]
Kegelspitze - geht, geschnitten, :so “ist o h
die Normalprojektion der Schnittkurve ¢

auf eine Ebene senktecht zur Kegelachse P Y

Dies zeigt die Fig. 18.m. Esist P’ = h - tga
und P’S’ = h - tg o, also

P'S": PV =tg ¢ : tg « = konstant.

Man beachte, daB die Brennpunkte des
Kegelschnitts hier nicht wieder in die / N

ein Kegelschnitt mit der Projektion der
Kegelspitze als Brennpunkt. F

Brennpunkte der Projektion iibergehen.

S
Unter den geometrischen Eigenschaften
der Kegelschnitte interessieren bei deren \-/ / /]
Darstellung natiirlich besonders diejenigen, P’

die bei Projektionen erhalten bleiben. Das
Kap. 19 wird sich mit solchen projektiven 1
Eigenschaften befassen.

Hier folgen vorerst noch einige Zusammen-
hinge, bei denen es um die Brennpunkte
geht.

(18.12) Konstruktion der Tangente in einem Punkt eines Kegelschnitts mit Hilfe
der Brennstrahlen

Von einer Ellipse/Hyperbel sind die beiden Brennpunkte F, und F, gegeben, rsp. von
einer Parabel der Brennpunkt F und die Leitgerade 1. Wie konstruiert man die Tangente
in einem Punkt P des Kegelschnitts ?
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Es geniigt, einen der drei Fille (Fig. 18.n) zu betrachten, z. B. die Hyperbel (in der
Mitte). Wir zeigen, daB die Winkelhalbierende t des durch die Brennstrahlen PF; und
PF, gebildeten Winkels die Tangente im Punkt P ist. Dazu spiegelt man einen der
Brennpunkte, z. B. F; an t. Der symmetrische Punkt Fy* liegt auf PF,. Wire t nicht die
Tangente, so gibe es auf t noch einen zweiten Hyperbelpunkt Q. Dann miifite
| QF, — QF, | = | PF, — PF, | sein und wegen QF, = QF,* und PF, = PF,* ergibe
sich | QF; — QF,* | = F,F*.

Analoge Ubetlegung bei der Ellipse und bei dér Parabel.

Satz:

_ Bei einer Ellipse halbiert die Normale in einem Punkt P deri Winkel zwischen den
Brennstrahlen PF; und PF,. Bei einet Hyperbel halbiert die Tangente in einem Punkt.
P den Winkel zwischen den Brennstrahlen PF; und PF,. Bei einer Parabel halbiert
die Normale in einem Punkt P den Winkel zwischen dem Brennstrahl PF und dem
Durchmesser durch P. Sl Gt

Daher die Bezeichnung ,,Brennpunkt®. Bei einem parabolischen Spiegel z. B. (Fig. 18.0)
wird parallel zut Achse einfallendes Licht im Brennpunkt gesammelt.

Y P
A S|\E/ B
e Gp— —
t
1
Fig. 18.0 Fig. 18.p Fig. 18.q

Zwei Anwendungen:

(18.13) Von einer Parabel sind die Achse a, der Scheitel S und ein Punkt P gegeben.
Man konstruiere den Brennpunkt F (Fig. 18.p).

Es sei t die Parabeltangente im Punkt P. A sei ihr Schnittpunkt mit der Achse a, und B
sei der FuBpunkt des Lots von P auf a. Das Dreieck AFP ist gleichschenklig. Aus
AF = FP = Bl folgt, da der Scheitel S in detr Mitte zwischen der Leitgeraden 1 und dem
Brennpunkt F liegt, daB3 S die Strecke AB halbiert.

Man fillt somit von P aus das Lot auf die Achse, verdoppelt die Strecke vom FuBSpunkt B
zum Scheitel S, bekommt A und konstruiert F mit Hilfe der Mittelsenkrechten von AP.
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(18.14) Von einer Hyperbel sind die Achsen und eine Tangente t mit ihrem Beriihrungs-
punkt P gegeben. Gesucht sind die Brennpunkte F, und F, (Fig. 18.q).

Die Tangente t halbiert den Winkel F,PF,. Bei einem Dreieck schneiden sich eine Winkel-
halbierende und die Mittelsenkrechte der Gegenseite auf dem Umkreis. Der Schnitt-
punkt N der Tangente t mit der Nebenachse ist daher ein Punkt des Umkreises des
Dreiecks F,F,P.

Man schneidet t mit der Nebenachse in N und konstruiert den Kreis durch P und N,
welcher den Mittelpunkt auf der Nebenachse hat. Dieser Kreis schneidet die Hauptachse
in den Brennpunkten F; und F,.

- (18.15) Schnitt eines Kegelschnitts mit einer Geraden

Diese Aufgabe 1Bt sich als Kreisproblem behandeln. Es soll hier nur der Fall der
Hyperbel untersucht werden (Fig. 18.1).

Es seien F; und F, die Brennpunkte einer Hyperbel und k der zu F; gehérende Leit-
kreis, wie bei der Fig. 18.e. Die Hyperbel kann aufgefaBt werden als der geometrische
Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die k berithren und durch F, gehen. Die Hyperbel
mit einer Geraden g schneiden, heiBt, unter den Kreisen, welche k berithren und durch
F, gehen, diejenigen suchen, deren Mittelpunkte auf g liegen. Die beiden Kreise, die
diese Bedingung erfiillen, gehen auch durch den zu F, beziiglich g symmetrischen
Punkt F,*. Man spiegelt F; an g und steht vor der Aufgabe, durch F, und F,* die Kreise
zu legen, welche k berithren — das Apollonische Kreisproblem.

Mittels eines Hilfskreises ¢ durch F, und F,* konstruiert man auf der Geraden E;F,* den
Punkt H, der beziiglich k und beziiglich der beiden gesuchten Kreise dieselbe Potenz
hat. Die Tangenten von H an k liefern die Berithrungspunkte B, und B,, und die
Geraden F;B; und F,B, schneiden g in den Mittelpunkten M, und M, der gesuchten
Kreise.

Der Leser fithre selber die entsprechende Konstruktion bei einer Ellipse und bei einer
Parabel durch.

Fig. 18.¢ Fig. 18.s
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(18.16) Tangenten von einem Punkt an einen Kegelschnitt

Wie legt man von einem Punkt aus die Tangenten an einen Kegelschnitt?

Es soll hier auch nur der Fall der Hyperbel betrachtet werden (Fig. 18.s). F; und F,
seien die Brennpunkte und k der zu F, gehorende Leitkreis einer Hyperbel. Gesucht
sind die Tangenten von einem Punkt Q an die Hyperbel.

Man schligt um Q den Kreis mit dem Radius QF, und schneidet diesen Kreis mit k. Die
Schnittpunkte Fo* und F,** sind, vgl. Fig. 18.e, die bezuglich der gesuchten Tangenten
symmetrischen Punkte zu F,. Die gesuchten Tangenten t; und t, sind die Mittelsenk-
rechten von F,Fy* und F,F,**. Die Beriihrungspunkte T, und T, der Tangenten liegen
auf den Geraden F,F,* und F F,**,



19. Fortsetzung Kegelschnitte:
Pol und Polare
Die Sitze von Pascal und Brianchon

Nach dem Satz (18.5) kann jeder Kegelschnitt aufgefaBt werden als Zentralprojektion
eines Kreises. Dadurch wird es moglich, gewisse Aussagen iiber Kreise zu allgemeinen
Aussagen iiber Kegelschnitte zu machen. Es sollen in diesem Kapitel einige Kreis-
eigenschaften, die sich beim Kreis leicht nachweisen lassen und die bei Zentral-
projektionen erhalten bleiben, auf die {ibrigen Kegelschnitte iibertragen werden.

(19.1) Pol und Polare

Es sei M der Mittelpunkt eines Kreises k und r dessen
Radius.

Wenn fiir eine Gerade p der Kreisebene und einen
Punkt P auf der Senkrechten zu p durch M und auf
derselben Seite von M (Fig. 19.2) die Beziehung

MP - Mp = 2

gilt, nennt man den Punkt P den Pol der Geraden p

und die Gerade p die Polare des Punktes P beziiglich Fig. 19.a

des Kreises k.

Auch fiir Fernelemente sind die Begriffe erklirt: Der Kreismittelpunkt ist der Pol der
Fetngeraden, und die Polare eines Fernpunkts ist die Gerade durch den Kreismittel-
punkt, welche senkrecht auf der Richtung des Fernpunkts steht.

Es handelt sich hier um eine Erweiterung des Tangentenbegriffs. Fiir einen Punkt P,
der auf der Kreisperipherie liegt, ist die Polare die Tangente in P (Fig. 19.b,I).

P 1 1
I I p o
P K
b P

Fig. 19.b

Liegt der Punkt P auBerhalb des Kreises, so ist nach dem Kathetensatz die Gerade,
welche die Berithrungspunkte der Tangenten von P an den Kreis verbindet, die Polare
von P (Fig. 19.b,II).

Und wenn P im Innern des Kreises liegt?

Es seien in der Fig. 19.c vier Punkte A, B, C, D so
gegeben, dal MA - MB = MC - MD = 12 ist. Dann ist
das Viereck ABCD ein Sehnenviereck. Wenn nun der
Winkel BDC ein rechter ist, dann ist auch der Winkel
BAC ein rechter. Das bedeutet: Wenn die Polare des
Punktes C durch B geht, dann geht die Polare des
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Punktes B durch C. Ebenso ist, wenn der Winkel DCB ein rechter ist, auch der Winkel
DAB ein rechter: Wenn die Polare von D durch B geht, geht die Polare von B durch
D. Das ist der

(19.2) ‘Inzidenzsatz fiir Pol und Polare:

Wenn die Polare eines Punktes P durch einen Punkt Q geht, dann geht die Polare -
von Q durch P.

Anders gesagt: :
Wenn der Pol einer Getaden p auf eirier Geraden q liegt, dann liegt der Pol von q

auf p. '

Das macht es moglich, fiir einen Punkt P
im Innern eines Kreises die Polare wie in
der Fig. 19.b,11I zu konstruieren: Man legt
durch Pzwei beliebige Geraden, konstruiert
wie bei II ihre Pole und verbindet diese.

Legt man nun durch einen Kegelschnitt
eine Rotationskegelfliche, so kann man
von der Kegelspitze aus die Kegelschnitt-
ebene auf eine Leitkreisebene projizieren

und erhilt damit eine eineindeutige Abbil-
dung des Kegelschnitts auf einen Kreis
(Fig. 19.d). Bei dieser Projektion der
Kegelschnittebene auf die Leitkreisebene

gehen die Kegelschnittangenten iiber in

die Leitkreistangenten, und Inzidenzen Fig. 19.d

bleiben natiirlich erhalten:

Der Schnittpunkt zweier Geraden wird abgebildet in den Schnittpunkt der Bilder der
Geraden, und die Gerade durch zwei Punkte in die Gerade durch die Bilder der beiden
Punkte.

Das oben iiber den Kreis Gesagte hat daher nicht nur beim Kreis, sondern bei jedem
Kegelschnitt einen Sinn:

Die Begriffe Pol und Polare kénnen, wie es in der Fig. 19.b fiir einen Kreis gemacht
wird, fir irgendeinen Kegelschnitt definiert werden, und es gllt insbesondere bei
allen Kegelschnitten der Inzidenzsatz (19. 2)

Man beachte noch, dafl das Zentrum eines Kegelschnitts der Pol der Ferngeraden ist.
Und in der Fig. 18.1 LiBt sich ablesen, daB3 die Polare eines Brennpunkts gerade die zu-
gehorige Leitgerade ist.

Das Bemerkenswerte an der Theorie ist der Umstand, wie man von der anfinglich
engen Fassung der Begriffe beim Kreis (Fig. 19.a), wo noch Streckenlingen und rechte
Winkel eine Rolle spielen, zu einer allgemeinen, fiir jeden Kegelschnitt giiltigen, pro-
jektionsfesten Form des Sachverhalts vorstoBt.
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(19.3): Definition:

Zwei Geraden der Ebene eines Kégelschnitté heiBen konjugiert zueinander beziig-
lich des Kegelschnitts, wenn jede durch den Pol der anderen geht.

Man vergleiche dazu (14.5).

Im Kap. 20 werden Projektionen einer Ebene auf eine Ebene, wie in der Fig. 19.d, sog.
Zentralkollineationen, eingehend behandelt. Hier soll vorweggenommen werden,
daB bei einer solchen Zentralkollineation Doppelverhiltnisse erhalten bleiben.

(19.4) Definition:

Unter dem Doppt;lverhﬁltnis (P,P,P,P,) von vier verschiedenen Punkten
Py, Py, Py, P, einer Zahlenachse (die Punkte brauchen nicht in der Reihenfolge der
Indizes angeordnet zu sein) mit den Koordinaten x,, x,, x,, %, versteht man die Zahl
(1= %) (a— %) x—X N-—X '

(e — %) (%1 — xg) Xa—Xs Xa—x

also den- Quotienten der Teilverhiltnisse, in denen die Punkte P; und P, die
Strecke PP, teilen.

(Mit den Teilverhiltnissen sind wie iiblich die mit Vorzeichen versehenen Strecken-
verhiltnisse gemeint: Liegt ein Punkt Q zwischen A und B, so teilt er die Strecke AB
im Verhiltnis —AQ : BQ, liegt er auBerhalb, so teilt er im Verhiltnis +AQ : BQ.)

,‘L A U B Y
o -
Y 1 2 5 7 10 X
Fig. 19.¢
In der Fig. 19.e z. B. gilt:
Doppelverhiltnis (ABUV) = 2222210 _(_2). 5 _ 5
Doppelverhiltnis (BUAV) = -;:-_-—i : .Z)T—i% = % : % = %§ usw.

Es ist sofort ersichtlich, daB Doppelverhiltnisse unabhingig sind von der Wahl des
Koordinatensystems auf der Geraden der vier Punkte.

Die Reihenfolge, in welcher die Punkte verrechnet werden, ist beim Begtiff ,, Doppel-
verhiltnis (P,P,P;P,)* natiirlich bedeutungsvoll. Mit denselben vier Punkten kénnen
verschiedene Doppelverhiltnisse gebildet werden:

(x2 — X3) - (11 — xy)
(x1 — x3) * (X2 — Xq)
(x1 — X3) - (X3 — Xq)
(xs — x2) * (%1 ~ Xg)
—3) (x4 — Xp)
w4

Doppelverhiltnis (P,P,P;P,) =

Doppelverhiltnis (P,P,P,P,) =

Doppelvethiltnis (P,P,P,P,) = Eii
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Man kann aber leicht eines aus den andern berechnen. Es ist z. B.

(19.5) Doppelverhiltnis (P,P,P,P,) = Doppelverhiltnis (P,P,P;P,)
Doppelverhiltnis (P,P,P;P,) = 1 : Doppelverhiltnis (P,P,PsP,)
Doppelverhiltnis (P,P;P,P,) = 1 — Doppelverhiltnis (P,P,P;P,).

Ist ein Doppelverhiltnis vorgegeben, so bestimmen drei der vier Punkte den vierten
eindeutig: z. B. folgt aus

Doppelverhiltnis (P,P,P;Q) = Doppelverhiltnis (P,P,P;R), dal Q mit R identisch ist.
Einer der vier Punkte kann auch der Fernpunkt der Geraden sein. Mit dem Doppel-

— = gemeint, das Teil-
xa .

verhiltnis (P,P,P;00) beispielsweise ist einfach die Zahl 21

Y —
verhiltnis, in dem P, die Strecke P,P, teilt, usw.
Wenn ein Doppelverhiltnis von vier Punkten einer Geraden gleich —1 ist, spricht man
von vier harmonisch liegenden Punkten oder von einer harmonischen Teilung.
Teilt man eine Strecke innen und auBen im gleichen Verhiltnis, so bekommt man vier
harmonisch liegende Punkte. '

Es seien nun in einer Ebene ein Punkt S und zwei nicht durch S gehende Geraden g
und g gegeben (Fig. 19.f).

Wir zeigen, daf8 bei der Zentralprojektion von g auf g vom Punkt § aus Doppelver-
hiltnisse erhalten bleiben, daB also fiir vier beliebige Punkte auf g und ihre Bilder auf g
gilt:

Doppelverhiltnis (ABUV) =
Doppelverhiltnis (ABTV).

Zum Beweis legt man durch A die Paral-

lele zu SB. Sie schneide SU und SV in P
und Q. Nach den Strahlensitzen ist

AU _ AP AV _AQ
BU ~ B WYBV ~ SB”

Daraus folgt.& AV A_(l;

Ebenso ergibt sich auf g und der Paral-
lelen zu SB durch A:

(19.6) Satz: Fig. 19.f

Wird in einer Ebene eine Gerade auf cine andere Gerade zentral projiziert von einem
Punkt aus, der nicht zu den Geraden gehort, so bleiben Doppelverhiltnisse von vier
Punkten auf den Geraden erhalten.

8 Stirk, Geometrie 37443
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Beim Beweis wurde die spezielle Disposition der Fig. 19.f in Betracht gezogen. Man
iiberzeugt sich leicht, daf es nicht auf die Anordnung ankommt; z. B. kénnte V der
Fernpunkt von g sein. Wenn das Zentrum S ein Fernpunkt ist, ergibt sich (19.6) un-
mittelbar,

Die Fig. 19.f 146t sich noch anders interpretieren. Das Biischel, gebildet durch die vier
Geraden a, u, b, v wird von g und g geschnitten. Der Satz (19.6) sagt, dal die Doppel-
verhiltnisse der Schnittpunkte auf g gleich den entsprechenden Doppelverhiltnissen
der Schnittpunkte auf g sind. Zu Biischeln, bestehend aus vier Geraden, gehren somit
Doppelverhiltnisse, nidmlich die Doppelverhiltnisse, welche auf irgendeiner das
Biischel schneidenden Geraden abgelesen werden konnen.

Es ist also Doppelverhiltnis (abuv) = Doppelverhiltnis (ABUV).

Damit ist auch erklirt, was man unter einem Doppelverhiltnis von vier Fernpunkten
zu verstehen hat.

(19.7) Die Sitze von Pascal und Brianchon

.Es seien Py, Py, Py, P,, P;, Pg sechs Punkte eines Kreises (Fig. 19.g). Sie bilden die Ecken

eines Kreissehnensechseckes. Schneidet man die Geraden, auf denen gegeniiberliegende
Seiten dieses Sehnensechsecks liegen, miteinander, also P,P, mit PP, P,P, mit P,Pq
und P,P, mit PgP,, so stellt man fest, daB die drei Schnittpunkte X, Y und Z kollinear
sind.

Fig. 19.g

Zum Beweis verbinde man die beiden Punkte P; und P, mit den vier anderen Punkten
Py, Py, Py, Pg. Nach den Kreiswinkelsitzen entstehen zwei kongtuente Geradenbiischel
mit den Biischelpunkten P; und Py und den Biischelgeraden P,P,, P,P,, PP, P,Ps
1sp. P3Py, PPy, PyP;, PyPs. Es sei U der Schnittpunkt von P,P; mit P,Pg und V der
Schnittpunkt von PyPg mit P;P,. Aus der Kongruenz der Biischel folgt die Gleichheit
der entsprechenden Doppelverhiltnisse auf den Geraden, die diese Biischel schneiden.
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Darum sind die Doppelvethiltnisse (XP,P;U) und (YVPgPs) gleich. Daraus folgt —
jetzt betrachtet man das Biischel mit dem Biischelpunkt Z und den Geraden ZU, ZP;,
ZP,, ZX —, daB Y auf ZX liegen muB. Die drei Paare gegeniiberliegender Seiten des
Kreissehnensechsecks schneiden sich somit auf einer Geraden.

Man iiberzeuge sich noch, daB3 dieser Sachverhalt auch bei iiberschlagenen Sechsecken,
also bei einer beliebigen Anordnung der sechs Punkte auf dem Kreis, Giiltigkeit hat
(Fig. 19.h).

o0,

Fig. 19.h

Die Fig. 19.h zeigt auch, wie eine Umnumerierung derselben sechs Punkte zu einer
anderen Geraden XYZ fithren kann.

Die Punkte P, P,, P, P,, Py, Pg einer solchen Sechseckfigur diirfen paarweise zusam-
menfallen. In der Fig. 19.i z. B. fallen die Punkte P; und P, zusammen. Die Tangente
in PP, spielt dann die Rolle der Verbindungsgeraden P, P,.

A

Fig. 19.i

Da die hier gemachten Aussagen iiber Kreissehnensechsecke nur von Punkten und
Geraden und ihrer Inzidenz handeln und Begriffe wie Streckenlinge, Winkel, Teil-
verhiltnis etc. keine Rolle spielen, folgt wieder wie oben aus (18.5), daB der Sach-
verhalt nicht nur beim Kreis, sondern iiberhaupt bei jedem Kegelschnitt Giiltigkeit hat.
Das ist der beriihmte
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Satz von Pascal (Blaise Pascal 1623—1662):

Es scien Py, Py, Py, P,, P;, Pg sechs beliebige Punkte
eines Kegelschnitts (Fig. 19.k).

Dann sind die Schnittpunkte der drei Geradenpaare
P,P, /PP, P,P, /P Pg, P;P,/PeP;, d. h. der gegeniiber-
liegenden - Seiten ‘des Kegelschnittsehnensechsecks
P;P,P,P,P,Ps, kollinear.

Es konnen Ecken des Sehnensechsecks zusammen-
fallen. "Fallen zwei ‘aufeinanderfolgende Ecken zu-
sammen, so spielt die Kegelschnittangente die Rolle
der Verbindungsgeraden.

Die Dualitit der Begriffe ,,Punkt® und ,,Gerade in der
Ebene fithrt sofort zu einem zweiten Satz. In der Fig. 19.1
ist ein Kegelschnittangentensechseck dargestellt, ein
Sechseck also, dessen Seiten Tangenten eines Kegel-
schnitts sind. Die zu den sechs Ecken dieses Tangenten-
sechsecks gehOrenden Polaten beziiglich des Kegel-
schnitts bilden ein Sehnensechseck. Nach (19.2) ist die
Verbindungsgerade x zweier gegeniiberliegender Ecken
A und D des Tangentensechsecks die Polare des Schnitt-
punkts X der zugehSrigen Seiten a und d des Sehnen-
sechsecks.

Nach dem Satz von Pascal sind die Schnittpunkte gegen-
iiberliegender Seiten des Sehnensechsecks kollinear. Dar-
aus folgt, daB die Geraden durch gegeniiberliegende
Ecken des Tangentensechsecks durch einen gemeinsamen
Punkt gehen. Das ist der

Satz von Brianchon
(Charles Julien Brianchon 1785—1864):

Es seien ty, t,, t5, t, ty, ts sechs beliebige
Tangenten eines Kegelschnitts (Fig. 19.m).
Dann gehen die Verbindungsgeraden der
drei Schnittpunktpaate tit,[tyts, tots/tsts,
tgty/tety, d. h. die Geraden durch gegen-
tiberliegende Ecken des Kegelschnitt-
tangentensechsecks, durch einen gemein-
samen Punkt,

Es konnen Seiten des Tangentensechsecks
zusammenfallen. Fallen zwei aufeinander-
folgende Tangenten zusammen, so spielt
der Berithrungspunkt die Rolle ihres
Schaittpunkts. Fig. 19.m

Die Sitze von Pascal und Brianchon machen es mdglich, bei Kegelschnitten, von denen
fiinf Punkte oder finf Tangenten gegeben sind, weitere Punkte und Tangenten zu kon-
struieren. Es folgen einige Beispiele.
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(19.8) Beispiel:

Von einem Kegelschnitt k kennt man finf Punkte Py, . . ., Ps. Man konstruiere auf einer
Geraden g, welche durch P, geht, den zweiten Schnittpunkt mit k (Fig. 19.n).

Fig. 19.0

Die Schnittpunkte der Geradenpaare P;P,/P,P5 und P3P, /PsP; (PeP; = g) kdnnen sofort
gezeichnet werden und liefern die Pascal’sche Gerade, auf der auch der Schnittpunkt des

Paares P,P,/P;Pg liegen mul.
Beispiel (19.9):

Von einem Kegelschnitt kennt man fiinf Punkte Py, . . ., Ps. Man konstruiere die Tangente
t im Punkt P, (Fig. 19.0).




|
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Man 14Bt Pg mit P; zusammenfallen und zeichnet die Pascal’sche Konfiguration.

In der Fig. 19.p ist diese Konstruktion bei einer Hyperbel mit den Asymptoten a,, a, und
dem Punkt Q ausgefihrt. Die Fernpunkte der Asymptoten — ihre Berithrungspunkte
mit der Hyperbel — spielen die Rolle der Punkte P,, P, rsp. P,, P;. Man sieht, daB Q die
Mitte der Strecke ist, welche durch die Asymptoten auf der Tangente t heraus-
geschnitten wird.

Beispiel (19.10):

Von einer Parabel kennt man zwei Tangenten t; und t, mit den Beriihrungspunkten
B, und B,. Man konstruiere die Achsenrichtung (Fig. 19.q).

tﬁ/t‘

ty, ts=00 B, s
Fig. 19.q

Eine geeignete Numerierung der Tangenten fiihrt zur Brianchon’schen Konfiguration.
Man 146t t; mit tg und ebenso t, mit t; zusammenfallen. B, spielt dann die Rolle des
Schnittpunkts von t; und tg, B, die Rolle des Schnittpunkts von t, und t,. Zu diesen vier
Tangenten kommt als fiinfte noch die Ferngerade hinzu. Man bezeichnet sie mit t,, t;.
Der gesuchte Fernpunkt der Parabelachse ist der ,,Schnittpunkt® von t, und t,.

Hat man die Richtung der Parabelachse bestimmt, kann man noch nach (18.12) die zu
B, und B, gehdrenden Brennstrahlen und damit den Brennpunkt F und die Achse a der
Parabel konstruieren (Fig. 19.1).

Auf solche Weise gewinnt man eine Fiille von interessanten Detail-Einsichten iiber die
einzelnen Kegelschnitte.

Wie die Sitze von Pascal und Brianchon die Kegelschnitte charakterisieren, zeigt der

(19.11) Satz:

¢ sei eine ebene Kurve, bei welcher det Pascal’sche Satz gilt und mit der Eigenschaft,
daf jede Gerade ihrer Ebene sie meidet oder beriihrt oder in zwei Punkten schneidet.
Hat eine solche Kurve ¢ mit einem Kegelschnitt fiinf verschiedene Punkte gemeinsam
oder vier Punkte und die Tangente in einem dieser Punkte oder drei Punkte und die
Tangenten in zwei dieser Punkte, dann ist sie mit dem Kegelschnitt identisch.

Die Fig. 19.n zeigt dies. Auf jeder Geraden durch einen der gemeinsamen Punkte liegt
genau ein weiterer Punkt, mit dem die Pascal-Konfiguration zustande kommt.

Der Leser mache sich selber den analogen Sachverhalt fiir den Brianchon’schen Satz
klar.



20. Zentralkollineation, 1. Teil

Es seien Y und Z* zwei Ebenen und S ein Punkt des Raumes, der zu keiner dieser Ebenen
gehort (Fig. 20.a).

Fig. 20.a

Die Projektion der Ebene T auf die Ebene X* von S aus, also die Abbildung, die dem
Punkt P der Ebene ¥ den Schnittpunkt P* der Geraden SP mit der Ebene 2% zuordnet,’
heiBt die Zentralkollineation (odet perspektive Abbildung) der Ebene X auf die
Ebene T* mit-dem Zentrum S, : i 8

Eine Zentralkollineation einer Ebene auf eine Ebene ist — die Fernpunkte miteinbezogen
— eine eineindeutige Abbildung.

Die Punkte der Schnittgeraden s der beiden Ebenen sind Fixpunkte der Abbildung.
s heiBt die Achse der Zentralkollineation.

Welche Punkte von ¥ werden in die Fernpunkte von X* abgebildet? Die Punkte der
Geraden v, in welcher die Ebene X von der durch das Zentrum S laufenden Parallelebene
zu T* geschnitten wird. Die Gerade v heiBit die Verschwindungsgerade der Zentral-
kollineation, ihre Punkte die Verschwindungspunkte. Die Fernpunkte von X werden
auf die Gerade co* abgebildet, in welcher die Parallelebene zu X durch S die Ebene X*
schneidet. co* heiBt die Fluchtgerade der Zentralkollineation.

Man beachte, daB die Unterscheidung Verschwindungsgerade — Fluchtgerade nur einen
Sinn hat, wenn man die (umkehrbare) Zentralkollineation als Abbildung mit bestimmter
Richtung auffaBt; meint man die inverse Abbildung, so sind die Rollen vertauscht.
Die Verschwindungsgerade v und die Fluchtgerade co* sind parallel zur Kollineations-
achse s.

Zwei ebene Figuren im Raum, die durch eine Zentralkollineation ineinander tiber-
gefithrt werden kdnnen, hciBen,zen‘trglkollinear. : .

Erginzung: Eigentlich ist der Begriff Zentralkollineation umfassender, als hier dar-
gestellt. Eine Zentralkollineation des Raumes auf sich ist eine Abbildung des ganzen
Raumes, die Fernpunkte miteinbezogen, auf sich, welche eineindeutig und geradentreu
ist, und bei welcher es einen festen Punkt S gibt, so daB fir jeden Punkt P das Bild P*
kollinear ist mit S und P. Zum Beispiel ist eine Streckung des Raumes von einem Punkt
aus eine Zentralkollineation. Die durch eine Zentralkollineation induzierte Abbildung
einer Ebene % auf ihr Bild T* ist eine Zentralkollineation im Sinne dieses Kapitels.
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Eigenschaften einer Zentralkollineation (ciner Ebene auf eine andere Ebene):
(20.1) Satz:

Jede Getade wird abgebildet in eine Gerade. Die Gerade g und ihr Bild g* schneiden
sich auf der Achse der Zentralkollineation.

Umgekehrt gilt:

Jede eineindeutige, geradentreue Abbildung einer Ebene X auf eine Ebene 2*, bei der
entsprechende Geraden sich auf der Schnittgeraden s von ¥ und Z* schneiden, ist eine
gentrale Kollineation.

Beweis dieser Umkehrung (Fig. 20.b):
Es seien A und B zwei nicht auf s liegende
Punkte der Ebene Z. Die Gerade AB und
ihr Bild A*B* schneiden sich auf s, die
vier Punkte A, B, A*, B* liegen in einer
Ebene. Es sei S der Schnittpunkt von
AA*und BB*. Zu zeigen ist, daB fiir jeden
andern Punkt P von X die Gerade PP* auch
durch S geht. Man betrachtet zuerst einen
Punkt P, der nicht auf AB liegt. PP* ge-
hért zu den Ebenen AA*PP* und BB*PP*;
S ist ein gemeinsamer Punkt dieser Ebenen,
also liegt S auf PP*,

Nachdem der Sachverhalt fiir Punkte P au- S

Berhalb der Geraden AB nachgewiesen ist, Fig. 20.b

folgt er, ausgehend von einer anderen Anfangsstrecke, auch fiir alle Punkte auf AB.
Zwei in verschiedenen Ebenen liegende Dreiecke sind also genau dann zentralkollinear,
wenn sich ihre Seiten auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen schneiden.

(20.2) Satz:
Bei ciner Zentralkollineation bleiben Doppelverhiltnisse erhalten (Fig. 20.c).

Das wurde im Kap. 19 bewiesen.

LT LY

Fig. 20.c
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Doppelverhiltnisse von vier Punkten einer Geraden und von vier Geraden eines
Biischels.

Teilverhiltnisse von drei Punkten einer Geraden 4ndern sich im allgemeinen, wenn das
Kollineationszentrum nicht ein Fernpunkt ist.

Die Invarianz der Doppelverhiltnisse macht es méglich, das Bild eines Punktes P zu
konstrujeren, ohne dabei das Kollineationszentrum oder die Kollineationsachse zu
beniitzen, sobald nur ein Viereck ABCD schon abgebildet worden ist (Fig. 20.d).

7 C 12
pX P N C*

Fig. 20.d

Man denke sich die Ebenen ¥ und X* nebeneinandergelegt. Mit Hilfe eines Papier-
streifens iibertrigt man Doppelverhiltnisse von Geradenbiischeln: Zum Beispiel des
Geradenbiischels AB, AC, AD, AP. Man matkiert in der Ebene X auf dem Streifen die
Schnittpunkte mit den vier Biischelgeraden und plaziert den Streifen in der Ebene £* so,
daB die drei ersten Marken auf die entsprechenden Geraden des Biischels A*B*, A*C*,
A*D* zu liegen kommen. Die vierte Marke liefert dann die Biischelgerade, die zu P*
gehort. Dann wiederholt man das Verfahren fiir ein zweites Buschel, z. B. fiir das Biischel
BA, BP, BD, BC.

Da zwischen einer fotografischen Aufnahme und einer topographischen Karte eines
ebenen Gelindes dieser kollineare Zusammenhang besteht, kénnen mit dem Papier-
streifenverfahren fotografische Luftaufnahmen entzerrt werden.

(20.3) Dreht man zwei zentralkollineare Figuren um ihre Kollineationsachse, so bleiben
sie zentralkollinear, nur das Zentrum dndert sich. Dies folgt aus (20.1).
Die Figuren kénnen nach der Drehung auch in derselben Ebene liegen (Kap. 21).

(20.4) Bei einer Zentralkollineation wird natiirlich der Schnittpunkt zweier Geraden
in den Schnittpunkt der Bilder der Geraden und die Gerade durch zwei Punkte
in die Gerade durch die Bilder der beiden Punkte abgebildet, d. h. die Inzidenz
Punkt-Gerade bleibt erhalten.

Wie man mit Hilfe einer Zentralkollineation einen geometrischen Zusammenhang, der
von solcher Inzidenz handelt, beweisen kann, wurde im Kap. 19 am Beispiel des Satzes
von Pascal gezeigt.

Hier soll noch der sog. Kreuzliniensatz fiir zwei Geraden bewiesen werden:

Auf zwei Geraden g, und g, einer Ebene sind je drei Punkte gegeben: P;, Py, Py
auf g, und P,, P, Py auf g, (Fig. 20.¢). '

Die Schnittpunkte X, Y, Z der Geradenpaare P;P,/P,P;, P,P3/P;Pg und PyP,/PeP;
sind dann kollinear: ’
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k_-g

R &
Fig. 20.e

Es ist dies derPascal’sche Satz, ausgesprochen fiir den durch die beiden Geraden g, und g,
gebildeten ausgearteten Kegelschnitt.

Beweis:

Man bildet die Ebene 2, in det sich die Konfiguration der Fig. 20.e befindet, mit einer
geeigneten Zentralkollineation auf eine Ebene X* ab, in der die Zusammenhinge besser
itberschaubar werden (Fig. 20.f).

Fig. 20.f

Es sei v die Gerade durch X und Y. Zu zeigen ist, daf3 auch Z auf v liegt. Wahlt man die
Ebene 2* parallel zu v und das Kollineationszentrum S in der Parallelebene zu X* durch
v, so spielt v die Rolle der Verschwindungsgeraden der Zentralkollineation. In der
Ebene X* liegen die Dinge dann so: X* und Y* sind Fernpunkte, d. h. die Geraden
P *Py*, Po*Py*, Py*Py* und Py*Pg* begrenzen ein Parallelogramm. Aus der Ahnlichkeit
der anliegenden Dreiecke folgt sofort, daB8 die Geraden P3*P,* und Pg*P,* auch parallel
sind, daB also Z* auch auf der Ferngeraden von X* liegt.

(20.5) Satz:

Bei einer Zentralkollineation wird ein Kegelschmtt k Wleder in einen Kegelschnitt
abgebildet, Das Bild ist eine Hypetbel, Parabel oder Ellipse; j ;e nachdem k die Ver—
schwindungsgerade schneidet, beriihrt odef meidet (Fig: 20.g)."
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Dieser Satz steht im Zentrum der Theorie der Zentralkollineationen.
Es ist die Verallgemeinerung des Satzes (18.4).

Beweis:

Das Bild k* des Kegelschnittes k ist wegen
der Inzidenztreue auf alle Fille eine Kurve,

S
. X k
bei welcher der Satz von Pascal gilt. ~—
Nach dem Satz (19.11) mufl nur gezeigt
werden, daB3 k* mindestens in fiinf Punk- G

ten mit einem Kegelschnitt iibereinstimmt
(odet in vier Punkten und der Tangente in Fig. 20.g

einem Punkte usw.).

Da hier der allgemeine Existenzsatz, daB durch fiinf beliebige Punkte einer Ebene ein
Kegelschnitt gelegt werden kann, nicht zur Verfigung steht, wollen wir jeweils von
Fall zu Fall finf giinstige Punkte von k herausgreifen, durch deren Bilder wir einen
Kegelschnitt legen kénnen. Damit ist dann auch ein Weg gezeigt, wie man jeweils
auf einfache Weise zu den besonderen Punkten des Bildes von k kommen kann.

Fall (1): Die Verschwindungsgerade v schneidet k in zwei Punkten V, und V, (Fig. 20.h).

Pz

t

Fig. 20.h

Man bildet V, und V, und die Tangenten t, und t, in diesen Punkten ab. Dann sucht man
in der Ebene X die Kegelschnittsekante a, deren Bild a* den Winkel zwischen t;* und t,*
halbiert. S, sei einer der Schnittpunkte von a und k.

Nun kann in $* die Hyperbel gezeichnet werden mit den Asymptoten t;*, t,* und dem
Punkt S, * als einem der Scheitel. Diese Hyperbel stimmt mit k* in S;*, V¥, V¥, t;*, t,*
iiberein, ist somit nach (19.11) mit k* identisch.

Fall (2): Die Verschwindungsgerade v beriihre k im Punkt V (Fig. 20.1).

Vs k* IT*

Fig. 20.i
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Man bildet V und noch einen Punkt P von k ab. Dann sucht man auf v den Punkt T,
dessen Bild T* senkrecht auf V* steht. t sei die zweite Tangente von'T an k, S, ihr Beriih-
rungspunkt. :
In 3* kann man die Parabel zeichnen mit der Scheiteltangente t*, dem Scheitel S;* un.
dem Punkt P* (18.13). Diese Parabel stimmt mit k* in P*, §;*, V¥ t* und in der Fern-

geraden {iberein, ist somit mit k* identisch.

Fall (3): Die Verschwindungsgerade v meide k (Fig. 20.k).

Fig. 20.k

Es sei Z der Pol von v beziiglich k, 2 und b seien zwei durch Z gehende konjugierte Ge-
raden und A, A,, B, B, ihre Schnittpunkte mit k. Die Gegenseiten des Vierecks
A;B,A,B, schneiden sich auf der Geraden v. (Dies folgt aus dem Pascal’schen Satz; man
braucht nur die Ecken geeignet zu numetieren: A, = P,, P; A, = Py; B, = P,; B, =P;, Pg.)
Das Bild A;*B,*A,*B,* des Vierecks in der Ebene Z* ist ein Parallelogramm, Z* ist
der Diagonalenschnittpunkt.

Man zeichnet die Ellipse mit den konjugierten Durchmessern A,*A,* und B,*B,*.
Diese Ellipse stimmt mit k* in A,*, A,*, B *, B,* und den Tangenten in diesen Punkten
iiberein, ist somit identisch mit k*.

Der Satz (20.5) sagt aus, daB3 der Begriff Kegelschnitt ein projektiver Begriff ist, wie z. B.
auch die Begriffe Gerade, Doppelverhiltnis, Pol-Polare, konjugierte Geraden, — also
ein Begriff, welcher Zentralkollineationen vertrigt. Man beachte, daB die Begriffe Kegel-
schnittbrennpunkt, Kegelschnittzentrum, Kegelschnittachse keine projektiven Begriffe
sind, denn bei einer Zentralkollineation werden Brennpunkte gewdhnlich nicht in Brenn-
punkte abgebildet etc.

Ist das Kollineationszentrum ein Fernpunkt, so geht ein Kegelschnitt iiber in einen
Kegelschnitt derselben Sorte, denn die Ferngerade ist dann die Verschwindungsgerade.
Dann wird das Zentrum des Kegelschnitts, d. h. der Pol der Ferngeraden, abgebildet in
das Zentrum.

Eine Parallelprojektion einer Ellipse auf eine Ebene ist wieder eine Ellipse
[der Satz (14.1) stellt einen Spezialfall dat], eine Parallelprojektion einer Parabel ist
wieder eine Parabel, und eine Parallelprojektion einer Hyperbel ist wieder eine Hyper-
bel, immer vorausgesetzt, dal die Kegelschnittebene nicht projizierend ist. Auch gehen
konjugierte Durchmesser bei einer Parallelprojektion wieder iiber in konjugierte
Durchmesser. :

Damit sind wir nun in der Lage, beliebig im Raum liegende Kegelschnitte im Zweitafel-
verfahren darzustellen.
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(20.6) Schrigbild einer Zentralkollineation.

Im Wiirfelschrigbild (vgl. Kap. 3) der Fig. 20.1 ist eine auf der Wiirfelgrundfliche
stehende Pyramide, mit der Spitze S in der Mitte der Wiirfeldeckiliche, gezeichnet.

A
S
P \
= -
- S
P
A K g8
Fig. 20.1

Ferner sind in der Grundfliche eine Gerade g und auf der Pyramidenkante SA ein Punkt
P gegeben.

Man schneide die Pyramide mit der Ebene Pg.

Das Schnittviereck und das Grundquadrat der Pyramide sind zentralkollinear, mit der
Pyramidenspitze S als Zentrum und der Geraden g als Achse. Zeichnet man hier im
Schrigbild, also in einer schiefen Parallelprojektion des rdumlichen Koérpers — die
Querstriche zeigen dies an — die Linien der Zentralkollineation, so sieht man, daB3 die
raumliche Zentralkollineation in der Zeichnungsebene eine Abbildung hervorruft, bei
welcher der Punkt P in den Punkt A iibergeht, bei der die Verbindungsgeraden zusammen-
gehoérenderPunkte durch'S gehen und zusammengehérende Geraden sich auf g schneiden,
eine Abbildung also, welche alle Merkmale einer Zentralkollineation trigt, aber alles in
einer Ebene,

Nun soll im nichsten Kapitel die Bestimmung, daf3 bei einer Zentralkollineation die
Urbildebene und die Bildebene verschiedene Ebenen sein miissen, fallengelassen werden.
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Definition:

" Eine eineindeutige, geradentreue Abbildung einer- Ebene auf sich, die Fernpunkte
rmtembezogen, bei welcher es

(21.1) einen festen Punkt S gibt, so daB fir jedén Punkt P, verschieden von S, das
Bl.ld P* von P auf der Geraden durch P und S liegt,

(21.2) eine feste Gerade s gibt, so daB fiir ]cde Gerade g, verschieden von s, das Bild
g* von g'durch den Schoittpunkt von g-und s geht,

_ heiBt eme Zentralkollineanon der Ebene m1t dem Zentrum S und der Achse s.

Esfolgt unmittelbar, dal ]ede Gerade durch das Kollineationszentrum S in sich abgebildet
wi d, daB S ein Fixpunkt ist, und daB jeder Punkt der Achse s Fixpunkt ist. AuBer dem
Zentrum und den Punkten auf der Achse gibt es keine weiteren Fixpunkte, es sei denn,
es handle sich iibethaupt um die Identitit.

DaB die beiden Bedingungen (21.1) und (21.2) dquivalent sind, wird unten gezeigt.

Wichtige Sonderfille von Zentralkollineationen liegen vor, wenn das Zentrum ein
Fernpunkt ist, oder wenn die Achse die Ferngerade ist:

(21.3) Eine Zentralkollineation mit einem Fernpunkt als Zentrum heif3t eine perspek-
tive (oder axiale) Affinitidt (Fig. 21.a).

k4
s,s\ $.S I
Fig. 21.a

Stehen dabei die Geraden durch das Zentrum senkrecht auf der Achse, so handelt es sich
um eine normale Affinitit (oder Stauchung/Dehnung) (Kap. 9).

Die Spiegelung an der Geraden s ist ein Spezialfall einetr normalen Affinitit.

Ist der Fernpunkt der Achse das Zentrum der Kollineation, so spricht man von einer
Scherung.

(21.4) Eine Zentralkollineation mit der Ferngeraden als Achse ist eine Streckung oder
zentrische Ahnlichkeit (Fig. 21.b).
Die Spiegelung an S ist ein Spezialfall.

Ist bei einer Zentralkollineation zugleich das Zentrum ein Fernpunkt und die Achse
die Ferngerade, so handelt es sich um eine Verschiebung (Fig. 21.c).
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\
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Fig. 21.b Fig. 21.c S.S

Bei all diesen Sonderfillen wird die Ferngerade in sich abgebildet, d. h. mit anderen
Worten, parallele Geraden werden in parallele Geraden abgebildet.

Diese Ubersicht zeigt die grundlegende Stellung der Zentralkollineationen im Aufbau
der ganzen Geometrie!

Die Verbindung zum Kap. 20 stellt der folgende Sachverhalt her: Gegeben ist eine Zen-
tralkollineation im Raum im Sinne des Kap. 20, also eine Zentralkollineation einer Ebene
3 auf eine andere Ebene X* (Fig. 21.d). S sei das Zentrum, s die Achse der Kollineation
und P* das Bild irgendeines Punktes P der Ebene X.

Projiziert man die Punkte beider Ebenen X und X* von einem Punkt Z aus, der nicht zu
¥ und T* gehort, auf eine EbeneIl, so bewirkt man inII eine Abbildung, nimlich die
Abbildung, welche der Projektion P des Punktes P die Projektion P¥* des Punktes P*
zuordnet.

yd

Diese Abbildung in IT ist eine Zentralkollineation mit der Projektion S des Punktes S
als Zentrum und der Projektion s der Geraden s als Achse. Sind Z und S Fernpunkte,
so ist auch'S ein Fernpunkt, d. h. die inII hervorgerufene Abbildung ist dann eine Affini-
tit.,

Fig. 21.d

(21.5) Satz:

Bei ciner Zentralprojektion des Raumes auf eine Ebenell geht eine raumliche Zentral- -
kollineation einer Ebene X auf eine Ebene 2* (mit Ebenen; die nicht durch das
Projektionszentrum- gehen) tiber in eine ebene Zentralkollineation in der Ebene I.
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Man betrachte hier nochmals die Fig. 20.1. Die Zentralkollineation im Raum mit dem
Zentrum S, welche die Schnittebene in die Pyramidengrundfliche abbildet, erscheint
auf dem Zeichnungsblatt als ebene Zentralkollineation mit dem Zentrum S und der
Achse g, welche dem Punkt P den Punkt A zuordnet.

Oder in der Fig. 2.f ist die Abbildung, welche dem Punkt P der Wiirfelgrundfliche
den Punkt P* der gedrehten Ebene zuordnet, eine Zentralkollineation mit einem
Fernpunkt als Zentrum. Sie erscheint in der Zeichnung als schiefe Affinitdt mit der
Achse CD.

LBt man in der Fig. 21.d die Ebenen Il und X* zusammenfallen, so hat man den

(21.6) Satz:

Wird eine Ebene X von zwei verschiedenen Zentren Z; und Z, (auBerhalb X) aus
auf eine Ebene IT projiziert (Fig. 21.¢), so ist die Abbildung in II, welche der ersten
Projektion P, eines Punktes P von I die zweite Proj ‘sz zuordnet eine Zentral-
kollineation. Der Schnittpunkt der Geraden Z,Z, as. Zentrum die Schnitt-
- gerade von X und IT ist die Achse der Kollineati v

Z, und Z, koénnen Fernpunkte sein. Der Satz (10.2) stellt einen solchen Fall dar
(Fig. 21.f).

VA
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IT P IT ’
1P
B ‘ (P)
Fig. 21.e Fig. 21.f

Umgekehrt kann jede ebene Zentralkollineation aufgefaBt werden als durch Projektion
aus einer rdumlichen Zentralkollineation entstanden. Dies zeigt die Fig. 21.d: Man
wihlt das Projektionszentrum Z, dann in der Ebene Zs die Gerade s und legt durch s
zwei Ebenen X und X*. Die Zentralkollineation in IT bewirkt die Abbildung P — P*
der Ebene X auf die Ebene X*. Diese Abbildung hat die Eigenschaft (20.1), ist daher
eine riumliche Zentralkollineation.

Da man jede ebene Zentralkollineation durch Projektion aus dem Raum bekommen
kann, folgt, daB die Eigenschaften (20.2) und (20.5) auch den ebenen Zentralkollinea-
tionen zukommen. Es gilt der
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(21.7) Satz:

Bei einer ebenen Zentralkollineation bleiben Doppelverhiltnisse ethalten, und Kegel-
schnitte werden in Kegelschnitte abgebildet.

Bei einer perspektiven Affinitit bleiben sogar Teilverhiltnisse erhalten, und Kegel-
schnitte werden in Kegelschnitte derselben Sorte abgebildet.

Im iibrigen gilt das schon in (20.5) Giber Kegelschnitte Gesagte.

Welche Angaben muB man iber eine ebene Zentralkollineation mindestens machen,
damit sie dadurch eindeutig festgelegt ist?

(21.8) Eine eineindeutige, geradentreue Abbildung einer Ebene auf sich, die Fernpunkte
miteinbezogen, mit der Eigenschaft (21.1) ist durch die Angabe des Zentrums S
und der Bilder A*, B*, C* dreier von S verschiedener, nicht kollinearer Punkte
A, B, C eindeutig festgelegt.

Die Fig. 21.g zeigt, wie man mit Hilfe von A, B, C das Bild einer Geraden g und eines
Punktes P auf g konstruiertt.

*

$,S

Fig. 21.g Fig. 21.h

Ebenso: Eine eineindeutige, geradentreue Abbildung einer Ebene auf sich mit der
Eigenschaft (21.2) ist durch die Angabe der Achse s und der Bilder a*, b*, c* dreier
von s verschiedener, nicht durch einen gemeinsamen Punkt laufender Geraden a, b, ¢
eindeutig festgelegt (Fig. 21.h).

(21.9) In einer Ebenell seien ein Punkt S und auf drei Geraden durch $ je zwei von S
verschiedene Punkte A, A* rsp. B, B* rsp. C, C* gegeben (Fig. 21.i). Es gibt dann
in Il eine Zentralkollineation mit dem Zentrum S, welche A in A* usw. iiber-
fiihrt,

9 Stirk, Geometrie 37443
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Beweis: Man falt die in [I gegebene Figur auf als Normalprojektion einer Pyramide
iiber dem Dreieck A*B*C* mit der Spitze Z senkrecht {iber S. Die iiber A, B, C auf den
Pyramidenkanten liegenden Punkte A, B, C bestimmen eine Ebene X. Die Zentral-
kollineation der Ebene X auf die Ebene II mit der Pyramidenspitze als Zentrum geht
nach (21.5) durch die Projektion iiber in die gesuchte Zentralkollineation in IT.

Die Fig. 21.k illustriert wieder den in der Ebene IT dualen Sachverhalt. Nach (20.1)
und (21.5) gibt es in I eine Zentralkollineation, welche a in a*, b in b* und ¢ in c*
tiberfiihrt.

(o=]]

Fig. 21.i

Aus (21.8) und (21.9) folgt nun:

Eine eineindeutige, geradentreue Abbildung einer Ebene (die Fernpunkte mitein-
bezogen) auf sich, mit der Eigenschaft (21.1), hat auch die Eigenschaft (21.2) und
umgekehrt. .

Und bewiesen ist damit auch der

(21.10) Satz von Desargues
(Gérard Desargues 1591—1661):

Gegeben sind in der Ebene zwei Dreiecke
(Fig. 21.1). _
- Wenn. die Verbindungsgeraden entspre-
chender Ecken durch einen gemeinsamen
“Punkt gehen, so liegen die. Schnittpunkte -
-entsprechender Seiten auf einer gemein-
samen Geraden:

Wenn die Schnittpunkte entsprechender
Seiten auf  einer gemeinsamen Geraden
‘liegen, so gehen die Verbindungsgeraden
~entsprechender Ecken durch einen ge--
meéinsamen Punkt. - =l Fig. 21.1 c*
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Es zeigt sich, daB die bis jetzt eingehaltene, genaue Trennung der Begriffe ,,Zentral-
kollineation einer Ebene auf eine andere Ebene® im Raum (Kap. 20) und ,,Zentral-
kollineation in einer Ebene‘ (Kap. 21) bei vielen Aussagen nicht nétig ist.

Es folgen weitere konstruktive Hinweise, Sitze und Anwendungen zu Zentral-
kollineationen.

(21.11) Wie man bei einer ebenen Zentralkollineation das Bild eines Punktes Q mit

Hilfe eines schon abgebildeten Punktes P konstruiert, zeigt, wie schon die
Fig. 9.d, nochmals die Fig. 21.m.

S,s"
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Fig. 21.m Fig. 21.n

(21.12) Konstruktion der Verschwindungsgeraden und der Fluchtgeraden einer
ebenen Zentralkollineation (Fig. 21.n).
Gegeben sind das Zentrum S, die Achse s und das Bild P* eines Punktes P.

Die Verschwindungsgerade v, die Gerade, welche in die Ferngerade abgebildet wird,
konstruiert man mit Hilfe eines Punktes V, von dem man das Bild V* wihlt. Die
Fluchtgerade oco*, das Bild der Ferngeraden, konstruiert man mit Hilfe eines Fern-
punkts F. v und co* sind parallel zur Achse s. Aus der Figur 148t sich leicht ablesen,
daB die Verschwindungsgerade und die Fluchtgerade gleiche Abstinde vom Zentrum
tsp. von der Achse haben. Genauer: v teilt die Strecke SS, im gleichen Verhiltnis wie
oo* die Strecke S,S. Vergleiche (21.14).

Man nennt die Verschwindungsgerade und die Fluchtgerade die beiden Gegenachsen
der Zentralkollineation. (Wie schon anfangs des Kap. 20 gesagt, erfordert die Unter-
scheidung der Gegenachsen, da3 man sich auf eine Abbildungsrichtung festlegt.)

Bei den perspektiven Affinititen und den Streckungen ist die Ferngerade gleichzeitig
Verschwindungs- und Fluchtgerade.

(21.13) Bei einer Zentralkollineation betrachtet man zwei Geraden a und b (Fig. 21.0).
Der Winkel, den ihre Bilder 2* und b* einschlieBen, ist gleich dem Winkel,
den die Strahlen vom Zentrum S zu den Verschwindungspunkten von a und b
einschlieBen.
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S, 8 S, s*
§ mb
v
a *
b
Fig. 21.0 Fig. 21.p

(21.14) Bei der ebenen Zentralkollineation in der Fig. 21.p sind nach (19.6) die Doppel-
verhiltnisse (A*AA,S) und (B*BB,S) gleich groB. Fiir alle Punkte P ist dieses
Doppelverhiltnis (P*PP,S) konstant. Es heilt die Charakteristik der Zentral-
kollineation.

Man betrachte die Spezialfille (21.3) und (21.4).

(21.15) Bei einer ebenen Zentralkollineation konstruiere man das Bild eines vor-
gegebenen Kreises k.

Die Fig. 21.q zeigt die drei verschiedenen Konstruktionen, ausgefiihrt wie bei (20.5).

Fig. 21.q (1) Fig. 21.q (2)
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s,S

Fig. 21.q (3)

Wenn das Kollineationszentrum S ein Fernpunkt ist, also bei einer perspektiven Affinitit-
werden Kreise abgebildet in Ellipsen, und konjugierte Durchmesser gehen iiber in kon,
jugierte Durchmesser. Man bildet dann mit Vorteil nicht ein beliebiges orthogonales
Kreisdurchmessetrpaar ab, sondern gerade dasjenige, welches in orthogonale Ellipsen-
durchmesser, also in die Ellipsenachsen, iibergeht. Bei der schiefen Affinitdt der Fig. 21.r
liefert der Kreis mit dem Mittelpunkt auf der Affinititsachse, welcher durch M und M*
geht, diese Durchmesser.

s,?/

*
S,S

i

Fig. 21.r Fig. 21.s
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(21.16) Nach (18.11) folgt, wie die Fig. 21.s zeigt, daB bei einer ebenen Zentralkollinea-
tion ein Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Kollineationszentrum S zusammen-
fillt, abgebildet wird in einen Kegelschnitt, von welchem S ein Brennpunkt ist.

(21.17) In der Ebene kann jeder Kegelschnitt aufgefalt werden als zentralkollineares
Bild eines Kreises. Dies folgt aus (18.5) und (20.3).

Mit Hilfe eines zentralkollinearen Kreises lassen sich viele Kegelschnittaufgaben 16sen.

Ein Beispiel:

Von einem Kegelschnitt sind zwei Tangenten t,*, t,* mit ihren Berithrungspunkten
B,*, B,* und noch ein weiterer Punkt P* gegeben. Man konstruiere den Kegelschnitt
(Fig. 21.t).

Man faBt den gesuchten Kegelschnitt auf als zentralkollineares Bild eines Kreises k. Als
Kollineationszentrum S nimmt man den Schnittpunkt von t,* und t,*. Der Kreis k muf3
dann diese beiden Geraden berithren und im Winkelraum liegen, det den Punkt P* ent-
hilt. Im iibrigen kann k beliebig groBl gewihlt werden. Man schneidet k mit der Geraden
SP*und bekommt den Punkt P. Durch die Dreiecke B, *B,*P* und B,B,P ist die Zentral-
kollineation festgelegt, und die Konstruktion verliuft wie bei der Fig. 21.q. Es spielt
keine Rolle, mit welchem der beiden Schnittpunkte P auf k man hier die Konstruktion
macht, denn der gesuchte Kegelschnitt ist durch die gegebenen Stiicke nach (19.11) ein-
deutig bestimmt.

Die Sitze von Pascal und Brianchon machen es méglich, die Ausgangslage zu variieren.
Zum Beispiel kénaten vom gesuchten Kegelschnitt fiinf Punkte gegeben sein. Dann
konstruiert man zuerst mit der Pascal’schen Konfiguration in zweien dieser Punkte die
Tangenten und fihrt wie oben weiter.

Einige weitere Ubungen:

Aufgabe 1:

Gegeben sind drei Punkte P, *, P, *, P;* und zwei Geraden t, *, t,*. Man konstruiere einen
Kegelschnitt, der durch diese Punkte geht und die Geraden beriihrt.

In der Fig. 21.u ist wieder das oben besprochene Verfahren angefangen. Wie viele Lé-
sungen hat die Aufgabe ? Die Fig. 21.v zeigt einen anderen Losungsweg:
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*
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ty
Q>y,
t

Fig. 21.u Fig. 21.v

Hier wird nicht mit dem Zentrum begonnen, sondern mit der Achse der Kollineation.
Man legt die Achse durch die Punkte P;* und Py*. Der Kreis k geht dann durch Py * und
' P,*. Die zu t;* und t,* gehbrenden Kreistangenten t; und t, zieht man von den Schnitt-
punkten mit s aus an den Kreis. Einen zu P;* gehdrenden Kreispunkt Py liefert die
Gerade q*, welche Py* mit dem Schnittpunkt Q* von t;* und t,* verbindet usw.

Aufgabe 2:

Von einem Kegelschnitt sind drei Tangenten und zwei Punkte gegeben. Man konstruiere
den Kegelschnitt. ‘

Aufgabe 3:

Man schneide einen gegebenen Kegelschnitt mit einer gegebenen Geraden.

Aufgabe 4:

Man lege von einem gegebenen Punkt aus die Tangenten an einen gegebenen Kegel-
schnitt.

Aufgabe 5:

Von einem Kegelschnitt sind ein Brennpunkt und drei Punkte gegeben. Man konstruiere
den Kegelschnitt.

Aufgabe 6:

Von einer Parabel sind die Scheiteltangente und zwei weitere Tangenten gegeben.
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(21.18) In der Ebene gibt es zu jedem Viereck eine Zentralkollineation, die es in ein
Quadrat abbildet.

In der Fig. 21.w sind in der Ebene vier Punkte A, B, C, D gegeben, von denen keine drei
kollinear sind. Sie bilden die Ecken eines vollstindigen Vierecks. Ihre sechs Ver-
bindungsgeraden sind die Seiten des vollstindigen Vierecks. Zwei Seiten, die nicht durch
eine selbe Ecke gehen, heilen Gegenseiten. Die drei Schnittpunkte P, Q, R von je zwei
Gegenseiten sind die Diagonalpunkte des vollstindigen Vierecks.

-
R

Fig. 21.w

Die Verschwindungsgerade v der Zentralkollineation legt man durch zwei der Diagonal-
punkte: Q und R. Dadurch erreicht man, daBl die Bilder der vier Ecken die Ecken eines
Parallelogramms bilden. Die Achse s kann in beliebigem Abstand gewihlt werden. Mit
Hilfe von zwei Thaleskreisen kann das Bild P* des dritten Diagonalpunkts so konstruiert
werden, daB das Parallelogramm A*B*C*D* ein Quadrat wird.

Da bei einer Zentralkollineation Doppelverhiltnisse erhalten bleiben, folgt daraus der

Satz:

Bei einem vollstindigen Viereck gilt: Die auf einer Seite liegenden beiden Ecken
bilden zusammen mit dem Diagonalpunkt und dem Schnittpunkt der Verbindungs-
geraden der beiden andern Diagonalpunkte vier harmonisch liegende Punkte.

(21.19) Aufgabe: Ein Kegelschnitt k wird mit einer Geraden g geschnitten (Fig. 21.x)
in den Punkten A und B. P sei ein beliebiger Punkt auf g, p die Polare von P
beziiglich k und Q der Schnittpunkt von p und g. Man zeige mit Hilfe einer
Zentralkollineation, daB die vier Punkte A, B, P, Q harmonisch liegen.
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(21.20) Wenn man beim Zeichnen im Zweitafelverfahren in der iiblichen Weise den
GrundriB und den AufriB auf dem Zeichnungsblatt senkrecht {ibereinander
zeichnet, so sind die beiden Risse einer ebenen(!) Figur, deren Ebene nicht erst-
oder zweitprojizierend ist, perspektiv affin (Fig. 21.y).

[\

Fig. 21.x Fig. 21.y

Dies folgt aus (21.10) und (6.3). Wenn die Ebene drittprojizierend ist, handelt es sich
um eine normale Affinitit.
Diese Affinitit konnte man z. B. bei der Darstellung eines Kreises (Kap. 14) ausniitzen.
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Beispiel (22.1):

Gegeben sind eine Ebene IT und auf ciner Geraden g, die nicht zu I parallel ist, zwei
Punkte A und B auf derselben Seite vonII. Man konstruiere den geometrischen Ort der
Mittelpunkte aller Kugeln, welche IT berithren und durch A und B gehen (Fig. 22.a).

Es sei k eine Kugel, welche die geforderten Bedingungen erfiillt. T sei ihr Beriihrungs-
punkt mit IT, und D sei der Schnittpunkt von g und I1. Nach dem Sekantensatz liegt T
auf dem Kreis ¢ inII um D mit dem Radius |/ DA - DB. Der Kugelmittelpunkt M befindet
sich senkrecht iiber T, also auf der Rotationszylinderfliche mit dem Kreis ¢ als Leitkreis
und der Achse normal zull. Ferner gehtrt M zur Mittelnormalebene @ von AB. ® schnei-
det den Zylinder in einer Ellipse. Diese Ellipse ist der gesuchte geometrische Ort.

1t
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Fig. 22.a
In der Fig. 22.a wurde die Ebenell vereinfachend in erster Hauptlage gewihlt. Die Ellipse

erscheint dann im GrundriB als Kreis. Durch Umprojizieren senkrecht zu g’ bringt man
@ in projizierende Lage. Im dritten Rif3 erscheint die Ellipse als Strecke. Ihre Hauptachse
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§,S, hat beziiglich des dritten Risses Hauptlage, die Nebenachse S;S, ist projizierend.
Da bei einer Parallelprojektion die Achsen einer Ellipse in konjugierte Durchmesser
abgebildet werden, sind S,”’S,"” und S,”S,” konjugierte Durchmesser der AufriBellipse.

(O
Beispiel (22.2):

Man stelle ein Rohrknie (Fig. 22.b) in allgemeiner Lage dar. m

Beispiel (22.3): Fig. 22.b

Gegeben sind zwei Geraden g, 1 und ein auf einer ersten Hauptebenell stehender schiefer
Kreiskegelkotper mit der Spitze S und dem Leitkreis k (Fig. 22.c). Man bestimme auf
der Geraden 1 eine Lichtquelle L derart, daB der Schatten, welchen die Gerade g auf den
Kegel witft, ein Parabelbogen wird.
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Die Ebene 2, gebildet durch die gesuchte Lichtquelle L und die Gerade g, soll die Kegel-
fliche in einer Parabel schneiden. Bei der Zentralkollineation der Ebenell auf die Ebene X,
mit dem Zentrum S, geht der Kreis k iiber in diese Parabel p. Nach (20.5) muB die Vet-
schwindungsgerade der Zentralkollineation den Kreis k beriithren. Diese Verschwin-
dungsgerade sist die Schnittgerade der Ebenell mit der zu T parallelen Ebene ¥ durch S.
Konstruktion von ¥ mit Hilfe der Parallelen g zu g durch S. Dann verschiebt man
3 durch g und schneidet mit 1. Der Schatten Gy, den ein Punkt G der Geraden g auf den
Kegel witft, ist der Schnittpunkt des Strahls LG mit dem Kegel. Aufgabe (16.2). Die
Parabeltangente t, in G, ist die Schnittgerade von X mit der Kegeltangentialebene, welche
den Kegel lings der Mantellinie SG, beriihrt.

Nach (21.5) erscheint die rdumliche Zentralkollineation der Ebene IT auf die Ebene &
im GrundriB als ebene Zentralkollineation: S’ ist das Zentrum, s’ die Achse, s’ die Ver-
schwindungsgerade, G," wird abgebildet in G,’. Mit Vorteil wird man, sobald s’ kon-
struiert ist, den GrundriB p’ der Parabel p direkt unter Ausniitzung dieser Zéntralkollinea-
tion konstruieren, insbesondere die Achse von p’, parallel zu m’, wie bei der Fig. 21.q.
Die Achse der Aufriparabel p”, parallel zu m”, kann wie bei der Fig. 19.r konstruiert
werden. Man mache sich klar, daB die Achsen der RiBparabeln p’ und p” nicht etwa die
Risse der Achse der Parabel p sind.

Bei einer kleinformatigen Zeichnung wird man die Achsen der Rifparabeln gar nicht
konstruieren und sich lediglich mit der Konstruktion einiger Kurvenpunkte begniigen.
Ein einfaches Verfahren, schnell einige Punkte von p zu bekommen, zeigt die Fig. 22.d.
Hier werden der Kegel und die Ebene X auf verschiedenen Héhen mit ersten Haupt-
ebenen geschnitten.

SII

Q'h"

Fig. 22.d

Beispiel (22.4):

Gegeben sind eine Gerade g, ein Kreis k und eine zur Ebene des Kreises normal stehende
Ebene A. Man konstruiere einen Kreiskegel mit k als Leitkreis, dessen Spitze auf g liegt,
und welcher von der Ebene A in einer gleichseitigen Hyperbel geschnitten wird.

Die zu A parallele Ebene durch die Kegelspitze S muB den Kegel in zwei Mantellinien
schneiden, welche einen rechten Winkel einschlieBen. S liegt daher auf der Thaleskugel
tiber dem Kreis k. Darstellung der Hyperbel gemif (20.5).
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Beispiel (22.5):

In einem Wiirfelschrigbild (Kap. 2) soll ein Rotationskegel gezeichnet werden. Dann
soll bei diesem Kegel ein Hyperbelschnitt dargestellt werden.

In der Fig. 22.e wurde dem Wiirfel der Rotationskegelkorper eingeschrieben, dessen
Leitkreis der Inkreis k der Wiirfelgrundfliche X ist und dessen Spitze S in der Deck-
fliche liegt. Darauf wurde der Kegel mit einer Ebene X* parallel zur Wiirfelseitenfliche

rechts geschnitten.
Konstruktion der Ellipse k mit Hilfe der konjugierten Radien MA und MB (vgl. die

Fig. 2.f).
Die UmriBmantellinien des Kegels, die Tangenten von S an k, werden wie bei (14.7)

konstruiert.

Ry|
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1
Fig. 2.
Die Zentralkollineation der Ebene X auf die Ebene X* mit dem Zentrum S erscheint

auf dem Zeichnungsblatt als Zentralkollineation mit dem Zentrum S, der Achse’s und
der Verschwindungsgeraden AC. Konstruktion der Hyperbel wie in der Fig. 21.q.



142 Zweiter Teil: Das Zweitafelverfahren

Beispiel (22.6):

Gegeben ist ein elliptischer Zylinder. Gibt es Ebenen, die ihn in einem Kreis schneiden ?
Man konstruiere eine solche Ebene.

Die Fig. 22.f zeigt die Konstruktion fiir einen Zylinder mit erstprojizierender Achse.
Bei allgemeiner Lage des Zylinders projiziert man um, bis die Achse projizierend wird.
Den Querschnitt senkrecht zur Achse kann man, wenn ein beliebiger schiefer Schnitt
vorgegeben ist, mit Hilfe konjugierter Ellipsendurchmesser konstruieren.

M "

Fig. 22.



23. Durchdringungen

Nach der Untersuchung der ebenen Schnitte einer Rotationskegelfliche im Kap. 18
und der anschlieBenden Theorie dieser Kegelschnitte in den darauffolgenden Kapiteln
stellt sich die Frage, was fiir Schnittkurven es gibt, wenn Kegelflichen nicht von
Ebenen, sondern von gekriimmten anderen Flichen, z. B. von anderen Kegeln, Zylin-
dern, Kugeln etc. geschnitten werden, wie sich tiberhaupt zwei beliebige Flichen im
Raum schneiden oder durchdringen und wie man die Schnittkurven darstellt. Eine
erschopfende Antwort wie beim ebenen Schnitt eines Rotationskegels kann nicht
erwartet werden. Dieses Kapitel beschrinkt sich auf einige einfache Durchdringungs-
aufgaben mit Kegeln, Kugeln und Rotationstlichen.

Das konstruktive Ziel besteht jeweils darin, von den Schnittkurven einzelne Punkte
und Tangenten zu zeichnen. Ferner werden Symmetrien untersucht, und manchmal
kann iiber eine Projektion einer Schnittkurve eine genauere Angabe gemacht werden.

Beispiel (23.1):

Zwei Geraden a und b, die sich in einem Punkt S rechtwinklig schneiden, sind gegeben.
Wie schneiden oder durchdringen sich ein Rotationskegel mit der Spitze S und der
Achse a und ein Rotationszylinder mit der Achse b (Fig. 23.a)?

Vereinfachend wird in der Zeichnung die Kegelachse a erstprojizierend gewihlt. Es
ist vorteilhaft, sofort einen dritten RiB zu zeichnen, in welchem der Zylinder proji-
zierend erscheint.

Es sei r der Zylinderradius, Q die Normalebene zu a im Abstand r von S, k der Kegel-
leitkreis in der Ebene Q und R dessen Radius. Die Ebene 2 = ab und die Normalebene
N zu b durch S sind Symmetrieebenen der zu untersuchenden Schnittkurve; die Kegel-
achse a ist somit eine zweizihlige Symmetrieachse. Daraus folgt, daB der Grundrif3
der Schnittkurve symmetrisch ist beziiglich X' und symmetrisch beziiglich N’, da3 der
AufriB symmetrisch ist beziglich 2" und der dritte Rif} symmetrisch beziiglich a”’.
Im dritten RiB erscheint die Schnittkurve als Kreisbogen auf dem ZylinderumriBBkreis.

Einen allgemeinen Punkt P der Schnittkurve kann man mit Hilfe einer Kugel um S
konstruieren. Hine solche Hilfskugel mit dem Radius p (r < p < J/R® + r2) schneidet
den Kegel und den Zylinder in den Kreisen k; und k,. P ist ein gemeinsamer Punkt
dieser Kreise. Die Tangente t im Punkt P an die Schnittkurve ist die Schnittgerade der
Tangentialebenen ® und ¥ in P an den Kegel und an den Zylinder. Konstruktion mit
Hilfe der Hauptgeraden in . Man beachte auch die Konstruktion der UmriSpunkte
U, und U,.

DaB der GrundriB der Schnittkurve eine Ellipse ist, sicht man so:

Der Abstand d, des Punktes P von der Ebene 2 betrigt [/ 2 — h?, der Abstand d,

des Kreises k, und damit des Punktes P von der Ebene N betrigt }/ p2 — 12 Zu
zeigen ist, dafB} der GrundtiB der Schaittkurve normalaffin ist zum Kreis k' (Fig. 23.b).

Esist dy= )/ R2— d2 = /R2+ 12 — g2 Im dritten RiB ergibt sich die Proportion
3 p g P
2. 42 )
p:h=l/R2+r2:r,somitd3=|/ ph; —pz=%[/r2—h"‘.

Also ist dg: d, = % = cos ¢ konstant.
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Statt mit Hilfe von Kugeln um S kénnten die Punkte der Schnittkurve auch auf andere
Weise, z. B. mit Hilfe von Ebenen senkrecht zur Kegelachse a konstruiert werden.
Jede solche Ebene schneidet den Kegel in einem Kreis und den Zylinder in einem
Mantellinienpaar.

(23.2) Das vorliegende Beispiel demonstriert das allgemeine
Konstruktionsprinzip bei Durchdringungsaufgaben:

Oben spielen die Kugeln um S die Rolle der Hilfsflichen.

Als Hilfsflichenscharen bevorzugt man gewdhnlich Ebenenscharen. Natiirlich lassen
sich nicht immer Hilfsflichen finden, welche beide gegebenen Flichen in einfachen
Kurven schneiden.

Die Tangente in einem Punkt P der Durchdringungskurve zweier Flichen an diese
Durchdringungskurve konstruiert man als die Schnittgerade der beiden Tangential-
ebenen in P an die beiden Flichen, vorausgesetzt, da Tangentialebenen iiberhaupt
cxistieren.

Wie man Punkte, in denen sich die beiden Flichen beriihren, in denen die Tangential-
ebenen zusammenfallen, z. B. bei (23.5) und (23.6), behandelt, soll hier nicht weiter
untersucht werden.

Es folgen weitere Beispiele.

Beispiel (23.3):

Man zeichne zwei sich durchdringende Pyramidenkorper. Dann ermittle man die wahre
Form der sie begrenzenden Seitenflichen und stelle mit Papier und Schere ein riumliches
Modell der Korperdurchdringung her.

Beispiel (23.4): Durchdringung zweier Kegel

Bei der Durchdringung zweier Kegelflichen empfiehlt es sich, als Hilfsflichenschar
das Ebenenbiischel zu nehmen, dessen Biischelgerade die beiden Kegelspitzen ver-
bindet (sogenanntes Pendelebenenverfahren). Man muB3 dann nur Mantellinien mitein-
ander schneiden. Beim Beispiel (23.1) sind das die Ebenen, welche die Zylinderachse
b enthalten.

Einen einfachen Fall zeigt die Fig. 23.c.

Hier handelt es sich um zwei Kreiskegel mit Leitkreisen in der GrundriBebene. W' ist die
Pendelebene, welche sich um die Verbindungsgerade g der beiden Kegelspitzen S; und
S, dreht. Es ist hier nur der GrundriB gezeichnet. Man sieht, daB sich der Grundri}
der Durchdringungskurve ganz ohne Beniitzung des Aufrisses konstruieren liBt, wenn

10 Stirk, Geometrie 37443



146 Zweiter Teil: Das Zweitafelverfahren

nur der Grundril D’ des Schnittpunkts D der Geraden g mit der GrundriBebene ge-
zeichnet ist. Konstruktion der Kurventangente t mit Hilfe der Tangentialebenen T,
und T,.

S,

Fig. 23.c

Man iibe sich in verschiedenen solchen Zeichnungen. Auch untersuche man Fille, wo
die beiden Kegelflichen eine gemeinsame Mantellinie haben.

Beispiel (23.5):
Durchdringung eines schiefen Kreiskegels mit einer ihn beriihrenden Kugel (Fig. 23.d).
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Fig. 23.e
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Beispiel (23.6):

Schnitt eines Torus mit einer ihn berithrenden Ebene (Fig. 23.¢).

Beispiel (23.7):

Eine hohle Halbkugel wird parallel beleuchtet, so daB der Rand einen Schatten ins
Innere der Halbkugel wirft. Man konstruiere diesen Schlagschatten.

Beispiel (23.8):

Schnitt eines Rotationsparaboloids mit einer Ebene (Fig. 23.f). :
Gegeben ist ein Rotationsparaboloid mit dem Brennpunkt F und der Leitebene I'. Die
Ebene T soll erste Hauptlage haben. Dieses Rotationsparaboloid soll mit einer zweit-
projizierenden Ebene X geschnitten werden.

Als Hilfsebenenschar nimmt man die
Ebenen senkrecht zur Paraboloidachse a. m” i
Sie schneiden das Paraboloid in Kreisen " 2zt
und die Ebene X in Geraden. ™5
Die Tangentialebene T in einem Punkt P

der Rotationsfliche wird aufgespannt Y
durch die Tangente b an den Breiten- b

kreis durch P und die Tangente m an den ’ T
Meridian durch P. Konstruktion der Me- F

B!

ridiantangente nach einer Drehung des N
Punktes P auf den UmriB3 des Paraboloids
(vgl. Fig. 18.p). r’
Die Schnittkurve der Ebene X mit dem “

Rotationsparaboloid ist der geometrische

Ort aller Punkte von X, die vom Brenn- 7A/_\
punkt F des Rotationsparaboloids gleich- \

weit entfernt sind wie von der Leitebene I'.
Es sei F* der zu F symmetrische Punkt
beziiglich Z. Die Schnittkurve kann dann M
aufgefaBt werden als der geometrische Ort b
der Mittelpunkte aller Kugeln, welche I' ~ ,
beriihren und durch F und F* gehen. Nach T
(22.1) handelt es sich bei diesem geometri- P
schen Ort um eine Ellipse, vorausgesetzt

daB ¥ nicht gerade parallel ist zur Parabo- ;
loidachse a. Und die Normalprojektion
dieser Ellipse auf eine Ebene senkrecht Fig. 23.f
zur Achse a ist ein Kreis.

Daraus ergibt sich ein einfaches Verfahren,

die Schnittpunkte einer Geraden mit einem

Rotationsparaboloid zu konstruieren.

|
.l
g
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Beispiel (23.9):

Konischer AbschluB eines Schrauben-
korpers.

In der Fig. 23.g ist ein Schraubenkorper
mit Flachgewinde gezeichnet. Die das
Gewinde begrenzenden Schraubenflichen
entstehen durch Schraubung eines Strahls
1 um die Achse a. Zum Drehwinkel ¢

gehort dabei die Verschicbung d = 7% - b,
wobei h die Ganghohe ist.

Dieser Schraubenkorper wurde mit einem
koaxialen Rotationskegel geschnitten. Man
konstruiert Punkte der Durchdringungs-
kurve mit Hilfe von horizontalen Ebenen.
Solche auf der Achse senkrecht stehende
Ebenen schneiden die Kegelfliche in
Kreisen und die Schraubenflichen in
Strahlen, welche von der Achse radial aus-
laufen.

Noch einige Aufgaben:

(23.10) Man schneide eine Kugel miteinem
Rotationszylinder.

(23.11) Man zeichne die Durchdringung
zweier Rotationszylinder, deren
Achsen sich schneiden.

(23.12) Einem Wiirfel werden die drei Ro-
tationszylinder eingeschtieben, de-
ren Achsen parallel zu den Wiirfel-
kanten verlaufen. Man stelle den
Teilkorper dar, der allen drei Zy-
lindern gemeinsam ist.

(23.13) Ein Rotationskegel und ein Rota-
tionszylinder haben eine gemein-
same Inkugel. Wie durchdringen
sie sich?

(23.14) Man untersuche die Durchdrin-
gung zweier kongruenter Rota-
tionskegel mit parallelen Achsen.
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(23.15) Eine Gerade wird beleuchtet. Ihr Schatten fillt auf einen Torus. Man zeichne
diesen Schatten. '

(23.16) Zwei Kugeln werden so beleuchtet, daB8 die eine einen Schatten wirft auf die
andere.

(23.17) Man schneide den Mantel eines schiefabgeschnittenen Rotationszylinders lings
einer Mantellinie auf und zeichne die Abwicklung.

Man stelle einige Papiermodelle her von sich durchdringenden, abwickelbaren Flichen.

Zu den Durchdringungsaufgaben gehdren auch die Béschungsaufgaben, wie sie sich
beispielsweise bei StraBendammaufschiittungen stellen.

In der Fig. 23.h sind eine Gerade g und eine erste Hauptebene IT im Grund- und AufriB
gezeichnet. Durch g soll eine Ebene gelegt werden, welche mit IT einen vorgegebenen
Winkel ¢ einschlief3t.

Fig. 23.h Fig. 23.i

Eine solche Ebene A konstruiert man natiirlich als Tangentialebene an einen auf II
stehenden Rotationskegel, dessen Spitze auf g liegt und dessen Mantellinien mit IT
den Neigungswinkel ¢ einschlieBen. Die Kegelspitze kann irgendwo auf g gewihlt
werden. Die Ebene A beriihrt alle so konstruierten Kegel. Man nennt diese Kegel die zu
g gehbrenden Béschungskegel und A die zu g gehdrende Boschungsfliche fiir den
Neigungswinkel (oder das Gefille) o. :

Zeichnet man, wie das bei topographischen Karten iiblich ist, nur einen der beiden Risse,
den GrundtiB, so macht man eine Fliche dadurch sichtbar, dal man ihre Hohen- oder
Niveaulinien einzeichnet, das sind ihre Schnittkurven mit dquidistanten ersten Haupt-
ebenen. Die Hohen der Niveaulinien iiber IT, gemessen in einer bestimmten Einheit,
werden durch die Koten angezeigt. Senkrecht zu den Niveaulinien verlaufen in A die
Fallgeraden. Es sind dies die Mantellinien, lings denen A die Boschungskegel beriihrt.
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Genauso bei einer allgemeinen Raumkurve ¢ (Fig. 23.i). Eine Béschungsfliche von ¢
ist die Hillfliche aller Béschungskegel mit den Spitzen auf ¢ und vorgegebener Mantel-

linienneigung. Die Niveaulinien einer Béschungsfliche sind die Hiillkurven der Kegel-
leitkreise in den betreffenden Hohen.
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Fig. 23.k

MuB eine StraBe mittels gleichmiBig geneigter Aufschiittungen oder Einschnitte in
ein Gelinde eingepaBSt werden, so schneidet man einfach die zu den StraBenkanten
gehorenden Boschungsflichen mit der Geldndeoberfliche, d. h. schneidet die Niveau-
linien der Bschung mit den gleichkotierten Niveaulinien des Gelindes (Fig. 23.k).



24, Beleuchtung einer Rotationsfliche

Die Ermittlung von Eigenschattengrenzen bei beleuchteten Korpern und Flichen
erfordert die Konstruktion von Flichentangenten, welche durch einen vorgegebenen
Punkt, die Lichtquelle, laufen, — eine im allgemeinen nicht einfache Aufgabe. Hier
soll nur der Fall der Rotationsflichen behandelt werden. Bei Rotationsflichen lassen sich
Eigenschattengrenzen mit Hilfe von Beriihrungskugeln oder mit Hilfe von Beriihrungs-
kegeln konstruieren.

Eine Rotationsfliche entsteht durch Drehung einer Kurve c um eine Gerade a. Dreht
man z. B. einen Kreis um eine Gerade seiner Ebene, so erzeugt er einen Torus. Dreht
man irgendeine Gerade um eine zu ihr windschiefe, nicht normale Gerade, so entsteht
ein einschaliges Rotationshyperboloid. Die rotierende Kurve c heiBt eine Erzeugende,
die Gerade a, um die gedreht wird, ist die Achse der Rotationsfliche. Die Punkte von c
beschreiben bei der Drehung Parallel- oder Breitenkreise. Die Ebenen durch die Achse
schneiden die Rotationsfliche in den Meridianen. Insbesondetre kann eine Rotations-
fliche durch einen ihrer Meridiane erzeugt werden.
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In der Fig. 24.a ist eine Rotationsfliche mit erstprojizierender Achse a und dem Meridian
m in der zweiten Hauptebene durch a gegeben. Die Fliche wird von einem Punkt L
aus beleuchtet. Es sei P ein Punkt des Meridians m, k der Parallelkreis durch P. Wir
beschrinken uns hier auf Punkte P, in denen m eine Tangente besitzt.

Die Punkte von k, die zur Eigenschattengrenze der Rotationsfliche gehoren, lassen
sich auf zwei Arten konstruieren:

a) Mit Hilfe der Beriihrungskugel, welche die Rotationsfliche lings k beriihrt.
Der Mittelpunkt dieser Berithrungskugel ist der Schnittpunkt der Achse a mit der
Normalen n zum Meridian m in P, in der Ebene ma. Man beleuchtet die Kugel und
schneidet ihren Eigenschattenkreis mit k.

b) Mit Hilfe des Beriihrungskegels, welcher die Rotationsfliche lings k beriihrt.
Die Meridiantangente t in P schneidet die Achse a in der Kegelspitze S. Man beleuch-
tet den Kegel und schneidet seine Eigenschattenmantellinien mit k.

Der Lichtstrahl s durch den nach einer dieser Methoden konstruierten Punkt B beriihrt
die Berithrungskugel rsp. den Beriihrungskegel, berithrt somit die Rotationsfliche,
da die Rotationsfliche und die Beriihrungsfliche in B dieselbe Tangentialebene haben;
B ist ein Punkt der Eigenschattengrenze der Rotationsfliche.

Ubung (24.1):

Man konstruiere den Eigenschatten des
Gefifles der Fig. 24.b bei Parallelbeleuch-
tung in der Richtung des Vektors 1.
Ferner konstruiere man den Schlagschat-
ten, den das GefiB auf die Ebene IT wirft,
und auch den Schlagschatten, welchen der
obere Gefilrand auf das GefiB wirft.
Die Grenze dieses GefiBrandschattens ist
die Durchdringungskurve der GefiB-
fliche mit dem schiefen Kreiszylinder,
den die durch die Punkte des oberen
GefiBrandkreises gelegten Lichtstrahlen
bilden.

Zu bemerken ist allgemein noch, daB die
bloBe Konstruktion der Eigenschatten-

grenze bei beleuchteten Korpern nicht O
immer einen vollstindig wirklichkeitsge-

treuen Eindruck ergibt, da jeweils auch der /I'V
Verinderung der Lichtintensitit rund um

den Korper, die abhiingig ist vom Einfalls-

winkel der Lichtstrahlen, Rechnung ge- Fig. 24.b
tragen werden sollte. .

Eine Parallel- oder Zentralprojektion kann aufgefaBt werden als ein Beleuchtungs-
vorgang. UmriBkonstruktionen bei Kotpern sind eigentlich Schattenkonstruktionen.
Die projizierenden Geraden spielen die Rolle der Lichtstrahlen. Am Beispiel eines
Rotationshyperboloids soll dies gezeigt werden.
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(24.2) Darstellung eines einschaligen Rotationshyperboloids

Eine zweite Hauptgerade ¢ wird um eine erstprojizierende Achse s gedreht (Fig. 24.c).
Gesucht ist der zweite UmriB der durch c erzeugten Rotationsfliche.
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Es sei P ein beliebiger Punkt von c, k der Parallelkreis durch P. Die Tangentialebene T
der Rotationsfliche im Punkt P wird aufgespannt durch c und die Tangente t an k in P.
Die Normale n zu T durch P fithrt zum Mittelpunkt M der Berihrungskugel, welche die
Fliche lings k beriihrt.

Man denkt sich die von ¢ erzeugte Rotationsfliche mit parallelem Licht senkrecht zur
AufriBebene beleuchtet. Der zweite UmriB ist dann die Grenze des Schlagschattens,
der auf die AufriBebene fillt. Um Punkte dieses Schlagschattens zu konstruieren,
schneidet man die Beriihrungskugel mit der zweiten Hauptebene Q durch M. Der
Schnittkreis ist die Eigenschattengrenze der Kugel, der Schnittpunkt U dieses Kreises
mit k ist ein Punkt der Eigenschattengrenze der Rotationstliche, denn der projizierende
Lichtstrahl durch U berithrt sowohl die Kugel als auch die Rotationsfliche. Der Aufri3
von U ist ein Punkt der gesuchten Schlagschattengrenze, der AufriB der projizierenden
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Tangentialebene in U ist die Tangente an den Schlagschatten. Hier, wo die Achse s
zweite Hauptlage hat, ist die Eigenschattengrenze m der Rotationsfliche ein Meridian.

Es soll noch gezeigt werden, daB dieser Meridian m ein Hyperbelast ist (Fig. 24.d):
Es sei 2 der Abstand der Erzeugenden c von der Achse s. Man fithrt ein Cartesisches
Koordinatensystem ein mit der Geraden s als z-Achse und der kiirzesten Transversalen
von s und c als x-Achse. ¢ sei der Neigungswinkel von ¢ beziiglich der xy-Ebene. Dann
zeichnet man auf der x-Achse den Punkt Z mit den Koordinaten (— a tg ¢ | 0] 0) ein
und zieht die Parallele h zur y-Achse durch Z. Es zeigt sich, daB der Punkt U auf dem
Rotationskegel mit der Achse h, der Spitze Z und dem halben Offnungswinkel ¢ liegt,
daB also m die Schnittkurve dieses Kegels mit der yz-

Ebene ist, eben eine Hyperbel. Die beiden schraffierten 5
Dreiecke sind nimlich dhnlich, entsprechende Katheten /
stehen im Verhiltnis tg ¢. Das Verhiltnis der Hypotenu-
sen dieser Dreiecke ist der tg des Winkels zwischen ZU
und h; dieser Winkel ist somit gleich ¢.

Aufgabe (24.3):

Man stelle ein solches Rotationshyperboloid auch in all-
gemeiner Lage, d. h. mit nicht projizierender Achse dar. 74

Aufgabe (24.4): \

Man konstruiere den Schlagschatten, welchen der Rota-

tionshyperboloidkérper der Fig. 24.e auf ecine zweite 1
Hauptebene II wirft bei Parallelbeleuchtung in der

Richtung von 1. (Man vergleiche dazu die Fig. 2.h.)

Fig. 24.¢
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25. Der Satz von Pohlke

Ankniipfend an das Kap. 3 soll nun die axonometrische Methode in allgemeiner Form
behandelt werden.

Mit Hilfe eines orthogonalen Dreibeins kann eine Projektion des Raumes auf eine Ebene
umkehrbar gemacht werden.

Wenn man bei einer Parallelprojektion des Raumes auf eine Ebene Il (wir beschriinken
uns hier auf Parallelprojektionen; bei Zentralprojektionen von einem endlichen Zen-
trum aus ergeben sich analoge Uberlegungen. Kap. 34) nur das Bild P eines Punktes P
gezeichnet hat (Fig. 25.2), so kann aus P allein nicht eindeutig rekonstruiert werden,
welcher Punkt auf der projizierenden Geraden durch P der Urbildpunkt gewesen ist.

Fithrt man ein Cartesisches Koordinatensystem, von dem keine Achse die Projektions-
richtung 1 haben soll, fest ein und projiziert man nicht nur den Punkt P, sondern auch
seine Normalprojektionen P’, P”, P’ beziiglich der Koordinatenebenen, so geben die
Bilder P, I, P, P zusammen genau Auskunft, welcher Punkt P im Raum gemeint ist.
Man durchstoBt die Koordinatenebenen mit den projizierenden Strahlen durch
P, P7, P und erhilt P, P, P’ und damit P. Der ins Koordinatendreibein gelagerte
Quader, der zu P gehért, wird abgebildet in eine Parallelogrammfigur. Wenn die Bilder
der Koordinatenachsen gezeichnet sind, geniigen schon zwei der Angaben P, P, P,
P, um P ganz zu lokalisieren.

Eine Projektion einer riumlichen Figur, bei der auch ein fest gewihltes Cartesisches
Koordinatensystem und die Normalprojektionen der Figur auf die Koordinaten-
ebenen mitabgebildet werden, heit eine axonometrische Darstellung.

Im Kap. 3 wurde das Koordinatensystem jeweils mit der yz-Ebene parallel zur Bild-
ebene IT gewihlt. Das ergab die praktischen Wiirfelschrigbilder (Fig. 25.b). Hier soll
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nun zuerst gezeigt werden, daB jede Parallelogrammfigur (Fig. 25.c) aufgefaBt werden
kann als (schiefe) Parallelprojektion eines Wiirfels oder, mit anderen Worten, als Schlag-
schatten eines Wiirfels bei Parallelbeleuchtung.

d

<Y

e

Fig. 25.b Fig. 25.c

(25.1) Der Satz von Pohlke (Kar! Wilbelm Pohlke 1810—1876):

 Drei in einer Ebesie von einem Punkt O ausgehende Strecken OU, OV, OW von be-
liebigen Lingen und beliebigen Richtungen konnen aufgefaBt werden als Parallel-
projektion ‘von drei zusammenstoBenden Kanten OU, OV, OW eines Wiirfels,
- vorausgesetzt, dafl hochstens drei der Punkte O, U, V, W kollinear sind (Fig. 25.d).

Beweis:

Man schneidet die Geraden OW und UV im Punkt P. Ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit darf man die vier gegebenen Punkte O, U, V, W in der in der Figur ge-
zeichneten Anordnung annehmen.

Der Punkt P kann gleichzeitig aufgefaBt werden als Bild eines Punktes auf der Wiirfel-
kante OW und als Bild eines Punktes auf der Seitenflichendiagonalen UV des gesuchten
Urbildwiirfels. Da Teilverhiltnisse bei einer Parallelprojektion erhalten bleiben, kénnen
diese beiden Punkte beim gesuchten Wiitfel rekonstruiert werden.
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Zwar kennt man die wahre GroB8e dieses Wiirfels nicht, aber man kann bei einem Hilfs-
wiirfel beliebiger GroBe mit den Kanten O*U*, O*V*, O*W* (Fig. 25.€) die Punkte
P,* und P,* einzeichnen, welche die Strecken U*V* und O*W* in denselben Verhilt-
nissen teilen wie P die Strecken UV und OW. Damit weifl man, wie die Projektions-
richtung beziiglich des gesuchten Wiirfels verlaufen muB, kennt aber noch nicht ihre
Neigung gegeniiber der Bildebene.

Legt man durch U*, V*, W* die Parallelen zu P, *P,*, so entsteht ein dreiseitiges Prisma.
Nach dem Satz (14.19) kann ein gegebenes dreiseitiges Prisma immer mit einer Ebene
so geschnitten werden, daB das Schnittdreieck einem beliebigen, vorgegebenen Dreieck
shnlich ist. Man schneidet hier das Prisma so, daB3 das Schnittdreieck dem Dreieck UVW
ihnlich wird. Man muB dann nur noch die GréBe des Hilfswiirfels verindern, bis
die Dreiecke kongruent sind, dann kann das abgeschnittene Prisma zusammen mit dem
Wiirfel auf das Dreieck UVW aufgesetzt werden.

Sind von einem riumlichen Objekt zwei zugeordnete Risse gegeben, so kann auf
einfache Weise ein axonometrisches Bild des Objekts gezeichnet werden
(Fig. 25.f):

Man zeichnet bei den gegebenen Rissen Koordinatenachsen ein und faBlt die Risse auf
als die Normalprojektionen, genauer gesagt als mastibliche Zeichnungen der Normal-
projektionen des Objekts auf ein riumliches Cartesisches Koordinatensystem. Es sei
e* die gezeichnete Linge der Einheitsstrecke dieses Koordinatensystems.
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Fig. 25.f

Dann wihlt man in der Zeichnungsebene vier Punkte O, U, V, W, welche als Parallel-
projektion eines orthogonalen Einheitsdreibeins, also eines Cartesischen Koordinaten-
systems mit dem Nullpunkt O und den Achsencinheitspunkten U, V, W aufgefafit
werden. Es seien OU =u, OV = v, OW = w die Lingen der Bilder der Einheits-
strtecken dieses Koordinatendreibeins. Die wahre Linge der Einheitsstrecken
OU = OV = OW ist bei der Wahl der Punkte 'O, U, V, W nicht voraussehbar, der
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Pohlke’sche Satz macht dariiber keine Aussage. Diese Einheitsstrecke wird gewdhnlich
nicht gerade mit der Einheitsstrecke des vorher bei den gegebenen Rissen gewihlten
Koordinatensystems ibereinstimmen. Man kann aber einfach die Parallelprojektion
und die gegebenen Risse als in verschiedenen MaBstiben gezeichnete Bilder ein und
desselben riumlichen Koordinatensystems anschen.

Bei der Wahl der Punkte O, U, V, W achte man darauf, daB die Verzerrung nicht allzu
grof} wird. Eine schiefe Parallelprojektion eines Kotpers kann sehr unanschaulich sein.
Man denke an den Schattenwurf bei untergehender Sonne. Gewéhnlich zeichnet man
das Bild einer der Achsen vertikal auf das Zeichnungsblatt und wihlt die Bilder der
anderen Achsen leicht geneigt gegeniiber der Horizontalen.

Sind die Achsen %, ¥, Z mit den Einheitspunkten U, V, W gezeichnet, so entnimmt man
den gegebenen Rissen die Koordinaten eines beliebigen Punktes P und iibertrigt sie
ins axonometrische Bild unter Beriicksichtigung der Verzerrung der Strecken auf den
Koordinatenachsen.

Es seien Py, Py, P, die FuBpunkte der Lote von P auf die Koordinatenachsen. Wegen
der Invarianz der Teilverhiltnisse bei Parallelprojektionen gelten die Formeln:

OPx:u=OPy:e* OPy:v=0P):e¥ OP,:w=0"P," :e*

Diese Verzerrungen lassen sich konstruktiv, am besten in separaten Figuren, auf ver-
schiedene Weisen verwirklichen (Fig. 25.g), fiir jede Achse einzeln.

Fig. 25.g

Giinstig zeichnen lassen sich axonometrische Darstellungen, wenn sich das Verhiltnis
u:v:w in kleinen natiirlichen Zahlen ausdriicken li8t, z. B. u:v:w=1:2:2.
Wihlt man dann als Strecke u gerade die Strecke e*, so ist GPX O'Py,OP; =2 O'Py,
OoP,=2-0"P;"; ‘das heiBt, man muf} dann nur Strecken verdoppeln.

Auch lohnt es sich, fiir Zahlenverhiltnisse, die als Verzerrungsverhiltnisse u : e*, v : e*,
w : e* hiufig vorkommen, extra Mafistibe zu machen. Zum Beispiel fiir das Verhiltnis
2:3 (Fig. 25.h).

Eine axonometrische Darstellung, bei welchet OU = OV = OW ist, heit eine
isometrische Darstellung (Fig. 25.i). Bei isometrischen Darstellungen koénnen Punkte
sehr leicht eingezeichnet werden.
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Zur Darstellung technischer oder architektonischer Gegenstinde mit betont vertikal-
horizontaler Orientierung eignen sich besonders die Dreibeine der Fig. 25.k:

Bei 2), dem Schrigbild des Kap. 2, ist die z-Achse vertikal und die y-Achse horizontal
gezeichnet, und die Einheitsstrecken OV und OW sind gleich lang. Frontschnitte,
Schnitte parallel zur yz-Ebene, lassen sich miihelos zeichnen, da sie nicht verzerrt
werden; als Beispiel etwa eine Kurbelwelle mit der Achse parallel zur x-Achse.
Auch bei b) ist die z-Achse vertikal. Hier ist der Winkel zwischen der X- und der y-Achse
ein rechter, und die Strecken OU und OV sind gleich lang. Hier lassen sich Hohen-
schnitte, Schnitte parallel zur xy-Ebene, unverzerrt zeichnen.

Militirische Befestigungsanlagen wurden in fritheren Zeiten so gezeichnet; daher die
Bezeichnungen Kavalierprojektion und Militirprojektion (Kavaliere wurden die
erhohten Teile von Festungsanlagen genannt, deren Zweck es war, das vom Wall aus
nicht sichtbare Gelinde zu beherrschen).

Bei beiden Darstellungen 148t sich die Projektionstichtung leicht rekonstruieren, und
die Figuren erscheinen recht anschaulich, wenn man die Richtung und das Ver-
kiirzungsverhiltnis der dritten Achse glinstig gewihlt hat und auch die Zeichnung nicht
einfach frontal, sondern moglichst in der Projektionsrichtung betrachtet.
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Ist eine axonometrische Darstellung eines Objektes ge-
geben, so kann man seine Risse beziiglich des der Axo-
nometrie zugrundeliegenden Koordinatensystems in ihrer
wahren Form wiederherstellen, wenn man unter Verwen-
dung der Teilverhiltnisse die zu den Punkten gehorenden
Quader aus dem axonometrischen Bild zuriickiibertrigt,
entsprechend der Fig. 25.f. Natiitlich bekommt man, wenn
die wahre Gr6Be des zum axonometrischen Bild gehéren-
den Einheitswiitfels nicht bekannt ist, nur maBstibliche
Zeichnungen der Normalprojektionen.

Ein praktisches Verfahren, einen Rif8 des Objektes, z. B.
den GrundriB, zu rekonstruieren, zeigt die Fig. 26.a.

Man zieht auf dem Zeichnungsblatt durch die Punkte
U, O, V die Parallelen zur z-Achse und legt auf diese
drei Parallelen ein rechtwinkliges, gleichschenkliges
Dreieck U'O'V’. (Die schraffierten Dreiecke sind kon-
gruent). Die Geraden O'U’ und O'V’ kénnen aufgefaBt
werden als GrundriB der x- und der y-Achse, und den
Grundril P’ irgendeines Punktes P bekommt man,
indem man die Grundfliche des zu P gehdérenden Qua-
ders in der Richtung der z-Achse in den neuen Rif} zieht.
Man braucht bei dieser Konstruktion nicht unbedingt
die Richtung der z-Achse zu nehmen. Die Abbildung
P’ — P’ ist einfach eine schiefe Affinitit. Nimmt man
die z-Achsenrichtung, so hat man den Vorteil, dal der
Punkt P mit P’ und P’ auf einer Geraden liegt.
Entsprechend kann man einen AufriB oder einen Seiten-
1i konstruieren. Die MaB3stibe der so entstandenen, ein-
zelnen Risse sind aber gewdhnlich verschieden, denn die
Dreiecke UOV, welche auf die zu den Einheitspunkten
gehorenden Streifen gelegt werden, sind in der Regel Fig. 26.2
nicht gleich groB.

Man nehme nun irgendzwei zugeordnete Risse eines Korpers, GrundriBl und Aufril3,
bezogen auf ein gegebenes Kootdinatensystem, lege sie aber nicht in der iiblichen
Weise senkrecht tibereinander, oben und unten auf das Zeichnungsblatt, sondern
gegeneinander gedreht, so daB die beiden Risse der y-Achse nicht parallel verlaufen
(Fig. 26.b). Auch brauchen die beiden Risse nicht im gleichen Mafistab gezeichnet zu
sein.

Der Grundri8 P’ und der AufriB P” irgendeines Punktes P liegen dann nicht wie friiher
auf einer Geraden senkrecht zu den Rissen der y-Achse. Es besteht aber auch jetzt ein
einfacher Zusammenhang: Das Lot von P’ auf die y’~-Achse und das Lot von P” auf die
y'’-Achse schneiden sich auf einer festen Geraden. Das sicht man ein, wenn man fiir
den Punkt O und fiir den Punkt V auf der y-Achse die Konstruktion macht und beachtet,
daB die zu P gehérenden Lote im Grund- und Aufrifl die Streifen, welche durch O und
V gehen, im gleichen Verhiltnis teilen. An die Stelle der alten Ordnungslinien treten
jetzt geknickte Linienziige; man spricht weiterhin von Ordnungslinien.
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Beispielsweise den Ubergang vom Grund-
zum Seitenri} in der Fig. 12.a kénnte man
auf diese Weise bewerkstelligen (Fig. 26.c).
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Es sei | eine beliebige Gerade, welche nicht auf der y-Achse senkrecht steht, und deren
Risse I' und I in der Fig. 26.b nicht zueinander parallel sind. Was bekommt man, wenn
man P’ und P nicht tiber den Ordnungslinienzug miteinander verbindet, sondern durch
P’ die Parallele zu I’ und dutch P” die Parallele zu 1" zieht und diese beiden Geraden
schneidet?

Die Fig. 26.d zeigt, nachdem die Konstruktion fiir die Punkte O, U, V, W gemacht ist,
daB ein axonometrisches Bild entsteht.

Das ist das interessante sog. Einschneideverfahren.

Man beachte, da8 man das Bild P des Punktes P bekommt, ohne daB man den ganzen
zu P gehtrenden Quader zeichnet, einfach als Schnittpunkt der durch P’ und P” laufen-
den Einschneidegeraden.

Geraden parallel zu ! erscheinen im axonometrischen Bild als Punkte.

Mit diesem Einschneideverfahren kann auf schnelle und einfache Weise eine beliebige
Parallelprojektion eines Korpers hergestellt werden.

Man kann die beiden Risse, von denen man ausgeht, in beliebigen MaBstiben gezeich-
net, frei plazieren, die Einschneiderichtungen 1’ und I’ wihlen und sich gewissermaBen
tiberraschen lassen, welche Verzerrung sich ergibt; bei der Darstellung eines groferen
Gegenstandes wird man die Bildwirkung zuerst an einem Wiitfel priifen. Die z-Achse
verlduft parallel zu I’ und die X-Achse parallel zu 1.

Oder man beginnt mit der Projektion OU VW des Einheitsdreibeins und bestimmt die
dazugehorende Anordnung des Grundrisses und des Aufrisses und deren MaBstibe.

(26.1) Man stelle mit Hilfe dieses Einschneideverfahrens einige Korper anschaulich
dar, immer darauf bedacht, daB die Bilder nicht zu stark verzerrt werden. Die Fig. 26.e
zeigt ein Rhombendodekaeder und ein parallel beleuchtetes Haus.
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(26.2) Darstellung einer Kugel

Das Bild einer Kugel bei einer schiefen Parallelprojektion auf eine Ebene ist eine Ellipse,
die Ellipse, in welcher die Bildebene den projizierenden, der Kugel umschriebenen
Zylinder schneidet. Das Ellipsenzentrum ist die Projektion des Kugelzentrums, und die
kleine Achse der Ellipse hat die Linge des Kugeldurchmessers und steht senkrecht auf
der Projektionsrichtung (Fig. 18.k). Eine Kugel erscheint also bei einer schiefen axono-
metrischen Darstellung nicht als Kreis wie bei einer Normalprojektion — ein schwer-
wiegender Nachteil des Verfahrens.

Es sei eine axonometrische Darstellung OUVW eines Einheitsdreibeins gegeben
(Fig. 26.f). Wie konstruiert man die Kugel mit dem Mittelpunkt O, welche durch U, V
und W geht?

MY

—

.>\_\\l \ cl
\X

V L}
y Fig. 26.f

Zuerst zeichnet man zum axonometrischen Bild des Koordinatendreibeins zwei der
zugehorigen Risse, aus denen es durch Einschneiden hervorgeht. In diesen Rissen er-
scheint die Kugel als Kreis. An diese Kreise legt man die Tangenten parallel zu den
Einschneiderichtungen. Die Tangenten miissen die gesuchte Kugelumriiellipse des
axonometrischen Bildes beriihren, denn auf ihnen liegen deren #uBerste Punkte.
A und B sind solche duBerste Punkte. Von der gesuchten Ellipse kennt man somit
ein umschriebenes Parallelogramm mit den vier Berithrungspunkten. Dadurch ist sie
festgelegt. Thre Achsen kénnen mit Hilfe einer Zentralkollineation konstruiert werden,
am bequemsten gerade mit der Affinitit zwischen der Ellipse und dem Kreis in einem
der Risse; man verfihrt wie in der Fig. 21.r.

Sind die Ellipsenachsen konstruiert, so kennt man damit die Einfallrichtung der pro-
jizierenden Geraden (man betrachte die Zeichnung in dieser Richtung) und den
Kugelradius, d. h. die wahre GroBe des Dreibeins, das der Axonometrie zugrunde-
gelegt ist.
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In erster Linie dienen axonometrische Darstellungen dazu, Gegenstinde, von denen
schon Normalprojektionen gezeichnet sind oder deren Punkte koordinatenmiBig vor-
gegeben sind, anschaulich darzustellen. Man soll aber auch geometrische Kon-
struktionen an axonometrisch dargestellten Kérpern direkt im axonometrischen
Bild ohne Zuhilfenahme anderer Risse ausfithren kénnen,

Ein Beispiel (26.3):

Gegeben sind eine Ebene @ und eine
Gerade g, axonometrisch dargestellt
durch die Geraden a, 2’, b, b’ und g, g'.
Gesucht ist der Schnittpunkt D von g
und @ (Fig. 26.g).

Das ist die Grundaufgabe IV des Kap. 6.
Die Konstruktion verlauft genau wie dort.

Der Leser studiere wieder das Kap. 3 und
wiederhole selbstindig die fritheren
Grundaufgaben.

Es zeigt sich schnell, daB sich wohl die
einfachen Lageaufgaben axonometrisch gut
behandeln lassen, dafl aber metrische Pro-
bleme, beispielsweise die Grundaufgabe
VII, kompliziert werden. Deutlich zeigt
(26.2), daBl besonders Kugelaufgaben um- Fig. 26.g
stindlich werden.

Nur wenn die axonometrische Datstellung &eine schiefe Projektion, sondern eine Normal-
projektion ist, bleibt alles beim alten. Dann kann man Ebenen leicht umklappen und
von Fall zu Fall mit einem zweiten, zugeordneten Rif arbeiten. Mit solcher normaler
Axonometrie befaBt sich das folgende Kapitel.
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Eine axonometrische Darstellung heifit eine normale oder orthogonale axono-
metrische Darstellung, wenn es sich um eine Normalprojektion handelt.

Normal axonometrische Bilder wirken besonders anschaulich, weil bei ihnen die
Projektionstichtung senkrecht auf der Bildebene steht, also mit der Blickrichtung
zusammenfillt, in der man gewdhnlich ein Bild betrachtet.

(27.1) In der Fig. 27.a ist zweimal eine Normalprojektion eines orthogonalen Achsen-
kreuzes oder Cartesischen Koordinatensystems gezeichnet, das beziiglich der
Zeichnungsebene allgemeine Lage hat, d. h. bei dem keine der Koordinaten-
ebenen gerade projizierend ist.

z

|

Fig. 27.a

Es sei h eine Hauptgerade der xy-Ebene beziiglich der Zeichnungsebene. Da die z-Achse
senkrecht auf der xy-Ebene steht, bilden h und die z-Achse einen rechten Winkel.
Entsprechendes gilt fiir die Hauptgeraden der anderen Koordinatenebenen.

Eine Hauptebene A beziiglich der Zeichnungsebene schneidet die drei Koordinaten-
ebenen in Geraden, deren Bilder ein Dreieck bilden, dessen Hohenschnittpunkt das
Bild O des Koordinatennullpunkts ist. Es ist leicht einzusehen, dafl dieses Dreieck
spitzwinklig ist. ,

Umgekehrt kann jede solche Figur, ein spitzwinkliges Dreieck mit seinen Hohen,
aufgefaBt werden als Normalprojektion eines mit einer Hauptebene geschnittenen
orthogonalen Dreibeins. Dabei kann man sich den Nullpunkt O oberhalb oder unter-
halb der Hauptebene denken.

Bei normalen Axonometrien wird gewdhnlich das Bild einer der Achsen, der z-Achse,
vertikal aufs Zeichnungsblatt gezeichnet. Die Bilder U, V, W der Einheitspunkte der
Achsen konnen aber, wenn das Dreibein gezeichnet ist, nicht voneinander unabhingig
auf den Achsenbildern gewihlt werden. Die Einheitsstrecke e des Koordinatensystems
wird folgendermaBen von O aus auf die Achsen abgetragen:

Man klappt zwei der Koordinatenebenen um Hauptgeraden um (Fig. 27.b). Da die
Koordinatenachsen rechte Winkel einschlieBen, erhilt man die Umklappung des Null-
punkts O jeweils mittels eines Thaleskreises iiber der Hauptgeradenstrecke zwischen den
Kootdinatenachsen. Es entsteht die Einschneideanordnung der Fig. 26.d.
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Oder man kann die projizierenden Ebenen durch die Koordinatenachsen umlegen, wie
das die Fig. 27.c fir die z-Achse zeigt.

z
i
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Fig. 27.b Fig. 27.c

(27.2) Statt die Bilder der Achsen vorzugeben und dann die Einheitspunkte U, V, W
zu konstruieren, kann man auch umgekehrt die Lingen u, v, w der Bilder
OT, OV, OW der Einheitsstrecken OU = OV = OW = e vorschreiben und dann
die dazu gehorenden Achsenrichtungen konstruieren.

Es bestehen die beiden folgenden Zusammenhinge:

. TRk v g w
Wem P=rmgr— 10 v "
(2)Es seien o und B die Winkel in der Bildebene,
- welche die X- und y-Achse mit der Senkrechten
-~ zur Z-Achse einschlieBen, und ABC sei ein Hilfs-
~ dreieck mit den Winkeln CAB = 2¢'und CBA = 28~
(Fig. 27.d). : /
" Bei diesem Dreieck gilt dann
AC:BC: AB=u?:v2: w2

Beweis (Fig. 27.¢): A N

Man betrachtet den Kreis in der xy-Ebene mit dem Mittel- A B
punkt O und der Einheitsstrecke e als Radius. Er erscheint Fig. 27.d

im axonometrischen Bild als Ellipse mit der Haupt-

achse senkrecht zur z-Achse. Die groBe Halbachse hat die Linge e, die kleine die Linge
Ve? — w2 Das geht aus der Kongruenz der schraffierten Dreiecke in der projizierenden
Ebene durch die z-Achse hervor. OU und OV sind konjugierte Ellipsenradien.

Es seien ¢ und 90°-¢ die Winkel, welche die zugehdrigen Radien im affinen Haupt-
scheitelkreis mit der Ellipsenhauptachse einschlieBen. Fiir die Abstinde der Punkte
U und V von den Ellipsenachsen ergeben sich die Formeln:
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u-cosa=€-cosqQ
Vet —wt

u-sina=e-sing-——= e? — w2-sin g

v-cosf =e-sing
v-sinf = J/e2 = w?- cos ¢.

Daraus folgt

(1) u? + v = u? (cos? o + sin%x) + v2 (cos? f + sin?P)
= e2cos? @ + (€2 — we) sin? @ + €?sin? @ + (e — w?) cos? ¢ = 2¢% — w2

2 2 2
d.h e = W.

Und

(2) u?-cos (20) + v2- cos (2B) = u? (cos? « — sin? &) + V% (cos? B — sin® )
=e2cos? @ — (e2 — w?)sin? @ + e?sin? ¢ — (e — w?) cos® ¢ = w2,

ferner
u2 - sin (2a) = 2u2 cos o sin & = 2e cos ¢ Vet — w2sin p=e Ver — w2 -sin (29)
v2-sin(2B) =... =ele? — w2-sin (2¢),
also

u? - sin (2a) = v2- sin (28).
Im Hilfsdreieck ABC gilt auch:

AC * sin (20) = BC - sin (28) und
AC - cos (2a) + BC - cos (28) = AB.

Durch Vergleich ergibt sich:
AC:BC:AB = u?:v2: w2, ged.
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Damit ist ein einfaches Konstruktionsverfahren fiir die Achsen gefunden:

Man konstruiert ein Hilfsdreieck mit dem Seitenverhiltnis u2: v2: w2 und entnimmt
ihm die Winkel 20 und 28.

Esseiz. B.u:v:w=1:2:2 (sog. ,,Ingenieuraxonometrie*) (Fig. 27.f).

z
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Fig. 27.f

Aus dem Vorangehenden ergibt sich auch, daB eine normale axonometrische Darstellung
genau dann isometrisch ist, wenn die Winkel zwischen den Bildern der Koordinaten-
achsen alle 120° betragen.

(27.3) Konstruiert wird bei normalaxonometrischen Darstellungen in der iiblichen
Weise. Da es sich um Normalprojektionen handelt, 1a8t sich jederzeit leicht ein
zugeordneter zweiter RiB3 zeichnen und im Zweitafelverfahren arbeiten. Gewshn-
lich faBt man das axonometrische Bild auf als AufriB und zeichnet dazu einen
Seitenrif (Fig. 27.g).
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Fig. 27.g

(Um Verwechslungen zu vermeiden wird hier der SeitenriB des Punktes P mit P be-

zeichnet.)

Als Beispiel die Grundaufgabe VII (8.5):

Gegeben ist eine Ebene @ = ab, axonometrisch dargestellt durch a, 27, b, 5’. Gesucht
ist die Normale n zu @ im Schnittpunkt P von 2 und b (Fig. 27.h).
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Fig. 27.h

Man konstruiert zuerst P, a und b wie in der Fig. 27.g. Dann folgt die Normalen-
konstruktion mittels der Hauptgeraden h; und h,. SchlieBlich bekommt man n” mit Hilfe
des Punktes von n, der in der xy-Ebene liegt.

Man wird natiirlich jeweils méglichst viel direkt im axonometrischen Bild erledigen.
Einen Kreis in einer der Koordinatenebenen oder in einer dazu parallelen Ebene, zum
Beispiel, kann man ohne Hilfe eines Seitenrisses konstruieren (Fig. 27.i):

Gegeben ist der Mittelpunkt M. Gesucht ist der zur
yz-Ebene parallele Kreis mit dem Radius r.

Die Kreisachse ist parallel zur x-Achse, die Ellipsen-
hauptachse steht daher senkrecht auf der x-Achse.
Man zeichnet die Hauptscheitel und zieht durch sie
die Parallelen zur y- und z-Achse. Ihr Schnittpunkt P
muB auf der Ellipse liegen, denn das schraffierte Dreieck
ist in Wirklichkeit rechtwinklig. Mit dem Papierstreifen-
verfahren erhilt man die Nebenscheitel.

Man vergesse nicht, dal3 das hier Gesagte sich nur auf
normale Axonometrie bezieht, nicht auf schiefe.

z

Aufgabe (27.4): Fig. 27.i

Man zeichne in normalaxonometrischer Darstellung eine Erdkugel, mit der z-Achse
als Erdachse, und auf dieser Kugel einige Meridiane und Bteitenkreise.

Aufgabe (27.5):

Gegeben sind in normalaxonometrischer Darstellung ein Punkt P und eine Gerade g.

Man drehe P um g, zeichne den von P beschriebenen Kreis und stelle auch die drei
Projektionen des Kreises auf die Koordinatenebenen dar.
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Aufgabe (27.6):

Man stelle normalaxonometrisch das
Kreuzgewolbe der Fig. 27.k dar.

Aufgabe (27.7):

Man zeichne in normalaxonometrischer
Darstellung eine Schraubenlinie mit der
z-Achse als Achse, beleuchte sie parallel
und konstruiere ihren Schatten in der
xy-Ebene.

Aufgabe (27.8):

Man stelle auch einige Durchdringungen
(Kap. 23) axonometrisch dar.

VRN IV

Fig. 27.k
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28. Zentralprojektion

Im Kap. 1 wurde gezeigt, wie mittels einer Projektion des Raumes auf eine Ebene von
einem endlichen Zentrum aus ein natiitliches, anschauliches Bild eines riumlichen
Gegenstandes hergestellt werden kann (Fig. 1.a, b). Betrachtet man ein so gemachtes
Bild vom Projektionszentrum aus, so erweckt es, wie eine Kulisse wirkend, den Ein-
druck, man habe den riumlichen Kbrper selber vor Augen. Diesen Vorzug haben
Parallelprojektionen nur in beschrinktem MaBe. Sie witken oft verzerrt. Bei ihnen
erscheinen beispiclsweise gleich lange, parallele Strecken im Bild gleich grof3, auch wenn
sie in Wirklichkeit verschieden weit von der Bildebene entfernt sind. Das ergibt die
storende Unformigkeit der Figuren, z. B. bei schlecht disponierten Schrigbildern
(Kap. 2).

Die drei ersten Teile dieses Buches befaBten sich mit Parallelprojektionen. Nur gelegent-
lich, bei Beleuchtungsproblemen und natiirlich in der Theotie der Zentralkollineationen,
war von Zentralprojektionen mit einem endlichen Punkt als Zentrum die Rede. Parallel-
projektionen sind auch Zentralprojektionen, aber mit einem Fernpunkt als Zentrum.
Sie bieten den konstruktiven Vorteil, daB parallele Geraden in parallele Geraden ab-
gebildet werden und daB Teilverhiltnisse erhalten bleiben. Konstruktionen mit Parallel-
projektionen, sei es im Zweitafelverfahren oder axonometrisch, gestalten sich relativ
einfach. '
Das Arbeiten mit Zentralprojektionen erfordert vom Konstruierenden wegen der Zet-
storung der Parallelitit und der Teilverhiltnisse ein gewisses Umdenken, die Kon-
struktionen gestalten sich anfinglich etwas schwieriger. Die bei den Parallelprojektionen
gemachten Erfahrungen sind aber sehr niitzlich und bilden die beste Grundlage fiir die

Punkt Z aus auf die Ebene I (Z nicht

rasche Beherrschung der Perspektivlehre.
Z N° /
4
inTI) ist die Abbildung, welche dem Punkt
P des Raumes (P verschieden von Z) den- ‘& j);/ H /

‘Punkt P der Ebene I zuordnet, welcher .
auf der Geraden ZP liegt (Fig. 28.a). Fig. 28.a

Die Z'entralpréiektid_ﬁ des Raumes vom

Statt Zentralprojektion sagt man auch perspektivische Abbildung oder Perspektive.
Nicht abgebildet wird der Punkt Z, das Zentrum der Projektion.

Ist das Zentrum ein Fernpunkt, so ist die Zentralprojektion eine Parallelprojektion (1.1).
Miteinbezogen in die Abbildung werden die Fernelemente. Wenn das Zentrum ein
endlicher Punkt ist, werden aber die Fernpunkte nicht wie bei den Parallelprojektionen
alle wieder in Fernpunkte abgebildet. Darin liegt der entscheidende Unterschied.

Das Bild oder die Projektion P des Punktes P nennt man verdeutlichend das Zentral-
bild oder das perspektivische Bild von P.II ist die Bildebene oder Projektionsebene.
Das Projektionszentrum Z heif3t auch der Augpunkt der Perspektive.
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Die Geraden durch Z sind projizierende Geraden, die Ebenen durch Z projizierende
Ebenen. Geraden und Ebenen parallel zur Bildebene IT nennt man wie frither Haupt-
geraden und Hauptebenen. Geraden und Ebenen senkrecht zur Bildebene IT heiflen
Tiefengeraden und Tiefenebenen.

Die Hauptebene, welche durch das Projektionszentrum geht, ist die Verschwmdungs-
ebene der Projektion. Ihre Punkte, die Verschwindungspunkte, werden in Fern-
punkte abgebildet. Alle andern Punkte haben endliche Bilder.

Eine wichtige Rolle spielt der FuBpunkt H des Lotes vom Zentrum Z auf die Bildebene;
er heiBt der Hauptpunkt der Perspektive.

Der Abstand d des Zentrums von der Bildebene ist die Distanz oder Bildtiefe der
Perspektive.

Eine Zentralprojektion eines Gegenstandes 1iBt sich auffassen als der Schatten, den er
auf die Bildebene wirft, wenn das Zentrum ein leuchtender Punkt ist, vorausgesetzt daB
der Gegenstand sich zwischen der Lichtquelle und der Bildebene befindet.

Eigenschaften einer Zentralprojektion:
Vergleiche (1.2) bis (1.5).

(28.1) Eine mchtpro]merende Gerade wird abgebildet in eine Gerade, eine pro-
jizierende in eirien Punkt.

(28.2) Wenn das Zentrum ein éndlicher Punkt ist, Werden parallele Geraden (z.B. die
Firstkante und die Traufkanten des Hausdaches der Fig. 1.a) im allgemeinen
nicht wieder in parallele Geraden abgebildet. Parallele Geraden, welche
Hauptlage haben, bleiben parallel.

Die Bilder zweier Geraden. sind parallel, wenn diése denselben Verschwin-
‘dungspunkt haben oder wenn die beiden Verschwindungspunkte auf einer
projizierenden Geraden liegen.

(28.3) Streckenlingen und Winkel indetn sich im allgemeinen. kael die ineiner
Hauptebene liegen, -behalten ihre GroBe. Flguren dle in einer Hauptebene
liegen, gehen tiber in dhnliche Figuren: o

(28.4) Doppelverhaltmsse bleiben erhalten.
Fiir vier Punkte A, B, C, D einer nichtprojizierenden Geraden gilt: Doppel-
verhiltnis (ABCD) = Doppelverhiltnis (ABCD) (19.6).
Auf Hauptgeraden bleiben sogar Teilverhiltnisse erhalten.

(28.5) Die dusch eine Zentralprojektion hervorgerufene Abblldung einer nicht durch
< das Zentrum Z gehenden Ebene auf die BildebeneII ist eine Zentralkolhnea—
“tion. [(Kap. 20). -
Insbesondere Werden Kﬁgelschmtte m Kegelschmtte abgebﬂdet (20 5)

Eine Zentralprojektion ist keine umkehrbar eindeutige Abbildung. Bei perspektivischen
Zeichnungen ergeben sich wie frither bei den Parallelprojektionen Rekonstruktions-
schwierigkeiten. Wie kann bei einer perspektivisch dargestellten Geraden abgelesen
werden, welches Urbild sie darstellen soll?
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Das Spurpunkt-Fluchtpunkt Verfahren

Im Folgenden soll das Projektionszentrum Z immer ein endlicher Punkt sein.

(28.6) Darstellung einer Geraden

Die Lage einer Geraden im Raum kann mit Hilfe zweier ausgezeichneter Punkte be-
schrieben werden, mit Hilfe ihres Spurpunkts und ihres Fluchtpunkts:

 Bildebene

Der Fluchtpunkt ist der Punkt, in welchem die Parallele zu g durch das Zentrum Z,
der sog. Fluchtstrahl von g, die Bildebene IT schneidet.

ool

Fig. 28.b Fig. 28.c

Fine Gerade im Raum, die nicht Hauptlage hat, ist bei vorgegebenem Zentrum Z durch
die Angabe ihres Spurpunkts und ihres Fluchtpunkts eindeutig festgelegt, ihre Richtung
allein schon durch den Fluchtpunkt. Natiirlich muB3 man, wenn man nur die Bildebene
II vor sich hat (Fig. 28.c) die Stellung des Zentrums Z gegeniiber I genau kennen, um
aus dem Spurpunkt und aus dem Fluchtpunkt die Lage der Geraden im Raum zu re-
konstruieren.

Man zeichnet jeweils im perspektivischen Bild den Hauptpunkt H ein und zeigt die
Distanz d mit dem sog. Distanzkreis an; das ist der Kreis inII um H mit der Distanz
d als Radius. Durch H und den Distanzkreis ist die Lage des Zentrums beziiglich der
Bildebene eindeutig beschrieben, wenn noch mit dem Umlaufsinn des Kreises angezeigt
witd, auf welcher Seite der Ebene Il das Zentrum gemeint ist; von Z nach H blickend,
"soll man den Uhrzeigersinn sehen.

Die Fig. 28.c zeigt Geraden in verschiedenen Lagen. Anfinglich macht es etwas Miihe,
aus den Angaben im perspektivischen Bild die Verhiltnisse im Raum abzulesen:

Die Gerade g hat allgemeine Lage. Um sich g im Raum vorzustellen, vergegenwirtigt
man sich die Lage des Zentrums Z: senkrecht iiber dem Hauptpunkt H im Abstand des
Distanzkreisradius. Dann zieht man in Gedanken den Fluchtstrahl ZFy und verschiebt
ihn durch den Spurpunkt Sg.

Die Gerade f ist projizierend. S; und Fe fallen mit T zusammen.

Die Gerade 1 ist eine Tiefengerade. Fi fillt mit H zusammen.
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Die Gerade h ist eine Hauptgerade. Sy und Fp, fallen mit dem Fernpunkt von | zu-
sammen. Man beachte, daBl bei Hauptgeraden die Lage im Raum durch die Angabe des
Spurpunkts und Fluchtpunkts allein nicht eindeutig bestimmt ist. Es 148t sich nur sagen,
daB h parallel zu h verlduft. Um Hauptgeraden genau lokalisieren zu kénnen, sind
zusitzliche Angaben notig (28.8).

Die Lage des Fluchtpunkts Fy einer Geraden g in bezug auf den Distanzkreis beschreibt
die Neigung der Geraden beziiglich der Bildebene II. Je niher der Fluchtpunkt beim
Hauptpunkt H liegt, desto groBer ist der Neigungswinkel. Liegt Fy auf dem Distanz-
kreis, so betrigt der Neigungswinkel 45°, liegt Fg im Innern, so ist er gréBer, auBerhalb
kleiner als 45°. Liegt das Bild P eines Punktes P einer Geraden g zwischen Fg und Sg,
so liegen P und das Zentrum Z auf verschiedenen Seiten der Bildebene, liegt P auBer-
halb der Strecke FgSg, so sind P und Z auf derselben Seite, und zwar liegt dann P vor
einem von Z nach H schauenden Betrachter, wenn P niher bei Sy als bei Fy liegt, andern-
falls im Riicken. Genauer: Sg teilt die Strecke PFg im gleichen Verhiltnis wie die
Hauptebene durch P die Strecke HZ.

(28.7) Darstellung einer Ebene

Ebenen beschreibt man durch zwei ausgezeichnete Geraden, durch ihre Spur und ihre
Fluchtgerade:

Die Spur s, einer Ebene A (Fig. 28.d) ist die Schnittgerade von A mit der Bild-
ebeneIT. ‘ ‘
Die Fluchtgerade ) einer Ebene A ist das Bild der Ferngeraden von A.

Die Fluchtgerade ist die Gerade, in welcher die Parallelebene zu A durch das Zentrum Z,
die sog. Fluchtebene von A, die Bildebene IT schneidet.

Die Spur- und die Fluchtgerade sind zueinander parallel.

Die Fig. 28.e zeigt eine Ebene A in allgemeiner Lage, eine projizierende Ebene = und
cine Tiefenebene Q). Die projizierende Ebene erscheint als Gerade, sy und fs fallen mit s
zusammen. Bei der Tiefenebene geht £ durch den Hauptpunkt H.

S /O

SA
Fig. 28.d Fig. 28.¢

Wie bei den Geraden iibe man sich auch hier in der riumlichen Vorstellung: Man ver-
gegenwirtigt sich jeweils die Lage des Zentrums Z und verschiebt die Ebene, auf-
gespannt durch das Zentrum und die Fluchtgerade, durch die Spur.
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Fine Hauptebene kann allein durch ihre Spur und ihre Fluchtgerade, die beide mit der
Ferngeraden von II zusammenfallen, nicht beschrieben werden (28.8).

Die Lage der Fluchtgeraden f, in bezug auf den Distanzkreis beschreibt die Neigung
der Ebene A beziglich II.

(28.8) Darstellung eines Punktes

Wie beschreibt man die Lage eines Punktes im Raum? Durch die Angabe des perspek-
tivischen Bildes P allein ist ein Punkt P nicht eindeutig bestimmt.

Das bequemste Verfahren, die Lage eines Punktes P eindeutig festzulegen, besteht
darin, nicht nur P zu zeichnen, sondern gleichzeitig noch irgendeine nichtprojizierende
Gerade oder Ebene, die P enthilt, anzugeben, eine sog. Trigergerade oder Triger-
ebene von P.

Auch Hauptgeraden werden dadurch festgelegt, daB man noch eine sie enthaltende
Ebene zeichnet oder einen ihrer Punkte mit Hilfe einer Trigergeraden darstelit. Ebenso
Hauptebenen.

Man konnte als Trigerelemente jeweils ausschlieBlich nur Tiefengeraden und Tiefen-
ebenen verwenden (der Spurpunkt der Tiefengeraden durch einen Punkt P ist die
Normalprojektion des Punktes P auf die Bildebene), das ist aber nicht zu empfehlen.
Die Fig. 28.f zeigt einige Beispiele:

. S, S \h

hnph

L
™)

Fig. 28.

Gemeint ist hiet, daB der Punkt P auf der Geraden g liegen soll, ebenso Q in der Ebene
A und R auf einer die Gerade f schneidenden Hauptgeraden h.

Man verdeutliche sich aber genau, daB allein aus der Zeichnung nicht hervorgeht, ob
P wirklich auf g liegt oder nicht usw. P kann ja irgendein Punkt auf PZ sein. Erst die
zusitzliche Information ,,P liegt auf g determiniert die Lage des Punktes P.

Die Grundlage fiir das perspektivische Konstruieren bilden die folgenden

Fluchtpunkt- und Inzidenzsitze:

(28.9) Zwei Geraden sind genau dann
parallel, wenn sie denselben Flucht-
punkt haben (Fig. 28.g).
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SAI
/ fai, fa,
/ SA,

Fig. 28.h

Fig. 28.i

Das Bild einer Hauptgeraden einer
Ebene ist parallel zur Spur und
zur Fluchtgeraden der Ebene
(Fig. 28.1).

Fig. 28.1

Die beiden Parallelen sind die
Fluchtgerade und die Spur der
durch die beiden Geraden aufge-
spannten Ebene. Der Schnittpunkt
P der Bilder g; und g, der Gera-
den g, und g, ist das Bild des
Schnittpunkts P der Geraden.
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(29.1) Die Schnittgerade zweier Ebenen

Gegeben: Ebene @ (sg, £g)

Ebene A (sp, f3) Sa

So

(Die Klammern zeigen die Stiicke an,

durch welche die Ebenen gegeben sind). £r
Gesucht: Schnittgerade g von @ und A J
(Fig. 29.a). Fig. 29.a

Der Spurpunkt Sg der Geraden g ist der Schnittpunkt der Spuren der Ebenen @ und A,
der Fluchtpunkt Fg von g ist der Schnittpunkt der Fluchtgeraden von ® und A.
Hiufig kommt es in der Praxis vor (z. B. bei Schattenkonstruktionen), daf3 schon ein
gemeinsamer Punkt der beiden Ebenen bekannt ist. Dann benétigt man die Ebenen-
spuren fiir die Konstruktion von ‘g nicht; man verbindet dann einfach das Bild des ge-
gebenen Punktes mit dem Schnittpunkt der Fluchtgeraden.

(29.2) Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene

Gegeben: Gerade g (Sg, Fg)
Ebene A (sp, f5)-

Gesucht: Schnittpunkt D von g und A
(Fig. 29.b).

Man legt eine Hilfsebene A durch die
Gerade g, schneidet A mit der Ebene A
und schneidet die Schnittgerade der beiden
Ebenen mit g.

Es soll jeweils dem Leser tiberlassen blei-
ben, die Dispositionen dieser Grundauf-
gaben zu modifizieren. Hier soll nur das
Grundsitzliche fiir den allgemeinen Fall Fig. 29.b
dargestellt werden.

Zum Beispiel koénnte in der Fig. 29.b die Gerade g eine Hauptgerade sein. Man muf
natiirlich dann die Lage von g genau vorgeben, z. B. mit Hilfe einer Geraden 1, welche
von g geschnitten wird. Die Fig. 29.c zeigt einen solchen Fall. Als Hilfsebene A nimmt man
hier die Ebene gl; ihre Spur und ihre Fluchtgerade verlaufen parallel zu g durch S; und F;.
Oder A konnte eine Hauptebene sein, gegeben durch ihren Schnittpunkt P mit einer
Geraden p (Fig. 29.d). Dann konstruiert man die Parallele g, zu g durch P und schneidet
in der Ebene A = gg; die Hauptgerade durch P mit g.

12 Stirk, Geometrie 37443
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SA

/
g /Fg.sg

Fig. 29.c

(29.3) Die Gerade durch zwei Punkte

Die Aufgabe, in einer perspektivischen Zeichnung die Verbindungsgerade zweier Punkte
zu konstruieren, besteht jeweils nicht nur darin, die Bilder der beiden Punkte zu ver-
binden. Man soll, um weitere, daran anschlieBende Konstruktionen moglich zu machen,
auch den Spurpunkt und den Fluchtpunkt der Verbindungsgeraden konstruieren.

Gegeben: Punkt P (auf einer Geraden p)
Punkt Q (auf einer Geraden q).

Gesucht: Gerade 1 durch P und Q
(Fig. 29.e).

Man legt durch P die Parallele g, zu q: Der
Fluchtpunkt Fq, fillt mit Fq zusammen
und der Spurpunkt Sy, liegt auf der Paral-
lelen zu Fg,Fyp durch Sp. Die Ebene A = q,q
geht dann durch P und Q und enthilt so-
mit [,

Fig. 29.¢
(29.4) Streckenteilung

Gegeben sind auf einer Geraden g drei Punkte A, B, P. Wie bestimmt man das Verhiltnis,
in welchem P die Strecke AB teilt?

Man legt durch g eine beliebige Ebene A (Fig. 29.f). In der Ebene A wihlt man eine
Hauptgerade h und projiziert in A die Punkte A, B, P von einem beliebigen Fernpunkt U
aus auf die Gerade h in die Punkte A*, B*, P*. Die Geraden AA*, BB*, PP* sind in Wirk-
lichkeit parallel. Darum tbertragt sich das Teilverhiltnis von g auf h und kann wegen
(28.4) auf h abgelesen werden: P teilt die Strecke A*B¥ im gleichen Verhiltnis wie P
die Strecke AB. Man beachte noch, daf3 bei dieser Konstruktion der Spurpunkt S, und
die Spur s 5 nicht gebraucht werden.

Auf diese Weise kénnen Teilverhiltnisse sichtbar gemacht werden und Strecken geteilt
werden. Die Fig. 29.g zeigt, wie man eine auf einer Geraden g gegebene Strecke AB
halbiert. In der Fig. 29.h wird auf einer Geraden g, ausgehend von einer gegebenen
Einheitsstrecke AB, ein sog. perspektiver MaBstab abgetragen.
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Bi=

_ B
A

/ g

g Fig. 29.4 Fig. 20.g Fig. 29.h

DaB das perspektivische Konstruieren gar nicht schwierig ist, wenn man sich an die
Grundregeln gewohnt hat, zeigt die folgende

(29.5) Anwendung:

Gegeben sind drei Geraden a, b, c. Gesucht sind auf a ein Punkt A, auf b ein Punkt B
und auf c ein Punkt C, so da3 B die Mitte der Strecke AC wird (Fig. 29.i).
Das ist die Aufgabe (7.2), jetzt in perspektivischer Manier.

Fig. 29.i

Man folge dem Losungsprogramm (7.2). Einen Punkt M der Mittelparallelebene @ der
Parallelebenen durch a und ¢ bekommt man sofort auf der (Haupt-)Geraden S3Se. Dann
kann man die Fluchtgerade und die Spur-der Ebene @ konstruieren, ohne dal man wie
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frither die Parallelen a, und ¢; zu 2 und c dutch M einzuzeichnen braucht. Beim Schnitt der
Ebene @ mit b und beim Schnitt der Ebene Q = aB mit ¢ kénnen als Hilfsebenen die
Parallelebenen zu a genommen werden. Zum Schlu} kontrolliere man gemiB (29.4) das
Teilverhiltnis der drei Punkte A, B, C.

Ein unvermeidbarer Nachteil der Spurpunkt-Fluchtpunkt Methode besteht darin, da3
die bei den Konstruktionen bené&tigten Spur- und Fluchtelemente bei flach liegenden
Geraden und Ebenen oft nicht aufs Zeichnungsblatt fallen. Man ist dann gezwungen,
die nicht zuginglichen Punkte mittels Hilfskonstruktionen miteinzubeziehen (32.6).
Manchmal kann man die Situation einfach dadurch verbessern, da man die ganze Zeich-
nung in verkleinertem MaBstab nochmals zeichnet.

Einige Ubungen:

(Man zeichne jeweils, wenn nichts anderes gesagt wird, die gegebenen Geraden und
Ebenen in allgemeiner Lage. Punkte sollen mittels einer Trigergeraden oder einer Triger-
ebene, Hauptgeraden mittels einer Trigerebene, Hauptebenen durch einen ihrer Punkte

mittels einer Trigergeraden vorgegeben werden.)

(29.6) Gegeben sind zwei Ebenen @,V und in ® ein Punkt P. Man konstruiere in ®
die Gerade durch P, welche zuW parallel ist.

(29.7) Gegeben sind eine Gerade g und ein Punkt Q. Gesucht ist die Parallele zu g
durch Q.

(29.8) Gegeben sind eine Ebene A und ein Punkt Q. Gesucht ist die Parallelebene zu A
durch Q. (Man verwendet eine zu A parallele Hilfsgerade durch Q.)

(29.9) Gegeben sind eine Gerade und eine Hauptgerade. Wie stellt man fest, ob sich
die beiden Geraden schneiden?

(29.10) Man schneide eine Ebene mit einet Hauptebene.

(29.11) Gegeben sind eine Gerade a und ein Punkt B. Man konstruiere die Ebene, welche
durch a und B aufgespannt wird.

(29.12) Gegeben sind drei Punkte. Gesucht ist die durch sie aufgespannte Ebene.

(29.13) Gegeben ist eine Gerade g. Man konstruiere die Normalprojektion von g auf die
Bildebene. (Man legt die Tiefenebene durch g.)
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Wenn eine Gerade g und eine Ebene A aufeinander senkrecht stehen (Fig. 30.2), so stehen
der Fluchtstrahl ZF, der Geraden und die Fluchtebene Zf 5 der Ebene auch aufeinander
senkrecht. Und die Tiefenebene, welche durch das Zentrum Z und den Fluchtpunkt Fg
der Geraden geht, steht senkrecht auf der Fluchtgeraden f, der Ebene. Wird dann das
rechtwinklige Dreieck, gebildet durch die Punkte Z, Fg und den FuBpunkt des Lotes
vom Hauptpunkt H auf f,, um dieses Lot in die Bildebene IT umgelegt, so kommt Z
auf den Distanzkreis zu liegen (Fig. 30.b).

g

X \@ﬂﬂﬂ//ﬁ%m
A R, \

<%

Fig. 30.2
(30.1) Definition:

Der Lotfluchtpunkt einer Ebene ist der Fluchtpunkt aller Geraden, welche auf der
Ebene senkrecht stehen. ;

Die Lotfluchtgerade einer Geraden ist die Fluchtgerade aller Ebenen, welche
auf der Geraden senkrecht stehen.

Das heif3t auch:

(30.2) Durch den Lotfluchtpunkt einer Ebene A gehen die Fluchtgeraden aller Ebenen,
die zu A normal sind.

(30.3) Auf der Lotfluchtgeraden einer Geraden g liegen die Fluchtpunkte aller Geraden,
die zu g normal sind.

fe




182 Vierter Teil: Perspektive

Die Fig. 30.b zeigt, wie man mit Hilfe des umgelegten Dreiecks, ausgehend von der
Fluchtgeraden £, der Ebene A, den Lotfluchtpunkt von A konstruiert, sp. umgekehrt,
ausgehend vom Fluchtpunkt Fy der Geraden g, die Lotfluchtgerade von g.

Man beachte speziell den Fall einer Tiefenebene rsp. einer Hauptgeraden,

Die Grundkonstruktionen mit Normalen verlaufen folgendermaBen:

(30.4) Konstruktion der Normalen zu einer gegebenen Ebene durch einen
gegebenen Punkt

Gegeben: Ebene A
Punkt P (auf einer Geraden p)

Gesucht: Normale n zu A durch P (Fig. 30.c).

Fig. 30.c Fig. 30.d

(30.5) Konstruktion der Normalebene zu einer gegebenen Geraden durch einen
gegebenen Punkt

Gegeben: Gerade g
Punkt P (auf einer Geraden p)
Gesucht: Normalebene Q zu g durch P (Fig. 30.d).

Konstruktionsaufgaben mit Normalen bieten weiter keine Schwierigkeiten. Sie brau-
chen Platz, da sich immer ein Teil der Konstruktion auBerhalb des Distanzkreises
abspielt.



30. Grundkonstruktionen, 2. Teil (Lotfluchtpunkt, Lotfluchtgerade) 183

Die Fig. 30.e zeigt noch die Konstruktion V
von Fallgeraden einer Ebene. Die Fall-
geraden einer Ebene A (beziiglich det
Bildebene) stehen senkrecht auf den Haupt-
geraden von A. Die Lotfluchtgerade einer
Hauptgeraden h ist die Senkrechte zu h H
durch den Hauptpunkt H. Der FuBpunkt "

des Lotes von H auf f ist der Fluchtpunkt / M
der Fallgeraden der Ebene. / / \ s
a

Fig. 30.e

Anwendung:

Konstruktion der kiirzesten Transversalen zweier windschiefer Geraden. Vergleiche (8.6).
Gegeben sind die Geraden a und b. Gesucht ist die kiirzeste Transversale n vona und b
(Fig. 30.f).

Fig. 30.f

Beschreibung der Konstruktion:

1) Der Fluchtpunkt Fy der gesuchten Transversalen ist der Lotfluchtpunkt der zu 2
und b parallelen Ebenen.

2) Die Ebenen A = an und B = bn aufspannen.

3) A und B schneiden. Der Schnittpunkt der Spuren s und sp ist der Spurpunkt Sy
der gesuchten Transversalen.
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(31.1) Definition:

Die MeBpunkte einer Ebene A (Fig. 31.2) sind die beiden Punkte in der BildebeneIl,
welche auf der Senkrechten vom Hauptpunkt H auf die Fluchtgerade £ Avon A liegen
und von f, den gleichen Abstand haben wie das Zentrum Z.

Man bezeichnet sie mit My (M * und My **).

Parallele Ebenen haben dieselben MeBpunkte.

Die Fig. 31.a zeigt, wie in der Bildebene II die MeBpunkte einer Ebene mit Hilfe des
Distanzkreises konstruiert werden.

Ist die Ebene A eine Tiefenebene, so liegen ihre MeBpunkte auf dem Distanzkreis. Man
nennt dann die MeBpunkte auch Distanzpunkte. Bei Hauptebenen ist der Hauptpunkt H
der MeBSpunkt.

(31.2) Definition:

Der MeBkreis einer Geraden g (Fig. 31.b) ist der Kreis in der Bildebenell um den
Fluchtpunkt Fg von g, dessen Radius gleich der Entfernung des Fluchtpunkts vom
Zentrum Z ist.
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g

Parallele Geraden haben denselben Mef3-
kreis.

Der MeBkreis der Tiefengeraden fallt zu-
sammen mit dem Distanzkreis. Bei einer
Hauptgeraden h artet der MeBkreis aus
in die Gerade senkrecht zu T durch den
Hauptpunkt H.

Die Fig. 31.c zeigt noch, daB3 die MeB3-
kreise aller Geraden einer Ebene A durch

‘ ;
die MeBpunkte von A gehen. F ‘////

<
Bei den folgenden drei wichtigen Grund- //// //////
aufgaben spieclen MeBpunkte rsp. MeB-

kreise eine Rolle:

Bei der Konstruktion des Winkels zwischen

zwei Geraden (31.3).

Beim Lingenvergleich von Strecken (31.7). Fig. 3l ¢
Beim Umklappen einer Ebene (31.12).

Fig. 31.d
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(31.3) Der Winkel zwischen zwei Geraden

Der Winkel zwischen zwei Geraden g und 1 (Fig. 31.d) ist gleich dem Winkel zwischen
ihren Fluchtstrahlen ZFg und ZF). Es sei A eine Ebene parallel zu g und 1. Thre Flucht-
gerade f5 geht dann durch die Fluchtpunkte Fg und F) der beiden Geraden. Klappt man
das Dreieck FgZF) um f  in die BildebeneIl um, so geht das Zentrum Z iiber in einen der
MeBpunkte M der Ebene A.

Satz:

Die wahre Gro8e des Winkels zwischen zwei Geraden ermittelt man auf die folgende

Weise: Man konstruiert einen der MeBpunkte der Ebenen, welche zu beiden Geraden

parallel sind (die Verbindungsgerade der Fluchtpunkte der Geraden ist die Flucht-

getade dieser Ebenen), und verbindet ihn mit den Fluchtpunkten der beiden Geraden.
Ubung (31.4):

In einer Ebene ist ein Dreieck gegeben. Man bestimme die wahre GréBe seiner Winkel.

Ubung (31.5):

Man konstruiere die Winkelhalbierenden zweier sich schneidender Geraden.

Ubung (31.6):

Gegeben sind zwei Ebenen. Welchen Winkel schlieBen sie ein? (Man konstruiert den
Winkel, den ihre Normalen einschliefen.)

(31.7) Ldngenvergleich bei Strecken

Strecken behalten bei einer Zentralprojektion im allgemeinen ihre Lingen nicht. Auch
wenn eine Strecke Hauptlage hat, kann man ihre Linge nicht einfach aus der perspekti-
vischen Zeichnung herausmessen, denn die Verzerrung einer Hauptgeraden h ist ab-
hingig vom Abstand, welchen die Hauptebene durch h vom Projektionszentrum hat.

Satz: > 1

Die Linge einer in ciner Hauptebene X liegenden ' d 7

Strecke AB (Fig. 31.¢) verhilt sich zum Abstand des 7
B

Projektionszentrums Z von der Ebene X wie die Linge

A
. der Bildstrecke A'B zut Distanz d des perspektivischen A /
Bildes. ; /

Dabei kann die perspektivische Zeichnung natiirlich B
in beliebigem MaBstab gezeichnet sein.

Wie vergleicht man die Lingen irgend zweier Strecken? Fig. 3l.e

a) Zwei Strecken AB und CD in einer gemeinsamen Hauptebene @ (Fig. 31.f) sind genau
dann gleich lang, wenn ihre Bilder AB und CD gleich lang sind.
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A D

(1))

Fig. 31.f Fig. 31.g Fig. 31.h

b) Die Fig. 31.g zeigt, wie man eine auf einer Hauptgeraden h, einer Ebene Q liegende
Strecke A,B, iibertrigt auf eine andere Hauptgerade h, derselben Ebene. Das Viereck
A,B,B,A, ist in Wirklichkeit ein Parallelogramm.

) Daraus ergibt sich, wie man die Lingen zweiet Strecken vergleicht, welche beide
Hauptlage haben aber in verschiedenen Hauptebenen liegen (Fig. 31.h). Die Strecke AB
liege auf einer Hauptgeraden h,, die Strecke CD auf einer Hauptgeraden h,, und die beiden
Hauptgeraden sollen eine gegebene Gerade g in den Punkten G; und G, schneiden. Man
verschiebt AB in der Ebene h,g auf die Hauptgerade, welche durch G, geht.

d) Eine Gerade drehen, bis sie Hauptlage hat

Hat eine Strecke AB nicht Hauptlage, so muBl man sie, damit man sie mit anderen
Strecken vergleichen kann, zuerst in Hauptlage drehen.

Fig. 31.i

Gegeben sei eine nichtprojizierende Gerade g (Fig. 31.i). Und es sei h eine beliebige, die
Gerade g schneidende Hauptgerade. Dreht man in der Ebene Q = gh die Getade gum den
Schnittpunkt G von g und h, bis g mit h zusammenfillt, so liegen ineinanderiibergehende
Punkte auf parallelen Verbindungssehnen. Die Abbildung: A —> A* der Geraden g auf
die Gerade h ist eine Parallelprojektion in Q. Es sei U der zugehérige Fernpunkt. Im
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perspektivischen Bild wird aus dieser Parallelprojektion eine Zentralprojektion von
g auf h mit dem Bild U des Punktes U als Projektionszentrum. U liegt auf der Flucht-
geraden f von Q und, wegen der Ahnlichkeit det gleichschenkligen Dreiecke UF,Z
und A*GA, auf dem MeBkreis von g.

Die Fig. 31.k zeigt, was sich in der Bildebene IT abspielt.

(31.8) Satz:

Eine nichtprojizierende Gerade g wird folgendermaBen in Hauptlage gedreht:
Man wihlt eine Hauptgerade h, welche die Gerade g schneidet, konstruiert den
MeBkreis von g und schneidet ihn mit der Parallelen zu h durch den Fluchtpunkt Fg
von g. Dann projiziert man g vom Schnittpunkt aus auf h. Jede Strecke AB auf g
geht dabei in eine gleichlange Strecke A*B* auf h iiber,

Ist g eine Tiefengerade, so vereinfacht sich die Konstruktion, da dann der MeBkreis der
Distanzkreis ist.

Die Gerade h bezeichnet man als eine MeBlinie. Liegt g in einer Ebene A, von der ein
MefBpunkt M schon konstruiert ist, so wihlt man, da M dann zum MeBkreis von g ge-
hért, mit Vorteil die MeBlinie h parallel zu FgM.

Man beachte noch, daB in der Fig. 31.1 die
Strecke P,Q, halb so lang ist wie die Strecke
P, Q,, wenn U, F halb so lang ist wie U,F.
Ist die Distanz d einer perspektivischen
Zeichnung allzugroB, so kann man die
Konstruktion der Fig. 31.k auf diese Weise
reduziert durchfithren.

Damit sind wir in der Lage, eine auf einer
beliebigen Geraden gegebene Strecke auf
eine beliebige andere Gerade zu iiber-
tragen.
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Ubung (31.9):

Gegeben ist in einer Hauptebene ein Quadrat ABCD. Man konstruiere einen Wiirfel
mit diesem Quadrat als Seitenfliche (Fig. 31.m).

{ d H / d H

s

@l

&3]}
<

=l

A B
Fig. 31.m Fig. 31.n

Die auf der gegebenen Seitenfliche senkrecht stehenden Wiirfelkanten sind Tiefen-
geraden. Ubertragen der Kantenlinge von der Hauptgeraden h gemil3 Fig. 31.k. Die
der Seitenfliche ABCD gegeniiberliegende Seitenfliche hat auch Hauptlage, erscheint
auch als Quadrat.

Ist umgekehrt das Bild eines so auf einer Hauptebene stehenden Wiitfels gegeben,
so kann aus det Zeichnung sofort der Hauptpunkt Hund die Distanz d der Perspektive
abgelesen werden.

Nun erginze man den Wiitfel noch durch Aufsetzen von Pyramiden auf die Seitenflichen
zu einem Rhombendodekaeder wie bei (2.2). In der Fig. 31.n sind nur die Pyramiden-
spitzen P und Q konstruiert, welche auf der Tiefengeraden durch die Mittelpunkte der
Seitenflichen liegen, welche Hauptlage haben. Die Konstruktion der iibrigen Pyramiden
ist einfach, da ihre Hohen in einer Hauptebene abzutragen sind.

Man stelle auf diese Weise, wie bei (2.4), auch noch ein regulires Tkosaeder dar.

Ubung (31.10):

Man zeichne wie bei (31.9) eine Frontansicht eines Wiirfels und trage auf einer der Wiirfel-
diagonalen von einer Ecke aus die Wiirfelkante ab.

Ubung (31.11):

Gegeben sind eine Ebene A und ein Punkt P (auf einer Geraden p). Man bestimme den
Abstand des Punktes von der Ebene (Fig. 31.0).
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(31.12) Umklappen einer Ebene

Um die wahre Form einer ebenen Figur zu bestimmen oder um in einer Ebene leicht
konstruieren zu kénnen, klappt man die Ebene in Hauptlage beziiglich der Bildebene um.

Es sei X eine nichtprojizierende Ebene und h eine ihrer Hauptgeraden (Fig. 31.p). Bei
der Umklappung der Ebene X um h in die Hauptebene Z* gehe der Punkt P von X iiber
in den Punkt P*. Die Abbildung: P — P* ist eine Zentralkollineation der Ebene X auf die
Ebene £* mit einem Fernpunkt U als Kollineationszentrum; h ist die Achse. Das per-
spektivische Bild U des Punktes U ist wegen der Ahnlichkeit der schraffierten, gleich-
schenkligen Dreiecke gerade der MeBpunkt My, der Ebene X; je nachdem, auf welche
Seite die Ebene X gedreht witd, ist es der eine oder der andere. Nach (21.5) geht die
riumliche Zentralkollineation bei der Perspektive iiber in eine Zentralkollineation:
P —> P¥ in der Bildebene I1, mit dem Kollineationszentrum My, und der Achse h. Wir
bestimmen noch die Verschwindungsgerade dieser Zentralkollineation inII: Die Punkte,
die in die Fernpunkte abgebildet werden, sind die Bilder der Fernpunkte von X, denn bei
der rdumlichen Parallelprojektion gehen die Fernpunkte von X iiber in die Fernpunkte
von X*. Die Fluchtgerade fy, der Ebene X ist somit die Verschwindungsgerade der
Zentralkollineation: P — P*. Um Verwirrungen zu vermeiden, betrachtet man besser
immer die inverse Abbildung: P¥ — P; dann spielt {5 die Rolle der Fluchtgeraden.

Die Fig. 31.q zeigt, was sich in der Bildebene I abspielt.

M;

f}: . fZ s
p*
, " h—" My

Fig. 31.q

ol

=

(31.13) Satz:

Wird eine nichtprojizierende Ebene X um eine ihrer Hauptgeraden h in Hauptlage
umgeklappt, so ist die dadurch bewirkte Abbildung in der BildebeneII, welche dem

.Bild P* der Umklappung P* eines Punktes P von X das Bild'P-von P zuotdnet, cine
Zentralkollineation. Das Zentrum dieser Zentralkollineation ist einer der MeBpunkte
My der Ebene X, die Achse dieser Zentralkollineation ist das Bild h der Haupt-
geraden h, und die Fluchtgerade dieser Zentralkollineation ist die Fluchtgerade fs, der
Ebene X.
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Man prige sich speziell die Situation bei M;

einer Tiefenebene ein (Fig. 31.1); hier liegt
der MeBpunkt auf dem Distanzkreis. m
fy HE

ﬁ_ﬂ

Fig. 31.r P*

Damit ist es nun moglich, bei perspektivischen Zeichnungen die wahre Form ebener
Figuren mit Hilfe der Methoden des Kap. 21 zu bestimmen. Die GrBe des Bildes einer
umgeklappten Figur richtet sich natiirlich nach der Hauptebene, in welche umgeklappt
wird und in der die Umklappungshauptgerade h liegt; will man die Linge einer Strecke
der umgeklappten Figur feststellen, so muB man sie mit einer Strecke auf h vet-
gleichen!

Ubung (31.14):

Man l6se nochmals die Aufgaben (31.4) und (31.5).

Ubung (31.15):

In einer Ebene Q sind zwei Punkte A und B gegeben. Man konstruiere einen auf Q
stehenden Wiirfel mit der Kante AB.

Ubung (31.16): Darstellung eines Kreises

In einer Ebene ¥ sind zwei Punkte M und P gegeben. Man zeichne in ¥ den Kreis k
mit dem Mittelpunkt M, welcher durch P geht (Fig. 31.s).

Man wihlt in ¥ die Hauptgerade h, um welche die Ebene umgeklappt werden soll, und
konstruiert einen ihrer MeBpunkte My,. Dann bildet man M und P ab und kann das Bild
k¥ der Umklappung k* des Kreises zeichnen. Ausgehend vom Kreis k¥ wird der Kegel-
schnitt k gemaB (21.15) konstruiert. Dazu braucht man die Verschwindungsgerade co*
der Abbildung: M* — M (fy; ist die Fluchtgerade dieser Abbildung). Je nachdem sie k¥
schneidet, beriihrt oder meidet, erscheint der darzustellende Kreis als Hyperbel, Parabel
oder Ellipse. Hier die Zeichnung fiir den Fall einer Ellipse. Man konstruiert den Pol N¥
der Geraden co* beziiglich k¥. N¥ geht iiber in das Ellipsenzentrum N, das natiirlich
nicht mit dem perspektivischen Bild des Kreismittelpunkts zusammenfilit. (Man kann
hier N auch direkt bekommen als Mitte der Strecke ST, denn die Tangenten in den
Ellipsenpunkten S und T sind zueinander parallel.) Dann konstruiert man zwei kon-
jugierte Ellipsenradien NR uad NS und daraus die Ellipsenachsen. Gewthnlich wird
man sich bei kleineren Figuren damit begniigen, nur einzelne Kreispunkte zu kon-
struieren und den Kegelschnitt auszuziehen ohne genaue Konstruktion der Achsen.
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Man konstruiere in det Fig. 31.m noch die Inkreise der Wiirfelseitenflichen.

Ubung (31.17):

Um die wahre Gestalt eines perspektivisch dargestellten Gegenstandes mittels Um-
klappungen von Ebenen bestimmen zu kénnen, mul man immer den Hauptpunkt H
und die Distanz d der Zeichnung kennen. In der Praxis kommt es aber hiufig vor, da8
man H und d von vornherein nicht hat, aber von einem dargestellten Korper oder we-
nigstens einem Teil davon die wahre Form weil. Wie ermittelt man dann H und d?

Ausmessen einer Fotografie

a) Zum Beispiel sind in einer perspektivischen Zeichnung vier Punkte A, B, C, D
gegeben, von denen man weiB, daf sie in ciner Tiefenebene liegen und ein Quadrat
bilden (Fig. 31.t). Man denke z. B. an einen schachbrettartigen Parkettboden bei einer
Zimmerinnenansicht.

Die Fluchtgerade f 5 der Ebene A der vier Punkte geht durch die Schnittpunkte TundV
gegeniiberliegender Seiten des Vierecks ABCD. Und der MeBpunkt M det Ebene A
muB auf dem Thaleskreis iber TV liegen, ebenso auf dem Thaleskreis éiber XY, wenn

13 Stirk, Geometrie 37443
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das Viereck ABCD bei einer Zentralkollineation mit dem Zentrum M, und der
Verschwindungsgeraden £ in ein Quadrat iibergehen soll (21.13). Man kann auch den
Ortsbogen iiber UY fiir den Winkel 45° zu Hilfe nehmen.

Fig. 31.t

Wenn A eine Tiefenebene ist, liegt M 5 auf dem Distanzkreis; H ist dann der FuBpunkt
des Lots von My auf f,, die Distanz d ist die Linge dieses Lots.

Ist A keine Tiefenebene, so kann fiir H wenigstens ein geometrischer Ort, die Senk-
rechte zu f5 durch My, angegeben werden.

b) Oder es sei in einer Ebene A, von der man weiB}, daB sie eine Tiefenebene ist, ein
Kreis dargestellt. Wie erhilt man aus fj den Hauptpunkt und die Distanz? (Man
beniitzt das dem Kreis umschriebene Quadrat, dessen Seiten Hauptgeraden tsp. Fall-
geraden sind.)

Nachtrag:

(31.18) Konstruktion der Normalprojek-

tion eines Punktes auf die Bild-
ebene.
Gegeben ist in der Fig. 31.u ein
Punkt A (auf einer Geraden g).
Gesucht ist die Normalprojektion
A’ von A auf die Bildebene.

Man legt durch A die Tiefengerade t. Ihr
Spurpunkt ist die gesuchte Normalprojek-
tion. Fig. 31.u
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(31.19) Umklappen einer projizierenden Ebene.
Der Umklappungssatz (31.13) bezieht sich auf nichtprojizierende Ebenen.
Projizierende Ebenen verlangen eine spezielle Behandlung.

Bei der Umklappung einer projizierenden Ebene X um ihre Spur sy, in die Bildebene II
(Fig. 31.v) geht das Zentrum Z iber in den MeBpunkt My, von 2, und die Umklap-
pung A* irgendeines Punktes A von X liegt auf der Geraden durch My und A. Ferner
liegt A* auf der Senkrechten zu sy durch A’, wobei A’ die Normalprojektion von A
auf IT ist.

fz, Sy
Fig. 31.v

Die perspektivische Darstellung einer Kugel, von welcher der Mittelpunkt und der
Radius gegeben sind, 148t sich mit einer solchen Umklappung bewerkstelligen.

Das perspektivische Bild einer Kugel ist die Schnittkurve des der Kugel umschriebenen
Projektionskegels mit der Bildebene, also ein Kegelschnitt; nur ein Kreis, wenn der
Mittelpunkt auf der Tiefengeraden durch das Projektionszentrum liegt. Schneidet z. B.
die Kugel die Verschwindungsebene, so ist ihr Bild eine Hyperbel.

Man konstruiert das perspektivische Bild einer Kugel am besten, indem man die Tiefen-
ebene, welche durch den Kugelmittelpunkt und das Zentrum Z geht, in die Bildebene
umklappt. Dann konnen die Brennpunkte und Scheitel des Kugelbildes sofort gezeich-
net werden.
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Bei einer perspektivischen Darstellung eines Gegenstandes muB3 immer darauf geachtet
werden, dafl das Projektionszentrum und die Bildebene giinstig gewihlt sind, sonst
wirkt die Zeichnung nicht anschaulich. Das Bild einer Kugel zum Beispiel kann eine
Hyperbel sein wie in der Fig. 18.i; die Bildwirkung ist dann nicht gut.

Beim Betrachten eines perspektivischen Bildes sollte das Auge immer genau an die
Stelle des Zentrums gebracht werden. Das wird viel zu wenig gemacht, da man sich
von klein auf an ein oberflichliches Betrachten von Bildern gewshnt hat.
Anschaulich wirkt ein perspektivisches 7

Bild dann, wenn es von einem Auge im
Zentrum Z ohne Kopfbewegen, mit einem
Blick, gesehen werden kann. Der darzu- d
stellende Gegenstand darf nicht zu breit
sein, rsp. das Zentrum muf} weit genug
vom Gegenstand entfernt liegen. Giinstig
sind die Verhiltnisse, wenn der Gegen-
stand sich im sog. Sehkegel befindet und
das Bild im Sehkreis (Fig. 32.a). n Fig. 32.2

Der Sehkreis ist c‘ier Kreis in der Bildebene IT mit\:‘dem‘Hauptpunkt H als Zentrum
und: der ‘Hilfte ‘der Distanz d als Radius; der Sehkegel ist der Kegel mit dem
Sehkreis als Leitkreis und dem Projektionszentrum Z als Spitze.

Bei einer ein Blatt des Formats A 4 (21,0 cm X 29,7 cm) ausfiillenden perspektivischen
Zeichnung sollte die Distanz d also etwa 30 cm betragen.

(32.1) MuB ein groBer Gegenstand K, z. B. ein architektonisches Gebiude, auf einem
Zeichnungsblatt dargestellt werden, so muB3 man, damit K in den Sehkegel zu
liegen kommt, das Projektionszentrum Z in weiter Entfernung von K wihlen
und das ZeichnungsblattIT mit seiner beschriinkten GroBe nahe bei Z dazwischen
schieben (Fig. 32.b).

Fig. 32.¢
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Die Zeichnung in I 148t sich aber dann konstruktiv nur schlecht erfassen, weil die Spur-
punkte vieler Geraden von K nicht aufs Blatt fallen. Man denkt sich darum ein fiktives
GroB-Zeichnungsblatt I in die Nihe von K gelegt, projiziert K auf I1" und zeichnet
einfach eine maBstibliche Verkleinerung dieses Bildes.

Zu einer gleichen perspektivischen Zeichnung kommt man aber auch dadurch, dafl man,
statt K aufI1’ abzubilden und zu verkleinetn, einen durch Streckung mit dem Zentrum
Z aus K hervorgegangenen kleineren, dhnlichen Ko6rper K* in der Nihe von II, vor
oder hinter IT, ein Modell von K, auf IT projiziert. K und K* haben in der Ebene II
genau dasselbe Bild.

Es sei P ein Punkt, g eine Gerade des Korpers K, P* und g* die entsprechenden Ele-
mente beim dhnlichen Modell K*. Ob nun P oder P*, g oder g* von Z aus auf IT pro-
jiziert wird (Fig. 32.c), am perspektivischen Bild dndert sich nichts — abgesehen von
den Spurpunkten. Die Spurpunkte Sy und Sgx fallen nicht zusammen. Welcher Zu-
sammenhang besteht zwischen Sg und Sg*? Das Streckenverhiltnis FgSg: FgSg* ist
gleich dem Verhiltnis der Abstinde der Punkte P und P* von Z, also gleich demVer-
hiltnis der Streckung, welche K in K* iiberfiihrt. Ebenso ist es bei Ebenen und ihren
Sputen.

(32.2) Satz:

Bringt man bei einer perspektivischen Zeichnung eines Gegenstandes alle Getaden-
spurpunkte im selben Verhiltnis niher zu den zugehétigen Fluchtpunkten, ebenso
die Ebenenspuren zu den Fluchtgeraden (rsp. entfernt man sie in einem konstanten
Verhiltnis), so ist:die neue Zeichnung eine (maBstibliche) perspektivische Zeichnung
des Gegenstandes vom gleichen Zentrum aus auf eine andere, zur ersten Bildebene
parallele Bildebene. ’ :

I

(32.3) Wesentlichere Verinderungen bei einem per- Zs
spektivischen Bild ergeben sich, wenn man nicht
wie in der Fig. 32.b die Bildebene zwischen dem
darzustellenden Gegenstand und dem festen Pro-
jektionszentrum Z verschiebt, sondern die Bild-
ebene gegeniiber dem Gegenstand festhilt, aber
das Zentrum verindert (Fig. 32.d). Fig. 32.d

Z,

Wird der Raum von zwei verschiedenen endlichen Zentren Z; und Z, aus auf eine
Ebene IT (Fig. 32.€) projiziert, so gehdren zu einem Punkt P des Raumes zwei Bilder
P, und P, in II. Es sei S der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden der beiden Projek-
tionszentren mit der Bildebene.

Die Punkte P,, P, und S sind kollinear. Die beiden Bilder g, und ‘g, einer Geraden g
stimmen im Spurpunkt Sg iiberein. Thre beiden Fluchtpunkte Fg,; und Fg , liegen auf
einer Geraden durch S, und es ist SFg,, : SFg,, = SZ, : SZ,, d. h. fiir alle Fluchtpunkte
liegt in I eine Streckung vor mit dem Zentrum S und dem Verhiltnis SZ, : SZ,, rsp.
wenn S ein Fernpunkt ist, eine Verschiebung um den Vektor Z;Z,.
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Fig. 32.¢

Ist eine der beiden Projektionen eines Gegenstandes gezeichnet, so kann man die andere
erhalten, indem man eine Gerade nach der anderen umzeichnet. Man hilt jeweils den
Spurpunkt fest und fithrt die Fluchtpunktstreckung durch. Entsprechende Punkte der
beiden Projektionen liegen dann auf Geraden durch S. Dasselbe geschieht mit den
Ebenen. Die Spuren bleiben fest, die Fluchtgeraden gehen durch Stteckung rsp. Ver-
schiebung ineinander iber. _

Wird dieser ProzeB auf eine einzelne, nichtprojizierende Ebene ¥ des Gegenstandes
beschrinkt, so ergibt sich in Il nach (21.6) eine Zentralkollineation mit dem Zentrum S
und der Achse sy.

Zwei Fille sind besonders wichtig:
(32.4) Konstruktion mit reduzierter Distanz

Die Forderung nach Anschaulichkeit verlangt bei einer perspektivischen Zeichnung
hiufig eine groBe Distanz, so grof, daB sich Konstruktionen kaum durchfithren lassen,
weil der Distanzkreis und viele Fluchtpunkte und MeBpunkte nicht aufs Zeichnungs-
blatt fallen. Dann behilft man sich auf die folgende Weise:

Man macht die Zeichnung zuerst fiir ein niher bei der Bildebene liegendes Zentrum,
zu welchem derselbe Hauptpunkt H gehort, und ibertrigt die Zeichnung dann gera-
denweise. DieFig. 32.f zeigt eine solche Zentrumsverschiebung senkrecht zur BildebeneIl.

Z
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Fig. 32.g

Der Hauptpunkt H spielt hier die Rolle des Punktes S, das Streckungsverhiltnis fiir die
Fluchtelemente ist d, : d. Man beachte, daf3 die Tiefengeraden in sich iibergehen (als
Ganzes, nicht punktweise).

Ein Beispiel:

In der Fig. 32.g soll mit dem Hauptpunkt H und der fiir den Betrachter giinstigen,
groBen Distanz d = 30cm ein Wiirfel gezeichnet werden, von dem eine in der
Zeichnungsebene liegende Seitenfliche ABCD gegeben ist. Man konstruiert den
Wiirfel wie bei (31.9), zuerst aber mit einer kleineren Distanz d,, z. B. mit d; = §d.
Das Bild m der Grundflichendiagonalen m und damit die Ecke E des Wiirfels bekommt
man aus m,, indem man den Fluchtpunkt Fr,; mit dem Faktor d:d, von H aus streckt
und den neuen Fluchtpunkt Fr mit dem Spurpunkt Sy verbindet. Fiy kommt aber nicht
aufs Blatt zu liegen. Die Zeichnung zeigt, wie man in solchen Fillen mit einem Hilfs-
punkt arbeitet: X ist der Punkt, der die Strecke HSp im gleichen Verhiltnis teilt wie
Fpm,; die Strecke HEp; m verlduft parallel zu XFp,,.

MuB man bei diesem Wiirfel noch weitere Konstruktionen durchfiihren, z. B. (31.10),
so macht man dies auch zuerst beim etsten Wiirfelbild mit reduzierter Distanz und tber-
trigt das Resultat.

Man mache sich aber klar, dal man den UmriB eines Korpers nicht ohne weiteres aus
einer Zeichnung mit reduzierter Distanz bekommen kann, da fiir verschiedene Pro-
jektionszentren meistens nicht dieselben Korperpunkte UmriBpunkte sind.

(32.5) Stereoskopische Bilder

Witd ein Gegenstand gleichzeitig von zwei Zentren Z, und Z,, welche von der Bildebene I
dieselbe Distanz haben und deren gegenseitige Entfernung Z,Z, gleich dem mensch-
lichen Augenabstand (etwa 7 cm) ist, auf Il projiziert, so entsteht eine stereoskopische
Darstellung des Gegenstandes.

Hilt man beim Betrachten einer solchen stereoskopischen Zeichnung die Augen genau
an die Stellen der beiden Zentren Z, und Z,, so siecht man bei einiger Ubung die beiden
Figuren in der Mitte zu einer einzigen plastisch verschmolzen.
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In der Fig. 32.h wurde ein Wiirfel in Frontansicht stereoskopisch dargestellt; Bild-
distanz 15 cm. Die Projektion rechts erhilt man aus der Projektion links durch Ver-
schieben aller Geradenfluchtpunkte um den Vektor H;H,.

Natiirlich sieht hier jedes Auge noch beide Projektionen. Das kann mit den bekannten
zweifarbigen Zeichnungen und den entsprechenden Brillen, die jedem Auge nur das
ihm zugehbrige Bild zukommen lassen, vermieden werden.

H. H,

Fig. 32.h

(32.6) Ein zeichentechnischer Hinweis.

Zum dauernden Problem bei der Konstruktion perspektivischer Bilder wird der Um-
stand, daB immer wieder mit Punkten gearbeitet werden muB, die nicht aufs Zeichnungs-
blatt fallen. Gewohnlich geht es um die folgende Aufgabe:

Gegeben sind zwei sich nicht auf dem Zeichnungsblatt schneidende Geraden f, g und
ein Punkt P.

18 T’
17 16
i e 0 e e
35
T4 P T4
T3
13
g g T2 —_—
+1 "Z\g
1o 1
+0

Fig. 32.i
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Gesucht ist die Gerade, welche P mit dem Schnittpunkt von £ und g vetbindet.

Die Fig. 32.i zeigt einige Konstruktionsverfahren. )

Die Methode c) eignet sich besonders dann, wenn viele Punkte P mit demselben un-
erreichbaren Punkt verbunden werden miissen. Bei diesem Verfahren werden zwei
parallele sog. ProportionalmafBstibe korrespondierend iiber die Geraden f und g ge-
legt, und die gesuchte Gerade durch P wird einfach so genau wie moglich in die beiden
Skalen eingepalt.

Ein praktisches Hilfsgerit stellt die Fluchtpunktschiene dar (Fig. 32.k). Sie besteht
aus drei Linealen, die fest zusammengefiigt sind, derart daB je drei ihrer Kanten in einem
Punkt zusammenlaufen, z. B. die Kanten x, y, z im Punkt N.

X4

Fig. 32.k

Man legt zuniichst die Kante z auf die Gerade f und zicht die Geraden x, und y, entlang
den Kanten x und y. Dann legt man z auf g, und zwar so, da8 x die Gerade x, und y
die Gerade y, noch auf dem Zeichnungsblatt schneidet. Nun steckt man in den Schnitt-
punkten A und B Nadeln ein und 146t die Kanten x und y an ihnen entlang gleiten.
Die Kante z hat dabei immer die Richtung auf den Schnittpunkt von f und g, denn nach
dem Peripheriewinkelsatz beschreibt der Punkt N bei dieser Bewegung einen Kreis-
bogen, und die starr mit x und y verbundene Kante z geht durch einen festen Punkt
dieses Kreises, eben durch den Schnittpunkt von f und g.
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Fiir eine rasche Darstellung eines Kérpers ist auch beim perspektivischen Zeichnen das
axonometrische Verfahren besonders geeignet. Man zeichnet nicht allein den Korper,
sondern zusammen mit ihm auch ein Koordinatendreibein, auf das er bezogen wird.
Das Kap. 34 befaBt sich mit der axonometrischen Methode. Hier soll vorerst nur
untersucht werden, wie sich ein Wiirfel perspektivisch darstellt.

Ein Wiirfel sp. ein Cartesisches Koordinatendreibein werde zentralprojiziert von einem
endlichen Punkt Z aus auf eine Ebene Il (Fig. 33.a). Dabei soll vorerst keine der Wiirfel-
kanten, keine der drei Koordinatenachsen, parallel zur Bildebene IT sein.

Fig. 33a

Eine perspektivische Zeichnung eines so beziiglich der Bildebene allgemein liegenden
Wiirfels nennt man eine Kippansicht des Wiirfels.

Bei einer Kippansicht bilden die Fluchtpunkte Fy, Fy, F, der Koordinatenachsen ein
spitzwinkliges Dreieck. Dieses Dreieck ist die Grundfliche der auf der Bildebene I
stehenden Pyramide mit dem Projektionszentrum Z als Spitze und den zu den Ko-
ordinatenachsen parallelen Fluchtstrahlen ZFy, ZFy, ZF, als Seitenkanten. Z liegt
auf den Thaleskugeln tiber den Seiten dieses Dreiecks FxFyF,, der Hauptpunkt H ist der
Hbhenschnittpunkt (vgl. 27.1).

Wie konstruiert man eine Kippansicht eines Wiirfels oder eines Koordinatendreibeins ?
Man kann wie bei (31.15) in einer Ebene ein Quadrat konstruieren und dariiber den
Wiirfel schrittweise errichten. Dazu braucht man den Hauptpunkt H und die Distanz d
der Zeichnung.
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Wenn H und d nicht vorgegeben sind oder wenn man sich auf H und d nicht von vorn-
herein festlegen will, schligt man den umgekehrten Weg ein. Man wihlt den Punkt O,
das Bild des Koordinatennullpunkts, und wihlt das spitzwinklige Dreieck FxFyF; der
Achsenfluchtpunkte. Der Hauptpunkt und die Distanz sind dann festgelegt. H ist der
Hohenschnittpunkt des Dreiecks FxFyFs, und d kann mit Hilfe des Thaleskreises tiber
einer der Hohen des Dreiecks konstruiert werden (Fig. 33.b).

Fig. 33.b Fig. 33.c

Darauf werden die Bilder U, V, W der Einheitspunkte auf den drei Koordinaten-
achsen konstruiert. Sie kénnen nicht voneinander unabhingig eingezeichnet werden,
sonst entsteht das Bild irgendeines Quaders, nicht eines Wiirfels. Man triigt die Einheits-
strecke von O aus auf die Koordinatenachsen ab, indem man die Achsen in Hauptlage
dreht, oder indem man zwei der Koordinatenebenen umklappt. Dabei faBit man O am
bequemsten auf als in der Bildebene liegend. Die Spuren der Koordinatenebenen sind
dann die Parallelen zu den Seiten des Dreiecks FxFyF; durch O = O.

Die Fig. 33.c zeigt, wie die MeBpunkte der Koordinatenebenen konstruiert werden.
Die Umklappung des Dreiecks FxF,Z um die Seite FxF in die Bildebene II fithrt das
Zentrum Z tiber in einen der MeBpunkte der xz-Ebene. Diese MeBpunkte Mx;* und Myz**
sind die Schittpunkte des Thaleskreises iiber der Seite FxF, mit der zugehdrigen Hohe.
Dieser zweite Weg, zuerst die Bilder der Koordinatenachsen zu wihlen und dann den
zugehorigen Hauptpunkt und die Distanz zu ermitteln, hat den Vorteil, daBl die Pla-
zierung des Koordinatenwiirfels auf dem Zeichnungsblatt und seine Verzerrung besser
unter Kontrolle gehalten werden kann.

In der Praxis besonders wichtig sind Ansichten von Wiirfeln, welche beziiglich der
Bildebene I1 spezielle Lage haben:

Eine Frontansicht eines Wiirfels ist eine perspektivische Zeichnung eines Wriitfels,
von dem eine Seitenfliche zur Bildebene parallel ist. \ -
Eine Eckansicht eines Wiitfels ist eine perspektivische Zeichnung eines Wiitfels,

von dem eine Kante, keine Seitenfliche, zur Bildebene parallel ist.

Bei architektonischen Front- und Eckansichten wihlt man gewéhnlich die Bildebene
im Raume vertikal und denkt sich den Wiitfel auf einet im Raum waagrechten Stand-
ebene stehend (Fig. 33.d).
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: i

Fig. 33.d

Die Tiefenebenen parallel zur Standebene heien Bodenebenen, die Fluchtgerade der
Bodenebenen, d. h. auf dem Zeichnungsblatt die waagrechte Gerade durch den Haupt-
punkt, ist der Horizont der Zeichnung. Der Abstand des Zentrums Z von der Stand-
ebene ist die Augenhéhe iiber der Standebene. Die Spur der Standebene nennt man
die Standlinie. Auf dem Zeichnungsblatt kann die Augenhéhe als Abstand zwischen
der Standlinie und dem Hotizont abgelesen werden.

(33.1) Frontansicht eines Wiirfels

In der Fig. 33.e liegt die xz-Ebene des Koordinatensystems parallel zur Bildebene.
Die Ebenen parallel zu ihr haben Hauptlage, die zur y-Achse parallelen Geraden sind
Tiefengeraden. Der Fluchtpunkt Fy der Tiefengeraden ist der Hauptpunkt H, die
Fluchtgerade fxy der Bodenebenen ist der Horizont. Die Entfernung des Wiirfels von
der Bildebene wird beschrieben durch die Spur syy der xy-Ebene.

IFZ ‘
7k
fx)’ HI Fy d

v | -

H
v
/ F,
I |
U x

Sxy / /

Fig. 33.e Fig. 33.f
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Die Konstruktion des Einheitspunktes V der y-Achse rsp. der Distanz d gestaltet sich
wie bei (31.9). Die MeBpunkte der xy-Ebene und der yz-Ebene liegen, da es sich um
Tiefenebenen handelt, auf dem Distanzkreis. In der Fig. 33.f sind diese MeBpunkte
oder Distanzpunkte der Koordinatenebenen alle eingezeichnet. Sie sind besonders
wichtig, da sich jeweils viele Konstruktionen in den Bodenebenen und Tiefenwinden ab-
spielen.

Die historische Entwicklung des petrspektivischen Zeichnens begann in der italienischen
Renaissance mit der Darstellung von Wiirfelfrontansichten und mit einfachen Distanz-
punktkonstruktionen. Im 18. Jahrhundert entwickelte sich dann daraus die allgemeine
MeBpunktperspektive.

. (33.2) Eckansicht eines Wiitfels

Die Fig. 33.g zeigt eine Eckansicht eines Wiirfels rsp. eines Koordinatendreibeins. Die
z-Achse hat Hauptlage. Die Ebenen parallel zur xy-Ebene sind Tiefenebenen. Ihre
Fluchtgerade, der Horizont fyy, geht durch den Hauptpunkt H und steht senkrecht
auf dem Bild der z-Achse. Wie weit der Wiitfel von der Bildebene entfernt ist, zeigt
wieder die Spur sy der xy-Ebene. Oft zieht man sxy gerade durch O, liBt also die z-Achse
in die Bildebene fallen.
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Fig. 33.g

Wie bei der allgemeinen Kipplage konnen hier der Hauptpunkt H und die Bilder
T, V, W der drei Einheitspunkte nicht voneinander unabhingig eingezeichnet werden.
Gewdhnlich beginnt man beim Zeichnen einer Eckansicht mit dem Horizont fxy, zieht
die %- und die y-Achse und kann noch die Bilder U und V der Einheitspunkte auf diesen
beiden Achsen wihlen. Man zeichnet also das Bild der Wiirfelgrundfliche. Das Ubrige
ist damit festgelegt. Der Hauptpunkt H und die Distanz lassen sich wie in der Fig. 31.t
konstruieren. Man bestimmt dann noch die Linge der Strecke OU und trigt sie auf der
z-Achse ab. Dazu klappt man die xy-Ebene um (Fig. 33.h), oder man dreht die x-Achse
in Hauptlage, am besten gerade auf die z-Achse (Fig. 33.i).
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Oder man zeichnet wie vorher das Dreieck OFxFy, aber ohne die Einheitspunkte, und
wihlt auf dem Horizont den Hauptpunkt H. Dann ist d festgelegt, und man kann noch
einen der drei Punkte T, V, W wihlen.

Fig. 33.h ' Fig. 33.i

Bei einer perspektivischen Darstellung eines im Raum auf einer hotizontalen Ebene
stehend gedachten Gegenstandes spricht man jeweils von Vogelperspektive oder von
Froschperspektive, je nachdem der Gegenstand mehr von oben oder von unten gesehen
wird.



34. Das axonometrische Verfahren

Auch bei perspektivischen Zeichnungen empfiehlt sich wie bei Parallelprojektionen
die axonometrische Methode, wenn es darum geht, schnell ein anschauliches Bild eines
Kérpers herzustellen, von dem schon Normalrisse gezeichnet sind oder dessen Punkte
koordinatenmiBig gegeben sind. Man bezieht den Korper auf ein Koordinatensystem
und zeichnet im axonometrischen Bild zusammen mit dem Bild P eines Punktes P auch
die Bilder P7, P7, P seiner Normalprojektionen auf die Koordinatenebenen. Viel
indert sich nicht gegeniiber frither (Kap. 3 und 25), Umstindlicher ist das Ubertragen
der Punkte aus den Normalrissen, weil bei einer Zentralprojektion von einem endlichen
Punkt aus nur Doppelverhiltnisse, nicht aber Teilverhiltnisse erhalten bleiben.

(34.1) Darstellung eines Punktes

Die Fig. 34.a zeigt, wie ein beliebiger Punkt P durch seinen Koordinatenquader bei
einer Front-, einer Eck- und einer Kippansicht dargestellt wird.

Ql

Fig. 34.a

Man vergleiche dazu die Kap. 3 und 25. Wie frither stellt man auf entsprechende Weise
Geraden dar, und Ebenen kann man wieder durch ihre Schnittgeraden mit den
Koordinatenebenen veranschaulichen.

(34.2) Ubertragen eines Punktes

Ein Korper sei bezogen auf ein Cartesisches Koordinatensystem. Zwei seiner Normal-
risse auf die Ebenen dieses Koordinatensystems sollen vorgegeben sein, gezeichnet in
beliebigem MaBstab (Fig. 34.b). Man bekommt eine petspektivische axonometrische
Darstellung dieses Korpers, wenn man ein perspektivisches Bild eines Kootdinaten-
dreibeins zeichnet (Kap. 33) und die Punkte des Korpers einzeln aus den Normal-
rissen ins axonometrische Bild iibertrigt. Dies geschieht mit Hilfe der FuBpunkte
Py, Py, P, der Lote von P auf die Koordinatenachsen und der zugehdrigen Doppel-
verhiltnisse auf den Achsen. In der Fig. 34.b ist die Konstruktion des Punktes Py aus-
gefiihrt.
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P 1
xY

Fig. 34.b

Sind Py, Py und P, konstruiert, so kann der zu P gehérende Quader ausgezogen werden.
Man beachte, daf die Richtung des Strahls durch O, mit dem man arbeitet, beliebig
gewihlt werden kann; auch kann man auf diesen Strahl gerade den MaBstab der Normal-

risse iibernehmen.
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Fig. 34.c
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Oder man klappt die Koordinatenebenen um, bei der Eckansicht der Fig. 34.c z. B. die
xy-Ebene um die Sput sxy durch O = O. Dann kann der ganze GrundriBl auf einmal mit
Hilfe der Zentralkollineation (31.13) ibertragen werden. Man mulB3 dann allerdings
den MaBstab, in welchem der gegebene GrundriB gezeichnet ist, der umgeklappten
Ebene anpassen.

Umgekehrt iibertrigt man auf diese Weise Punkte aus einem axonometrischen Bild in
separate Normalrisse.

Manchmal erscheinen Koordinatenebenen in der perspektivischen Zeichnung stark
verkiirzt, z. B. in der Fig. 34.d die xy-Ebene. Man zeichnet dann den Grundril bequemer
zuerst in einer giinstigen Parallelebene zur xy-Ebene, gewissermafen in einem Keller-
geschoB. Zwischen dem Bild des Grundrisses in der xy-Ebene und dem Bild des Grund-
risses in der Kellerebene besteht nach (21.5) eine Zentralkollineation, mit der Achse
fxy und dem Zentrum F,, im Falle der Eckansicht also eine normale Affinitit.
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(34.3) Fluchtpunkt und Spurpunkt einer Geraden

Gegeben sei eine Gerade g, axonometrisch dargestellt durch g und g’. Man konstruiere
den Spurpunkt Sg und den Fluchtpunkt Fg von g (Fig. 34.e).

Inder Zeichnung 34.e wurde der Nullpunkt
O in der Bildebene angenommen. Man FZI
zeichnet den Spurpunkt und den Flucht-

punkt der Geraden g’ in der xy-Ebene und

legt dann die Ebene durch g und g’. Diese

Ebene ist parallel zur z-Achse, ihre Flucht- F, >
gerade geht durch F; und den Fluchtpunkt T
von g, usw.

Wenn umgekehrt g gegeben ist durch Sg

und Fg, kann entsprechend g’ konstruiert o}
werden. :

Auch mit Ebenen geht es so. In der Eck-

ansicht der Fig. 34.f ist die Ebene I

gegeben durch ihre Schnittgeraden mit

den Koordinatenebenen. Gesucht sind

die Fluchtgerade fp und die Spur sp

und umgekehtt. Fig. 34.f

\fr

(34.4) Konstruktionen

Wenn Punkte, Geraden und Ebenen axonometrisch gegeben sind, also mit ihren Rissen
beziiglich des Koordinatensystems, so lassen sich einfache Inzidenzaufgaben wie frither
durchfithren, z. B. die Konstruktion des Schnittpunkts einer Geraden mit einer Ebene
(3.3). Der Leser iibe sich selber wieder an einigen Beispielen. Kommen metrische Pro-
bleme dazu, so stellt man um auf das Spurpunkt-Fluchtpunkt Verfahren, konstruiert
sich die Spur- und Fluchtelemente der beteiligten Geraden und Ebenen und verfihrt
nach den Methoden der Kap. 29, 30, 31.

Dieses Kombinieren der Verfahren erfordert beim Zeichnenden eine gute Ubersicht
und ein sicheres Gefiihl fiir die Durchfihrbarkeit der Konstruktionspline. Dazu kommt,
dafl man aus Platzgriinden meistens in den Méglichkeiten etwas beschrinkt ist. Oft ist
es iiberhaupt besser, Konstruktionen nicht direkt im perspektivischen Bild, sondetn
zuerst im Zweitafelsystem durchzufithren und erst nachher die fertige Figur ins Bild
zu tbertragen.

(34.5) Rekonstruktion des Projektionszentrums

Wie zeichnet man, wenn ein perspektivisches Bild eines Koordinatendreibeins gegeben
ist, das zugrundeliegende Zentrum der Perspektive in separat gezeichneten Normal-
rissen ein? Es gibt ja in der axonometrischen Figur kein Bild Z von Z, das man wie bei
(34.2) zuriickiibertragen kann. Aber die Bilder von Z’, Z", Z'"’ sind bekannt, es sind dies
die Fluchtpunkte der Koordinatenachsen: Z7 = Fy, Z™" = Fy, Z' = F,, denn das Lot
ZZ" von Z auf die yz-Ebene ist parallel zur x-Achse, also gleich dem Fluchtstrahl ZF,
etc. Man falt Fy auf als Bild eines Punktes der yz-Ebene, Fy als Bild eines Punktes der
xz-Ebene, F; als Bild eines Punktes der xy-Ebene und tibertragt diese Punkte wie bei
(34.2) unter Zuhilfenahme anderer, schon iibertragener Punkte in die zugehérigen Rif3-
tafeln.
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Auch die Normale n durch Z zur Bildebene, der Hauptsehstrahl ZH, kann leicht
tibertragen werden. Man denkt sich durch n die Ebenen parallel zu den Koordinaten-
achsen gelegt. Diese Ebenen sind projizierende Tiefenebenen, da n senkrecht auf der
Bildebene steht. Ihre Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen sind die Risse n’,
n’’, n’”, deren Bilder 7, n”, n”” sind die Hohen des Dreiecks F,FyFy. In der Fig. 34.g
sind die Konstruktionen im Fall einer Frontlage ausgefiihrt.
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Fig. 34.g



35. Anwendungen

Beispiel (35.1):

Gegeben ist eine Eckansicht eines Quaders einschlieBlich des Hauptpunktes H auf der
Fluchtgeraden der Standebene (Fig. 35.a). Auf diesen Quader soll ein Satteldach auf-
gesetzt werden, dessen Ebenen beziiglich der Standebene den Neigungswinkel ¢ haben.

F,
fa a
d
F%ﬁ ? M,
F N H| ¢ F,
| _——1
A
b
9
Fy Fig. 35.a

Der Thaleskreis tiber der Strecke FyFy liefert die Distanz d der Zeichnung. Die Flucht-
gerade f der Giebelseitenfliche A geht durch Fy und steht senkrecht auf dem Horizont.
Man konstruiert den MeBpunkt My dieser Ebene. Dann erhilt man die Fluchtpunkte
der Giebelkanten a und b nach (31.3), indem man in M deren Neigungswinkel be-
zliglich der y-Achse iiber und unter den Horizont abtrigt.
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35. Anwendungen

Wenn die Dachform komplizierter ist, empfichlt es sich, das Dach mit Hilfe eines oder

mehrerer H8henschnitte zu konstruieren.
In der Fig. 35.b wurde auf ein vorgegebenes Rechteck in einer Bodencbene ein Walm-

dach mit einem Giebelfenster aufgesetzt. Die Dachflichen haben alle den vorgegebenen
Neigungswinkel .
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Fig. 35.b

Man klappt hier die Bodenebene % um eine Hauptgerade g um und konstruiert zuerst
in der Umklappung, nachher im perspektivischen Bild die Normalprojektion eines in
beliebigem Abstand h iiber % gewahlten Hohenschnitts. Diese Normalprojektion auf X
muf} dann nur noch in die richtige Hohe gehoben werden mit Hilfe einer die Gerade g

schneidenden, vertikalen Hauptgeraden s.

Aufgabe: Man durchstoBe ein gegebenes Gebiudedach mit einem Kamin, dessen
Grundrif3 vorgezeichnet ist.
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Beispiel (35.2):

Man zeichne einige perspektivische Ansichten eines Zimmers, von dem zugeordnete
Normalrisse gegeben sind (Fig. 35.c).

—

Bei einer Frontansicht beginnt man mit \
der Frontseite des Zimmerquaders, zeich-
net sie im gewiinschten MaBstab auf und
wihlt den Horizont mit dem Hauptpunkt
H. In der Fig. 35.d wurde die Augenhéhe
fiir einen auf dem FuBboden stehenden
Betrachter angenommen. Dann wihit man
die Distanz d der Zeichnung. Aus Platz-
grinden wurde sie hier im Buch nicht
grofB3 genug gewihlt. Um die perspektivi-
sche Wirkung zu priifen, sollte man mit

dem Auge immer bis auf den Abstand d /
an das Blatt herangehen. Fig. 35.c
fr
. C >
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Fig. 35.d

Man beachte, daB bei dieser Frontansicht der Betrachter nicht etwa im Zimmer oder
unter der Tiire steht, sondern um die Strecke d, gemessen im FrontwandmaBstab, vor
dieser Frontwand, die man sich durchsichtig denkt (31.7). Mit Hilfe des Distanzpunk-
tes D iibertrigt man in der Bodencbene des Zimmers die Lingenskala von der Front-
kante auf eine Tiefengerade. Dann werden die Mébel eingezeichnet.

Will man das Bild des Fensterhalbkreises k nicht nur ungefihr mit Hilfe des umschrie-
benen Rechtecks, sondern genau zeichnen, d. h. die Achsen der Ellipse k konstruie-
ren, so klappt man die Seitenwand I' um, am besten um die Frontkante. Das Ellipsen-
zentrum N ist die Mitte der Strecke AB, denn die Tangenten in A und B sind parallel.
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Aus der Umklappung holt man sich den
Endpunkt C des zu AB konjugierten El-
lipsendurchmessers und 148t die Rytz’sche
Konstruktion folgen.
Die Fig. 35.e zeigt eine Frontansicht aus
der Vogelperspektive.

[T

Fig. 35.

Und in der Fig. 35.f ist eine Eckansicht gezeichnet.
Man zeichne auch Kippansichten.
Schon hier sei auch auf die Verfahren der gebundenen Perspektive hingewiesen (Kap. 36).
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Beispiel (35.3):

Ein wichtiges Detail.

A IR

ng

Fig. 35.g

In der Fig. 35.g ist auf einer vertikal im Raume stehenden Bildebene eine horizontale,
gerade Strale mit dref gleich groBen, auf ihr stehenden Personen I, I, III dargestellt.
Was stimmt an der Zeichnung nicht?

Wenn zwei auf der StraBenebene senkrecht stehende Strecken A;B, und A,B, gleich
lang sind, dann werden ihre Bilder durch den Horizont im gleichen Verhiltnis geteilt.
Man korrigiere die Zeichnung unter der Annahme, daB die Person I richtig gezeichnet
ist, daB also die Augenhohe des Betrachters gerade die Personenhéhe ist; entsprechend
fiir IT und III. Natiirlich kann die Zeichnung auch als tichtig befunden werden, nimlich
wenn man der Meinung ist, nur die Person I stehe auf der StraBe, II mache einen
Luftsprung und III kniee.

Bei solchen Bildern gibt jeweils die Stellung des Horizontes gegeniiber Objekten, deren
Gr68e bekannt ist, Personen, Biumen, Gebidude, Auskunft iiber die Augenhéthe des
Beobachters.

Fig. 35.h Fig. 35.i
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Beispiel (35.4): Schlagschattenkonstruktion

Man konstruiere den Schlagschatten, den ein Punkt P auf eine Ebene I' witft, bei
Beleuchtung von einer Lichtquelle L aus.

Die Fig. 35.h zeigt die Konstruktion im axonometrischen Verfahren. Die Lichtquelle L
ist gegeben durch L und I’; ebenso P durch P und P’. Man legt durch den Lichtstrahl
LP die Ebene X parallel zur z-Achse und schneidet sie mit I'.

In der Fig. 35.i ist der Schatten gezeichnet, der auf die xy-Ebene geworfen wird.

Wenn die Lichtquelle L ein Fernpunkt ist, d. h. bei Parallelbeleuchtung, sind die Risse
L', L”, L' auch Fernpunkte, und deren Bilder I”, I, T liegen auf den Sciten des
Dreiecks FxFyF; das Bild T des Grundtisses zum Beispiel ist der Schnittpunkt der
Geraden F,I. mit FxFy. Man merke sich besonders die Verhiltnisse bei einer Eckan-
sicht (Fig. 35.k).

L i /
i /i
4L o
e P IR 45
6 ' —_—
L

Fig. 35.k

Je nachdem, ob der Sonnenpunkt L iiber oder unter dem Horizont liegt, steht die
Sonne vor oder hinter dem Betrachter des Bildes. Ist I ein Fernpunkt, so liegt die
Sonne L seitlich vom Betrachter, in der Verschwindungsebene.

Bei einer Parallelbeleuchtung kann der
Schlagschatten P*, den ein Punkt P auf
eine Ebene I'" witft, leicht auch ohne Hilfe
eines Koordinatensystems konstruiert
wetrden, wenn nur von einer Geraden g,
welche durch P geht, der Fluchtpunkt Fg
und der Schnittpunkt D mit I' bekannt
sind. Die Fig. 35.1 zeigt das Verfahren:
Der Sonnenpunkt L ist der Fluchtpunkt
aller Lichtstrahlen. Den Schnittpunkt des
durch P laufenden Lichtstrahls 1 mit der
Ebene I' konstruiert man mit Hilfe der
Ebene lg, deren Fluchtgerade LFg man
mit der Fluchtgeraden fp von I' schnei-
det. Fig. 35.1
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Es folgen zwei Anwendungen:

(35.5) Schatten eines parallel beleuchteten Hauses mit Kamin (Fig. 35.m)
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Fig. 35.m

Man bestimme hier auch den Neigungswinkel, den die Lichtstrahlen mit der Boden-
ebene bilden,

(35.6) Parallel beleuchteter Torbogen

Ein Mauertor mit halbkreisformigem Bogen wird von einem Fernpunkt L aus parallel
beleuchtet (Fig. 35.n). Der duBere Torrand wirft einen Schatten ins Tor hinein. Den
Schatten P*, den der Punkt P auf die Torinnenwand wirft, bekommt man auf die
folgende Weise: Man mul3 den durch P gehenden Lichtstrahl I schneiden mit dem Zy-
linder, welchen die durch den Torrand laufenden, zur Torrichtung parallelen Geraden
bilden. Dazu schneidet man wie iiblich die Ebene @, aufgespannt durch 1 und die
Mantellinie m durch P, mit der Ebene I, in welcher der Torrand liegt. Die Schnitt-
gerade s schneidet den Torrand in P und Q. P* liegt auf der Mantellinie durch Q.

Aufgabe (35.7): Man zeichne wie bei (35.2) ein mobliertes Zimmer und beleuchte es
mit einer im Zimmer hingenden Lampe.
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Fig. 35.n

Beispiel (35.8):

Ein Kreuzgewdlbe ist im Grundril und AufriB gegeben (Fig. 35.0). Man konstruiere
die Frontansicht, welche sich vom vorgegebenen Projektionszentrum Z aus ergibt.

Die Bildebenell, projizierend beziiglich des Grundrisses, kann nach (32.1) in beliebigem
Abstand von Z gewihlt werden. Man beginnt die perspektivische Zeichnung mit dem
Schnittbogen des Tiefenganges, der in der Bildebene II liegt, zeichnet ihn in einem
geeigneten MaBstab und legt damit auch die Distanz d der Zeichnung fest (31.7), oder
man gibt sich umgekehtt d vor und zeichnet das Bild dieses Frontbogens in der richtigen
GroBe. Dann zeichnet man den Horizont und den Hauptpunkt H ein. Wenn d groB ist,
kann der MaBstab wie in der Fig. 31.1 mit der halben Distanz von der unteren Front-
kante auf eine Tiefengerade iibertragen werden. Die Bodenkanten, die Winde und der
hintere AbschluBbogen lassen sich dann sofort zeichnen.

Konstruktion der beiden Gratellipsen: Die Ellipse e in der Diagonalebene % und der
Gewdlbekreis k in der Bildebene sind zentralkollinear mit dem Fernpunkt des Tiefen-
ganges als Zentrum und der Spur der Ebene X als Achse. Nach (21.5) sind die Bilder
e und K in der Bildebene zentralkollinear mit der Achse sy, und dem Hauptpunkt H
als Zentrum. Konstruktion des Mittelpunkts und der Achsen von e wie bei (21.15).
Die Gratellipsen konnen auch punktweise mit Hilfe von Héhenschnitten konstruiett
werden (vgl. die Fig. 2.h).
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Beispiel (35.9): Spiegelung an einer Ebene

Gegeben sind eine Ebene A und ein Punkt P (auf einer Geraden p). Man konstruiere
den zu P beziiglich A symmetrischen Punkt P* (Fig. 35.p).

Beschreibung der Konstruktion:

1) Normale n zu A durch P (30.4).
2) n schneiden mit A mit Hilfe der Ebene pn (29.2). Schnittpunkt Py,
3) P,P verdoppeln (29.4).

In der Praxis sind die Verhiltnisse hiufig vereinfacht. Wenn zum Beispiel die Ebene A
eine Tiefenebene ist (Fig. 35.q), so hat die Normale n Hauptlage; dann kann die
Streckenverdoppelung unmittelbar erfolgen.

Die Fig. 35.r zeigt eine solche Spiegelung.
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Fig. 35.r

Ubung (35.10):

Man zeichne eine Innenansicht eines Raumes und in diesem Raum einen vertikalen
Wandspiegel. Dann spiegle man den Raum im Spiegel.
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Beispiel (35.11):
Aufbau einer Gebidudegruppe iiber einem Kellergrundri3

Bei der perspektivischen Darstellung eines auf einer Bodenebene stehenden Korpers,
von dem der Grundril und alle Hohen gegeben sind, empfiehlt es sich, wenn die
Augenhdhe der Zeichnung klein sein soll im Vergleich zur Gré8e des Korpers und die
Standebene daher in starker Verkiirzung erscheint, zuerst wie in der Fig. 34.d einen
Kellergrundrif zu zeichnen und dann den Kérper dariiber aufzubauen. Beim Gebiude-
komplex der Fig. 35.s geht das folgendermaflen:

Man legt den GrundriB vor sich hin und bildet ihn auf dem Zeichnungsblatt zentral-
kollinear ab: P’ — P*, mit einem Zentrum S und einer horizontalen Achse s, so gewihlt,
daB das Bild des Grundrisses den Vorstellungen entspricht, die man von der per-
spektivischen Darstellung des Gebdudegrundrisses bei Betrachtung von steil schrig
oben hat. Es sei £ die Fluchtgerade dieser ebenen Zentralkollineation. Dann 138t man
auf dem Zeichnungsblatt eine normale Affinitit folgen: P* — P, mit der Achse f, bei
der s nah an f heranriickt bis auf die gewiinschte Augenhéhe, gemessen im MaBstab
des urspriinglichen Grundrisses. Dann etrichtet man die einzelnen Gebiude mit Hilfe
ciner Hohenskala, welche auf einer vertikalen Geraden in der Hauptebene, deren
Grundrif} s ist, eingetragen wird.

Es entsteht ein perspektivisches Bild mit der Geraden f als Horizont. Der Punkt S ist
nichts anderes als der MeBpunkt der Bodenebenen, und der urspriinglich gezeichnete
Grundri ist die Umklappung der Kellerebene X um die Hauptgerade, deren Bild mit s
zusammentfillt. Der Hauptpunkt H der Perspektive ist der FuBpunkt des Lotes von
S auf f, die Strecke SH ist die Distanz.

Den Grundri8 Z' des Projektionszentrums Z, also des Standorts des Beobachters,
bekommt man nachtriglich noch, wenn man bei dieser Umklappung der Ebene I,
gemil (34.5), den zur vertikalen Richtung gehérenden Fernpunkt mitnimmt., Der
Abstand des Punktes Z’ von der Geraden s ist gleich der Distanz SH.

Ubungen:

(35.12) Man stelle einen Rotationszylindetkérper dar und beleuchte ihn.

(35.13) Man stelle einen schiefabgeschnittenen Rotationskegelkérper dar,

(35.14) Man zeichne ein regulires Dodekaeder.

(35.15) Man lege sich eine Sammlung perspektivischer Bilder und Fotografien an

(Innenrdume, StraBen, Briicken, Treppenaufginge, Hiuserfronten etc.).
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36. Gebundene Perspektive

Statt einen Gegenstand in einem perspektivischen Bild schrittweise aufzubauen durch
Einmessen von Strecken, Errichten von Normalen, Schneiden von Ebenen usw., ist es
oft vorteilhafter, ihn zuerst in einem Zweitafelsystem mit gewohnlichen Normal-
projektionen fertig darzustellen und erst nachher, ausgehend von diesen Rissen, ein
perspektivisches Bild von ihm herzustellen. Man kann axonometrisch vorgehen
(Kap. 34) und einen Punkt nach dem andern aus den Normalrissen in die perspektivische
Zeichnung tibertragen.

Man kann aber auch die Bildebenel und das Zentrum Z P =
der Perspektive direkt schon in den beiden Rissen ——,
wihlen und einzeichnen (Fig. 36.2) und fiir jeden Punkt
P das perspektivische Bild dort, an Ort und Stelle, kon-
struieren als Schnittpunkt des Sehstrahls ZP mit der
Ebene 1I, und erst anschlieBend die Ebene IT noch
irgendwie in Hauptlage bringen. Am einfachsten geht die ik
Konstruktion, wenn die Bildebene IT wie in der Fig 36.a |

gerade projizierend gewihlt wird, Erfordert der dar- P' <
1

zustellende Gegenstand eine allgemeinere Lage von II, P
so kann man ihn durch Umprojizieren zuerst in eine |
andere Lage beziiglich der Riebenen bringen und dann, Z
ausgehend von zwei neuen Rissen, wie in der Fig. 36.a Fig. 36.
vorgehen.

Bei ciner auf diese Weise direkt in den gegebenen Normalrissen hergestellten per-
spektivischen Zeichnung spricht man von gebundener Perspektive, im Gegensatz
zur sog. freien (oder Maler-) Perspektive. Natiirlich kombiniert man in der Praxis beide
Methoden. Ein Vorzug der gebundenen Methode ist, daB man die ungefihre Gestalt
des perspektivischen Bildes von vornherein sehen kann und die BildgréBe und Bild-
anordnung und selbstverstindlich die Distanz der Zeichnung unmittelbar unter Kon-
trolle hat. Man achtet bei der Wahl des Zentrums Z und der Bildebene IT darauf, da8
der darzustellende Gegenstand in den Sehkegel (Fig. 32.a) zu liegen kommt.

Bildet man auf diese Weise einen auf einer ersten Hauptebene stehenden Wiirfel ab, so
bekommt man eine Front- oder eine Eckansicht (Fig. 33.d). Haufig miissen Gegenstinde
dargestellt werden, die eine ausgepriigte Standebene parallel zum GrundriBl haben. Dann
ist die Wahl der Augenhéhe, des Abstands des Zentrums Z von dieser Ebene, wichtig
fir den Eindruck, den das perspektivische Bild machen soll. Das Bild der zur Stand-
ebene parallelen Ebene durch Z ist der Hotizont.

(36.1) Am einfachsten sind in der Fig. 36.a die Verhiltnisse, wenn die Bildebene IT
zweite Hauptlage hat. Man konstruiert dann zuerst neben dem AufriBl noch den
SeitenriB, legt ein neues Zeichnungsblatt iiber den AufriB und kann die Punkte,
wie die Fig. 36.b zeigt, auf dieses Bildblatt ziehen.
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Die Fig. 36.c zeigt speziell noch die Konstruktion fiir eine Gerade g.
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Fig. 36.c

Ist ein Koordinatensystem patrallel zu den RiBebenen eingefithrt (Fig. 36.d), so ergeben
sich fiir die Bildpunkte einfache Formeln:

z A _ .
Pm P §= d- VZ
n=d-y
- — — — -
lel ylll H l é
" /“ \ 1
y P/ d
- Y
Fig. 36.d yA x'

15 Stirk, Geometrie 37443
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(36.2) Hat die projizierende Bildebene Il in der Fig. 36.a nicht Hauptlage, so kann man
zuerst in der Richtung von I’ umprojizieren und den so gewonnenen dritten
RiB um 90° drehen, bis er als Seitentil zusammen mit dem GrundriB die Lage
der Fig. 36.b einnimmt (Fig. 36.¢).

Pll

"
n P "

Es ist aber in der Regel praktischer, wenn das Bildblatt nicht in eine vorbestimmte
Lage beziiglich der gegebenen Risse gebracht werden muB, sondern wenn man es
irgendwo separat hinlegen kann. Dann muf3 man die Bildpunkte P einfach einzeln aus
den Rissen in dieses Bildblatt tibertragen. Dafiir gibt es verschiedene Vetfahren:

(a) Die Sehstrahlmethode
ZII
P-ll B

Hl /n,

Fig. 36.

Man entnimmt dem Grundrifl und dem Aufri8 die Strecken u und v (Fig. 36.f) und
trigt sie in der Bildebene, ausgehend vom Hauptpunkt H, ab.
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(b) Die Zweigeradenmethode

I Zu
1
PII h H Fh
) »_/
HI P

h Sn _

F, 1
74
Fig. 36.g

Man konstruiert die Bilder zweier durch P laufender Geraden (Fig. 36.g). Am besten
verwendet man dazu die etstprojizierende Gerade 1 durch P und irgendeine etste Haupt-
gerade h durch P. h wird mit Hilfe des Spurpunktes Sp und des Fluchtpunktes Fy kon-
struiert. Es miissen im ganzen vier Strecken tbertragen werden. Die Konstruktion
vereinfacht sich, wenn h jeweils zweitprojizierend gewihlt wird oder senkrecht zu II.

(c) Die Quadratnetzmethode

Man zeichnet in einer ersten Hauptebene I' im Abstand h von Z (Fig. 36.h) ein qua-
dratisches Gitter, dessen Geraden parallel rsp. senkrecht zu IT verlaufen. Der Flucht-
punkt der zu Il senkrechten Gittergeraden ist der Hauptpunkt H, der Fluchtpunkt der
Quadratdiagonalen ist der Distanzpunkt D.

VAV

7707050

Fig, 36.h
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Das perspektivische Bild eines Punktes P konstruiert man dann bezogen auf diesen fest
gewihlten Parkettboden (Fig. 36.i):

Zﬂ
p' i A
] h
D d H
‘ P A
5
H - h
3 i
H '// ny Y

Fig. 36.i

Man konstruiest den FuBpunkt des Lots von P auf I' mit Hilfe des schraffierten Dreiecks
(wenn das Gitter fein genug ist, kann man ihn direkt niherungsweise einzeichnen)
und konstruiert die Hohe diber I' mit Hilfe der Tiefengeraden t. Manchmal leistet ein
HohenmaBstab am Bildblattrand niitzliche Dienste.

Mit Hilfe solcher quadratischer Raster konnen Kurven nach AugenmaB iibertragen
werden, auch in vertikalen Ebenen, z. B. bei der Darstellung von Reklameschriften.

Selbstverstindlich kann bei allen drei Methoden die Zeichnung auf dem Bildblatt jeweils
auch in einem andern MaBstab gezeichnet werden. Dann miissen die zu iibertragenden
Strecken entsprechend geindert werden.
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Fig. 36.k
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(36.3) Eine Variante zum Vorhergehenden liegt vor bei der sog. Architekten-
anordnung (Fig. 36.k).

Es handelt sich eigentlich um die Zweigeradenmethode. Statt dal man aber wie bei
(36.2) (b) aus dem Grund-AufriBsystem die Strecken ins Bildblatt iibertrigt, plaziert
man die beiden Risse gerade giinstig neben dem Bildblatt, den Grundri oben oder
unten mit [1’ parallel zum Horizont und den Aufril links oder rechts mit der ersten
Hauptebene, welche durch Z geht, auf der Hohe des Horizontes.

Vorteilhaft ist es, fiir die Hauptgeraden h eine feste Richtung zu wihlen, damit immer
derselbe Fluchtpunkt Fy, verwendet werden kann. Man beachte, daB als AufriB irgendein
dem GrundriB zugeordneter Rif} genommen werden kann, da ja nur die Hohenunter-
schiede senkrecht zum GrundriB ins Bildblatt hineingezogen werden. Man braucht
also lediglich eine sog. Maf3vertikale.

(36.4) Aufbau iiber einer Grundebene

Oft ist es empfehlenswert, bei einer perspektivischen Zeichnung eines Gegenstandes
zuerst einen Grundri des Gegenstandes im perspektivischen Bild fertig zu zeichnen
und erst nachher den Gegenstand iiber diesem GrundriBl aufzubauen. Das wurde bei
(36.2) (c) gemacht und frither schon bei (35.11). Hier nochmals (Fig. 36.1).

"

P
Z"

il
>

Fig. 36.1

Man wihlt im AufriB eine erste Hauptebene I'. h sei die Hohe des Zentrums Z iiber
dieser Ebene. Dann stellt man I'" auf dem Bildblatt durch ihte Fluchtgerade fp und ihre
Spur sp dar. Da es sich um eine Tiefenebene handelt, ist f1r der Horizont, und sy ist die
Parallele zu fp im Abstand h. Damit in der Ebene I' gut gezeichnet werden kann,
wihle man h nicht zu klein.

Es sei Mp ein MeBpunkt der Ebene I'. P, sei der GrundriB von P in der Ebene I'.
Klappt man die Ebene I' um ihre Spur sp in die Bildebene IT um, so erhilt man in I1
nach (31.13) eine Zentralkollineation: Py* — Py, bei der die Umklappung des Punktes
P, in sein perspektivisches Bild abgebildet wird, mit dem Kollineationszentrum Mp,
der Achse sp und der Fluchtgeraden f. Das Bild T der Tiefengeraden 1 durch Py, geht
bei dieser Zentralkollineation aus 1* hervor.
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Daraus ergibt sich das folgende einfache Konstruktionsverfahren:

Man schiebt den gegebenen GrundriBl unter das (durchsichtige) Bildblatt, so daB I’
mit sp zusammenfillt und Z’ auf die Gerade HMp zu liegen kommt. Den Aufrif} oder
irgendeinen zugeordneten RiB3, da es nur auf die Hohenunterschiede ankommt, legt
man daneben, so daB I mit sy zusammenfillt.
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Fig. 36.m

Wie die Fig. 36.m zeigt, zeichnet man dann
zuerst Py mit Hilfe der Zentralkollineation Mo+
und konstruiert darauf P senkrecht iiber r ’\
P, mittels der Tiefengeraden durch P. ™
So hat man dann im perspektivischen Bild .

mit dem Gegenstand gleichzeitig noch sei- [/ \

nen Grundri gezeichnet in einer Ebene, £ H

deren Tiefe unter dem Gegenstand man
selber hat wihlen kénnen.

Um zu vermeiden, daB der Grundri
ganz unter das Bildblatt geschoben wet-
den muB, kann man mit dem andern
MeBpunkt der Ebene I' atbeiten, be- 7
kommt dann aber ein seitenverkehrtes
Bild, wenn man den Grundri3 nicht vor-
her noch spiegelt (Fig. 36.n). Fig. 36.n

ol

(36.5) Anhang:

Wenn ein Gegenstand perspektivisch dargestellt ist ohne Bezug auf ein Koordinaten-
system, also nicht axonometrisch, und auch nicht zusammen mit einem Normalri} auf
eine Bodenebene wie in (36.4), dann kann man seine wahre Gestalt und seine genaue
Lage beztiglich des Projektionszentrums und der Bildebene aus der perspektivischen
Zeichnung nicht oder nur mit Miihe ablesen. Manchmal weil man aus dem Zusammen-
hang, was mit der Zeichnung gemeint ist, oder man kennt die wahre Form von Einzel-
teilen und kann sich daraus das Ganze rekonstruieren (31.17), im allgemeinen gibt aber
eine einzelne perspektivische Zeichnung nur unsichere Auskunft.
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Es stellt sich die Frage, ob es, wie bei zugeordneten Normalprojektionen mdglich ist,
aus mebreren perspektivischen Zeichnungen desselben Gegenstandes dessen wahre
Gestalt genau zu rekonstruieren.

Mit diesem Problem befafit sich die Photogrammetrie. Man denke z. B. an die Aus-
wertung von Flugaufnahmen im Vermessungswesen.

Hier soll ein einfacher, auf das Vorangehende bezogener Fall untersucht werden.

Ein im GrundriB und Aufri gezeichneter Gegenstand wird gleichzeitig auf zwei
erstprojizierende Ebenen zentralprojiziert (Fig. 36.0), vom Punkt Z; aus auf IT, und
von Z, aus auf I1,. Es seien P und P die Bilder eines Punktes P.

Wie kann man, ausgehend von den beiden perspektivischen Zeichnungen, den Grund-
riB und den AufriB des Gegenstandes wieder herstellen?
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Fig. 36.0

Bei beiden perspektivischen Zeichnungen sollen der Hauptpunkt H und die Distanz d
(die sog. Elemente der inneren Otientierung) bekannt sein, sowie der Horizont, also
das Bild der ersten Hauptebene durch das Zentrum, und es sei ferner auch jeweils das
Bild des anderen Zentrums in jeder der Zeichnungen eingezeichnet, d. h. Z, in II,

und Z,; in I1,. Diese beiden Punkte Z, und Z, heiBen die Kernpunkte der beiden so
zugeordneten perspektivischen Zeichnungen.

Aus diesen Angaben lassen sich, wie die Fig. zeigt, die Winkel ¢, und ¢, zwischen der
erstprojizierenden Ebene X durch die beiden Projektionszentren Z; und Z, und den
BildebenenIT, und I, bestimmen und damit der Winkel ¢ = 180° — (p; + ;) zwischen
I, und IT,. Wenn man nun die beiden Bildebenen unter dem Winkel g erstprojizierend
auf eine Ebene stellt, so daB die Kernpunkte und die Zentren in einer Ebene liegen,
so kann man einen GrundriB des dargestellten Gegenstandes punktweise konstruieren,
einfach indem man die erstprojizierenden Ebenen durch die zum selben Punkt P ge-

hérenden Sehstrahlen Z,P und Zj’ zum Schaitt bringt.
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Zwar ist die gegenseitige Lage der Ebenen II; und I, nicht eindeutig bestimmt, man
kannII, und 11, noch beliebig verschieben. Auf die Form des gezeichneten Grundrisses
hat das aber keinen EinfluB}, es entsteht einfach eine groBere oder kleinere dhnliche,
also maBstibliche Zeichnung.

Ist der GrundriB8 gezeichnet, so l4Bt sich auch noch der Aufri dazukonstruieren.

In der Fig. 36.0 schneidet die Ebene Z,Z,P die Bildebenen IT, und I, in den Geraden

Z,P und =ZIT’I Diese beiden zum Punkt P gehérenden sog. Kernstrahlen treffen sich
auf der Schnittgeraden der Ebenen I1; und II,. Daraus folgt, daB die zu vier beliebigen
Punkten A, B, C, D gehdrenden beiden Kernstrahlenbiischel Z,A, Z,B, Z,C, Z,D inll,

und 711?, 71§, ila 715 inTI, dieselben Doppelverhiltnisse haben miissen (Fig. 36.p).
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Fig. 36.p

Das erleichtert in Zweifelsfillen das Auffinden und Zuotdnen von Bildpunkten.
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— bei einer axonometrischen Darstellung 157,
207

— bei gebundener Perspektive 226 ff.

Umklappen einer Ebene 17, 50 ff., 191, 195, 209

Umlegen einer projizierenden Ebene 42, 52

Umprojizieren 60 ff., 62

UmriB 81

UmriSmantellinie 86

UmtriBpunkt 81

Unendlich ferne Elemente 12

Unzugingliche Punkte 200

Verschieben der Bildebene 196 ff.

Verschneidung 36

Verschwindungsebene 172

Verschwindungsgerade, Verschwindungspunkt
119, 131

Verzerrungsverhiltnis 158

Viereck, vollstindiges 136

Vogelperspektive 206



236

Sach- und Namenverzeichnis

Wahre Gestalt einer ebenen Figur 50, 191

Wahre Linge einer Strecke 42, 186

Walmdach 213

Wasserspiegelung 221

Windschiefe Geraden 29

Winkelaufgaben 53

Winkelsatz der Petspektive 186

Wiitfel, perspektivische Darstellung eines 189,
202 ff.

Wiirfelschrigbild 13

Zentralbild 171

Zentralkollineation, zentralkollinear 119 f£.,
126 ff., 172

Zentralprojektion 10, 171 ff.

Zentralsymmetrische Figuren 12

Zentrische Ahnlichkeit 126

Zugeotrdnete Risse 25

Zweigeradenmethode 227

Zweitafelverfahren 25 ff,

Zylinder (Zylinderkorper, Zylinderfliche) 86 ff.

— aufgaben 92 ff,

—, Kreisschnitt eines elliptischen 142



