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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich seit zehn 
Jahren an der Eidg. Technischen Rochschule in Zurich uber darstellende 
Geometrie gehalten habe. Es ist kurz gefaBt, da man darstellende Geometrie 
nur erlernen kann, indem man die Grundlagen den Lehrbuchern entnimmt, 
das ubrige aber durch eigene Konstruktionen und Dbungen hinzufugt. Spe-
ziell habe ich mich bemiiht, die Verknupfung mit hOheren und neueren Teilen 
der Geometrie herzustellen. Unsichtbar bleibt fUr den Leser die dauernde Aus-
einandersetzung mit den axiomatischen Grundlagen der Geometrie. 

Der erste Teil ist im Rinblick auf die Anwendungen in der Technik und 
unter spezieller Beriicksichtigung von didaktischen Gesichtspunkten geschrie-
ben worden. Er entspricht ungefahr dem Inhalt meiner Wintervorlesung an 
der ETR. fUr Mathematiker, Physiker und Ingenieure aller Arten. Ais Dbungs-
stoff zum ersten Abschnitt dieses Teils sei dem Leser das bekannte Werk von 
K. DANDLIKER und O. SCHLAPFER empfohlen (Aufgabensammlung der dar-
stellenden Geometrie, 2. Auflage, 1957). 

Yom zweiten Teil an tritt dann immer mehr der wissenschaftliche Stand-
punkt in den Vordergrund. Es wird zunachst die Lehre von den KegeIschnitten 
auf die Reziprozitat gegrundet, wahrend andere Lehrbiicher dazu gewohnlich 
die Affinitat und Kollineation benutzen. Dieser Weg erschien mir vorteilhaft, 
weil damit das Dualitatsprinzip korrekt begrundet werden kann und sofort 
niitzliche Dienste leistet. 

Etwas ausfiihrlicher mochte ich dem Leser den dritten Teil des Buches vor-
stellen. Sinnt man ohne Voreingenommenheit daruber nach, welche Forde-
rungen man zur theoretischen Begrundung der darstellenden Geometrie an das 
ebene Bild einer raumlichen Konfiguration stellen mochte, so wird man in 
erster Linie verlangen, daB das Bild geradentreu sei, daB also jede Gerade im 
Raum auch im Bild wieder als Gerade erscheint. Wenn in den Lehrbiichern bis-
her der ProzeB des Projizierens einzig zur Erzeugung von Abbildungen be-
nutzt wird, so scheint mir hier schon eine Verkniipfung mit dem Sehen und 
der Anschauung vorzuliegen, welche der Theorie an sich fremd ist. Aus diesem 
Grund wurde im dritten Teil eine Theorie der geradentreuen Abbildungen ent-
wickelt, bei welcher das Proji?ieren nur als Spezialfall erscheint. Durch diesen 
etwas hoheren Grad der Allgemeinheit werden - wie auch sonst in der Mathe-
matik - die Beweise natiirlicher und leichter ubersehbar; so ist zum Beispiel 
der beriihmte Satz von Pohlke dann entbehrlich. Ob man von einer Verein-
fachung sprechen will, ist natiirlich Geschmacksache. Zum Aufbau dieser 
Theorie muBte der Begriff des perspektivischen Achsenkreuzes geschaffen wer-
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den; daB er nieht allzu unglueklieh gewahlt ist, solI der Anhang darlegen. Dort 
wird gezeigt, daB dieser Begriff sehr veralIgemeinerungsfahig ist. 

DaB aueh heute noeh beaehtenswerte Weehselbeziehungen zwischen der 
darstellenden Geometrie und neueren Zweigen der geometrisehen Wissen-
sehaften bestehen, solI ebenfalIs der Anhang auseinandersetzen. Mit Hilfe von 
Begriffsbildungen der modernen Theorie der Gewebe werden namlich die ge-
laufigen Methoden der darstellenden Geometrie in neuem Licht gezeigt und 
stark veralIgemeinert. 

Von den Anwendungen habe ieh diejenigen Teile etwas ausfUhrlieher be-
handeIt, welche ungefahr den Stoff einer Spezialvorlesung ausmaehen, die ieh 
jeweils im Sommer an der ETH. haIten muB, namlieh die Grundlagen der 
Photogrammetrie und die sphiirische Geometrie. Umfangreiehere und selbstan-
dige Anwendungsgebiete wie die N omographie oder kinematische Geometrie sol-
len vielIeieht spater einmal dargestellt werden. 

Der Faehmann wird vielleieht einige ihm liebgewordene Einzelheiten ver-
missen. Er moge als Entsehuldigung annehmen, daB ieh einerseits naeh reif-
lieher Oberlegung nur die Teile weggelassen habe, die mir dem heutigen Stand 
der mathematisehen und teehnisehen Wissensehaften nieht mehr angemessen 
sehienen, und daB ieh andererseits den Preis des Buehes mogliehst niedrig 
haIten wollte. Was endlieh die Figuren anbetrifft, so habe ieh mieh bemuht, 
einfaeh zu bleiben und mit wenigen Linien auszukommen. Es ist namlieh fUr 
den Leser ein reeht unangenehmes Gesehaft, eine komplizierte Figur ent-
wirren zu mussen, bei deren Entstehung er nieht zugegen war und die nur den 
Zeichner freut. 

Den Herren Prof. Dr. C. BURRI von der ETH. und O. SCHLAPFER von der 
Oberrealsehule Zurich verdanke ieh einige Anregungen und Verbesserungen. 
Herr Dr. W. BAUM hat mir beim Lesen der Korrekturen geholfen und das 
Saehverzeiehnis verfaBt; Herr J. LANGHAMMER, Kartograph, hat mit groBem 
Einfuhlungsvermogen und erstaunlieher Prazision die Reinzeichnungen fUr die 
Figuren hergestellt. Allen dies en Mitarbeitern, insbesondere aber dem Verlag 
Birkhiiuser, danke ieh aufrichtig. 

Zurich, Februar 1947. E. STIEFEL. 

VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 

Da die darstellende Geometrie sich seit dem Erscheinen der 1. Auflage 
wissensehaftlieh kaum weiterentwiekelt hat, konnten grossere Anderungen 
unterbleiben. Es wurde aber das Kapitel uber projektive darstelIende Geo-
metrie etwas bereichert, indem einerseits die Bedingung hergeleitet ist, daB 
eine Perspektiye eine Zentralprojektion sei, und andererseits eine weiter-
gehende Diskussion des gefahrlichen Orts in der Photogrammetrie aufge-
nommen wurde. 

Zurich, Oktober 1959 E. STIEFEL 
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EINLEITUNG 

Darstellende Geometrie ist die Lehre von den geometrischen Abbildungen, inso-
fern sie dem Konstruieren mit Lineal und Zirkel zugiinglich sind. 

Dabei ist eine geometrische Abbildung irgendeine Zuordnung einer geo-
metrischen Figur (Originalfigur) zu einer anderen (Bildfigur), so daB die Bild-
figur gewisse - und fUr die gerade vorliegenden Zwecke wichtige - Eigenschaften 
der Originalfigur ausreichend wiedergibt. Der Leser denke etwa an zwei ahn-
liche Dreiecke, die ja gleiche «Form» haben oder an die Photographie eines 
raumlichen Gegenstands, welche ein ebenes Bild des Gegenstands entwirft. 

Darstellende Geometrie 1m Sinn. Darunter verstehen wir 
in Weiterfiihrung des letztgenannten Beispiels die Lehre von den Methoden, 
welche gestatten, von einer im Raum gelegenen Konfiguration (zum Beispiel 
von einem geometrischen Korper oder technischen Objekt) ein Bild in der 
Zeichenebene herzustellen. Jedem Punkt der Raumfigur solI also ein Punkt 
der Zeichenebene entsprechen. Enthiilt die gegebene Konfiguration gerade 
Linien, so werden wir von einer solchen Abbildung auf alle Falle verlangen, daB 
diese Geraden auch im Bild wieder als Geraden erscheinen. Wir sprechen dann 
von einer geradentreuen Abbildung. Diese Forderung entspricht durchaus dem 
eingangs erwahnten Wunsch, einfach konstruieren und zeichnen zu konnen. 
Ware namlich das Bild einer Raumgeraden irgendeine krumme Linie in der 
Zeichenebene, so miiBten wir diese Kurve miihsam punktweise konstruieren 
und stiickweise mit dem Kurvenlineal ausziehen. 

Das Projizieren ist die wichtigste Methode zur Herstellung einer geraden-
treuen Abbildung. Man denke sich in den Raum eine Ebene 1l - genannt Bild-
ebene - gelegt und auBerhalb von ihr einen Punkt Z (das Projektionszentrum) 
gewahlt. Durch jeden Punkt P des gegebenen raumlichen Gegenstands ziehe 
man nun den Projektionsstrahl Z P bis zu seinem DurchstoBpunkt P' mit 1l. 

Der in der Bildebene 1l gelegene Punkt P' sei nun das Bild von P; man nennt 
ihn auch die Projektion von P. Die damit erklarte Abbildung des Gegenstands 
auf die Bildebene 1l heiBt Zentralprojektion; sie ist tatsachlich geradentreu. 
Denn das Bild einer Geraden gist offenbar die Schnittgerade der Verbindungs-
ebene von Z und g mit der Bildebene1). 

Denkt man sich das Projektionszentrum Z sehr weit vom Korper abliegend 
und schlieBlich ins Unendliche geriickt, so gelangt man zum Grenzfall der 
Parallelprojektion. Bei ihr sind also die Projektionsstrahlen parallel zu einer 

1) Eine Ausnahme tritt ein, wenn g durch das Projektionszentrum Z lauft, indem dann das 
BUd von g ein Punkt wird. AlIgemein muB man daher die Definition der geradentreuen Abbil-
dung so fassen: Da,s Bild einer Raumgeraden solI eine Gerade oder ein Punkt sein. 
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gegebenen Richtung, der Projektionsrichtung. Steht diese Richtung speziell 
senkrecht auf der Bildebene, so spricht man von Normalprojektion. 

Das Messen und die Anschaulichkeit. Nachdem die Geradentreue 
gesichert ist, kann man der Abbildung noch weitere Forderungen auferlegen. 
Fur viele Zwecke ist es wichtig, daB sich die MaBe des Korpers bei der Ab-
bildung nicht auf allzu komplizierte Weise verzerren. Beim Projizieren kann 
man dies erreichen, indem man die Bildebene parallel zu einer wichtigen ebenen 
Seitenflache des gegebenen Korpers legt. Die Winkel in dieser Seitenflache 
bleiben dann bei der Abbildung erhalten und die in ihr gelegenen Strecken 
werden nur proportional verlangert oder verkurzt; bei Parallelprojektion blei-
ben sie sogar ungeandert. Wendet man noch spezieller Normalprojektion an, 
so erscheinen die zur Bildebene senkrechten Strecken in der Ptojektion als 
Punkte, erhalten also die Lange Null. Da man jede allgemein im Raum liegende 
Strecke als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks auffassen kann, dessen 
Katheten beziehlich parallel und senkrecht zur Bildebene liegen, erkennt man, 
daB sich bei der Normalprojektion die Strecken nach einfachen Gesetzen ver-
kurzen. Man wird daher diese Art der Abbildung benutzen, wenn das Messen 
wichtig ist. 

Eine andere Forderung ist diejenige nach Anschaulichkeit, was bedeuten 
solI, daB das Bild des Gegenstands im Beschauer einen ahnlichen Eindruck 
hervorbringen solI, wie der Gegenstand selbst. Urn diese Forderung zu erfiillen, 
mussen wir unsere geometrische Abbildung auf ahnliche Art herstellen, wie 
dies beim Sehen im menschlichen Auge auf optischem Weg geschieht. Da die 
Lichtstrahlen sich geradlinig ausbreiten, haben wir es beim Sehen mit einer 
Zentralprojektion zu tun, wobei die Augenlinse das Projektionszentrum abgibt 
und die (allerdings gekrummte) Netzhaut an die Stelle der Bildebene tritt. 
Anschauliche Bilder konnen daher durch Zentralprojektion erhalten werden. 

Aus diesen Dberlegungen ergibt sich, daB die Forderungen nach einfachem 
Messen und nach Anschaulichkeit sich teilweise widersprechen; ein Verfahren 
der darstellenden Geometrie, das die eine Forderung berucksichtigt, wird auf 
die Erfiillung der anderen weitgehend verzichten mussen. 

Zweibildermethode. Durch ein einziges Bild ist der vorgelegte Gegenstand 
im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Wird zum Beispiel ein Wiirfel in 
der Richtung einer Korperdiagonalen normal auf eine Bildebene projiziert, 
so ist das entstehende Bild identisch mit dem Bild eines regularen Sechsecks, 
dessen Ebene parallel zur Bildebene liegt (Figur 4). Daher entwickeIt die dar-
stellende Geometrie Methoden, urn von einem Gegenstand zugleich zwei oder 
mehrere Bilder herstellen zu konnen, welche ihn dann zusammen eindeutig 
bestimmen, so daB Konstruktionsaufgaben am raumlichen Objekt durch 
Zeichnen in den beiden Bildern gelost werden konnen. 

Krumme Fliichen. Es sei etwa die Aufgabe gestellt, ein Stuck einer Kugel-
oberflache auf die Zeichenebene abzubilden. Hier wird nun die Forderung der 
Geradentreue gegenstandslos, da es auf der Kugel keine Geraden gibt. Als 
wesentIiche und einzige Forderung bleibt also ubrig, daB sich die MaGe auf der 
Kugeloberflache bei der Abbildung moglichst wenig verzerren sollen. Leider ist 
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es unmoglich, die Abbildung vollstandig langentreu zu machen. Fiir diese Be-
hauptung werden wir unten einen Beweis geben. Hingegen kennt man winkel-
treue oder flachentreue Abbildungen; die erstgenannten haben die Eigenschaft, 
den Winkel, unter dem sich irgend zwei Kurven auf der Kugel schneiden, im 
Bild in derselben GroBe wiederzugeben; bei den flachentreuen Abbildungen 
bleibt der Inhalt irgend eines Flachenstiicks auf der Kugel bei der Abbildung 
erhalten. 

Darstellende Geometrie im we iter en Sinn. Wie eingangs schon erwahnt 
wurde, untersucht die darstellende Geometrie auBer der Abbildung einer.raum-
lichen Figur auf die Zeichenebene auch allgemeinere Verwandtschaften zwischen 
Figuren. Sie verfolgt dabei den Zweck, eine gegebene Figur durch eine andere 
zu ersetzen, in welcher eine vorgelegte Konstruktionsaufgabe dann einfacher 
los bar wird. So gibt es zum Beispiel Abbildungen, welche gewisse Kreise der 
Zeichenebene in Geraden derselben Ebene iiberfiihren. Eine Kreisaufgabe wird 
dann zu einer Aufgabe iiber Geraden, also einfacher. 

Dieses Prinzip der Transformation geometrischer Figuren kann auch zur 
Herleitung neuer Satze benutzt werden, indem aus einer bekannten Eigen-
schaft der alten Figur durch die Transformation eine Eigenschaft der neuen 
Figur entstehen kann, die bisher unbekannt war, oder die sich auf anderem 
Weg nur umstandlich beweisen lieBe. 

Unmoglichkeit der liingentreuen Abbildung eines Gebietes der Kugel auf eine 
Ebene. Unter der sphiirischen Entfernung zweier Kugelpunkte verstehen wir die 
Lange des ktirzesten GroBkreisbogens, der die beiden Punkte verbindet. Die 
genaue Definition der langentreuen Abbildungen eines Gebietes G der Kugel-
oberflache auf ein Gebiet G' der Zeichenebene fassen wir folgendermaBen: 

a) Jedem Punkt P von G soIl eindeutig ein Punkt P' von G' als Bildpunkt 
zugeordnet sein. 

b) Dadurch entspreche auch umgekehrt jedem Punkt von G' eindeutig ein 
Punkt von G. 

c) Die spharische Entfernung zweier beliebiger Punkte P, Q von G sei gleich 
der Entfernung ihrer Bildpunkte P', Q' (im Sinne der ebenen Geometrie). 

1. Hilfssatz: Bei einer solchen langentreuen Abbildung wiirden zwei senk-
rechte Geraden a', b' der Bildebene (deren Schnittpunkt in G' liegt) tibergehen 
in zwei GroBkreise a, b der Kugel, die sich wieder senkrecht schneiden. 

Beweis: Man zeichne in G' ein Quadrat A' B' C' D' und nehme flir a', b' die 
beiden Diagonalen a' = A' C' und b' = B'D' des Quadrates. a' ist dann der 
geometrische Ort aller Punkte, die von B' und D' dieselbe Entfernung haben. 
Sind daher A, B, C, D die Originalpunkte auf der Kugel, so geht wegen der 
Langentreue a' tiber in den geometrischen Ort aller Kugelpunkte, die von B und D 
dieselbe spharische Entfernung haben. Dies ist ein GroBkreis a durch A und C. 
Analog geht b' tiber in einen GroBkreis b durch B und D. Diese beiden GroBkreise 
schneiden sich tatsachlich senkrecht (weil eben die Punkte von a dieselbe spha-
rische Entfernung von den beiden auf b gelegenen Punkten B, D haben). 

2. Achten wir jetzt auf die Seiten des Quadrats, so ergibt sich aus dem Hilfs-
satz, daB das Quadrat tibergehen mtiBte in ein von vier GroBkreisbogen begrenz-
tes Viereck auf der Kugel, das vier rechte Winkel hat. So etwas gibt es aber auf 
der Kugel nicht, denn die Winkelsumme in einem spharischen Viereck ist immer 
gr6Ber als 360°. 
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ERSTER TElL 

Elementare darstellende Geometrie 

1. Abschnitt: Normalprojektionen 

Diese Methode soIl zum Losen raumlicher geometrischer Aufgaben verwen-
det werden, also zum Konstruieren an dreidimensionalen Gegenstanden; sie 
eignet sich weniger zur anschaulichen Darstellung gegebener Objekte. 

§ 1. Das Koordinatensystem 

Ein raumliches Kartesisches Koordinatensystem besteht aus drei Achsen 
x, y,z, welche von einem Nullpunkt 0 auslaufen und senkrecht aufeinander-
stehen, und aus drei auf diesen Achsen gelegenen Einheitspunkten X, Y, Z, deren 

z 

I 

y 

x 
Fig.l 

Entfernung von 0 die Langeneinheit ist. In Fig. 1 ist noch der Einheitswiirfel 
dargestellt, der OX, OY, OZ als Kanten hat. 

Gewohnlich legt man das Koordinatensystem so in den Raum, daB die 
z-Achse vertikal verlauft; die drei Kanten eines Zimmers, welche in einer un-
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teren Zimmerecke zusammenlaufen, ergeben also ein einfaches Modell eines 
Koordinatensystems. Die x, y-Ebene (das heiDt die Ebene, weIche durch die 
x- und durch die y-Achse aufgespannt wird) liegt dann horizontal und heiDt 
GrundrifJebene. Analog wird die y,z-Ebene als Au/rifJebene und die z, x-Ebene als 
SeitenrifJebene bezeichnet. Diese drei Ebenen heiDen auch die Koordinatenebenen. 

Ein Koordinatensystem nennt man positiv orientiert, wenn ein Mann, der 
sich an der z-Achse aufstellt (FiiDe in 0, Kopf in Z, Front gegen X), «linksum» 
machen muD, urn Y vor sich zu haben. Bei negativ orientierten Koordinaten-
systemen verlangt dieser Frontwechsel die Bewegung «rechtsum». Zwei gleich-
orientierte Koordinatensysteme mit derselben Langeneinheit k6nnen durch eine 
Bewegung zur Deckung gebracht werden, wahrend zwei verschieden orientierte 
Systeme durch Bewegung nur so zueinander gelegt werden k6nnen, daD sie be-
ziiglich einer Ebene spiegelbildlich sind. Wir verwenden nur positiv orientierte 
Koordinatensysteme. 

z 

13 .Y P" pm p 

I 
z 

y 

p' .Y 
X 

Fig. 2 

In Fig. 2 ist ein allgemeiner Punkt P des Raumes dargestellt; durch Ziehen 
von Parallelen zu den Achsen des Koordinatensystems entsteht der gezeichnete 
Quader; er heiDt Koordinatenquader von P. Die mit der gegebenen Langen-
einheit gemessenen MaBzahlen seiner Kanten nennt man die Koordinaten x, y, z 
von P; speziell ist x die MaDzahl der vier znr x-Achse parallelen Kanten 
(analog y,z). Die Koordinaten werden mit Vorzeichen versehen, und zwar wird 
zum Beispiel x positiv oder negativ gerechnet, je nachdem, ob P auf derselben 
Seite der y,z-Ebene liegt wie der Einheitspunkt X, oder nicht. Durch diese 
Festsetzung wird erreicht, daB ein Punkt durch seine drei Koordinaten ein-
deutig bestimmt ist. Durch Abmessen an Fig. 2 stellt man zum Beispiel fest 

x=+2, y=+1t, z=+2 
und schreibt kurz P (2, 1 t, 2). 5011 umgekehrt ein Punkt P a us seinen K oordina-
ten konstruiert werden, so geht man am besten langs der x-Achse bis PI' dann 
parallel zur y-Achse bis pi und endlich parallel zur z-Achse bis P. 
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x und y sind die Koordinaten von P' in der Grundri13ebene im Sinne der 
ebenen analytischen Geometrie (x=Abszisse, y=Ordinate), und z ist die H6he 
(Kote) von P uber der Grundri13ebene. 

Die in den Koordinatenebenen gelegenen Punkte P', pIt, P'" hei13en die 
Projektionen von P, speziell 

P' = 1. Projektion von P = GrundrifJ von P; 
P" =2.Projektion von von P; 
P'" = 3. Projektion von P = SeitenrifJ von P. 

In der Tat entsteht ja zum Beispiel der Aufri13 pIt, indem P normal auf die 
Aufri13ebene projiziert wird, das hei13t, indem man durch Peine Normale 
zur Aufri13ebene legt und diese dann mit der Aufri13ebene durchst613t. Oder 
anders ausgedruckt: Der Aufri13 eines Punktes oder Gegenstandes ist sein 
Schatten auf die Aufri13ebene, wenn die Lichtstrahlen senkrecht zur Aufri13-
ebene einfallen. Analoges gilt fur den Grund- und den Seitenri13. 

Da die drei Koordinatenebenen die Projektionen eines Gegenstands ent-
halten, nennt man sie auch die Projektionsebenen. Allgemein nennt man die 
beiden Normalprojektionen eines Gegenstands auf zwei zueinander senkrecht 
stehende Ebenen zugeordnete Normalprojektionen (zum Beispiel Grund- und 
Aufri13). 

x 

A' 
Fig. 3 

Zur Erlauterung des Gesagten ist in Fig.3 ein regulares Oktaeder samt 
Grund- und Aufri13 dargestellt. Die Diagonalen des Korpers liegen parallel zu 
den Koordinatenachsen. 
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§ 2. der Raumelemente (Punkt. Gerade, Ebene) 

Das wichtigste Verfahren der darstellenden Geometrie besteht nun darin, 
daB man die drei Koordinatenebenen auseinandernimmt und nebeneinander in 
die Zeichenebene legt. So entsteht aus Fig. 2 die Fig.2a. Dabei wurde die An-
ordnung so getroffen, daB die x-Achse der GrundriBebene und die z-Achse der 

Seifenrissebene 
z z 

p'" x Y r l f _ Orrlnungslinie 

Z Z Z z Aufris sebene , 1 
I I 

x X 0 0 y J 

0 Y 
I Y I 

X Crundrisse bene 
x 

I 
J P' 

x Ordnun slinle 

Fig.2a 

AufriBebene in eine vertikale Gerade fallen und analog die y-Achse der AufriB-
ebene und die x-Achse der SeitenriBebene in eine horizontale Gerade. Dies hat 
den folgenden V orteil: 

1. Der GrundrifJP' und der AufrifJ p lI eines Raumpunktes P liegen auf einer 
vertikalen Geraden (Ordnungslinie). 

Denn p lI hat in der AufriBebene von der z-Achse denselben Abstand y wie 
P' in der GrundriBebene von der x-Achse. Ebenso liegen p lI und P'" auf einer 
horizontalen Ordnungslinie. 

Bei komplizierteren Figuren wird man die GrundriBebene so weit nach unten 
schieben, daB Grund- und AufriB nicht ineinander geraten. 

In Fig. 2 a konnen die Koordinaten x, y, z des Raumpunktes P abgelesen 
werden, sobald zwei seiner Projektionen (zum Beispiel P' und PII) gegeben 
sind; daher gilt 

2. Der Raumpunkt P ist durch zwei seiner Projektionen eindeutig bestimmt. 
Meistens liiBt man daher in Fig.2a die SeitenriBebene weg und spricht dann 
vom Grund- und AufrifJverfahren. Ebensogut kann man aber im Auf- und 
SeitenriB konstruieren. 
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Fig. 4 zeigt als Ubung im Grund- und AufriB einen auf einer Ecke A stehenden 
Wiirfel. Der GrundriB wurde als reguHires Sechseck angenommen. Die Flachen-
diagonale CD liegt parallel zur GrundriBebene, und ihre Lange a kann daher im 
GrundriB von C' bis D' in wahrer GroBe abgemessen werden; sie liefert die Lange 
b= a V372 der Korperdiagonalen, weIche im AufriB von A" bis B" abgetragen 
wurde. Die Punkte E", F" teiIen A "B" in drei gleiche Teile und ergeben so den 
AufriB des Wiirfels. 

z 8' 

b 

-+---+-+---:1 

)( 

Fig. 4 

Die Gerade. In Fig. 5 a sind Grund- und AufriB einer im Raum liegenden 
Geraden. g aufgezeichnet. Wir wollen uns iiberlegen, ob durch g' und g" die 
Raumgerade g selbst bestimmt ist. Zu diesem Zweck legen wir eine Ordnungs-
linie 1 und markieren ihre Schnittpunkte A', A" mit g' und g". Nun sind A', A" 
die beiden Projektionen eines gemaB Satz 2 eindeutig bestimmten Raumpunk-
tes A, der auf g liegt. Eine weitere Ordnungslinie 2 ergibt einen zweiten 
Punkt B, womit g als Verbindungsgerade AB festgelegt ist. Das Verfahren 
versagt nur dann, wenn beide Projektionen der Geraden vertikalliegen (Fig. 5 a, 
Gerade h). Alle Punkte dieser Geraden h haben dieselbe Ordinate y, also ist 
die Raumgerade h parallel zur SeitenriBebene; sie heiBt dritte H auptgerade. 

3. Eine Gerade ist durch ihren Grund- und Aufrip bestimmt, falls sie nicht 
dritte Hauptgerade ist. 

Umdie Lage von h festzulegen, kannmanetwain Fig. Sa den SeitenriB h'" hin-
zufiigen. Dieses Beispiel gibt AnlaB zur folgenden grundsatzlichen Bemerkung: 

Stiefel 2 
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4. Versagt eine geometrische Konstruktion in einem bestimmten Spezialfall, 
so ist sie ungenau in allen F iillen, die sich diesem Spezialfall niihern. 

Man kann also zum Beispiel mit einer Geraden, deren erste und zweite Pro-
jektion fast vertikal verlaufen, im Grund- und AufriB allein nicht genau arbei-
ten; es muB auBerdem der SeitenriB gegeben sein. 

z 

OO--+------+---J 

o o---+----+--J 

: L" 
Iii 

g' 
, 

)( 

2 
Fig.5a 

z 

z 

o J 

)( 

Fig.5b 

Wir benutzen die Gelegenheit, urn dern Leser auch eine erste Hauptgerade h} 
(Parallele zur GrundriBebene) und eine zweite Hauptgerade h2 (Parallele zur Auf-
riBebene) vorzustellen (Fig,5b). Bei einer ersten Hauptgeraden zurn Beispiel 
ist der AufriB horizontal, der GrundriB aber beliebig. 

z 

OC---+--J' 

o 
a' 

x 
Fig.6a 

z 

x 
Fig.6b 

Die Ebene. In Fig.6a-d sind jeweils zwei Geraden a, b in verschiedenen 
gegenseitigen Lagen dargestellt. 
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Fig.6a: Sich schneidende Geraden. Schnittpunkt P. Zwei so1che Geraden 
bestimmen eine Ebene IX, und auf diese Weise werden wir eine Ebene immer dar-
stellen. 

5. Eine Ebene wird durch zwei sich schneidende Geraden gegeben. 
Fig.6b: Sich nicht schneidende Geraden ((windschiefe» Geraden). Der 

Schnittpunkt der beiden Aufrisse und der Schnittpunkt der beiden Grundrisse 
liegen nicht auf einer Ordnungslinie! 

z z z 

/ r -f}'--- / Jf" / 
/ 

Iz r / b" 
:Y J' 

0 0 y 

0 :Y 
0 :Y Y />' 1 

,P/J' P' / ,p-

1/ "b' 
x x x 

Fig.6c Fig.6d Fig. 7 

Fig. 6c: Parallele Geraden bestimmen auch eine Ebene. 
Fig.6d: Erste Deckgeraden. (Die beiden Grundrisse fallen zusammen.) Die 

durch diese beiden Geraden aufgespannte Ebene IX steht senkrecht zur GrundriB-
cbene und heiBt auch erste projizierende Ebene. (Denn sie ist parallel zur z-Achse, 
.also parallel zur Projektionsrichtung, we1che den GrundriB liefert.) Die Grund-
risse aller Punkte von IX liegen auf a' = b', also ist a' = b' der GrundriB IX' von IX. 

Da IX durch diese Gerade IX' eindeutig im Raum bestimmt ist, set zen wir fest: 
Sa. Eine erste (zweite) projizierende Ebene wird durch ihre erste (zweite) Pro-

jektion gegeben; es ist dies eine Gerade. 
Die Hauptebenen (Parallelebenen zu den Koordinatenebenen) sind Spezial-

falle von projizierenden Ebenen. Eine erste Hauptebene zum Beispiel ist zugleich 
zweite und dritte projizierende Ebene; sie wird gegeben durch ihren AufriB 
= horizontale Gerade (Fig. 7: erste Hauptebene n und Punkt Pin ihr). 

Punkt und Gerade in der Ebene. 1. (Fig.8.) Gegeben 
eine Ebene IX, aufgespannt durch a und b, und der GrundriB g' einer in ihr lie-
genden Geraden. Gesucht der AufriB gil. 

Lasung: g schneidet die Geraden a und b in zwei Punkten A, B, deren 
Grundrisse A', B' bekannt sind. Mit Hilfe der Ordnungslinien findet man 
A ", B" auf a" bzw. b" und damit gil. (Analog geht man natiirlich vor, wenn der 
AufriG der Geraden gegeben und der GrundriB gesucht ist.) 
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SpezialfaU. (Fig. 8.) In der gegebenen Ebene IX solI eine erste Hauptgerade 
hI konstruiert werden. 

L6sung: hr kann als beliebige Horizontale angenommen werden. hi. findet 
man dann nach Grundaufgabe 1. 

Alle ersten Hauptgeraden der Ebene IX sind parallel, denn sie sind die Schnitt-
geraden von IX mit den untereinander parallelen ersten Hauptebenen. 

--
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/ 

Fig. 8 
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Grundaufgabe 2. (Fig.8.) Gegeben eine Ebene IX und der GrundriB P' eines 
in ihr liegenden Punktes P. Gesucht der AufriB P". 

L6sung: Man legt durch Peine Hilfsgerade g, welche der Ebene angeh6rt. 
GrundriB g' wahlbar, AufriB gil gemaB Grundaufgabe 1. 

In Fig. 8 wurde das Koordinatensystem weggelassen, da es beim Konstru-
ieren keine Rolle spielt, sondern nur zum Aufzeichnen der gegebenen Punkte 
und zum Abgreifen der Koordinaten der gesuchten Stucke benutzt werden muB. 

§ 3. Lageaufgaben 

Der folgenden Behandlung der Grundaufgaben der Lage schicken wir zwei 
Bemerkungen voraus. Der Anfanger beklagt sich oft beim Betrachten von 
Grund- und AufriBzeichnungen (zum Beispiel Fig.8) dariiber, daB er sich die 
Konfiguration nicht mehr im Raum vorstellen kann; er halt sich dann infolge 
mangelnder Vorstellungskraft fUr ungeeignet, die darstellende Geometrie zu 
erlernen. Darauf ist zu antworten, daB der Vorteil des Grund- und AufriB-
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verfahrens gerade darin besteht, daB man konstruieren kann, ohne bei jedem 
Schritt die Raumvorstellung zu Hilfe nehmen zu miissen. 

Zweitens sei folgende wichtige und fast selbstverstandliche Konstruktions-
regel hervorgehoben: 

6. Jeder Konstruktionsschritt in einer Projektion (zum Beispiel im Grundrif3) 
muf3 sofort auch in der anderen Projektion (Aufrif3).ausgefiihrt werden. 

Denn nur durch beide Projektionen ist die raumliche Konfiguration festgelegt 
und damit das Fundament fiir die folgenden Konstruktionsschritte vorhanden. 

Die Raumelemente (Punkte, Geraden, Ebenen) kann man miteinander 
schneiden und verbinden. AIle derartigen Aufgaben heiBen Lageaufgaben, zum 
Unterschied von den metrischen Aufgaben, welche das Messen voraussetzen, 
also mit Langen und Winkeln zu tun haben. Diese Einteilung der Grundauf-
gaben in zwei Klassen ist fundamental, indem die Probleme derselben Klasse 
auch mit gleichartigen Hilfsmitteln gelost werden. 

Zwei Raumelemente ergeben so durch die Prozesse des Schneidens und Ver-
bindens ein neues Raumelement gemaB folgender Tabelle: 

Punkt Gerade Ebene 

Punkt Verbindungsgerade Verbindungsebene 

Gerade ( Schnittpunkt ) 
aufgespannte Ebene 

DurchstoBjmnkt 

Ebene Schnittgerade 

Bemerkung: Zwei Geraden ergeben nur dann ein neues Raumelement, wenn 
sie nicht windschief sind; dann bestimmen sie aber im allgemeinen gleich zwei 
Raumelemente, namlich ihren Schnittpunkt und die von ihnen aufgespannte 
Ebene. Es kann Grenzfall der parallelen Geraden eintreten; diese bestimmen 
wohl eine Ebene, aber keinen (endlichen) Schnittpunkt. 

Wir lOsen nun obige Aufgaben im Grund- und AufriBverfahren. 
3. Verbindungsgerade von zwei Punkten. 1st in § 2 enthalten. 
4. Verbindungsebene eines Punktes P und einer Geraden a. 

Man wahle auf a einen Hilfspunkt A. Die Ebene wird dann aufgespannt durch 
a und die Gerade AP. 

5. Schnittpunkt und aufgespannte Ebene zweier Geraden. 
1st bereits in § 2 enthalten. 

6. Durchstof3punkt einer Geraden g mit einer Ebene ot 

(Fig.9). Man konstruiert die erste Deckgerade d von g, welche in der Ebene ot 

liegt (GrundriB d'=g', AufriB d" dann gemaB Grundaufgabe 1). Der Schnitt-
punkt von g und d ist der gesuchte DurchstoBpunkt D. Ebensogut konnte man 
natiirlich die zweite Deckgerade verwenden. 

7. Schnittgerade von zwei Ebenen ot und fJ. Wir behandeln 
zunachst einen haufig auftretenden Spezialfall. Er besteht darin, daB von vorn-
herein ein gemeinsamer Punkt P der beiden Ebenen bekannt sein 5011, etwa 
indem die vier Geraden, welche ot und fJ aufspannen, von P auslaufen. 
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Methode der Spuren. Man legt eine Hilfsebene n und bestimmt die Schnitt-
geraden a, b von (x, (3 mit n, welche auch die Spuren von (x, (3 in der Ebene n 

Fig. 9 

heiBen. Dies gelingt ohne weiteres, wenn n eine (erste oder zweite) prbjizierende 
Ebene ist. Der Schnittpunkt Q der beiden Spuren a, b ist ein zweiter Punkt der 

-" 

Fig. 10 

gesuchten Schnittgeraden s. In Fig. 10 wurde n speziell als erste Hauptebene 
angenommen und durch den AufriB nil gegeben. Die Aufrisse a", b" fallen in 
nil, die Grundrisse findet man nach Grundaufgabe 1. 
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1m' allgemeinen Fall kann man nun diese Methode der Spuren zweimal an-
wenden, indem man noch eine zweite Hilfsebene wahlt. 

Bei manchen Aufgaben ist es zweckmaBig, das Problem « Schnittgerade» 
durch das Problem «DurchstoBpunkh zu ersetzen und umgekehrt: 

Schnittgerade zuruckgefuhrt auf DurchstofJpunkt. Urn zwei Ebenen miteinan-
der zu schneiden, wahle man in der einen eine Gerade und durchstoBe diese mit 
der anderen. Der DurchstoBpunkt ist ein erster Punkt der gesuchten Schnitt-

Fig. 11 

geraden; Wiederholung des Verfahrens liefert einen zweiten Punkt. Als Beispiel 
wurde in Fig. 11 die Verschneidung eines Parallelogramms mit einem Dreieck 
konstruiert. Es wurde die Gerade a mit der Parallelogrammebene und die 
Gerade b mit der Dreiecksebene durchstoBen. Die Sichtbarkeit wird mit Hilfe 
der Dberkreuzungsstellen entschieden. Zum Beispiel fillt im GrundriB der 
Parallelogrammpunkt A mit dem Dreieckspunkt B zusammen. Der AufriB 
zeigt, daB B h6her liegt als A, also verschwindet an dieser Stelle im GrundriB 
die Parallelogrammkarite unter der Dreieckskante. 

DurchstofJpunkt zuruckgefuhrt auf Schnittgerade. Urn eine Gerade g mit einer 
Ebene oc zu durchstoBen, lege man beliebig eine Hilfsebene p durch g und be-
stimme die Schnittgerade von oc und p. Ihr Schnittpunkt mit gist der gesuchte 
DurchstoBpunkt. In Fig. 12 haben wir nach diesem Verfahren die DurchstoB-
punkte einer Geraden g mit einer Pyramide ermittelt. Urn zum Beispiel den 
DurchstoBpunkt von g durch die Seitenebene oc zu konstruieren, soIl nach dem 
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eben Gesagten eine Hilfsebene (:J durchg gelegt werden. Wir benutzen die vor-
handene Freiheit, indem wir (:J speziell durch die Pyramidenspitze S legen. 
(Grundaufgabe4: (:J= Verbindungsebene von Sundg. Der Hilfspunkt P wurde 
speziell in derselben Hohe wie S gewahlt.) Diese Wahl von (:J hat den Vorteil, 
daB S bereits gemeinsamer Punkt von IX und (:J ist, so daB wir zur Konstruktion 
der Schnittgeraden s von IX und (:J die Methode der Spuren anwenden konnen. 
Es werden also die Spuren von IX und (:J in der ersten Hauptebene'JZ ( = Stand-
ebene der Pyramide) ermittelt. (Die Spur b von (:J verHiuft als erste Hauptgerade 

Ii" 

Fig. 12 

parallel zu der schon vorhandenen Hauptgeraden hi.) Der Schnittpunkt der 
beiden Spuren ergibt einen weiteren Punkt der Schnittgeraden s, welche aus g 
den gesuchten DurchstoBpunkt schneidet. 

Parallelenprobleme. Die folgenden Aufgaben, in denen der Begriff 
«(parallel» vorkommt, rechnen wir ebenfalls zu den Lageaufgaben. 

Aufgabe 3'. Durch einen Punkt die Parallele zu einer gegebenen Geraden 
zu legen. 

Aufgabe 4'. Durch einen Punkt P die Parallelebene zu einer gegebenen 
Ebene IX (aufgespannt durch a und b) zu legen. 

Losung: Die Parallelen zu a und b durch P spannen die gesuchte Ebene auf. 
Aufgabe 4". Durch eine Gerade a die Parallelebene zu einer gegebenen 

Geraden b zu legen. 
Losung: Hilfspunkt A auf a wahlen und durch A die Parallele zu b legen; 

diese spannt mit a zusammen die gesuchte Ebene auf. 
Diese Aufgaben konnen als Grenzfille der friiher behandelten Grundauf-

gaben 3 und 4 angesehen werden. Wir zeigen dies etwa fUr 4". Man denke sich auf b 
einen laufenden Punkt P gewahlt und die Verbindungsebene von a mit P 
konstruiert. Strebt nun P auf bins Unendliche, so geht diese Verbindungs-
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ehene in die vedangte Parallelebene uber. Bei Aufgabe 4' hiitte man analog in oc 
eine laufende Gerade zu betrachten, welche unendlich fern wird. Wir merken 
uns: 

7. Probleme, in welchen der Begrifl vorkommt, sind als Grenz/aUe zu 
behandeln. 

Dies gilt auch dann, wenn zwar das Wort «parallel» nicht auf tritt, aber der 
Begriff «parallel» trotzdem versteckt vorkommt. So gew6hne man sich zum 
Beispiel daran, Prisma und Zylinder immer als Pyramide bzw. Kegel mit un-
endlich ferner Spitze anzusehen. 

_______ ____ ____ __ ____ ____ 

Fig. 13 

Anwendungen. Die Lageaufgaben treten auf bei Verschneidungen von Poly-
edern und bei Schattenaufgaben. InFig. 13 wurde eine reguHire 6-seitige Pyramide 
mit einer Ebene IX geschnitten. (IX ist durch eine erste und eine zweite Haupt-
gerade aufgespannt.) Zuniichst wurde mit Hilfe einer zweiten Deckgeraden die 
Pyramidenkante g mit IX durchstoJ.'len, was eine erste Ecke D des Schnitt-Sechs-
ecks ergibt. Sodann hat man IX mit der anliegenden Pyramidenseite {J geschnitten. 
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Da D bereits Puhkt der Schnittgeraden ist, kann die Methode der Spuren ange-
wendet werden: Die Spuren a, b von ex, {J in der Grundflachenebene n schneiden 
sich in einem weiteren Punkt der gesuchten Schnittgeraden s, we1che dann eine 
zweite Ecke E des Schnitt-Sechsecks liefert. Mit Hilfe von E bestimmt man dann 
analog wie bei D die folgende Seite der Schnittfigur usw. 

Fig. 14 

Fig. 14 zeigt den Schatten eines Schornsteins auf eine Dachflache (= dritte 
projizierende Ebene). Konstruiert wurde im Auf- und SeitenriB. Gewahlt wurde 
die sogenannte 450-Beleuchtung oder konventionelle Beleuchtung, das heiBt, die 
Lichtstrahlen sind untereinander parallel und fallen in beiden Projektionen 
unter 45° ein. U m den Schatten .if von A zu finden, muB der Lichtstrahll mit der 
Dachflache durchstoBen werden. 

p' = Penrlelachse .jJ 
_-

" 

Fig. 15 

Fig. 15,' Durchdringung einer regularen dreiseitigen Pyramide mit einem drei-
seitigen Prisma. Beide Grundflachen liegen in der GrundriBebene, und die Kon-
struktionen wurden im GrundriB allein ausgefiihrt. Es muB zum Beispiel die 
Prismenkante g mit der Pyramide durchstoBen werden. Dies geschah nach der 
Methode der Fig. 12, indem durch g und die Pyramidenspitze 5 eine Hilfsebene {J 
gelegt wurde. {J kann aufgespannt werden durch g und die Parallele P durch S 
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zu den Prismenkanten; der DurchstoBpunkt D von p mit der GrundriBebene 
wurde in Fig.l5 willkiirlich angenommen. Die Spur b von fl in der GrundriBebene 
liefert nach dem Muster von Fig.l2 die gesuchten DurchstoBpunkte. 

Urn umgekehrt die DurchstoBpunkte einer Pyramidenkante f mit dem 
Prisma zu finden, wurde dasselbe Verfahren angewendet, das heiBt ei· e Hilfs-
ebene y durch fund die (unendlich ferne) Prismenspitze gelegt. y Hiuft also durch 
f parallel zu den Prismenkanten und kann aufgespannt werden durch fund die 
oben benutzte Parallele p. y schneidet aus dem Prisma zwei Mantellinien 
(= Parallele zu den Kanten), deren Schnittpunkte mit f wieder die verlangten 
DurchstoBpunkte sind. 

Da aIle Hilfsebenen fl, y. .. durch p gehen, also urn pals Achse pendeln, 
spricht man vom Pendelebenenverfahren und nennt p die Pendelachse. Sum-
marisch ausgedriickt, besteht somit unser Konstruktionsverfahren darin, daB 
man die Pendelachse p durch die Spitze der Pyramide und parallel zu den Pris-
menkanten zieht und dann Pendelebenen durch p und die Kanten des einen Kor-
pers legt; diese schneiden aus dem anderen Korper Mantellinien. 

Obungen, stereometrische Losung. Die folgenden Probleme fiihren nur auf Lage-
aufgaben. Bevor man mit der Zeichnung beginnt, hat man sich die stereometrische 
Losung zu iiberlegen. Diese besteht darin, daB man die vorgelegte Aufgabe in Ge-
danken in die ein'zelnen oben behandelten Grundaufgaben zerlegt. Diese Arbeit be-
ruht auf der Raumvorstellung; die darstellende Geometrie kann dabei nicht helfen. 

1) Durch drei gegebene Punkte die Ebene zu legen. 
2) Gegeben zwei windschiefe Geraden a, b und eine Richtung I. Man kon-

struiere eine Parallele zu I, welche a und b schneidet (auch «gemeinsame Trans-
versale» von a und b parallel zu 1 genannt). Stereometrische Losung: Ebene 01: 

durch a parallel zu I, DurchstoBpunkt D von 01: und b. Gesuchte Gerade geht durch 
D parallel zu I. 

3) Gegeben drei windschiefe Geraden. Man konstruiere ein Parallelepiped 
(Korper, begrenzt von 6 Parallelogrammen), von dem drei Kanten auf diesen 
Geraden liegen. 

4) Gegeben ein Parallelepiped und eine Richtung I. Unter Beibehaltung einer 
Seitenfliiche verwandle man den Korper in ein volumengleiches Parallelepiped, 
welches Kanten parallel zu 1 besitzt. 

5) Gegeben eine vierseitige Pyramide. Gesucht eine Ebene, welche aus ihr 
ein Parallelogramm schneidet. Darstellung des Schnittes. 

6) Schnitt eines Prismas mit einer Ebene. 
7) Durchdringung einer Pyramide (Grundfliiche in der GrundriBebene) mit 

einer zweiten Pyramide, deren Grundfliiche in der SeitenriBebene liegt. Zur 
Losung: Pendelachse = Verbindungsgerade der beiden Spitzen. 

§ 4. Metrische Aufgaben 

Grundaufgabe 8. Eindimensionale Probleme. Darunter verstehen wir das 
Messen auf einer Geraden g, welche allgemein im Raum liegt. Beispiel: Be-
stimmung der wahren Lange einer durch ihre Endpunkte gegebenen Strecke, 
oder Abtragen einer gegebenen Lange auf einer gegebenen Geraden g. Diese 
Aufgaben werden mit Hilfe des Profildreiecks gelost. In Fig.16a ist anschaulich 
im Koordinatensystem x, y,z eine Gerade g dargestellt, auf welcher zwei 
Punkte A, B gewahlt wurden. Das schraffierte Profildreieck ist bei H recht-
winklig; wir merken uns von ihm die folgenden Eigenschaften: 
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1) Die horizontale Kathete AH ist gleich dem GrundriB A' B' der Strecke 
AB. 

2) Die vertikale Kathete H B ist gleich der Differenz L1z der z-Koordinaten 
von A und B. 

3) Die Hypotenuse ist gleich der wahren Lange der Strecke AB. 

--.c:::===---
8 J 

Fig.16a 

In Fig.16b solI nun die wahre Lange einer 
im Grund- und AufriB gegebenen Strecke AB 

o 

ermittelt werden. Man konstruiert sich zu die- x 

A' 

sem Zweck irgendwo das Profildreieck in wah- Fig. 16 b 

rer GroBe aus seinen Katheten, indem man 

!J" 

A'B' im GrundriB und L1z im AufriB abmiBt. Die Hypotenuse ist dann die ge-
suchte wahre Lange. Fig. 16 b zeigt zwei bequeme AusfUhrungen dieser Idee: Ein 
erstes Mal wurde das Profildreieck an A' B' und ein zweites Mal an H" B" an-
gehangt. AuBerdem wurde in der Figur noch eine gegebene Lange s von A aus 
auf g abgetragen (Endpunkt P). 

Wir miissen hier noch den Leser vor einer Ungeschicklichkeit bewahren,: 
Urn zum Beispiel den Mittelpunkt einer im Raum liegenden Strecke zu finden, 
braucht man das Profildreieck nicht, sondern man kann einfach die Mitte im 
GrundriB und im AufriB nehmen. Allgemeiner: 

8. Das T eilverhiiltnis von drei Punkten einer Geraden ist gleich dem T eilver-
hiiltnis ihrer Grundrisse. Dasselbe gilt nattirlich fUr Auf- oder SeitenriB. 

Grundaufgabe 9. Zweidimensionale Probleme. Es handelt sich urn das 
Messen in einer Ebene rx, welche allgemein im Raum liegt. Beispiele: Wahre 
GroBe eines Winkels, Konstruktion einer Winkelhalbierenden, Abstand eines 
Punktes von einer Geraden, wahre GroBe eines Dreiecks. Diese Aufgaben wer-
den gelost, indem man die Ebene rx urn eine ihrer ersten Hauptgeraden hl als 
Achse dreJ::tt, bis sie parallel zur GrundriBebene wird. (( U mklappen) von rx.) N ach 
der Drehung erscheinen dann aIle Figuren der Ebene im GrundriB in wahrer 
GroBe. Ebensogut kann man aber rx urn eine zweite bzw. dritte Hauptgerade 
drehen und parallel zur AufriB- bzw. SeitenriBebene machen. Zur konstruktiven 
DurchfUhrung brauchen wir folgenden Hilfssatz: 
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9. Wenn zwei Geraden a und b im Raum zueinander senkrecht sind und die 
eine Gerade (etwa a) eine erste H auptgerade ist, so stehen auch die Grundrisse a', b' 
senkrecht aufeinander. 

z 

x 

Fig. 17 

Beweis: Falls a und b windschief sind, verschieben wir diese Geraden zu-
nachst parallel, bis sie sich schneiden. Dabei verschieben sich die Grundrisse 

---'7('-'-'-'--- -'-'-'1l;-----
8" , b" 

ebenfalls parallel. Es geniigt daher, den Satz zu beweisen fiir zwei Geraden, 
welche sich schneiden (Fig. 17). a ist erste Hauptgerade Also ist a senkrecht 
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zur Vertikalen v. Aus ai-b und ai-v folgt, daB a normal steht zu der von b und v 
aufgespannten Ebene p. Diese Ebene enthalt als erste projizierende Ebene den 
GrundriB b', also ist ai-b' . Da a' parallel zu a ist, folgt endlich a'i-b'. 

In Fig. 18 soll nun eine Ebene ex. (aufgespannt durch a und b) umgeklappt 
werden. Zunachst wurde die Drehachse hI als beliebige erste Hauptgerade der 

z 

IlZ hH 
I 

h;-- ----- -

o Oo---+----_y 
o y 

00--+---+--_)' 
o--+---+--_y 

)( 
x 

Fig.19a 

p' 

i, 
h, 

Fig.19b 

Ebene konstruiert (Grundaufgabe 1). Urn nun P umzuklappen, wurde das 
Lot P F von P auf die Drehachse hI gefallt, was nach obigem Hilfssatz 9 ge-
schieht, indem man im GrundriB das Lot von P' auf zieht. Die wahre Lange 

Fig. 20 

d des Lotes wurde mit Hilfe des schraffierten Pro-
fildreiecks gefunden. Die gedrehte Lage (P) von. P 
wird nun erhalten, indem man d von F aus senkrecht 
zur Drehachse in wahrer Lange abtragt. 

SoH ein zweiter Punkt Q der Ebene umgeklappt 
werden, so braucht man die Konstruktion nicht zu 
wiederholen. Man zieht statt dessen die Verbindungs-
gerade P Q und beachtet, daB ihr Schnittpunkt T 
mit der Achse bei der Drehung fest bleibt. Daher 
liegt (Q) auf T(P). Diese Konstruktion versagt nur, 
wenn ex eine erste projizierende Ebene ist. Fig.19a 
zeigt die Umklappung einer solchen ersten projizie-
renden Ebene und Fig.19b die Umklappung einer 
zweiten projizierenden Ebene. 

Grundaufgabe 10. N ormalenproblem. Zu einer 
gegebenen Ebene ex soll eine Normale n konstruiert 
werden. Dies ist das einzige dreidimensionale Pro-

blem, welches als metrische Grundaufgabe auftritt. In Fig. 20 wurde ex durch 
eine erste und eine zweite Hauptgerade aufgespannt. (Falls ex zunachst durch zwei 
beliebige Geraden gegeben ist, greife man eben nach Grundaufgabe 1 eine erste 
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und eine zweite Hauptgerade heraus.) Jede Normale n steht senkrecht zu hI> 
also ist gemaB Hilfssatz 9 auch n'..lhi. Analog gilt nlf..lh;. 

Fig. 20 enthalt natiirlich auch umgekehrt die Konstruktion einer Normal-
ebene oc zu einer gegebenen Geraden n. 

Fig. 21 

Fig.21 zeigt als Anwendung der drei metrischen Grundaufgaben die Kon-
struktion eines Wiirfels, der auf einer durch ihre Hauptgeraden gegebenen Ebene 
oc steht. Losung: Konstruktion eines Punktes A in oc (A' gewiihlt, A If mit Hilfe 
der zweiten Hauptgeraden h2). Umklappung von oc und damit (A). Wahl eines 
Quadrates in der Umklappung mit einer Ecke in (A). Zuriickklappen des Qua-
drats ergibt den GrundriB der Grundfliiche des Wiirfels. AufriB derselben nach 
Grundaufgabe 1. Normale n in A zu oc und Wahl eines Punktes B auf ihr. Mit 
Hilfedes Profildreiecks von A B Abtragen der Quadratseite a auf n. 

Abstande und Winkel. Zwei Raumelemente bestimmen eine metrische 
GroBe gemaB folgender Tabelle: 

Punkt I Gerade I Ebene 

Punkt Strecke Abstand Punkt-Gerade I Abstand Punkt-Ebene 

Gerade Winkel, N eigungswinkel 
kiirzester Abstand· 

Ebene I Schnittwinkel 
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Wir formulieren noch die stereometrische L6sung dieser Aufgaben. 
a) Strecke. Eindimensionales Problem, Profildreieck! 
b) Abstand Punkt-Gerade. Ebene ('f. durch den gegebenen Punkt P und die 

gegebene Gerade g legen; damit zweidimensionales Problem, also ('f. umklappen. 
Oder Normalebene w durch P zu g, DurchstoBpunkt D von g und w, wahre 
Lange PD. 

c) Abstand Punkt-Ebene. Normale n zur gegebenen Ebene ('f. durch den ge-
gebenen Punkt P, DurchstoBpunkt D von n und ('f., wahre Lange PD. 

Fig. 22 

d) Winkel zweier Geraden a, b. Durch einen beliebigen Punkt P die Paral-
lelen ao, bo zu a, b legen. Ebene ('f., aufgespannt durch ao, bo umklappen und den 
Winkel messen. Hier notieren wir noch das Prinzip: 

10. Zur Losung von Aufgaben, bei welchen nur die Richtungen oder Zwischen-
winkel von Geraden eine Rolle spielen, verschiebe man alle Geraden (auch die ge-
suchten!) parallel an einen fest gewiihlten Raumpunkt. 

e) Kiirzester Abstand vonzwei windschiefen Geraden a, b. Parallelebene ('f. 

durch a zu b, Normale n zu ('f. durch einen Punkt B von b; Ebene p, aufgespannt 
durch b, n, mit a in D durchstoBen. Parallele zu n durch D ergibt Lage des 
kiirzesten Abstands. (Durchfiihrung in Fig. 22, a wurde als erste Hauptgerade 
angenommen.) . 

f) Neigungswinkel einer Geraden g zu einer Ebene ('f.. Hier merken wir uns 
folgendes Grundprinzip: 

11. Bei Winkelaufgaben ersetze man eine Ebene durch ihre Normale. Sei also 
n irgendeine Normale zu ('f.. Der Winkel zwischen n und g (Aufgabe d)) ist das 
Komplement des gesuchten Neigungswinkels. 
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g) Schnittwinkel zweier Ebenen. Nach demselben Grundprinzip ermitteln 
wir statt dessen den Winkel zwischen den Normalen zu beiden Ebenen. 

Zylinder, Kugel. Diese Flachen treten gelegentlich bei Aufgaben als 
geometrische Orter auf. Es sollen daher noch einige Konstruktionen an diesen 
Flachen entwickelt werden, wobei allerdings der Zylinder nicht gesondert be-
handelt wird. Er ist stets als Kegel mit unendlich ferner Spitze aufzufassen 
(vgl. § 3, Parallelenprobleme). 

j,J" $" 

__ __________ __ -r_Tn 

Fig. 23 Fig. 24 

Fig.23: DurchstoBpunkte einer Geraden g mit einem geraden Kreiskegel. 
Konstruktion analog wie beim entsprechenden Problem fiir die Pyramide 
(Fig. 12) : Man legt eine Hilfsebene fJ durch g und die Kegelspitze, weiche aus 
dem Kegel zwei Mantellinien schneidet. 

Fig.24: Gesucht cine Tangentialebene i an einen gegebenen Kegel, weiche 
parallel zu einer gegebenen Richtung list. 

Losung: J ede Tangentialebene an einen Kegel geht durch die Spitze S, also 
muB die gesuchte Tangentialebene durch die Gerade p gehen, weIche parallel 
zu l durch S gelegt wurdc. 1st D der DurchstoBpunkt von p mit der Grundkreis-
ebene n, so ist die Spur t der gesuchten Tangentialebene i in n daher die Tan-
gente von D aus an den Grundkreis. i beriihrt den Kegellangs der Mantellinie 
m. Man erhalt zwei Losungen. 

Die Figur kann auch aufgefaBt werden als die Konstruktion der Eigen-
schattengrenze des Kegels, wenn die Lichtstrahlen parallel zu l einfallen. Denken 
wir uns namlich durch irgendeinen Punkt von m den Lichtstrahl gelegt, so 
liegt dieser Strahl in i, streift daher den Kegel. Also trennt m den beleuchteten 
vom unbeleuchteten Teil des Kegels. 

Fig.25: DurchstoBpunkte einer Geraden g mit einer Kugel. Man legt wie 
immer cine Hilfsebene IX durch g, weiche hier als erstc projizierende Ebene 

Stiefel 3 
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gewahlt wurde. oc schneidet einen Kleinkreis k aus der Kugel, der in der Um-
klappung von oc (Drehachse hI) leicht gezeichnet werden kann. Die in dieser 
Umklappung konstruierten Schnittpunkte von g und k sind die DurchstoB-
punkte P,Q. 

8" g' 

(8)' 

Fig. 25 

Obu.ngen 
1) Man konstruiere eine Kugel, von der das Zentrum und eine Tangente ge-

geben sind. 
2) An eine Kugel durch eine gegebene Gerade die Tangentialebenen zu legen. 
3) Man konstruiere zwei zueinander senkrechte windschiefe Geraden und 

stelle das regulare Tetraeder dar, von dem zwei Kanten auf diesen Geraden 
liegen. 

4) Gesucht auf einer gegebenen Geraden ein Punkt, dessen z-Koordinate 
doppelt so groB ist wie sein Abstand von der z-Achse. 

5) Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, von dem die Endpunkte der 
Hypotenuse gegeben sind, wahrend die dritte Ecke auf einer gegebenen Geraden 
liegen soIl. 

6) Gegeben ein Punkt P und eine Gerade g. 
a) Gesucht eine Gerade durch P, welche g schneidet und von einem gege-

benen Punkt A einen gegebenen Abstand hat. 
b) Gesucht eine Gerade durch P, welche g schneidet und von einer gegebenen 

Geraden a einen gegebenen Jdirzesten Abstand hat. 
7) Durch eine gegebene Gerade eine Ebene zu legen, welche einen gegebenen 

Winkel mit der GrundriBebene bildet. 
8) Gegeben zwei windschiefe Geraden a, b und eine Ebene ct. Gesucht eine 

Parallele zu ct, welche a und bunter gleichen Winkeln schneidet (Grundprinzip 
10 anwenden). 
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§ 5. des Kreises, Ellipse 

In Fig. 26 wurde eine Ebene ex gegeben durch die erste Hauptgerade hi und 
den Punkt B. (Es wurde nur der GrundriB gezeichnet.) M sei der FuBpunkt des 
Lotes von B aus auf hI" Es soli der Kreis mit dem Zentrum M dargestellt wer-
den, welcher in ex liegt und durch B geht. Zu diesem Zweck wird nach Grund-
aufgabe 9 die Ebene ex urn hi als Drehachse umgeklappt, wobei B nach (B) kom-

'I 
(8)' 

Fig. 26 

men moge. (In Fig. 26 wurde (B)' angenommen.) In der Umklappung kann der 
Kreis gezeichnet werden; wir bezeichnen seinen Radius mit 

a=M'(B)' und setzen noch b=M'B'. (I) 

Urn einen allgemeinen Kreispunkt (P) zuriickzuklappen, der Punkt T 
auf der Drehachse benutzt (siehe Grundaufgabe 9) und damit der allgemeine 
Punkt P' des Grundrisses unseres Kreises gefunden. Die Anwendung des 
Strahlensatzes auf die von T'atislaufenden Strahlen ergibt 

H'P' M'B' b b -_. also H'P' = -- H'(P}'. 
H'(P)' M'(B)' a' a (2) 

In der Figur wurde noch ein Koordinatensystem ;,1] in der Zeichenebene ge-
wahlt, und es sollen nun die Koordinaten ;,1] von P' berechnet werden. Das 
rechtwinklige Dreieck M'H'(P)' liefert uns 

;=M'H' = a cosf{J, H'(P)' = a sinf{J. (3) 

Aus (2) und (3) folgt 

H 'P' b H'(P}' b. b . 1]= =(i =(iaSlllf{J= Slllf{J. 
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Somit finden wir das Resultat 

I ; = acoscp, 1) = bsincp I (4) 

Lassen wir P den Kreis durchlaufen, variieren also cp, so beschreibt der 
GrundriB P' eine Kurve, eben den GrundriB des Kreises. Die Formel (4) ist 
also die Parameterdarstellzmg dieser Kurve mit dem Parameter cpo Wir be-
rechnen durch Elimination von cp noch die Gleichung der Kurve: 

1]. a = coscp, b = smcp. 

Quadrieren und addieren dieser beiden Gleichungen ergibt, da cos2 cp + sin2cp 
=1 ist: 

(5) 

Eine Kurve mit dieser Gleichung nennt man in der ebenen analytischen Geo-
metrie eine Ellipse; a=M'A' heiBt die groBe und b=M'B' die kleine Halb-
aehse. Fig. 26 zeigt noch, wie man durch Zuruckklappen der Kreistangente (t)' 
die Ellipsentangente t' in P' findet. Wir fassen zusammen: 

A' 

Fig.2i 

12. Der GrundrifJ eines allgemein im Rattm liegenden Kreises ist eine Ellipse; 
ihre grofJe Halbaehse liegt im GrundrifJ der ersten Hauptgeraden der Kreisebene, 
welehe dureh das Kreiszentrum laujt, und ist so lang u·ie der Kreisradius. Ent-
sprechendes gilt fUr den Auf- oder SeitenriB. 

In Fig.27 werden einige Eigenschaften der Ellipse hergeleitet; die Figur 
ist zunachst rein planimetrisch aufzufassen. 
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Konstruktion der Ellipse aus den Halbachsen a,b (Fig.27). Man zeichnet die 
zwei Kreise mit den beiden Halbachsen als Radien. Ein beliebiger Strahl durch 
den Mittelpunkt schneide den groBen Kreis in PI und den kleinen in P2• Dann 
schneiden sich die Parallele zur groBen Halbachse durch P2 und die Parallele 
zur kleinen Halbachse durch PI in einem Ellipsenpunkt P'. Beweis: Fur die 
Koordinaten des so konstruierten Punktes findet man 

; = M'H1 =.lWP1cosrp = acosrp, 17 = HIP' = H2 P2 ";' M'P2 sincp = bsincp 

in 'Obereinstimmung mit (4). Urn auch noch die Ellipsentangente t' in P' zu 
finden, haben wir die Konstruktion mit dem Strahl M' QI' welcher aus M' PI 
durch Drehung urn 900 hervorgeht, wiederholt. Damit wird ein zweiter Ellipsen-
punkt Q' gefunden. Dann ist t' parallel zu M' Q'. Beweis: Wir fassen die Ellipse 
wieder wie in Fig.26 als GrundriB eines Kreises auf. PI und QI sind dann die 
Umklappungen (P), bzw. (Q)' der Kreispunkte P,Q. Da nach Konstruktion 
M'P1=M'(P)' senkrecht zu M'QI=M'(Q)' ist, sind MP und MQ zwei senk-
rechte Radien des im Raum gelegenen Kreises. Also ist die Kreistangente t 
in P parallel zum Radius MQ und somit ihr GrundriB t' (=Ellipsentangente) 
parallel zu M'Q'. 

Konjugierte Durchmesser. Zwei Durchmesser einer Ellipse nennt man kon-
jugiert, wenn die Ellipsentangenten in den Endpunkten des einen Durchmes-
sers parallel zum anderen Durchmesser sind. In Fig.27 sind also die beiden 
Durchmesser d, e, welche von P' und Q' ausgehen, konjugiert. Wir bestimmen 
noch fUr spatere Anwendungen die Koordinaten der Endpunkte konjugierter 
Durchmesser. Fur P' haben wir nach Formel (4) 

P' (acosrp, bsinrp). 

Die Koordinaten von Q' erhalten wir, indem wir rp durch (rp+900) ersetzen; 
wegen cos (rp + 900) = - sin rp und sin (rp + 900) = cos rp folgt also 

Q'(--asincp, bcosrp). 

Somit: Endpunkte konjugierter Durchmesser einer Ellipse: 

P' (a cos rp, bsin rp) 
Q'(-asincp, bcosrp) 

Als ResuItat halten \vir noch fest: 

vgl. Fig. 27. (6) 

13. Die Grundrisse '/Jon zwei senkrechten Kreisdurchmessern sind konjugierte 
Durchmesser der GrundrifJellipse des Kreises. Entsprechendes gilt fUr Auf- und 
SeitenriB. 

Konstruktion der Ellipse aus der grofJen H albachse M' A' und einem Punkt P'. 
(Fig.27). Man zeichnet den Kreis uber der groBen Halbachse, zieht P' PI senk-
recht zu M' A 'und schneidet M' PI mit der Parallelen zu M' A' durch P' in P 2' 

Dann ist M' P 2 die kleine Halbachse. 
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Fig.28 zeigt nun im Grund- und AufriBverfahren die Darstellung eines 
Kreises, welcher durch seine Ebene rx, seinen Mittelpunkt M und seinen Radius r 
gegeben ist. (rx wurde durch die beiden Hauptgeraden in M gegeben.) GemiiB 
obigem Satz 12 liegt die groBe Halbachse der GrundriBellipse in und hat die 
Liinge r, womit ein erster Kreispunkt U (AufriB auf hn bekannt Dieselbe 

II; 

II' 2 

Fig. 28 

Dberlegung fUr den AufriB liefert einen zweiten Kreispunkt V. Von der Grund-
riBellipse kennt man jetzt die groBe Halbachse und einen Punkt V', kann sie also 
durch Anwendung der eben beschriebenen Konstruktion zeichnen. Analog ver-
Hihrt man fUr die AufriBellipse. In der Figur wurde noch die Kreisachse m ein-
gezeichnet. (Das ist die Normale zur Kreisebene durch das Kreiszentrum.) 
Satz 12 liiBt sich dann auch so formulieren: 

14. Die grofJe Halbachse der GrundrifJellipse eines Kreises steht senkrecht auf 
dem GrundrifJ der Kreisachse. Analoges gilt fiir die zweite oder dritte Projektion. 
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§ 6. Umprojizieren (Transformationen) (vgl. § 1) 

In Fig. 29 ist im Grund- und Aufri13 ein Wurfel dargestellt, von dem eine 
Seitenflache parallel zur Aufri13ebene liegt. Wir wollen ein neues Bild des Kor-
pers entwerfen und wahlen zu diesem Zweck eine Normalebene n zur Grundri13-
ebene (erste projizierende Ebene) als neue Projektionsebene. Der Gegenstandsoll 
normal auf die Ebene n projiziert und dann n urn die Hauptgerade hI als Dreh-
achse umgeklappt werden. Die Konstruktion wurde fUr den Punkt P ange-

Fig. 29 

geben: Die Normalprojektion von P auf n ist der Punkt Q; er hat dieselbe 
Kotendifferenz LIz gegenuber der Drehachse wie P selbst. Indem man LIz 
im Aufri13 abmi13t und von n' aus abtragt, erhiilt man die gesuchte Umklap-
pung (Q), welche die gewunschte neue (vierte) Projektion p4 von P ist. Die erste 
und vierte Projektion sind nun wieder zugeordnete N ormalprojektionen; sie 
sind durch neue Ordnungslinien aufeinander bezogen. 

Ebensogut hatte man eine zweite projizierende Ebene als neue Projektions-
ebene einfUhren und urn eine zweite Hauptgerade umklappen konnen. Dieses Pro-
jizieren eines Gegenstands auf eine neue Projektionsebene, welche senkrecht 
au! einer der alten Projektionsebenen steht, wird kurz als Umprojizieren bezeich-
net. Wir merken nns die Regeln: 

1) Die neuen Ordnungslinien stehen senkrecht zum Ri13 der neuen Projek-
tionsebene. 
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2) Man wahle im wegfallenden RiB (in Fig. 29 der AufriB) ein «Niveau» NN 
senkrecht zu den alten Ordnungslinien, messe die Kotendifferenzen beziiglich 
NN in der Richtung der alten Ordnungslinien und trage sie im neuen RiB in der 
Richtung der neuen Ordnungslinien auf. 

Das Umprojizieren \\jrd oft verwendet, urn sich die Lasung von Konstruk-
tionsaufgaben zu erleichtem. Fig.30 illustriert an einem Beispiel, wie das ge-
meint ist. Es solI eine im Grund- und AufriB gegebene Kugel durch eine ge-
gebene Ebene (X abgeschnitten werden. Wir vereinfachen die Konfiguration, 

Fig. 30 

indem wir eine neue Projektionsebene n (erste projizierende Ebene) senkrecht 
zu (X wahlen. (n' ist also senkrecht zum GrundriB der ersten Hauptgeraden 
von (X.) In der vierten Projektion ist dann (X projizierend, und der gesuchte 
Schnittkreis erscheint als Strecke. (Zur Konstruktion von (x' wurden die bei-
den Punkte A, B umprojiziert.) Da die erste und vierte Projektion wieder zu-
geordnete Normalprojektionen sind, kann man in diesen beiden Projektionen 
wie im Grund- und AufriB konstruieren. So ergibt sich sofort der Mittelpunkt M 
und der Radius r des Schnittkreises und seine GrundriBellipse. AuBerdem ist 
noch folgendes zu beachten :'Der UmrifJ der Kugel wird in der ersten Projektion 
geliefert durch den GroBkreis k, welcher in einer ersten Hauptebene liegt. 1m 
Punkte U nun schneidet unser Schnittkreis den UmriBkreis k, wie man in der 
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vierten Projektion sieht. UheiBt daher erster UmrifJpunkt des Schnittkreises. 
In U' muB die GrundriBellipse k' beriihren, da sie nicht iiber k' hinaustreten 
kann. 

1m AufriB haben wir die kleine Halbachse der Ellipse konstruiert, indem 
wir auf der Geraden M F von ex den Radius r mit Hilfe eines Profildreiecks ab-
getragen haben. Die zweiten UmriBpunkte des Schnittkreises liegen in der 
zweiten Hauptebene' durch das Kugelzentrum; diese schneidet aus ex die 
zweite Hauptgerade auf welcher die gesuchten UmriBpunkte V, W liegen 
miissen. 

Ais wesentliches Ergebnis halten wir fest: 
15. Durck einmaliges Umprojizieren kann erreicht werden, dafJ eine gegebene 

Ebene projizierend wird oder dafJ eine gegebene Gerade Hauptgerade wird. 
(Urn eine Gerade g zur vierten Hauptgeraden zu machen, muB die neue 

Projektionsebene n parallel zu g aufgestellt werden.) 
Ebenso leicht sieht man ein: 
16. Durck einmaliges Umprojizieren kann erreicht werden, dafJ eine gegebene 

projizierende Ebene zur Hauptebene wird oder dafJ eine gegebene Hauptgerade 
projizierend wird, das keifJt in der neuen Projektion als Punkt erscheint. 

SchlieBlich kann man noch durch Umprojektion 15 und nachfolgende 
Umprojektion 16, das heiBt durch zweimaliges Umprojizieren, eine 
allgemeine Ebene zur Hauptebene oder eine allgemeine Gerade projizierend 
machen. Durchfiihrung und Anwendung seien dem Leser iiberlassen. 

2. Abschnitt: Axonometrie 

Diese Methode der darstellenden Geometrie dient dazu, von einem ge-
gebenen Gegenstand schnell ein anschauliches Bild zu entwerfen. Sie soIl nor-
malerweise nicht zur L6sung raumlicher Aufgaben benutzt werden. 

§ 1. Konstruktion eines Achsenkreuzes, 

In Fig.31 soIl im Auf- und SeitenriB ein Kreis dargestellt werden, welcher 
in der dritten projizierenden Ebene ex (gegeben durch den SeitenriB exlll ) liege; 
sein Mittelpunkt sei M und sein Radius sei die Langeneinheit 1. Urn den An-
schluB an die gebrauchlichen Bezeichnungen der Axonometrie zu finden, wurde 
aber der AufriB eines Punktes P nicht wie bisher mit P" sondern mit P be-
zeichnet. Der SeitenriB des Kreises ist eine Strecke in ex lll , deren Endpunkt Bill 
die Entfernung 1 von M'll hat. Die groBe Halbachse der AufriBellipse liegt 
horizontal und hat die Lange a= 1; der eben konstruierte Kreispunkt B liefert 
im AufriB den Endpunkt B der kleinen Halbachse b. 
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Ferner wurden im AufriB zwei orthogonale Kreisradien MX und MY dar-
gesteUt; X und Y werden nach Satz 13 am schnellsten als Endpunkte konju-
gierter Durchmesser der AufriBellipse gefunden. (Konstruktion gemaB Fig. 27, 
der Winkel 1J' wurde gewahlt.) 

Endlich wurde die Kreisachse z dargestellt, welche eine dritte Hauptgerade 
ist, und auf ihr die Langeneinheit von M bis Z abgetragen (M'll ZIff = 1). Der 
Neigungswinkel der Kreisachse zur AufriBebene wurde mit {} bezeichnet. 

Z'" 

t 

XIII 

Fig. 31 

Die drei Achsen x=MX, y=MYund z=MZ k6nnen nun als Koordinaten-
achsen eines raumlichen Kartesischen Koordinatensystems angesehen werden 
(vgl. 1. AbsGhnitt, § 1); es liegt allgemein im Raum und seine Einheitspunkte 
sind eben die drei Punkte X, Y, Z. Die Lage dieses Koordinatensystems ist 
durch die beiden Winkel 1J', {} eindeutig bestimmt; wir nennen sie die Euler-
s.chen Winkel des Koordinatensystems1). Der AufriB in Fig. 31 wird nun auch als 
axonometrisches Bild und speziell X, y, z als axonometrisches Achsenkreuz be-
zeichnet. 

Wir notieren noch die Koordinaten der Einheitspunkte X,Y,Z in dem in 
der Zeichenebene gewahlten 1]. 1m SeitenriB liest man ab: 

b = sin{}, t = cos{}, 

also ergibt sich unter Anwendung der Formeln (6) auf Seite 37 mit cp= 1800+ 1J': 

x (- cos '1', - sin {} sin "'); Y (sin 1J', - sin {} cos tp) ; Z (0, cos {}) . (7) 

1) In der Mechanik und Astronomie benutzt man noch einen dritten Eulerschen Winkel, 
welcher bei uns erst in § 5 eingefiihrt wird. 
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Die drei Strecken r=MX, s=MY, t=MZ geben an, wie die Langeneinheit 
sich auf den drei Achsen im axonometrischen Bild verkiirzt, man nennt daher 
r, s, t die Verkiirzungen. Aus (7) ergibt sich sofort fUr diese CroBen 

r=Vcos2'J1+sin2&sin2'IjJ, s=Vsin2'IjJ+sin2&cos2 'IjJ, t=cos&·1(8) 

Daraus folgt: 

r2 + S2 = cos2'IjJ + sin2& sin2'J1 + sin2'IjJ + sin2& cos2'IjJ 

= 1+ sin2&(sin2'J1+cos2tp), r2+s2=1+sin2&, t2=COS2&. (9) 

Nun ist 1+sin2& 1 und cos2& 1, also folgt: r2 + S2 t2• 

Wegen der Gleichberechtigung der dreiAchsen gilt daher allgemein: 
17. Die Summe von zwei Verkiirzungsquadraten ist mindestens gleich dem dritten 

Verkiirzungsquadrat. 
Durch Addition der beiden Resultate (9) folgt noch 

r2 + S2 + t2 = 1 + sin2 & + cos2 & = 1 + 1 = 2 : 

18. Die Summe der drei Verkiirzungsquadrate ergibt 2. 
Beispiel: In Fig. 31 wurde speziell gewahlt 'IjJ=600, &=30°. Die Formel (8) 

ergibt dann _ 

4 ' 
V13 s=-=090 

4 " 
t= V{ = 0,87. 

§ 2. Herstellung eines axonometrischen Bil4es 

In Fig.32b wurde das in Fig.31 gewonnene axonometrische Bild unseres 
Koordinatensystems wieder abgezeichnet; den SeitenriB in Fig.31 brauchen 
wir vorerst nicht mehr. Es sei nun ein Raumpunkt P durch seine Koordinaten 
x,Y,z in diesem Koordinatensystem gegeben (Fig. 32a). Wir wollen sein 
axonometrisches Bild bestimmen. Zu diesem Zweck werden in Fig.32b die 
richtig verkiirzten Koordinaten X, y, z parallel zu den Achsenbildern aufgetra-
gen. Es ist also 

x = 0,66· x, Y = 0,90· y, z = 0,87· z, 

oder allgemein x=rx, y=sy, z=tz. 

(10) 

(11) 

Diese Konstruktion ist richtig, da das axonometrische Bild ein AufriB ist, also 
gemaB Satz 8 auf Seite 28 zum Beispiel das Teilverhaltnis von drei Punkten 
auf der x-Achse gleich dem Teilverhaltnis ihrer axonometrischen Bilder ist. 
AIle Strecken auf der x-Achse werden also in demselben Verh1i.ltnis verkiirzt 
wie die Einheitsstrecke. Beim Auftragen der Koordinaten kommt man am 
Punkt PI vorbei; es ist dies das axonometrische Bild des Punktes P' der Fig. 32 a 
(PI = GrundriB von P in der x, y-Ebene), daher wird p' kurz axonometrischer 
GrundrifJ von P genannt. In Fig. 32b wurde auf diese Weise das axonometrische 
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Bild des in Fig. 32a gegebenen Kreuzes konstruiert; zweckmaBig beginnt man 
mit dem Aufzeichnen des axonometrischen Grundrisses des Gegenstands. 

Wir halten fest, daB das axonometrische Bild eines Gegenstands ein aut neu-
artige Art konstruierter A u/rifJ des G:egenstands ist, in we1chem der Gegenstand 
in allgemeiner Lage erscheint und daher anschaulich wird. Es gelten daher fUr 

z 

z 

x 

x 
Fig.32a Fig. 32 b 

das orthogonal-axonometrische Bildl ) aIle Satze, we1che wir im 1. Abschnitt fur 
den Grund- oder AufriB hergeleitet haben; als Beispiel zitieren wir den aus Satz 
14 folgenden Satz: 

19. Das orthogonal-axonometrische Bild eines Kreises ist eine Ellipse; ihre 
grofJe H albachse steht senkrecht aut dem axonometrischen Bild der Kreisachse und 
is! so lang wie der Kreisradius. 

Wir machen den Leser noch darauf aufmerksam, daB die Figuren 1, 2, 3, 
16a und 17 des Buches orthogonal-axonometrische Bilder sind. 

§ 3. 

Das Verkurzen der Koordinaten gemaB den Formeln (11) kann graphisch 
geschehen. Es wurde dies in Fig.32b fUr die x-Achse gezeigt. Man konstruiert 
sich ein rechtwinkliges Dreieck aus der Langeneinheit als Hypotenuse und der 

1) Die Bezeichnung « orthogonal» - axonometrisch soli darauf hinweisen, daB es sich urn eine 
Normalprojektion des Gegenstands handelt. (Zum Unterschied von der allgemeinen Axonometrie, 
we1che im 3. Teil behandelt wird.) 
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Verkiirzung y als vertikale Kathete. Urn nun x zu verkiirzen, tragt man diese 
Strecke auf der Hypotenuse ab und erhalt x als Abstand des Endpunktes von 
der horizontalen Kathete. 

Wir wollen jedoch diese etwas langweilige Arbeit jetzt umgehen. Zu diesem 
Zweck miissen wir zunachst die beiden Eulerschen Winkel 'ljJ, () aus den Verkiir-
zungen berechnen, also die Formeln (8) nach 'IjJ, () auflosen. Aus der ersten Glei-
chung folgt 

r2 = cos2'ljJ+ sin2{) sin2'ljJ = (1 - sin2'IjJ) + sin2{) sin2'ljJ 

= 1 - sin2'ljJ(1 - sin2{)), 

r2= 1 - sin2'IjJ cos2{) = 1 - t2 sin2'ljJ (Formel (8), dritte Gleichung). 

Also: . Vt=r2 
'ljJ = t 

Aus der zweiten Gleichung folgt analog 

cos'ljJ = t . 

ZusammengefaBt : 
,----------------------------------------, 

I Vt=r2 
t' 

Vi- 52 
cOS'ljJ = ---t-' cos () = t. (12) 

Nun solI der Begriff des axonometrischen Bildes etwas verallgemeinert werden. 
Man denke sich ein gemaB § 2 konstruiertes axonometrisches Bild (zum Beispiel 
Fig. 32b) nachtraglich in einem gewahlten Ma,BstabA ahnlich vergroBert. Dieses 
vergroBerte Bild kann direkt konstruiert werden, indem man auf den Achsen-
bildern an Stelle der Strecken (11) die Strecken 

x=A(rx), Y=A(sy), z=A(tz) 
auftragt. Fiihren wir noch die Bezeichnung ein 

u=Ar, v=As, w=)d, 
so haben wir also als Verallgemeinerung von (11) 

x= ux, z= wz. 

(13) 

(11') 

21, V, W nennen wir die axonometrischen Einheiten; diese drei Zahlen miissen zwar 
die Bedingung von Satz 17, also 

(14) 
erfiillen, sind aber nicht mehr an die Bedingung von Satz 18 gebunden. Statt 
dessen folgt jetzt aus (13) 

u2 + v2 + w2 = A2(y2 + S2 + t2)=2),2, 
also 

(15) 

Nun gehe man folgendermaBen vor: Man wahle die axonometrischen Einheiten 
u, v, w als einfache ganze Zahlen, welche der Bedingung (14) geniigen. Sodann 
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berechne man A aus (15), dann r,s,t aus (13) und endlich "P,t} aus (12) und 
konstruiere das axonometrische Achsenkreuz aus diesen Winkeln gem1i.B 

Fig.33a 

z z 

230 

x 
Fig.33b 

Fig.31. Urn nun einen Gegenstand axonometrisch zu zeichnen, muB man ein-
fach entsprechend (11') auf den Achsenbildern die ganzzahligen Vielfachen u x, 
v y, wz der Koordinaten auftragen. 
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Beispiel: Es werde gewahlt u=1, v=2, w=2. 
Man erhalt: 

A = = ;Z = 2,121. 

r = V2 s - 2 V2 t = 2 V2 til = 69,3 0 , 1 3' - -3-' 3' T sin & = b =""3' 

Mit diesen Werten wurde das Achsenkreuz in Fig.33a konstruiert und dann die 
in Fig.33b gegebene Kampferplatte axonometrisch dargestellt (Fig.33c). Dabei 
werden also nun die MaBe auf der x-Achse unverandert ins axonometrische 
Bild iibertragen, wahrend man die MaBe auf der y- und z-Achse verdoppeln muB. 

Fig.33c Fig.33d 

Die Darstellung eines der drei auftretenden Kreise wurde in Fig.33d 
separat in doppelter GroBe angegeben. Die Kreisachse ist parallel zur x-Achse, 
also steht nach Satz 19 die groBe Halbachse a der Bildellipse senkrecht zu x. 
Die Lange dieser Halbachse ist aber jetzt nicht gleich dem Kreisradius r, sondern 
(da das Bild im Verhaltnis A vergroBert ist) a=Ar=2,121· r. Die Ellipse wird 
dann nach der auf Seite 37 besprochenen Methode aus a und einem der be-
kannten Punkte A, 8, E konstruiert. 

Allgemein ergibt sich folgende Regel fiir die Darstellung eines Kreises: Ein 
Kreis wird axonometrisch dargestellt, indem man die Kreisachse und einen 
speziellen Punkt P des Kreises im Bild aufzeichnet. Die groBe Halbachse der 
Bildellipse liegt senkrecht zum Bild der Kreisachse und ihre Lange ist das 
A-fache des Kreisradius. Die Bildellipse wird sodann aus ihrer groBen Achse 
und dem bekannten Punkt P konstruiert. 

In der folgenden Tabelle axonometrischer Achsenkreuze wurden noch die 
Winkel a.,p der Achsenbilder x,y mit der Horizontalen angegeben. 

Nr·1 a p I u I v I w I A I I "" 
1 30° 30° 1 I 1 1 I 1,225 35°16' 45° 
2 41°25' 7°11' 1 2 2 2,121 19°28' 69°18' 
3 18°13' 11°10' 2 2,5 3 3,102 14°46' 52°14' 
4 20° 5° 0,468 0,901 0,984 1 10°17' 63°53' 
5 30° 15° 0,650 0,856 0,919 1 23°10' 55°44' 
6 40°54' 16°6' 0,661 0,901 0,866 1 30° 60° 
7 26°34' 26°34' 0,791 0,791 0,866 1 30° 45° 
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§ 4. und 

Ein Raumpunkt P kann dUTch sein axonometrisches Bild P und seinen 
axonometrischen GrundriB PI (vgl. Fig.32b) gegeben werden. Denn sobald 
P, PI bekannt sind, konnen die Koordinaten x, y, z von P abgelesen werden. 
Es muB daher moglich sein, die Lage- und MaBaufgaben dUTch Konstruieren im 
axonometrischen Bild und im axonometrischen GrundriB mit ahnlichen Metho-
den zu 16sen wie im Grund- und AufriBverfahren. Es lohnt sich jedoch kaum, diese 
Methode zu entwickeln. Viel einfacher ist es, folgenden Weg einzuschlagen: 
Man fiigt gemaB Fig. 31 den SeitenriB des Achsenkreuzes hinzu, konstruiert aus 
P' und P noch P"' und arbeitet dann im Auf- und SeitenriB nach der gelaufigen 
Methode der zugeordneten Normalprojektionen. Dieses Verfahren hat auBer-
dem den Vorteil, daB man Hilfskonstruktionen in den SeitenriB verlegen kann 
und damit das axonometrische Bild frei von Nebensachlichkeiten halten kann. 

r 
X 

Fig. 34 

Als Beispiel wurde in Fig. 34 die wahre Lange einer Strecke AB konstruiert. 
Es wurde das Achsenkreuz Nr. 5 der Tabelle benutzt. Man beachte, daB zum 
Beispiel der Punkt A' in der x,y-Ebene liegt, also sich im SeitenriB auf die 
Gerade x"' = y'" projiziert. 

Fig. 35 zeigt als etwas weitergehendes Beispiel im selben Achsenkreuz Nr.5 
die axonometrische Darstellung der Erdkugel. Die A'quatorellipse wurde aus 
ihrer groBen Halbachse und dem Punkt X konstruiert, femer wurde der Nordpol 
Z eingezeichnet. Der Meridian in der x,z-Ebene1 ) stellt sich ebenfalls als Ellipse dar 
(groBe Halbachse senkrecht zu ji, spezieller Punkt X). Die Figur enthiHt femer 
die Konstruktion eines Kugelpunktes P von gegebener geographischer Lange 
60° und Breite 45°. Man hat dazu durch Umprojektion die x,y-Ebene als vierte 
Projektionsebene n eingefiihrt. Die neuen Ordnungslinien sind also senkrecht zu 
nlll. Nachdem X4 mittels X 4 konstruiert wurde, kann der Parallelkreis p von P 
und dann P selbst in der dritten und vierten P:ojektion konstruiert werden. 1m 
axonometrischen Bild wurde noch der Parallelkreis p und der Meridian von P 
dargestellt.(Die groBe Halbachse der Bildellipse dieses Meridians liegt parallel zu 
einer zweiten Hauptgeraden h2 seiner Ebene rx.) 

1) Von diesem Meridian aus werde die geographische Liinge gezahlt. 
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1"-1 

Stiefel 4 
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§ 5. Satz von GAUSS, Verkiirzungsdreieck, Spinoren 

Ein Leser, dem das Rechnen mit komplexen Zahlen nicht geliiufig ist, kann 
die folgenden Ausfiihrungen iibergehen; sie spielen fiir das praktische Zeichnen 
keine Rolle. 

Wir beniitzen die Uberlegungen von § 1 und Fig. 31. Es solI nun die Zeichen-
ebene des axonometrischen Bildes, in welcher das Koordinatensystem $,1) liegt, 
als Ebene der komplexen Zahlen aufgefaBt werden. Zum Punkt mit den Koordina-
ten $, 1) gehort also die komplexe Zahl w = $ + i 1), wobei i die imaginare Einheit 
ist. Speziell bezeichnen wir die komplexen Zahlen, welche zu den Bildern X, Y, Z 
der Einheitspunkte gehoren, mit e, a, T. Ihre absoluten Betrage [e [, [a [, [T [ sind 
die Verkiirzungen r,s,t, und daher gilt gemaB Satz 18 

[(1[2+ [a[2+ [T[2= r2+s2+ t2= 2. (16) 
Formel (7) ergibt nun 

e = - cos 1p - i sin {} sin 1p, a = sin 1p - i sin {} cos 1p, T = i cos {}. 

Durch Quadrieren und Addieren folgt daraus 

Also 

e 2 + a 2 + T 2 = (cos 2 1p + 2 i sin {} cos 1p sin tji - sin 2 {} sin 2 1p) 

,- (sin 2 1p - 2 i sin {} cos 1p sin 1p - sin 2 {} cos 2 1p) - cos 2 {} 

= (COS 2ljl+ sin2ljl) - sin 2 {} (sin2ljl+ COS 21p) - cos 2 {}= 1- sin 2 {}- cos 2 {} 

= 1-1= O. 

In Worten: 

(17) 

Satz von GAUSS. Sind 0, X, 17, Z die Normalprojektionen des Nullpunkts 1md 
dey Einheitspunkte eines Kartesischen Koordinatensystems aut irgendeine Bildebene, 
und ta(Jt man OX, 017, OZ als komplexe Zahlen e, a, Tin der Bildebene aut, so gilt 
e2+a2+T2=Ound leI 2 +l a I2 +[TI2=2. 

'I z 
1 r 

Fig. 36 

\Vir haben zwar eben nur denjenigen Spezialfall bewiesen, wo OZ in der rein 
imaginaren Achse (1)-Achse) der Bildebene liegt. Der allgemeine Fall laBt sich 
aus diesem Spezialfall erzeugen, indem man die Figur {5 X Y Z in der Bildebene als 
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Ganzes urn 0 als Drehzentrum drehtl). Bezeichnet man den Drehwinkel mit 'l', 
so bewirkt diese Drehung nur, daB jede der Zahlen e, a, Y mit der komplexen Zahl 
f.t=cos 'l'+isini' multipli2;iert wird; dies andert nichts an den Beziehungen (16) 
und (17). 

Die Formel (17) wurde in Fig. 36 illustriert (Achsenkreuz Nr.5 der Tabelle). 
Zuniichst wurden aus e, a, Y die komplexen Zahlen e2, 0'2, y2 konstruiert. (Das 
Quadrat einer komplex en Zahl w wird bekanntlich gefunden, indem man den 
\Vinkel von w mit der reellen Achse verdoppelt und den absoluten Betrag von 
(I) quadriert; die Betrage von e2, a2, y2 sind also die Verkiirzungsquadrate r2, S2, t2.) 
Sod ann wurden e2, a2, y2 geometrisch addiert, was wegen (17) ein geschlossenes 

Fig. 37 

Dreieck ergeben muB. Dieses in Fig. 36 schraffierte Dreieck heiBt Verkurzungs-
dreieck; seine Seiten sind die Verkiirzungsquadrate und es enthiilt die Winkel 
2 at, 2 p, wobei wie in der Tabelle at und p die \Vinkel der x-Achse und der )i-Achse 
mit der Horizontalen sind. 

Dieses Dreieck erlaubt die geometrische Lbsung folgender beider Aufgaben: 
1) Gegeben die axonometrischen Einheiten 11, v, w (vgl. § 3), gesucht die Bilder 

x,y,zder Achsen. Lbsung (Fig.37): Man legt U 2 ,W 2,V 2 auf eine Horizontale h und 
baut aus diesen Strecken das schraffierte Dreieck mit der Spitze 0 auf. Da die 
axonometrischen Einheiten proportional zu den Verkiirzungen sind (§ 3, For-
mel 13), ist dwses Dreieck ahnlich zum Verkiirzungsdreieck, enthiilt daher die 
Winkel 2 at, 2 p. Die Gerade OA bildet den Winkel IX mit der Horizontalen, ist 
also die Achse X, analog folgt y=OB. 

2) Gegeben die Bilder der Achsen, gesucht die Verkiirzungen. Lbsung 
(Fig. 37): Man wiihlt eine Horizontale h und konstruiert mittels der gezeichneten 
Mittelsertkrechten das schraffierte Dreieck. Seine Seiten sind proportional zu den 
Verkiirzungsquadraten. 

Spinoren. Die GauBsche Gleichung (17) kann erfiillt werden durch den fol-
genden Ansatz 

(18) 

1) Die gedrehte Figur ist nun durch die drei Winkel '1', &, y eindeutig bestimmt, daher kann i' 
als der dri tte E ulersche 'Yinke! bezeichnet werden. 
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Wahlt man namlich hierin p und q als beliebige komplexe Zahlen, so gilt von 
selbst e2 + (72 +.2 = O. Ein solches Paar p, q komplexer Zahlen nennt man einen 
Spinor. Man kann daher gemass (18) die Normalprojektion eines Kartesischen 
Koordinatensystems (und. damit das Koordinatensystem selbst) durch einen 
Spinor festlegen. Der Name «Spinor» riihrt da von her, daB man in der theore-
tischen Physik von dieser Moglichkeit bei der Behandlung des Spins des Elektrons 
Gebrauch machen kann. 

3. Abschnitt: 
Konstruktive Behandlung gekriimmter FHichen 

Eine elementare Theorie allgemeiner Raumkurven und Flachen ist un-
moglich, da die HilfsmiUel der Differentialgeometrie und der algebraischen 
Geometrie fehlen. Wir werden daher im folgenden nur spezielle - aber fUr die 
Anwendungen wichtige - Kurven und Flachen behandeln konnen. Immerhin 
wird auch dem theoretisch orientierten Leser das damit gew6nnene Anschau-
ungsmaterial fUr ein spateres Studium der hOheren Geometrie willkommen sein. 

§ 1. Die Schraubenlinie als Beispiel einer Raumkurve 

Eine Schraubung einer raumlichen Figur mit der z-Achse als Schraubungs-
achse (Fig.38: Grund- und AufriB) besteht darin, daB der GrundriB der Figur 
urn einen Winkel q; gedreht wird (Drehzentrum=NulIpunkt 0), wahrend zu-
gleich die Koten aller Punkte der Figur urn denselben Betrag Llz= p. q; wachsen. 
Dabei ist peine gegebene Konstante, welche Parameter der Schraubung heiBt. 
Die verschraubte Figur ist natiirlich kongruent zur urspriinglichen Figur. 
MiBt man q; im BogenmaB (rechter Winkel = n/2), so entspricht also einer vollen 
Umdrehung der Kotenzuwachs 

(19) 

h heiBt GanghOhe der Schraubung. In Fig. 38 wurde p gegeben durch die erste 
Hauptebene n1 von der Kate p; diese im folgenden Ofters auftretende Ebene 
nennen wir die Hauptebene der Schraubung. Die Fig. 38 enthalt die Schraubung 
eines Dreiecks urn einen rechten Winkel; der zugehorige Kotenzuwachs h/4 
wurde aus (19) mit dem Rechenschieber bestimmt. 

LaBt man den Schraubungswinkel q; vom Anfangswert q;= 0 an kontil'luier-
lich wachsen, so beschreibt ein Punkt Po unserer Figur eine Bahnkurve, die 
Schraubenlinie heiBt (Fig. 39). Ihr GrundriB ist der gezeichnete Kreis vom 
Radius r; die Schraubenlinie liegt also auf dem Zylinder, der den Kreis als Basis 
und die z-Achse als Achse hat (Zylinder der Schraubenlinie). Der AufriB der 
Kurve wurde gefunden durch Konstruktion der Punkte 1 bis 8. Ihre Grundrisse 
l' bis 8' wurden gleichmaBig verteilt auf dem Kreis angenommen, so daB die 
Katen beziehlich h18, 2h18, ... , 7 h18, h betragen. 
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Fur die Koordinaten eines allgemeinen Punktes P der Schraubenlinie er-
gibt sich nun (schraffiertes rechtwinkliges Dreieck im Grundri13): 

woraus folgt: 

x = r cos rp , y = r sin rp , z = p rp , 
. z 

y = rSIlly;. 

Der AufriB der Schraubenlinie ist daher eine Sinuskurve. 

z 

A; 
h 
T /fauplebene 

p 
J 

of 

B; 

x 
Fig. 38 

(20) 

Tangentenkonstruktion. Urn die Tangente an die Schraubenlinie in Po zu 
finden, ziehen wir zunachst die Sekante PoP, berechnen ihren Neigungswinkel 
a zur GrundriBebene und lassen P auf der Schraubenlinie gegen Po 
streben. 1m rechtwinkligen Dreieck P ergibt sich 

z 
tga = P'P' . 

o 

Nun ist P' = 2 r· sin rp/2 (gestricheltes rechtwinkliges Dreieck im GrundriB) 
und unter Berucksichtigung von z = p rp folgt 

cp 
p 2 tga= - --. 
r 

2 
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Strebt nun rp gegen 0, so strebt in dieser Formel der zweite Bruch gegen 1, also 
erhalten wir fi.ir den Neigungswinkel T der Tangente 

(2]) 

z 

p 

Fig. 39 

Da samtliche Tangenten der Schraubenlinie durch Verschraubung auseinander 
hervorgehen, haben sie alle denselben Neigungswinkel T. Man nennt allgemein 
eine Kurve, deren Tangenten alle denselben Neigungswinkel zur Horizontal-
ebene haben, eine Boschungskurve. 

Zur praktischen Konstruktion der Schraublinientangente in einem Punkt 
benutzt man am besten den Schnittkreis des Zylinders der Schraubenlinie mit 
der Hauptebene der Schraubung. Verbindet man seine Punkte mit dem Null-
punkt 0, so erhiilt man den in Fig. 39 dargestellten, auf der Spitze stehenden 
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Kegel. Da das schraffierte Dreieck im AufriB die Katheten r und p hat, haben 
gemaB (21) die Mantellinien dieses Kegels den Neigungswinkel or zur GrundriB-
ebene, sind also parallel zu den Schraubiinientangenten. Daher heiBt der Kegel 
der Richtungskegel der Schraubenlinie. 

Soll nun die Tangente t in Q bestimmt werden, so zeichnet man ihren 
GrundriB t' und den GrundriB der Parallelen to durch O. Da to Mantellinie des 
Richtungskegels ist, kann mit Hilfe des Punktes T sofort gefunden werden, 
und til liegt dann parallel zu 

Abwicklung des Zylinders. Die Schraubenlinie schneidet alle Mantellinien 
ihres Zylinders unter demselben Winkel (90 o-or). Schneidet man dahp.r den 
Zylinder langs einer Mantellinie auf und breitet ihn in die Ebene aus, so geht 
die Schraubenlinie in eine Gerade iiber. Daraus folgt, daB die Schraubenlinie 
eine geodatische Linie ihres Zylinders ist, das heiBt, die kiirzeste auf dem Zylinder 
verlaufende Verbindung zwischen zwei (geniigend benachbarten) Punkten P,Q 
der Schraubenlinie ist der Bogen PQ der Schraubenlinie selbst. 

§ 2. FUichen, Tangentialebene 

Wir betrachten vorerst nur krumme Flachen, welche durch Bewegung 
einer Kurve eo entstehen. Die verschiedenen aus eo durch die Bewegung ent-
stehenden Kurven heiBen die Erzeugenden e der Flache; sie bilden eine erste 
Kurvenschar, welche die Flache iiberzieht. Ein Punkt von eo beschreibt bei der 

Fig. 40 

Bewegung eine Bahnkurve I, und alle Bahnkurven ergeben eine zweiteKurven-
schar auf der Flache (FigAO). Die Schar der Erzeugenden und die Schar der 
Bahnkurven bezeichnen wir zusammen als das die Flache iiberdeckende 
Kurvennetz. Dieses Netz bildet die Grundlage fUr die L6sung aller konstruk-
tiven Aufgaben an der Flache. Vorausgesetzt wird, daB das Kurvennetz folgende 
Eigenschaften hat: 

a) Durch jeden Punkt P der Fliiche soll genau eine Erzeugende e und genau 
eine Bahnkurve I gehen. 
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b) Die Tangenten u, v an diese beiden Netzkurven e,j im Punkt P sollen 
voneinander verschieden sein. 

Definition: Die von den beiden Tangenten u und v aufgespannte Ebene 
heiBt die T angentialebene 'T der FHiche im Punkt P; die N ormale n zu dieser 
Tangentialebene in P heiBt Fliichennormale. 

Die folgenden Beispiele sollen diese Grundbegriffe erlautern. 
1) RotationsfHichen (Fig. 41). Gegeben sei im Grund- und AufriB eine 

vertikale Rotationsachse a. Ais Ausgangserzeugende eo wahlen wir eine 
in der zweiten Hauptebene durch a liegende ebene Kurve, welche auch 
Nullmeridian der Flache genannt wird. Diese Kurve wurde in Fig. 41 im 

AufriB angenommen. Die Bewe-
gung, welche die Flache erzeugt, 
sei die Rotation urn a; die Erzeu-
genden sind also die verdrehten 
Lagen von eo und heiBen M eridiane 
der Rotationsflache. Ein Punkt Po 

8eriJnrungs/rege/ von eo beschreibt einen horizontalen 

_" 8eriihrungskiJge/ 

S' 

Fig. 41 

Kreis f als Bahnkurve (Parallelkreis 
der Flache). Auf ihm wurde ein all-
gemeiner Punkt P der Flache ge-
wahlt. 

Urn nun zunachst die Tangen-
tiale ben e 'To in Po zu konstruie-
ren, . miissen also die Tangenten 
uo, Vo an den Nullmeridian eo und 
den Parallelkreis f gelegt werden. 
Uo liegt in der Nullmeridianebene 
und die Kreistangente Vo steht 
senkrecht zur AufriBebene, daher 
ist 'To die zweite projizierende Ebene 
durch die Nullmeridiantangente uo. 
In der Figur wurde noch ihre Spur 
So in der ersten Hauptebene JT1 

konstruiert. Die Flachennormale no 
in Po ist eine zweite Hauptgerade; 
sie schneidet die Rotationsachse 
in M. 

Die Tangentialebene im allge-
meinen FHichenpunkt P wird nun gefunden, indem man 'To bei der Rotation 
mitdreht. In Fig. 41 wurde einfach durch Drehen der Spur So die Spur s 
der gesuchten Tangentialebene 'T ermittelt. Die aus 'To durch die Rotation 
hervorgehenden Ebenen umhiillen einen Kegel mit der Spitze 5; er beriihrt 
die RotationsfHiche Iangs des Paralleikreises fund heiBt daher Beriihrungs-
kegel. Die Flachennormale n in P wurde ebenfalls durch Drehen von no 
bestimmt; zur Konstruktion von nil beachte man, daB der Punkt M bei 
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dieser Drehung fest bleibt. Die Kugel mit dem Zentrum M, welche durch 
den Parallelkreis f geht, beriihrt die RotationsfHi.che ebenfalls langs fund 
heiBt Beriihrungskugel. 

1m DurchstoBpunkt D der Achse a mit der Flache ist die obige Bedingung 
a) verletzt, da durch D unendlich viele Meridiane laufen. In D kann also die 
Tangentialebene nicht definiert werden. In der Tat zeigt die Anschauung, daB 
D eine « Spitze» der Flache mit unbestimmter Tangcntialebene ist. 

2) Schraubenflachen. Es sei wie in § 1 eine Schraubung gegeben durch die 
z-Achse als Schraubungsachse und die Hauptebene n1 der Schraubung. Wird 
irgendeine Raumkurve eo der Schraubung unterworfen, so entsteht eine 
SchraubenfHi.che; ihre Erzeugenden e sind die verschraubten Lagen von eo, und 
die Bahnkurven sind Schraubenlinien. In Fig.42 wurde eine Erzeugende e und 
auf ihr ein Punkt P angenommen. 
Die Bahnschraubenlinie f durch P 
wurde nur im GrundriB gezeichnet. 
Die Tangentialebene T an die Flache 
in P wird aufgespannt durch die 
Tangente u an die Erzeugende e 
und die Tangente v an die Bahn-
schraubenlinie f. Dabei wurde v kon-

u" , 0 , 

F 
I 
I 

e" 

Jr." struiert nach der Methode von § 1 , .... -,.::-----Q---Q--+----+, 

unter Benutzung des Richtungs-
kegels der Bahnschraubenlinie und 
der Parallelen Vo durch O. 

Die Flachennormale n wurde nur 
im GrundriB konstruiert. Man hat 
zu diesem Zweck durch 0 die Pa-
rallelebene To zur Tangentialebene 
gelegt und ihre Spur So in der Haupt-
ebene n1 der Schraubung ermittelt; 
n' steht senkrecht zu Da nun 
bei einer Drehung urn 900 der Punkt 
T' nach P' kommt, folgt aus der 
Figur, daB n' auch erhalten werden 
kann, indem man urn 900 dreht. 
Wir formulieren dieses Resultat, wel-

p 

T' 

ches uns spater noch gute Dienste Fig. 42 

leisten wird: 

f' 

20. Gegeben sei eine Schraubenfliiche (Schraubungsachse = z-Achse). Ver-
schiebt man die T angentialebene in einem Fliichenpunkt parallel an den N ull-
punkt 0 und dreht die Spur dieser Parallelebene in der Hauptebene der Schrau-
bung um 90 0 um 0, so erhiilt man den Grundrif3 der Fliichennormalen. 

3) Eine Kegelflache entsteht durch Bewegung einer Geraden, 
wobei ein Punkt S der Geraden festgehalten wird und die Gerade dauernd 
langs einer gegebenen Raumkurve L, der Leitkurve, gleitet. In der raumlichen 
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Skizze (Fig. 43) wurde eine allgemeine Lage der Erzeugenden e und auf ihr ein 
allgemeiner Flachenpunkt P gewahlt. Die Tangentialebene't' in P wird auf-
gespannt durch die Erzeugende e (die ja ihre eigene Tangente ist) und die 

Tangente v an die Bahnkurve f. Urn letztere zu finden, 
S wurde eine Nachbarerzeugende e1 angenommen. Die Se-

kante PP1 der Bahnkurve und die Sekante QQl der Leit-
kurve liegen in einer Ebene. LaBt man e1 gegen e streben, 
so folgt daraus, daB auch die Tangente v an die Bahn-
kurve und die Tangente t an die Leitkurve in einer Ebene 
liegen. Da diese Ebene die Erzeugende e enthalt, ist sie 

eo die gesuchte Tangentialebene 't' in P. Es folgt: 
21. Die T angentialebene in einem Punkt P einer 

Kegelflache wird aufgespannt von der durch P laufenden 
Erzeugenden e und von der Tangente an die Leitkurve 
in ihrem Schnittpunkt mit e. Die T angentialebenen in 

Fig. 43 den verschiedenen Punkten einer Erzeugenden· fallen also 
zusammen. 

Zylinderflachen entstehen, wenn eine erzeugende Gerade so parallel ver-
schoben wird, daB ein Punkt langs einer gegebenen Leitkurve gleitet. Sie sind 
als Kegel mit unendlich femer Spitze aufzufassen. 

4) Regelfiachen. Wird eine Flache speziell durch Bewegung einer Geraden 
erzeugt, so heiBt sie Regelflache. Ihre Erzeugenden e sind also gerade Linien. 
Die eben behandelten Kegel gehOren zu diesem Flachentypus. 1m Gegensatz 
zu Satz 21 k6nnen aber bei einer allgemeinen Regelflache die Tangentialebenen 
in den verschiedenen Punkten einer Erzeugenden voneinander verschieden sein. 
Es soIl dies am einfachen Beispiel der Wendelflache gezeigt werden; es ist dies 
eine Schraubenflache, wobei die Ausgangserzeugende eo eine Gerade ist, welche 
die Schraubungsachse senkrecht schneidet. Fig.44a zeigt ein anschauliches 
(axonometrisches) Bild der Flache. In Fig.44b wurde im Grund- und AufriB 
wie immer die Schraubungsachse als z-Achse angenommen und die Ausgangs-
erzeugende eo der Wendelflache senkrecht zur AufriBebene gewahlt. 

LaBt man nun einen Punkt P auf eo von auBen her gegen die Achse zu wan-
dem und konstruiert fur einige Lagen Pl>P2 ••• dieses Punktes die zugehOrigen 
Tangentialebenen 't'1>'t'2 ... nach dem Verfahren der obigen Nr.2, so erkennt man, 
daB die Tangentialebene in P sich urn die Gerade eo dreht und immer steiler 
wird. Speziell ist in Pa die Tangentialebene vertikal. 

Der Hauptsatz fiber die Tangentialebene. Wir kehren noch einmal zu 
den allgemeinen Eigenschaften der Flachen und zu Fig.40 zuruck. Es sei c eine 
beliebige Kurve auf der Flache, P ein Punkt auf ihr und 't' die Tangentialebene 
an die Flache in P. Dann gilt die wichtige Tatsache, daB die Tangente an c in P 
in der Tangentialebene 't' liegt. Kurz ausgedruckt: 

22. Die Tangente einer Flachenkurve liegt in der Tangentialebene der Flache. 
In Fig. 45 erbringen wir den Beweis fur Rotationsflachen, durfen aber nicht 

verschweigen, daB fur allgemeinere Flachen kein so elementarer Beweis exi-
stied. Wir haben schematisch gezeichnet: c= Flachenkurve, P= Punkt auf ihr, 
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PI=Nachbarpunkt, e,el=Meridiane durch P bzw. PI und 1,/I=Parallelkreise 
durch P bzw. Pl' Nun ist das Viereck PQPIQI ein ebertes Viereck, da die 
Gerade PI QI parallel zu P Q liegt. Also enthiilt die Ebene P Q Ql die Sekante 
P PI der Kurve c. Lassen wir nun PI gegen P streben, so geht diese Ebene 
P Q QI in die Tangentialebene T tiber (denn P Q wird zur Parallelkreistangente 
und P QI zur Meridiantangente). AuBerdem strebt die Sekante P PI gegen die 
Tangente an c. Also enthalt die Tangentialebene T diese Tangente. 

r " " r; T," li 1," l, 

p....,.l--p-.. 

P' 

Fig.44a Fig.44b Fig. 45 

Ahnlich laBt sich der Beweis des Hauptsatzes fUr Kegelflachen erbringen. 
Denken wir uns durch einen Punkt P einer Flache alle Flachenkurven ge-

zogen, so bilden die Tangenten dieser Kurven in P nach dem Hauptsatz eine 
Ebene, namlich die Tangentialebene. Daher kann die Tangentialebene als erste 
Annaherung der Flache in der Umgebung von P angesehen werden. Dies ist 
analog zu der Annaherung einer Kurve durch ihre Tangente in der ebenen 
Geometrie. 

§3. UmriB 

In Fig.46 wurde im Grund- und AufriB eine Schraubenlinie dargestellt 
(Punkte 0-9 usw.), undes so11 nun die Schraubenflache anschaulich dargestellt 
werden, welche durch Schraubung der Sehne e=07 der Schraubenlinie 
steht. Sobald man einige der verschraubten Lagen (18, 29 usw.) dieser Er-
zeugenden im AufriB zeichnet, merkt man, daB die Begrenzung der Flache 
im AufriB nicht allein von der gegebenen Schraubenlinie geliefert wird, sondern 
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daB sich eine UmriBkurve ausbildet, welche von allen Erzeugenden umhiillt 
wird. Urn diese Kurve genau zu konstruieren, miissen wir folgende allgemeine 
Vberlegungen vorausschicken. 

Definition. Eine Flache werde in der Projektionsrichtung 1 projiziert. Dann 
versteht man unter einem UmrifJpunkt der Flache einen Punkt U, in welchem 
die Tangentialebene parallel zu list. Die von allen UmriBpunkten gebildete 
und auf der Fliiche verlaufende Raumkurve u heiBt der UmrifJ der Flache. 

Fig. 46 

Handelt es sich zum Beispiel urn den GrundrifJ einer Flache, so ist 1 senkrecht 
zur GrundriBebene, also muB in einem UmriBpunkt U die Tangentialebene 
eine erste projizierende Ebene sein. u wird dann auch als erster UmrifJ bezeichnet. 
Analog definiert man den zweiten UmriB, wenn die Flache im AufriB dar-
gestellt werden muB. 
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Beispiel: Der erste UmriB einer Kugel ist der GroBkreis in der ersten Haupt-
ebene, welche durch das Kugelzentrum Hi.uft. 

Bemerkung: GemaB obiger Definition kann der UmriB einer Flache auch 
aufgefaBt werden als die Eigenschattengrenze der Flache, wenn die Lichtstrahlen 
parallel zu 1 einfallen. Die im folgenden entwickelten Methoden zur UmriB-
konstruktion k6nnen daher auch auf die Konstruktion der Eigenschattengrenze 
einer Flache bei Parallelbeleuchtung angewendet werden. 

Nun beweisen wir folgenden Satz: Es sei c eine Kurve auf der Flache, welche 
den UmriB u in U trifft. Dann beruhren sich die Projektionen von c und u im 
Bild von U. (Ausnahme: Die Tangente an coder an u liegt in U parallel zur 
Projektionsrichtung.) Kurz ausgedruckt: 

23. Die Projektion einer Flachenkurve beriihrt im allgemeinen die Projektion 
des Umrisses. 

Beweis: Die Tangenten an c und u in U liegen in der Tangentialebene 't' der 
Flache (Hauptsatz uber die Tangentialebene). Da definitionsgemaB 't' parallel 
zu 1 ist, fallen die Projektionen dieser beiden Tangenten zusammen, also be-
ruhren sich die Projektionen von c und u. Tritt jedoch der Spezialfall ein, daB 
eine dieser Tangenten parallel zu list, so ist ihre Projektion eih Punkt, und es 
kann nichts ausgesagt werden. 

Der Satz 23 zeigt, daB die Projektion des Umrisses als Enveloppe1) der Pro-
jektionen der Erzeugenden der Flache gefunden werden kann, womit der Zu-
sammenhang mit dem anschaulichen Beispiel der Fig.46 hergestellt ist. Wir 
kehren nun zu diesem Beispiel zuruck. Es soIl zunachst der zweite UmriB-
punkt U auf einer gegebenen Erzeugenden g der Schraubenflache konstruiert 
werden. Die Tangentialebene 't' in U ist zum vornherein bekannt, es ist die 
zweite projizierende Ebene durch g. Es sei 't'o die Parallelebene durch 0 und 
So deren Spur in der Hauptebene der Schraubung. Indem man So urn 900 dreht, 
erhalt man I1ach Satz 20 den GrundriB m' der Flachennormalen, welcher aus g' 
den GrundriB U' des gesuchten UmriBpunktes schneidet. 

Sodann soIl noch der UmriBpunkt P auf einer Bahnschraubenlinie, zum 
Beispiel auf der gegebenen Randschraubenlinie, gefunden werden. Zu diesem 
Zweck wurde zunachst im Ausgangspunkt A dieser Schraubenlinie die Flachen-
normale n im GrundriB konstruiert. (Nach der Methode von Fig.42.) 1m ge-
suchten UmriBpunkt P muB die Tangentialebene zweite projizierende Ebene, 
also die Flachennormale zweite Hauptgerade sein. Man muB daher A' im 
GrundriB so lange drehen, bis die mitgedrehte Gerade n' horizontal wird. Dann 
ist man in P' angelangt. 

Rotations/lache. Es solI eine Rotationsflache mit der z-Achse als Achse 
axonometrisch dargestellt werden. In Fig.47 haben wir das Achsenkreuz Nr.l 
der Tabelle auf Seite 47 rechts im AufriB und links im SeitenriB dargestellt und 
den Nullmeridian eo der Flache im SeitenriB gegeben. Er ist eine gleichseitige 
Hyperbel mit der z-Achse als Asymptote. Urn die Flache im axonometrischen 
Bild (= AufriB) darzustellen, mussen wir also den zweiten UmriB u konstruieren. 

1) EnveJoppe = eingehiillte Kurve. 
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Wir suchen zu diesem Zweck den Umri13punkt U auf einem gegebenen 
Parallelkreis f (nur im Seitenri13 eingezeichnet). Diese Aufgabe lost man mit der 
folgenden Methode der Beriihrungskugel (§ 2, Nr. 1). In der Figur wurde die Be-
riihrungskugellangs f eingezeichnet (Zentrum M). U ist nun auch Umri13punkt 
der Beriihrungskugel, da die Tangentialebene i an die Kugel in U iiberein-

1 

Fig. 47 

stimmt mit der Tangentialebene an die Flache, also ebenfalls zweite projizie-
rende Ebene sein mu13. Daher wird U gefunden als Schnittpunkt von f mit dem 
Kugelumri13; dieser ist der Gro13kreis k in der zweiten Hauptebene durch M. 

i erscheint nun im Aufri13 als Gerade, und zwar als die Tangente T an k; 
da die Tangente an den Umri13 u in i liegt (Hauptsatz iiber die Tangential-
ebene) ist also T die Tangente an U. Die Tangente an den Seitenri13 u lll kann 
elementar nicht gefunden werden. 

Nachdem man so die Umri13kurve punktweise konstruiert hat, erkennt man, 
da13 es auf ihr einen Punkt 5 gibt, in welchem die Tangente im Seitenri13 hori-
zontal ist. (Die genaue Lage von 5 kann mit elementaren Mitteln nicht be-
stimmt werden.) Da die Tangentialebene i in 5 zweite projizierende Ebene ist, 
mu13 die Tangerite t an die Raumkurve u in 5 senkrecht zur Aufri13ebene sein. 
Ihr Aufri13 ist daher ein Punkt, und zwar S. Nun folgt andererseits durch 
Grenziibergang, daB auch in 5 der AufriB u den AufriB T der Tangentialebene 
beriihren muB. Da nun einerseits u oberhalb der Ordnungslinie 5"' 5 bleiben 
mu13 (wie man im SeitenriB abliest) und andererseits u von beiden Seiten her 
mit der Tangente Tin 5 einlaufen mu13, ergibt sich, da13 5 ein Riickkehrpunkt, 

y 
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.und zwar eine Spitze von u ist. Diese Spitze kommt allerdings anschaulich nicht 
zur Geltung, da die UmriBkurve vom Punkt S an unsichtbar wird. Fiir die 
Anschauung ist also 5 ein Endpunkt des Umrisses (vgl. den linken Teil der Figur). 

Denken wir uns nun die FHiche entfernt und nur die Raumkurve u vorhan-
den, so ki:innen wir folgendes Resultat formulieren: 

24. Liegt die Tangente t in einem Punkt Seiner Raumkurve u parallel zur 
Projektionsrichtung, so kann die Projektion der Kurve im BildPunkt von S einen 
Riickkehrpunkt haben. 

Als einfaches Beispiel fUr diesen Satz denke man sich einen Kreis, dessen 
Ebene senkrecht zur GrundriBebene steht. Der GrundriB des Kreises ist dann 
eine doppelt durchlaufene Strecke, deren Endpunkte Riickkehrpunkte sind. 

Bemerkung: Fiir die UmriBkonstruktion einer RotationsfHi.che kann man 
an Stelle der Beriihrungskugel auch den Beriihrungskegel verwenden (§ 2). 

Kegel/lache. Der UmriB eines Kegels besteht immer aus einer (oder meh-
reren) Erzeugenden (Mantellinien). Beweis: Sei U ein UmriBpunkt der Flache, 
also die Tangentialebene 7: in U parallel zur Projektionsrichtung 1. Sei ferner e 

z 

Fig.48a 

die durch U laufende Erzeugende. Nach Satz 21 
fallt die Tangentialebene in jedem anderen Punkt Q 
von emit 7: zusammen, ist also auch parallel zu 1 
und daher ist Q ebenfalls UmriBpunkt. 

Fig.48b 

Als Beispiel wurde in Fig. 48 a ein gerader Kreiskegel im Grund- und AufriB 
angenommen und in Fig.48b durch Auftragen der Koordinaten axonometrisch 
dargestellt. (Achsenkreuz Nr.2 der Tabelle auf Seite 47, axonometrische Ein-
heiten 1,2,2.) Zur UmriBkonstruktion muB die zur Bildebene der Axonometrie 
senkrechte Projektionsrichtung 1 in die Fig.48a iibertragen werden. Zu diesem 
Zweck wurden in Fig. 48b zwei Punkte A, B angenommen, deren axonometrische 
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Bilder sich decken. (A auf der negativen y-Achse und B in der x,z-Ebene.) Die 
Koordinaten von A, B wurden im axonometrischen Bild abgelesen und in 
Fig.48a aufgetragen; damit ist 1 als Verbindungsgerade AB bestimmt. Sodann 
wurde nach dem Verfahren von Fig. 24 eine zu 1 parallele Tangentialebene an 
den Kegel gelegt; ihre Beruhrungsinantellinie u ergibt eine UmriBmantellinie 
im axonometrischen Bild. GemaB Satz 23 muB u Tangente an die Ellipse 
sein, welche in Fig. 48 b das axonometrische Bild des Grundkreises ist. Man 
hatte daher die UmriBmittellinien auch finden konnen als Tangenten vom 
Bild der Kegelspitze aus an die genannte Ellipse. 

Die in Fig. 48 benutzte Methode der UmriBkonstruktion durch Zuriick-
gehen in das Grund- und Aufrif3verfahren ist auch in der allgemeinen Axono-
metrie und Perspektive anwendbar (vgl. den dritten Teil des Buches). 

Regelflache. Als Beispiel fUr die UmriBkonstruktion bei einer Regelflache 
kanndie Schraubenflache von Fig.46 dienen. Allgemein ware noch folgendes 
festzuhalten : 

Es werde der UmriBpunkt U auf einer gegebenen (geradlinigen) Erzeugen-
den e der Regelflache gesucht. Die Tangentialebene in U wird aufgespannt 
durch e und die Projektionsrichtung l, ist also bekannt. Die Konstruktion von 
U lauft also auf folgende Grundaufgabe iiber Regelflachen hinaus: 

Gegeben eine Erzeugende e einer Regelflache und eine Ebene T durch e. 
Gesucht der Punkt auf e, in welchem T Tangentialebene ist. 

§ 4. Ebener Schnitt 

Eine Flache solI mit einer gegebenen Ebene IX geschnitten werden. Methode 
zur Konstruktion von Punkten der Schnittkurve: 

25. Um allgemeine Punkte des ebenen Schnittes einer Flache zu finden, lege 
man eine Schar von Hilfsebenen, welche aus der Flache Erzeugende oder Bahn-
kurven oder andere einfache Kurven schneiden. 

Wir erlautern dieses Grundprinzip am Beispiel einer Rotationsflache in 
Fig.49a. Es wurde speziell ein Rotationskegel angenommen, jedoch gelten die 
meisten der folgenden Konstruktionen auch fUr eine beliebige Rotationsflache. 
Die Schnittebene IX wurde durch die beiden Hauptgeraden hI> h2 gegeben. Bei 
jeder Rotationsflache kann man die Schar der Hilfsebenen auf zwei verschie-
dene Arten wahlen: 

a) Hilfsebenen durch die Rotationsachse schneiden aus der Flache die er-
zeugenden Meridiane. 

b) Erste Hauptebenen als Hilfsebenen schneiden aus der Flache Bahn-
kurven, das heiBt Parallelkreise. 

Wir haben uns zunachst fUr die zweite Variante entschieden und eine erste 
Hauptebene n1 als Hilfsebene gelegt. Sie schneidet aus der Flache den Kreis k 
und aus der Schnittebene IX deren erste Hauptgerade h. Die Schnittpunkte P 
und Q von h und k sind Punkte der Schnittkurve. 
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Methode zur Konstruktion von Tangenten der Schnittkurve: 
26. Sei P ein Punkt der Schnittkztrve einer Flache mit der Ebene (J... Dann ist 

die T angente an die Schnittkurve in P die Schnittgerade von (J.. mit der T angential-
ebene an die Flache in P. 

Beweis: Die Tangente t muS nach dem Hauptsatz tiber die Tangential-
ebene in r (= Tangentialebene in P) liegen. Da andererseits die Schnitt-
kurve ganz in der Ebene (J.. liegt, 
muB t auch in (J.. liegen. 

Bemerkung: Der Beweis ver-
sagt, wenn (J.. und r zusammen-
fallen, das heiSt, wenn die Schnitt-
ebene selbst Tangentialebene der 
Flache ist. Auf diesen Ausnahme-
fall werden wir unten zuriick-
kommen. 

In Fig.49a wurde die Tan-
gentenkonstruktion im Punkt R 
durchgefiihrt, der auf die gleiche 
Weise wie P und Q gefunden 
wurde. Die Tangentialebene r in 
R wird nach Satz 21 aufgespannt 
durch die Mantellinie m und 
die Tangente 1 an die Leitkurve 
(=Grundkreis). Ihre Schnittge-
rade mit (J.. wurde nach der 
Methode der Spuren konstruiert, 
indem die Spuren s und h der 
beiden Ebenen r, (J.. in der er-
sten Hauptebene 71:1 miteinan-
der geschnitten wurden. Die 
Schnittgerade ist die gesuchte 
Tangente t. 

A usgezeichnete Punkte. Bei der 
Konstruktion einer Flachenkurve 

h;' 

h; 

Fig.49a 

(auch eines Umrisses oder einer Eigenschattengrenze) treten verschiedene Sorten 
ausgezeichneter Kurvenpunkte auf, welche wichtiger sind als beliebige allge-
meine Punkte. 

a) UmrifJpunkte. Es sollen in Fig.49a die zweiten UmriSpunkte auf der 
Schnittkurve gefunden werden. Der zweite UmriB der Rotationsflache wird 
gebildet durch den Nullmeridian, welcher beim Kegel aus den beiden auSersten 
Mantellinien besteht. Dieser Nullmeridian liegt in der zweiten Hauptebene 71:2 

durch die Achse und diese Ebene ist nun als Hilfsebene einzufiihren. Sie schnei-
det aus IX die zweite Hauptgerade h2' welche nun aus dem Nullmeridian die ge-
suchten UmriSpunkte U, V schneidet. In diesen Punk ten muS nach Satz 23 
der AufriS der Schnittkurve den Nullmeridian beriihren. 

Stiefel 5 
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b) Punkte in Symmetrieebenen. Haufig hat die ganze Konfiguration, welche 
der Konstruktion einer Kurve zugrunde liegt, eine Symmetrieebene, so daB 
auch die Kurve symmetrisch zu dieser Ebene verlaufen muB. Ein Punkt der 
Kurve in der Symmetrieebene ist ein ausgezeichneter Punkt; falls die Kurve 
in ihm eine eindeutig bestimmte Tangente hat, so steht diese Tangente senk-
recht zur Symmetrieebene oder liegt in speziellen Hillen in ihr. 

11; 

I r 
As· 

Fig.49b 
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Bei unserem Kegel wurde diese Konstruktion in Fig.49b durchgefiihrt. 
Eine Symmetrieebene der Konfiguration ist die erste projizierende Ebene (f, 

welche durch die Achse normal zu hl geht. Sie muBnun als Hilfsebene einge-
fiihrt werden. (f schneidet aus IX die Gerade 1= HN. Es ist dies die steilste 
Gerade in IX, auch Fallgerade VOIlIX genannt. Urn nun I mit der Rotationsflache 
zu durchstoBen, wurde I in die Nullmeridianebene gedreht (N bleibt fest, H 
wurde nach (H) gedreht) und die gedrehte Gerade (t) mit dem Nullmeridian 
in (M) geschnitten. Zuriickdrehen ergibt den gesuchten Punkt M der Schnitt-
kurve in (f; in ihm ist die Tangente horizontal. 

c) Unendlich Ierne Punkte. Hier benutzen wir eine Verallgemeinerung der 
Variante a) fiir die Wahl der Hilfsebenen, namlich Hilfsebenen durch die Kegel-
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spitze. Jede solche Ebene schneidet aus dem Kegel zwei Mantellinien a,b, 
deren DurchstoBpunkte A, B mit IX Punkte der Schnittkurve ergeben. 
Die Tangenten in A, B sind die Schnittgeraden von IX mit den Tangential-
ebenen, we1che den Kegel Hings a, b beriihren. Nlihern wir nun diese Hilfs-
ebene der Parallelebene IXo zu IX durch die Kegelspitze, so entfernen sich A,B 
immer mehr und die Tangenten in diesen Punkten werden zu Asymptoten 
der Schnittkurve. 

In Fig.49b wurde dies durchgefiihrt. Die Parallelebene IXo wurde mittels 
der parallel verschobenen FaHgeraden 10 gefunden. IXo schneidet aus dem Kegel 
die Mantellinien a, b, welche nach den «unendlich fernem Punkten A",,, Boo der 
Schnittkurve zeigen. Die Asymptoten sind als Grenzlagen von Tangenten 
nach dem eben Gesagten die Schnittgeraden von IX -mit den Tangentialebenen 
an den Kegellangs a, b. Wir haben zum Beispiel die Asymptote t konstruiert, 
indem wir die Spur der Tangentialebene T in der Grundkreisebene mit der 
Spur hI von IX geschnitten haben. t liegt parallel zu a. 

Bemerkung: Bei einer allgemeinen Rotationsflache hat die Schnittkurve 
nur dann eine Asymptote, wenn der Nullmeridian selbst eine Asymptote hat. 
Sie beschreibt bei der Rotation den Asymptotenkegel der Flache. Fiir die 
Asymptotenkonstruktion der Schnittkurve kann die Flache durch diesen 
Asymptotenkegel ersetzt werden. 

Wir werden im 2. Teil des Buches beweisen, daB der ebene 
Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreiskegels eine Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel istl). (Den Spezialfall, wo die Schnittebene IX durch die Kegelspitze 
geht, also die Schnittkurve aus Mantellinien besteht, lassen wir beiseite.) 
1m Fall der Fig.49 ist die Kurve also eine Hyperbel, da sie zwei Asymptoten 
besitzt. Der zweite Ast der Hyperbel verlauft auf dem oberen Teil des Kegels, 
der entsteht, wenn man die Mantellinien iiber die Spitze hinaus verlangert. 
Wenn die Schnittebene IX so flach angenommen wird, daB die Parallelebene IXo 

durch die Spitze keine Mantellinien aus dem Kegel schneidet, so hat die Schnitt-
kurve keine Asymptoten und keine unendlich fernen Punkte, ist also eine 
Ellipse2). Ais Obergangsfall entsteht eine Parabel, wenn IXo den Kegel beriihrt. 
ZusammengefaBt: 

27. Der ebene Schnitt eines (geraden oder schielen) Kreiskegels ist eine H yper-
bel, Para bel oder Ellipse, ie nachdem ob die Parallelebene zur Schnittebene dureh 
die Kegelspitze aus dem Kegel zwei, eine oder keine M antellinie schneidet. 

Zylinderschnitt. Wird ein Kreiszylinder als Grenzfall eines Kegels auf-
gefaBt und laBt man den trivialen Fall beiseite, daB die Schnittebene parallel 
zu den Mantellinien des Zylinders ist, so trifft jede Mantellinie des Zylinders 
die Schnittebene im Endlichen und daher ist der Schnitt eine Ellipse. 

27 a. Der ebene Schnitt eines (geraden oder schielen) Kreiszylinders ist eine 
Ellipse. 

Bemerkung: In beiden Satzen kann als Spezialfall der Ellipse natiirlich ein 
Kreis auftreten. 

1) Daher nennt man diese drei Kurven auch Kegelschnitte. 
2) Vgl. auch 2. Teil, § 4, Fig. 71, 72. 
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Schnitt einer Flache mit einer ihrer Tangentialebenen. In Fig.50 wurde eine 
Rotationsmiche mit der z-Achse als Achse durch den Nullmeridian eo gegeben. 
Die Flache soll nun mit ihrer eigenen Tangentialebene ot im Punkt A geschnitten 
werden (ot ist erste projizierende Ebene). Hier liegt also der anHiBlich des Be-
weises von Satz 26 erwahnte Spezial£all vor. Der allgemeine Punkt P der Schnitt-
kurve und seine Tangente t wurden genau nach den eben besprochenen Methoden 

z 

x 
Fig. 50 

gefunden (Konstruktion der 
Tangentialebene an die Fla-
che in P gema13 Fig. 41). In 
A versagt die in Satz 26 
angege bene Tangentenkon-
struktion, und zwar zeigt die 
Figur, da13 A ein Doppel-
punkt der Schnittkurve wird, 
so da13 in A nicht eine, 
sondern zwei Tangenten -
die sogenannten Haupttan-
genten existieren. 'Vir 
halt en fest: 

28. Die Schnittkurve einer 
Fliiche mit ihrer T angential-
ebene im Punkt A kann in 
A einenDoppelpunkthaben1). 

Die Konstruktion der 
Haupttangenten im Doppel-
punkt ist mit elementaren 
Mitteln nicht moglich; es 
sol1 jedoch eine Berechnung 
dieser Tangenten im spe-
ziellen Beispiel der Fig. 50 
vorgefUhrt werden. Ais Me-
ridian eo wurde namlich eine 
Kettenlinie gewahlt, und 
zwar speziell die Kurve 

y = Chz. (22) 

(Ch = hyperbolischer Cosi-
nus.) Legen wir also eine 
erste Hauptebene in der 
Holle z, so schneidet sie 
aus der Flache den Kreis k 
vom Radius r = Chz. Spe-

ziell ist also der Radius des kleinsten Para11elkreises (( Kehlkreis») 0 A = Ch 0 = 1. 
Aus dem schraffierten rechtwinkligen Dreieck im Grundri13 folgt daher fUr die 
y-Koordinate von p. 

yp= ± Vr2-1 = ± VCh2z-1 = ± Shz. (23) 

1) Man nennt dann A einen kyperboliscken Punkt der Fliiche. Hingegen heillt ein Fliichenpunkt A 
elliptisck, wenn die in ihm konstruierte Tangentialebene in der Umgebung von A keine Punkte 
auller A mit der Fliiche gemeinsam hat (zum Beispiel ist jeder Punkt der Kugel elliptisch). In 
der Differentiaigeometrie definiert man noch eine dritte Sorte von Fliichenpunkten, die paraboli-
scken Punkte, we1che gewisse Ubergangsfiille zwischen den elliptischen und hyperbolischen Punk ten 
darstellen (zum Beispiel sind alle Punkte eines Kegels parabolisch). 
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Der AufriB der Schnittkurve ist daher die Kurve y = ± 5hz; ihre Tangenten 
t;,t; im Nullpunkt sind bekanntlich unter 45 0 zur Horizontalen geneigt. 

Diese RotationsfUiche der Kettenlinie heisst Katenoid. 
Das Rotationshyperboloid. In Fig. 51 wurde als Nu11meridian eo einer Ro-

tationsfUiche eine Hyperbel gewiihlt (Rotationsachse = z-Achse). Die entstehende 
Fliiche heiBt Rotationshyperboloid1). Wie in Fig. 50 solI die Fliiche mit der Tan-
gentialebene at im Punkt A des Kehl-
kreises geschnitten werden. Wieder z 
wurde eine erste Hauptebene :7tl ge-
wiihlt und mit ihrer Hilfe ein allge-
meiner Punkt P des Schnittes kon-
struiert. Berechnung der Schnitt-
kurve: 

Es sei 

also 

1, 

a2 
y2=a2 + -Z2 

b2 

(24) 

die GleichungderMeridianhyperbel eo. 
Die Halbachse a der Hyperbel ist 
auch der Radius OA des Kehlkreises. 
Die Hauptebene :Ill in der Hohe z 
schneidet aus der Fliiche den Kreis k, 
fiir dessen Radius r nach (24) gilt: 

Aus dem schraffierten Dreieck im 
GrundriB folgt daher fiir die y-Ko-
ordinate von P: 

2 a2 
yp=r2 -a2 =b9" z2 (26) 

Somit hat der AufriB der Schnitt-
kurve die Gleichung 

b 
z=±a-' y ; (27) 

dieser AufriB besteht also aus den bei-
den Asymptoten der Meridianhyperbel 
und die Schnittkurve selbst zerfiillt in 
zwei Geraden mo, no, welche in at liegen 

-' 

x 
Fig. 51 

und ganz auf der Fliiche verlaufen. Alle durch die Rotation aus mo bzw. n. ent-
stehenden Geraden m, n liegen ebenfalls auf der Fliiche, so daB also das Rotations-
hyperboloid von zwei Scharen von Geraden (m-Schar und n-Schar) iiberzogen ist. 
Die Fliiche kann nun zum Beispiel auch durch Rotation von mo erzeugt werden, 
ist also eine Regel/lache. In der Fig. 51 wurde noch die aus mo durch Rotation 
hervorgehende und durch P laufende Gerade m1 der m-Schar eingezeichnet. 1m 
GrundriB beriihrt sie den Kehlkreis und im AufriB die Meridianhyperbel ( = zweiter 
UmriB) in ihrem DurchstoBpunkt U mit der zweiten Hauptebene :Il2' Nach dem 

1) Genauer einschaliges Rotationshyperboloid zum Unterschied vom zweischaligm Rotations-
hyperboloid, welches durch Rotation einer Hyperbel um die Verbindungsgerade ihrer Scheitel ent-
steht und aus zwei getrennten Teilen besteht. 
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Hauptsatz tiber die Tangentialebene spannen no und ml die Tangentialebene T 

in P auf; ihre Spur s in der Kehlkreisebene ist also die Polare von P' in bezug auf 
den Kehlkreis. Allgemeiner folgt nun: 

29. Durch jeden Punkt P des Rotationshyperboloids geht eine Gerade der 
m-Schar und eine Gerade del' n-Schar. Diese beiden Geraden spannen die Tangential-
ebene in P auf; ihre Spur in del' Kehlkreisebene ist die Polare von P' in bezug auf den 
Kehlkreis. 

Bemerkung: Aus diesem Satz ergibt sich folgende einfache Lasung der 
Grundaufgabe fiber Regelflachen (vgl. Seite 64) im Fall des Rotationshyperboloids. 
Es sei eine Gerade m auf der FHiche und eine durch m gehende Ebene T ge-
geben. Es sei ferner s die Spur von T in der Kehlkreisebene. Dann ist der Pol von 

z .. , 

Fig. 52 

sin bezug auf den Kehlkreis der GrundriB des Punktes P, in welchem T Tangen-
tialebene ist. 

30. Z wei Geraden a, b des H yperboloids sind windschief oder schneiden sich je-
nachdem ob sie derselben Schar angehoren oder nicht. 

Beweis: Seien P und Q die Punkte auf a bzw. b, deren Grundrisse in den 
Schnittpunkt von a' und b' zusammenfallen. Gehoren a und b derselben Schar 
an, so liegen P und Q - wie man leicht sieht - auf verschiedenen Seiten der 
Kehlkreisebene. Stammen aber a und b aus verschiedenen Scharen, so liegen 
P und Q auf derselben Seite der Kehlkreisebene, fallen also zusammen. (Der 
Spezialfall, daB eine Gerade der m-Schar und eine Gerade der n-Schar zueinander 
parallel sind, ist in Satz und Beweis als Grenzfall einzubeziehen.) 

Als etwas weitergehendes Konstruktionsbeispiel zum Inhalt von § 3 und § 4 
soll nun in Fig. 52 ein Rotationshyperboloid axonometrisch dargestellt werden. 
Es wurde in der tiblichen vVeise das Achsenkreuz Nr. 5 der Tabelle auf Seite 47 
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rechts im AufriB und links im SeitenriB dargestellt. Urn einfache Konstruktionen 
zu erhalten, wurden zwei Parallelkreise kvkz symmetrisch zum Nullpunkt ange-
nommen und mittels der bekannten Ellipsenkonstruktion (vgl. den AufriB) in 
12 gleiche Teile geteilt. Ais Erzeugende des Hyperboloids wurde die dritte Haupt-
gerade mo gewahlt, welche zwei dieser Teilpunkte verbindet. Die 12 aus ihr durch 
die Rotation hervorgehenden Geraden der m-Schar konnen nun sofort einge-
zeichnet werden. 

Die UmriBkonstruktion erfolgt nun nach der Methode der Beriihrungskugel 
(vgl. Fig. 47). Urn zum Beispiel das Zentrum M der Beriihrungskugel zu finden, 
welche die Flache langs kg beriihrt, kann im Schnittpunkt P von mo und kg die 
N ormale g zur Tangentialebene T errichtet werden. Da mo in T liegt und dritte 
Hauptgerade ist, steht gill einfach senkrecht zu Die Vertikale durch M'" er-
gibt dann den UmriBpunkt U auf kz. 

Wiederholt man diese Konstruktion flir einen anderen Parallelkreis k. so folgt 
aus der Ahnlichkeit der schraffierten Dreiecke. daB U'" und V"' auf einer Geraden 
rx. 1II durch den Nullpunkt 0 liegen. Der SeitenriB der UmriBkurve ist also diese 
Gerade rx. 1II und die UmriBkurve selbst ist der ebene Schnittl) der Flache mit der 
dritten projizierenden Ebene rx.. Der UmriBpunkt D auf einer gegebenen Geraden 
m der m-Schar ist nun einfach der DurchstoBpunkt von m mit rx.. 

In der Figur wurde noch eine Gerade n der zweiten Schar eingezeichnet. 

1) 1m zweiten Teil des Buches wird bewiesen. daB jeder ebene Schnitt des Rotationshyper-
boloids ein Kegelschnitt ist. Somit ist unsere UmriBkurve ein Kegelschnitt, und zwar eine Hyperbel. 
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§ 5. Schnitt von zwei FHichen (Durchdringungen) 

Die Schnittkurve von zwei krummen FHichen wird mit analogen Methoden 
konstruiert wie der ebene Schnitt einer einzigen Flache: 

31. Um allgemeine Punkte der Schnittkurve von zwei Fliichen zu linden, lege 
man eine Schar von H ilfsebenen, welche aus beiden Fliichen einfache K urven 
schneiden (zum Beispiel Erzeugende oder Bahnkurven). 

Beispiel: In Fig.53 ist die eine Flache eine Rotationsflache; Rotations-
achse a, Nullmeridian eo= Kreis. Die Flache heiBt Kreisring oder Torus. Die 
zweite Flache ist ein gerader Kreiszylinder, dessen Mantellinien senkrecht zur 
GrundriBebene stehen, so daB er im GrundriB als Kreis erscheint. Ais Hilfs-
ebenen wurden erste Hauptebenen gewahlt; so schneidet zum Beispiel die erste 
Hauptebene Jrl aus beiden Flachen Kreise, deren Schnittpunkte P, Q Punkte 
der Durchdringungskurve sind. 

Nun beachte man aber, daB die Schnittkurve im GrundriB von vornherein 
bekannt ist, sie fant ja mit dem Grundkreis des Zylinders zusammen. Man 
kann also die Kurve auch konstruieren, indem man einen Punkt (zum Beispiel 
V) im GrundriB wahlt und mit Hilfe des durch ihn laufenden Parallelkreises des 
Torus den AufriB bestimmt. Auf diese Weise wurden die ausgezeichneten Punkte 
gefunden, namlich die UmriBpunkte U, V auf Torus und Zylinder und der 
Punkt M in der Symmetrieebene (] (= erste projizierende Ebene durch die 
Achsen der beiden Flachen). 

32. Sei P ein Punkt der Schnittkurve von zwei Fliichen. Dann ist die Tangente 
an die Schnittkurve in P die Schnittgerade der T angentialebenen an die beiden 
Fliichen in P. 

Beweis: Da die Schnittkurve auf beiden Flachen liegt, muB ihre Tangente 
nach dem Hauptsatz tiber die Tangentialebene in der Tangentialebene an jede 
der beiden Flachen liegen. 

1m Beispiel Fig. 53 wurde die Tangentenkonstruktion in P gezeigt. Die Spur 
s der Tangentialebene an den Torus wurde gemaB Fig.41 ermittelt; die Spur 
der Tangentialebene 1'1 an den Zylinder ist die Tangente an seinen Grundkreis 
in P'. Der Schnittpunkt H der beiden Spuren ergibt im AufriB die Tangente t". 

1m Punkt D beriihren sich beide Flachen; dort versagt also Satz 32. Analog 
zu Satz 28 zeigt die Figur, daB D ein Doppelpunkt der Schnittkurve wird: 

33. Beruhren sich zwei Fliichen in einem Punkt D, so kann ihre Schnittkurve 
in D einen Dappelpunkt haben. 

Die beiden Haupttangenten an die Schnittkurve im Doppelpunkt D k6nnen 
nicht mit elementaren Mitteln gefunden werden. 

Der Punkt 5 der Schnittkurve liegt auf dem zweiten UmriB beider Flachen. 
Beide TaTlgentialebenen sind also dort zweite projizierende Ebenen, also ist 
nach Satz 32 die Tangente an die Schnittkurve in 5 senkrecht zur AufriBebene 
und im Einklang mit Satz 24. hat der AufriB der Schnittkurve in 5" eine Spitze. 
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Schnitt von zwei KegelfHichen. Hier fiihrt das Pendelebenenverfahren 
immer zum Ziel (vgl. auch Seite 27 und Fig. 15). Es besteht darin, daS man 
Hilfsebenen durch die Verbindungsgerade P der beiden Spitzen legt. Die allge-
meine Hilfsebene n pendelt also urn pals Pendelachse und schneidet aus jeder 
der Kegelflachen Erzeugende, das heiSt Mantellinien heraus. 

Fig.54 zeigt als Beispiel im Grund- und AufriSverfahren die Schatten-
konstruktion an einem auf der Spitze stehenden und oben offenen Rotations-
kegel. Es solI der Schatten des Randkreises k auf das Innere des Kegels er-
mittelt werden, wobei die Lichtstrahlen parallel zu der gegebenen Richtung l 

0" S" 
]{I! 

IJ' 

d 
Fig. 54 

einfallen. Diese Aufgabe kann auch aufgefaSt werden als die Konstruktion der 
Schnittkurve c des Kegels mit dem Lichtzylinder, dessen Leitkreis kist und 
des sen Mantellinien parallel zur LichtricMung lliegen. Die Pendelachse p geht 
durch die Kegelspitze parallel zu den Erzeugenden des Zylinders, das heiSt 
parallel zu lund mage die erste Hauptebene von k in D durchstoSen. Eine 
Pendelebene n legen wir fest durch ihre Spur s in dieser Hauptebene; sie schnei-
det aus den Flachen je eine Erzeugende e1 bzw. e2 , deren Schnittpunkt P ein 
Punkt der gesuchten Schattenkurve ist. Die Konstruktion der Kurventangente 
tin P erfolgte, indem der Schnittpunkt T der Spuren t1,t2 der Tangentialebenen 
beider Flachen bestimmt wurde. 
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Nun beachte man aber: Der Punkt T' ist der Pol der Geraden s' in bezug 
auf den Kreis k', er muB also nach bekannten Satzen tiber die Kreispolaren1) 

auf der Polaren d von D' liegen. Mit anderen ':Vorten: Der AufriB T" ist fest 
und unabhangig von der Auswahl der Pendelebene n. Es miissen also die Tan-
gent en in allen Punkten des Aufrisses e" Ullserer Schnittkurvfrdurch T" laufen. 
Dies ist nur moglich, wenn dieser AufriB e" eine Gerade ist. Die Kurve selbst 
ist dann als Schnitt der zweiten projizierenden Ebene y durch e" mit dem Licht-
zylinder nach Satz 27 a eine Ellipse. Sie trifft k in den beiden Punkten A, B, 
von welchen iibrigens die Eigenschattengrenze des Kegels ausgeht. 

Es wurde noch die Tangente an e' in A' konstruiert, indem die Spuren der 
Kurvenebene y und der Kegeltangentialebene in A in der Hauptebene n 1 ge-
schnitten wurden (gestrichelt). 

Fig. 55 

Der eben vorgeftihrte Beweis, daB die Schnittkurve eben ist, laBt sich ohne 
weiteres tibertragen auf den allgemeineren Fall des Schnittes zweier (eventuell 
schiefer) Kegelflachen, welche einen Kreis als gemeinsame Leitkurve haben: 

34. Haben zwei Kegel/liichen einen Kreis als gemeinsame Leitkurve, so besteht 
ihre Durchdringung aus diesem Kreis und einem gemeinsamen (eventuell un end-
lieh /ernen) ebenen Schnitt (vgl. auch den allgemeineren Satz 19 auf Seite 99). 

Methode der Hilfsfllichen zur Punktkonstruktion. Oft ist es vorteilhaft, das 
Grundprinzip 31 fiir die Konstruktion der Schnittkurve zweier FHichen zu ver-
allgemeinern, indem man an Stelle der Hilfsebenen eine Schar von Hilfsfliichen 
einfiihrt. In Fig. 55 sollen als Beispiel zwei Rotationszylinder geschnitten werden, 
deren Achsen al , a2 in der Grundrif3ebene liegen. (Konstruktion im GrundriB 
allein.) Als HilfsfHichell wurden Kugeln mit dem Schnittpunkt von al und a2 

1) Die Grundsatze der Polarentheorie werden im zweiten Teil des Buches bewiesen. 
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als Zentrum gewahlt. Die eingezeichnete Hilfskugel schneidet aus den Zylindern 
Kreise kl' k2' die in unserem GrundriB als Strecken erscheinen. Der Schnittpunkt 
P dieser Kreise ist ein Punkt der Durchdringungskurve. 

Diese Methode der Hilfskugeln kann immer angewendet werden beim Schnitt 
zweier Rotationsflachen, deren Achsen sich schneiden; die urspriingliche Methode 
der Hilfsebenen versagt in diesem Fall im allgemeinen. 

Methode der Flachennormalen zurTangentenkonstruktion. Aus Satz 32 folgt auch 
35. Die Tangente an die Schnittkurve zweier Flachen im Punkt P steht senkrecht 

aUf der Ebene v, welche durch die Flachennormalen der beiden Flachen in P auf-
gespannt wird. 

(Denn die Schnittgerade der beiden Tangentialebenen steht senkrecht auf den 
beiden Normalen dieser Ebenen.) Haufig ist es bequem, die Tangentenkonstruk-
tion mit Hilfe dieses Satzes auszufiihren. In Fig. 55 wurden die beiden Zylinder-
normalen nv n2 in P eingetragen; sie durchstoBen die GrundriBebene in den auf 
den Zylinderachsen gelegenen Punkten D1 , D2 • Die Verbindungsgerade s = DI DB 
ist also die Spur der Ebene v, welche durch nv ng aufgespannt wird; nach Satz 35 
steht der GrundriB t' der Tangente auf s normal. 

§ 6. Kotierte Normalprojektion, BoschungsfHichen 

Wir haben bei unseren bisherigen Konstruktionen gelegentlich im GrundriB 
allein gearbeitet (Fig. 15, 26, 55). Diese Methode kann ausgebaut werden; die 
Fig.56 enthalt das dazu Notwendige. Ein Punkt P im Raum wird gegeben 
durch seinen GrundriB P' und seine Kote (Rohe tiber der GrundriBebene), 

P' If 

1 
Fig. 56· 

(17)' .... 

welche man als Zahl bei P' anschreibt. (Die Langeneinheit wurde links oben 
als Strecke angegeben.) Eine Gerade g im Raum kann festgelegt werden durch 
ihren GrundriB g' und durch die auf ihr liegenden Punkte mit ganzzahligen 
Koten. Diese Punkte ergeben eine regelmaBige Skala auf g', die Graduierung 
der Geraden. Endlich wird eine Ebene (X dargestellt durch ihre Niveaulinien; 
es sind dies ihre (ersten) Rauptgeraden mit ganzzahligen Koten. 



3. Abschnitt: § 6. Kotierte Normaiprojektion, B6schungsflachen 77 

In Fig.56 wurde als Beispiel eine Lage- und eine MaJ3aufgabe ge16st (vgl. 
den 1. Abschnitt): a) DurchstoJ3punkt D von g mit ('J... ZuriickfUhrung auf das 
Problem der Schnittgeraden (Seite 23) durch Legen einer Hilfsebene f3 durch g. 
(Die Niveaulinien 1 und 3 von f3 gehen durch die Graduierungspunkte 1 bzw. 3 
von g.) Konstruktion der Schnittgeraden s von ('J.. und f3 durch Schneiden der 
Niveaulinien gleicher Kote. b) Gesucht die Normale n im Punkt A zur Ebene 
('J... Es wurde die Fallgerade f=AB von ('J.. konstruiert (sie schneidet alle Niveau-
linien senkrecht). n' fillt mit f' zusammen. Urn die Graduierung von n zu 
finden, wurde das Profildreieck von AB in die Hauptebene von A umgeklappt. 
Die Umklappung (n) von n steht senkrecli.t auf (f). In der Umklappung wurde 
dann der Punkt mit der Kote 5 auf n konstruiert. 

Fig. 57 

Auch eine krumme Plache kann durch ihre Niveaulinien dargestellt werden. 
Man definiert diese Kurven am besten als die Schnittkurven der Fliiche mit 
den Hauptebenen von ganzzahliger Kote. Diese Art der Darstellung ist dem 
Leser wohl von der Darstellung des Geliindes auf topographischen Kurven-
karten geliiufig. Fig.57 zeigt so schematisch eine Geliindepartie in kotierter 
Normalprojektion. In beiden Punkten A und B ist die Tangentialebene hori-
zontal (erste Hauptebene), jedoch haben diese Punkte ganz verscliiedenen 
Charakter. A ist ein Gipfelpunkt. Die Fliiche liegt in der Umgebung von A 
tiefer als A selbst und daher hat die Tangentialebene in A in dieser Umgebung 
auJ3er A keine Punkte mit der Fliiche gemeinsam. Nach der Definition von 
Seite 68 (FuJ3note) ist daher A ein elliptischer Punkt der Fliiche. 1m Gegen-
satz dazu ist B ein Sattelpunkt oder PafJpunkt. Es gibt niimlich in der Umge-
bung von B sowohl Fliichenteile, die h6her als B, als auch Fliichenteile, die nie-
driger als B sind. Die Tangentialebene in B schneidet aus der Fliiche die Ni-
veaulinie 7, welcbe in B einen Doppelpunkt bat. B ist also hyperboliscber 
Punkt der Fliicbe. 

Analog zur Ebene definieren wir alsF allkurve f der Fliicbe eine Kurve, welche 
alle Niveaulinien senkrecbt schneidet. Die vom Sattelpunkt B aufsteigende Fall-
kurve (stricbpunktiert) heiJ3t Gratlinie oder Wasserscheide der Geliindefliiche; die 
vom Satte1punkt B absteigende Fallkurve (gestrichelt) heiJ3t Tallinie. Die 
Grat- und Tallinien erleicbtern die Obersicht fiber die Gliederung des Geliindes. 
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Erdbauten. In Fig.58 ist das GeHinde wieder durch die Niveaulinien ge-
geben. (Nach links hin sHirker abfallender Hang.) Es solI durch dieses GeHinde 
die in der Figur ebenfalls durch die Niveaulinien gegebene geradlinige und 
gleichmaBig ansteigende StraBe geffihrt werden. Man erkennt, daB in der 
Gegend L die StraBe hoher liegt als das Terrain, so daB dort ein StraBendamm 
notwendig wird, wahrend in der Gegend R umgekehrt die StraBe in das Ge-
lande eingeschnitten werden muB. Die Dammkonstruktion wurde nur ffir die 
StraBenkante g durchgefiihrt. Es sei die Neigung w des Dammes zur GrundriB-
ebene gegeben, so daB man also die Aufgabe hat, durch g eine Ebene IX von der 
vorgeschriebenen Neigung w zu legen. Nun beachte man, daB alle Ebenen mit 

Fig. 58 

der Neigung w, welche durch einen ausgewahlten Punkt 5 (Kote 7) von g 
gehen, einen Kegel umhfillen (Biischungskegel). Die Niveaulinien dieses Kegels 
sind Kreise. Denkt man sich etwa den Niveaukreis 6 als Grundflache des Ke-
gels, so wird die Kegelhi:ihe = 1 und fUr den Radius r dieses Niveaukreises gilt 
daher r=cotg w. Die gesuchte Ebene IX ist die Tangentialebene an den Kegel, 
welche durch g geht. Ihre Niveaulinie 6 wird gefunden als Tangente yom 
Punkt A (Kote 6) aus an den eben konstruierten Niveaukreis 6 des Boschungs-
kegels. Die Schnittkurve des Dammes mit dem Gelande ergibt sich durch 
Schneiden gleich kotierter Niveaulinien des Dammes und des Gelandes. 

Analog wurde der Einschnitt rechts mit Hilfe eines im Punkte 11 auf der 
Spitze stehenden Boschungskegels gefunden. 

InFig.59a ist nun als StraBenkante eine Raumkurve c 
angenommen, welche durch ihren GrundriB c' und genfigend viele kotierte 
Punkte 0-4 gegeben ist. Der StraBendamm wurde auf folgende Weise kon-
struiert. Nach Wahl einer Neigung w wurden die Boschungskegel mit dieser 
Neigung in den Punkten 1-4 von c konstruiert und speziell ihre Niveaukreise 
von der Kote 0 eingezeichnet. Die Enveloppe1) dieser Niveaukreise sei die 

1) Enveloppe = eingehiillte Kurve. 



3. Abschnitt: § 6. Kotierte !'iorrnalprojektion, Biischungsfliichen 79 

Niveaulinie 0 des StraBendamms. 1m iibrigen nehmen wir als Dammflache eine 
Regelflache, deren Erzeugende die Geraden sind, welche von den Punkten der 
Niveaulinie 0 senkrecht zu ihr auslaufen und die Neigung OJ haben (zum Bei-
spiel e2,e3,e4). Diese Geraden treffen als Mantellinien der Boschungskegel auch 
wirklich die gegebene Kurve c. 1st c speziell als ebene Kurve in einer Horizon-
talebene gegeben, so falit die vorbereitende Konstruktion der Niveaulinie 0 weg. 

Die so gefundene Regelflache heiBt Boschungsfliiche der Kurve c. Der 
GrundriB der Niveaulinie 1 dieser Flache wird erhalten, indem man auf den 
Normalen der Niveaulinie 0 die konstante Lange iJ = cotg OJ abtragt; 
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Fig.59a 

die Grundrisse der Niveaulinien sind also die Parallelkurven zur Niveaulinie O. 
Diese ParaIlelkurven schneiden die Geraden e;, ... wieder senkrecht, das 
heiBt die Erzeugenden der Flache schneiden aIle Niveaulinien orthogonal, sie 
sind also die F allkurven der Flache. 

Die Tangentialebene 1" in einem Punkt P der Flache wird aufgespannt von 
der Erzeugenden e und von der Tangente an die Niveaulinie durch P, welche 
also die zu e senkrechte Hauptgerade ist. Daraus folgt sofort, daB die Tangen-
tialebenen in den verschiedenen Punkten P, Q, ... einer Erzeugenden zusammen-
fallen (vgl. § 2, Nr.4). Wir konnen daher einfach von der Tagentialebene 1" langs 
einer Erzeugenden e sprechen. i hat auch die Neigung OJ und die Erzeugende e 
ist Fallgerade in ihrer Tangentialebene 1". 

Diese letztere Eigenschaft kann man zu einer genaueren Konstruktion der 
Flache benutzen. (Durchgefiihrt im Punkt 2 von c.) Man legt durch die Tan-
gente t an c die Ebene i von der Neigung OJ nach dem Verfahren von Fig.58. 
Diese Ebene ist die Tangentialebene an die Flache im Punkt 2 von c und somit 
ist ihre Fallgerade in diesem Punkt eine Erzeugende e2 der Flache. 
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Abwicklung der Boschungsfliiche. Die BoschungsfHiche teilt also mit den 
KegelfHichen die Eigenschaft, daB die Tangentialebenen in den verschiedenen 
Punkten einer Erzeugenden zusammenfallen (vgl. Satz 21). In der Differential-
geometrie zeigt man, daB daraus die Abwickelbarkeit der Flache folgt. Anschau-
lich bedeutet dies, daB die Flache durch Verbiegen eines Stiickes Papier her-
gestellt werden kann, also langen- und winkeltreu in die Ebene ausgebreitet 
((abgewickelh) werden kann. Wir wollen uns dieses Resultat noch plausibel 
mach en und zugleich eine gute Naherungskonstruktion fiir die Abwicklung an-
geben (Fig. 5gb; cs wurde cos W = 0,8 gewahlt). 
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Fig.59b 

Ais Abwicklung des in Fig.59a schraffierten Teils der Flache ((krummes 
Rechteck») nehmen wir den in Fig. 59b schraffierten Kreisringsektor. Seine Ab-
messungen seien: 

Zentriwinkel q; = q;>' cos W 

(q;>= Winkel der Geraden ea, im BogenmaB gemessen). 
K!eisbogen AB=so= Bogen AB der Niveaulinie O. (28) 

Lf = wahre Lange von A C = 
cosw 

Der Radius r des Kreisbogens A Jj betragt also 

r = __ s--'o'----_ (29) 
q;>. cos W 

Dieser Ansatz wird durch folgende Ubedegungen gerechtfertigt: Die Lange des 
Kreisbogens C i5 betragt 

( So __ .1_). q;>' cos W = so-.1.q;>. 
q;>·COSW cosw 
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Dies ist aber nach einer bekannten Formel tiber Parallelkurven (deren Beweis 
wir tibergehen) genau die Lange 51 des Bogens CD der Niveaulinie 1. Alle vier 
Seiten des krummen Rechtecks der Flache erscheinen also in Fig. 59b in wahrer 
GroBe. 

Mit den iibrigen krummen Rechtecken der Flache verfahren wir analog und 
erhalten so die ganze Fig. 59b, in welcher also aIle Bogen auf Niveaulinien, d,ie 
zwischen zwei Nullkreisen in der Fig. 59a verlaufen, und alle Strecken auf Er-
zeugenden der Flache dieselbe Lange haben wie auf der krummen Flache selbst. 
Hingegen wird ein beliebiger Bogen auf einer Niveaulinie in Fig. 59b nicht seine 
richtige Lange bekommen; die Abwicklung ist also nur naherungsweise durch-
gefiihrt. ]edoch wird diese Annaherung um so besser, je feiner die Einteilung der 
Flache in krumme Rechtecke gemacht wird, und um die streng richtige Ab-
wicklung zu erhalten, miiBte diese Einteilung unendlich fein sein1). 

Bemerkung: Fiir das praktische Zeichnen ist die Konstruktionsvorschrift (28) 
unbequem und ungenau; man kann wie folgt vereinfachen. Fiir den Bogen. 50 

ergibt sich namlich in Fig.59a annahernd 5 0=r'rp, wobei rein geschatzter 
Mittelwert der beiden in der GrundriBebene liegenden Strecken MA' und MB' 
ist. Aus (29) folgt: 

_ r 
r=---. 

cosw 
(30) 

Der Kreisbogen A Ii ist also mit diesem Radius zu zeichnen und so lang wie der 
Bogen A B zu machen. 

In Fig. 59b wurde noch eine Tangente tan die Abwicklung c von c konstruiert. 
Zu diesem Zweck wurde die Strecke a aus Fig. 59a auf der Tangente in A an-
getragen. Die Richtigkeit dieser Konstruktion folgt daraus, daB der Winkel 
zwischen c und e2 in der Abwicklung in wahrer GroBe als Winkel zwischen c und e2 

auftritt. 

1) Die genaue Abwicklung verlangt also die Ausfiihrung einer Integration. 

Stiefel 6 



ZWElTER TElL 

Reziprozitat, Kurven und Flachen 

zweiter Ordnung 

In den weiteren Teilen des Buches werden geometrisehe Abbildungen behan-
delt, welche sich fUr das Konstruieren eignen. Bis jetzt kennen wir als geome-
trische Abbildung nur die Normalprojektion eines Gegenstands auf eine Ebene 
(Grund- oder AufriB). In diesem zweiten Teil fUhren wir nun eine wichtige 
Abbildung der ebenen Geometrie ein, welche jedem Punkt der Zeichenebene eine 
Gerade dieser Zeichenebene zuordnet. 

§ 1. Die Reziprozitat 

In der Zeichenebene (= GrundriBebene) wahlen wir einen fest en Punkt H, 
den wir den Hauptpunkt der Reziprozitat nennen. Als ZentrumZ der Reziprozi-
tat bezeichnen wir den Punkt im Raum, welcher in der Rohe 1 tiber H liegt. 
H ist also der GrundriB von Z. Einem beliebigen Punkt P der Zeichenebene 
wird nun eine Gerade p nach folgender V orschrift zugeordnet: Man konstruiere 
die Gerade PZ, lege in Z die Normalebene zu ihr; dann sei p die Schnittgerade 
dieser Normalebene mit der Zeichenebene. 

Zur Konstruktion von p (Fig.60) zeichnet man den Kreis k vom Radius 1 
mit dem Mittelpunkt H und benutzt die Umklappung des Profildreiecks von 
PZ. Die Umklappung (Z) talIt auf den Kreis k. Die gesuchte Gerade p geht 
durch F senkrecht zu PH. 

1st noch r die Entfernung PH und e der Abstand von p von H, so folgt 
aus dem Rohensatz im rechtwinkligen Dreieck (Z) P F sofort 

r=T1 (1) 

Dabei ist zu beach ten , daB P und p auf verschiedenen Seiten des Rauptpunktes 
liegen. Wegen (1) nennen wir den Punkt P und die Gerade p reziprok zueinan-
deL Es gilt der wichtige Satz: 

1. Bei der Reziprozitat bleiben Inzidenzen erhalten, das heifit wenn ein Punkt P 
auf einer Geraden q liegt, so geM die reziproke Gerade p von P dureh den rezi-
proken Punkt Q von q (Fig. 60). 
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition. Die Gerade P Z liegt 
namlich in derEbene ('f.= qZ, welche ja normal ist zu QZ. Daher stehen P Z und 
QZ senkrecht aufeinander. Also geht die Normalebene zu PZ durch QZ, das 
heiBt die Gerade p geht durch Q. 

Eine direkte Folge dieses Satzes ist 
2. Gegeben zwei Punkte Pl , P2 und ihre reziproken Geraden Pv P2. Dannist 

die Gcrade Pl P2 reziprok zum Schnittpunkt von Pl und P2. 

Fig. 60 

Zu jeder Figur der eben en Geometrie kann man nun die reziproke Figur 
zeichnen. Dabei entspricht also dem Verbinden von zwei Punkten in der ersten 
Figur das Schneiden der reziproken Geraden in def zweiten Figur und umge-
kehrt. Die Operationen «Schneidem und ({ Verbindem sind also in der ebenen 
Geometrie vollstandig gleichberechtigt. Die Ausnutzung dieser Gleichberech-
tigung nennt man das Dualitiitsprinzip der ebenen Geometrie. Punkt und Ge-
rade sind zueinander ({duab>. Bevor wir Beispiele zu diesem Prinzip machen 
konnen, mussen wir aber noch eine Erganzung unserer Definition der Rezi-
prozitat vornehmen. 

Unendlich ferne Elemente 

1) Die unendlich ferne Gerade. Unsere ursprungliche Definition hat folgende 
Lucke: Der Hauptpunkt H selbst hat keine (im Endlichen gelegene) reziproke 
Gerade. In der Formel (1) ist namlich in diesem Spezialfall r=O, also I}==. 

Urn diese Lucke zu schlieBen, sagen wir, das Reziproke zum Hauptpunkt sei 
die l ) unendlich ferne Gerade der Zeichenebene. 

2) Unendlich ferne Punkte. 1st peine beliebige Gerade, so liegt ihr rezi-
proker Punkt P auf der Normalen n zu p durch H. Verschieben wir nun P 
parallel gegen den Hauptpunkt hin, so wandert P gemaJ3 (1) auf n immer weiter 
weg und kommt schliel3lich ins Unendliche, wenn P durch den Hauptpunkt 

1) Man fiihrt also nur eine einzige unendlich ferne Gerade ein, da es nur einen einzigen Punkt 
(niimlich den Hauptpunkt) giht, dessen reziproke Gerade nicht im Endlichen liegt. 
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geht: Wir sagen daher, der reziproke Punkt zu einer Geraden P, welche durch 
den Hauptpunkt liiuft, sei der unendlich Ierne Punkt in der zu p senkrechten 
Richtung. 

Nun muB noch das Verbinden und Schneiden von unendlich fernen Ele-
men ten definiert werden. Dabei wird man darauf achten, daB die Siitze 1 und 2 
gultig bleiben. Wir behandeln als Beispiel folgendes Problem: Gegeben ein 
Punkt PI und ein unendlich ferner Punkt P2 durch die nach ihm hin zeigende 

P, 

Fig. 61 

Richtung. Gesucht die Verbindungsgerade x=PIPZ (Fig. 61). Entsprechend 
Satz 2 konstrnieren wir statt dessen den Schnittpunkt X der reziproken 
Geraden PI,P2' Dabei ist pz die Normale zur gegebenen Richtung durch H. Die 
gesuchte Gerade x ist reziprok zu X, steht daher senkrecht auf XH = P2 und 
geht durch Pl' Mit anderen Worten: x ist einfach die Parallele zur gegebenen 
Richtung durch Pl' In derselben Weise leite der Leser die ubrigen Regeln der 
nachfolgenden Aufstellung abo 

Die Verbindungsgerade Der Schnittpunkt 

von ist von ist 

P und Qoo die Parallele durch P zu 2 Parallelen der unendlich ferne Punkt 
der nach Q 00 zeigenden in ihrer gemeinsamenRich-
Richtung. tung. 

P 00 und Qoo die unendlich ferne a und boo der unendlich ferne Punkt 
Gerade. in der Richtung von a. 

Dabei bedeutet der Index 00 einen unendlich fernen Punkt oder die unendlich 
ferne Gerade. Wichtig ist, daB in dieser Tabelle die Reziprozitiit keine Rolle 
mehr spielt. 
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Durch diese Erweiterung der Begriffe «Punkt» und «Gerade» haben wir 
dern Dualitatsprinzip zur allgerneinen Geltung verholfen. AuBerdern haben 
wir darnit erreicht, daB in den Satzen der Geornetrie der Lage die Ausnahrne-
und Spezialfalle, welche durch das Parallelwerden von Geraden gekennzeichnet 
sind, nun verschwinden (vgl. auch erster Teil, Satz 7). Dernentsprechend be-
deutet irn folgenden «Punkt» schlechthin irnrner einen endlichen oder unend-
lich fern en Punkt. Dasselbe gilt fiir die Gerade. 

Es sei dern Leser iiberlassen, diese Betrachtungen auf die raurnliche Geo-
rnetrie auszudehnen. 

R=/f 

Fig.62a Fig.62b 

Urn nun ein Beispiel fiir das Dualitatsprinzip vorzufiihren, beweisen wir den 
Satz von Desargues. In der Zeichenebene sollen zwei Dreiecke Al BI C1 und 

A 2 B2 C2 liegen (Fig. 62a). Dann gilt 
3. Gehen die Verbindungsgeraden 3'. Umkehrung. Schneiden sich 

Al A 2 , BI B2 , C1 C2 entsprechender Ek- entsprechende Dreieckseiten aut einer 
ken durch einen Punkt R, so schnei- Geraden s, so gehen die Verbindungs-
den sich die Verlangerungen entspre- geraden entsprechender Ecken durch 
chender Seiten aut einer Geraden s. einen Punkt R. 

Urn zunachst 3. zu beweisen, wahlen wir R als Hauptpunkt Heiner Rezi-
prozitat. Fig.62b zeigt die Eigenschaften der reziproken Figur. (Die Reziprozi-
tat wurde nicht wirklich konstruiert.) Die Dreiecksecken AI' B I , CI gehen tiber 
in drei Geraden al> bl> Cl> welche wieder ein Dreieck bilden. Analog erhalten wir 
ein zweites Dreieck a2,b2,c2• Da in Fig.62a die Gerade AIA2 durch den Haupt-
punkt H geht, schneiden sich in Fig.62b die Geraden al>a2 auf der reziproken 
Geraden von H, das heiBt auf der unendlich fernen Geraden. al und az sind 
daher parallel. Sornit haben die beiden Dreiecke in Fig.62b parallele Seiten. 
Nach einern bekannten Satz der Ahnlichkeitslehre gehen dann die Verbindungs-
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geraden entsprechender Ecken durch einen Punkt S. lndem mall die reziproke 
Gerade s zu 5 in der Fig.62a aufsucht, beweist man die Behauptung. 

Den Beweis von 3'. stellen wir als Ubungsaufgabe. (Anleitung: Man tibe eine 
Reziprozitat aus, deren Hauptpunkt beliebig gewahlt ist. Dann geht der zu 
beweisende Satz 3'. in den schon bewiesenen Satz 3. tiber. Mit anderen Worten: 
Der Satz von DESARGUES ist dual zu seiner eigenen Umkehrung.) 

Dieses Beispiel zeigt die Kraft der Methode, geometrische Satze durch 
geometrische Abbildung zu beweisen. 

Polarentheorie. Als weitere Anwendung werde kurz gezeigt, wie man durch 
eine Abanderung der Reziprozitat die Eigenschaften der Polaren in bezug auf 

q 

P* 

Fig. 63 

einen Kreis herleiten kann (Fig. 63). Es sei wieder H der Hauptpunkt, k der 
oben eingeftihrte Kreis Radius = 1), P ein Punkt der Ebene 
und p seine reziproke Gerade. 

Unter der Polaren P* von Pin bezug auf den Kreis k verstehen wir nun die 
zu p in bezug auf den Hauptpunkt als Symmetriezentrum symmetrische Ge-
rade. Sie liegt also auf derselben Seite von H wie der gegebene Punkt P und 
fUr ihren Abstand [l* von H gilt nach (1) wieder 

IJ* r (2) 

P heiBt auch der Pol der Geraden p*. Die Formel (2) zeigt, daB man umgekehrt 
diesen Pol finden kann, indem man den reziproken Punkt p* der Polaren 
konstruiert und seinen Spiegelpunkt in bezug auf das Symmetriezentrum H 
aufsucht (Fig. 63). 

4. Liegt ein Punkt P auf einer Geraden q, so geht die Polare P* von P dltrch 
den Pol Q* von q. 

Beweis: P* ist definitionsgemaB symmetrisch zur Reziproken p von P und 
Q* ist nach dem eben Gesagten symmetrisch zum reziproken Punkt Q von q. 
Da nach Satz 1 p durch Q geht, muB auch P" durch Q* gehen. 
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Jetzt nehmen wir einen Punkt P auBerhalb des Kreises an und legen von 
ihm aus die Tangenten tVt2 an den Kreis. Die Formel (2) zeigt, daB die Pole 
Ti, T: von tVt2 einfach die Beriihrungspunkte dieser Tangenten sind. Nach 
Satz 4 ist damit die Polare P* von P die Verbindungsgerade Ti T:. Es folgt: 

5. Liegt ein Punkt P aufJerhalb des Kreises k, so kann seine Polare konstruiert 
werden, indem man die Tangenten von P aus an den Kreis legt und ihre Beriih-
rungspunkte verbindet. 

y 

Fig. 64 

Reziproke des Kl'eises (Fig.64). Es wurde der HauptpunktH und 
der Grundkreis k einer Reziprozitiit angenommen und ein Kreis C vom Radius R 
gewiihlt, dessen Mittelpunkt M die Entfernung m von H hat. Es soli dierezi-
proke Kurve c dieses K reises konstruiert werden. Zu diesemZweckwurde der rezi-
pToke Punkt T einerbeliebigen Tangente t des Kreises C bestimmt. (Konstruk-
tion nicht eingezeichnet.) T ist dann allgemeiner Punkt der gesuchten Kurve c. 

Berechnung der Kurve c. Fiir deil Abstand (! der Tangente t gilt 

(!=HK+KL=HK+R. 

Das reehtwinklige Dreieck HKM ergibt HK==m·cosq;, also folgt 

(!=m cos q;+ R. (3) 

Somit findet man aus (1) fiir die Entfernung r des reziproken Punktes T: 
1 

1 1 1f 
r=-= =----e R+mcostp 1111 +1fcostp 
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Dies ist also die Gleichung der reziproken Kurve c in Polarkoordinaten. (Null--
punkt des Koordinatensystems in H; man beachte, daB cp der Winkel des 
Abstands r mit der Horizontalen ist.) Wir fiihren noch die GroBen ein 

1 In 
P=][,8=][, (4) 

und erhalten endgiiltig die Gleichung 

I I (5) 

Wie aus der analytischen Geometrie geHiufig ist, stellt diese Gleichung eine 
Ellipsel ), Parabel oder Hyperbel dar. Diese drei Kurven bezeichnen wir ge-
meinsam als Kegelschnitte. Ferner liest man aus (5) ab, daB H ein Brennpunkt 
des Kegelschnitts ist; auBerdem ist 8 die numerische Exzentrizitat und p der 
Parameter des Kegelschnitts2). Wir finden also: 

6. Die reziproke Figur eines Kreises ist ein Kegelschnitt, dessen einer Brenn-
punkt im H auptpunkt der Reziprozitat liegt. 

Weiter folgt aus unserer Betrachtung, daB jeder Kegelschnitt so erhalten 
werden kann, denn die GroBen P,8 konnen beliebig vorgegeben werden. Man 
hat ja gemaB (4) fUr den Kreis C einfach zu wahlen 

1 Ii R=-p-' m=-p. 
Anders ausgedriickt: 

6 a. J eder Kegelschnitt kann durch Reziprozitat aus einem Kreis erzeugt werden; 
als Hauptpunkt ist einer der Brennpunkte des Kegelschnittes zu wahlen. 

Wir kehren zu Fig.64 zuriick und wollen noch die Tangente im Punkt T 
des Kegelschnitts c konstruieren. Zu diesem Zweck denken wir uns eine zur 
Kreistangente t benachbarte Kreistangente tl und den Schnittpunkt S dieser 
beiden Tangenten konstruiert. Sind T,Tl'S die reziproken Elemente, so ist 
s = T Tl eine Sekante des Kegelschnitts. LaBt man tl gegen t streben, so dreht 
sich diese Sekante urn T und wird schlieBlich zur gesuchten Tangente. Diese 
ist also die reziproke Gerade des Beriihrungspunktes S von t und steht somit 
senkrecht auf SH. Etwas allgemeiner formuliert: 

7. Bei einer Reziprozitat gehen die Tangenten einer Kurve C in die Punkte 
der reziproken Kurve c ilber und umgekehrt werden die Punkte von C in die 
T angenten von c ilbergefilhrt. 

In Fig. 64 ist nochm>R, also nach (4) die Exzentrizitat 8>1. Der Kegel-
schnitt c ist also eine Hyperbel. Urn einen unendlich fernen Punkt U 00 der 
Hyperbel zu finden, beachte man, daB U 00 auf der unendlich fernen Geraden 
liegt, also seine reziproke Gerade u durch den Hauptpunkt laufen muB. u wird 
daher gefunden als eine Tangente von H aus an den Kreis C. Der Beriihrungs-
punkt A von u geht bei der Reziprozitat iiber in die Hyperbeltangente a in U 00; 
a ist daher eine Asymptote der Hyperbel. 

I} Ein Kreis ist immer als spezielle Ellipse aufzufassen. 
2) Die Gleichung (5) hat in der Astronomie eine fundamentale Bedeutung. Sie stellt dort die 

Bahn eines Himmelskorpers dar, welcher allein der Anziehung durch die Sonne (welche sich in H 
befindet) nnterworfen ist. 
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SolI der Kegelschnitt eme Parabel werden, so mull 8= 1 also 111= R ge-
wahlt \\'erden. Der Kreis C mull daher durch den Hauptpunkt laufen. Da nun 
nach Satz 7 jeder Punkt von C in eine Tangente an die Parabel ubergeht, mull 
auch die reziproke Gerade von H, das heiBt die unendlich feme Gerade als 
Tangente an die Parabel angesehen werden. Ihr Beriihrungspunkt liegt unend-
lich fern in der Richtung der Parabelachse. Wir merken uns: 

8. Die Parabeln sind diejenigen Kegelsehnitte, welehe die unendlieh ferne 
Gerade beriihren. 

Der Satz 6a gestattet viele Anwendungen. So11 zum Beispiel ein Kegel-
schnitt mit einer Geraden g geschnitten werden, so hat man einfach vom rezi-
proken Punkt G von g aus die Tangenten an den reziproken Kreis zu legen. 
Ferner wird jedem Satz uber den Kreis ein reziproker Satz uber Kegelschnitte 
entsprechen. So kann man zum Beispiel unsere Polarentheorie fur den Kreis 
(Satze 4, 5) sofort auf Kegelschnitte ubertragen. Wir mussen es dem Leser 
uberlassen, diese Andeutungen auszufiihren und weiter zu entwickeln. 

Ubungen. 1) Man beweise: Geht der Umkreis eines Dreiecks durch den 
Hauptpunkt Heiner Reziprozitat, so geht auch der Umkreis des reziproken 
Dreiecks durch H. 

2) Daraus ist der Satz von LAMBERT herzuleiten: Der Umkreis des von drei 
Parabeltangenten gebildeten Dreiecks geht durch den Brennpunkt der Parabel. 

3) Gegeben 4 Geraden in der Ebene. Man konstruiere Achse und Scheitel 
einer Parabel, welche diese 4 Geraden berUhrt. (Mit Hilfe des Satzes von 
LAMBERT.) 

§ 2. Die Sitze von Pascal und Brianchon 

Es handelt sich urn zwei zueinander duale Satze uber Kegelschnitte, welche 
folgendermallen lauten: 

9. Satz von PASCAL. Gegeben seien 
seehs Punkte 1-6 eines Kegelsehnitts. 
Dann liegen die drei Punkte 

1= SchnittpunktderVerbindur.gs-
geraden von 1,2 und 4,5 

11= Schnittpunkt der Verbindungs-
geraden von 2,3 und 5,6 

I I 1= Schnittpunkt der Verbindungs-
geraden von 3,4 und 6,1 

auf einer Geraden p, der « Paseal-
geradenl). 

9'. Satz von BRIAN CHON . Gegeben 
seien seehs Tangenten 1-6 eines Kegel-
sehnitts. Dann gehen die drei Geraden 
1= Verbindungsgerade der Schnitt-

punkte von 1,2 und 4,5 
11= Verbindungsgerade der Schnitt-

punkte von 2,3 und 5,6 
I I 1= Verbindungsgerade der Schnitt-

punkte von 3,4 und 6,1 
dureh einen Punkt P den « Brian-
ehonpunkt). 

Wir beweisen zunachst den Satz von BRIANCHON spezie11 fur einen Kreis 
(Fig. 65a). Zu diesem Zweck fassen wir die Zeichenebene als GrundriBebene 
und die gegebenen Kreistangenten 1-6 als Grundrisse von sechs Raum-
geraden gcgu auf, welche den Neigungswinkel 450 zur GrundriBebene haben. 
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Und zwar solI zum Beispiel gl die GrundriBebene·im Beriihrungspunkt Bl von 
= 1 durchstoBen und es wurde femer in Fig. 65 a der Teil von gl' der oberhalb 

der GrundriBebene verlaufen solI, ausgezogen und der unterhalb der GrundriB-
,ebene liegende Teil gestrichelt. Analoges solI fUr die iibrigen Geraden g2-gS gelten. 

Wir behaupten nun, daB alle in Fig.65a durch Nullkreise markierten 
Punkte Schnittpunkte der Raumgeraden sind. Zum Beweis seheri wir uns etwa 
den Punkt 5' an. Er ist GrundriB eines Punktes 51 von gl und die Kote von 
51 ist= 5' B I , da gl unter 45° zur GrundriBebene geneigt ist. 5' ist aber auch 

Fig.65a 

GrundriB eines Punktes 52 von g2' dessen Kate = 5' Bg ist. Nun sind aber die 
Strecken 5' Bl und 5' B2 gleich lang als Tangenten an den Kreis vom selben 
Punkt aus. Also haben 51 und 52 gleiche Kote, fallen also in einen Punkt 5 
zusammen. 

Jetzt legen wir die Ebenen OC=glg" fi=g2gS' y=gag6. Der Punkt 5 gehOrt 
als Schnittpunkt von gl und g2 den beiden Ebenen oc, f3 an und analog liegt 
der Schnittpunkt T von g, und g5 in oc und in {J. Also ist 5T die Schnittgerade 
von oc und {J. Ihr GrundriB ist die Gerade I. Ebenso folgt, daB II der GrundriB 
der Schnittgeraden von {J und y und daB II I der Gmndril3 der Schnittgeraden 
von y und oc ist. Da die drei Schnittgeraden der Ebenen oc, {J, y durch einen Punkt 
gehen, miissen auch ihre Gmndrisse I,II,III durch einen Punkt P gehen. 
Damit ist der Satz von BRIANCHON ffir den Kreis bewiesen. 

Nun vergessen wir unsere raumliche Interpretation, sehen also die Fig.65a 
wieder als Figur in der Zeichenebene an, bestehend aus 6 Tangenten 1-6 eines 
Kreises und gewissen Verbindungsgeraden ihrer Schnittpunkte. Nun wird auf 
dieseBrianchon-Figur irgend eine Reziprozitat ausgeiibt. Fig.65b zeigt die 
Eigenschaften der reziproken Figur. Aus dem Kreis entsteht ein Kegelsclmitt 



§ 2. Die Siitze von PASCAL lInd BRIANCHON 91 

(es wurde eine Ellipse gezeichnet) und aus den 6 Kreistangenten werden 
6 Punkte des Kegelschnitts, welche wieder die Namen 1-6 erhalten sollen. 
Der Schnittpunkt der Kreistangenten 1,2 geht ubel in die Verbindungsgerade 
der Kegelschnittpunkte 1,2 und die Gerade I der Fig.65a wird in den Punkt I 
der Fig.65b abgebildet. Endlich mussen die drei Punkte I,II,III der Fig.65b 
auf der reziproken Geraden p von P liegen. Es ergibt sich also der Satz von 
PASCAL fUr den Kegelschnitt. Da wir jeden Kegelschnitt durch Reziprozitat aus 
einem Kreis herstellen k6nnen, ist also nun der Pascalsche Satz fUr jeden 
Kegelschnitt bewiesen. 

J 

Fig.65b 

Der Kreis ist ein spezieller Kegelschnitt, also gilt fUr ihn der Pascalsche 
Satz. Indem man auch dieses Resultat wieder reziprok umformt, erhalt man 
endlich den Satz von BRIAN CHON fur einen beliebigen Kegelschnitt. 

Grenzfalle. Wir halten in Fig.65b die Ellipse und ihre Punkte 1-5 fest, 
lassen aber den Punkt 6 auf der Ellipse gegen den Punkt 1 streben. Der 
Pascalsche Satz gilt dauernd wahrend des Grenzubergangs und in der Grenz-
lage ist die Gerade 61 der Pascal-Konfiguration zur Ellipsentangente in 1 ge-
worden. Analog kann man die Punkte 3 und 4 oder zwei andere Punkte mit 
aufeinanderfolgenden Nummern1 ) zusammenrucken lassen. Es folgt: 

10. Der Satz von PASCAL gilt auch 10'. Der Satz von BRIANCHON gilt 
dann, wenn zwei der gegebenen Punk- auch dann, wenn zwei der gegebenen 
te mit aufeinanderfolgenden N ummern T angenten mit aufeinanderfolgenden 
zusammenfallen. Als Verbindungs- Nummern zusammenfallen. Als 
gerade dieser beiden Punkte ist die Schnittpunkt dieser beiden Tangenten 
T angente des KegelscJmitts allzusehen. ist der Beriihrungspunkt mit dem 

Kegelschnitt anzusehen. 

1) Die Punkte 6 und 1 gelten auch als Punkte mit aufeinanderfolgenden 
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Ein anderer Grenzfall ergibt sieh, wenn wir den Satz von PASCAL fUr eine 
Hyperbel betrachten, die Asymptoten der Hyperbel festhalten und die Achse 
der Hyperbel gegen Null streben lassen, so daB die Hyperbel in ihre Asymp-
toten iibergeht. Der Pascalsche Satz gilt also auch fUr einen «ausgearteten) 
Kegelsehnitt, der aus zwei Geraden besteht (Fig. 66). Die Formulierung des 
dualen Satzes iiberlassen wir dem Leser. 

Fig. 66 

Anwendungen. Mit Hilfe der Satze 9 und 9' kann man viele Kegelschnitt-
aufgaben losen. Wir behandeln zunachst 

A ufgabe 1. Gegeben funf Punkte 
1-5 eines Kegelsehnitts und eine Ge-
rade g dureh 5. Man konstruiere ihren 
zweiten Sehnittpunkt 6 mit dem Ke-
gelsehnitt. 

A ufgabe 1'. Gegeben funf T angen-
ten 1-5 eines Kegelsehnitts und ein 
beliebiger Punkt. G auf 5. Man lege 
die zweite Tangente 6 dureh G an den 
Kegelsehnitt. 

g 

Fig. 67 

Bemerkung: In Aufgabe 1 konnen zwei der gegebenen Punkte gema/3 
Satz 10 durch einen Punkt samt Tangente ersetzt werden. Das Duale gilt fUr 
die Aufgabe 1'. 
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Die Lasung der Aufgabe 1 zeigt die Fig. 65b. Die beiden Punkte I,ll 
kannen sofort konstruiert werden. (Man beachte, daB 56 die gegebene Gerade g 
ist.) Damit ist die Pascal-Gerade p bekannt. Die Gerade 34 bestimmt auf ihr 
den Punkt III; durch we1chen 61 gehen muB. Daraus ergibt sich 6. Die Auf-
gabe l' wird dual gelast. 

Urn das Operieren mit unendlich fernen Elementen noch einzuiiben, be-
handeln wir das folgende Beispiel zur Aufgabe 1 (Fig. 67). Es seien drei Punkte 
A, B, C gegeben. Man lege durch sie eine Parabel mit vertikaler Achse und be-
stimme deren Schnittpunkt mit einer gegebenen Vertikalen gl). Lasung: Man 
kennt als vierten Punkt U der Parabel ihren unendlich fernen Punkt. (Die nach 
ihm hin zeigende Richtung is! vertikal.) AuBerdem kennt man in diesem Punkt 
die Tangente; nach Satz 8 ist sie namlich die unendlich ferne Gerade. U ist also 
mit zwei konsekutiven Nummern zu bezeichnen. Damit hat man 5 Punkte des 
Kegelschnitts. 

Die gegebene Gerade g geht durch U. Daher muB entsprechend der For-
mulierung von Aufgabe 1 dieser Punkt U mit 5 (und auBerdem mit 4) nu-
meriert werden. Die gegebenen Punkte A,B,C erhalten die Nummern 1,2,3. 
Bei der DurchfUhrung der Pascal-Konstruktion beachte man: 45 ist die un-
endlich ferne Gerade, also liegt I unendlich fern in der Richtung von 12 und 
p lauft parallel zu dieser Richtung. 

Ubungen. 4) Man konstruiere die Achse und den Scheitel der Parabel. 
(Anleitung: Parabel mit einer Horizontalen durch A schneiden; daraus 
Parabelachse. Schnitt dieser Achse mit der Parabel ergibt den Scheitel.) 
5) Gegeben eine Hyperbel durch ihr Zentrum, eine Asymptote und zwei 
Tangenten. Gesucht die andere Asymptote. 

Aufgabe 2. Gegeben funf Punkte 
1-5 eines Kegelschnitts. Gesucht die 
T angente in 1. 

A ufgabe 2'. Gegeben funf T angen-
ten 1-5 eines Kegelschnitts. Gesucht 
der Beruhrungspunkt von 1. 

Zur Lasung der Aufgabe 2 numeriert man den Punkt 1 auBerdem noch mit 
6 und konstruiert die Pascal-Konfiguration. (Es ist 56 = 51.) Die letzte Gerade 
61 ist nach Satz 10 die gesuchte Tangente. 

Die Fig. 68 ist ein Beispiel fUr die Aufgabe 2'. Es wurde eine Hyperbel ge-
geben durch ihre beiden Asymptoten und eine Tangente. Gesucht ist der Be-
riihrungspunkt der Tangente. Zunachst muB die gegebene Tangente mit 1 
und 6 bezeichnet werden. Ferner ist ja eine Asymptote eine Tangente, deren 
Beriihrungspunkt gegeben ist. (Er liegt unendlich fern.) Daher erMlt jede 
Asymptote zwei aufeinanderfolgende Nummern (2 = 3 und 4 = 5). Bei der 
Brianchonkonstruktion ist zum Beispiel als Schnittpunkt von 4 und 5 der 
unendlich ferne Punkt der untern Asymptote zu nehmen. Die Gerade III 
schneidet aus der Tangente 1 den gesuchten Beriihrungspunkt. Aus dem ent-
standenen Parallelogramm folgt, daB er die Strecke auf der Tangente zwi-
schen den Asymptoten halbiert. 

1) Die Aufgabe kann auch aufgefaJH werden als die Interpolation einer durch drei Wertepaare 
gegebenen Funktion durch eine quadratische Funktion. 
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Prinzipiell ist zu dies en Aufgaben folgende Bemerkung zu machen. Das 
Operieren mit den Satzen von PASCAL und BRIANCHON geschieht durch Ziehen 
und Schneiden von geraden Linien. Analytisch bedeutet dies das Auflasen 
einer Kette von linearen Gleichungen. Es lassen sich also mit diesen Sat zen nur 

Aufgaben lasen, die auf Gleichungen ersten Grades 
flihren (Aufgaben ersten Grades.) Aufgaben haheren 
Grades, welche das Auflasen von quadratischen oder 
haheren Gleichungen verlangen, lassen sich mit die-
sen Satzen nicht behandeln. (Beispiele: Bestimmung 

Jp der Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit einer 
beliebigen Geraden, Konstruktion der Achsen und 
Asymptoten eines durch 5 Punkte gegebenen Kegel-
schnitts usw.) 

Wir ziehen aus diesen Anwendungen noch einige 
theoretische Folgerungen. Es seien etwa flinf Punkte 
1-5 eines Kegelschnitts gegeben. lndem man nun die 
Gerade g von Aufgabe 1 urn den Punkt 5 dreht, kann 
man alle weiteren Punkte des Kegelschnitts aus den 
flinf angegebenen Punkten konstruieren. Dieses Ver-
fahren funktioniert auch im Fall des Geradenpaars 

Fig. 68 (ausgearteter Kegelschnitt), falls \Vie in Fig. 66 die 
gegebenen Punkte so verteilt sind, daB jede Gerade 

des Paars hachstens drei enthalt. Diese Pascalsche Konstruktion eines Kegel-
schnitts aus 5 Punkten ist also immer maglich, wenn nicht vier der gegebenen 
Punkte auf einer Geraden liegen. Daraus folgt: 

11. Ein Kegelschnitt ist durch 5 seiner Punkte eindeutig bestimmt, falls nicht 
vier unter diesen Punkten auf einer Geraden liegen1 ). 

Ubung 6. Man schlieBe daraus, daB zwei nicht-ausgeartete Kegelschnitte 
hachstens 4 Schnittpunkte haben. 

Urnkehrung des Satzes von Pascal. Es sei eine ebene Kurve gegeben, 
auf welcher man 5 Punkte 1-5 auswahlen kann, von den en nicht vier auf einer 
Geraden liegen. Au13erdem gelte fiir 1-5 und jeden weiteren Punkt 6 der 
Kurve der Satz von PASCAL. Dann ist die Kurve ein Kegelschnitt. 

Beweis: Man kann aus den Punkten 1-5 mit Hilfe der Pascalschen Kon-
struktion jeden weiteren Punkt der Kurve ermitteln. Daher stimmt die Kurve 
mit dem durch 1-5 gelegten Kegelschnitt iiberein2). 

1) Falls etwa die Punkte 1-4 auf einer Geraden g liegen, gibt es tatsachlich mehrere Kegel-
schnitte durch die;:; gegebellell Punkte, namlich aile ausgearteten Kegelschnitte, die aus g und 
einer beliebigen Geraden durch den Punkt 5 bestehen. 

2) DaB man durch 5 Punkte immer einen (eventuell ausgearteten) Kegelschnitt legen kann, 
bestatigt man am schnellsten ana.lytisch. Man setzt die Gleichung des fraglichen Kegelschnitts in 
Kartesischen Koordinaten X,Y als quadratische Gleichung an: 

ax2+bxy+ cy2+dx+ey+f = O. 
lndem man nacheinander die Koordinaten der 5 gegebenen Punkte einsetzt, erhalt man 5 lilleare 
Gleichungen fUr die 6 Unbekannten a-f, welche homogen sind. Dieses Gleichungssystem ist immer 
li:isbar, und zwar so, daB nicht aile U:isungen a-I Null sind, so daB obige Gleichung wirklich einen 
Kegelschnitt darstellt. 
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Man kann den Inhalt dieser Betrachtungen kurz so formulieren: 
12. Die Kegeischnitte sind diefenigen Kurven der ebenen Geometrie, fiir weiche 

der Satz von PASCAL gilt. 
Ais erste Anwendung ergibt sich: 
13. Die reziproke Kurve eines (nicht-ausgearteten) Kegeischnitts C ist wieder 

ein Kegeischnitt. 
Denn fur C gilt der Satz von BRIANCHON, also gilt fUr die reziproke Kurve 

der Satz von PASCAL. 
Ubung 7. Gegeben eine Hyperbel durch 5 Punkte. Man konstruiere ihre 

Asymptoten, indem man sie durch Reziprozitat in eine Parabel uberfuhrt. 
(Anleitung: Entweder mit Hilfe des Satzes von BRIANCHON oder mittels 
Ubung 3 Seite 89 den Scheitel und die Achse der Parabel konstruieren.) 

Zentralprojektion eines Kegelschnitts. Wir befassen uns jetzt mit Anwen-
dungen auf die raumliche Geometrie. Es seien im Raum zwei Ebenen OCl und 
und ein Punkt Z auBerhalb dieser Ebenen gegeben. Unter der Zentralprojektion 
der Ebene OCl auf die Ebene versteht man dann die folgende Abbildung: 
Einem Punkt PI von OCl wird zugeordnet der DurchstoBpunkt P2 der Geraden 
ZPl mit der Biidebene Man nennt Z das Profektionszentrum und P 2 die 
Zentralprojektion von Pl' Anders ausgedruckt: P2 ist der Schatten von PI auf 
die Ebene wenn die Lichtquelle in Z aufgestellt wird. 

Es gilt der wichtige Satz: 
14. Die Zentralprojektion eines Kegeischnitts ist wieder ein Kegeischnitt .. 
Fur einen in OCl liegenden Kegelschnitt cl gilt namlich der Pascalsche Satz. 

Sechs seiner Punkte bilden also eine Pascal-Konfiguration. Bei der Zentral-
projektion geht diese Figur wieder in eine Pascal-Konfiguration uber. Somit 
gilt der Satz von PASCAL auch fUr die Projektion C2 von Cl auf die Ebene 
Nach Satz 12 ist also c2 ein Kegelschnitt. 

Dies zeigt deutlich den profektiven Charakter des Pascalschen Satzes. 
(Eine Eigenschaft einer Figur heiSt projektiv, wenn sie bei Zentralprojektion 
erhalten bleibt.) 

Bemerkung: Die Art des Kegelschnitts braucht aber bei der Zentral-
projektion nicht erhalten zu bleiben. Es kann zum Beispiel eine Ellipse Cl sich 
in eine Hyperbel C2 projizieren. Urn dies einzusehen, lege man durch das Pro-
jektionszentrum Z eine Parallelebene n zur Bildebene DurchstoBt nun 
unsere Ellipse diese Parallelebene in zwei Punkten UI> VI> so liegen die Pro-
jektionsstrahlen ZUl und ZVl dieser beiden Punkte parallel zu Die Pro-
jektionen U2, V2 sind daher unendlich fern und der Bildkegelschnitt hat zwei 
unendlich ferne Punkte, ist also eine Hyperbel. 

1st hingegen das Projektionszentrum unendlich fern, handelt es sich also urn 
Parallelprofektion, so gilt: 

15. Die ParalleIprryjcktion eines Kegeischnitts ist ein Kegeischnitt derselben 
Art. 

Denn bei Parallelprojektion konnen nicht (wie oben) endliche Punkte ins 
Unendliche geraten. 
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Speziell folgt, daB der GrundriB eines Kegelschnitts ein Kegelschnitt der-
selben Art ist, also zum Beispiel eine Ellipse im GrundriB wieder als Ellipse 
erscheint. Durch weitere Spezialisierung findet man den auf Seite 36 be-
wiesenen Satz wieder, daB der GrundriB eines Kreises eine Ellipse ist. 

§ 3. Fliichen zweiter 

Die Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hyperbel, Geradenpaar) nennt man 
auch Kurven zweiter Ordnung, da sie von einer beliebigen Geraden <lim allge-
meinen» in zwei Punkten geschnitten werden. 

Definition. Eine im Raum liegende krumme Flache heiBt Flache zweiter 
Ordnung, wenn jede Ebene (die mehr als einen Punkt mit der Flache gemeinsam 
hat) aus ihr einen Kegelschnitt schneidet. 

Beispiel: Die Kugel. Weiter gilt fiir Kegelflachen (vgl. Seite 57): 
16. Eine Kegelflache, die als Leitkurve einen Kegelschnitt hat, ist eine Flache 

zweiter Ordnung. 
Beweis: Sei C1 die Leitkurve (KegeIschnitt), ferner Z die Kegelspitze und 

eine beliebige Schnittebene. Geht durch die Kegelspitze Z, so hat diese 
Ebene entweder nur den Punkt Z mit der Flache gemeinsam, oder sie schneidet 
zwei Geraden aus der Flache (welche zusammenfallen konnen, wenn Tan-
gentialebene ist). Geht hingegen nicht durch die Spitze, so ist die Schnitt-
kurve c2 von mit dem Kegel doch einfach die Zentralprojektion der Leitkurve 
c1 auf vom Projektionszentrum Z aus. Nach Satz 14 ist daher c2 ein Kegel-
schnitt. Die Forderungen der Definition sind also in jedem Fall erfiillt. 

In Satz 16 ist das auf Seite 67 benutzte Resultat enthalten, daB ein schiefer 
Kreiskegel von jeder Ebene, die nicht durch die Spitze geht, 'in einer Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel geschnitten wird. 

Einen Kegel, dessen Leitkurve ein Kegelschnitt ist, nennt man wegen 
Satz 16 auch Kegel zweiter Ordnung. 

Allgemein beweisen wir fiir Flachen zweiter Ordnung: 
17. Eine gegebene Gerade g hat mit einer Flache zweiter Ordnung hOchstens 

zwei DurchstofJpunkte oder dann liegt g ganz auf der Flache. 
Urn namlich g mit der Flache zu durchstoBen, lege man eine Hilfsebene IX 

durch g. Fall 1 : IX schneidet aus der Flache eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. 
Dann kann g hochstens zwei Punkte mit dieser Kurve (und damit auch mit der 
Flache) gemeinsam haben. Fall 2: IX schneidet aus der Flache ein Geradenpaar. 
Dann hat g hOchstens zwei Punkte mit diesem Geradenpaar gemeinsam oder 
fallt mit der einen Geraden zusammen. Fall 3: IX hat einen oder keinen Punkt 
mit der Flache gemeinsam. Dann gilt dasselbe auch fUr g. 

Eine Aufzahlung aller Flachen zweiter Ordnung ist nicht Aufgabe der dar-
stellenden Geometrie. Wir miissen in dieser Hinsicht auf die Lehrbiicher der 
analytischen Geometrie des Raumes verweisen. Es sei nur (ohne Beweis) das 
Resultat zitiert, daB jeder Kegel zweiter Ordnung in einem Kreis geschnitten 
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werden kann, also ein gerader oder schiefer Kreiskegel ist. Hingegen hat man 
bei den Zylindern drei Falle zu unterscheiden, je nachdem ob die Leitkurve 
eine Ellipse, Parabel odeI' Hyperbel ist. 

Wir konnen aber mit unseren Mitteln folgenden speziellen Typus von 
Flachen zweiter Ordnung noch etwas diskutieren: 

0, 

, 
I \ 
1\ 

\ 
\ 

\ , , 
z 

Fig. 69 

Regel£liichen zweiter Ordnung. Es seien im Raum drei zueinander windschiefe 
Geraden gegeben, welche - wegen einer spateren Betrachtung - mit ml> ma, ms 
bezeichnet werden sollen. Fig. 69 zeigt eine axonometrische Skizze der Konfigu-
ration, wobei die drei Geraden der Anschaulichkeit halber in den Koordinaten-
ebenen angenommen wurden (ml in der xY-, ma in der yz- und ms in der zx-
Ebene). Es solI nun die Regel£lache konstruiert werden, die aus allen Trans-
versalen n der drei « Leitgeraden)) ml> ma, m5 besteht; die Flache wird also erzeugt 
von allen Geraden n, weIche jede der drei gegebenen Geraden schneiden. Urn 
eine soIche Gerade n zu konstruieren, lege man irgend eine Hilfsebene n durch 
ml ; sie wurde in Fig. 69 durch das schraffierte Dreieck dargestellt, das sie aus dem 
Koordinatensystem schneidet. n trifft ma in Da und m5 in Ds, so daB also n= DaD;, 
eine der gewiinschten Transversalen ist. Denn n liegt in n und trifft daher auch 
m l in D1 • Die Gesamtheit aller Transversalen nennen wir die n-Schar der Flache. 
In Fig.69 wurden noch die drei speziellen Geraden no, n 2, n 4 der n-Schar ein-
gezeichnet, welche in den Koordinatenebenen liegen. 

J etzt beweisen wir, daB unsere Regel£lache eine FHiche zweiter Ordnung ist. 
Zu diesem Zweck legen wir irgend eine Schnittebene ex (nicht gezeichnet) und 

Stiefel 7 
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bezeichnen noch irgend eine allgemeine Gerade der n-Schar mit nco Es ist zu 
zeigen, daB die DurchstoBpunkte 1-6 der sechs Geraden m1,n2 , m 3 , n4 , m", n6 mit 
rJ.: auf einem Kegelschnitt liegen und dazu geniigt es. zu verifizieren, daB diese 
6 Punkte eine Pascal-Konfiguration bilden (Satz 12). Diese Verifikation aber 
gelingt so: 

Es sei A = Schnittpunkt von ml mit n 4 , 

B = Schnittpunkt von 112 mit ms, 
C = Schnittpunkt von ma mit n 6 • 

Die erste Gerade 12 der fraglichen Pascal-Konfiguration ist die Schnittgerade 
der Ebene (ml' n 2 ) mit rJ.:. Diese Ebene (mv n2 ) enthalt die Gerade A B, also enthalt 
die genannte Schnittgerade den DurchstoBpunkt DAB von A B mit ex. Es folgt also 

12 geht durch DAB und analog 45 geht durch DAB' 

Somit ist DAB der Punkt I der Pascal-Konfiguration. Also: 

I = DAB und ehenso II = D BC' III = DCA' 

Bezeichnet man noch diE: Ebene ABC mit 11, so liegen diese drei DurchstoBpunkte 
auf der Schnittgeraden von 11 und rJ.:, welche also die Pascal-Gerade p wird. 
Damit ist der Beweis beendigt. 

Eine weitere Eigenschaft der FHiche ergibt sich, wenn man als Schnittebene 
ex speziell eine Ebene fJ durch eine Gerade der n-Schar wahlt. In Fig. 69 wurde fJ 
speziell durch die in der zx-Ebene gelegene Gerade no und durch den Punkt P 
der Flache gelegt. fJ schneidet aus der Flache einen Kegelschnitt. Da die Flache 
mit fJ aber bereits die Gerade no gemeinsam hat, muB dieser Kegelschnitt aus-
art en und zerfallen in no und eine weitere Gerade m, welche also alle Geraden der 
n-Schar trifft. Durch jeden Punkt P der Flache geht also eine gemeinsame Trans-
versale aller Geraden der n-Schar und somit ist die Flache von einer zweiten 
Geradenschar, der m-Schar iiberzogen. Die gegebenen Leitgeraden mv ma, m5 sind 
spezielle Geraden dieser Schar. ZusammengefaBt: 

18. Eine Regelflache zweiter Ordnung ist von zwei Scharen von Geraden uber-
zogen. Geraden derselben Schar sind windschief zueinander. und zwei Geraden aus 
verschiedenen Scharen schneiden sich. 

Zwei Beispiele sind noch zu notieren: 
1) Das Rotationshyperboloid (vgl. Seite 69) isf offenbar ein Spezialfall der eben 

behandelten Flache; denn greift man auf ihm 3 windschiefe Geraden heraus, so 
besteht es ebenfalls aus allen gemeinsamen Transversalen dieser 3 Geraden. 
Somit ist auch das Rotationshyperboloid eine Flache zweiter Ordnung, wird also 
von jeder Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten. Unsere allgemeinere Regel-
flache wird daher auch als allgemeines Hyperboloid bezeichnet. 

2) Man konnte in Fig. 69 speziell die Leitgerade ml als unendlich ferne Gerade 
der xy-Ebene wahlen. Alle Geraden der n-Schar werden dann parallel zur xy-
Ebene, welche daher Richtungsebene der Flache genannt wird. Die Flache selbst 
ist in diesem Spezial£all unter dem Namen hyperbolisches Paraboloid bekannt. 

Dutchdringung von zwei Fliichen zweiter Ordnung. Es solI die Anzahl der 
DurchstoBpunkte abgezahlt werden, welche die Durchdringungskurve c der 
beiden Flachen mit einer beliebigen Ebene ex haben kann. ex schneidet aus beiden 
Flachen je einen Kegelschnitt und diese beiden Kegelschnitte haben hochstens 
vier Schnittpunkte (vgl. Seite 94, -obung 6). 

Ausnahmen: 1) Die beiden Kegelschnitte fallen in einen zusammen, welcher 
also ein Teil der Durchdringungskurve ist. 

2) Die beiden Kegelschnitte sind ausgeartet und haben eine Gerade gemein-
sam; dann ist diese Gerade ein Teil der Durchdringungskurve. 

1m allgemeinen hat c also mit ex hochstens 4 DurchstoBpunkte. Aus dies em 
Grund heiBt c eine Raumkurve vierter Ordnung. Wir wollen nun den beiden Aus-
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nahmefallen noeh etwas naehgehen. 1m ersten Fall haben also die beiden Flaehen 
einen Kegelsehnitt gemeinsam. 1st die Durehdringungskurve damit noeh nicht 
erseh6pft, gibt es also noeh eine Restkurve, welehe beiden Flaehen gemeinsam ist, 
so gilt: 

19. Haben zwei Fliichen zweiter Ordnung einen Kegelschnitt ci gemeinsam, so ist 
der Rest ihrer Durchdringungskurve eine Gerade oder ein Kegelschnitt. 

Einem Spezialfall dieses Satzes sind wir auf Seite 75 begegnet. Mit unseren 
Hilfsmitteln k6nnen wir den Satz nur unter einer zusatzliehen Annahme beweisen. 
Wir wahlen auf der Restkurve drei Punkte A, B, C, die nieht auf einer Geraden 
liegen. (1st dies unm6glieh, so ist die Restkurve eben eine Gerade, und wir sind 
fertig.) Die Ebene a=ABC sehneide die Ebene von ci in einer Geraden s. Wir 
nehmen nun an, daB s den Kegelsehnitt CI in zwei Punkten D, E sehneidet und 
nicht an ihm vorbeigeht. Von den 5 Punkten A-E konnen niemals 4 auf einer 
Geraden liegen. a sehneidet aus den beiden Flaehen zwei Kegelsehnitte, we1che 
die 5 Punkte A -E gemeinsam haben und daher naeh Satz 11 in einen Kegelsehnitt 
C2 zusammenfallen miissen. CD ist also Bestandteil der Durehdringungskurve. 

Nun muB noeh gezeigt werden, daB die beiden FUiehen keinen weiteren 
(auBerhalb von ci und Cs gelegenen) Punkt P gemeinsam haben k6nnen. Beweis 
indirekt: Man wahle auf ci einen Punkt QI und auf CD einen Punkt Q2' Die Ebene 
P QI Q2 trifft ci in einem weiteren Punkt RI und Cz in einem weiteren Punkt Rg; 
sie hatte also mit der Durehdringungskurve die 5 Punkte P, QI' Q2' R I , Rs ge-
meinsam, was nieht sein kann. 

Falls die oben eingefiihrte Sehnittgerade s am Kegelsehnitt CI vorbei geht, 
ist man zur Rettung der SehluBweise gezwungen, von den imaginiiren Schnitt-
punkten von s und CI zu spreehen. Die Einfiihrung der imaginaren Punkte des 
Raumes und die korrekte Arbeit mit ihnen ist Saehe der algebraischen Geometrie. 

1m Ausnahmefall 2 haben die Flaehen eine Gerade gemeinsam. Die Restkurve 
hat dann mit einer allgemeinen Ebene hoehstens drei DurehstoBpunkte und heiBt 
daher Raumkurve dritter Ordnung. 

Ais AbsehluB erwahnen wir noeh folgenden Satz: Beriihren sieh die beiden 
gegebenen Flaehen in zwei Punkten A und B, so liegt immer einer der Ausnahme-
falle vor. Entweder liegt dann die Gerade AB auf beiden Flaehen oder es existiert 
ein gemeinsamer Kegelsehnitt. Der Leser kann dies selbst naeh dem Muster des 
Beweises von Satz 19 einsehen, indem er eine Hilfsebene a dureh A, B und einen 
ausgewahlten Punkt C der Durehdringungskurve legt. 

Das Ellipsoid ist wohl die fiir die Anwendungen wichtigste Flaehe zweiter 
Ordnung. Urn die Flaehe zu konstruieren, wahle man in der y,z-Ebene eines 
raumliehen Koordinatensystems x, y, z eine Grundellipse C, deren Achsen auf 
der y- und z-Aehse liegen. (In Fig. 69a wurde nur im AufriB gezeichnet.) Ferner 
lege man in die Ellipse C ein System paralleler Sehnen A B, AIBI , A2BS usw. 
'Ober jeder Sehne als Durchmesser denke man sich den Kreis konstruiert, dessen 
Ebene senkrecht zur y,z-Ebene steht. Der AufriB dieses Kreises fallt also in die 
Sehne. Das Ellipsoid ist dann die von samtlichen Kreisen gebildete Flaehe. 

Wir wollen gleich zeigen, daB das Ellipsoid noeh von einem zweiten System 
von Kreisen iiberzogen ist. Diese zweite Kreissehar entsteht, indem man die 
Kreise der ersten Schar an der x,y-Ebene spiegelt. Urn zu beweisen, daB die 
Kreise der zweiten Schar ganz auf der Flache liegen, geniigt es zu zeigen, daB 
ein beliebiger Kreis kl der ersten Schar und ein beliebiger Kreis kg der zweiten 
Schar sich im Raum sehneiden. 

Beweis: Es gilt (Fig. 69a) in der y,z-Ebene: 

PIIA I • p lI Bl = p lI DI . p lI E I · 

(Diese Beziehung ergibt sich sofort, wenn man die Ellipse C als AufriB eines 
sehief im' Raum liegenden Kreises auffaBt, in diesem Kreis den bekannten 
Sehnensatz formuliert und in den AufriB zuriiekgeht. Man beaehte, daB die 
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beiden angezeichneten Winkel gleich sind.) Aus dieser Gleichung folgt, daB die 
Punkte AI' B 1 , D 1 , El auf einem Kreis k liegen. K sei die Kugel, welche k als 
GroBkreis hat. Da die beiden Kreise kI' k2 auf der Kugel K liegen, schneiden sie 
sich wirklich. 

Das Ellipsoid hat also die drei Koordinatenebenen als Symmetrieebenen. Es 
schneidet auf den Koordinatenachsen die drei Halbachsen a = GA, b, cab. Den 
Beweis, daB das Ellipsoid eine FHiche zweiter Ordnung ist, tiberlassen wir der 

z 

Fig. 69 a 

analytischen Geometrie. Der Schnitt einer beliebigen Ebene mit der Fliiche ist 
demnach ein Kegelschnitt, und zwar (da die Fliiche ganz im Endlichen liegt) eine 
Ellipse. Die drei Schnittellipsen mit den Koordinatenebenen heil3en H auptschnitte. 

Bemerkungen. 1. Mit Hilfe der. beiden Systeme von Kreisen lassen sich alle 
konstruktiven Aufgaben tiber das Ellipsoid einfach li:isen. Zum Beispiel ist die 
Fliichennormale n im Punkt P einfach der Radius lVI P der Kugel K. 2. Werden 
die Sehnen der Grundellipse C parallel zur y-Achse gewiihlt, so entsteht eine 
Rotationsfliiche (Rotationsellipsoid). 3. Wiihlt man an Stelle der Ellipse C einen 
anderen Kegelschnitt als Grundkurve, der symmetrisch zur y-Achse verliiuft, 
so erhiilt man in analoger Weise andere FHichen zweiter Ordnung. 

§ 4. Speziellere Methoden und Satze der 

Zur Abrundung der Theorie tiber Kurven und FBichen zweiter Ordnung 
sollen hier noch einige Hilfsmittel angegeben werden, die beim Konstruieren 
mit Kegelschnitten oft ntitzliche Dienste leisten. 

Die Achsenkonstruktion von Rytz. Von einer Ellipse seien zwei konju-
gierte Durchmesser gegeben. Gesucht die Lage nnd Lange der Ellipsenachsen 
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(vgl. Erster Teil, 1. Absehnitt, § 5). Zur Herleitung der Konstruktion ist in 
Fig.70a die alte Fig.27 teilweise abgezeiehnet worden. Eine Ellipse wurde 
durch die beiden Halbaehsen a, b gegeben und mit Hilfe der Kreise tiber diesen 
beiden Aehsen wurden zwei konjugierte Durehmesser 111 P und M Q gefunden. 

A 

Fig.70a 

Dreht man nun die sehraffierte Figur links so wie die Pfeile andeuten urn 900 

naeh reehts, so entsteht die sehraffierte Figur reehts und Q gelangt naeh Q*. 
Das entstandene Reehteek P PI Q* P2 ergibt folgende Beziehungen: 

RA=RM =RB. 
PB=MP1=a 
PA=MP2 =b 

(als Radius des groBen Kreises) 
(als Radius des kleinen Kreises). 

B 

Fig.70b 

(1) 
(2) 
(3) 

In Fig.70b seien nun die konjugierten Durehmesser MP und MQ einer 
Ellipse gegeben, und es sollen die Aehsen konstruiert werden. Als Konstruk-
tionsvorsehrift ergibt sich aus den obigen Uberlegungen: Man dreht zunachst 
MQ urn 900 nach MQ*, konstruiert die Mitte R von PQ*' und tragt dann auf 
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der Geraden PQ* von R aus die Strecke Rlv[ nach beiden Seiten ab, womit 
man gemaB (1) die Punkte A, E und damit die Richtungen MA, ME der 
Achsen erhalt. Die Langen der Halbachsen ergeben sich nun nach (2) und (3) 
als a= PE, b= PA. 

s" 

1/ f 

Fig. 71 

Eine allgemeine Methode zur Losung von Kegelschnittaufgaben. Die 
meisten Aufgaben tiber Kegelschnitte lassen sich 16sen, indem man den ge-
gebenen Kegelschnitt als eben en Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreis-
kegels auffaBt und dann die Methoden der elementaren darstellenden Geo-
metrie auf diesen Kegel anwendet. Als Beispiel16sen wir die Aufgabe: Gegeben 
ein Kegelschnitt durch tiint Punkte, gesucht die Scheitel. In Fig.71 wurden die 
gegebenen Punkte wegen der spateren Entwicklung der Konstruktion mit 
A" - E" bezeichnet. "Vir konstruieren nun zunachst mit Hilfe des Satzes von 
Pascal die Tangenten t;, t; an den Kegelschnitt in den Punkten A", B". 
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(Konstruktion nicht eingezeichnet.) Der Kegelschnitt ist nun auch durch die 
Punkte A", B" samt Tangenten und den weiteren Punkt Gil gegeben, so daB 
die beiden iibrigen Punkte D", E" nicht mehr gebraucht werden. 

Jetzt werden die Geraden t; als die UmriBmantellinien eines Rotations-
kegels im AufriB aufgefaBt. Die Kegelachse ist also die Winkelhalbierende 
dieser beiden Geraden und liegt in Fig.71 vertikal; es wurde der GrundriB 
der Konfiguration auf eine zur Kegelachse normale Projektionsebene hinzu-
gefiigt. sind als Grundrisse von zweiten Hauptgeraden in Fig. 71 dann 
horizontal. SoIl nun der gegebene Kegelschnitt der AufriB eines ebenen Schnit-
tes unseres Kegels sein, so miissen A", B", Gil die Aufrisse von Punkten A, B, G 
des Kegelmantels sein. Die Grundrisse A', B' findet man sofort auf t;, 
wahrend C' mit HiIfe des ParaIlelkreises k gefunden wurde. Damit ist die 
Schnittebene lX =A B G bekannt und unsere Aufgabe reduziert sich auf die 
Konstruktion des ebenen Schnittes des Kegels mit dieser Ebene lX. In der Tat 
geht dann nach Konstruktion der AufriB dieses ebenen Schnittes durch 
A", B", Gil und beriihrt - da A", B" UmriBpunkte sind - auch die UmriB-
mantellinien und er stimmt also mit dem gegebenen Kegelschnitt iiberein. 

In Fig. 71 entsteht als Schnitt eine Ellipse, die wie folgt bestimmt wurde: 
Mit Hilfe der ersten Hauptgeraden hI von lx ergibt sich die Fallgerade t von lx. 

Die DurchstoBpunkte M, N von t mit dem Kegel sind die Hauptscheitel der 
Schnittellipse. (Konstruktion dieser DurchstoBpunkte mit Hilfe der Mantel-
linien m, n, welche die erste projizierende Ebene durch taus dem Kegel schnei-
det.) Die Mitte von MN ist das. Zentrum Z der Schnittellipse. Die DurchstoB-
punkte P, Q der durch Z laufenden ersten Hauptgeraden von lx mit dem Kegel 
ergeben die Nebenscheitel der Schnittellipse. (Den ParaIlelkreis auf der Hohe 
von Z benutzen!) 

1m AufriB sind nun Mil Nil und p II Q" konjugierte Durchmesser der Auf-
riBellipse; ihre Scheitel kann man mit der Achsenkonstruktion von RYTZ er-
mitteln. (In Fig.71 nicht mehr ausgefiihrt.) 

Wiirde sich eine H yperbel als Schnitt unseres Kege1s ergeben, so miiBte man 
gemaB Fig.49 verfahren. 

Aufgaben zweiten Grades. Bei den Anwendungen der Satze von PASCAL 
und BRIANCHON haben wir erwahnt, daB sich mit diesen Satzen nur Aufgaben 
ersten Grades 16sen lassen (vgl. Seite 94). Die eben beschriebene Methode 
erlaubt nun auch die Losung von Aufgaben zweiten Grades, welche also bei 
rechnerischer Durchfiihrung auf quadratische Gleichungen fiihren. SolI etwa 
eine gegebene Gerade gil mit dem in Fig. 71 durch fiinf Punkte gegebenen Kegel-
schnitt geschnitten werden, so fasse man gil als AufriB einer in der Ebene lx 

liegenden Raumgeraden g auf. Die DurchstoBpunkte von g mit dem Kegel sind 
im AufriB die gesuchten Schnittpunkte. 

Urn die Tangenten von einem gegebenen Punkt P" an den Kegelschnitt zu 
legen, konstruiere man analog in lx den Punkt P, der sich nach pI! projiziert, 
lege von P aus die Tangentialebenen an den Kegel und schneide sie mit lx. 

Der Satz von Dandelin. Die Fig. 72 zeigt noch einmal (im AufriB allein) 
den elliptischen Schnitt eines Rotationskegels, wie er eben in Fig. 71 konstruiert 



104 Zweiter Teil: Reziprozitiit, Kurven und Fliichen zweiter Ordnung 

wurde. AuBerdem sind die beiden Kugeln eingezeichnet worden, welche dem 
Kegel einbeschrieben sind und die Schnittebene ex beruhren (Dandelinsche 
K ugeln). Sie beruhren den Kegellangs der beiden Kreise kI , k2 und die Ebene ex 
in den beiden Punkten F I' F 2. 

Ist nun P ein beliebiger Punkt der Schnittellipse und m die durch ihn lau-
fende Mantellinie des Kegels, so gilt P FI = P Ql' denn diese beiden Strecken 
sind Tangenten von P aus an die untere Dandelinsche Kugel und alle diese 

Fig. 72 

Tangentenstucke sind gleich lang. Analog folgt P F2= PQ2. Durch Addition 
gewinnt man PFI+PF2=PQI+PQ2=QI Q2. Die Strecke QIQ2 hat aber kon-
stante Lange, wenn P die Ellipse durchlauft, also P FI + P F 2 =konstant. Nach 
einer bekannten Ellipseneigenschaft folgt daraus, daB F I , F2 die Brennpunkte 
der Schnittellipse sind. 

Analoge Betrachtungen gelten fUr den Hyperbel- oder Parabelschnitt. 
20. Die Brennpunkte des ebenen Schnittes eines Rotationskegels sind die Be-

ruhrungspunkte der Dandelinschen Kugeln mit der Schnittebene. 
Bemerkung: Aus diesen 'Oberlegungen folgt auch ein neuer Beweis dafur, 

daB der ebene Schnitt eines Rotationskegels eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
ist. 1m Falle des schiefen Kreiskegels wiirde jedoch diese SchluBweise versagen. 
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Projektive darstellende Geometrie 

Die weiteren Methoden der darstellenden Geometrie sollen nun gemeinsam 
und von einem etwas h6heren Standpunkt aus entwiekelt werden. Es handelt 
sieh im wesentliehen urn die Zentralprofektion, Perspektive und allgemeine 
Axonometrie und urn konstruktive Hilfsmittel wie die Kollineation und Affini-
tiit. AIle diese Verfahren bestehen aus geometrisehen Abbildungen, welche 
lehren, von einem raumliehen Gegenstand oder einer ebenen Figur ein Bild in 
der Zeiehenebene zu entwerfen. Gemeinsam ist ihnen, daB sie geradentreu sind, 
das heiBt, daB eine gerade Linie des Gegenstands im Bild aueh als Gerade er-
seheint. 

Wir werden nun in diesem dritten Teil eine allgemeine geradentreue Ab-
bildung kennen lernen - die sogenannte profektive Abbildung -, welche die 
genannten Spezialfalle umfaBt. 

§ 1. Das Doppelverhaltnis 

Zur Definition der projektiven Abbildung brauehen wir Hilfsmittel aus der 
ebenen Geometrie, welche unter Beriieksiehtigung des Dualitiitsprinzips 
(Zweiter Teil, § 1) hergeleitet werden sollen. FaBt man eine Gerade gals die 
Gesamtheit der auf ihr liegenden Punkte - also als Punktreihe - auf, so er-
kennt man, daB der duale Begriff das Geradenbiischel ist, namlieh die Gesamt-
heit aller Geraden, welche dureh einen fest en Punkt G laufen. 

Definition 

Unter dem Doppelverhaltnis von 
vier Punkten A, B, C, D einer Punkt-
reihe g (Fig. 73 a) versteht man 

(ABCD) = AC 
BC BD 

Teilverhiiltnis von Cin der StreekeAB 
T eilver hiiltnis von D in der Strecke A B . 

Dabei ist ein fester Riehtungssinn auf 
g zu wahlen und jede der vier Streeken 

Unter dem Doppelverhaltnis von 
vier Strahlen a, b, c, d eines Bii-
sehels (Fig.73b) versteht man 

(ab c d) = sin (ac) . 
sin (be) . sin (bd) , 

wobei zum Beispiel (ac) den Winkel 
bedeutet, urn den a gedreht werden 
muB, urn mit c zur Deekung zu 
kommen. Dabei ist ein fester Um-



106 Dritter Teil: Projektive darstellende Geometrie 

AC, BC, AD, BD istpositivodernega-
tiv zu reehnen, je naehdem, ob ihre 
Riehtung mit dem gewahlten Rieh-
tungssinn iibereinstimmt oder nieht. 

laufsinri urn G herum zu wahlen und 
jeder der vier Winkel (ae), (be), 
(ad), (bd) ist positiv oder negativ 
zu reehnen, je naehdem, ob sein 
Drehsinn mit dem gewahlten Um-
laufsinn iibereinstimmt oder nieht. 

Bemerkungen. 1. Das Doppelverhaltnis im Biischel ist zunachst wirklich nur 
fUr vier Strahlen definiert, das heiBt fUr vier Halbgeraden, welche von G aus-
laufen. Nur dann sind namlich die Winkel, von denen die Rede ist, eindeutig 
definiert. Man erkennt aber nachtraglich leicht, daB sich das Doppelverhaltnis 
nicht andert, wenn man einen der Strahlen umkehrt (Fig. 73c: Umkehrung des 
Strahles d), so daB man vom Doppelverhaltnis von vier Geraden eines Biischels 
sprechen kann. 

2. Ebenso bleibt das Doppelverhaltnis erhalten, wenn man den Richtungssinn 
auf g bzw. den Umlaufsinn urn G umkehrt. 

3. Die Reihenfolge, in welcher die vier im Symbol (A BCD) aufgefUhrt 
werden, ist wesentlich. Es ist zum Beispiel 

(BACD) = 1 ,hingegen (CDAB)=(ABCD). (1) 
(ABCD) 

Dieselbe Bemerkung ist im Biischel zu machen. 

9 
A 8 c o 

Fig.73a 

d 

a 

b 

Fig.73b 

1. Es seien auf einer Geraden g drei 
Punkte A, B, C gegeben. Dann ist ein 
vierter Punkt D auf g dureh den Wert 
A. des Doppelverhiiltnisses (ABCD) ein-
deutig festgelegt. 

d 

Fig.73c 

Esseien drei Geraden a, b, e eines 
Biisehels gegeben. Dann ist eine vierte 
Gerade d des Biisehels dureh den Wert 
A. des Doppelverhiiltnisses (abed) ein-
deutig festgelegt. 
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AC AD AD 1 AC .. 
Beweis: Aus (ABCD) = A folgt BC : BD = A, also BD =;: Be'Damlt 1st 
das Teilverhaltnis von D in der Strecke AB gegeben, also D eindeutig be-
stimmt. Analog fuhrt man den Beweis im Busche!. Das Doppelverhaltnis kann 
also in gewissem Sinn als Koordinate in der Punktreihe oder im Biischel ver-
wendet werden. 

Spezialfiille. I} Liegt im Fall der Punktreihe der Punkt D sehr weit von 

den ubrigen Punkten entfernt, so ist das Teilverhaltnis wenig von 1 ver-

schieden. 1m Grenzfall, wo D der unendlich ferne Punkt U 00 der Geraden ist, 
hat man daher 

(2) 

das heiBt, das Doppelverhaltnis wird zum gewohnlichen Teilverhaltnis der drei 
Punkte A, B, C. 

2) Es sei g speziell die x-Achse eines Koordinatensystems, 0 der Nullpunkt, 
X der Einheitspunkt (0 X = I) und U 00 der unendlich ferne Punkt dieser 
x-Achse. 1st dann P ein beliebiger Punkt der x-Achse mit der Abszisse x, so folgt 

PO OP x 
(PXOUoo) = xo=ox=T=x. (3) 

Die gewohnliche Abszisse eines Punktes kann daher als spezielles Doppel-
verhaltnis aufgefaBt werden. 

3) Hat das Doppelverhaltnis (ABCD) den Wert -1, so sagt man, die heiden 
Punktepaare AB und CD liegen harmoniseh. Es ist dann 

AC AD 
(4) 

das heiBt die Punkte C, D teilen die Strecke AB im selben (absoluten) Ver-
haltnis, jedoch liegt der eine innerhalb und der andere auBerhalb der Strecke. 
Als speziellen Fall kann man fUr C den Mittelpunkt der Strecke A B und flir 
D den unendlich fernen Punkt der Geraden A B nehmen. Der Mittelpunkt und 
der unendlich ferne Punkt einer Strecke liegen also harmonisch zu ihren End-
punkten. 

Analog wird die harmonische Lage von vier Geraden eines Buschels durch 
(abed) = -1 definiert. Der Leser moge sich etwa davon uberzeugen, daB die 
beiden Winkelhalbierenden von zwei Geraden harmonisch zu diesen beiden 
Geraden liegen. 

Zwischen dem Doppelverhaltnis in der Punktreihe und im Buschel be-
steht eine grundlegende Beziehung, welche durch den folgenden Satz von 
Pappus ausgedruckt wird (Fig. 74) : . 

2. Werden vier Geraden a, b, e, d eines Bilsehels von einer Geraden g in den 
Punkten A, B, C, D gesehnitten, so ist (A BC D) = (abed). 

Wir fiihren zum Beweis die beiden Strecken A G = a, B G = b sowie die bei-
den angezeichneten Winkel r, <5 ein. Aus dem Sinussatz im Dreieck A C G 

folgt A C = a (ae) 1 BC b sin (be) (5) 
sm" ,anaog = sin,,' 
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Division ergibt das Teilverhaltnis 

AC 
BC 

a sin (ac) 
b sin (be). (6) 

Ebenso schlieBt man unter Benutzung des Winkels c5 fUr das zweite Teil-
verh1iltnis AD a sin (ad) 

BD = b sin (bd) . (7) 

Division der beiden Gleichungen (6) und (7) ergibt die Behauptung 

A C . AD sin (ac) • sin (ad) 
BC . BD = sin (be) • sin (bd) . (8) 

f) 

a c d 

Fig. 74 

Das Doppelverh1iltnis von vier Geraden eines Biischeis kann also bestimmt 
werden, indem man eine beliebige Gerade g legt und das Doppelverhaltnis 
der vier Schnittpunkte abliest. Diese Bemerkung beniitzen wir, urn das Doppel-
verh1iltnis von vier Geraden eines Parallelbuschels zu definieren. (Ein Parallelen-
biischel ist eine Schar von zueinander parallelen Geraden; der Punkt G liegt 
also unendlich fern in der gemeinsamen Richtung dieser Geraden.) Man 
schneide eben die vier parallelen Geraden a, b, c, d mit einer Geraden g und 
definiere (abed) als das Doppelverhaltnis der vier Schnittpunkte. Sein Wert 
ist unabhangig von der Wahl der Geraden g, wie man leicht sieht. 

Dual kann man das Doppelverhaltnis von vier Punkten einer Geraden g 
bestimmen, indem man die vier Punkte mit einem festen Punkt G verbindet 
und das Doppelverhaltnis der vier Verbindungsgeraden abliest. Dies nehmen 
wir zu Hilfe, urn das Doppelverhaltnis von vier unendlieh ternen Punkten 
A, B, C, D zu definieren. (g ist also die unendlich ferne Gerade.) Wir verbin-
den A, B, C, D mit einem im Endlichen gelegenen Punkt G, das heiBt wir ziehen 
durch G die Parallelen a, b, e, d zu den gegebenen Richtungen, welche nach den 
vier unendlich fernen Punkten hin zeigen. Dann sei (ABCD) = (abed). 



§ 2. Projektive Abbildung einer Geraden auf eine andere 109 

§ 2. Projektive Abbildung einer Geraden auf eine andere 

In Fig. 75 wurden in der Zeichenebene zwei Geraden g und g und ein Pro-
jektionszentrum Z gewahlt. Es soIl g vom Zentrum Z aus zentral auf g pro-
jiziert werden. Der Bildpunkt if eines Punktes A von g wird also erhalten, in-
dem man den Projektionsstrahl a=ZA legt und ihn mitg schneidet. Die 
Durchfuhrung derselben Konstruktion fur weitere Punkte B, C, D, ... ergibt 
sofort das wichtige Resultat: 

3. Bei der Zentralprojektion einer Geraden aut eine andere bleiben die Doppel-
verhiiltnisse erhalten. 

Denn das Buschel der Projektionsstrahlen ist einerseits mit g und anderer-
seits mit g geschnitten; zweimalige Anwendung des Satzes von PAPPUS ergibt 
also zum Beispiel 

(A BCD) = (abed) = (A BCD). 

Der unendlich ferne Punkt U 00 der Geraden g geht bei der Zentralprojektion 
uber in den im Endlichen gelegenen Punkt D der Fig. 75. D heiBt Fluehtpunkt 
der Geraden g. Umgekehrtwird der Punkt Vvong (ZV parallel zu g) in den un-
endlich fernen Punkt Voo von g abgebildet; daher heiBt V der Versehwindungs-
punkt von g. 

Fig. 75 

Die ParaUelprojektion der Geraden g auf die Gerade g ergibt sich als der-
jenige Spezialfall unserer Betrachtungen, wo Z ein unendlich ferner Punkt ist. 
Es bleiben dann nicht nur die Doppelverhaltnisse, sondern sogar die Teil-
verhaItnisse erhalten; der unendlich ferne Punkt von g geht wieder in den un-
endlich fernen Punkt von g uber, so daB also auch Fluchtpunkt und Ver-
schwindungspunkt unendlich fern liegen. 

Denken wir uns nun die Gerade g aus der Fig. 75 entfernt und in irgend eine 
andere Lage gebracht, so wird zwar der durch die Zentralprojektion vermittelte 
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Zusammenhang zwischen g und g zerstort, es bleibt aber eine Zuordnung zwi-
schen den Punkten von g und denjenigen von g bestehen, welche die wesent-
liche Eigenschaft hat, daB Doppelverhaltnisse erhalten bleiben. Wir definieren 
daher: 

Eine Abbildung einer Geraden g auf eine Gerade g heiBt projektiv, wenn 
1. Jedem Punkt P von g ein-eindeutig1) ein Bildpunkt P attf g zugeordnet ist 

und 
2. Doppelverhiiltnisse erhalten bleiben, das heif.3t das Doppelverhiiltnis von vier 

beliebigen Punkten von g gleich dem Doppelverhiiltnis ihrer Bildpunkte ist. 
Der groBe Vorteil dieser Abstraktion besteht darin, daB die gegenseitige 

Lage von g und g keine Rolle mehr spielt; g und g konnen zum Beispiel im 
Raum windschief zueinander liegen. 

4. Eine projektive Abbildung einer Geraden auf eine andere ist festgelegt, wenn 
man die Bildpunkte von drei gegebenen Punkten kennt. 

Beweis: Es seien etwa auf g die Punkte A, B, C und auf g die Bildpunkte 
A, B,7'; gegeben. D sei irgendein weiterer Punkt von g und (ABCD) werde =A 
gesetzt. Da Doppelverhaltnisse erhalten bleiben, gilt fUr den Bildpunkt 
15 auch (ABeD) =},. Nach Satz 1 von § 1 ist 15 durch dies en Wert des Doppel-
verhaltnisses eindeutig auf g bestimmt. 

® 
V ABC 0 Uoo 

Fig. 76 

Grundaufgabe. Konstruktion der projektiven Abbildung einer Geraden g. 
Die projektive Abbildung von g auf g sei wieder durch drei Paare entsprechen-
der Punkte AA, BB, CC gegeben (Fig. 76). Es soIl der Bildpunkt 15 eines be-
liebigen Punktes D nun konstruiert werden. Zu diesem Zweck legt man durch 
einen der gegebenen Punkte von g (etwa durch .4) eine Hilfsgerade g' und 
konstruiert auf ihr eine zur gegebenen Punktreihe A, B, C, D, '" kongruente 
(oder ahnliche) Punktreihe A ' , B' , C' ,D , ... , so daB A' auf A falIt. Durch Schnitt 

1) Ein-eindeutig heiBt: ]edem Punkt P entspricht genau ein Bildpunkt P und umgekehrt 
jedem Bildpunkt P genau ein OriginaJpunkt P. 
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der Verbindungsgeraden B'ii und C' C entsteht der Punkt G und der gesuchte 
Punkt D ist dann der Schnittpunkt von GD' mit g. Die Punktreihe auf g ent-
steht also durch Zentralprojektion aus der Punktreihe auf g'. Die Richtigkeit 
der Konstruktion ergibt sich daraus, daB nach Satz 3 gilt (Aff c 15) = (A' B' C'D') 
= (AB CD), also Doppelverhaltnisse tatsachlich erhalten bleiben. Wir ent-
nehmen der Konstruktion: 

5. Liegen zwei profektive1) Punktreihen a:!f den Geraden g' bzw. g so in der 
Ebene, dafJ zwei entspreehende Punkte A', A in den Sehnittpunkt von g' und g 
fallen, so gehen sie dureh Zentralprofektion auseinander hervor, das heifJt, die 
Verbindungsgeraden entspreehender Punkte gehen dureh ein festes Zentrum. 

Bei einer projektiven Abbildung von g auf g werden Fluehtpunkt fJ und 
Versehwindungspunkt V analog definiert wie oben. fJ ist das Bild des unendlich 
fernen Punktes und V umgekehrt derjenige Punkt, welcher bei der Abbildlmg 
ins Unendliche kommt. In der Fig. 76 wurden diese beiden Punkte auch kon-
struiert (V A = V' A'). 

Aufgabe: Man konstruiere als Anwendung zu drei gegebenen Punkten 
..4, ii, C einer Geraden den vierten harmonischen Punkt D. (Die Punktreihe 
..4, ii, C, 15, ... auffassen als projektives Bild einer Punktreihe A, B, C, D, ... , 
wobei C die Mitte und D der unendlich ferne Punkt von AB ist.) 

----x----
o X P Ik 
0123" 5 (j 7 

----x---.. 
Fig. 77 

ProJektive Skala. 1m foIgenden wird haufig derjenige SpezialfaII der 
Grundaufgabe auftreten, wo die x-Achse eines Koordinatensystems 
abgebildet wird und diese Projektivitat gegeben ist dUTCh die Bilder 0, X, U 
des N ullpunkts 0, des Einheitspunktes X und des unendlich fernen Punktes 
U 00 der x-Achse. (fJ ist also der Fluchtpunkt der x-Achse.) In der Fig. 77 wurde 
wieder die Abbildung konstruiert, das heiBt ein aIIgemeiner Punkt P abgebildet. 

1) Projektiv heiSt hier: Durch eine projektive Abbildung aufeinander bezogen. 
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Die Hilfsgerade x' wurde durch 0 gelegt und Gist jetzt der Schnittpunkt von 
X' 5( mit der Parallen zu x' durch den Fluchtpunkt U. AuBerdem haben wir 
noch die aus den Punkten mit ganzzahligen Abszissen bestehende regelmaBige 
Skala abgebildet. Es entsteht auf x eine sogenannte profektive Skala, deren Teil-
striche sich gegen den Fluchtpunkt hin immer mehr zusammendrangen. Diese 
projektive Skala ist durch die drei Fundamentalpunkte 0, X, fJ eindeutig fest-
gelegt und kann naturlich beliebig verfeinert werden. Der Hilfspunkt G, welcher 
zu ihrer Konstruktion diente, heiBt auch Teilungspunkt fUr die Gerade x. 

Affine Abbildung. Eine projektive Abbildung der Geraden g auf die 
Gerade g heiBt allin, wenn - wie bei der Parallelprojektion - der unendlich 
ferne Punkt U 00 von g in den unendlich fernen Punkt U co von g ubergeht. Sind 
A, B, C drei Punkte von g, so folgt aus (ABCU co) = (AB ell co) die Beziehung 
--- --
A C: BC = A C: BC. Es bleiben also die Teilverhaltnisse erhalten. Oder anders 
ausgedruckt: Die Strecken auf der Bildgeraden g sind proportional zu den Strek-
ken auf g. Die Abbildung ist daher einfach eine A.hnlichkeit, und eine regel-
maBige Skala geht wieder in eine solche uber. 

Die affine Abbildung ist durch zwei Paare entsprechender Punkte fest-
gelegt; speziell fur eine x-Achse etwa durch die Bilder von Nullpunkt und Ein-
heitspunkt. 

fl' 

c b 

Fig. 78 

Projektive Abbildung von Biischeln. Die Theorie HiBt sich naturlich in 
dualer Weise auch fur die Geradenbuschel entwickeln. Zwei Buschel heiBen 
eben projektiv, wenn jeder Geraden des einen Buschels eine Gerade des anderen 
so zugeordmit ist, daB Doppelverhaltnisse erhalten bleiben. Auch hier ist die 
Abbildung durch drei Paare entsprechender Geraden eindeutig festgelegt. Ihre 
Konstruktion kann ebenfalls dual zur L6sung unserer Grundaufgabe ge-
schehen. So ist in Fig. 78 eine Projektivitat zwischen den beiden mit 
den Zentren G und G gegeben durch die entsprechenden Geraden aa, bb, ce. 
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Urn eine beliebige weitere Gerade d abzubilden, legt man ein zum ersten Bu-
schel kongruentes Buschel a', b' , e' , d ' , ... so in die Ebene, daB eine Gerade 
(hier a' ) mit der entsprechenden a zusammenfallt. Durch Schnitt der ent-
sprechenden Geraden b' , bbzw. e' c findet man die Gerade g, auf welcher sich 
auch d' und i schneiden mussen. Denn es folgt dann durch Anwendung des 
Satzes von PAPPUS (a,l;CJ) = (ABeD) = (a ' b' e' d') = (abed). DoppelverhaItnisse 
bleiben also wirklich erhalten. Dual zu Satz 5 ergibt sich 

6. Liegen zwei projektive Geradenbusehel mit den Busehelzentren G', G so 
in der Ebene, dafJ zwei entsprechende Geraden in die Verbindungsgerade G' G 
fallen, so schneiden sich entsprechende Geraden auf einer festen Aehse. 

In § 3 (Fig.80) werden wir noch eine bequemere Konstruktion der Projek-
tivitat von Buscheln kennen lernen. 

Endlich kann man noch von projektiver Abbildung einer Punktreihe auf 
ein Buschel sprechen. Man wird eine Punktreihe projektiv zu einem Biische! 
nennen, wenn jedem ihrer Punkte eine Gerade des Buschels zugeordnet ist und 
das Doppelverhaltnis von vier Punkten gleich dem Doppelverhaltnis der vier 
entsprechenden Geraden ist. 

§ 3. Projektive Abbildung einer Ebene auf eine andere 

Urn die folgenden theoretischen Entwicklungen besser verstandlich zu 
machen, knupfen wir an den bekannten Vorgang der Photographie an. Von 
einem Flugzeug aus werde ein ebenes horizontales Gelandestuck photogra-
phiert. Bezeichnen wir die Ebene des Gelaudes mit IX, diejenige der photo-
graphischen Platte mit oc und das Objektiv der Kamera mit Z, so herrscht im 
Moment der Belichtung die Situation einer Zentralprojektion. Das photo-
graphische Bild entsteht eben, indem man das Gelande vom Projektions-
zentrum Z aus auf die Ebene iX projiziert. Da aber im allgemeinen die Lage 
des Flugzeugs und der photographischen Platte in bezug auf die Gelande-
ebene IX im Moment der Aufnahme vollstandig unbekannt ist, wird es ratsam 
sein, auch hier von der gegenseitigen Lage von IX und iX abzusehen und nach 
Eigenschaften der Abbildung zu suchen, die man noch erkennen und nach-
prufen kann, wenn man die Photographie zu Hause vor sich auf den Schreib-
tisch legt. Solche Eigenschaften sind: 

a) J edem Punkt P von IX ist ein-eindeutig ein Bildpunkt P von oc zugeordnet. 
b) Die Abbildung ist geradentreu. Das heifJt: durehliiuft Peine Gerade g von IX, 

so durchliiuft der Bildpunkt Peine Gerade in (X, die Bildgerade g von g. 
c) Das Doppelverhiiltnis von vier Punkten einer Geraden von IX ist gleieh dem 

Doppelverhiiltnis der vier Bildpunkte. 
(Die Eigenschaft c) folgt aus Satz 3 von § 2.) Wir nennen nun irgend eine 

Abbildung einer Ebene IX auf eine Ebene iX projektiv, wenn sie die genannten 
Eigenschaften besitzt. Die Bedingung c) besagt iibrigens, daB jede Gerade von 
IX projektiv (im Sinne von § 2) abgebildet wird. 

Stiefel 8 
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Es sei noch ausdrucklich darauf aufmerksam gemacht, daB die Bedingungen 
a), b), c) auch fUr die unendlich fernen Elemente erfullt sein mussen. 

o 

s 

Fig.79a 

® 

Fig.79b 

Die Fig.79 zeigt nun die Konstruktion einer derartigen projektiven Ab-
bildung. Fig. 79a enthalt die Originalebene «; es wurde in ihr ein Koordinaten-
system gewahlt. (Achsen x, y, Einheitspunkte X, Y.) Urn die projektive Ab-
bildung festzulegen, wurden in der Bildebene ii (Fig.79b) die Bilder X, y der 
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Koordinatenachsen angenommen, sowie auf ihnen die Bilder X, Y der Einheits-
punkte und die Bilder U x' U y der unendlich femen Punkte U a:' U y der Ko-
ordinatenachsen gewahlt. U x und U 11 sind also die Fluchtpunkte der Koordina-
tenachsen. Ihre Verbindungsgerade it ist das Bild der Verbindungsgeraden der 
unendlich femen Punkte U a:' U y, das heiBt das Bild der unendlich femen 
Geraden u von oc. Daher heiBt u die Fluchtgerade der Ebene oc. 

Da die Fundamentalpunkte (5, X, Ua: auf x gegeben sind, kann nun nach 
der Grundaufgabe von § 2 (Fig. 77) die projektive Skala auf x konstruiert wer-
den, das heiBt das Bild eines gegebenen Punktes P a: der x-Achse gefunden wer-
den. Die dazu notwendige Hilfsgerade x' wurde speziell parallel zur Flucht-
geraden it gelegt, so daB der Teilungspunkt Gx auf diese Fluchtgerade kommt. 
Analoges gilt fUr die y-Achse. (Hilfsgerade y' nach links hin, Teilungspunkt Gy .) 

Urn nun einen beliebigen Punkt P von oc abzubilden, ziehe man in der 
Fig. 79 a die Lote P P a: und P P 11 auf die Koordinatenachsen und konstruiere 
nach dem eben beschriebenen Verfahren die Bildpunkte Px, }5y. Nun liegt 
in Fig. 79a die Gerade PPx parallel zur y-Achse, geht also durch den unendlich 
femen Punkt Uy • Daher muB in;X das Bild dieser Geraden durch den Flucht-
punkt Uy gehen. P liegt also auf Px Uy und analog auf Py Ux , womit der ge-
suchte Bildpunkt gefunden ist. 

Wir erkennen also, daB zwei parallele Geraden (zum Beispiel P P x und die 
y-Achse) im Bild im allgemeinen nicht mehr parallel sind, sondem daB gilt: 

7. Die profektiven Bilder von zwei parallelen Geraden schneiden sich in ihrem 
gemeinsamen Fluchtpunkt. Dieser Fluchtpunkt liegt immer auf der Fluchtgeraden. 

(Denn der Fluchtpunkt ist Bildpunkt eines unendlich femen Punktes, liegt 
also auf dem Bild der unendlich femen Geraden.) 

]etzt zeigen wir noch, daB unsere Konstruktion bei willkurlicher Annahme 
der eingangs gewahlten Punkte J(, 17, u;., Uy auch wirklich eine projektive Ab-
bildung ergibt, daB also die Bedingungen a), b), c) erfUllt sind. Die Bedingung 
a) gibt zu keiner Bemerkung AnlaB, wir beginnen daher mit der Verifikation 
von b). Der Punkt P durchlaufe also eine Gerade g. Dann sind nach Konstruk-
tion folgende Gebilde der Reihe nach zueinander projektiv: 

1) Punktreihe auf g durchlaufen von P. 
2) Punktreihe auf x durchlaufen von P a:' 

3) Punktreihe auf x durchlaufen von Pa:. 
4) Buschel mit dem Zentrum Vy durchlaufen von Px Dy. 

Analog sind zueinander projektiv: 
1') Punktreihe auf g durchlaufen von P. 
2') Punktreihe auf y durchlaufen von P y • 

3') Punktreihe auf y durchlaufen von 15y. 
4') Buschel mit dem Zentrum Vx durchlaufen von Py [Ix' 

Der Vergleich von 4) und 4') ergibt, daB die beiden genannten Buschel projektiv 
sind. Nehmen wir fUr P speziell den unendlich femen Punkt U (Xl von g, so 
gehort zu ihm im Buschel4) die Fluchtgerade it und im BuscheI4') ebenfalls U. 
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Unsere beiden Buschelliegen also so in der Ebene oc. daB zwei entsprechende 
Geraden in die Verbindungsgerade u der Buschelzentren fallen. Daher schneiden 
sich nach Satz 6 von § 2 entsprechende Geraden auf einer Geraden g, welche von 
P durchlaufen wird. Dberdies ist diese von P durchlaufene Punktreihe projektiv 
zum Buschel 4), also auch zur Punktreihe 1), womit die Bedingung c) auch 
schon verifiziert ist. 

In der Fig. 79 wurde g einfach konstruiert, indem der Schnittpunkt A von 
g mit der x-Achse abgebildet wurde. Zusammenfassend folgt: 

8. Eine projektive Abbildung der Ebene IX auf die Ebene i:ist eindeutig bestimmt, 
wenn man die Bilder der beiden Einheitspunkte und der beiden unendlich fernen 
Punkte der Achsen eines Koordinatensystems kennt. Andererseits gibt es immer 
eine projektive Abbildung, welche diese vier Punkte in vier Punkte iiberfiihrt, 
welche in allgemeiner Lage l ) gegeben sind. 

Projektives Bild eines Kegelschnittes. Es solI ein in der Originalebene IX 

gegebener Kegelschnitt C der projektiven Abbildung unterworfen werden. 
Denken wir uns in ihmeine PAscAL-Konfiguration eingezeichnet, so ist das Bild 
dieser Figur - da ja Gerade wieder in Geraden ubergehen - auch wieder eine 
PAScAL-Konfiguration. Fur die Bildkurve c gilt somit der Satz von PASCAL 
und daher folgt aus der Umkehrung des Pascalschen Satzes (Satz 12, Seite 95), 
daB C wieder ein Kegelschnitt ist. 

9. Das projektive Bild eines Kegelschnitts ist wieder ein Kegelschnitt. 
Zur Illustration wurde in Fig. 79 der gezeichnete Einheitskreis abgebildet. 

hat zu diesem Zweck seine vier Schnittpunkte X, Y, S, T mit den Ko-
ordinatenachsen samt den Tangenten in diesen Punkten in die Bildebene (i 
ubertragen und erhiilt so vom Bildkegelschnitt vier Punkte samt Tangenten, 
was ja uberreichlich genug ist, urn ihn nach den Methoden unseres zweiten Teils 
zu konstruieren. 

Das Zentrum Z des Bildkegelschnitts liegt al:lf der Verbindungsgeraden von 
Ux mit der Mitte von Y T und ebenso auf der Verbindungsgeraden von Uu mit 
der Mitte von X S. Es ist nicht etwa das Bild des Kreiszentrums O. 

Die Art des Bildkegelschnitts kann man zum vornherein bestimmen, wenn 
man die Verschwindungsg'erade v der Ebene IX konstruiert. Sie ist definiert als clie-
jenige Gerade von IX, welche in die unendlich ferne Gerade von (i ubergeht. Man 
findet v am best en als Verbindungsgerade der Verschwindungspunkte der beiden 
Koordinatenachsen; die explizite Konstruktion kann dem Leser uberlassen 
werden. Schneidet nun der gegebene Kegelschnitt C diese Verschwindungsgerade 
in zwei Punkten V, W, so wird sein Bild eine Hyperbel, da V und W unendlich 
fern liegen. So erkennt man die Richtigkeit des Satzes: 

10. Das projektive Bild eines K egelschnitts ist eine H yperbel, P arabel oder Ellipse, 
je nachdem. ob er die Verschwindungsgerade schneidet, beriihrt oder nicht tri/ft. 

1) Vier Punkte einer Ebene heiBen «in allgemeiner Laget, wenn niemals drei unter ihnen auf 
einer Geraden liegen. 
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Axiomatische Wir haben eben beim Beweis von Satz 9 die 
Eigenschaft c) der projektiven Abbildullg gar nicht benutzt, sondern nur von 
der Voraussetzung b) - das heiBt von der Geradentreue - Gebrauch gemacht. 
Dies hat den folgenden Grund. Mit etwas feineren Hilfsmitteln kann man nam-
lich einsehen, daB die Bedingung c) in der Definition der projektiven Abbildung 
uberhaupt uberflussig ist. Genauer gilt: Eine ein-eindeutige Abbildung einer 
Ebene IX auf eine Ebene iX, welehe geradentreu ist, lapt von selbst die Doppelverhiilt-
nisse auf Geraden ungeiindert. Wir zitieren dies, weil es sich damit herausstellt, 
daB wir in der projektiven Abbildung die allgemeinste geradentreue Abbildung 
vor uns haben1). 

Fig.79c 

Affinitiit. Es handelt sich analog zu § 2 urn denjenigen Spezialfall der pro-
jektiven Abbildung, bei welchem die unendlich ferne Gerade von IX wieder in 
die unendlich ferne Gerade von ex ubergeht. In Fig. 7ge wurde zur Illustration 
ein affines Bild der Fig. 79a gezeichnet. Angenommen wurden die Bilder (5, X, Y 
des Nullpunktes und der beiden Einheitspunkte, woraus sich dann die Bilder 
X, y der Koordinatenachsen ergeben. Vro und VII sind jetzt die unendlich fernen 
Punkte von x und y. 1m ubrigen wurde die Fig.79c in allen Teilen analog 
konstruiert wie Fig. 79b. Da unendlich ferne Punkte wieder in solche uber-
gehen, haben wir an Stelle von Satz 7 nun das Gesetz: 

1) Der Satz gilt aber nur in der reellen Geometrie. Er ist zum Beispiel nicht mehr richtig, wenn 
mail. in ex und fi die imaginaren Punkte hinzunimmt und imaginare Abbildungen von ex auf ii zuHiBt. 
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11. Die atlinen Bilder von zwei parallelen Geraden sind wieder parallel; aufJer-
dem bleiben T eilverhiiltnisse aut einer Geraden erhalten, das heifJt die Strecken 
aut der Bildgeraden sind proportional zu denjenigen aut der urspriinglichen 
Geraden. 

Der zweite Teil des Satzes folgt daraus, daB nun eine gegebene Gerade g 
von ex eben affin im Sinne von § 2 (Seite 112) abgebildet wird. Man kann also 
das damalige Resultat tibernehmen. 

Wir ftihren noch die schieten Koordinaten X, ji des Bildpunktes P in bezug 
auf die Achsen X, ji ein. Es sind dies die Seiten des in Fig.79c schraffierten 
Parallelogramms. Ferner seien u = 0 X und v = (5 Y die «Einheiten» der Affinitii.t. 
(u ist also die Lii.nge des Bildes einer Strecke von der Lii.nge 1 auf der x-Achse.) 
Nach Satz 11 angewendet auf die x-Achse gilt dann 

Somit: 

OP., _ OP., al x _ x ox - Ox-' so -;--1· 

x=ux und analog y=vy, (9) 

wobei also x, y die Koordinaten des Originalpunktes P sind. Die Affinitii.t 
ist daher analytisch durch die Abbildungsgleichungen (9) gegeben. 

Ftir das affine Bild eines Kegelschnitts gilt statt Satz 10 nun 
12. Das atline Bild eines Kegelschnitts ist ein Kegelschnitt derselben Art. 
Beweis: 1st der Originalkegelschnitt C zum Beispiel eine Hyperbel, so 

schneidet er die unendlich ferne Gerade von ex in zwei Punkten. Daher muB 
auch der Bildkegelschnitt E zwei unendlich ferne Punkte bekommen, ist also 
wieder eine Hyperbel. Ahnlich schlieBt man im Fall der Ellipse oder Parabel. 

AuBerdem geht ein Durchmesser von C wieder in einen Durchmesser von 
C tiber. Denn diecharakteristische Eigenschaft eines Durchmessers - nii.mlich, 
daB die Tangenten in seinen Endpunkten zueinander parallel sind - bleibt 
erhalten. Daraus folgt, daB im Gegensatz zur projektiven Abbildung auch das 
Zentrum von C in das Zentrum von C abgebildet wird. 

Handelt es sich urn die Abbildung einer Ellipse (oder eines Kreises), so kann 
man hinzuftigen, daB zwei konjugierte Durchmesser wieder in solche tiber-
gehen. Denn die Tatsache, daB die Tangenten in den Endpunkten des einen 
Durchmessers parallel zum anderen Durchmesser sind, bleibt ebenfalls bei der 
Affinitii.t erhaIten. 

Das Bild des Einheitskreises der Fig.79a ist die in Fig.79c gezeichnete 
Ellipse. Ihre Achsen werden am besten gefunden, indem man zwei konjugierte 
(das heiBt zueinander senkrechte) Kreisdurchmesser in die Ebene oc tibertrii.gt 
und dann auf die beiden so erhaltenen konjugierten Ellipsendurchmesser die 
Rytzsche Achsenkonstruktion anwendet. (In der Fig. 79c sind also zum Beispiel 
oX und OY konjugierte Durchmesser.) Die so gefundenen Achsen der Bild-
ellipse gehen als spezielle konjugierte Durchmesser ebenfalls aus zwei senk-
rechten Kreisdurchmessern hervor. Es gibt daher in ex zwei senkrechte Gerade, 
deren affine Bilder wieder senkrecht sind. Allgemeiner ausgedrtickt: 
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13. 5atz vom invarianten rechten Winkel. Bei der a/linen Abbildung einer 
Ebene ex gibt es in IX zwei senkrechte Richtungen, welche wieder in senkrechte 
Richtungen iibergehen. 

Endlich brauchen wir noch: 
13a. Fiihrt eine A//initiit einen Kreis C wieder in einen Kreis C iiber, so ist 

sie eine Ahnlichkeit. 
Es tut der Allgemeinheit keinen Abbruch, wenn wir zum Beweis 

daB C der Einheitskreis unserer Fig. 79a sei. In Fig. 79c miissen dann OX 
und 0 Y als konjugierte Durchmesser des Bildkreises C zueinander senkrecht 
sein und die Langen u, v dieser beiden Strecken sind gleich, und zwar gleich 
dem Radius r von C. Man hat daher auch in der Bildebene ein kartesisches 
Koordinatensystem X, yund die Abbildungsgleichungen lauten x = r x, y= ry, 
woraus die Behauptung folgt. 

:a 

Fig. SOa Fig. SOb 

Wir kehren zur allgemeinen projektiven Abbildung zuriick. 
In Fig.80a sind in der Ebene ex vier Punkte A, B, C, D gegeben. Es soIl eine 
projektive Abbildung von ex auf ex konstruiert werden, welche diese vier Punkte 
in vier gegebene Punkte A, B, C, jj von ex iiberfiihrt (Fig. BOb). Dazu kann man 
den folgenden Satz anwenden: 

14. Bei projektiver Abbildung einer Ebene bleibt das Doppelverhiiltnis von vier 
Geraden eines Biischels erhalten. 

Zum Beweis schneiden wir die vier vorliegenden Geraden Sl' S2' S3' S4 mit 
einer beliebigen Hilfsgeraden g in den Punkten 51' 52' 53' 54. Indem man g 
auch abbildet, folgt (Sl S2 S3 S4) = (5152 5354) = ( 51525354) = (51 S2 S3 54). (Die 
beiden auBeren Gleichungen folgen aus dem Satz von PAPPUS, die mittlere aber 
daraus, daB das Doppelverhiiltnis von vier Punkten bei der projektiven Ab-
bildung erhalten bleibt.) 
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In Fig.80a solI nun ein gegebener Punkt P abgebildet werden. Man zieht 
etwa von B aus die vier Strahlen a, c, d, p, welche durch A, C, D und den Neu-
punkt P laufen. Die Bildstrahlen "ii, c, d sind in Fig.80b unmittelbar gegeben, 
wahrend der vierte Strahl p nach Satz 14 nun so bestimmt werden muB, daB 
(pacd)=(pacd) gilt. In Fig.80 wurde dies mit Hilfe der folgenden Papier-
streifenkonstruktion zustande gebracht. Man legt in die Ebene C( einen Papier-
streifen und markiert auf ihm die Schnittpunkte mit den Strahlen a, c, d, p. 
Sodann paBt man diesen Streifen in der Fig. 80b so ein, daB die Strahlen ii, c, d 
durch die zugehOrigen Marken gehen. Der gesuchte Strahl p geht dann durch 
die vierte Marke. Die Richtigkeit der Konstruktion folgt daraus, daB nach dem 
Satz von PAPPUS sowohl in C( wie auch in oc das Doppelverhiiltnis der vier Strah-
len gleich dem Doppelverhiiltnis der vier Marken ist. Nun ist p ein erster geo-
metrischer Ort fUr P. Indem man die Konstruktion wiederholt - etwa mit vier 
von A auslaufenden Strahlen - findet man P. (Konstruktion in Fig. 80 nicht 
eingezeichnet.) Es folgt: 

15. Eine projektive Abbildung einer Ebene auf eine andere ist vollstiindig be-
stimmt, wenn man die Bildpunkte von vier Punkten kennt, welche in allgemeiner 
Lage gegeben sind. 

In Fig.80a wurde P speziell als Ecke des iiber der Seite AB errichteten 
Quadrats gewahlt. Dbertragt man nun noch die vierte Quadratecke in die 
Ebene iX, so erhalt man durch Schneiden von zwei Gegenseiten des in ex ent-
standenen Bildvierecks die Fluchtpunkte fi1 , U2 der Quadratseiten und damit 
die Fluchtgerade u. In Fig.80a wurde das Quadrat zu einem Quadratnetz 
verfeinert und man kann in Fig.80b rein durch Ziehen von Diagonalen unter 
Verwendung des «Diagonalfluchtpunkts» Us die entsprechende Verfeinerung 
vornehmen. Das entstandene Bild des Quadratnetzes heiBt Mobiussches Netz. 

Macht man diesen Raster geniigend fein, so kann man mit seiner Hilfe eine 
in C( gegebene Figur nach dem AugenmaB in die Ebene ex abbilden oder umge-
kehrt eine in (i gegebene Figur nach C( iibertragen. 

Letztere Konstruktion kann auf das Problem der Entzerrung in der Photo-
grammetrie angewendet werden. Es sei etwa die Fig.80a eine topographische 
Karte eines ebenen Gelandeteils und Fig.80b eine Fliegeraufnahme desselben 
Gelandestiicks (vgl. die Einleitung zum gegenwartigen Paragraphen). Nach 
dem eben beschriebenen Rasterverfahren ist es nun moglich, den Inhalt des 
Fliegerbilds in die Karte zu iibertragen, sobald vier PaBpunkte A, B, C, D 
bzw . ..4,13, C, 15 in Karte und Photographie identifiziert sind. 

In der Praxis wird diese Entzerrung von Luftbildern auf photographischem 
Weg durch Entzerrungsgerate bewerkstelligtl). 

Kollineation. Bis jetzt war bei der projektiven Abbildung die gegenseitige 
Lage von Original- und Bildebene ganz unwesentlich. Jetzt solI derjenige Spezial-
fall naher untersucht werden, wo diese beiden Ebenen zusammenfallen; wir 
besprechen also im folgenden die projektive Abbildung einer Ebene at auf sich 

1) Vergleiche K. SCHWIDEFSKY, Grundriss der Photogrammetrie, 5. Auflage (8. G. Teubner 
1954). R. FINSTERWALDER, Photogrammetrie (De Gruyter, Berlin 1939). 
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selbst (IX = iii. Hier kann es nun vorkommen, daB ein Punkt P von IX bei der Ab-
bildung am Ort bleibt, also P= P gilt. P heiBt dann Fixpunkt der Abbildung. 

Definition: Eine projektive Abbildung einer Ebene IX auf sich heiBt Kol-
lineation, wenn es eine Gerade s gibt, we1che aus lauter Fixpunkten besteht. 
s heiBt Kollineationsachse. 

In Fig. 81 wurde die Kollineationsachse s gegeben und zrr Festlegung der Ab-
bildung zunachst einmal ein Paar entsprechender Punkte A,.If angenommen. 
1st g irgend eine Gerade durch A, so ist die Bildgerade g nun eindeutig bestimmt; 
sie muB namlich g auf der Kollineationsachse schneiden, da dieser Schnittpunkt 
ja bei der Abbildung festbleiben solI. Also gilt: 

16. Bei der Kollineation schneiden sich entsprechende Geraden auf der Kol-
lineationsachse. 

s 

Fig. 81 Fig. 82 

Wahlt man noch auf g und g zwei entsprechende Punkte B, B, so ist die Ab-
bildung festgelegt (Fig. 81). Sei zum Beweis P ein beliebiger Punkt der Ebene. 
Die Bilder der Geraden P A und P B konnen unter Beachtung des eben be-
wiesenen Satzes 16 gezeichnet werden und schneid en sich im Bildpunkt P von P. 

Die beiden Dreiecke A B P und A B P erftillen nun die Voraussetzungen der 
Umkehrung des Satzes von DESARGUES (vgl. 2. Teil, Seite 85, Satz 3'). Daher 
laufen die Verbindungsgeraden AA, BE, PP durch einen Punkt 5, und da P 
beliebig war, geht auch die Verbindungsgerade von irgend zwei entsprechenden 
Punkten durch S. Dual zu 16 gilt daher 

17. Bei einer Kollineation gehen die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte 
durch ein festes Zentrum 5, welches Kollineaticnszentrum heifJt. 

Eine Gerade durch 5 - auch Kollineationsstrahl genannt - geht bei der Ab-
bildung in sich tiber. (Denn zum Beispiel das Bild von SA muB durch A und 
nach Satz 16 durch Al laufen, ist also die Gerade SA = SA). Die Punkte eines 
so1chen Kollineationsstrahls sind aber mit Ausnahme von 5 und dem Schnitt-
punkt mit s keine Fixpunkte. 

Gewohnlich gibt man sich eine Kollineation durch die Achse s, das Zentrum 5 
und zwei entsprechende Punkte A,.If, die nattirlich auf einem Kollineations-
strahl liegen mtissen (Fig. 82). Das Bild eines gegebenen Punktes P liegt dann 
auf dem Bild g der Geraden g= A P und auf dem Kollineationsstrahl durch P. 
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In Fig. 82 wurde nach diesem Verfahren noch der Bildpunkt U des unendlich 
fernen Punktes U 00 von g, das heiJ3t der Fluchtpunkt von g konstruiert. Das Bild 
der unendlich fernen Geraden u - das heiJ3t die Fluchtgerade u - geht dann 
durch diesen Fluchtpunkt U und liegt parallel zur Kollineationsachse. Denn 
u und u mtissen sich auf der Kollineationsachse schneiden. 

Zieht man den zu g parallelen Kollineationsstrahl und bezeichnet mit V 
seinen Schnittpunkt mit g, so ist V der Verschwindungspunkt von g, denn V 
liegt unendlich fern. Die Parallele v zur Kollineationsachse durch V geht in die 
unendlich ferne Gerade tiber, ist also die Verschwindungsgerade. Aus dem ent-
standenen schraffierten Parallelogramm folgt leicht, daJ3 die angezeichneten Ab-
stande gleich sind. 

A 

s 

Fig. 83 Fig. 84 

Affine SPezialfiille der Kollineation. Die einzigen Geraden, welche bei der 
Kollineation in sich tibergehen, sind die Kollineationsstrahlen und die Kollinea-
tionsachse. SolI nun die Kollineation eine Affinitat werden, das heiJ3t solI die 
unendlich ferne Gerade in sich tibergehen, so ist dies auf zwei Arten moglich. 
Entweder ist die Kollineationsachse unendlich fern; dann ist die Kollineation 
offenbar die aus der Elementargeometrie bekannte zentrische A"hnlichkeit mit dem 
Ahnlichkeitszentrum S. Oder es ist die unendlich ferne Gerade ein Kollineations-
strahl, das heiJ3t 5 ein unendlich ferner Punkt. In diesem Spezialfall heiJ3t die 
Abbildung perspektive Affinitiit. Es kann auch beides zugleich eintreten, was ein-
fach eine Translation al'> Abbildung ergibt. 

In Fig. 83 ist eine perspektive Affinitat durch die Affinitatsachse s und zwei 
entsprechende Punkte A,A gegeben. 5 ist also der unendlich ferne Punkt in der 
Richtung A A (= Affinitiitsrichtung). Die Verbindungsgeraden entsprechender 
Punkte sind jetzt parallel zur Affinitatsrichtung; im ¥brigen wird die Konstruk-
tion des Bildpunktes eines gegebenen Punktes P wie bei der Kollineation durch-
gefiihrt. \Vtirde die Achse s die Strecke A A genau halbieren, so hatte man den 
Spezialfall der schiefen Symmetrie. 

Fig. 84 enthalt den wichtigen Spezialfall der orthogonalen Affinitiit, das heiJ3t 
die Affinitatsrichtung A A ist senkrecht zur Affinitatsachse s. Wie man an der 
Figur abliest, besteht die Abbildung einfach darin, daJ3 die Abstande der Punkte 
von der Affinitatsachse im selben konstanten Verhaltnis A verktirzt (oder ver-
langert) werden. A heiJ3t Affinitiitsverhiiltnis. 1st A < 1, handelt es sich also urn 
Verkiirzung der Abstande, so geht der in Fig. 84 angenommene Kreis in die ge-
zeichnete E:lipse iiber, deren groJ3e Halbachse gleich dem Kreisradius ist. Fiir 
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l > 1 erhalt man hingegen eine hochgestellte Ellipse, deren kleine Halbachse mit 
dem Kreisradius tibereinstimmt. Daraus folgt also, daB eine E'lipse durch ortho-
gonale Affinitat entweder in den Kreis tiber der groBen Achse oder in denjenigen 
tiber der kleinen Achse tibergefiihrt werden kann. Dies kann man zur Losung 
von Ellipsenaufgaben verwenden. 

Allgemeiner laBt sich so eine Methode zur Losung von Kegelschnittaufgaben 
entwickeln, welche darin besteht, daB man den Kegelschnitt durch Kollineation 
in einen Kreis tiberfiihrt. 

Beispiele. Wahlt man im Raum zwei Ebenen ex, iii sowie ein auBerhalb liegen-
des Projektionszentrum Z, so liefert die Zentralprojektion der Punkte P von ex 
auf die Ebene ii eine projektive Abbildung (vgl. die Einleitung zum gegenwartigen 
Paragraphen). Klappt man nun nachtraglich die Ebene ex um die Schnittgerade s 
der beiden Ebenen als Achse in die Ebene i hinein, so ergibt die Zuordnung der 
Umklappung eines Punktes P zu seiner Zentralprojektion eine projektive Ab-
bildung von Ii auf sich. Sie ist eine Kollineation mit der Kollineationsachse s. 
Dies folgt daraus, daB die Punkte von s sowohl bei der Projektion wie auch bei der 
Klappung fest bleiben. Die Zentralprojektion einer ebenen Figur auf eine Bild-
ebene und die Umklappung der Figur in die Bildebene sind somit kollinear, das 
heiBt gehen durch Kollineation auseinander hervor. 

Liegt speziell eine Parallelprojektion vor, so wird diese Kollineation zur 
perspektiven Affinitat und in dem weiteren Spezial£all der 
ergibt sich eine orthogonale Affinitiit. Ais Illustration kann die Fig. 21 (Seite 31) 
dienen. Dort wurde ein Quadrat im GrundriB und in der Umklappung dar-
gestellt. Die beiden Figuren sind orthogonal affin mit der U mklappungsachse als 
Affinitatsachse. 

Ein weiteres Beispiel ergibt sich, wenn eine Figur in der Ebene ex von zwei ver-
schiedenen Zentren Zl' Zs aus auf eine Bildebene iX projiziert wird. Die beiden Pro-
jektionen sind wieder kollinear mit der Schnittgeraden s von ex und als Kolli-
neationsachse. (Das Kollineationszentrum ist tibrigens der DurchstoBpunkt von 
ZtZs mit ii.) Daraus ergibt sich noch folgende Anwendung. Es sei ii die Stand-
ebene einer Pyramide (oder eines Kegels), Zt die Spitze des Korpers und ex eine 
Schnittebene. Der Schnitt der Pyramide mit ex werde von irgend einem Zentrum 
Zs aus auf die Standebene iX projiziert. Dann ist diese Projektion kollinear zur 
Grundflache. In der Tat kann ja die Grundflache auch als Projektion des Schnittes 
von der Spitze Zt aus angesehen werden. 

Man bestatigt dies an der Fig. 13 (Seite 25). Dort ist der GrundriB des ebenen 
Pyramidenschnitts kollinear zur Grundflache. (Kollineationsachse = Spur a der 
Schnittebene ex; Kollineationszentrum = GrundriB der Pyramidenspitze.) 
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§ 4. Perspektive 

Wir wollen nun versuchen, in Analogie zu den Konstruktionen des § 3 und 
speziell zur Fig. 79 einen raurnlichen Gegenstand auf eine Bildebene iX (= Zei-
chenebene) abzubilden. Wir legen zu dies em Zweck ein Koordinatensystern 
x, y, z in den Raurn (Fig.85a) und nehrnen in iX folgende Stucke an (Fig. 85 b) : 

1) Bild (5 des Nullpunkts 0 des Koordinatensysterns. 
2) Bilder X, )/, z der Koordinatenachsen. 
3) Bilder ux, Uy , Uz der unendlich fernen Punkte der Koordinatenachsen. 
4) Bilder X, Y, Z der Einheitspunkte des Koordinatensysterns. 

z· 
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Fig.85a Fig. 85 b 

Die Gesarntheit dieser Stucke (drei Achsenbilder, drei Fluchtpunkte, drei 
«perspektivische) Einheitspunkte) nennen wir ein fUr allernal ein perspektivi-
sches Achsenkreuz. Urn die Diskussion von Ausnahrnefallen zu verrneiden, 
wollen wir irn folgenden irnrner annehrnen, daB das Achsenkreuz «nicht-aus-
gearteh sei irn folgenden Sinn: Die drei Geraden X, y, z sollen paarweise von-
einander verschieden sein und ebenso die sieben Punkte {j; Ux, Uy, flz; X, Y,.t. 

Wie fruher ist nun durch die Fundarnentalpunkte {j, X, Ux eine projektive 
Skala auf x festgelegt und wir k6nnen mit ihrer Hilfe einen Punkt P x auf der 
x-Achse auf eindeutige Weise in die Fig.85b ubertragen. Dasselbe gilt fUr die 



§ 4. Perspektive 125 

y- und die z-Achse. In Fig.85b wurde speziell die Konstruktion der projektiven 
Skala auf z angegeben (Hilfsgerade z' durch 0, Teilungspunkt Go) und die Ab-
bildung des Punktes Po der z-Achse ausgefiihrt. 

Urn einen gegebenen Raumpunkt P abzubilden, wird man etwa folgender-
maBen vorgehen. Der GrundriB P' kann als Punkt der x, y-Ebene genau nach 
dem Muster der Fig.79b abgebildet werden; diese Konstruktion wurde in 
Fig.85b daher nieht angegeben. Der gefundene Bildpunkt P' heiBt auch 
perspektivischer GrundrifJ von P. Aus P' und dem oben konstruierten Punkt Po 
kann man nun das Bild des Koordinatenquaders rein durch Ziehen von Geraden 
nach den Fluchtpunkten UIJJ , Uy, Uo vervollstiindigen. 
P ergibt sieh als Bild der letzten Eckel). Z" 

Die damit definierte Abbildung des Raumes auf 
die Bildebene iY. heiBt Perspektive; wir werden spiiter Z"<>-T"'"'-r---..., 
beweisen, daB sie geradentreu ist, daB also eine Gerade 
am Gegenstand im perspektivischen Bild wieder als 
Gerade erscheint. Vorerst beschiiftigen wir uns aber 
mit der praktischen Seite der Perspektive und geben 
einige Regeln, welche man zu beachten hat, urn an-

_1 ___ ...:X• x' schauliche Bilder zu erhalten. Diese Regeln sollen mit . 
Hilfe der Fig.86 erkliirt werden, welche wieder in 
Fig.86a das riiumliche Koordinatensystem und in 
Fig. 86b das perspektivische Achsenkreuz enthiilt. 

I. Der Fluchtpunkt Uo der z-Achse wird gewohn-
lich unendlich fern angenommen und z selbst vertikal. 
Dies bewirkt, daB eine Parallele zur z-Achse (= Ver-
tikale) auch im Bild parallel zu z wird, also wieder als 
Vertikale erscheint. AuBerdem wird infolge dieser An-
nahme die z-Achse affin, das heiBt iihnlich abgebildet 
(§2; Seite112). In Fig.86bhabenwirOZ=2 gew1ihlt, 

Fig.86a 

so daB eine Strecke auf der z-Achse beim Dbertragen in die Fig. 86 b einfach 
verdoppelt werden muB. 

II. Die Fluchtgerade u = UIJJ Uy der horizontalen x, y-Ebene, welche auch 
Horizont heiBt, solI horizontal angenommen werden. (Wenn man auf einer An-

1) Die Tatsache, daB die Konstruktion «sich schlieBt», das heiBt, daB die drei Kanten des 
Koordinatenquaders, we1che im Raum durch P gehen, sich auch im Bild wieder in einem Punkt P 
treffen ist eine einfache Folge des unten bewiesenen Hauptsatzes 20, kann aber auch direkt folgen-
dermaBen nachgewiesen werden. P werde zuniichst als Schnittpunkt der beiden von P", P''' aus-
gehenden Linien konstruiert. Die Anwendung des Satzes von DESARGUES auf die Dreiecke i5 Py PIJJ 
und PoP" P''' ergibt, daBsich die Geraden PIJJPY und p" pll/auf derFIuchtgeraden UIJJ UI/ schneiden. 
Aus der Umkehrung des Desarguesschen Satzes fUr die beiden Dreiecke p' PYPIJJ und P p" P''' foIgt 
dann, daB p' ji durch U. gebt, was zu beweisen war. Die bei der Konstruktion der Fig. 85 b haupt-
siichlich verwendeten Linien bilden die drei von den Fluchtpunkten UIJJ , U Y' U z ausstrahlenden Ge-
radenbuschel. Drei derartige Buschel nennt man ein Gewebe. Die erwiihnte SchlieBungseigenschaft 
bildet den Ausgangspunkt fur die modeme Theorie der Gewebe. K. REIDEMEISTER hat diese Ge-
webe benutzt, urn die Geometrie axiomatisch aufzubauen, so daB unsere Fig. 85 b von groBem 
theoretischem Interesse ist. (K. REIDEMEISTER, Grundlagen der Geometrie. Berlin, J. Springer 1930.) 
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h6he stehend eine weit reichende horizon tale Ebene vor sich hat, so scheinen 
die unendlich weit entfernten Punkte dieser Ebene auf einer horizontalen Ge-
raden - eben dem Horizont - zu liegen.) 

III. Nach Annahme des perspektivischen Achsenkreuses kann das Bild des 
Einheitswurfels, welcher iiber den Einheitspunkten der Fig.86a errichtet wor-
den ist, ohne weiteres gezeichnet werden. Die Disposition ist nun so zu treffen, 
daB das Bild dieses Einheitswiirfels anschaulich wirkt und im Beschauer in 

Fig.86b 

bezug auf Lage und Gr6Benverhaltnisse den beabsichtigten Eindruck hervor-
bringt. ErfahrungsgemaB gelingt dies nach einiger Dbung rasch und sicher; 
wir werden jedoch unten gleich eine Methode entwickeln, welche ohne Willkiir 
zumBild des Einheitswiirfels fiihrt. 

IV. Das Objekt, welches perspektivisch darzustellen ist, solI innerhalb des 
Einheitswiirfels liegen (Fig.86a). Man hat also in Fig.86a die Langeneinheit 
so groB zu wahlen, daB der gegebene Gegenstand im Einheitswiirfel Platz hat. 
(Das Bild des Einheitswiirfels ist gemaB der Regel III anschaulich; Teile des 
Gegenstands, welche iiber ihn hinausragen wiirden, k6nnten aber in der Per-
spektive unliebsame Verzerrungen aufweisen.) 

Urn nun das gegebene Objekt in der Fig.86b darzustellen, beginnt man mit 
dem Dbertragen des in der x, y-Ebene liegenden Grundrisses (schraffiert) nach 
dem Verfahren der Fig.79 (Teilungspunkte G"" Gy ). Von dem so erhaltenen 
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perspektivischen GrundriB aus kann man dann das Objekt selbst leicht 
aufbauen, indem man der Regel I die MaBe auf der z-Achse iiber-
tragt und die Fluchtpunktregeln beachtet. Zwischen den Punkten des per-
spektivischen Grundrisses und des Gegenstands selbst hat man vertikale 
Ordnungslinien. 

Urn die Perspektive nicht mit unwesentlichen Hilfskonstruktionen zu be-
lasten und urn giinstige Schnittverh1i.ltnisse zu haben, konstruiert man ge-
wohnlich den perspektivischen GrundriB nicht wie in Fig. 86 b in der Stand-
ebene des Korpers, das heiBt in der x, y-Ebene selbst, sondern in einer tie fer-
gelegten Horizontalebene «(Kellergrundrilh). In Fig.86b wurde dies auch noch 
durchgefiihrt; die Fluchtpunkte Uy und die Teilungspunkte Gy bleiben 
dieselben. Zwischen diesen beiden perspektivischen Grundrissen der Fig. 86b 
besteht orthogonale Aflinitiit; Affinitatsachse ist die Fluchtgerade U. 

Zentralprojektion. Wird ein raumlicher Gegenstand von einem Projek-
tionszentrum Z aus auf eine gegebene Ebene n zentral projiziert, so entsteht 
in n natiirlich ein perspektivisches Bild des Gegenstands. Denn nach Satz 3 
von § 2 bleiben die Doppelverh1i.ltnisse auf den Achsen eines raumlichen Ko-
ordinatensystems bei der Zentralprojektion erhalten, und daher konnte das 
Zentralbild nach der Methode d6r Fig. 85 b aus dem perspektivischen Achsen-
kreuz konstruiert werden, welches durch Zentralprojektion des Koordinaten-
systems entsteht. 

Die Fig.87 zeigt an einem Beispiel die Konstruktion des Zentralbilds mit 
Hilfe des Grund- und AufriBverfahrens. Es wurde ein Koordinatensystem 
x, y, z im GrundriB und im AufriB gezeichnet und es solI der Wiirfel projiziert 
werden, dessen Grundflache das gezeichnete Quadrat ist. 1m AufriB haben wir 
den Wiifel nicht dargestellt, sondern uns damit begniigt, die Kote eines Punktes 
P der Deckflache und eines Punktes Q der Grundflache auf z" anzugeben. Das 
Projektionszentrum Z wurde ebenfalls im GrundriB angenommen und seine 
Hohe auf z" angegeben. Als Bildebene n wahlen wir die x, z-Ebene, so daB die 
Zentralprojektion im AufriB in wahrer GroBe erscheint. Bei der Disposition 
ist die Regel zu beachten, daB das gegebene Objekt innerhalb des Sehkegels 
liegen muB. (Rotationskegel, Spitze im Projektionszentrum, Achse normal zur 
Bildebene, halber <Jffnungswinkel 300.) Das Innere dieses Kegels ist namlich 
ungefahr das Gebiet, welches man ohne Bewegung des Kopfes iibersehen kann, 
wenn sich das Auge in Z befindet. 

Prinzipiell wird nun ein Punkt P des Gegenstands projiziert, indem man im 
Grund- und AufriB den Projektionsstrahl ZP mit der Bildebene durchstOBt 
(Durchschnittsmethode). Urn aber Konstruktionen im AufriB zu vermeiden, 
welche das entsiehende Zentralbild storen wiirden, geht man besser folgender-
maBen vor. Man projiziert zunachst eine durch P laufende horizontale Gerade g. 
(Geradenmethode). Zu diesem Zweck konstruiert man einerseits ihren Durch-
stoBpunkt S mit der Bildebene n (im AufriB hat er dieselbe Kote wie P) und 
andererseits das Bild ihres unendlich fernen Punktes U ce. Sein Projektionsstrahl 
ist die Parallele zu g durch Z, welche dann die Bildebene in U durchstoBt. (1m 
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AufriB ist die Kote von [j gleich derjenigen von Z.) fJ ist also der Fluehtpunkt 
von g. Damit gewinnt man im AufriB das Zentralbild gals Verbindungsgerade 
von 5 und [j. Wir notieren noeh die Regel: 

18. Bei Zentralprojektion ist der Fluchtpunkt einer Geraden g der DurchstofJ-
punkt des zu g parallelen Projektionsstrahls mit der Bildebene. 

z" 

______________ 

.Jr' x' 

Fig. 87 

Das Zentralbild von P kannte nun gefunden werden, indem man eine 
zweite Gerade dureh P (etwa h) naeh dieser Geradenmethode iibertragt. In 
der Fig. 87 ist dies nicht maglieh, da der Fluehtpunkt von h zu we it weg fallen 
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wiirde. Wir sind daher zur Durehsehnittsmethode zuriiekgekehrt. 1m GrundriB 
ist P' der DurehstoBpunkt des Projektionsstrahls mit der Bildebene. Die ge-
suehte Zentralprojektion ]5 liegt daher auf der Ordnungslinie iiber ]5' und auf g. 
Analog projiziert man die iibrigen Wiirfeleeken. 

Bemerkungen. 1) Das Zentralbild wurde in Fig. 87 so ausgezogen, daB das 
Innere des Wiirfels siehtbar wird. Man wird etwa das Innere eines Zimmers in 
dieser Art perspektiviseh zeichnen (Innenperspektive). Haufig wird dabei die 
eine Zimmerwand parallel zur Bildebene angenommen. 

2) Bei komplizierteren Gegenstanden wird man nieht wie in Fig. 87 die Koten 
auf z" angeben, sondern irgend einen AufriB oder SeitenriB des Gegenstands neben 
z" legen, dem man die n6tigen Koten dureh Ziehen von Horizontalen entnimmt. 

3) In Fig. 87 ist noeh die Parallelebene w zur Bildebene dureh das Projektions-
zentrum Z gelegt worden. wist die Verschwindungsebene der Zentralprojektion, 
denn die in ihr liegenden Punkte kommen bei der Zentralprojektion ins Unend-
liehe. 

4) Sobald man das Zentralbild eines Wiirfels konstruiert hat, kann man 
diesen Wiirfel als Einheitswiirfel der Fig. 86 ansehen und dann naeh der pro-
jektiven Methode weiterfahren. Oberhaupt k6nnen die drei hergeleiteten 
Konstruktionsverfahren (Geradenmethode, Durehsehnittsmethode, projektive 
Methode) auf versehiedene Arten kombiniert werden. 

fUr Zentralprojektion. Es wird im Absehnitt «theoretisehe 
Erganzungem> iiberzeugend dargelegt werden, daB nieht jedes perspektivisehe 
Aehsenkreuz als Zentralprojektion eines raumliehen eartesisehen Koordinaten-
systems angesehen werden kann. Es solI daher die Bedingung hergeleitet werden 

Fig. 87 a 

dafiir, daB ein perspektivisehes Aehsenkreuz Zentralbild eines Koordinaten-
systems sei, wobei wir uns allerdings auf den Spezialfall besehranken, der 
die Bedingungen I, II von Seite 125 erfiillt. 

Stiefel 9 
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In Fig. 87a wurde der Vorgang der Zentralprojektion anschaulich skizziert. 
Die z-Achse des abzubildenden Koordinatensystems steht vertikal, die x- und 
die y-Achse liegen in einer Horizontalebene. Der Anschaulichkeit halber wurde 
noch das Quadrat iiber den Einheitspunkten X, Y eingezeichnet. A ist das 
Projektionszentrum, und die Bildebene 7C steht vertikal. Das Bild des Quadrats 
wurde nach der auf Seite 127 auseinandergesetzten Geradenmethode konstruiert. 
Urn zum Beispiel die y-Achse abzubilden, konstruiert man ihren Fluchtpunkt 
U y mittels der Parallelen durch A (Satz 18) und verbindet mit O. Zur Abbil-
dung der Parallelen g zur y-Achse muB man ihren DurchstoBpunkt 5 mit der 
Bildebene heranziehen. Zum UberfluB ist noch der Projektionsstrahl des Ein-
heitspunktes Yeingezeichnet. 

Da z = z vertikal in der Bildebene liegt und da die Fluchtgerade U., fJ y 

horizontal wird, sind die Bedingungen I, II von Seite 125 tatsachlich erfiillt. 
Die Strecke U'" U y werde noch mit d bezeichnet. Ein Beschauer des Zentral-
bilds miiBte sein Auge nach A bringen und nach rechts hin auf die Riickseite 
von 7C blicken. 

Beim entstandenen perspektivischen Achsenkreuz in 7C interessieren wir uns 
nun speziell fiir die Teilverhiiltnisse 

x U", 
1'",= X i5 ' 

y Uy 
f-ty = 17 i5 -, (1) 

die von den perspektivischen Einheitspunkten auf den Achsenbildern geliefert 
werden. In Fig. 87a liest man ab 

d 
1'.,=--;-, 

d 
f-ty = -s-

Andererseits folgt aus den rechtwinkligen Dreiecken 0 5 X und 0 T Y 

(2) 

1 1 
r = sin cp' s = cos cp (3) 

Setzt man diese Werte in (2) ein, so ergibt sich 

1'., = d sin fjJ, f-ty = d cos fjJ (4) 

also 2 2 - d2 (5) f-tx + f-t y -

Fiir das Bild Z = Z des Einheitspunktes der z-Achse gilt nun (5 Z = 1, so daB 
man (5) auch schreiben kann 

.J ., d'l. 
1'; + 1'; = (0 z F" 

oder 
(6) 

Da diese Beziehung eine Gleichung zwischen Streckenverhii.1tnissen ist, gilt 
sie auch, wenn der Nullpunkt 0 nicht wie in Fig.87a von vornherein in der 
Bildebene liegt. 

Die notwendige Bedingung da!ur, dap ein den Bedingungen I, I I von Seite 125 
genugendes perspektivisches Achsenkreuz (Fig. 86b) Zentralprojektion eines carte-
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sischen Koordinatensystems sei, ist also das Bestehen der Gleichung (6) zwischen 
den Teilverhaltnissen der Einheitspunkte. 

Die Bedingung ·ist auch hinreichend. Der Nachweis mage dem Leser iiber-
lassen werden. Man muB eben aus dem gegebenen perspektivischen Achsen-
kreuz· die Punkte 5, T konstruieren und dann q; aus 

s 
tgq; = r 

berechnen, urn das Quadrat in der Horizontalebene zu finden, das abgebildet 
wird. Die Bedingung (6) garantiert dann, daB seine Seite = 0 Z wird. 

Die Bedingung (6) kann iibrigens als Spezialfall der von E. KRUPPA 1) 
angegebenen Gleichung angesehen werden, welche die Bedingung dafiir angibt, 
daB ein allgemeines perspektivisches Achsenkreuz (Fig. 85b) Zentralprojektion 
eines Koordinatensystems ist. 

Zeichentechnisch kann die Bedingung (6) wie folgt beim Entwurf einer 
Perspektive benutzt werden. Man wahlt entsprechend der Regeln I, II, III auf 
Seite 125, 126 ein anschauliches Bild des Einheitswiirfels und versetzt dann 
nachtraglich den Einheitspunkt Z so, daB (6) erfiillt ist. Dann ist man sicher, 
daB die Perspektive des vorgelegten Gegenstands sogar eine Zentralprojektion 
des Gegenstands wird. 

Zentralprojektion einer Urn noch ein Beispiel fUr die reine Durch-
schnittsmethode zu geben, soIl in Fig. 88 die im Grund- und AufriB gegebene Kugel 
(Mittelpunkt M) zentral projiziert werden. Das Projektionszentrum sei durchZ', zn 
gegeben und die Bildebene n wurde der Einfachheit halber durch das Kugelzentrum 
parallel zur AuftiBebene gelegt. 

Der UmrifJ der Kugel bei der Zentralprojektion wird erhalten, indem man den 
Beriihrungskegel von Z aus an die Kugellegt und ihn mit n schneidet. Der UmriB 
ist daher ein Kegelschnitt. Spezielle Punkte dieses Umrisses gewinnt man folgender-
maBen: 1m GrundriB ist m die iiuBerste Mantellinie des Beriihrungskegels. Sie 
beriihrt die Kugel in dem Punkt P, wobei pn ebenso hoch wie M n liegt. Indem man 
den Projektionsstrahl Z P mit n durchstoBt, ergibt sich die Zentralprojektion P, 
durch welche der gesuchte UmriB Hiuft. 

Da der Beriihrungskegel ein Rotationskegel ist, kann man weiter mit Hilfe des 
Satzes von DANDELIN (2. Teil, § 4) die Brennpunkte des UmriBkegelschnitts kon-
struieren. In Fig. 88 ist im GrundriB die eine DANDELINsche Kugel (Mittelpunkt M I ) 

eingezeichnet. Ihr Beriihrungspunkt FI mit n ist der eine Brennpunkt. Nun beachte 
man aber, daB die DANDELINsche Kugel iihnlich zur gegebenen Kugelliegt in bezug 
auf das Ahnlichkeitszentrum Z. Daraus folgt leicht, daB der Brennpunkt FI die 
Zentralprojektion des hintersten Punktes FI der gegebenen Kugel ist. Analog ist 
der zweite Brennpunkt die Zentralprojektion des vordersten Kugelpunktes F 2 , so 
daB die Konstruktion der DANDELINschen Kugel iiberfliissig ist. Es folgt daher: 

19. Die Brennpunkte des Zentralumrisses einer Kugel sind die Zentralprojektionen 
der beiden Kugelpunkte, in welchen die Tangentialebene parallel zur Bildebene ist. 

Aus den beiden Brennpunkten l'nd dem Punkt Pkann nun in Fig. 88 die UmriB-
ellipse leicht konstruiert werden. tJbrigens sind im AufriB die Tangenten von Z n aus 
an den AufriB der Kugel auch Mantellinien des Beriihrungskegels. Ihre Beriihrungs-
punkte A, B ergeben daher auch Punkte des Zentralumrisses. 

1) E. MULLER, E. KRUPPA: Vorlesungen tiber darst!'llendc Geometric, I. Band: Die linearen 
Abbildungen, S. (Deuticke, Wicu 1923). 
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Wurde in Fig. 88 die Kugel die Verschwindungsebene en schneiden, so ergiiben 
die Tangenten t1 , ta von Z aus an den Schnittkreis von en mit der Kugel zwei 
unendlich ferne Punkte des Zentralumrisses. Dieser ware dann eine Hyperbel 
mit den Asymptotenrichtungen t1 , ta. 

____ -+ ____ 

z 
Fig. 88 

Theoretische Ergiinzungen. In den folgenden Untersuchungen werden 
Beweise nachgeholt und allgemeine Satze fiber die perspektivische Abbildung 
des Raumes auf eine Bildebene hergeleitet. Ein Leser, der sich nur fUr die prak-
tische Perspektive interessiert, kann direkt zur Lekture des Abschnitts fiber 
allgemeine Axonometrie (Seite 135) fibergehen. 

In der Fig.89a wurde wieder ein allgemeines perspektivisches Achsenkreuz 
angenommen, bestehend aus den drei von (j auslaufenden Achsen X, y, z und 
den auf diesen Achsen gelegenen Punkten X, Y, Z und V." VII' Vz • Die Zeichen-
ebene dieser Figur bezeichnen wir mit ix. Wir wollen nun zunachst diesem all-
gemeinen Achsenkreuz eine etwas speziellere Gestalt geben, indem wir die 
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Ebene i.. einer projektiven Abbildung (im Sinne von § 3) unterwerfen. Zu die-
sem Zwecknehmen wirin einer Ebene IX (Fig. 8gb, oberer Teil) ein ebenes kartesi-
sches Koordinatensystem an. (Achsen y, z, Einheitspunkte Y, Z, unendlich 
ferne Punkte UII , U.). Nach Satz 8 von § 3 gibt es eine projektive Abbildung 
der Ebene !l( auf die Ebene (i (im Sinne von § 3), so daB Y, Z, UII , U. beziehlich 
in die Punkte 'V, Z, VII' V. der Ebene (i ubergehen. Bei dieser projektiven 
Abbildung entspricht der Geraden x eine Gerade xO in IX und die Punkte X, VO) 
entsprechen zwei Punkten xo, U: auf xO. Die Geraden xu, y, Z und die auf ihnen 

® z 0 
0; Ux 

U;=A" 

-- • :y=y" 

Y' 

x' 

Fig.89a Fig. 89b 

gelegenen Punkte xo, Y, Z und U:, UII , U. bilden wieder ein perspektivisches 
Achsenkreuz, welches wir kurz als «spezielles» Achsenkreuz bezeichnen. Das 
gegebene allgemeine Achsenkreuz kann also als projektives Bild des speziellen 
aufgefaBt werden. 

Nun ist das spezielle Achsenkreuz der Fig.89b die Zentralprojektion eines 
raumlichen Koordinatensystems. Dies erkennt man so: Man erganze das ebene 
Koordinatensystem y, z durch eine dritte zur Zeichenebene normale x-Achse 
zu einem raumlichen System. X sei der Einheitspunkt der x-Achse und UO) ihr 
unendlich ferner Punkt. AuBerdem wahle man auf der Normalen zu IX durch 

ein Projektionszentrum A, und zwar so weit von IX entfernt, daB X sich bei 
der Projektion von A aus ge:ade nach XO projiziert. Bei dieser Projektion von 
A aus auf die Zeichenebene IX gehen x, y, z, X, Y, Z, UO)' UII , U. der Reihe nach 
uber in xO, y, z, xo, Y, Z, U:, UII , U., womit die Behauptung bewiesen ist. 
Zum UberfluB haben wir im unteren Teil der Fig.89b die Konstruktion von A 
in einem hinzugefiigten GrundriB angegeben. 
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Damit erkennen wir, daB das gegebene allgemeine Achsenkreuz in ex folgen-
dermaBen erhalten werden kann. Man projiziert das Koordinatensystem x, y, z 
zunachst von A aus zentral auf die Ebene IX und unterwirft dann die entstandene 
ebene Figur der projektiven Abbildung, we1che von IX nach ii ftihrt. Uben wir 
nun diese beiden Operationen nieht nur auf das Koordinatensystem aus, son-
dem auch auf irgend einen raumlichen Gegenstand, der auf das Koordinaten-
system bezogen ist, so konnte das so in ex entstandene Bild des Gegenstands auch 
direkt mit Hilfe der projektiven Skalen auf X, y, z gefunden werden, das heiBt 
nach dem Verfahren der Fig. 85 konstruiert werden. Wir erhalten also in ii die 
Perspektive des Gegenstands, welche zu dem gegebenen allgemeinen Achsen-
kreuz gehOrt. Es folgt: 

20. Hauptsatz der projektiven darstellenden Geometrie. Jede Perspektive eines 
Gegenstands kann durch projektive Abbildung aus einem Zentralbild des Gegen-
stands erzeugt werden. 

Damit. ist auch der zu Anfang des Paragraphen angektindigte Beweis er-
bracht, daB die Perspektive geradentreu ist. Uberdies ergibt sich noch, daB 
auch die Doppelverhiiltnisse bei der Perspektive erhalten bleiben. Zur Illu-
stration haben wir in Fig. 89 a und 89 b die Bilder des Einheitswtirfels einge-
zeichnet. 

1st das perspektivisch dargestellte Objekt eine ebene Figur, so wird diese 
also geraden- und doppelverhaltnistreu, das heiBt projektiv abgebildet. Es 
gelten daher aIle Resultate von § 3, speziell auch diejenigen iiber die Bilder von 
Kegelschnitten. 

Der Hauptsatz kann noch verscharft werden: 
21. Liegen die drei Fluchtpunkte U"" Uy, V. eines perspektivischen Achsen-

kreuzes nicht aut einer Geraden, so ist die zugehOrige Perspektive eines Gegenstands 
sogar attin zu einem Zentralbild des Gegenstands. 

Beweis: Da U"" Uy , U. nieht auf einer Geraden liegen, gilt dasselbe auch 
fUr die entsprechenden Punkte U",o, Uy, U. der Fig. 89b. Mit anderen Worten: 

liegt sieher im Endlichen. Daher ist auch das Projektionszentrum A ein 
endlieher Punkt. Bei der projektiven Abbildung von IX auf ii entspreche nun 
der unendlich femen Geraden von ex die Gerade v in der Ebene IX. Wir legen 
eine Parallelebene n zur Verbindungsebene von A und v. Der im Endliehen lie-
gende Punkt A wird dann der Ebene n nicht angehoren, so daB wir unser 
raumliches Koordinatensystem von A aus auf n projizieren konnen. Die Zentral-
projektion von n auf IX yom selben Zentrum A aus erganzen wir durch die 
schon vorhandene projektive Beziehung zwischen IX und ii zu einer projektiven 
Abbildung von n auf ii. Diese Abbildung fiihrt dann die unendlich ferne Gerade 
von n wieder in die unendlich ferne Gerade von ii tiber. Sie ist daher eine Affini-
tat, bei welcher das in n liegende Zentralbild des raumlichen Koordinaten-
systems iibergeht in das in ii gegebene allgemeine Achsenkreuz. Dasselbe gilt 
dann wieder ftir irgend einen raumlichen Gegenstand. 

Bemerkung: Eine weitere Verschiirfung des Hauptsatzes ist jedoch un-
moglich. Man konnte zum Beispiel die Vermutung haben, daB jede Perspektive 
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sogar identisch mit einer Zentralprojektion des Gegenstands ist. Dies ist jedoch 
nicht richtig. Als Gegenbeispiel nehme man etwa das Achsenkreuz der Fig. 90, 
des sen Fluchtpunkte Uy , 

F 

Fig. 90 

Vz unendlich fern sind, wahrend Va; im Endlichen 
liegt. Ware es Zentralprojektion eines Koordi-
natensystems, so miiJ3ten die y- und die z-Achse 
dieses Koordinatensystems parallel zur Zeichen-
ebene liegen (Satz 18). Dann ware auch die y, z-
Ebene parallel zur Zeichenebene und der rechte 
Winkel zwischen der y- und der z-Achse miiJ3te 
sich in wahrer GroJ3e projizieren, also OJ = 900 sein, 
was nicht der Fall ist. 

Allgemeine Axonometrie. Sind die Flucht-
punkte Ux, Vy, Vz eines perspektivischen Achsen-
kreuzes unendlich fern (Fig. 91 a), so spricht man 
von einem axonometrischen Achsenkreuz und nennt 
dementsprechend die zugehorige Perspektive eines 
Obj ekts auch A xonometrie. U m ein axonometrisches 

Achsenkreuz festzulegen, miissen also nur die Achsenbilder x, 51, z und die 
Bilder X, Y, Z der Einheitspunkte angenommen werden. An Stelle der pro-
jektiven Skalen auf x, y, i haben wir dann regelmaJ3ige Skalen, wobei die Ein-
heitsstrecken OX, OY, OZ auf den Koordinatenachsen im Bild beziehlich die 

z =z" 
@ 

l ----t>----y=.f" 
X.A° ""---_..... Y 

Fig. 91 a Fig. 91 b 

Langen u=O X, v=O Y, w=O Z bekommen sollen. Ein Raumpunkt mit den 
Koordinaten x, y, z wird also einfach abgebildet, indem man auf x, y, z der 
Reihe nach die Strecken 

- -x=ux, y=vy, z=wz 
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von {j aus abtragt und dann den Koordinatenquader durch Ziehen von Paral-
lelen zu x, y , z vervollstandigt. Das Konstruktionsverfahren ist daher genau 
dasselbe wie in der orthogonalen Axonometrie (Erster Teil, 2. Abschnitt). Nur 
sind im Gegensatz zur orthogonalen Axonometrie jetzt die Achsen X, y, Z 
und die Einheitspunkte X, Y, Z beliebig angenommen. 

Diese allgemeine Axonometrie ergibt meistens nicht so gute Bilder wie die 
orthogonale Axonometrie; sie wird aber in der Praxis gelegentlich angewendet. 
Bevorzugt werden folgende Spezialfalle, in welchen durch giinstige Wahl 
Achsenkreuzes die Konstruktion des axonometrischen Bildes erleichtert wird: 

a) Die Isometrie (Achsenbilder beliebig, u = 1, v = 1, w = 1). 
b) Die Militiirperspektive (x, y zueinander senkrecht, u = 1, v = 1). Bei 

dieser Methode erscheint also die x, y-Ebene in wahrer GroBe und der per-
spektivische GrundriB ist somit ein wahrer GrundriB. Sie eignet sich daher 
zur Entwicklung eines anschaulichen Bildes au,> einem gegebenen GrundriB 
des vorgelegten Gegenstands. 

c) Die unten beschriebene Parallelperspektive. 
Auch in diesen Fallen ist die Disposition so zu treffen, daB das Bild des 

Einheitswiirfels anschaulich ausfallt. 
Das axonometrische Achsenkreuz ist Spezialfall des perspektivischen 

Achsenkreuzes; wir konnen daher an der Fig. 91a dieselben Oberlegungen ma-
chen, welche von Fig.89a zu Fig.89b gefiihrt haben. So entsteht die Fig. 91 b. 
Die projektive Abbildung von oc auf Ii ist aber jetzt eine Affinitat, da die unend-
lich fernen Punkte Uy , Uz in die unendlich fernen Punkte Uy , Uz auf der 
y- und z-Achse iibergehen miissen. Somit ist unendlich fern und dasselbe 
gilt yom Projektionszentrum A, so daB unser spezielles Achsenkreuz der Fig. 91 b 
durch Parallelprojektion in der Richtung 1 aus dem raumlichen Koordinaten-
system hervorgeht. Die Aussage des Hauptsatzes lautet also hier: Jedes axono-
metrische Bild eines Gegenstands kann durch affine Abbildung aus einer Paral-
lelprojektion des Gegenstands erzeugt werden. Dies kann man so fort wieder 
verscharfen : 

22. Das allgemeinste axonometrische Bild eines Gegenstands wird erhalten, 
indem man den Gegenstand normal auf eine Bildebene projiziert und dann dieses 
Bild affin verzerrt. 

Beweis analog zum Beweis von Satz 21. Man lege in Fig. 91 b eine Normal-
ebene n zur Projektionsrichtung 1 und projiziere das raumliche Koordinaten-
system auf n in der Richtung 1 (N ormalprojektion!). Zwischen n und ex besteht 
wieder eine Affinitat, bei welcher die Normalprojektion des Koordinaten-
systems in das in ex gegebene Achsenkreuz iibergeht. 

Aus Satz 22 folgt ohne wei teres, daB parallele Geraden am Objekt auch im 
axonometrischen Bild wieder parallel sind und daB das axonometrische Bild 
einer ebenen Figur affin zu der Figur selbst ist. 

Das spezielle Achsenkreuz und Wiirfelbild der Fig. 91 b erfreut sich iibrigens 
bei vielen Zeichnern einer groBen Beliebtheit. In manchen Biichern sind 
Figuren nach dieser Methode hergestellt, welche auch unter dem Namen 
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Parallel- oder Kavalierperspektive bekannt ist. Der Grund dafUr liegt eben 
darin, daB eine Koordinatenebene (die y,z-Ebene) in wahrer GraBe erscheint 
und zugleich der Wiirfel allgemein zu liegen scheint. Auch erkennt man an der 
Figur, daB man leicht zum Grund- und AufriBverfahren iibergehen kann, was 
eine bequeme Lasung der Lage- und MaBaufgaben gestattet. Das Verfahren ist 
jedoch mit Vorsicht zu benutzen, da es sich eben urn eine schiele ParalIel-
projektion handelt. So ist zum Beispiel der UmriB einer Kugel - richtig ge-
zeichnet - eine Ellipse. 

Der Satz von POHLKE. Er lautet: 
23. ] edes axonometrische Bild eines Gegenstands ist iihnlich zu einer Parallel-

projektion des Gegenstands. , 
Dieser Satz ist im folgenden Sinn viel spezieller als die bisherigen Satze. 

Wahrend namlich die Satze 20- 22 ihre natiirliche Verallgemeinerung in der 
n-dimensionalen Geometrie haben, gilt der Satz von POHLKE nur in der drei-
dimensionalen Geometrie1). Wir haben daher diesen Satz zum Aufbau der dar-
stellenden Geometrie nicht benutzt und werden ihn auch weiterhin nie ver-
wenden. Der folgende kurzgefaBte Beweis mage geniigen (Fig. 91). Man zeichne 
in (i einen Kreis Ii. Ihm entspricht in ex eine Ellipse k. Man lege nun in Fig. 91 b 
eine Ebene n, so daB die Parallelprojektion von k auf n in der Richtung 1 einen 
Kreis k* ergibt. Die Ebene n ist wieder affin zu ri. Da bei dieser Affinitat der 
Kreis k* in den Kreis Ii iibergeht, ist diese Affinitat so gar eine Ahnlichkeit (Satz 
13 a). Also ist die Fig. 91 a ahnlich zu der Parallelprojektion des raumlichen Koor-
dinatensystems x, y, z auf die Ebene n. 

Das Einschneideverfahren. Von L. ECKHART2) stammt ein bequemes und 
sehr empfehlenswertes Verfahren zum Zeichnen von axonometrischen Bildern, 
welches immer dann angewendet werden kann, wenn der darzustellende Gegen-
stand durch seinen Grund- und AufriB gegeben ist. Man lege namlich den 
GrundriB und den AufriB unabhangig voneinander willkiirlich in die Zeichen-
ebene. So wurde in Fig. 92 der GrundriB (Achsen x', y') unten und der AufriB 
(Achsen y", z") rechts oben hingelegt. AuBerdem wahle man zwei Richtungen, 
namlich die I fUr den GrundriB und II fUr den AufriB. 
Das Verfahren zur Konstruktion eines Bildes des Gegenstands besteht nun ein-
fach darin, daB man in den gewahlten Richtungen vom GrundriB und AufriB 
her einschneidet. Genauer: Urn einen Punkt B abzubilden, zieht man durch 
B' die Gerade in der Richtung lund durch B" die Gerade in der Richtung II 
und erhalt den Bildpunkt Jj als Schnittpunkt dieser beiden Einschneide-
strahlen. So wurde in Fig. 92 das Bild der gegebenen Holzverbindung 
entworfen; man bemerkt, daB man die Einschneiderichtung I vertikal 
wahlen muB, damit vertikale Kanten des Gegenstands auch im Bild vertikal 
erscheinen. 

Wir beweisen, daB die erhaltene Abbildung geradentreu ist. Sei also g=AB 
eine beliebige Raumgerade und P ein Punkt auf ihr. Wir bilden A, B ab und 
ziehen die Verbindungsgerade g = AB. Der Einschneidestrahl von P' aus trifft 
g in einem Punkt PI und der Einschneidestrahl von P" aus analog in einem 

1) Vgl. E. STIEFEL, Zum Satz von POHLKE, Commentarii Math. Relv. 10, S.208-225. 
2) L. ECKHART, Affine Abbildung und Axonometrie, Sitzungsberichte der Akad. Wien, 

Klasse lA, 146, S. 51-56. 
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Punkt F2 • Urn die Geradentreue nachzuweisen, muB bewiesen werden, daB 
PI =P2 ist. Nun gelten aber folgende Teilverhaltnisgleichungen: 

A P A' P' A PI A P 
BP = B' P' = BPI' ebenso B P 

API A]52 
also = 

BPl BP2 

A" P" AP2 

B"P" 

und P2 teilen daher die Strecke A13 im selben Verhaltnis, somit ist PI =i{=P. 

x' 

Fig. 92 

Aus unseren Gleichungen folgt noch 

AP .ifF 
BP = J3F' 

Teilverhaltnisse bleiben also erhalten. Eine im Raum liegende ebene Figur 
bildet sich daher affin abo 
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Da man Grund- und AufriB beliebig in die Zeichenebene gelegt hat, sind 
natiirlich die Ordnungslinien zwischen diesen beiden Rissen unterbrochen wor-
den. Trotzdem ist der Zusammenhang zwiscpen den beiden Projektionen nicht 
vollstandig zerst6rt worden; zusammengeh6rige Ordnungslinien schneiden sich 
namlich jetzt auf einer Geraden s (Fig.92). Man beweist dies durch eine ganz 
analoge Teilverhiiltnisbetrachtung wie oben. Grund- und AufriB sind also 
durch «gebrochene» Ordnungslinien aufeinander bezogen. 

Bei der Disposition des Einschneideverfahrens wird man wie bei der Per-
spektive darauf achten, daB das Bild des Grundwiirfels anschaulich ausfallt. 

x' 
Fig. 93 

Die weitere Theorie des Verfahrens wollen wir uns an der Fig. 93 iiberlegen. 
Die Disposition entspricht genau der Fig.92. Zunachst wurden die Achsen und 
Einheitspunkte des raumlichen Koordinatensystems durch Einschneiden ab-
gebildet. Als Resultat ergibt sich das axonometrische Achsenkreuz X, y, z. Offen-
bar stimmt nun das durch Einschneiden gewonnene Bild irgend eines Gegen-
stands mit dem auf Grund dieses Achsenkreuzes konstruierten axonometrischen 
Bild des Gegenstands iiberein. Dies folgt aus der Tatsache, daB das Einschneide-
verfahren geraden- und teilverhaltnistreu ist und somit speziell die Strecken auf 
einer Koordinatenachse proportional abgebildet werden. Also gilt: 
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24. Das Einschneideverfahren liefert ein 'allgemein-axonometrisches Bild des 
dargestellten Objekts. 

Hinzufugen der dritten Koordinatenebene. Bei manchen Anwendungen ist es 
bequem, auch noch die x,z-Ebene (SeitenriBebene) in wahrer GroBe in der Figur 
zu haben. Dies kann wie folgt erreicht werden. Man bezeichne als «Einschneide-
richtung Ill» die Richtung des Bildes 51 der y-Achse. Indem man durch 6, X, Z 
die Strahlen in dieser Richtung legt und eine Normale zu ihnen zieht, erhiilt 
man die Punkte 0 111, E, F der Fig. 93. Ferner trage man 0 111 F von E aus bis XIII 
und 0 111 Evon F aus bis ZIII abo Aus den schraffierten kongruenten Dreiecken folgt 
dann, daB 0 111 XIII und 0 111 ZIII senkrecht zueinander und gleich lang sind. Man kann 
daher 0 111 XIII ZIII als SeitenriB unseres riiumlichen Koordinatensystems auffassen, 
wobei allerdings dieser SeitenriB in einem anderen MaBstab gezeichnet ist als 
der GrundriB und der AufriB. (Denn 0 111 XIII wird im allgemeinen nicht die Liingen-
einheit sein.) Nun kann das Bild eines beliebigen Gegenstands auch zum Beispiel 
durch Einschneiden aus dem GrundriB und aus dem SeitenriB konstruiert wer-
den. Dies folgt einfach daraus, daB wir die Sache so eingerichtet haben, daB 
dabei das Bild des riiumlichen Koordinatensystems gleich herauskommt wie beim 
urspriinglichen Einschneiden aus dem Grund- und AufriB. 

UmrifJ einer Kugel. Es solI in Fig. 93 noch die Einheitskugel mit dem Zen-
trum 0 dargestellt werden. Sie wurde im Grund- und AufriB eingezeichnet. 
Der UmriB der Kugel wird eine Ellipse sein. Denn nach Satz 24 ist das durch 
Einschneiden gewonnene Kugelbild ein axonometrisches Bild der Kugel, geht 
also nach Satz 22 durch affine Verzerrung aus einer Normalprojektion der 
Kugel (= Kreis) hervor. 

Indem man (Fig.93) im GrundriB und im AufriB die iiuBersten Einschneide-
strahlen zieht, erhiilt man den gezeichneten Rhombus, der also der gesuchten 
UmriBellipse umbeschrieben ist. Die Achsen dieser Ellipse liegen daher auf den 
Diagonalen des Rhombus. Aber auch die Beriihrungspunkte der Ellipse mit den 
Rhombusseiten lassen sich aus folgender 0bedegung ermitteln. Der iiuBerste 
Einschneidestrahl in bezug auf den GrundriB beriihre etwa in A'. Der Kugel-
punkt A liegt in der x, y-Ebene. Ind,em man seine y-Koordinate im GrundriB ab-
nimmt und im AufriB auf y" abtriigt, erhiilt man A" und somit durch Einschnei-
den den Bildpunkt A, welcher einer der gesuchten Beriihrungspunkte ist. Von 
der Ellipse kennt man jetzt vier Tangenten und einen Beriihrungspunkt X, wo-
mit sie bestimmt ist. Ihre Konstruktion ist leicht, da ja die Lage der Achsen 
bekannt istl). Zeichnet man noch die Kugel im SeitenriB, so ergeben die iiuBer-
sten Einschneidestrahlen in der Richtung III zwei weitere Tangenten der Um-
riBellipse. 

Spezielles Einschneideverfahren. Wir wollen untersuchen, wie die Disposition 
des Einschneideverfahrens zu wiihlen ist, damit der UmriB der Kugel ein Kreis 
wird. Dieser Kreis wird dann der Inkreis des mehrfach genannten Rhombus und 
muB die eine Rhombusseite in Al beriihren (Fig. 93). Wir miissen daher die ur-
spriingliche Einschneidedisposition so abiindern, daB A nach Al gelangt. Fig. 94 
zeigt, wie dies zu bewerkstelligen ist. Man wiihlt etwa die Disposition bis auf die 
Richtung der y"- und der z"-Achse. Dann kann man A' und Al = A zeichnen und 
findet im Einschneidestrahl durch A in der Richtung II einen ersten geometrischen 
Ort flir A". Ein zweiter geometrischer Ort ist der Kreis urn 0" mit der (im Grund-
riB abgelesenen) y-Koordinate von A als Radius. A" legt nun die Richtung von 
y" fest. Ein so disponiertes Einschneideverfahren nennen wir spezielles Ein-
schneideverfahren. 

1) Die Lange der groBen Halbachse ist das geometrische Mittel aus (5 R und dem in Fig. 93 
angezeichneten Lot p. (Beweis am einfachsten mit Hilfe der Gleichung einer Ellipsentangente in der 
analytischen Geometrie.) 
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Da der KugelumriB ein Kreis wird, erkennt man in Fig. 93 ohne Mtihe, daB 
jetzt die SeitenriBebene im selben MaBstab herauskommt wie die Grund- und die 
AufriBebene. Ferner gilt: 

25. Das spezielle Einschneidever/ahren ergibt ein orthogonal-axonometrisches 
Bild des dargestellten Gegenstands (vergleiche Erster Teil, 2. Abschnitt). 

Beweis: Das d urch Einschneiden gewonnene Bild eines Gegenstands ist als 
allgemein-axonometrisches Bild (Satz 24) affin zu einer Normalprojektion des 
Gegenstands (Satz 22). Sowohl im Bild wie in der Normalprojektion ist der Um-
riB unserer Kugel ein Kreis. Bei der genannten Affinitat geht also ein spezieller 
Kreis wieder in einen Kreis tiber und somit ist die Affinitat eine Ahnlichkeit 
(Satz 13a). 

11----
00..::::--_0---

I 

I 
A----oI:-A' 

y 

Fig. 94 

Beim speziellen Einschneideverfahren gelten daher alle Satze, welche im 
ersten Teil tiber Normalprojektion und orthogonale Axonometrie bewiesen wur-
den. Man wird davon zum Beispiel bei der DarstellUng eines Kreises Gebrauch 
machen. 

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB eine einfache Verallgemeinerung des Ein-
schneideverfahrens, welche ein perspektivisches Bild des Gegenstands ergeben 
wtirde, nicht existiert. 

§ 5. Allgemeine Zweibildermethode, Photogrammetrie 

Wird in einer Bildebene von einem raumlichen Gegenstand ein Bild ent-
worfen, so kann der Gegenstand aus diesem einzigen Bild aIle in noch nicht 
rekonstruiert werden. So ist zum Beispiel eine raumliche Figur durch ihren 
GrundriB allein noch nicht bestimmt, sondern es muB auBerdem noch der Auf-
riB bekannt sein. In Verallgemeinerung dieser gelaufigen Methode des Grund-
und AufriBverfahrens kann man versuchen, zur Rekonstruktion eines raum-
lichen Objekts zwei perspektivische Bilder des Objekts (§ 4) zu benutzen. Eine 
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wichtige und moderne Anwendung dieses Zweibilderverfahrens ist die Photogram-
metrie, welche im Vermessungswesen hauptsachlich in folgender Form auftritt: 

Von dem zu kartierenden Gelande werden vom Flugzeug aus zwei Photo-
graphien aufgenommen und aus diesen Luftbildern wird dann das Gelande 
rekonstruiert, wozu meistens mechanische Auswertegerate (Autographen) be-

P" 

t---U77lr-::-"-'-+-Xf 

Fig. 95 

nutzt werden, welche auf dem Prinzip des stereosko-
pischen Sehens beruhen. Wir entwickeln im folgen-
den kurz die mathematischen Grundlagen dieses Aus-
werteverfahrens. 

Innere Orientierung. In der' Fig. 95 wurde eine 
photographische Kamera schematisch im Grund- und 
AufriB dargestellt (Aufnahmerichtung nach unten). 
Zl ist das Objektiv, NN die Ebene der Platte oder des 
Films, auch Negativebene genannt. Die Normale durch 
Zl zur Negativebene heiBt optische Achse, der auf ihr 
gelegene Abstand 1 wird als Bildweite bezeichnet. 

Fur manche Zwecke ist es nun bequemer, die 
Ebene NN durch die sogenannte Positivebene IXI zu 
ersetzen, welche sich auf der anderen Seite des Ob-
jektivs im selben Abstand 1 von diesem befindet und 
parallel zur Negativebene liegt. 

Die Photographie eines Gegenstands ergibt nun 
cine Zentralprojektion des Gegenstands in der Ebene 
NN, wobei das Projektionszentrum in Zlliegt (zum 
Beispiel P=Photographie des Raumpunktes P). Wir 
nehmen statt dessen die Zentralprojektion des Gegen-
stands auf die Ebene IXI vom selben Zentrum Zl aus 

(P projiziert sich nach PI)' Dieses Zentralbild in IXI ist kongruent zur Photo-
graphie und zwar kann es erhalten werden, indem man die Photographie in 
ihrer Ebene NN urn 1800 urn die optische Achse dreht und dann die Ebene NN 
urn den Betrag 21 senkt. Wir werden im folgenden ausschlieBlich mit dem 
Bild in der Positivebene arbeiten, welches im Gegensatz zum Negativ nicht 
« seitenverkehrt) ist. 

Der DurchstoBpunkt H der optischen' Achse mit IXI wird als H auptpunkt 
bezeichnet. Ihn wahlen wir als Nullpunkt eines Koordinatensystems Xl' YI 
in der Bildebene lXI' dessen Achsen wir parallel zu den Kanten des Bildrecht-
ecks wahlen. Die beiden Koordinaten Xl' YI des Bildpunktes PI heiBen Bild-
koordinaten. Sobald man H und 1 kennt, ist die gegenseitige Lage des Objektivs 
und der Bildebene fixiert; man sagt daher, daB H und 1 die innere Orientierung 
der Aufnahme festlegen. 

Normalfall der Photogrammetrie. Es seien nun zwei Aufnahmen des-
selben Gelandestucks gegeben, welche mit derselben Kamera und gleicher 
Bildweite aber von verschiedenen Standorten aus gemacht wurden. Samtliche 
Bezeichnung.en, welche die zweite Aufnahme betreffen, unterscheiden wir 
durch den Index 2 von den in Fig.95 benutzten, welche hinfort fur die erste 



§ 5. Allgemeine Zweiblldermethode, Photogrammetrie 143 

Aufnahme reserviert bleiben. Wir legen die beiden Bilder so hin, wie die 
Fig.96 im Grund-, Auf- und SeitennB zeigt. Die beiden Bilder sollen namlich 
in dieselbe Ebene gelegt werden = so daB die Achsen Xl und X2 der beiden 
Bildkoordinatensysteme sich decken. Die beiden optischen Achsen sind dann 
zueinander parallel und die beiden Projektionszentren Zl' Z2 liegen auf einer 
Senkrechten zu den optischen Achsen (Zl Z2= Basis). 
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Hatten die beiden Positivebenen wahrend des Dberfliegens des Gelandes 
im Moment der ersten bzw. der zweiten Belichtung genau diese gegenseitige 
Lage, so sprechen wir yom N ormalfall der Photogrammetrie. (In der Fig. 96 
wurden der Einfachheit halber die opt is chen Achsen als vertikal angenommen. 
Die folgenden Dberlegungen gelten aber auch dann, wenn diese spezielle An-
nahme nicht zutrifft.) 

Zur Festlegung eines Gelandepunktes P beniitzen wir noch das raumliche 
Koordinatensystem mit dem Nullpunkt Zl' dessen x- und y-Achse beziehlich 
parallel zur XI- und YcAchse des ersten Bildkoordinatensystems liegen und 
dessen z-Achse langs der ersten optischen Achse nach unten zeigt. Die beiden 
Bilder von P seien PI bzw. P2 mit den Bildkoordinaten Xl' YI bzw. x2 , Y2' Wie 
man im SeitenriB abliest, gilt YI = Y2 als Bedingung dafiir, daB sich die beiden 
Projektionsstrahlen ZI PI'und Z2 P2 schneiden. 
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Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus den Bildkoordinaten Xl' YI = Y2' X2 
die Koordinaten X, Y, Z des GeHindepunktes P zu ermitteln. Zu diesem Zweck 
konstruieren wir im AufriB das schraffierte Hilfsdreieck, dessen linke Seite 
parallel zum zweiten Projektionsstrahl gezogen wurde. Seine Grundlinie 
betragt dann p = Xl - x2 • Diese GroBe heiBt Seitenparallaxe der Photogram-
metrie; sie wird in den Auswertegeraten direkt unter Ausnutzung des Stereo-
effekts gemessen. Das Dreieck Z; Z; P" ist nun ahnlich zum Hilfsdreieck; das 
..' b 
Ahnlichkeitsverhaltnis betragt -p' wobei b die Basislange Zl Z2 ist. In den bei-
den ahnlichen Dreiecken sind X, Xl und ebenso z, ! homologe Stucke, also folgt: 

b b 
x=xcp' z=!P' (1) 

Ferner liest man im SeitenriB ab 

Y Z 

YI T' (2) 

nach (1) ist dies = : . ZusammengefaBt: 

b b b 
x=x1p ' Y=Yl p ' z=!p' (3) 

wobei p = Xl - X2• 

Diese Formeln sind so bequem, daB keinesfalls ein graphisches Verfahren fUr 
die Losung der Rekonstruktionsaufgabe in Frage kommt. 

Infinitesimale Drehungen l ). Unabhangig vom bisherigen mussen wir als 
Vorbereitung fur die folgenden Entwicklungen die Drehung eines starren Kor-
pers urn einen festen Punkt 0 mathematisch untersuchen. Es sei in einem raum-
lichen Koordinatensystem X, y, z (Nullpunkt 0) ein Raumpunkt P (x, y, z) 
gegeben. Es solI festgestellt werden, wie sich die Koordinaten x, Y, z andern, 
wenn P urn einen kleinen (infinitesimalen) Betrag urn den Nullpunkt 0 ver· 
dreht wird. Wir beginnen zunachst mit einer Drehung urn die z-Achse als Dreh-
achse. de sei der infinitesirnale Drehwinkel. Die Fig. 97 zeigt die Situation im 
GrundriB auf die x, y-Ebene. P gelangt bei der Drehung nach P*. 1m Infini-
tesimalen konnen wir nun diese Drehung ersetzen durch die geradlinige Be-
wegung, welche P auf der Tangente an den Drehkreis bis P fuhrt. Die Ko-
ordinaten x, Y erleiden dabei die' eingezeichneten Anderungen d x, d y, wahrend 
z ungeandert bleibt. Die Lange der Strecke P P kann angenahert werden durch 
die Lange r.· d e des Bogens P P*. Aus den schraffierten ahnlichen Dreiecken 
folgt daher 

dy r'd/; 
- = --, also dy=x·de, analog dx=-y·dC. x r 

1) Infinitesimale Transformationen wurden zum erstenmaI in der Geometrie von dem nor-
wegischen Mathematiker S. LIE (1842-1899) in groBerem Umfang benutzt. 
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Wir haben demnach: 
Infinitesimale Drehung urn die z-Achse: dx = - y·de, dy = x·de, dz = 0. 

(Drehwinkel = d n 
Ebenso beweist man folgende Formeln fUr Drehungen urn die beiden anderen 

Koordinatenachsen: 
Infinitesimale Drehung urn die x-Achse: dx = 0, dy = dz = 

(Drehwinkel = 

Infinitesimale Drehung urn die y-Achse: dx = Z·d1), dy = 0, dz = - x·d1). 
(Drehwinkel = d1).) 

.Y 

•• U-__ x 

Fig. 97 

Die allgemeinste infinitesimale Drehung urn den Nullpunkt des Koordinaten-
systems erhalt man nun, indem man drei solche Drehungen urn je eine Koordi-
natenachse zusammensetzt, also die einzelnen Koordinatenanderungen addiert. 
Bei der allgemeinen infinitesimalen Drehung geht also der Raumpunkt P (x, y, z) 
tiber in den Punkt P mit den Koordinaten 

x=x +z·d1)-y·de 

+x·de 
z=z+ x·d1) 

Inf. Drehung urn den Nullpunkt. 

(4) 

Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie. Wir kehren zur Fig. 96 zu-
rtick und betrachten wieder zwei entsprechende Punkte PI und P2 auf beiden 
Bildern. Infolge der unvermeidlichen Schwankungen des Flugzeugs laBt sich 
beim Uberfliegen des Gelandes der Normalfall nur angenahert realisieren; die 
Fig.96 entspricht also dann nicht den tatsachlichen Verhaltnissen, wie sie 
beim Photographieren vorgelegen haben. Verbinden wir daher in Fig. 96 zwei 
entsprechende Bildpunkte PI' P2 mit den Projektionszentren, so werden sich 
diese Strahlen ZI PI und Z2 P 2 im allgemeinen nicht schneiden, und dies hat 
zur Folge, daB Yl von Y2 verschieden ist. Die Differenz dy= Yl- Y2 heiBt 
H ohenparallaxe. 

Stiefel 10 
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Urn nun die Fig.96 mit den tatsachlichen Verhaltnissen in Einklang zu 
bringen, werden wir das erste Bild urn den Punkt Zl und das zweite Bild urn den 
Punkt Z2 als Drehzentrum verdrehen. Dabei moge PI nach PI und P2 nach P2 
gelangen. Diese Verdrehungen sind so zu bestimmen, daB die neuen Projek-
tionsstrahlen Zl PI und Z2 P2 sich schneiden, und zwar fur jede Wahl zweier ent-
sprechender Punkte PI> P2 • Diese Bedingung ergibt sich einfach daraus, daB 
sich beim Photographieren entsprechende Projektionsstrahlen in einem Ge-
landepunkt geschnitten haben. 

Die damit gestellte Aufgabe heiBt Hauptaufgabe der Photogrammetrie; 
man spricht auch von der Bestimmung der gegenseitigen Orientierung oder yom 
«Einpassen» der beiden Luftbilder. Hervorzuheben ist, daB zur Losung nur 
die beiden Bildinhalte benutzt werden sollen; auf die Kenntnis der Lage von 
Gelandepunkten wird verzichtet. 

Zur rechnerischen DurchfUhrung wollen wir voraussetzen, daB die genann-
ten Flugzeugschwankungen so klein sind, daB unsere Verdrehungen als in-
finitesimal angesehen werden konnen. Wir rechnen im raumlichen Koordinaten-
system x, Y, z der Fig. 96. Es seien dYJ1' d 1;1 die Drehwinkel urn die Achsen 
dieses Systems fUr die Verdrehung des ersten Bildes. Nun hat PI die raum-
lichen Koordinaten X= Xl' Y= Yl' Z= t. Nach (4) hat also der verdrehte Punkt 
PI die Koordinaten 

x = Xl + t . dYJl - Yl . d 1;1 

f = Yl - t . + Xl . dl;l 

Z = t + Y1 . - Xl' dYJl' 

(5) 

Bei der Aufstellung der entsprechenden Formeln fUr das zweite Bild stort etwas 
die Tatsache, daB das Drehzentrum Z2 nicht im Nullpunkt des Koordinaten-
systems liegt. Wir nehmen daher fUr einen Moment ein Koordinatensystem 
x', y', z' mit dem Nullpunkt Z2 zu Hilfe, dessen Achsen parallel und gleich-
gerichtet zu den bisherigen Achsen x, y, z liegen. Die Drehwinkel urn die 
Achsen dieses neuen Systems fUr die Verdrehung des zweiten Bildes seien 

dYJ2' d1;2' Nun hat P2 die neuen Koordinaten x'=x2, y'=Y2' z'=t, also 
folgt analog zu (5) fUr die Koordinaten von P2 im neuen System: 

x' = X2 + t· dYJ2 - Y2· d 1;2 

y' = Y2 - t . + X2 . dl;2 

z' = t + Y2 . - x2 . dYJ2' 

(6) 

Unsere Schnittbedingung laBt sich nun auch so formulieren, daB im SeitenriB 
der Fig. 96 die beiden Punkte i\ und F2 auf einer Geraden durch den Nullpunkt 

= liegen. Dies gibt AnlaB zur Proportion 

Y2 - f . d$2 + .1'2' d C2 

f + Y2' d $2 - .1'a • d 1]2 • 



§ 5. Allgemeine Zweibildennethode, Photogrammetrie 147 

Beseitigt man hierin die Nenner und HiBt Glieder h6herer Ordnung (also 
Produkte von zwei infinitesimalen Drehwinkeln) weg, so ergibt sich 

1(1+ Xl/'d'fJl+ x'/l d'fJ2-Xl·dl;1+x2dl;2=dy. (7) 

Bemerkung: Auf der linken Seite kann man Y2 durch YI ersetzen, denn 
diese beiden Gr6Ben unterscheiden sich nur urn den infinitesimalen Betrag der 
H6henparallaxe d Y, welcher bei Multiplikation mit einem infinitesimalen Dreh-
winkel unendlich klein zweiter Ordnung wird. 

Die Beziehung (7) ist nun eine lineare Gleichung fur die fUnf Unbekannten 
d'fJI' d'fJa, dl;l' dC2, in welcher nur die Bildkoordinaten der ent-

sprechenden Punkte PI' P a auftreten. Indem man fUnf Paare entsprechender 
Punkte auf beiden Bildem sucht, erhiilt man fUnf Gleichungen fur diese Un-
bekannten, welche man aufzulOsen hat. 

Bei dieser Losung der Hauptaufgabe bleiben und einzeln unbestimmt; 
nur die Differenz (dg1 - dg2) kann errechnet werden. Dies liegt in der N atur der 
Sache. Eine gemeinsame Verdrehung beider Bilder urn die Basisachse ZlZa 
andert namlich nichts an der Tatsache, daB sich entsprechende Projektions-
strahlen schneiden. Wir k6nnen daher etwa annehmen, womit sich die 
Grundgleichung (7) vereinfacht zu 

f (1+ Yi;..!...) Xl!" d'fJl + X'r d'fJa-Xl·dCl+x2·dl;a=dy. (8) 

Nachdem nun die gegenseitige Orientierung der beiden Bilder hergestellt ist, 
erhiilt man durch Schnitt entsprechender Projektionsstrahlen ein Modell des 
Gelandes. Dieses Modell ist dann noch in die richtige Lage zum Lot und zum 
Landeskoordinatensystem zu bringen (Herstellung der iiufJeren Orientierung). 

Fur die praktische Bestimmung der gegenseitigen Orientierung mit Hilfe 
der Auswertegerate verweisen wir auf die Fachliteratur1). 

Der geliihrliche Ort. Es muB nun noch gepriift werden, ob unsere Methode der 
gegenseitigen Orientierung immer eindeutig zum Ziel fiihrt. Es stellt sich also -
mathematisch gesprochen - die Frage, ob das oben eingefiihrte Gleichungs-
system von flinf Gleichungen mit fiinf Unbekannten immer eindeutig auflosbar 
ist, oder ob es Falle geben kann, in welchen mehrere Losungen existieren. Die 
vollstandige Beantwortung dieser Frage verdankt man E. GOTTHARDT2). Man 
kann seine Resultate durch folgende einfache Uberlegungen gewinnen. 

Wir wollen annehmen, daB beim Photographieren der Normalfall genau ein-
gehalten worden sei. Wegen Yl = Yz ist dann d Y = 0 und die Grundgleichung (8) 
wird zu 

Hierin fiihren wir die Koordinaten des Gelandepunktes P ein (Fig. 96). Bezeichnen 

1) Zum Beispiel: MAX ZELLER, Lehrbuch der Photogrammetrie (Orell-Fiissli, Ziirich 1947) 
R. FINSTERWALDER, Photogrammetrie (De Gruyter" Berlin 1939). 

2) E. GOTTHARDT, Der geHihrliche Ort bei der photogrammetrischen Hauptaufgabe, Zeitschrift 
fiir Vermessullgswesell 68, 1939, S. 297-304. 
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wirsiewiein den Auswerteformeln (3) mit x, y, z, so ergibt sichausdiesen Formeln: 

x Xl Y Y1 b 
z = t' z = t' femer p = 1 Z ' 
X Y 1 Y also x1=1-, Y1=1-, X2=X1-P=- (x-b), Y2=Y1=1-. z z z z 

In (9) eingesetzt ergibt dies als neue Form flir die Grundgleichung: 

(y 2+ Z2) d xy.d1h + Y (x- b) d7Js- Z x·d 1;1 + z(x- b) d 1;2';' O. (10) 

Wir schreiben dies noch in der Form 

(y2+ Z2) xY (d7J1- d7JD) - zx(d 1;1- d 1;D) - yb.d7J2- zb·d 1;2= 0 

und flihren zur Abktirzung ein 

2B=d7J1-d7JD' 2C=d1;1-d1;D' 2D=b.d7JD' 2E=b·d1;D' (11) 
also A (y2+Z2) - 2Bxy- 2Cxz- 2Dy- 2Ez= O. (12) 

Wir wollen nun annehmen, daB siimtIiche Punkte des Geliindes eine Relation 
von der Form (12) erftillen, wobei A - E gegebene Konstanten sind, welche nicht 
aIle Null sind. Geometrisch bedeutet dies, daB das GeHi.nde einen Teil einer Fliiche 
ausmacht, deren Gleichung die Form (12) hat. Dann liegt ein gefiihrlicher Fall 
vor. Bestimmen wir dann niimlich d d 7J1' d 112' d 1;1' d 1;2 aus den gegebenen 
Konstanten A -E durch Auflosen der Gleichungen (11), so erhalten wir Werte 
flir diese Verdrehungen, die ebenfalls nicht samtIiche verschwinden. Beim Ein-
setzen dieser Werte in die Grundgleichung (10) ist diese also ftir jeden Geliinde-
punkt erftillt. Wir erhalten somit eine Losung flir die gegenseitige Orientierung, 
bei welcher einige Verdrehungen nicht Null sind und welche somit nicht mit dem 
Normalfall tibereinstimmt, welcher ja nach Voraussetzung vorliegen soIl. Die 
gegenseitige Orientierung ist daher nicht eindeutig bestimmt. 

Liegt aber andererseits das Geliinde nicht auf einer Fliiche vom Gleichungs-
typus (12), so kann eine Relation von der Form (12) simultan flir alle Geliinde-
punkte nur gelten, wenn die Konstanten A - E aIle Null sind. Aus (11) folgt dann, 
daB auch alle Verdrehungen verschwinden; es ergibt sich daher eindeutig der 
Normalfall. . 

Es ist leicht, die geometrische Gestalt der «geliihrliehen Fliiehe» (12) fest-
zustellen. Zuniichst bemerkt man, daB die ganze Basis ZlZZ auf ihr liegt. Denn 
flir y= 0, Z= 0 ist (12) flir beliebiges X erftillt. Wir setzen nun zuniichst A =1= 0 
voraus, konnen also annehmen A = 1. Der Schnitt der Fliiche mit einer Normal-
ebene zur Basis wird erhalten, indem man x gleich einer Konstanten t setzt. 
Diese ebene Kurve hat also die Gleichung 

y2+Z2_ 2Bty- 2Ctz- 2Dy- 2Ez= 0, 
oder (y- Bt- D)2+ (z- Ct-E)2= (Bt+D)2+ (CH E)2. 

Dies ist ein Kreis, dessen Zentrum die Koordinaten 

xo=t, Yo=Bt+D, zo=Ct+E (13) 
hat und welcher nattirlich die Basis schneidet. UiBt man nun t variieren, so tiber-
streicht dieser Kreis die Fliiche; sein Zentrum bewegt sich dabei auf eint!r Ge-
raden g welche durch die Gleichungen (13) gegeben ist. ZusammengefaBt: 

26. Die geliihrliehe Fliiehe bei der Hauptaulgabe der Photogrammetrie ist be-
stimmt dureh eine (beliebige) Raumgerade g. Sie besteht aus allen Kreisen, welehe 
ihre Zentren aul g haben und die Basis ZlZZ orthogonal sehneiden (vergleiche 
Fig.9S). 

Trifft zum Beispiel g die Basis, so entsteht ein gefiihrlicher Kegel; liegt g 
parallel zur Basis, so ergibt sich ein gefiihrlicher Zylinder. 1m allgemeinen Fall 
ist die Fliiche tibrigens ein Hyperboloid (vergleic;he Zweiter Teil, Seite 98). Der 
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oben zunachst weggelassene Fall A = 0 ergibt eine Flache, die aus lauter Geraden 
besteht, we1che die Basis orthogonal schneiden. Diese Flache kann als Grenzfall 
der allgemeinen (in Satz 26 beschriebenen) gefahrlichen Flache angesehen wer-
den; sie hat fur die Praxis keine Bedeutung. 

Fig. 98 

AbschlieBend ist zu bemerken, daB unsere Resultate uber den gefahrlichen 
Ort auch dann gelten, wenn der Normalfall nicht (auch nicht angenahert) vor-
liegt. Die Begrundung ist in der Tatsache zu suchen, daB das ganze EinpaB-
problem nur von der gegenseitigen Lage der beiden Bundel der Projektions-
strahlen abhangt; es ist fUr die Frage der Eindeutigkeit gleichgultig, we1che Lage 
man den beiden Bildebenen gibt, we1che zur Herstellung der Bilder mit diesen 
Bundeln geschnitten werden. Wenn das Gelande die gefahrliche Form hat, so 
lassen sich eben die beiden Bundel urn Zl und Z2 so infinitesimal verdrehen, daB 
entsprechende Projektionsstrahlen aneinander gleiten undsich dauernd schneiden. 
DaB wir den Normalfall angenommen haben, beruhrt also nicht die Resultate, 
vereinfacht aber die Formeln. 

Wir haben fUr unsere Theorie nur infinitesimale Drehungen benutzt. Es ist 
auch untersucht worden, ob man die beiden Biindel von Projektionsstrahlen, 
die das Gelande von Zl und Z2 aus projizieren, urn endliche Betrage urn Zl bzw. 
Zs so verdrehen kann, daB sich nachher entsprechende Strahlen wieder schneiden 1). 

l)Publikationen von J. KRAMES und W. WUNDERLICH in den Monatsheften fur Mathematik 
undPhysik, Bd. 49 und 50. 
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Zum SchluB soll noch versucht werden, zu praktisch verwendbaren Ergebnissen 
tiber gefiihrliche Situationen zu gelangen in demjenigen Spezialfall, wo das Geliinde 
eben ist. Es sei also ex die zunachst belie big im Raum liegende Ebene des Gelandes. 
Die gefiihrliche Flache (12) schneidet als Flache zweiten Grades die Ebene ex in 
einem Kegelschnitt c. Da ferner die Basis Zl Z2 ganz auf der gefahrlichen Flache 
liegt, lauft der Kegelschnitt c durch den DurchstoBpunkt D der Basis mit ex. 

Nun haben wir ja auf Seite 147 festgestellt, daB man zur Herstellung der gegen-
seitigen Orientierung flinf Paare entsprechender Bildpunkte, das heiBt flinf Gelande-
punkte braucht. Liegen diese 5 Gelandepunkte auf c (und wird kein weiterer 
Gelandepunkt zum Einpassen herangezogen), so liegt ein gefahrlicher Fall vor; denn 
alles, was vom Gelande benutzt wird, liegt auf der gefiihrlichen Flache. 

Es ist andererseits nicht allzu schwer, folgendes zu beweisen. Es seien eine Basis 
Zl Z2' eine Gelandeebene ex und in ihr 5 Punkte gegeben. Der durch diese 5 Punkte 
gelegte Kegelschnitt c laufe durch den DurchstoBpunkt D von Zl Z2 mit ex. Dann 

c 

I -
c 

Fig.98a Fig.98b 

existiert eine Flache mit den Eigenschaften von Satz 26, auf welcher der Kegel-
schnitt c liegt; man hat also einen gefiihrlichen Fall. 

Zum Beweis legen wir die Normalebenen {3I> {32 zur Basis in den Punkten Zl' Z2. 
Die Ebene {31 trifft den Kegelschnitt c in zwei Punkten AI> B 1 • Analog trifft {32 den 
Kegelschnitt in A·2 , B 2 • Wir konstruieren den Umkreis des Dreiecks Zl Al BI und 
MI sei sein Zentrum. Ebenso sei M2 das Zentrum des Kreises durch Z2 A2 B 2. Mit 
Hilfe der Geraden g = MI M2 konstruieren wir nun gemaB Satz 26 eine Flache, 
bestehend aus allen Kreisen, die ihre Zentren auf g haben und die Basis orthogonal 
schneiden. Diese Flache schneidet ex in einem Kegelschnitt, der durch die 5 Punkte 
AI> BI> A 2 , B 2 , D geht, also mit dem gegebenen Kegelschnitt c tibereinstimmt. 

Dieser synthetische Beweis leidet allerdings darunter, daB in ausgearteten 
Fallen einige der Punkte AI> B 1• A 2 , B 2 , D zusammenfallen k6nnen. Man kann aber 
auch unter Verwendung der Gleichung (12) einen vollstandig korrekten analytischen 
Beweis geben. 

Das Resultat dieser Betrachtungen laBt sich nun so formulieren: 
Werden fur die Ermittlung der gegenseitigen Orientierung zweier Aufnahmen funf 

Punkte eines ebenen Geliindes benutzt, so liegt dann und nur dann ein gefiihrlicher Fall 
vor, wenn der Durchstof3punkt der Basis Zl Z2 mit der Geliindeebene auf dem Kegel-
schnitt liegt, der durch die funf Punkte geht. 

Man kann dies mit Hilfe einer Pascal-Konfiguration nachprtifen. 
Es ist noch interessant, den Spezialfall zu diskutieren, wo ein horizontales 

GeHi.nde auch horizontal tiberflogen wird, wo also die Basis Zl Z2 parallel zu ex liegt. 
Die gefahrlichen Falle sind dann dadurch gekennzeichnet, daf3 die Flugricktung eine 
Asymptotenrichtung des Kegelscknittes ist, der durck die 5 Einpaf3punkte geht. Wahlt 
man diese 5 Punkte so, daB sie auf einer Ellipse liegen, so gibt es niemals eine 
gefiihrliche Situation; das Gelande kann in jeder Richtung tiberflogen werden. 
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Liegen die Einpal3punkte jedoch auf einer Hyperbel, so gibt es zwei gefahrliche 
Flugrichtungen. Die Figuren 98 a und 98 b zeigen noch zwei typische Faile, bei denen 
der Kegelschnitt degeneriert; die gefahrlichen Flugrichtungen sind durch Pfeile 
markiert. Wir haben diese Konfigurationen hergesetzt, wei I sie im wesentlichen 
schon in der grundlegenden Arbeit von S. FINSTERWALDER 1) tiber das Einpal3-
problem erwahnt sind. 

1} S. FINSTERWALDER, Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie (Sitzungsberichte K. Bayer 
Akad. d. Wiss. 1932. Math.-phys. Klasse, S. 115-131. Abgedruckt in" Sebastian Finsterwalder zum 
75. Geburtstage,), Wichmann, Berlin 1937}. 
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VlERTER TElL 

Spharische darstellende Geometrie, 

konforme Abbildungen 

Die spharische Geometrie befa.Bt sich mit den Figuren, welche auf der 
OberfHi.che einer Kugel liegen, zum Beispiel mit den spharischen Dreiecken. 
(Ein spharisches Dreieck ist durch drei GroJ3kreisbogen der Kugel begrenzt.) 
Zur konstruktiven Behandlung der spharischen Aufgaben ist das Grund- und 
AufriJ3verfahren ungeeignet, da sich Kreise auf der Kugel im allgemeinen als 
E11ipsen abbilden. Diesen Nachteil vermeidet zum Teil die gnomonische Pro-
iektion, welche darin besteht, daJ3 die Kugel zentral auf eine Bildebene pro-
jiziert wird, wobei sich das Projektionszentrum im Kugelmittelpunkt M be-
findet. Die GroJ3kreise (deren Ebenen ja durch M laufen) erscheinen dann in der 
Projektion als gerade Linien, hingegen projizieren sich Kleinkreise im all-
gemeinen als Kegelschnitte. 1m folgenden § 1 werden wir nun eine Kugel-
projektion kennen lemen, welche die vorteilhafte Eigenschaft hat, daJ3 die 
Projektion jedes Kugelkreises wieder ein Kreis ist. 

§ 1. Stereographische Projektion 

Die Fig.99 ist eine axonometrische Skizze der Kugel, welche dargestellt 
werden so11. Als Bildebene'Jl wahlen wir die Horizontalebene durch den Kugel-
mittelpunkt M. Die Oberflache der Kugel wird zentral auf 'Jl projiziert, und 
zwar sei das Projektionszentrum Z der tiefste Punkt der Kugel. Diese stereo-
graphische Projektion ist also dadurch gekennzeichnet, daJ3 das Projektions-
zentrum ein Punkt der Kugel selbst ist. Die Bildebene steht senkrecht auf dem 
Kugelradius, welcher nach dem Projektionszentrum hin lauft. In Fig. 99 wurde 
noch der Bildpunkt P eines allgemeinen Kugelpunktes P eingezeichnet. Die 
Bildebene'Jl schneidet aus der Kugel den Hattptkreis co; seine Punkte bleiben 
bei der Projektion am Ort. Es gilt nun der wichtige Satz: 

1. Die stereographische Projektion ist winkeltrett. 
Genauer formuliert: Es seien zwei auf der Kugeloberflache verlaufende 

Kurven Cl , C2 gegeben, welche durch P gehen. OJ sei der Winkel, den sie in 
P miteinander bilden. (In Fig.99 sind nur die Tangenten tl , t2 an die beiden 
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Kurven gezeichnet, wist ihr Zwischenwinkel.) Dann schlieBen die stereo-
graphischen Projektionen Cl , C2 der beiden Kurven in P wieder den Winkel w 
miteinander ein. 

Beweis (Fig. 99). Wir legen die beiden Ebenen (Xl=Ztl und Die 
Projektionen 11, 12 der beiden Tangenten sind'dann die Spuren von (Xl und 
mit der Bildebene n; sie mogen den Winkel OJ miteinander einschlieBen. Es 
ist Zu zeigen: OJ = w. 

Nun schneiden (Xl' die Kleinkreise Cl bzw. C2 aus der Kugel. Die Tangente 
an den Kleinkreis cl in Z ist parallel zu tl • (Denn sie ist die Schnittgerade 

von (Xl mit der Tangentialebene l' an die Kugel in Z. Dan und l' parallel sind, 

Fig. 99 

mussen auch ihre Schnittgeraden 11' mit (Xl parallel zueinander sein.) Ebenso ist 
die Tangente an c2 parallel zu t 2' Soinit ist der Winkel w' von und gleich w. 

Andererseits ist w' = w. Denn w und w' sind die beiden Winkel, unter wel-
chen sich die Kreise cl , c2 in ihren beiden Schnittpunkten P, Z schneiden. Zwei 
Kugelkreise bilden aber in ihren beiden Schnittpunkten gleiche Winkel mit-
einander. Damit ist der Beweis beendigt. 

2. Die stereographische Proiektion ist kreistreu. 
Das heiBt, das Bild eines auf der Kugelliegenden Kreises ist wieder ein Kreis. 
Beweis (Fig. 99). Sei c der gegebene Kreis auf der Kugel. Wir denken uns 

in jedem seiner Punkte Q die zu ihm senkrechte Kugeltangente t gezogen. Alle 
Geraden t bilden die Mantellinien eines Kegels, welcher die Kugellangs c be-
ruhrt. 5 sei die Kegelspitze, S ihre stereographische Projektion. Die Projek-
tionen unserer Mantellinien t bilden das Buschel der durch Slaufenden Geraden 
in n. Da nun c die Kugeltangente tin Q rechtwinklig schneidet, muB wegen 
der eben hewiesenen Winkeltreue (Satz 1) auch c die Proje)dionl in Q senkrecht 
schneiden. c schneidet also alle Geraden des genannten Buschels rechtwinklig, 
ist also ein Kreis mit dem Zentrum S. 
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Zwei Spezialfiille sind noch zu erwiihnen. Ein Kreis auf der Kugel, der 
durch das Projektionszentrum Z geht, hat als Bild naturlich eine Gerade 
(vgl. Fig. 99). Die Geraden sind also als ausgeartete Kreise aufzufassen, damit 
Satz 2 allgemeine Gultigkeit hat. Zweitens werde ein GroBkreis c der Kugel 
abgebildet. Er schneidet den Hauptkreis Co in zwei diametral gegenuberliegen-
den Punkten A, B. Da A und B mit ihren Projektionen zusammenfallen, geht 
auch c durch A, B. Es folgt: 

Fig. 100 

2a. Das stereographische Bild eines GrofJkreises ist ein Kreis, welcher den 
Hauptkreis in zwei Diametralpunkten schneidet. 

Wir bemerken noch, daB das stereographische Bild der oberhalb ;It gele-
genen Halbkugel das Innere des Hauptkreises ausmacht, wahrend sich Kugel-
punkte unterhalb ;It in das A.uBere des Hauptkreises projizieren. 

Das Gradnetz. Die Fig. 100 zeigt dieselbe Sache noch einmal im Grund-
und AufriB. 1m GrundriB erscheint also die stereographische Projektion in 
wahrer GroBe. P ist wieder die stereographische Projektion von P. Wir be-
rechnen noch die Entfernung e des Bildpunktes j5 vom Mittelpunkt des Haupt-
kreises Co. 1st "p der Winkel des Radius MP mit der Vertikalen, so enthiilt 
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das untere schraffierte Dreieck den Winkel als Peripheriewinkel iiber dem 
Bogen N P. Aus diesem Dreieck ergibt sich daher 

e=r·tg , (1) 

wobei r der Kugelradius ist. 
Wir iiberziehen nun die Kugel mit dem aus der Geographie bekannten 

Gradnetz. Dabei sei der Nordpol N der hOchste Kugelpunkt, so daB der Siidpol 
5 mit unserem Projektionszentrum Z zusammenfallt. Die geographische Breite 
des Kugelpunktes P ist dann der angezeichnete Winkel q;=900 -1p. Die For-
mel (1) ergibt also auch 

e = r . tg ( 450 - ) • (2) 

Der Nordpol N projiziert sich stereographisch in den Mittelpunkt N des Haupt-
kreises. Der durch P laufende Parallelkreis p hat als stereographisches Bild 
den Kreis p durch P. In der Figur wurde noch die Projektion Q eines allgemeinen 
Punktes Q dieses Parallelkreises gezeichnet. Der Kugelmeridian durch Q pro-
jiziert sich als die Gerade m=NQ. 

Die stereographische Projektion des Gradnetzes besteht also aus einem 
System konzentrischer Kreise und ihren Radien. Zur Illustration von Satz 
2a wurde das Bild c eines allgemeinen GroBkreises eingetragen. c schneidet den 
Hauptkreis in den diametralen Punkten A, B. 

Fur spatere Zwecke entnehmen wir der Fig.l00 noch folgende Tatsache. 
T sei die Tangentialebene im allgemeinen Kugelpunkt P und ex die Tangential-
ebene im hochsten Punkt N. Die Spur s von T in ex erscheint im AufriB als Punkt s". 
Wir zeigen nun, daB s von N ebenfalls den oben berechneten Abstand (! hat. Dies 

folgt daraus, daB das obere schraffierte Dreieck auch den Winkel _'L enthalt, 
2 

also kongruent zum unteren schraffierten Dreieck ist. Der GrundriB s' der Spur 
geht daher durch die stereographische Projektion P des Beruhrungspunktes P 
von T. Analog wurde die Spur der Tangentialebene im Kugelpunkt Q eingezeich-
net. Sie geht durch Q senkrecht zu M Q. 

Wir wollen das Gradnetz noch in einer anderen Lage darstellen, niimlich 
so, daB die beiden Pole N, 5 auf den Hauptkreis der stereographischen Projek-
tion zu liegen kommen. Der Hauptkreis Co ist also ein spezieller Meridian des 
Gradnetzes, den wir als Nullmeridian fiir die Zahlung der geographischen 
Lange wahlen. Die Fig. lOT zeigt das Bild des Gradnetzes in der Eberle n der 
stereographischen Projektion. Es wurde folgendermaBen konstruiert: 

N und 5 wurden auf dem Hauptkreis Co als diametrale Punkte gewii.hIt. 
Der Aquator a des Gradnetzes projiziert sich als Gerade a senkrecht zu N 5. 
Es solI nun zum Beispiel der Meridian m von gegebener geographischer Lange 
400 dargestellt werden. m schneidet also den Nullmeridian Co im Nordpol N 
unter 40°. Wegen Satz 1 bleibt dieser Winkel bei der Projektion erhalten. Das 
Bild iii ist daher einfach der Kreis durch N und 5, welcher in N mit Co den 
Winkel 40° einschlieBt. Weiter suchen wir etwa den Parallelkreis p mit der 
geographischen Breite 50°. Er schneidet den Nullmeridian Co senkrecht, und 



156 Vierter Teil: Sphilrische darstellende Geometrie, konforme Abbildungen 

diese Eigenschaft bleibt bei der Projektion wieder erhalten. p wird daher ge-
funden, indem man vom Aquator a aus auf Co den Winkel 500 antragt und dann 
einen zu Co orthogonalen Kreis zeichnet. Wegen der Winkeltreue der stereo-
graphischen Projektion miissen sich natiirlich iii und p in P rechtwinklig 
schneiden. 

s 
Fig. 101 

Das so in Fig.10l entstandene Bild des Gradnetzes heiBt W ulffsches N etz. 
Derartige Netze sind in den Papeterien, weIche technische Papiere fUhren, vor-
gedruckt erhaltlich. 

Konstruktionen der spharischen Geometrie. Mit Hilfe eines WULFF-
schen Netzes kann man nun aIle Aufgaben der Kugelgeometrie in stereo-
graphischer Projektion be quem lasen. Ais Beispiel behandeln wir etwa die 
Aufgabe: 

1m stereographischen Bild seien zwei Kugelpunkte A, B gegeben (Fig. 102). 
Man lege durch A und B einen GroBkreis c und bestimme die Lange seines 
Bogens AB. (Dieser Bogen ist bekanntlich die kiirzeste auf der Kugel ver-
laufende Verbindung von A und B; wir nennen seine Lange auch die sphiirische 
Entfernung von A und B.) Man denke sich zur Lasung die Annahme (Fig. 102) 
auf Pauspapier gezeichnet und dann so drehbar auf das Wulffsche Netz gelegt, 
daB sich die beiden Hauptkreise decken. Man drehe nun die Pause urn den 
Mittelpunkt des Netzes solange, bis A und jj auf einen Meridian m des Wulff-
schen Netzes fallen. mist dann der gesuchte GroBkreis c. Die wahre Lange 
seines Bogens AB kann man dann mittels der Parallelkreise des Netzes direkt 
im GradmaB ablesen. 
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Aber naturlich ist es moglich, die spharischen Konstruktionen auch ohne 
Wulffsches Netz auszuflihren. In Fig. 102 wurden so nacheinander folgende Auf-
gaben gelost. 

1. Konstruktion des GroBkreises c durch die gegebenen Kugelpunkte A, B. 
Man zeichnet in der Projektion einen beliebigen Kreis (;1' der durch A und B 
lauft und den Hauptkreis schneidet. Er ist Projektion eines gewissen Kreises c1 
der Kugel. Die Ebenen der .drei Kugelkreise c, Cl , Co seien mit ex, exl , n (= Bild-

Fig. lO2 

ebene) bezeichnet. Diese drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt 5, den man 
folgendermaBen findet. Die Schnittgerade 51 von exl und n kann sofort gezeichnet 
werden. Die zweite Schnittgerade von exl und ex ist die Gerade g=A B. Daher ist 
5 der Schnittpunkt von 51 und g. Die dritte Schnittgerade 5 von ex und n geht also 
durch 5 und durch den Mittelpunkt M. (Denn ex ist GroBkreisebene, lauft also 
durch M.) 5 schneidet aus dem Hauptkreis die beiden diametralen Punkte, durch 
welche das Bild c des gesuchten GroBkreises gehen muB. 

2. Konstruktion des einen Poles P zu einem gegebenen GroBkreis c. (Unter 
den Polen eines GroBkreises c versteht man die beiden Endpunkte des zur Ebene 
von c senkrechten Kugeldurchmessers.) P kann gefunden werden als Schnitt-
punkt von zwei zu c senkrechten GroBkreisen. Ais solche wurden in Fig. 102 be-
nutzt einerseits der GroBkreis c2 , welcher c auf dem Hauptkreis schneidet und 
andererseits der sich als Gerade projizierende GroBkreis ca. 

Umgekehrt ergibt sich die Konstruktion des GroBkreises zu einem gegebenen 
PolP. 

3. Wahre Lange eines GroBkreisbogens A B. Man konstruiert den Pol P des 
durch A und B laufenden GroBkreises c. Dann zieht man die Geraden FA und 
F jj bis zu ihren Schnittpunkten (A) bzw. (B) mit dem Hauptkreis. Der Bogen 
(A) (B) des Hauptkreises ist die gesuchte wahre Lange. 

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich aus der folgenden Uber-
legung. Die Fig. 103 zeigt einen Schnitt durch die Kugel, so daB die Ebene ex des 
GroBkreises c als Gerade erscheint. P ist wieder der Pol, P seine Projektion. 
W sei derjenige Punkt von ex, der sich eben falls nach F projiziert (W = 15). Da 
das Dreieck M P Z gleichschenklig ist, sind die beiden einfach angezeichneten 
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Winkel gleich. Daraus folgt, daB auch die beiden doppelt angezeichneten Winkel 
gleich sind. (Denn jeder von ihnen erganzt einen der einfach bezeichneten 
Winkel zu 90°.) Somit ist MW = MW. Klappen wir daher die GroBkreisebene (X 

in die Bildebene:rr; urn, so kommt W auf seine Projektion W zu liegen. Nun fiihren 
wir diese Umklappung in der Fig. 102 durch. Die Gerade W B von (X £aUt nach 
der Umklappung mit ihrer Projektion zusammen. (Denn W kommt auf W zu 
liegen und der Schnittpunkt T mit der Drehachse 5 bleibt fest.) B kommt daher 
bei der Umklappung nach (B). Analog findet man die Umklappung (A) von A. 

I 
Fig. 103 

Spharische Abbildung, Kristallzeichnen. 1m Raum sei eine Kugel mit 
dem Zentrum M gegeben. Es werde nun einer beliebigen Ebene at ein Punkt 
A der Kugel und einer beliebigen Raumgeraden g ein GroBkreis c der Kugel 
nach folgenden Regeln zugeordnet. 
A = sphiirisches Bild der Ebene at 

= Schnittpunkt der durch M zu at 

gelegten Normalen mit der KugeF). 

c = spharisches Bild der Geraden g 
= Schnittkreis der durch M zu g 

gelegten Normalebene mit der Kugel. 
Jeder aus Ebenen und Geraden bestehenden Konfiguration des Raumes ent-

spricht so eine aus Punkten und GroJ3kreisen bestehende Konfiguration auf 
der Kugel. Dabei gilt offen bar der Satz: 

3. 1st eine Gerade parallel zu einer Ebene, so geht ihr sphiirisches Bild (= Grop-
kreis) durch das sphiirische Bild der Ebene (=Kugelpunkt). 

Ferner beweist man leicht: 
4. Der Winkel zweier Ebenen ist gleich der sphiirischen Entfernung ihrer beiden 

sphiirischen Bilder. Der Winkel zweier Raumgeraden ist gleich dem Schnittwinkel 
ihrer beiden sphiirischen Bilder (= Gropkreise). Dieser Winkel erscheint in einer 
stereographischen Projektion der Kugel in wahrer Grope. 

Ein Polyeder (zurn Beispiel ein Wiirfel, ein Tetraeder usw.) ist eine spezielle 
aus Ebenen (= Seitenflachen des Polyeders) und Geraden (= Kanten des 
Polyeders) bestehende Konfiguration. Man kann daher die sphiirische Ab-

1) Die Definition ist zweideutig, da die genannte Normale zwei Schnittpunkte mit der Kugel 
hat. Man wahle einen dieser Punkte aus. 
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bildung eines Polyeders erkHiren. Dabei kann die in der FuBnote erwahnte 
Zweideutigkeit noch behoben werden. Man denke sich namlich die Kugel im 
lnneren des Polyeders liegend. 1st nun IX eine Seitenflache, so wahle man unter 
den beiden Kugelpunkten, die als spharisches Bild von IX in Frage kommen, 
denjenigen aus, welcher auf derselben Seite von M liegt, wie IX. 

Einen einfachen Spezialfall ergibt ein Beriihrungspolyeder. Darunter ver-
steht man ein Polyeder, dessen Seitenflachen die Kugel bertihren. Das sphari-
sche Bild einer Seitenflache ist dann einfach ihr Bertihrungspunkt. 

Fig. l04a Fig.104b Fig. l04c 

In der Kristallographie werden hiiufig Kristalle - die ja geometrisch 
gesprochen Polyeder sind - auf diese Weise sphiirisch abgebildet. Es zeigt 
sich namlich, daB die Symmetrieeigenschaften des Kristalls im sphiirischen 
Bild besonders deutlich hervortreten. 

Gewisse Aufgaben tiber das Polyeder konnen nun im spharischen Bild gelOst 
werden. Zur konstruktivenDurchfiihrung wird man die Kugel in stereogra-
phischer Projektion zeichnen. Ais Beispiel nehmen wir das in Fig.104c axono-
metrisch dargestellte Polyeder. Die Fig.104b ist der GrundriB des Korpers auf 
eine Horizontalebene. Das Polyeder besteht aus 12 kongruenten Rhomben und 
heiBt deswegen Rhombendodekaeder. Die Flachen 1, 3, 4 (und 5 weitere Flachen) 
sind unter 45° zur GrundriBebene geneigt, wahrend die Flachen 2, 5 (und zwei 
weitere Flachen) vertikal stehen. Die Fig.104a zeigt das spharische Bild des 
Polyeders in der stereographischen Projektion auf eine horizontale Ebene. Es 
wurde aber nur derjenige Teil gezeichnet, welcher auf der oberen Halbkugel 
liegt. Die Konstruktion dieses Bildes ergibt sich aus folgenden Bemerkungen: 

1) Die sphiirischen Bilder der vertikalen Flachen (zum Beispiel der Flachen 
2, 5) sind Punkte auf dem Hauptkreis der stereographischen Projektion. 

2) Das spharische Bild der Flache 4- ist ein Kugelpunkt P, dessen Radius 
MP unter 45° zur Horizontalebene geneigt ist. Urn seine stereographische 
Projektion J5 zu finden, kann man etwa den gezeichneten GroBkreis C1 be-
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nutzen, der den Hauptkreis unter 45° schneidet. Die Ebene dieses GroJ3kreises 
besitzt dann die Neigung 45° und somit nat MP als Fallgerade dieser Ebene 
auch die verlangte Neigung 45°. 

3) Das spharische Bild einer Polyederkante ergibt sich nun nach Satz 3, 
indem man die spharischen Bilder der beiden angrenzenden Flachen durch 
einen GroJ3kreisbogen verbindet. Diese Bogen schlieJ3en sich in Fig. 104 a zu 
den vier dick ausgezogenen GroJ3kreisen zusammen. 

Fig. 105 

1m Kristallzeichnen stellt man sich die umgekehrte Aufgabe. Gegeben sei das 
spharische Bild eines Polyeders (Fig.l04a), gesucht eine anschauliche Darstel-
lung des Karpers (Fig. 104 c). In dieser Form ist natiirlich die Aufgabe unbestimmt, 
denn eine Parallelverschiebung der Flachen des fraglichen Polyeders andert das 
spharische Bild nicht. Urn die Aufgabe eindeutig zu machen, wollen wir etwa an-
nehmen, daB man die Langen der Polyederkanten kennt. In unserem Beispiel 
haben aIle Kanten dieselbe Lange I. 

Zur Lasung konstruiert man zunachst den GrundriB des Polyeders (Fig. 104 b). 
Wir beginnen etwa mit dem Grundril3 der Kante g, we1che im spharischen Bild 
durch den GroBkreisbogen c= 1,2 dargestellt ist. Nach Definition des spharischen 
Bildes steht g senkrecht auf der Ebene Ct. dieses GroBkreises und somit ist g' 
senkrecht zur Spur s von Ct., hat also die in Fig.l04a angegebene Richtung. In 
dieser Richtung wurde g' in der Fig. 104 b gezeichnet. Der Neigungswinkel von 
g zur Grundril3ebene ist das Komplement (90°- 00) des Neigungswinkels 00 von Ct.. 

Diesen Winkel 00 liest man in der stereographischen Projektion als Schnitt-
winkel zwischen c und dem Hauptkreis abo Somit ergibt sich fiir die Lange r des 
Grundrisses g' unserer Kante der Wert I' = I· cos (90° - 00) = I· sin OO. Damit kannen 
in Fig. 104 b die Endpunkte A', B' der Kante eingetragen werden. AuBerdem 
ergibt sich noch fiir die Kotendifferenz von A und B der Wert L1z= I·sin (90°- 00) 

=I·cos OO. 

SO bearbeitet man aIle Kanten, deren spharische Bilder vom Punkt 1 der 
stereographischen Projektion ausgehen (also die Gro13kreisbogen 12, 13, 14, 15) 
und erhalt in Fig. 104 b den Grundril3 der Flache 1. Analog werden die iibrigen 
Flachen eingezeichnet. 

Da man fiir jede Polyederkante die Kotendifferenz LIz ihrer Endpunkte be-
stimmt hat, kann man die Koten der Polyederecken nun angeben. Der Grundri13 
und die Koten geniigen zur Herstellung eines axonometrischen Bildes (Fig.l04c). 
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Konstruktion eines Beruhrungspolyeders. Ein Beriihrungspolyeder ist durch 
sein spharisches Bild ohne zusatzliche Angaben eindeutig bestimmt. Denn sind 
AI' As, As, ... die spharischen Bilder der Seitenflachen, so entsteht das Polyeder, in-
dem man die Tangentialebenenan die Kugelin AI' As > As, ... miteinander schneidet. 
In der Fig. 705 haben wir die diesbezugliche Grundkonstruktion angegeben. Ge-
geben seien in der stereographischen Projektion zwei Kugelpunkte AI' A 2 • Ge-
sucht der GrundriB der Schnittgeraden g der Tangentialebenen TI , T2 in AI' A 2 • 

Man bezeichne wie in Fig. 100 mit ex die Tangentialebene im hochsten Kugel-
punkt. Die Spur Sl von TI in der Ebene IX geht im GrundriB durch A--;' senkrecht 
zu MAl (vergleiche den kleingedruckten Text auf Seite 155). Analog findet man 
die Spur S2' Der Schnittpunkt S von SI und S2 ist ein Punkt der gesuchten Schnitt-
geraden g. Das spharische Bild von gist der GroBkreis c=A 1 A 2 • Wie in der 
Fig.104a ist daher g' senkrecht zur Spur s der GroBkreisebene in der Bildebene I ). 

§ 2. Konforme 

Die Inversion. Es soll die Kugel von Fig. 99 an der Bildebene n der stereo-
graphischen Projektion gespiegelt werden, so daB ein Punkt P der oberen Halb-
kugel in den vertikal unter ihm liegenden Punkt p* der unteren Halbkugel 
ubergeht. Wir wollen uns uberlegen, wie diese Spiegelung in der stereogra-
phischen Projektion aussieht. In der Fig. 106 wurde die stereographische Pro-
jektion gezeichnet (n= Zeichenebene). Die Projektion des Kugelpunktes P 
wurde nicht - wie bisher - mit P sondern einfach wieder mit P bezeichnet. 
Urn die stereographische Projektion des Spiegelpunktes p* zu finden, denken 
wir uns in Fig.99 durch die Gerade P p* irgend eine Vertikalebene ex. gelegt. 
Sie schneidet aus der Kugel einen Kleinkreis c, welcher durch P und p* Hiuft 
und bei der Spiegelung in sich ubergeht. c schneidet den Hauptkreis recht-
winklig. Wegen der Winkeltreue ist daher die stereographische Projektion von c 
in der Fig. 106 ein Kreis, welcher durch P Hiuft und den Hauptkreis Co recht-
winklig schneidet. Er wurde in Fig. 106 wieder mit c bezeichnet und ist ein 
erster geometrischer Ort fUr die stereographische Projektion p* des Spiegel-
punktes. Ein zweiter Ort ist naturlich die Gerade MP als Projektion der Ver-
tikalebene M P P*. 

Wir bezeichnen in Fig.106 die Abstande der Punkte p,p* vom Mittelpunkt 
M beziehlich mit (], e*. Aus dem Sekanten-Tangentensatz in bezug auf den 
Kreis c folgt dann 

(M P) (M P*) = (MT)2. (3) 

Falls der Kugelradius die Lange 1 hat, ergibt sich daraus 

1 
oder e* =-

(] 
e . e* = 1, (4) 

Damit erhalten wir in Fig. 106 eine Abbildung der Zeichenebene auf sich, welche 

1) Weitere Konstruktionsverfahren des Kristallzeichnens findet man bei H. TERTSCH, Das 
Kristallzeichnen auf Grundlage der stereographischen Projektion. Wien 1935. Ferner: H. TERTSCH, 

Die stereographische Projektion in der Kristallkunde (Verlag fUr angewandte Wissenschaften, Wies-
baden 19541. 

Stiefel 11 
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jedem Punkt P einen Bildpunkt p* zuordnet. Diese Zuordnung kann ohne 
Bezugnahme auf die raumliche Bedeutung folgendermaBen definiert werden. 
Die entsprechenden Punkte P und p* liegen auf einer Geraden durch den festen 
Punkt M und ihre Abstande von M sind nach (4) reziprok zueinander. Diese 
Abbildung nennt man Inversion; M heiBt Inversionszentrum und Co Inversions-
kreis. Es gilt: 

5. Die Inversion ist kreistreu und winkeltreu. 
Das heiBt, die inverse Figur zu einem Kreis ist wieder ein Kreis und der 

Winkel, unter dem sich zwei beliebige Kurven schneiden, ist gleich dem 
Schnittwinkel ihrer inversen Kurven. Der Beweis folgt einfach daraus, daB 
sowohl die Spiegelung unserer Kugel als auch die stereographische Projektion 
diese beiden Eigenschaften hat. 

Fig. 106 

Zur Illustration haben wir in Fig. 106 einen Kreis k angenommen und den 
inversen Kreis k* konstruiert. k* geht durch die beiden Schnittpunkte A, B 
von k mit Co (wei! jeder dieser Punkte bei der Inversion fest bleibt) und durch 
den inversen Punkt Q* irgend eines weiteren Punktes Q von k. Hatten wir 
den Kreis k nicht nur nahe an M vorbei laufen lassen, sondern genau durch 
M gezogen, so wiirde k* zur Geraden AB. Denn M kommt bei der In-
version ins Unendliche, wie man aus (4) abliest. Von dieser M6glichkeit, einen 
Kreis dUTCh Inversion in eine Gerade iiberzufiihren, kann man zur L6sung 
von Kreisaufgaben Gebrauch machen. 

Durchlauft ein Punkt den Kreis k in positivem Sinn (Gegenuhrzeigersinn), 
so durchlauft der Bildpunkt den Kreis k* in negativem Sinn. Die Inversion 
kehrt also den Umlaufsinn in der Ebene urn. Man kann nun durch eine kleine 
Abanderung erreichen, daB der Umlaufsinn erhalten bleibt. Zu diesem Zweck 
fiige man zur Inversion etwa die Spiegelung der Zeichenebene an der x-Achse 
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der Fig. 106 hinzu. Bei dieser abgeanderten Inversion geht P in den Punkt P' 
tiber l ). Da bei der hinzutretenden Spiegelung der Umlaufsinn noch einmal um-
gekehrt wird, bleibt er im ganzen tatsachlich erhalten. 

Allgemein nennt man eine Abbildung der Ebene auf sich eine kon/orme 
Abbildung, wenn sie winkeltreu ist und der Umlaufsinn erhalten bleibt. Wir be-
zeichnen unsere abgeanderte Inversion daher auch als die kon/orme Inversion. 

Wir wollen diese konforme Inversion noch durch FormeIn darstellen und 
benutzen dazu die Polarkoordinaten im gezeichneten Koordinatensystem x, y. 
Es seien (], 0. die Polarkoordinaten von P und e', 0.' diejenigen des Bildpunktes 
P'. Dann gilt offenbar 

, 1 
e = e' 0.' = - 0.. (5) 

konforme Inversion. 

y' 0 

Fig.l07a Fig.107b 

Die In der Fig. 107 a wurde etwas deutlicher als in 
Fig.l00 das Gradnetz auf der KugeP) stereographisch dargesteIIt. Der Nord-
pol N ist der hOchste Kugelpunkt und projiziert sich in den Mittelpunkt N 
des Hauptkreises. Die Meridiane und die Parallelkreise wurden in Intervallen 
von je 300 eingezeichnet. Wir gehen nun aus von der Aufgabe, eine Loxodrome 
auf der Kugel zu finden. Darunter versteht man eine Kurve, welche aIle Meri-
diane (und ebenso alle ParaIlelkreise) unter konstantem Winkel schneidet. Ein 
Schiff, welches dauemd nach Stidosten steuert, beschreibt zum Beispiel eine 

I) Die Bezeichnung pi hat nichts mit einem GrundriB zu tun. 
2) GERHARD KREMER, genannt Mercator (1512-1594). 
3) Der Kugelradius habe wieder die Lange 1. 
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solche Kurve auf der Erdkugel. In der stereographischen Projektion muil wegen 
der Winkeltreue das Bild L der Loxodrome ebenfalls aIle ParaIlelkreise unter 
demselben Winkel schneiden. In Fig. 107 a ist eine solche Kurve eingezeichnet ; 
sie hat die Form einer Spirale. Wir stellen nun die Gleichung der allgemeinen 
Kurve L in Polarkoordinaten auf. P sei ein allgemeiner Punkt, e, {} seine 
Polarkoordinaten ({) im Bogenmail gemessen). Dann lautet die Gleichungvon L: 

e=eP(I}-k) (6) 

fl, k sind Konstanten, e ist die Eulersche Zahl (= Basis der natlirlichen Loga-
rithmen). Zur Verifikation von (6) berechnen wir den Winkel w, welchen L mit 
dem durch den allgemeinen Punkt P laufenden Parallelkreis p einschlieilt. Das 
schraffierte (inifitesimale) Dreieck hat die Katheten PQ= e ·d{} und de. Also 
folgt: de 

tg w = 12 .iF . (7) 

Nun findet man aus (6) durch Differenzieren 
de . p(l}-k) 
df} =fl"e =fl·e· 

Also folgt aus (7): tg w = fl. Der Winkel wist also wirklich konstant und die 
Konstante fl ist der Tangens dieses Winkels. Nimmt man in (6) die natlirlichen 
Logarithmen, so ergibt sich noch 

1 
{}=k+--·lne. (8) 

II 

Deswegen nennt man das Bild L der Loxodrome eine logarithmische Spirale. 
]etzt bilden wir die Ebene n der Fig.107a auf eine Bildebene n' ab, welche 

in Fig.l07b gezeichnet ist und in der ein kartesisches Koordinatensystem 
x', y' gewahlt wurde. Das Abbildungsgesetz sei durch folgende Formeln ge-
geben. Dem allgemeinen Punkt P (Polarkoordinaten e, (}) von n werde zu-
geordnet der Punkt P' yon n' mit den kartesischen Koordinaten 

x'={), y'=-lne (9) 

Mercatorabbildung. 

Urn einen Dberblick liber diese Abbildung zu gewinnen, diskutieren wir das 
Bild unseres Gradnetzes. Auf einem Meridian ist {} konstant, also im Bild 
x' = {} auch konstant. Ein Meridian geht daher tiber in eine vertikale Gerade, 
deren Abszisse x' gleich der geographischen Lange {} des Meridians ist. ({) im 
Bogenmail gemessen.) Andererseits ist auf einem Parallelkreis e konstant,.also 
im Bild y' = -In e auch konstant. Ein Parallelkreis geht somit liber in eine 
horizon tale Gerade. Speziell geht der Aquator (= Hauptkreis co) .liber in die 
x'-Achse. Denn flir ihn gilt e = 1, also y' = O. Mit wachsender geographischer 
Breite wird e < 1, also y' = -In e positiv. Gelangt man schlieJ31ich in den Nord-
pol, so entfernt man sich in n' unendlich we it nach oben. 

In Fig.l07b wurde derjenige Teil des Gradnetzes dargestellt und bezeichnet, 
welcher in Fig. 107 a die rechte Halbkugel ausmacht und dort dick ausgezogen ist. 
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Was wird nun aus unserer Loxodrome bei der Mercatorabbildung? Aus (8) 
und (9) folgt 

x' = {} = k + . In 0 = k - . Y" 
I' 1" (10) 

also Y' = - ", . (x' - k) . 

Das Bild L' der Loxodrome ist also eine Gerade. (Die Abbildungsformeln (9) 
sind eben aus dem Bestreben entstanden, die Loxodromen zu strecken.) Die 
Gerade L' mit der Gleichung (10) schneidet wegen ", = tg co alle Horizontalen 
unter dem Winkel co. Der Winkel zwischen einem Parallelkreis und einer 
Loxodrome bleibt also bei der Mercatorabbildung erhalten. Dasselbe gilt dann 
natiirlich fiir den Winkel zwischen zwei Loxodromen. 

Daraus ergibt sich nun, daB die Mercatorabbildung winkeltreu ist. Denn 
sind Ct , C2 zwei sich in P schneidende Kurven der Ebene n und sind Ci, C; 
ihre Bilder in n', so lege man die Tangenten an C; im Punkt6 P'. 
Diesen beiden Geraden entsprechen in n zwei Loxodromen, welche Ct , C2 in 
P beriihren und denselben Winkel einschlieBen wie Also schlieBen auch 
Ct , C2 denselben Winkel ein wie 

Bei der winkeltreuen Abbildung von n auf n' bleibt der Umlaufsinn erhalten. 
Dies erkennt man durch Umlaufen der in beiden Figuren schraffierten Vierecke. 
Unsere Abbildung von n auf n' ist also konform. 

Zum SchluB wollen wir noch die Koordinate Y' eines Parallelkreises direkt 
durch seine geographische Breite q; ausdriicken. GemaB der Formel (2) auf 
Seite 155 gilt in der stereographischen Projektion (Fig. 107 a) : 

e = tg ( 450 - ). 

(Der Kugelradius ist 1.) Aus (9) entnimmt man 

y'=-lne=ln+=1ncotg(450 - (11) 

Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, daB ( 450 - und ( 450 + 
sich zu 900 erganzen. 

Ais SchluBresultat konnen wir daher formulieren: 
Die M ercatorkarte der Erdkugel entsteht, indem man den Kugelpunkt mit 

der geographischen Lange {} und Breite q; abbildet auf einen Punkt der Bild-
ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten 

x' = {}, Y' = In tg (450 + 
Dabei ist {} im BogenmaB zu messen. Die Karte ist winkeltreu und die Loxo-
dromen der Kugel erscheinen auf ihr als gerade Linien. 

Einfuhrung Zahlen. In der Zeichenebene werde ein kartesisches 
Koordinatensystem x, y gewahlt und es sei eine konforme Abbildung der Ebene 
auf sich selbst gegeben. J edem Punkt P (x, y) entspricht also ein Bildpunkt P' 
dessen Koordinaten (im selben System) wir mit x', y' bezeichnen. Die Theorie 
der konformen Abbildungen wird nun einfacher und iibersichtlicher, wenn wir 
unsere Ebene als komplexe Zahlenebene ansehen. Der Punkt P (x, y) wird also 
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jetzt als komplexe Zahl z = x + iy aufgefaBt (i = imaginare Einheit). Analog 
wird P' (x', y') zur komplexen Zahl z' = x' + i y'. Wir geben einige Beispiele von 
konformen Abbildungen in komplexer Schreibweise. 

1. Die Abbildung z' = a ·z. (Die Zahl a sei eine von Null verschiedene 1) kom-
plexe KOI1stante.) In Worten: Das Bild des Punktes z wird gefunden, indem man 
z mit der festen Zahl a multipliziert. Speziell hat die Zahl 1 (= Einheitspunkt 
auf der x-Achse) den Punkt a als Bild . 

.Y 

Fig. 108 

Zur naheren Diskussion der Abbildung fiihren wir Polarkoordinaten ein 
(Fig. 108). Es sollen der Reihe nach die Punkte a, z, z' die Polarkoordinaten 
(eo, Do), (e, D), (e: D') haben. Dann folgt aus z' = a ·Z: 

e'=eo'e, D'=D+Do' (12) 
Denn zwei komplexe Zahlen a, z werden bekanntlich multipliziert, indem man die 
Betrage eo, e multipliziert und die Argumente Do. D addiert. Aus (12) ergibt sich 
nun leicht, .daB man den. Bildpunkt von z findet, indem man z urn den Winkel Do 
urn den Nullpunkt dreht und dann den Abstand vom Nullpunkt im Verha.ltnis 
eo verlangert. Unsere Abbildung setzt sich also zusammen aus einer Drehung 
mit dem DrehwinkelDo und einer anschlieBenden Streckung mit dem Streckungs-
verhaltnis eo. Man nennt sie daher eine Drehstreckung. In der Fig. lOS ist noch 
dargestellt, wie sich ein gegebenes Quadrat abbildet. Unsere Drehstreckung ist 
eine Ahnlichkeit, also sicher winkeltreu. Uberdies ist die Abbildung kon/orm, da 
der Umlaufsinn offenbar erhalten bleibt. 

Bemerkung: Hat a den Betrag 1 (ist also eo= 1), so handelt es sich urn eine 
reine Drehung. 1st a reell (Do= 0), so ergibt sich eine reine Streckung. 

2. Wir wollen die Drehstreckung verallgemeinern, indem wir zu jedem Bild-
punkt z' eine feste komplexe Zahl b addieren (Fig. lOS). Bezeichnen wir das 
Resultat dieser Addition mit Zll, so folgt Z" = z' + b oder Z" = az+ b. Geometrisch 
bedeutet diese Addition, daB man an den Punkt z' eine Streoke ansetzt, welche 
parallel und gleichgerichtet zu der vom Nullpunkt nach b laufenden Strecke ist. 
Fiihrt man dies fUr einige Punkte z' durch (zum Beispiel fiir die Ecken unseres 
Quadrats), so erkennt man, daB der Ubergang von z' zu Z" eine Parallelver-
schiebung oder Translation bedeutet. Die Abbildung Z" = az + b setzt sich daher 

1) 1m Fall a = ° ware ,,' = 0, das heiBt jeder Punkt z wiirde in den Nullpunkt abgebildet. Det-
artige ausgeartete Abbildungen wollen wir ausschlieBen. 
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zusammen aus einer Drehstreckung und einer Translation; sie ist daher wieder eine 
Ahnlichkeit und konform. Man be weist ohne Miihe, daB z" = az+ b sogar die all-
gemeinste ahnliche Abbildung der Ebene aut sich ist. 

1 . 
3. Die Abbildung z' = z' Benutzt man wieder Polarkoordinaten, so ergibt 

sich aus der Regel fUr die Division zweier komplexer Zahlen: 

(/ = + &' = - {}. (13) 

Ein Blick auf die Formel (5) zeigt, daB die Abbildung die konforme Inversion ist. 

4. Die Abbildung z' = az + . (Die Zahlen a, b, c, d seien gegebene komplexe 
cz + 

Konstanten.) Wir k6nnen voraussetzen c =1= 0, denn der Fall c = 0 wiirde wieder 
auf Beispiel 2. (Ahnlichkeit) fUhren. Wir schreiben die Abbildungsformel zu-
nachst in der Form: a 

, b- c- d , a 
z =cz+d T c (14) 

und setzen zur Abkiirzung 

A=b- + d, c (15) 

Damit lautet die Abbildungsgleichung: 

, A , B 
z = cz+ Ii T . (16) 

Dies zerlegen wir in drei Teilabbildungen, indem wir set zen 
1 

Zl = cz + d, Z2 = - , 
Zl 

also z' = AZ2 + B . (17) 

Die erste und dritte dieser Teilabbildungen sind Ahnlichkeiten 1), die zweite ist 
eine konforme Inversion. Da jede der Teilabbildungen winkeltreu und konform 
ist, gilt dies auch fUr die gegebene Abbildung. Uberdies ist unsere Abbildung aber 
kreistreu, denn jede der Teilabbildungen hat diese Eigenschaft. 

Liegt eine konforme Abbildung einer Ebene (= Originalebene) auf eine andere 
Ebene (Bildebene) yor, so wahle man kartesische Koordinaten x, yin der Original-
ebene und x', y' in der Bildebene. Fiihrt man wieder komplexe Zahlen z = x + i Y 
und z' = x' + i y' ein, so ordnet also die Abbildung jeder Zahl z eine Zahl z' zu. 
Wir wollen noch die M ercatorabbildung in dieser Art schreiben. Sind g, {} wie 
in Fig. 107 Polarkoordinaten in der Originalebene, so folgt aus (9): 

z' = x' + i y' = {}- i In e = (In e+ i {}) = (In e + In e iO )= In (e' e iO). (18) z z z 
Die Eulerschen Formeln ergeben 

z' = In (e cos {} + i e sin {}) = In (x + i y) = In z. z z z 
Die Abbildungsformel heiBt also 

z'= In z. 
1 

(19) 

Die allgemeine Lehre von den konformen Abbildungen ist ein Zweig der 
komplexen Funktionentheorie. Dort wird gezeigt, daB iiberhaupt jede komplexe 
Funktion z' = f (z), welche im Komplexen differenzierbar ist, eine konforme Abbil-
dung ergibt. Dabei muB aber einschrankend hinzugefUgt werden, daB diejenigen 
Punkte z, in welchen die Ableitung f' (z) verschwindet, eine Ausnahmerolle spielen. 

1) In der dritten Abbildung muB A=I= ° sein (vgl. Beispiel 1). Dies ergibt die Bedingung 

b- d=l= 0 oder ad- be =1= 0, welche vorausgesetzt werden muB. 
e 
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ANHANG 

Topologische Gesich tspunkte 

Es sollen noch einige Verallgemeinerungen der Methoden unseres dritten 
Teils (projektive darstellende Geometrie) besprochen werden, welche entstehen, 
wenn man den Begriff der projektiven Abbildung durch den viel allgemeineren 
der topologischen Abbildung ersetzt. Zur genauen Durchfiihrung waren Hilfs-
mittel notig, deren Kenntnis wir dem Leser nicht zumuten konnen. Wir be-
gniigen uns daher mit der Entwicklung der Grundgedanken und verzichten 
auf die Darstellung der Beweise. 

® 

Fig. 109 a Fig.109b 

in der Ebene. In der Ebene IX (Fig.1Oga) sei ein 
Gebietl) G gegeben. (Zum Beispiel das Innere eines Kreises oder eines Recht-
ecks.) Das Gebiet G werde nun in eine Bildebene ii (Fig. 10gb) abgebildet. 
Jedem Punkt P von G sei also ein Bildpunkt P von ii zugeordnet. Diese Ab-
bildung heiBt topologisch, wenn sie stetig2) und ein-eindeutig3) ist. Die Bild-
punkte machen eine Menge G der Ebene ii aus, von der man zeigen kann, daB 
sie wieder eih Gebiet ist. ' 

1) Genaue Definition: Offene und zusammenhangende Punktmenge. 
2) Genaue Definition: Einer.gegen P konvergenten Folge von Punkten aus G entspricht eine 

Punktfolge, welche gegen P konvergiert, und dies gilt fiir jeden Punkt P von G. 
3) Genaue Definition: Zwei verschiedene Punkte von G haben auch verschiedene Bildpunkte. 
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Ein Beispiel fUr eine topologische Abbildung liefert die projektive Ab-
bildung (Fig. 79). Fiir G kann man dabei ein im Endlichen liegendes Gebiet 
von IX nehmen, welches keinen Punkt der Verschwindungsgeraden enthaIt. 
(Zum Beispiel das Innere des in Fig.79a gezeichneten Kreises.) Aber auch 
affine und konforme Abbildungen ergeben Beispiele topologischer Abbil-
dungen. 

Urn von der Abbildung eine Vorstellung zu gewinnen und urn eine engere 
Verbindung mit den genannten Beispielen herzustellen, kann man ein karte-
sisches Koordinatensystem x, y in IX benutzen, dessen Nullpunkt 0 im Gebiet 
G liegt. Die Parallelen zur x-Achse gehen bei der Abbildung iiber in Kurven 
der Ebene ii, welche zusammen eine Kurvenschar bilden, der wir die Nummer I 
geben. Durch jeden Punkt von G geht genau eine Kurve dieser Schar I. Die 
x-Achse geht speziell in eine Kurve x der Schar iiber, welche wir auch die 
«Nullkurve)} der Schar I nennen. Analog bilden sich die Parallelen zur y-Achse 
auf die Kurven einer Schar II abo Lv = Bild der y-Achse = Nullkurve der 
Schar II.) Als Bild des Netzes der Koordinatenlinien der Fig. 109 a erhalten 
wir also in Fig.109b ein Kurvennetz, bestehend aus der Schar lund der Schar II. 
Da die Abbildung ein-eindeutig ist, kann eine Kurve der Schar I mit einer 
Kurve der Schar II hOchstens einen Schnittpunkt haben. Denn dasselbe gilt 
fiir die Koordinatenlinien der Fig.109a. Zum Beispiel haben die beiden Null-
kurven nur den Bildpunkt {j des NuUpunkts gemeinsam. 1m Beispiel der pro-
jektiven Abbildung ist dieses Kurvennetz das Mobiussche Netz der Fig.80b. 

Weiter benutzen wir - wie in der projektiven Geometrie - Skalen auf den 
beiden Nullkurven x und y. Einem Punkt auf der x-Achse mit der Abszisse x 
entspricht ja vermoge der Abbildung ein Punkt der Nullkurve X, an welchen 
wir den Wert von x als Skalenwert schreiben. In der Fig.109b wurden speziell 
die Skalenpunkte mit ganzzahligen Skalenwerten eingezeichnet. Der Punkt 1 
der Skala ist der Bildpunkt X des Einheitspunktes der x-Achse. Die so ent-
standene Skala ist natiirlich recht allgemein; sie hat aber die wichtigen Eigen-
schaften, stetig und monoton zu sein. Das heiBt: DurchHiuft ein Punkt unsere 
x-Achse im Sinne wachsender x-Werte, so durchlauft sein Bildpunkt die 
Kurve x stetig und dauernd in demselben Sinn. Analog konstruieren wir die 
Skala auf der Nullkurve y. 1m Beispiel der projektiven Abbildung sind diese 
Skalen projektive Skalen. 

Die topologische Abbildring'ist nun bestimmt, wenn man das Kurven-
netz und die Skalen auf den beiden Nullkurven kennt. Denn der Bildpunkt P 
eines gegebenen Punktes P kann dann folgendermaBen konstruiert werden. 
Man zieht durch P die beiden Koordinatenlinien bis zu ihren Schnittpunkten 
mit den Achsen und sucht in der Fig.109b die zu diesen Schnittpunkten ge-
hOrigen Skalenpunkte. Durch die beiden Skalenpunkte legt man die Netz-
kurven, welche sich daIin in P schneiden. Dieses Verfahren ist die natiirliche 
Verallgemeinerung der Konstruktion der projektiven Abbildung in Fig. 79. 

Einschrankend ist allerdings zu bemerken, daB es in G Punkte geben kann 
(zum Beispiel Q), fiir welche die Konstruktion nicht durchfiihrbar ist, weil eine 
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Koordinatenlinie das Gebiet G verlal3t, bevor sie die betreffende Achse schnei-
det. Die Konstruktion gelingt jedoch fUr aIle Punkte, welche in einer Kreis-
scheibe liegen, die ihr Zentrum in 0 hat und die ganz in G liegt. Dies genugt uns. 

Anschaulich kann man eine topologische Abbildung auch folgendermal3en 
erzeugen. Man denke sich die Fig.109a auf eine in allen Richtungen beliebig 
dehnbare Unterlage gezeichnet (dunne Gummihaut). Indem man diese Unter-
lage beliebig in ihrer Ebene verzerrt - ohne dal3 Falten oder Risse entstehen -
erhalt man ein topologisches Bild. 

® 5 
z 

J 

Fig. llOa Fig. llOb 

Stetige Perspektive. Der Gedanke liegt nahe, nun auch die Perspektive 
(dritter Teil, § 4) unter Verwendung von topologischen Begriffsbildungen zu 
verallgemeinern und so zu recht allgemeinen Abbildungen eines raumlichen 
Gegenstands auf eine Bildebene zu kommen. An Stelle unseres Kurvennetzes, 
bestehend aus zwei Kurvenscharen in der Bildebene iX, wird man eben jetzt drei 
Kurvenscharen 1) in einer Ebene ex: annehmen, welche in einem Gebiet G von iX 
definiert sind (Fig, 110a). Wir numerieren diese Scharen mit I, II, III. Wie 
oben wird man verlangen, dal3 zwei Kurven aus verschiedenen Scharen h6ch-
stens einen Schnittpunkt haben. Unter dieser Voraussetzung sagt man, die drei 
Kurvenscharen bilden ein Gewebe. Man wird ferner in G einen Punkt i5 wahlen 
und durch ihn die drei Kurven X, y, z ziehen, welche beziehlich den Scharen 
I, II, III entstammen. Wir nennen sie wieder die Nullkurven. Endlich ist auf 
jeder Nullkurve eine stetige und monotone Skala zu wahlen, so dal3 der Null-
strich der Skala auf i5 fii.lIt. 

Diese ganze Konfiguration (ein Gewebe, drei Nullkurven, drei Skalen) stellt 
nun die Verallgemeinerung unseres perspektivischen "\chsenkreuzes des dritten 

1) Eine genaue Definition des Begriffs « Kurvenschar» ist etwa folgendermaBen zu fassen: 
Es seien u, v kartesische Koordinaten in der Ebene ;;: und t (u, v) eine in G definierte und stetige 
Funktion des Variabelnpaars u,v. Dann sei die Schar gegeben durch die Gleichungt(u,v) =const, 
wobei jedem Wert der Konstanten rechts eine Kurve der Schar entspricht. 
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Teils dar. Beim perspektivischen Achsenkreuz besteht das Gewebe aus drei 
Geradenbiischeln (vgl. die FuBnote auf Seite 125) und die Skalen sind pro-
jektiv. 

Urn nun einen Gegenstand abzubilden, bezieht man ihn auf raumliche 
kartesische Koordinaten x, y, z. 1st dann P ein Punkt des Gegenstands mit den 
Koordinaten x, y, z, so sucht man auf den drei Nullkurven die Skalenpunkte, 
welche zu den drei Zahlenwerten x, y, z gehoren. Von diesen drei Skalen-
punkten ausgehend, zeichnet man dann in der Fig.110a das Bild des Ko-
ordinatenquaders, indem man die Kurven des Gewebes benutzt. (Eine zur 
x-Achse parallele Kante des Quaders wird also als Kurvenbogen der Schar I 
gezeichnet, analog die zur y- bzw. z-Achse parallelen Kanten als Bogen der 
Schar II bzw. der Schar III.) Falls nun das Bild des Quaders sich schlieBt, 
das heiBt falls die drei Kurvenbogen, welche den in P zusammenlaufenden 
Quaderkanten entsprechen, durch einen Punkt P gehen, so ist P der Bild-
punkt von P. 

Diese SchlieBungseigenschaft muB erfiillt sein, wenn man drei beliebige 
Punkte auf den Nullkurven als Ausgangspunkte nimmt. Sie ist daher eine 
Eigenschaft des Gewebes allein und hat nichts mit der Wahl der Skalen zu tun. 
Ein Gewebe, in welchem die SchlieBungseigenschaft durchwegs erfilllt ist, 
nennt man - aus Griinden, denen wir nicht nachgehen - ein Sechseckgewebe. 
Der Hamburger Geometer W. BLASCHKE und seine Schiller haben diesen 
Sechseckgeweben zahlreiche interessante Untersuchungen gewidmetl). 

Unser Ansatz zur Definition der Abbildung eines raumlichen Gegenstands 
auf die Ebene ii ist also in einem Sechseckgewebe immer durchfiihrbar. Diese 
Abbildung k6nnte man als «stetige» Perspektive bezeichnen zum Unterschied 
von der «geradlinigem Perspektive unseres dritten Teils (vgl. auch die Fig. 85). 

Die Analogie geht aber noch weiter. Auch die theoretischen Erganzungen 
von Seite 132 lassen sich verallgemeinern. Man kann namlich beweisen, daB 
sich die Ebene ii so topologisch auf eine Ebene oc abbilden laBt, daB unser 
Sechseckgewebe in drei Scharen paralleler Geraden iibergeht (Fig. 170b). 
Speziell kann man nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems y, z in oc 
die Sache so einrichten, daB die Schar I I in die Parallelen zur y-Achse und die 
Schar III in die Parallelen zur z-Achse iibergeht. Das Bild der Schar list dann 
ein System von Parallelen, die in Fig.110b unter 45° nach rechts oben ver-
laufend angenommen wurden. Die Nullkurven ji, Z sollen in die y- und z-Achse 
iibergehen und die Nullkurve x in die gezeichnete Gerade xo. 

Wahlen wir nun noch ein axonometrisches Achsenkreuz in der Fig. 110b, 
dessen Achsen auf xo, y, z liegen und dessen Einheitspunkte Y, Z von 0 die Ent-
fernung 1 haben, wahrend der Einheitspunkt XO beliebig ist, so erhalten wir 
genau die friihere Fig. 91 b. Die ganze Fig. 110 kann daher als Verallgemeinerung 
der Fig.91 angesehen werden. 

Durch den NUllpunkt 0 und die Einheitspunkte xo, Y, Z ist auf jeder Achse 
xo, y, z des axonometrischen Achsenkreuzes eine regelmaBige Skala bestimmt. 

1) w. BLASCHKE, Einfiihrung in die Geometrie der Waben (Birkhiiuser, Basel 1955). 
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Wir iibertragen diese drei Skalen vermoge der topologischen Abbildung in die 
Fig.ll0a. Benutzen wir die damit erhaItenen Skalen auf den Nullkurven 
x, y, z des Gewebes zur Konstruktion eines stetigen perspektivischen Bildes, so 
geht dieses Bild offenbar aus dem axonometrischen Bild des Gegenstands her-
vor, welches in oc mit Hilfe des axonometrischen Achsenkreuzes konstruiert wer-
den kann. Diese Axonometrie ist aber eine Parallelprojektion des Gegenstands. 
(Vgl. den Text zu Fig.91.) Unsere stetige Perspektive kann also erhaIten wer-
den, indem man den Gegenstand auf eine Bildebene parallel projiziert und dann 
dieses Bild topologisch verzerrt. Dieses ResuItat ist die topologische Verallge-
meinerung der Siitze 20 und 22 unseres dritten Teils. 
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