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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich seit zehn
Jahren an der Eidg. Technischen Hochschule in Ziirich iiber darstellende
Geometrie gehalten habe. Es ist kurz gefait, da man darstellende Geometrie
nur erlernen kann, indem man die Grundlagen den Lehrbiichern entnimmt,
das iibrige aber durch eigene Konstruktionen und Ubungen hinzufiigt. Spe-
ziell habe ich mich bemiiht, die Verkniipfung mit héheren und neueren Teilen
der Geometrié herzustellen. Unsichtbar bleibt fiir den Leser die dauernde Aus-
einandersetzung mit den axiomatischen Grundlagen der Geometrie.

Der erste Teil ist im Hinblick auf die Anwendungen in der Technik und
unter spezieller Beriicksichtigung von didaktischen Gesichtspunkten geschrie-
ben worden. Er entspricht ungefihr dem Inhalt meiner Wintervorlesung an
der ETH. fiir Mathematiker, Physiker und Ingenieure aller Arten. Als Ubungs-
stoff zum ersten Abschnitt dieses Teils sei dem Leser das bekannte Werk von
K. DANDLIKER und O. ScHLAPFER empfohlen (Aufgabensammlung der dar-
stellenden Geometrie, 2. Auflage, 1957).

Vom zweiten Teil an tritt dann immer mehr der wissenschaftliche Stand-
punkt in den Vordergrund. Es wird zunichst die Lehre von den Kegelschnitten
auf die Reziprozitit gegriindet, wihrend andere Lehrbiicher dazu gewdhnlich
die Affinitit und Kollineation benutzen. Dieser Weg erschien mir vorteilhaft,
weil damit das Dualititsprinzip korrekt begriindet werden kann und sofort
niitzliche Dienste leistet.

Etwas ausfiihrlicher méchte ich dem Leser den dritten Teil des Buches vor-
stellen. Sinnt man ohne Voreingenommenheit dariiber nach, welche Forde-
rungen man zur theoretischen Begriindung der darstellenden Geometrie an das
ebene Bild einer rdumlichen Konfiguration stellen méchte, so wird man in
erster Linie verlangen, daB das Bild geradentreu sei, daB also jede Gerade im
Raum auch im Bild wieder als Gerade erscheint. Wenn in den Lehrbiichern bis-
her der ProzeB des Projizierens einzig zur Erzeugung von Abbildungen be-
nutzt wird, so scheint mir hier schon eine Verkniipfung mit dem Sehen und
der Anschauung vorzuliegen, welche der Theorie an sich fremd ist. Aus diesem
Grund wurde im dritten Teil eine Theorie der geradentreuen Abbildungen ent-
wickelt, bei welcher das Projizieren nur als Spezialfall erscheint. Durch diesen
etwas hoéheren Grad der Allgemeinheit werden — wie auch sonst in der Mathe-
matik — die Beweise natiirlicher und leichter iibersehbar; so ist zum Beispiel
der berithmte Satz von Pohlke dann entbehrlich. Ob man von einer Verein-
fachung sprechen will, ist natiirlich Geschmacksache. Zum Aufbau dieser
Theorie muBte der Begriff des perspektivischen Achsenkreuzes geschaffen wer-
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den; daB er nicht allzu ungliicklich gewihlt ist, soll der Anhang darlegen. Dort
wird gezeigt, daB dieser Begriff sehr verallgemeinerungsfihig ist.

DafBl auch heute noch beachtenswerte Wechselbeziehungen zwischen der
darstellenden Geometrie und neueren Zweigen der geometrischen Wissen-
schaften bestehen, soll ebenfalls der Anhang auseinandersetzen. Mit Hilfe von
Begriffsbildungen der modernen Theorie der Gewebe werden ndmlich die ge-
liufigen Methoden der darstellenden Geometrie in neuem Licht gezeigt und
stark verallgemeinert.

Von den Anwendungen habe ich diejenigen Teile etwas ausfiihrlicher be-
handelt, welche ungefihr den Stoff einer Spezialvorlesung ausmachen, die ich
jeweils im Sommer an der ETH. halten muB, nidmlich die Grundlagen der
Photogrammetrie und die sphirische Geometrie. Umfangreichere und selbstin-
dige Anwendungsgebiete wie die Nomographie oder kinematische Geometrie sol-
len vielleicht spiter einmal dargestellt werden.

Der Fachmann wird vielleicht einige ithm liebgewordene Einzelheiten ver-
missen. Er mége als Entschuldigung annehmen, daB ich einerseits nach reif-
licher Uberlegung nur die Teile weggelassen habe, die mir dem heutigen Stand
der mathematischen und technischen Wissenschaften nicht mehr angemessen
schienen, und daB ich andererseits den Preis des Buches mdglichst niedrig
halten wollte. Was endlich die Figuren anbetrifft, so habe ich mich bemiiht,
einfach zu bleiben und mit wenigen Linien auszukommen. Es ist ndmlich fiir
den Leser ein recht unangenehmes Geschift, eine komplizierte Figur ent-
wirren zu miissen, bei deren Entstehung er nicht zugegen war und die nur den
Zeichner freut.

Den Herren Prof. Dr. C. BUrrI von der ETH. und O. SCHLAPFER von der
Oberrealschule Ziirich verdanke ich einige Anregungen und Verbesserungen.
Herr Dr. W. BAuM hat mir beim Lesen der Korrekturen geholfen und das
Sachverzeichnis verfat; Herr J. LANGHAMMER, Kartograph, hat mit grollem
Einfithlungsvermégen und erstaunlicher Prizision die Reinzeichnungen fiir die
Figuren hergestellt. Allen diesen Mitarbeitern, insbesondere aber dem Verlag
Birkhduser, danke ich aufrichtig.

Zirich, Februar 1947. E. STIEFEL.

VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE

Da die darstellende Geometrie sich seit dem Erscheinen der 1. Auflage
wissenschaftlich kaum weiterentwickelt hat, konnten grossere Anderungen
unterbleiben. Es wurde aber das Kapitel iber projektive darstellende Geo-
metrie etwas bereichert, indem einerseits die Bedingung hergeleitet ist, dafl
eine Perspektive eine Zentralprojektion sei, und andererseits eine weiter-
gehende Diskussion des gefihrlichen Orts in der Photogrammetrie aufge-
nommen wurde.

Zirich, Oktober 1959 E. STIEFEL
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EINLEITUNG

Darstellende Geometrie ist die Lehre von den geometrischen Abbildungen, inso-
fern sie dem Konstruieren mit Lineal und Zivkel zuginglich sind.

Dabei ist eine geometrische Abbildung irgendeine Zuordnung einer geo-
metrischen Figur (Originalfigur) zu einer anderen (Bildfigur), so daB die Bild-
figur gewisse — und fiir die gerade vorliegenden Zwecke wichtige — Eigenschaften
der Originalfigur ausreichend wiedergibt. Der Leser denke etwa an zwei dhn-
liche Dreiecke, die ja gleiche «Form» haben oder an die Photographie eines
raumlichen Gegenstands, welche ein ebenes Bild des Gegenstands entwirft.

Darstellende Geometrie im engeren Sinn. Darunter verstehen wir
in Weiterfithrung des letztgenannten Beispiels die Lehre von den Methoden,
welche gestatten, von einer im Raum gelegenen Konfiguration (zum Beispiel
von einem geometrischen Korper oder technischen Objekt) ein Bild in der
Zeichenebene herzustellen. Jedem Punkt der Raumfigur soll also ein Punkt
der Zeichenebene entsprechen. Enthilt die gegebene Konfiguration gerade
Linien, so werden wir von einer solchen Abbildung auf alle Fille verlangen, da
diese Geraden auch im Bild wieder als Geraden erscheinen. Wir sprechen dann
von einer geradentreuen Abbildung. Diese Forderung entspricht durchaus dem
eingangs erwihnten Wunsch, einfach konstruieren und zeichnen zu kénnen.
Waire namlich das Bild einer Raumgeraden irgendeine krumme Linie in der
Zeichenebene, so miiBten wir diese Kurve mithsam punktweise konstruieren
und stiickweise mit dem Kurvenlineal ausziehen.

Das Projizieren ist die wichtigste Methode zur Herstellung einer geraden-
treuen Abbildung. Man denke sich in den Raum eine Ebene 7 — genannt Bild-
ebene — gelegt und auBerhalb von ihr einen Punkt Z (das Projektionszentrum)
gewihlt. Durch jeden Punkt P des gegebenen rdumlichen Gegenstands ziehe
man nun den Projektionsstrahl Z P bis zu seinem DurchstoBpunkt P’ mit z.
Der in der Bildebene  gelegene Punkt P’ sei nun das Bild von P; man nennt
ihn auch die Projektion von P. Die damit erklirte Abbildung des Gegenstands
auf die Bildebene = heilit Zentralprojektion, sie ist tatsichlich geradentreu.
Denn das Bild einer Geraden g ist offenbar die Schnittgerade der Verbindungs-
ebene von Z und g mit der Bildebene?).

Denkt man sich das Projektionszentrum Z sehr weit vom Kdorper abliegend
und schlieBlich ins Unendliche geriickt, so gelangt man zum Grenzfall der
Parallelprojektion. Bei ihr sind also die Projektionsstrahlen parallel zu einer

1) Eine Ausnahme tritt ein, wenn g durch das Projektionszentrum Z liuft, indem dann das
Bild von g ein Punkt wird. Allgemein muB8 man daher die Definition der geradentreuen Abbil-
dung so fassen: Das Bild einer Raumgeraden soll eine Gerade oder ein Punkt sein.
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gegebenen Richtung, der Projektionsrichtung. Steht diese Richtung speziell
senkrecht auf der Bildebene, so spricht man von Normalprojektion.

Das Messen und die Anschaulichkeit. Nachdem einmal die Geradentreue
gesichert ist, kann man der Abbildung noch weitere Forderungen auferlegen.
Fiir viele Zwecke ist es wichtig, daB sich die MaBe des Korpers bei der Ab-
bildung nicht auf allzu komplizierte Weise verzerren. Beim Projizieren kann
man dies erreichen, indem man die Bildebene parallel zu einer wichtigen ebenen
Seitenfliche des gegebenen Korpers legt. Die Winkel in dieser Seitenfliche
bleiben dann bei der Abbildung erhalten und die in ihr gelegenen Strecken
werden nur proportional verldngert oder verkiirzt; bei Parallelprojektion blei-
ben sie sogar ungedndert. Wendet man noch spezieller Normalprojektion an,
so erscheinen die zur Bildebene senkrechten Strecken in der Pfojektion als
Punkte, erhalten also die Linge Null. Da man jede allgemein im Raum liegende
Strecke als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks auffassen kann, dessen
Katheten beziehlich parallel und senkrecht zur Bildebene liegen, erkennt man,
daB sich bei der Normalprojektion die Strecken nach einfachen Gesetzen ver-
kitrzen. Man wird daher diese Art der Abbildung benutzen, wenn das Messen
wichtig ist.

Eine andere Forderung ist diejenige nach Anschaulichkeit, was bedeuten
soll, daB das Bild des Gegenstands im Beschauer einen dhnlichen Eindruck
hervorbringen soll, wie der Gegenstand selbst. Um diese Forderung zu erfiillen,
miissen wir unsere geometrische Abbildung auf dhnliche Art herstellen, wie
dies beim Sehen im menschlichen Auge auf optischen Weg geschieht. Da die
Lichtstrahlen sich geradlinig ausbreiten, haben wir es beim Sehen mit einer
Zentralprojektion zu tun, wobei die Augenlinse das Projektionszentrum abgibt
und die (allerdings gekriimmte) Netzhaut an die Stelle der Bildebene tritt.
Anschauliche Bilder kénnen daher durch Zentralprojektion erhalten werden.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, daB die Forderungen nach einfachem
Messen und nach Anschaulichkeit sich teilweise widersprechen; ein Verfahren
der darstellenden Geometrie, das die eine Forderung beriicksichtigt, wird auf
die Erfilllung der anderen weitgehend verzichten miissen.

Zweibildermethode. Durch ein einziges Bild ist der vorgelegte Gegenstand
im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Wird zum Beispiel ein Wiirfel in
der Richtung einer Korperdiagonalen normal auf eine Bildebene projiziert,
so ist das entstehende Bild identisch mit dem Bild eines reguliren Sechsecks,
dessen Ebene parallel zur Bildebene liegt (Figur 4). Daher entwickelt die dar-
stellende Geometrie Methoden, um von einem Gegenstand zugleich zwei oder
mehrere Bilder herstellen zu kénnén, welche ihn dann zusammen eindeutig
bestimmen, so daB Konstruktionsaufgaben am riumlichen Objekt durch
Zeichnen in den beiden Bildern gelést werden konnen.

Krumme Flichen. Es sei etwa die Aufgabe gestellt, ein Stiick einer Kugel-
oberfliche auf die Zeichenebene abzubilden. Hier wird nun die Forderung der
Geradentreue gegenstandslos, da es auf der Kugel keine Geraden gibt. Als
wesentliche und einzige Forderung bleibt also ibrig, daB sich die Malle auf der
Kugeloberfliche bei der Abbildung mdéglichst wenig verzerren sollen. Leider ist
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es unmdoglich, die Abbildung vollstindig ldngeniren zu machen. Fiir diese Be-
hauptung werden wir unten einen Beweis geben. Hingegen kennt man winkel-
treue oder flichentreue Abbildungen; die erstgenannten haben die Eigenschaft,
den Winkel, unter dem sich irgend zwei Kurven auf der Kugel schneiden, im
Bild in derselben GréBe wiederzugeben; bei den flichentreuen Abbildungen
bleibt der Inhalt irgend eines Flichenstiicks auf der Kugel bei der Abbildung
erhalten.

Darstellende Geometrie im weiteren Sinn, Wie eingangs schon erwihnt
wurde, untersucht die darstellende Geometrie auler der Abbildung einer rdum-
lichen Figur auf die Zeichenebene auch allgemeinere Verwandtschaften zwischen
Figuren. Sie verfolgt dabei den Zweck, eine gegebene Figur durch eine andere
zu ersetzen, in welcher eine vorgelegte Konstruktionsaufgabe dann einfacher
l6sbar wird. So gibt es zum Beispiel Abbildungen, welche gewisse Kreise der
Zeichenebene in Geraden derselben Ebene iiberfithren. Eine Kreisaufgabe wird
dann zu einer Aufgabe tiber Geraden, also einfacher.

Dieses Prinzip der Transformation geometrischer Figuren kann auch zur
Herleitung neuer Sitze benutzt werden, indem aus einer bekannten Eigen-
schaft der alten Figur durch die Transformation eine Eigenschaft der neuen
Figur entstehen kann, die bisher unbekannt war, oder die sich auf anderem
Weg nur umstindlich beweisen lieBe.

Unmdglichkeit dev lingentreuen Abbildung eines Gebietes dev Kugel auf eine
Ebene. Unter der sphdrischen Entfernung zweier Kugelpunkte verstehen wir die
Linge des kiirzesten GroBkreisbogens, der die beiden Punkte verbindet. Die
genaue Definition der lingentreuen Abbildungen eines Gebietes G der Kugel-
oberfliche auf ein Gebiet G’ der Zeichenebene fassen wir folgendermallen:

a) Jedem Punkt P von G soll eindeutig ein Punkt P’ von G’ als Bildpunkt
zugeordnet sein.

b} Dadurch entspreche auch umgekehrt jedem Punkt von G’ eindeutig ein
Punkt von G.

¢) Die sphirische Entfernung zweier beliebiger Punkte P, Q von G sei gleich
der Entfernung ihrer Bildpunkte P’, Q' (im Sinne der ebenen Geometrie).

1. Hilfssatz: Bei einer solchen lingentreuen Abbildung wiirden zwei senk-
rechte Geraden a’, b’ der Bildebene (deren Schnittpunkt in G’ liegt) iibergehen
in zwei GroBkreise a, b der Kugel, die sich wieder senkrecht schneiden.

Beweis: Man zeichne in G’ ein Quadrat 4" B’C’D’ und nehme fiir a’, b’ die
beiden Diagonalen a’ = A’C’ und b = B’D’ des Quadrates. a’ ist dann der
geometrische Ort aller Punkte, die von B’ und D’ dieselbe Entfernung haben.
Sind daher 4, B, C, D die Originalpunkte auf der Kugel, so geht wegen der
Lingentreue a’ iiber in den geometrischen Ort aller Kugelpunkte, die von B und D
dieselbe sphirische Entfernung haben. Dies ist ein GroBkreis 4 durch 4 und C.
Analog geht b’ iiber in einen GroBkreis & durch B und D. Diese beiden GroBkreise
schneiden sich tatsichlich senkrecht (weil eben die Punkte von a dieselbe sphi-
rische Entfernung von den beiden auf & gelegenen Punkten B, D haben).

2. Achten wir jetzt auf die Seiten des Quadrats, so ergibt sich aus dem Hilfs-
satz, daBl das Quadrat iibergehen miiBte in ein von vier GroBkreisbogen begrenz-
tes Viereck auf der Kugel, das vier rechte Winkel hat. So etwas gibt es aber auf
der Kugel nicht, denn die Winkelsumme in einem sphéirischen Viereck ist immer
grofer als 3600,
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ERSTER TEIL

Elementare darstellende Geometrie

1. Abschnitt: Zugeordnete Normalprojektionen

Diese Methode soll zum Losen raumlicher geometrischer Aufgaben verwen-
det werden, also zum Konstruieren an dreidimensionalen Gegenstinden; sie
eignet sich weniger zur anschaulichen Darstellung gegebener Objekte.

§ 1. Das Koordinatensystem

Ein riumliches Kartesisches Koordinatensystem besteht aus drei Achsen
%,9,%, welche von einem Nullpunkt O auslaufen und senkrecht aufeinander-
stehen, und aus drei auf diesen Achsen gelegenen Einheitspunkien X,Y,Z, deren

¥4

Fig. 1

Entfernung von O die Lingeneinheit ist. In Fig.7 ist noch der Einheitswiirfel
dargestellt, der OX, 0Y, OZ als Kanten hat.

Gewdhnlich legt man das Koordinatensystem so in den Raum, daB die
2-Achse vertikal verlduft; die drei Kanten eines Zimmers, welche in einer un-
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teren Zimmerecke zusammenlaufen, ergeben also ein einfaches Modell eines
Koordinatensystems. Die x,y-Ebene (das heiBt die Ebene, welche durch die
x- und durch die y-Achse aufgespannt wird) liegt dann horizontal und heil}t
Grundrifebene. Analog wird die y, z-Ebene als Aufrifiebene und die z, x-Ebene als
Seitenrifiebene bezeichnet. Diese drei Ebenen heilen auch die Koordinatenebenen.

Ein Koordinatensystem nennt man positiv orientierf, wenn ein Mann, der
sich an der z-Achse aufstellt (FiiBle in O, Kopf in Z, Front gegen X), «linksum»
machen muB, um Y vor sich zu haben. Bel negativ orientierten Koordinaten-
systemen verlangt dieser Frontwechsel die Bewegung «rechtsum». Zwei gleich-
orientierte Koordinatensysteme mit derselben Lingeneinheit kénnen durch eine
Bewegung zur Deckung gebracht werden, wihrend zwei verschieden orientierte
Systeme durch Bewegung nur so zueinander gelegt werden kénnen, daf3 sie be-
ziiglich einer Ebene spiegelbildlich sind. Wir verwenden nur positiv orientierte
Koordinatensysteme.

I %4
E__y
P’ /{,\/v
T/\j
Z
Z
y
X
e
S
X
Fig. 2

In Fig.2 ist ein allgemeiner Punkt P des Raumes dargestellt; durch Ziehen
von Parallelen zu den Achsen des Koordinatensystems entsteht der gezeichnete
Quader; er heiBt Koordinatenguader von P. Die mit der gegebenen Lingen-
einheit gemessenen Maflzahlen seiner Kanten nennt man die Koordinaten x,,2
von P; speziell ist x die MaBzahl der vier zur x-Achse parallelen Kanten
(analog v,z). Die Koordinaten werden mit Vorzeichen versehen, und zwar wird
zum Beispiel x positiv oder negativ gerechnet, je nachdem, ob P auf derselben
Seite der y,z-Ebene liegt wie der Einheitspunkt X, oder nicht. Durch diese
Festsetzung wird erreicht, daB ein Punkt durch seine drei Koordinaten ein-
deutig bestimmt ist. Durch Abmessen an Fig.2 stellt man zum Beispiel fest

=42, y=+1}, z2=+2

und schreibt kurz P(2,14,2). Soll umgekehrt ein Punkt P aus seinen Koordina-
ten konstruiert werden, so geht man am besten lings der x-Achse bis P;, dann
parallel zur y-Achse bis P’ und endlich paraliel zur z-Achse bis P.
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x und v sind die Koordinaten von P’ in der GrundriBlebene im Sinne der
ebenen analytischen Geometrie (x= Abszisse, y=Ordinate), und z ist die Hohe
(Kote) von P iiber der GrundriBebene.

Die in den Koordinatenebenen gelegenen Punkte P’, P”,P” heillen die
Projektionen von P, speziell

P’ =1. Projektion von P =Grundrifi von P;
P" =2. Projektion von P==Aufriff von P;
P"=3. Projektion von P= Seitenrif von P.

In der Tat entsteht ja zum Beispiel der Aufri P”, indem P normal auf die
AufriBebene projiziert wird, das heiBt, indem man durch P eine Normale
zur AufriBebene legt und diese dann mit der AufriBebene durchstéft. Oder
anders ausgedriickt: Der AufriB eines Punktes oder Gegenstandes ist sein
Schatten auf die AufriBebene, wenn die Lichtstrahlen senkrecht zur Aufrif3-
ebene einfallen. Analoges gilt fiir den Grund- und den Seitenril3.

Da die drei Koordinatenebenen die Projektionen eines Gegenstands ent-
halten, nennt man sie auch die Projektionsebenen. Allgemein nennt man die
beiden Normalprojektionen eines Gegenstands auf zwei zueinander senkrecht
stehende Ebenen zugeordnete Normalprojektionen (zum Beispiel Grund- und
AufriB).

i\

Ja)
<

Zur Erliuterung des Gesagten ist in Fig.3 ein regulires Oktaeder samt
Grund- und AufriB dargestellt. Die Diagonalen des Korpers liegen parallel zu
den Koordinatenachsen.

\
J

<

)

Fig. 3
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§ 2. Darstellung der Raumelemente (Punkt. Gerade, Ebene)

Das wichtigste Verfahren der darstellenden Geometrie besteht nun darin,
daB man die drei Koordinatenebenen auseinandernimmt und nebeneinander in
die Zeichenebene legt. So entsteht aus Fig.2 die Fig.2a. Dabei wurde die An-
ordnung so getroffen, dafl die x-Achse der GrundriBebene und die z-Achse der

V4
Seitenrissebene
P X J - P Ordungsfinie
z / 7/ z2 Aufrissebene
7/ 7
20 S O
d X g 0 I4 J
Cﬂ Y
2
/
; Y
J X Grundrissebene
S
¥ P
X 0 L.
rdnungshnie
Fig. 2a

AufriBebene in eine vertikale Gerade fallen und analog die y-Achse der AufriB3-
ebene und die x-Achse der SeitenriBBebene in eine horizontale Gerade. Dies hat
den folgenden Vorteil: ,

1. Der Grundriff P’ und der Aufriff P" eines Raumpunktes P liegen auf einer
vertikalen Geraden (Ordnungslinie).

Denn P” hat in der AufriBebene von der z-Achse denselben Abstand y wie
P’ in der GrundriBebene von der x-Achse. Ebenso liegen P” und P” auf einer
horizontalen Ordnungslinie.

Bei komplizierteren Figuren wird man die Grundriflebene so weit nach unten
schieben, daBl Grund- und Aufri nicht ineinander geraten.

In Fig.2a konnen die Koordinaten x,vy,z des Raumpunktes P abgelesen
werden, sobald zwei seiner Projektionen (zum Beispiel P’ und P") gegeben
sind; daher gilt

2. Der Rawmpunkt P ist durch zwei seiner Projektionen eindeutrg bestimmt.
Meistens 148t man daher in Fig.2a die Seitenriebene weg und spricht dann
vom Grund- und Aufrifverfahren. Ebensogut kann man aber im Auf- und
Seitenri} konstruieren.
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Fig. 4 zeigt als Ubung im Grund- und AufriB einen auf einer Ecke 4 stehenden
Wiirfel. Der Grundri wurde als regulidres Sechseck angenommen. Die Flichen-
diagonale CD liegt parallel zur GrundriBebene, und ihre Linge ¢ kann daher im
GrundriB von C’ bis D’ in wahrer Groe abgemessen werden; sie liefert die Linge
b=a}/3/2 der Kérperdiagonalen, welche im Aufri von 4” bis B” abgetragen
wurde, Die Punkte E”, F” teilen A” B” in drei gleiche Teile und ergeben so den
AufriB des Wiirfels.

Z

P
0"’“4‘1 Jé/[”
N )
b A N
\i,
£
N
1 IA” ,
o— 4

Fig. 4

Die Gerade. In Fig. 5a sind Grund- und Aufril einer im Raum liegenden
Geraden g aufgezeichnet. Wir wollen uns iiberlegen, ob durch g’ und g" die
Raumgerade g selbst bestimmt ist. Zu diesem Zweck legen wir eine Ordnungs-
linie 7 und markieren ihre Schnittpunkte 4°, 4" mit g’ und g”. Nunsind 4", 4"
die beiden Projektionen eines gemil Satz 2 eindeutig bestimmten Raumpunk-
tes A, der auf g liegt. Eine weitere Ordnungslinie 2 ergibt einen zweiten
Punkt B, womit g als Verbindungsgerade AB festgelegt ist. Das Verfahren
versagt nur dann, wenn beide Projektionen der Geraden vertikal liegen (Fig.5a,
Gerade #). Alle Punkte dieser Geraden % haben dieselbe Ordinate ¥y, also ist
die Raumgerade A parallel zur SeitenriBebene; sie heilt dritfe Haupigerade.

3. Eine Gerade ist durch ihren Grund- und Aufriff bestimmi, falls sie nicht
dritte Hauptgerade ist.

Um die Lage von A festzulegen, kann man etwa in Fig. 5a den SeitenriB 4" hin-
zufiigen. Dieses Beispiel gibt AnlaB zur folgenden grundsitzlichen Bemerkung:

Stiefel 2
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4. Versagt eine geometrische Konstruktion in einem bestimmien Spezialfall,
so ist sie ungenau tn allen Fillen, die sich diesem Spezialfall nihern.

Man kann also zum Beispiel mit einer Geraden, deren erste und zweite Pro-
jektion fast vertikal verlaufen, im Grund- und AufriB3 allein nicht genau arbei-
ten; es muB auBerdem der Seitenri3 gegeben sein.

z

4

Fig.5a Fig.5b

Wir benutzen die Gelegenheit, um dem Leser auch eine erste Hauptgerade h,
(Parallele zur GrundriBebene) und eine zweite Hawptgerade h, (Parallele zur Aui-
riBebene) vorzustellen (Fig.5b). Bei einer ersten Hauptgeraden zum Beispiel
ist der AufriB horizontal, der Grundrifl aber beliebig.

Fig. 6a Fig. 6b

Die Ebene. In Fig.6a—d sind jeweils zwei Geraden 4,b in verschiedenen
gegenseitigen Lagen dargestellt,
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Fig.6a: Sich schneidende Geraden. Schnittpunkt P. Zwei solche Geraden
bestimmen eine Ebene «, und auf diese Weise werden wir eine Ebene immer dar-
stellen.

5. Eine Ebene wird durch zwei sich schneidende Geraden gegeben.

Fig.6b: Sich nicht schneidende Geraden («windschiefer Geraden). Der
Schnittpunkt der beiden Aufrisse und der Schnittpunkt der beiden Grundrisse
liegen nicht auf einer Ordnungslinie!

V4 Z
A , z
e
_~ 7
2 2z
© Y
e i
<]
P
X
Fig. 6¢ Fig. 6d Fig. 7

Fig.6¢: Parallele Geraden bestimmen auch eine Ebene.

Fig.6d: Erste Deckgeraden. (Die beiden Grundrisse fallen zusammen.) Die
durch diese beiden Geraden aufgespannte Ebene « steht senkrecht zur GrundriB-
ebene und heiBt auch erste projizierende Ebene. (Denn sie ist parallel zur z-Achse,
also parallel zur Projektionsrichtung, welche den Grundri8 liefert.) Die Grund-
risse aller Punkte von « liegen auf a’'=1¥’, also ist a’=0’ der GrundriB «’ von «.
Da « durch diese Gerade o eindeutig im Raum bestimmt ist, setzen wir fest:

5a. Eine erste (zweite) projizierende Ebene wivd durch ihre erste (zweite) Pro-
jektion gegeben, es ist dies eine Gerade.

Die Hauptebenen (Parallelebenen zu den Koordinatenebenen) sind Spezial-
falle von projizierenden Ebenen. Eine erste Hauptebene zum Beispiel ist zugleich
zweite und dritte projizierende Ebene; sie wird gegeben durch ihren Aufri
= horizontale Gerade (Fig.7: erste Hauptebene x und Punkt P in ihr).

Punkt und Gerade in der Ebene. Grundaufgabe 1. (Fig.8.) Gegeben
eine Ebene «, aufgespannt durch ¢ und b, und der Grundrifl g’ einer in ihr lie-
genden Geraden. Gesucht der AufriB g”.

Lésung: g schneidet die Geraden @ und & in zwei Punkten 4, B, deren
Grundrisse A’, B’ bekannt sind. Mit Hilfe der Ordnungslinien findet man
A’ B” auf a” bzw. b” und damit g". (Analog geht man nattirlich vor, wenn der
AufriB der Geraden gegeben und der Grundrif gesucht ist.)
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Spezialfall. (Fig. 8.) In der gegebenen Ebene « soll eine erste Hauptgerade
4, konstruiert werden.

Losung: A7 kann als beliebige Horizontale anigenommen werden. A; findet
man dann nach Grundaufgabe 1.

Alle ersten Hauptgeraden der Ebene o. sind parallel, denn sie sind die Schnitt-
geraden von « mit den untereinander parallelen ersten Hauptebenen.

Fig. 8

Grundaufgabe 2. (Fig.8.) Gegeben eine Ebene « und der GrundriB P’ eines
in ihr liegenden Punktes P. Gesucht der Aufri3 P”".

Losung: Man legt durch P eine Hilfsgerade g, welche der Ebene angehért.
Grundri8 g’ wihlbar, Aufri g” gemi8 Grundaufgabe 1.

In Fig.8 wurde das Koordinatensystem weggelassen, da es beim Konstru-
ieren keine Rolle spielt, sondern nur zum Aufzeichnen der gegebenen Punkte
und zum Abgreifen der Koordinaten der gesuchten Stiicke benutzt werden muB.

§ 3. Lageaufgaben

Der folgenden Behandlung der Grundaufgaben der Lage schicken wir zwei
Bemerkungen voraus. Der Anfinger beklagt sich oft beim Betrachten von
Grund- und Aufrifizeichnungen (zum Beispiel Fig.8) dariiber, daf§ er sich die
Konfiguration nicht mehr im Raum vorstellen kann; er hilt sich dann infolge
mangelnder Vorstellungskraft fiir ungeeignet, die darstellende Geometrie zu
erlernen. Darauf ist zu antworten, daB der Vorteil des Grund- und Aufri-
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verfahrens gerade darin besteht, dal man konstruieren kann, ohne bei jedem
Schritt die Raumvorstellung zu Hilfe nehmen zu miissen.

Zweitens sei folgende wichtige und fast selbstverstandliche Konstruktions-
regel hervorgehoben:

6. Jeder Konstruktionsschritt in etner Projektion (zum Beispiel im Grundrif)
muf sofort auch in der anderen Projektion (Aufrif).ausgefithrt werden.

Denn nur durch beide Projektionen ist die riumliche Konfiguration festgelegt
und damit das Fundament fiir die folgenden Konstruktionsschritte vorhanden.

Die Raumelemente (Punkte, Geraden, Ebenen) kann man miteinander
schneiden und verbinden. Alle derartigen Aufgaben heillen Lageaufgaben, zum
Unterschied von den metrischen Aufgaben, welche das Messen voraussetzen,
also mit Langen und Winkeln zu tun haben. Diese Einteilung der Grundauf-
gaben in zwei Klassen ist fundamental, indem die Probleme derselben Klasse
auch mit gleichartigen Hilfsmitteln gelést werden.

Zwei Raumelemente ergeben so durch die Prozesse des Schneidens und Ver-
bindens ein neues Raumelement gemiB folgender Tabelle:

Punkt Gerade Ebene
Punkt Verbindungsgerade Verbindungsebene
Gerade ( _ _Schnittpunkt DurchstoBpunkt
aufgespannte Ebene
Ebene Schnittgerade

Bemerkung: Zwei Geraden ergeben nur dann ein neues Raumelement, wenn
sie nicht windschief sind; dann bestimmen sie aber im allgemeinen gleich zwei
Raumelemente, nimlich jhren Schnittpunkt und die von ihnen aufgespannte
Ebene. Es kann der Grenzfall der parallelen Geraden eintreten ; diese bestimmen
wohl eine Ebene, aber keinen (endlichen) Schnittpunkt.

Wir 18sen nun obige Aufgaben im Grund- und AufriBverfahren.

Grundaufgabe 3. Verbindungsgerade von zwei Punkten. Ist in § 2 enthalten.

Grundaufgabe 4. Verbindungsebene eines Punktes P und einer Geraden a.
Man wihle auf a einen Hilfspunkt 4. Die Ebene wird dann aufgespannt durch
a und die Gerade A P.

Grundaufgabe 5. Schnittpunkt und aufgespannte Ebene zweier Geraden.
Ist bereits in § 2 enthalten.

Grundaufgabe 6. Durchstofpunkt einer Geraden g mit einer Ebene «
(Fig.9). Man konstruiert die erste Deckgerade 4 von g, welche in der Ebene «
liegt (Grundril d'=g’, Aufrif d” dann gemidB Grundaufgabe 1). Der Schnitt-
punkt von g und 4 ist der gesuchte Durchsto8punkt D. Ebensogut konnte man
natiirlich die zweite Deckgerade verwenden.

Grundaufgabe 7. Schnitigerade von zwei Ebenen o und 8. Wir behandeln
zunéchst einen hiufig auftretenden Spezialfall. Er besteht darin, da von vorn-
herein ein gemeinsamer Punkt P der beiden Ebenen bekannt sein soll, etwa
indem die vier Geraden, welche « und § aufspannen, von P auslaufen.
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Methode der Spuren. Man legt eine Hilfsebene 7z und bestimmt die Schnitt-
geraden a,b von «,f mit z, welche auch die Spuren von «,f8 in der Ebene n

”

g

Fig. 9

heiBen. Dies gelingt ohne weiteres, wenn 7t eine (erste oder zweite) projizierende
Ebene ist. Der Schnittpunkt @ der beiden Spuren a,b ist ein zweiter Punkt der

Fig. 10

gesuchten Schnittgeraden s. In Fig.70 wurde z speziell als erste Hauptebene
angenommen und durch den AufriB n” gegeben. Die Aufrisse a”, b” fallen in
a”, die Grundrisse findet man nach Grundaufgabe 1.
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Im allgemeinen Fall kann man nun diesec Methode der Spuren zweimal an-
wenden, indem man noch eine zweite Hilfsebene wihlt.

Bei manchen Aufgaben ist es zweckmiBig, das Problem «Schnittgerade»
durch das Problem «DurchstoBpunkt» zu ersetzen und umgekehrt:

Schnittgerade zuriickgefithrt auf Durchstofpunkt. Um zwei Ebenen miteinan-
der zu schneiden, wihle man in der einen eine Gerade und durchstoBe diese mit
der anderen. Der DurchstoBpunkt ist ein erster Punkt der gesuchten Schnitt-

Fig. 11

geraden; Wiederholung des Verfahrens liefert einen zweiten Punkt. Als Beispiel
wurde in Fig.77 die Verschneidung eines Parallelogramms mit einem Dreieck
konstruiert. Es wurde die Gerade a mit der Parallelogrammebene und die
Gerade & mit der Dreiecksebene durchstoBen. Die Sichtbarkeit wird mit Hilfe
der Uberkreuzungsstellen entschieden. Zum Beispiel fillt im GrundriB der
Parallelogrammpunkt A mit dem Dreieckspunkt B zusammen. Der Aufril
zeigt, daBl B hoher liegt als A4, also verschwindet an dieser Stelle im Grundrif3
die Parallelogrammkarnte unter der Dreieckskante.

Durchstofpunkt zuriickgefiihrt auf Schwitigerade. Um eine Gerade g mit einer
Ebene « zu durchstolen, lege man beliebig eine Hilfsebene § durch g und be-
stimme die Schnittgerade von « und §. Thr Schnittpunkt mit g ist der gesuchte
DurchstoBpunkt. In Fég.72 haben wir nach diesem Verfahren die DurchstoB-
punkte einer Geraden g mit einer Pyramide ermittelt. Um zum Beispiel den
DurchstoBpunkt von g durch die Seitenebene « zu konstruieren, soll nach dem
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eben Gesagten eine Hilfsebene g durch g gelegt werden. Wir benutzen die vor-
handene Freiheit, indem wir f§ speziell durch die Pyramidenspitze S legen.
(Grundaufgabe 4: = Verbindungsebene von S und g. Der Hilfspunkt P wurde
speziell in derselben Héhe wie S gewihlt.) Diese Wahl von f hat den Vorteil,
daB S bereits gemeinsamer Punkt von « und g ist, so da8 wir zur Konstruktion
der Schnittgeraden s von « und § die Methode der Spuren anwenden kénnen.
Es werden also die Spuren von « und £ in der ersten Hauptebene 7z (= Stand-
ebene der Pyramide) ermittelt. (Die Spur b von § verlduft als erste Hauptgerade

paralle/

Fig. 12

parallel zu der schon vorhandenen Hauptgeraden %;.) Der Schnittpunkt der
beiden Spuren ergibt einen weiteren Punkt der Schnittgeraden s, welche aus g
den gesuchten DurchstoBpunkt schneidet.

Parallelenprobleme. Die folgenden Aufgaben, in denen der Begriff
«parallel» vorkommt, rechnen wir ebenfalls zu den Lageaufgaben.

Aufgabe 3’. Durch einen Punkt die Parallele zu einer gegebenen Geraden
zu legen.

Aufgabe 4’. Durch einen Punkt P die Parallelebene zu einer gegebenen
Ebene « (aufgespannt durch a und &) zu legen.

Losung: Die Parallelen zu 2 und & durch P spannen die gesuchte Ebene auf.

Aufgabe 4", Durch eine Gerade a die Parallelebene zu einer gegebenen
Geraden b zu legen.

Losung: Hilfspunkt 4 auf ¢ wihlen und durch 4 die Parallele zu b legen;
diese spannt mit & zusammen die gesuchte Ebene auf.

Diese Aufgaben konnen als Grenzfille der frither behandelten Grundauf-
gaben 3 und 4 angesehen werden. Wir zeigendies etwa fiir4”. Man denke sich auf &
einen laufenden Punkt P gewihlt und die Verbindungsebene von a mit P
konstruiert. Strebt nun P auf & ins Unendliche, so geht diese Verbindungs-
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ebene in die verlangte Parallelebene iiber. Bei Aufgabe 4’ hitte man analog in «
eine laufende Gerade zu betrachten, welche unendlich fern wird. Wir merken
uns:

7. Probleme, in welchen der Begriff «parallel» vorkommt, sind als Grenzfille zu
behandeln.

Dies gilt auch dann, wenn zwar das Wort «parallel» nicht auftritt, aber der
Begriff «parallely trotzdem versteckt vorkommt. So gewdhne man sich zum
Beispiel daran, Prisma und Zylinder immer als Pyramide bzw. Kegel mit un-
endlich ferner Spitze anzusehen.

7-//

Fig. 13

Anwendungen. Die Lageaufgaben treten auf bei Verschneidungen von Poly-
edern und bei Schattenaufgaben. In Fig. 73 wurde eine regulidre 6-seitige Pyramide
mit einer Ebene « geschnitten. (a ist durch eine erste und eine zweite Haupt-
gerade aufgespannt.) Zunichst wurde mit Hilfe einer zweiten Deckgeraden die
Pyramidenkante g mit « durchstoBen, was eine erste Ecke D des Schnitt-Sechs-
ecks ergibt. Sodann hat man o mit der anliegenden Pyramidenseite § geschnitten.



26 Erster Teil: Elementare darstellende Geometrie

Da D bereits Punkt der Schnittgeraden ist, kann die Methode der Spuren ange-
wendet werden: Die Spuren a,b von o, § in der Grundflichenebene = schneiden
sich in einem weiteren Punkt der gesuchten Schnittgeraden s, welche dann eine
zweite Ecke E des Schnitt-Sechsecks liefert. Mit Hilfe von E bestimmt man dann
analog wie bei D die folgende Seite der Schnittfigur usw.

Fig.14 zeigt den Schatten eines Schornsteins auf eine Dachfliche (= dritte
projizierende Ebene). Konstruiert wurde im Auf- und Seitenri. Gewdhlt wurde
die sogenannte 45°-Beleuchtung oder konventionelle Beleuchtung, das heilit, die
Lichtstrahlen sind untereinander parallel und fallen in beiden Projektionen
unter 45° ein. Um den Schatten A von 4 zu finden, muB der Lichtstrahl / mit der
Dachfliche durchstoen werden.

Fig. 14

£’ = Pendelachse

Fig. 15

Fig.15: Durchdringung einer reguliren dreiseitigen Pyramide mit einem drei-
seitigen Prisma. Beide Grundflichen liegen in der GrundriBebene, und die Kon-
struktionen wurden im Grundrif allein ausgefithrt. Es muBl zum Beispiel die
Prismenkante ¢ mit der Pyramide durchstoBen werden. Dies geschah nach der
Methode der Fig.12, indem durch g und die Pyramidenspitze S eine Hilfsebene f
gelegt wurde. § kann aufgespannt werden durch g und die Parallele p durch S



1. Abschnitt: § 4. Metrische Aufgaben 27

zu den Prismenkanten; der DurchstoSpunkt D von p mit der GrundriBebene
wurde in Fig. 15 willkiirlich angenommen. Die Spur b von § in der Grundriebene
liefert nach dem Muster von Fig.12 die gesuchten DurchstoBpunkte.

Um umgekehrt die DurchstoBpunkte einer Pyramidenkante f mit dem
Prisma zu finden, wurde dasselbe Verfahren angewendet, das hei3t ei- ¢ Hilfs-
ebene y durch f und die (unendlich ferne) Prismenspitze gelegt. y liuft also durch
f parallel zu den Prismenkanten und kann aufgespannt werden durch f und die
oben benutzte Parallele p. y schneidet aus dem Prisma zwei Mantellinien
(= Parallele zu den Kanten), deren Schnittpunkte mit f wieder die verlangten
Durchstopunkte sind.

Da alle Hilfsebenen f§,y... durch p gehen, also um p als Achse pendeln,
spricht man vom Pendelebenenverfahven und nennt p die Pendelachse. Sum-
marisch ausgedriickt, besteht somit unser Konstruktionsverfahren darin, daB
man die Pendelachse p durch die Spitze der Pyramide und parallel zu den Pris-
menkanten zieht und dann Pendelebenen durch p und die Kanten des einen Kor-
pers legt; diese schneiden aus dem anderen Korper Mantellinien.

Ubungen, steveometvische Losung. Die folgenden Probleme fiihren nur auf Lage-
aufgaben. Bevor man mit der Zeichnung beginnt, hat man sich die stereometrische
Lésung zu iiberlegen. Diese besteht darin, da3 man die vorgelegte Aufgabe in Ge-
danken in die einzelnen oben behandelten Grundaufgaben zerlegt. Diese Arbeit be-
ruht auf der Raumvorstellung; die darstellende Geometrie kann dabei nicht helfen.

1) Durch drei gegebene Punkte die Ebene zu legen.

2) Gegeben zwei windschiefe Geraden a,b und eine Richtung /. Man kon-
struiere eine Parallele zu /, welche a und b schneidet (auch «gemeinsame Trans-
versale» von a und b parallel zu ! genannt). Stereometrische Losung: Ebene «
durch a parallel zu /, DurchstoBpunkt D von « und b. Gesuchte Gerade geht durch
D parallel zu L.

3) Gegeben drei windschiefe Geraden. Man konstruiere ein Parallelepiped
(Korper, begrenzt von 6 Parallelogrammen), von dem drei Kanten auf diesen
Geraden liegen.

4) Gegeben ein Parallelepiped und eine Richtung /. Unter Beibehaltung einer
Seitenfliche verwandle man den Korper in ein volumengleiches Parallelepiped,
welches Kanten parallel zu [ besitzt.

5) Gegeben eine vierseitige Pyramide. Gesucht eine Ebene, welche aus ihr
ein Parallelogramm schneidet. Darstellung des Schnittes.

6) Schnitt eines Prismas mit einer Ebene.

7) Durchdringung einer Pyramide (Grundfliche in der Grundrilebene) mit
einer zweiten Pyramide, deren Grundfliche in der SeitenriBebene liegt. Zur
Losung: Pendelachse = Verbindungsgerade der beiden Spitzen.

§ 4. Metrische Aufgaben

Grundaufgabe 8. Eindimensionale Probleme. Darunter verstehen wir das
Messen auf einer Geraden g, welche allgemein im Raum liegt. Beispiel: Be-
stimmung der wahren Linge einer durch ihre Endpunkte gegebenen Strecke,
oder Abtragen einer gegebenen Linge auf einer gegebenen Geraden g. Diese
Aufgaben werden mit Hilfe des Profildreiecks gelbst. In Fig.16a ist anschaulich
im Koordinatensystem x,v,z eine Gerade g dargestellt, auf welcher zwei
Punkte A, B gewdhlt wurden. Das schraffierte Profildreieck ist bei H recht-
winklig; wir merken uns von ihm die folgenden Eigenschaften:
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1) Die horizontale Kathete AH ist gleich dem Grundri§ A’B’ der Strecke
AB.

2) Die vertikale Kathete H B ist gleich der Differenz 4z der z-Koordinaten
von A und B.

3) Die Hypotenuse ist gleich der wahren Linge der Strecke AB.

Fig. 16a

In Fig.76b soll nun die wahre Linge einer
im Grund- und AufriB gegebenen Strecke A B
ermittelt werden. Man konstruiert sich zu die- Yx
sem Zweck irgendwo das Profildreieck in wah- Fig.16b
rer GréBe aus seinen Katheten, indem man
A’'B" im GrundriB und 4z im AufriB abmiBt. Die Hypotenuse ist dann die ge-
suchte wahre Lange. Fig.16b zeigt zwei bequeme Ausfithrungen dieser Idee: Ein
erstes Mal wurde das Profildreieck an 4’B’ und ein zweites Mal an H”B” an-
gehidngt. AuBerdem wurde in der Figur noch eine gegebene Linge s von A aus
auf g abgetragen (Endpunkt P).

Wir miissen hier noch den Leser vor einer Ungeschicklichkeit bewahren:
Um zum Beispiel den Mittelpunkt einer im Raum liegenden Strecke zu finden,
braucht man das Profildreieck nicht, sondern man kann einfach die Mitte im
GrundriB und im Aufri nehmen. Allgemeiner:

8. Das Teslverhiltnis von drei Punkten einer Geraden ist gleich dem Teilver-
hiltnis ihrer Grundrisse. Dasselbe gilt natiirlich fiir Auf- oder SeitenriB.

Grundaufgabe 9. Zweidimensionale Probleme. Es handelt sich um das
Messen in einer Ebene a, welche allgemein im Raum liegt. Beispiele: Wahre
GroBe eines Winkels, Konstruktion einer Winkelhalbierenden, Abstand eines
Punktes von einer Geraden, wahre Gré8e eines Dreiecks. Diese Aufgaben wer-
den geldst, indem man die Ebene « um eine ihrer ersten Hauptgeraden 4, als
Achse dreht, bis sie parallel zur GrundriBebene wird. («Umklappen» von a.} Nach
der Drehung erscheinen dann alle Figuren der Ebene im Grundri in wahrer
GroBe. Ebensogut kann man aber « um eine zweite bzw. dritte Hauptgerade
drehen und parallel zur AufriB- bzw. SeitenriBebene machen. Zur konstruktiven
Durchfithrung brauchen wir folgenden Hilfssatz:
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9. Wenn zwei Geraden a und b im Raum zueinander senkrecht sind und die
eine Gerade (etwa a) etne erste Hauptgerade ist, so stehen auch die Grundrissea’, b’
senkrecht aufeinander.

z

&

Fig. 17

Beweis: Falls 2 und b windschief sind, verschieben wir diese Geraden zu-
nichst parallel, bis sie sich schneiden. Dabei verschieben sich die Grundrisse

ya Flg 18

ebenfalls parallel. Es geniigt daher, den Satz zu beweisen fiir zwei Geraden,
welche sich schneiden (Fig.77). a ist erste Hauptgerade A;. Also ist 4 senkrecht
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zur Vertikalen v. Aus ¢ | bund a | v folgt, daB3 4 normal steht zu der von b und v
aufgespannten Ebene 8. Diese Ebene enthilt als erste projizierende Ebene den
GrundriB &', also ist a | '. Da a’ parallel zu a ist, folgt endlich 2’ | 5"

In Fig.78 soll nun eine Ebene o (aufgespannt durch 2 und ) umgeklappt
werden. Zunichst wurde die Drehachse %, als beliebige erste Hauptgerade der
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Fig. 19a Fig. 19b

Ebene konstruiert (Grundaufgabe 1). Um nun P umzuklappen, wurde das

Lot PF von P auf die Drehachse %, gefillt, was nach obigem Hilfssatz 9 ge-

schieht, indem man im GrundriB das Lot von P’ auf 4, zieht. Die wahre Linge

d des Lotes wurde mit Hilfe des schraffierten Pro-

n fildreiecks gefunden. Die gedrehte Lage (P) von. P

wird nun erhalten, indem man d von F aus senkrecht
zur Drehachse in wahrer Linge abtrigt.

Soll ein zweiter Punkt Q der Ebene umgeklappt
werden, so braucht man die Konstruktion nicht zu
wiederholen. Man zieht statt dessen die Verbindungs-
gerade P Q und beachtet, daB ihr Schnittpunkt T
mit der Achse bei der Drehung fest bleibt. Daher
liegt (Q) auf T'(P). Diese Konstruktion versagt nur,
wenn o eine erste projizierende Ebene ist. Fig.79a
zeigt die Umklappung einer solchen ersten projizie-
renden Ebene und Fig.79b die Umklappung einer
5, zweiten projizierenden Ebene.

Grundaufgabe 10. Normalenproblem. Zu einer
gegebenen Ebene « soll eine Normale # konstruiert
werden. Dies ist das einzige dreidimensionale Pro-

blem, welches als metrische Grundaufgabe auftritt. In F7g. 20 wurde o durch
eine erste und eine zweite Hauptgerade aufgespannt. (Falls o zunichst durch zwei
beliebige Geraden gegeben ist, greife man eben nach Grundaufgabe 1 eine erste

Fig. 20
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und eine zweite Hauptgerade heraus.) Jede Normale # steht senkrecht zu %,
also ist gemad8 Hilfssatz 9 auch »’ | %;. Analog gilt #” | k.

Fig. 20 enthilt natiirlich auch umgekehrt die Konstruktion einer Normal-
ebene a zu einer gegebenen Geraden #.

Fig.21 zeigt als Anwendung der drei metrischen Grundaufgaben die Kon-
struktion eines Wiirfels, der auf einer durch ihre Hauptgeraden gegebenen Ebene
« steht. Losung: Konstruktion eines Punktes 4 in « (4’ gewdhlt, 4" mit Hilfe
der zweiten Hauptgeraden %,). Umklappung von « und damit (4). Wahl eines
Quadrates in der Umklappung mit einer Ecke in (4). Zuriickklappen des Qua-
drats ergibt den GrundriB der Grundfliche des Wiirfels. AufriB derselben nach
Grundaufgabe 1. Normale # in 4 zu « und Wahl eines Punktes B auf ihr. Mit
Hilfe ‘des Profildreiecks von 4 B Abtragen der Quadratseite a auf ».

Abstinde und Winkel. Zwei Raumelemente bestimmen eine metrische
GroBe gemil folgender Tabelle:

Punkt I Gerade l Ebene
Punkt Strecke Abstand Punkt-Gerade I Abstand Punkt-Ebene
Gerade ‘Winkel, Neigungswinkel
kiirzester Abstand-
Ebene ‘ Schnittwinkel
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Wir formulieren noch die stereometrische Losung dieser Aufgaben.

a) Strecke. Eindimensionales Problem, Profildreieck!

b) Abstand Punkt-Gerade. Ebene « durch den gegebenen Punkt P und die
gegebene Gerade g legen ; damit zweidimensionales Problem, also « umklappen.
Oder Normalebene w durch P zu g, DurchstoBpunkt D von g und w, wahre
Linge PD.

¢) Abstand Punkt-Ebene. Normale # zur gegebenen Ebene « durch den ge-
gebenen Punkt P, DurchstoBpunkt D von »# und «, wahre Linge PD.

para//e/

Fig. 22

d) Winkel zweier Geraden a,b. Durch einen beliebigen Punkt P die Paral-
lelen ag,b, zu a,b legen. Ebene «, aufgespannt durch 4, b, umklappen und den
Winkel messen. Hier notieren wir noch das Prinzip:

10. Zur Losung von Aufgaben, bei welchen nur die Richtungen oder Zwischen-
winkel von Geraden eine Rolle spielen, verschiebe man alle Geraden (auch die. ge-
suchtenl) parallel an einen fest gewdihlten Rauwmpunkt.

e) Kiirzester Abstand von zwei windschiefen Geraden a,b. Parallelebene «
durch a zu b, Normale # zu « durch einen Punkt B von b, Ebene §, aufgespannt
durch b,%#, mit @ in D durchstoBen. Parallele zu » durch D ergibt Lage des
kiirzesten Abstands. (Durchfithrung in Fig.22, a wurde als erste Hauptgerade
angenommen.) '

f) Neigungswinkel einer Geraden g zu einer Ebene «. Hier merken wir uns
folgendes Grundprinzip:

11. Bet Winkelaufgaben ersetze man eine Ebene durch thre Normale. Sei also
#» irgendeine Normale zu «. Der Winkel zwischen # und g (Aufgabe d)) ist das
Komplement des gesuchten Neigungswinkels.
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g) Schnittwinkel zweier Ebenen. Nach demselben Grundprinzip ermitteln
wir statt dessen den Winkel zwischen den Normalen zu beiden Ebenen.

Zylinder, Kegel, Kugel. Diese Flichen treten gelegentlich bei Aufgaben als
geometrische Orter auf. Es sollen daher noch einige Konstruktionen an diesen
Flachen entwickelt werden, wobei allerdings der Zylinder nicht gesondert be-
handelt wird. Er ist stets als Kegel mit unendlich ferner Spitze aufzufassen
(vgl. § 3, Parallelenprobleme).

Fig. 23 Fig. 24

Fig.23: DurchstoBpunkte einer Geraden g mit einem geraden Kreiskegel.
Konstruktion analog wie beim entsprechenden Problem fir die Pyramide
(Fig.12): Man legt eine Hilfsebene 8 durch g und die Kegelspitze, welche aus
dem Kegel zwei Mantellinien schneidet.

F1g.24: Gesucht eine Tangentialebene 7 an einen gegebenen Kegel, welche
parallel zu einer gegebenen Richtung / ist.

Losung: Jede Tangentialebene an einen Kegel geht durch die Spitze S, also
mufl die gesuchte Tangentialebene durch die Gerade p gehen, welche parallel
zu l durch S gelegt wurde. Ist D der DurchstoBpunkt von $ mit der Grundkreis-
ebene 7, so ist die Spur ¢ der gesuchten Tangentialebene 7 in 7 daher die Tan-
gente von D aus an den Grundkreis. 7 berithrt den Kegel lings der Mantellinie
m. Man erhilt zwel Losungen.

Die Figur kann auch aufgefafit werden als die Konstruktion der Eigen-
schattengrenze des Kegels, wenn die Lichtstrahlen parallel zu / einfallen. Denken
wir uns nidmlich durch irgendeinen Punkt von s den Lichtstrahl gelegt, so
liegt dieser Strahl in 7, streift daher den Kegel. Also trennt # den beleuchteten
vom unbeleuchfeten Teil des Kegels.

Fig.25: DurchstoBpunkte einer Geraden g mit einer Kugel. Man legt wie
immer cine Hilfsebene « durch g, welche hier als erste projizierende Ebene

Stiefel 3



34 Erster Teil: Elementare darstellende Geometrie

gewihlt wurde. « schneidet einen Kleinkreis & aus der Kugel, der in der Um-
klappung von « (Drehachse %,) leicht gezeichnet werden kann. Die in dieser
Umklappung konstruierten Schnittpunkte von g und % sind die DurchstoB-
punkte P,Q.

Fig. 25

Ubungen

1) Man konstruiere eine Kugel, von der das Zentrum und eine Tangente ge-
geben sind.

2) An eine Kugel durch eine gegebene Gerade die Tangentialebenen zu legen.

3) Man konstruiere zwei zueinander senkrechte windschiefe Geraden und
stelle das regulire Tetraeder dar, von dem zwei Kanten auf diesen Geraden
liegen.

4) Gesucht auf einer gegebenen Geraden ein Punkt, dessen z-Koordinate
doppelt so groB ist wie sein Abstand von der z-Achse.

5) Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, von dem die Endpunkte der
Hypotenuse gegeben sind, wihrend die dritte Ecke auf einer gegebenen Geraden
liegen soll.

6) Gegeben ein Punkt P und eine Gerade g.

a) Gesucht eine Gerade durch P, welche g schneidet und von einem gege-
benen Punkt 4 einen gegebenen Abstand hat.

b) Gesucht eine Gerade durch P, welche g schneidet und von einer gegebenen
Geraden « einen gegebenen kiirzesten Abstand hat.

7) Durch eine gegebene Gerade eine Ebene zu legen, welche einen gegebenen
Winkel mit der Grundrifiebene bildet.

8) Gegeben zwei windschiefe Geraden a,b und eine Ebene a. Gesucht eine
Parallele zu «, welche ¢ und b unter gleichen Winkeln schneidet (Grundprinzip
10 anwenden).
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§ 5. Darstellung des Kreises, Ellipse

In Fig.26 wurde eine Ebene o gegeben durch die erste Hauptgerade %, und
den Punkt B. (Es wurde nur der Grundril} gezeichnet.) M sei der FuBpunkt des
Lotes von B aus auf #,. Es soll der Kreis mit dem Zentrum M dargestellt wer-
den, welcher in o liegt und durch B geht. Zu diesem Zweck wird nach Grund-
aufgabe 9 die Ebene o um £, als Drehachse umgeklappt, wobei B nach (B) kom-

Fig. 26

men moge. (In Fig.26 wurde (B)’ angenommen.) In der Umklappung kann der
Kreis gezeichnet werden; wir bezeichnen seinen Radius mit
a=M'(B) und setzen noch b=M'B". (1)

Um einen allgemeinen Kreispunkt (P) zuriickzuklappen, wurde der Punkt T
auf der Drehachse benutzt (siehe Grundaufgabe 9) und damit der allgemeine
Punkt P’ des Grundrisses unseres Kreises gefunden. Die Anwendung des
Strahlensatzes auf die von 7" auslaufenden Strahlen ergibt

H'P' M'B b v b gy
—HTPT = —]127(557 = ; » alSO H P - a H (P) . (2)

In der Figur wurde noch ein Koordinatensystem &,7 in der Zeichenebene ge-
wihlt, und es sollen nun die Koordinaten £, von P’ berechnet werden. Das
rechtwinklige Dreieck M'H’(P)’ liefert uns

§=M'H'=acosp, H'(P)=asing. 3)
Aus (2) und (3) folgt
17:H’P’:§—H’(P)’ :%asinqa:bsin(p.
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Somit finden wir das Resultat

&=acosg, 7 =bsing 4)

Lassen wir P den Kreis durchlaufen, variieren also g, so beschreibt der
GrundriB8 P’ eine Kurve, eben den Grundri des Kreises. Die Formel (4) ist
also die Parameierdarstellung dieser Kurve mit dem Parameter ¢. Wir be-
rechnen durch Elimination von ¢ noch die Gleichung der Kurve:

é = COS @, % =sing.
Quadrieren und addieren dieser beiden Gleichungen ergibt, da cos? ¢ +sin?¢p
=1 ist:

R
5T e

-1 )

[}

1)

Eine Kurve mit dieser Gleichung nennt man in der ebenen analytischen Geo-
metrie eine Ellipse; a=M'A’ heiBit die grole und b=M'B’ die kleine Halb-
achse. Fig.26 zeigt noch, wie man durch Zurlickklappen der Kreistangente ()’
die Ellipsentangente ¢’ in P’ findet. Wir fassen zusammen:

Fig. 27

12. Der Grundrif eines allgemein im Raum liegenden Kreises ist eine Ellipse;
thre grofie Halbachse liegt tm Grundriff der ersten Haupigeraden der Kreisebene,
welche durch das Kretszentrum liuft, und ist so lang wie der Kreisradius. Ent-
sprechendes gilt fiir den Auf- oder Seitenrifs.

In Fig.27 werden einige Eigenschaften der Ellipse hergeleitet; die Figur
ist zunichst rein planimetrisch aufzufassen.
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Konstruktion dey Ellipse aus den Halbachsen a,b (Fig.27). Man zeichnet die
zwel Kreise mit den beiden Halbachsen als Radien. Ein beliebiger Strahl durch
den Mittelpunkt schneide den groBen Kreis in P, und den kleinen in P,. Dann
schneiden sich die Parallele zur groBen Halbachse durch P, und die Parallele
zur kleinen Halbachse durch P; in einem Ellipsenpunkt P’. Beweis: Fiir die
Koordinaten des so konstruierten Punktes findet man

§=MH =MPcosp=acosep, #n=HDP =HP,=MP,sing=bsing

in Ubereinstimmung mit (4). Um auch noch die Ellipsentangente ¢ in P’ zu
finden, haben wir die Konstruktion mit dem Strahl M'(Q,, welcher aus M'P,
durch Drehung um 90° hervorgeht, wiederholt. Damit wird ein zweiter Ellipsen-
punkt Q' gefunden. Dann ist ¢’ parallel zu M'Q’. Beweis: Wir fassen die Ellipse
wieder wie in Fig.26 als GrundriB eines Kreises auf. P, und @, sind dann die
Umklappungen (P)’ bzw. (Q)’ der Kreispunkte P,(). Da nach Konstruktion
M'P;=M'(P)" senkrecht zu M'Q,=M'(Q)’ ist, sind M P und MQ zwei senk-
rechte Radien des im Raum gelegenen Kreises. Also ist die Kreistangente ¢
in P parallel zum Radius MQ und somit ihr GrundriB #' (= Ellipsentangente)
parallel zu M'Q’.

Konjugierte Durchmesser. Zwei Durchmesser einer Ellipse nennt man kon-
jugiert, wenn die Ellipsentangenten in den Endpunkten des einen Durchmes-
sers parallel zum anderen Durchmesser sind. In Fig.27 sind also die beiden
Durchmesser d, e, welche von P’ und Q' ausgehen, konjugiert. Wir bestimmen
noch fiir spitere Anwendungen die Koordinaten der Endpunkte konjugierter
Durchmesser. Fiir P’ haben wir nach Formel (4)

P'(acosg, bsing).

Die Koordinaten von @’ erhalten wir, indem wir ¢ durch (¢-+90%) ersetzen;
wegen cos (@ -+ 90% = —sin¢ und sin (¢ -+ 90°% = cos ¢ folgt also

Q' (—asing, bcosg).
Somit: Endpunkte konjugierter Durchmesser einer Ellipse:

P'{acosg, bsing)

1. Fig. 27.
Q' (—asing, bcosy) vE- e (©)

Als Resultat halten wir noch fest:

13. Die Grundrisse von zwei senkrechten Kreisdurchmessern sind konjugierie
Durchmesser der Grundrifellipse des Kreises. Entsprechendes gilt fiir Auf- und
SeitenriB.

Konstruktion der Ellipse aus der grofen Halbachse M'A" und einem Punkt P'.
(Fig.27). Man zeichnet den Kreis iiber der groBen Halbachse, zieht PP, senk-
recht zu M’'A4’ und schneidet M'P, mit der Parallelen zu M’'4’ durch P’ in P,.
Dann ist M'P, die kleine Halbachse.
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Fig.28 zeigt nun im Grund- und AufriBverfahren die Darstellung cines
Kreises, welcher durch seine Ebene «, seinen Mittelpunkt M und seinen Radius »
gegeben ist. (¢« wurde durch die beiden Hauptgeraden in M gegeben.) GemaB
obigem Satz 12 liegt die groBle Halbachse der GrundriBellipse in %] und hat die
Lénge 7, womit ein erster Kreispunkt U (AufriB auf 4{) bekannt ist. Dieselbe

A

\1" J/

Fig. 28

Uberlegung fiir den AufriB liefert einen zweiten Kreispunkt V. Von der Grund-
riBlellipse kennt man jetzt die groBe Halbachse und einen Punkt ¥, kann sie also
durch Anwendung der eben beschriebenen Konstruktion zeichnen. Analog ver-
fahrt man ftir die AufriBellipse. In der Figur wurde noch die Kreisachse » ein-
gezeichnet. (Das ist die Normale zur Kreisebene durch das Kreiszentrum.)
Satz 12 148t sich dann auch so formulieren:

14. Die grofie Halbachse der Grundrifellipse eines Kreises steht senkrecht auf
dem Grundrif} der Kreisachse. Analoges gilt fiir die zweite oder dritte Projektion.
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§ 6. Umprojizieren (Transformationen) (vgl.§1)

In Fig.29 ist im Grund- und AufriB ein Wiirfel dargestellt, von dem eine
Seitenfliche parallel zur AufriBebene liegt. Wir wollen ein neues Bild des Kor-
pers entwerfen und wihlen zu diesem Zweck eine Normalebene 7 zur GrundriB3-
ebene (erste projizierende Ebene) als neue Projektionsebene. Der Gegenstand soll
normal auf die Ebene 7 projiziert und dann =z um die Hauptgerade 4, als Dreh-
achse umgeklappt werden. Die Konstruktion wurde fiir den Punkt P ange-
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Fig. 29

geben: Die Normalprojektion von P auf x ist der Punkt Q; er hat dieselbe
Kotendifferenz Az gegeniiber der Drehachse wie P selbst. Indem man A4z
im AufriB abmiBt und von #’ aus abtrigt, erhilt man die gesuchte Umklap-
pung (Q), welche die gewiinschte neue (vierte) Projektion P4 von P ist. Die erste
und vierte Projektion sind nun wieder zugeordnete Normalprojektionen; sie
sind durch neue Ordnungslinien aufeinander bezogen.

Ebensogut hitte man eine zweite projizierende Ebene als neue Projektions-
ebene einfiihren und um eine zweite Hauptgerade umklappen kénnen. Dieses Pro-
jizieren eines Gegenstands auf eine neue Projektionsebene, welche senkrecht
auf einer der alten Projektionsebenen steht, wird kurz als Umprojizieren bezeich-
net. Wir merken uns die Regeln:

1) Die neuen Ordnungslinien stehen senkrecht zum Rill der neuen Projek-
tionsebene.
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2) Man wihle im wegfallenden RiB (in Fig.29 der AufriB) ein «Niveau» NN
senkrecht zu den alten Ordnungslinien, messe die Kotendifferenzen beziiglich
NN in der Richtung der alten Ordnungslinien und trage sie im neuen Ril in der
Richtung der neuen Ordnungslinien auf.

Das Umprojizieren wird oft verwendet, um sich die Losung von Konstruk-
tionsaufgaben zu erleichtern. Fig.30 illustriert an einem Beispiel, wie das ge-
meint ist. Es soll eine im Grund- und AufriB gegebene Kugel durch eine ge-
gebene Ebene o abgeschnitten werden. Wir vereinfachen die Konfiguration,

Fig. 30

indem wir eine neue Projektionsebene 7 (erste projizierende Ebene) senkrecht
zu o wihlen. (7’ ist also senkrecht zum GrundriB der ersten Hauptgeraden
von «.) In der vierten Projektion ist dann « projizierend, und der gesuchte
Schnittkreis erscheint als Strecke. (Zur Konstruktion von «* wurden die bei-
den Punkte 4, B umprojiziert.) Da die erste und vierte Projektion wieder zu-
geordnete Normalprojektionen sind, kann man in diesen beiden Projektionen
wie im Grund- und AufriB konstruieren. So ergibt sich sofort der Mittelpunkt M
und der Radius 7 des Schnittkreises und seine GrundriBellipse. AuBerdem ist
noch folgendes zu beachten :"Der Umrif der Kugel wird in der ersten Projektion
geliefert durch den GroBkreis %, welcher in einer ersten Hauptebene liegt. Im
Punkte U nun schneidet unser Schnittkreis den UmriBkreis £, wie man in der
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vierten Projektion sieht. U hei3t daher erster Umrifipunkt des Schnittkreises.
In U’ muB die GrundriBellipse 2’ beriihren, da sie nicht {iber %2’ hinaustreten
kann.

Im Aufri8 haben wir die kleine Halbachse der Ellipse konstruiert, indem
wir auf der Geraden M F von o den Radius 7 mit Hilfe eines Profildreiecks ab-
getragen haben. Die zweiten UmriBpunkte des Schnittkreises liegen in der
zweiten Hauptebene durch das Kugelzentrum; diese schneidet aus « die
zweite Hauptgerade #,, auf welcher die gesuchten UmriBpunkte V,W liegen
missen.

Als wesentliches Ergebnis halten wir fest:

15. Durch einmaliges Umprojizieren kann erveicht werden, daf eine gegebene
Ebene projizierend wird oder daf eine gegebene Gerade Hauptgerade wird.

(Um eine Gerade g zur vierten Hauptgeraden zu machen, muB die neue
Projektionsebene 7 parallel zu g aufgestellt werden.)

Ebenso leicht sieht man ein:

16. Durch einmaliges Umprojizieren kann errveicht werden, daf eine gegebene
projizierende Ebene zur Hauptebene wird oder dafi eine gegebene Haupigerade
projizierend wird, das heifst in der neuen Projektion als Punkt erscheint.

SchlieBlich kann man noch durch Umprojektion gemi 15 und nachfolgende
Umprojektion gemdB 16, das heiBt durch zweimaliges Umprojizieren, eine
allgemeine Ebene zur Hauptebene oder eine allgemeine Gerade projizierend
machen. Durchfithrung und Anwendung seien dem Leser iiberlassen.

2. Abschnitt: Orthogonale Axonometrie

Diese Methode der darstellenden Geometrie dient dazu, von einem ge-
gebenen Gegenstand schnell ein anschauliches Bild zu entwerfen. Sie soll nor-
malerweise nicht zur Losung rdumlicher Aufgaben benutzt werden.

§ 1. Konstruktion eines Achsenkreuzes, Verkiirzungen

In Fg.37 soll im Auf- und SeitenriB ein Kreis dargestellt werden, welcher
in der dritten projizierenden Ebene a (gegeben durch den Seitenril «”) liege;
sein Mittelpunkt sei M und sein Radius sei die Lingeneinheit 7. Um den An-
schluB an die gebrauchlichen Bezeichnungen der Axonometrie zu finden, wurde
aber der AufriB eines Punktes P nicht wie bisher mit P sondern mit P be-
zeichnet. Der Seitenril des Kreises ist eine Strecke in «”, deren Endpunkt B”
die Entfernung 7 von M"” hat. Die groBe Halbachse der AufriBellipse liegt
horizontal und hat die Lange a=7; der eben konstruierte Kreispunkt B liefert
im AufriB den Endpunkt B der kleinen Halbachse b.
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Ferner wurden im Aufri zwei orthogonale Kreisradien MX und MY dar-
gestellt; X und Y werden nach Satz 13 am schnellsten als Endpunkte konju-
gierter Durchmesser der Aufriellipse gefunden. (Konstruktion gemif Fig. 27,
der Winkel  wurde gewihlt.)

Endlich wurde die Kreisachse z dargestellt, welche eine dritte Hauptgerade
ist, und auf ihr die Langeneinheit von M bis Z abgetragen (M"Z"=1). Der
Neigungswinkel der Kreisachse zur AufriBebene wurde mit & bezeichnet.

7

z

Ny

ZIII

Fig. 31

Die drei Achsen x=MX, y=MY und z= MZ kénnen nun als Koordinaten-
achsen eines rdumlichen Kartesischen Koordinatensystems angesehen werden
(vgl. 1. Abschnitt, § 1); es liegt allgemein im Raum und seine Einheitspunkte
sind eben die drei Punkte X,Y,Z. Die Lage dieses Koordinatensystems ist
durch die beiden Winkel y,& eindeutig bestimmt; wir nennen sie die Euler-
schen Winkel des Koordinatensystems?). Der AufriB in Fig. 31 wird nun auch als
axonometrisches Bild und speziell x,v,z als axonometrisches Achsenkreuz be-
zeichnet. '

Wir notieren noch die Koordinaten der Einheitspunkte X,Y,Z in dem in
der Zeichenebene gewihlten Koordinatensystem &,%. Im SeitenriB liest man ab:

b=sin®, ¢=cos?,

also ergibt sich unter Anwendung der Formeln (6) auf Seite 37 mit ¢ = 180°+ y:

X (—cosy, —sindsiny); Y (siny, —sindcosy); Z(0,cosd). |(7)

1) In der Mechanik und Astronomie benutzt man noch einen dritten Eulerschen Winkel,
welcher bei uns erst in § 5 eingefithrt wird.
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Die drei Strecken r=M X, s=M Y, t=MZ geben an, wie die Lingeneinheit
sich auf den drei Achsen im axonometrischen Bild verkiirzt, man nennt daher
7,8,t die Verkiiraungen. Aus (7) ergibt sich sofort fiir diese GréBen

r=Vcos?y + sin?&siny, s=Vsin2y + sin29 cos?y, ¢ =cosd. |(8)

Daraus folgt:
r? + 5% = cos?y + sin?d sin?y + sin?y + sin?J cos?yp
= 1+ sin?# (sin%?y + cos?y), 72+ s2=1+sin?d, 2=cos?d. (9)

Nun ist 1+sin?$¢ =1 und cos?2$ < 1, also folgt: »2 + s2 = #2.
Wegen der Gleichberechtigung der drei Achsen gilt daher allgemein:
17. Die Summe von zwei V erkiirzungsquadraten ist mindestens gleich dem dritten

Verkiirzungsquadrat.
Durch Addition der beiden Resultate (9) folgt noch

2L 24+ f2=1-+sin2¢ +cos2d =1-+-1=2:

18. Die Summe der drer Verkiiraungsquadrate ergibt 2.
Beispiel: In Fig.31 wurde speziell gewidhlt 9=60°, §=30°. Die Formel (8)
ergibt dann

VT _ Vi3 _ Vs
r=tl =066, s=12=090, t=F-=087.

§ 2. Herstellung eines axonometrischen Bildes

In Fig.32b wurde das in Fig.31 gewonnene axonometrische Bild unseres
Koordinatensystems wieder abgezeichnet; den SeitenriB in Fig.31 brauchen
wir vorerst nicht mehr. Es sei nun ein Raumpunkt P durch seine Koordinaten
%,v,z in diesem Koordinatensystem gegeben (Fig.32a). Wir wollen sein
axonometrisches Bild bestimmen. Zu diesem Zweck werden in Fig.32b die
richtig verkiirzten Koordinaten x,y,z parallel zu den Achsenbildern aufgetra-
gen. Es ist also

x=066-2, y=09-.y, z=087-z, (10)

oder allgemein X=7rx, y=5y, z2=1z. (11)

Diese Konstruktion ist richtig, da das axonometrische Bild ein AufriB ist, also
gemil Satz 8 auf Seite 28 zum Beispiel das Teilverhiltnis von drei Punkten
auf der x-Achse gleich dem Teilverhiltnis ihrer axonometrischen Bilder ist.
Alle Strecken auf der x-Achse werden also in demselben Verhiltnis verkiirzt
wie die Einheitsstrecke. Beim Auftragen der Koordinaten kommt man am
Punkt P’ vorbei; es ist dies das axonometrische Bild des Punktes P’ der Fig.32a
{(P'=Grundri3 von P in der x,y-Ebene), daher wird P’ kurz axonometrischer
Grundrif von P genannt. In Fig.32b wurde auf diese Weise das axonometrische
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Bild des in Fig.32a gegebenen Kreuzes konstruiert; zweckmiBig beginnt man
mit dem Aufzeichnen des axonometrischen Grundrisses des Gegenstands.
Wir halten fest, daB das axonometrische Bild eines Gegenstands ein auf neu-
artige Art konstruterter Aufriff des Gegenstands ist, in welchem der Gegenstand
in allgemeiner Lage erscheint und daher anschaulich wird. Es gelten daher fiir

Zz
P!I
4
o 4
o—
” l
¥ P
X
Fig. 32a Fig. 32b

das orthogonal-axonometrische Bild!) alle Sitze, welche wir im 1. Abschnitt fiir
den Grund- oder AufriB hergeleitet haben; als Beispiel zitieren wir den aus Satz
14 folgenden Satz:

19. Das orthogonal-axonometrische Bild eines Kreises ist eine Ellipse; ihre
grofie Halbachse steht senkrecht auf dem axonometrischen Bild der Kretsachse und
ist so lang wie der Kreisradius.

Wir machen den Leser noch darauf aufmerksam, daB die Figuren 1, 2, 3,
16a und 17 des Buches orthogonal-axonometrische Bilder sind.

§ 3. Vereinfachung

Das Verkiirzen der Koordinaten gemidB den Formeln (11) kann graphisch
geschehen. Es wurde dies in Fig.32b fiir die x-Achse gezeigt. Man konstruiert
sich ein rechtwinkliges Dreieck aus der Lingeneinheit als Hypotenuse und der

1) Die Bezeichnung «orthogonal» - axonometrisch soll darauf hinweisen, daB es sich um eine
Normalprojektion des Gegenstands handelt. (Zum Unterschied von der allgemeinen Axonometrie,
welche im 3. Teil behandelt wird.)
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Verkiirzung 7 als vertikale Kathete. Um nun x zu verkiirzen, trigt man diese
Strecke auf der Hypotenuse ab und erhilt x als Abstand des Endpunktes von
der horizontalen Kathete.

Wir wollen jedoch diese etwas langweilige Arbeit jetzt umgehen. Zu diesem
Zweck miissen wir zunichst die beiden Eulerschen Winkel y, & aus den Verkiir-
zungen berechnen, also die Formeln (8) nach y, & auflésen. Aus der ersten Glei-
chung folgt

72 = cos?y+ sin?d sin?y = (1 — sin?y) + sin?$ sinyp
=1 —sin?y (1 — sin?d),
r2=1 — sin2yp cos? = 1 — ¢2sin2yp (Formel (8), dritte Gleichung).

. o _ ]/1 —r?
Also: siny = +——.
Aus der zweiten Gleichung folgt analog
1—s2
cosy =—-—,
Zusammengefalt:
sinzp:ﬂ;—r—z, coswzfvl;sz, cos? =t. (12)

Nun soll der Begriff des axonometrischen Bildes etwas verallgemeinert werden.
Man denke sich ein gemiB § 2 konstruiertes axonometrisches Bild (zum Beispiel
Fig.32b) nachtriglich in einem gewahlten Mapstab A dhnlich vergroBert. Dieses
vergroferte Bild kann direkt konstruiert werden, indem man auf den Achsen-
bildern an Stelle der Strecken (11) die Strecken
x=Arx), y=A0y), z=24(2)

auftrigt. Fithren wir noch die Bezeichnung ein

u=~Ar, v=21s, w=A»4t, (13)
so haben wir also als Verallgemeinerung von (11)

x=ux, Y=vy, z=wz. (11’

u,?,w nennen wir die axonometrischen Einheiten,; diese drei Zahlen miissen zwar
die Bedingung von Satz 17, also

u+v2zw?, Vi wizud w4 ulzoel?, (14)
erfiillen, sind aber nicht mehr an die Bedingung von Satz 18 gebunden. Statt
dessen folgt jetzt aus (13)

u? 4 v2 4 w2 =A2(r? 4 s% 4 13 =242,

also —
u2+vz+w2 _
s (15)

Nun gehe man folgendermaBen vor: Man wihle die axonometrischen Einheiten
u,v,w als einfache ganze Zahlen, welche der Bedingung (14) geniigen. Sodann
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berechne man 4 aus (15), dann 7,s,¢ aus (13) und endlich %,& aus (12) und
konstruiere das axonometrische Achsenkreuz aus diesen Winkeln gemil

Z
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Fig. 33 b

Fig.31. Um nun einen Gegenstand axonometrisch zu zeichnen, mufl man ein-
fach entsprechend (11') auf den Achsenbildern die ganzzahligen Vielfachen « x,
vy, wz der Koordinaten auftragen.
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Beispiel: Es werde gewihlt u=1, v=2, w=2.

Man erhilt: AT 5
= =-—=2121
2 VZ
2 2V2 22 . 1
r=—V3:, s=——l3/——, tz%—, v = 69,39, smﬁ:b:?.

Mit diesen Werten wurde das Achsenkreuz in Fig. 334 konstruiert und dann die
in Fig.33b gegebene Kampferplatte axonometrisch dargestellt (Fig.33c). Dabei
werden also nun die MaBe auf der x-Achse unverindert ins axonometrische
Bild iibertragen, wihrend man die MaBe auf der y- und 2-Achse verdoppeln muB.

Fig. 33¢ Fig. 33d

Die Darstellung eines der drei auftretenden Kreise wurde in Fig. 33d
separat in doppelter GroBe angegeben. Die Kreisachse ist parallel zur x-Achse,
also steht nach Satz 19 die groBe Halbachse a der Bildellipse senkrecht zu x.
Die Linge dieser Halbachse ist aber jetzt nicht gleich dem Kreisradius 7, sondern
(da das Bild im Verhiltnis 4 vergroBert ist) a=A1r=2,121-r. Die Ellipse wird
dann nach der auf Seite 37 besprochenen Methode aus 4 und einem der be-
kannten Punkte A, B,C konstruiert.

Allgemein ergibt sich folgende Regel fiir die Darstellung eines Kreises: Ein
Kreis wird axonometrisch dargestellt, indem man die Kreisachse und einen
speziellen Punkt P des Kreises im Bild aufzeichnet. Die groBe Halbachse der
Bildellipse liegt senkrecht zum Bild der Kreisachse und ihre Linge ist das
A-fache des Kreisradius. Die Bildellipse wird sodann aus ihrer groBen Achse
und dem bekannten Punkt P konstruiert.

In der folgenden Tabelle axonometrischer Achsenkreuze wurden noch die
Winkel o, f# der Achsenbilder %,y mit der Horizontalen angegeben.

Nr. a 8 % v w A 4 P
1 309 300 1 1 1 1,225 350167 450
2| 410257 7°11’ 1 2 2 2,121 19928’ 69918/
3| 18013 11010’ 2 2,5 3 3,102 14%467 52014/
4| 200 50 0,468 | 0,901 | 0,984 | 1 10017 | 63953
51 30° 159 0,650 0,856 0,919 1 230107 55%44/
6| 40054’ 169’ 0,661 0,901 0,866 1 300 60°
71 26°34’ 26934" 0,791 0,791 0,866 1 300 450
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§4. Lage- und Maf3aufgaben

Ein Raumpunkt P kann durch sein axonometrisches Bild P und seinen
axonometrischen GrundriB P’ (vgl. Fig.32b) gegeben werden. Denn sobald
P, P’ bekannt sind, kénnen die Koordinaten x,y,z von P abgelesen werden.
Es mufl daher moglich sein, die Lage- und MaBaufgaben durch Konstruieren im
axonometrischen Bild und im axonometrischen Grundri mit 2hnlichen Metho-
den zulésen wie im Grund- und AufriBverfahren. Es lohnt sich jedoch kaum, diese
Methode zu entwickeln. Viel einfacher ist es, folgenden Weg einzuschlagen:
Man fiigt gem4B Fig. 31 den Seitenri3 des Achsenkreuzes hinzu, konstruiert aus
P’ und P noch P” und arbeitet dann im Auf- und SeitenriB nach der geliufigen
Methode der zugeordneten Normalprojektionen. Dieses Verfahren hat aufBer-
dem den Vorteil, dafl man Hilfskonstruktionen in den SeitenriB verlegen kann
und damit das axonometrische Bild frei von Nebensichlichkeiten halten kann.

z" b4
wahre Lange ’ . _
-7 / A
A”I —
s
/ B_'\~
_ 17 }7
xS X 4
Fig. 34

Als Beispiel wurde in Fig. 34 die wahre Lidnge einer Strecke 4 B konstruiert.
Es wurde das Achsenkreuz Nr.5 der Tabelle benutzt. Man beachte, daB zum
Beispiel der Punkt A’ in der x,y-Ebene liegt, also sich im SeitenriB auf die
Gerade " =y" projiziert.

Fig. 35 zeigt als etwas weitergehendes Beispiel im selben Achsenkreuz Nr.5
die axonometrische Darstellung der Erdkugel. Die Aquatorellipse wurde aus
ihrer groBen Halbachse und dem Punkt X konstruiert, ferner wurde der Nordpol
Z eingezeichnet. Der Meridian in der x,z-Ebene?) stellt sich ebenfalls als Ellipse dar
(groBe Halbachse senkrecht zu v, spezieller Punkt X). Die Figur enthilt ferner
die Konstruktion eines Kugelpunktes P von gegebener geographischer Linge
60° und Breite 45°. Man hat dazu durch Umprojektion die #,y-Ebene als vierte
Projektionsebene # eingefiihrt. Die neuen Ordnungslinien sind also senkrecht zu
", Nachdem x* mittels X* konstruiert wurde, kann der Parallelkreis p von P
und dann P selbst in der dritten und vierten Projektion konstruiert werden. Im
axonometrischen Bild wurde noch der Pavallelkveis p und der Meridian von P
dargestellt. (Die groBe Halbachse der Bildellipse dieses Meridians liegt parallel zu
einer zweiten Hauptgeraden 7, seiner Ebene «.)

1) Von diesem Meridian aus werde die geographische Linge gezihlt.
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§ 5. Satz von GAUSS, Verkiirzungsdreieck, Spinoren

Ein Leser, dem das Rechnen mit komplexen Zahlen nicht gelidufig ist, kann
die folgenden Ausfithrungen iibergehen; sie spielen fiir das praktische Zeichnen
keine Rolle. .

Wir beniitzen die Uberlegungen von § 1 und Fig. 31. Es soll nun die Zeichen-
ebene des axonometrischen Bildes, in welcher das Koordinatensystem ¢,  liegt,
als Ebene der komplexen Zahlen aufgefaBt werden. Zum Punkt mit den Koordina-
ten £, n gehort also die komplexe Zahl w= &+ ¢z, wobei 7 die imaginire Einheit
ist. Speziell bezeichnen wir die komplexen Zahlen, welche zu den Bildern X,Y,Z
der Einheitspunkte gehoren, mit g, o, 7. Ihre absoluten Betrige |¢|, [o], |7| sind
die Verkiirzungen 7,s,¢, und daher gilt gemidB Satz 18

el ot =i str =2, (16
Formel (7) ergibt nun
og=—cosy—isindsiny, o=siny—isind cosy, 7T=1cosd

Durch Quadrieren und Addieren folgt daraus

0%+ 02+ 2= (cos? p+ 27 sin & cos y sin p— sin? & sin? y)

-+ (sin? p— 24 sin & cos p sin y — sin® & cos? y) — cos® &

= (cos? p+sin? p) —sin? & (sin? y+ cos? ) — cos? #=1—sin* P — cos? ¢

=1-1=0.

Also

e*+a2+12= 0. (17)

In Worten: 3 o
Satz von Gavuss. Sind 0, X,Y, Z die Normalprojektionen des Nullpunkts und
der Einheitspunkte eines Kaviesischen Koordinatensystems auf irgendeine Bildebene,

und faft man O X, OY, OZ als komplexe Zahlen o, 0,7t in dev Bildebene auf, so gilt
2+ 062+ 12=0 und |o|2+|o|2+ |7|2=2.

-
74e

Wir haben zwar eben nur denjenigen Spezialfall bewiesen, wo G Z in der rein
imagindren Achse (7-Achse) der Bildebene liegt. Der allgemeine Fall 146t sich
aus diesem Spezialfall erzeugen, indem man die Figur O X Y Z in der Bildebene als
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Ganzes um O als Drehzentrum drehtl). Bezeichnet man den Drehwinkel mit v,
so bewirkt diese Drehung nur, daf3 jede der Zahlen g, ¢, T mit der komplexen Zahl
u=cos y-isiny multipliziert wird; dies dndert nichts an den Beziehungen (16)
und (17).

Die Formel (17) wurde in Fig. 36 illustriert (Achsenkreuz Nr.5 der Tabelle).
Zunichst wurden aus g,0,7 die komplexen Zahlen g2 6% v2 konstruiert. (Das
Quadrat einer komplexen Zahl w wird bekanntlich gefunden, indem man den
Winkel von o mit der reellen Achse verdoppelt und den absoluten Betrag von
« quadriert; die Betrige von o2, 62, 72 sind also die Verkiirzungsquadrate 72, s2,12.)
Sodann wurden g2 o2 72 geometrisch addiert, was wegen (17) ein geschlossenes

Az

7 -

4 ¥ ‘\\\\
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b4 \/\ )( Y
Fig. 37

Dreieck ergeben muB. Dieses in Fig. 36 schraffierte Dreieck heiit Verkiirzungs-
dreieck; seine Seiten sind die Verkiirzungsquadrate und es enthilt die Winkel
2«, 2 8, wobei wie in der Tabelle « und g die Winkel der #-Achse und der y-Achse
mit der Horizontalen sind.

Dieses Dreieck erlaubt die geometrische Losung folgender beider Aufgaben:

1) Gegeben die axonometrischen Einheiten u,v,w (vgl. § 3), gesucht die Bilder
x,¥,z der Achsen. Losung (Fig.37): Man legt 2, w?,v2 auf eine Horizontale » und
baut aus diesen Strecken das schraffierte Dreieck mit der Spitze O auf. Da die
axonometrischen Einheiten proportional zu den Verkiirzungen sind (§ 3, For-
mel 13), ist dieses Dreieck dhnlich zum Verkiirzungsdreieck, enthilt daher die
Winkel 2«, 2 8. Die Gerade 04 bildet den Winkel « mit der Horizontalen, ist
also die Achse x, analog folgt y=0B8.

2) Gegeben die Bilder der Achsen, gesucht die Verkiirzungen. Lsung
(Fig. 37): Man wihlt eine Horizontale / und konstruiert mittels der gezeichneten
Mittelsenkrechten das schraffierte Dreieck. Seine Seiten sind proportional zu den
Verkiirzungsquadraten.

Spinoren. Die Gaullsche Gleichung (17) kann erfiillt werden durch den fol-
genden Ansatz

o= PP g%, o=i(ptiqd T=12pg. 1)

1) Die gedrehte Figur ist nun durch die drei Winkely, #, 7 eindeutig bestimmt, daher kann y
als der dritte Eulersche Winkel bezeichnet werden.
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Wihlt man ndmlich hierin p und ¢ als beliebige komplexe Zahlen, so gilt von
selbst g%+ 0% 4+ 7% = 0. Ein solches Paar p, g komplexer Zahlen nennt man einen
Spinor. Man kann daher gemiss (18) die Normalprojektion eines Kartesischen
Koordinatensystems (und damit das Koordinatensystem selbst) durch einen
Spinor festlegen. Der Name « Spinor» rithrt davon her, daB man in der theore-
tischen Physik von dieser Moglichkeit bei der Behandlung des Spins des Elektrons
Gebrauch machen kann.

3. Abschnitt:
Konstruktive Behandlung gekriimmter Flichen

Eine elementare Theorie allgemeiner Raumkurven und Flichen ist un-
moglich, da die Hilfsmittel der Differentialgeometrie und der algebraischen
Geometrie fehlen. Wir werden daher im folgenden nur spezielle — aber fiir die
Anwendungen wichtige — Kurven und Flichen behandeln kénnen. Immerhin
wird auch dem theoretisch orientierten Leser das damit gewonnene Anschau-
ungsmaterial fiir ein spiteres Studium der hoheren Geometrie willkommen sein.

§1. Die Schraubenlinie als Beispiel einer Raumkurve

Eine Schraubung einer riumlichen Figur mit der z-Achse als Schraubungs-
achse (Fig.38: Grund- und AufriB) besteht darin, daB der GrundriB3 der Figur
um einen Winkel ¢ gedreht wird (Drehzentrum = Nullpunkt O), wihrend zu-
gleich die Koten aller Punkte der Figur um denselben Betrag Az=4- ¢ wachsen.
Dabei ist p eine gegebene Konstante, welche Parameter der Schraubung heilt.
Die verschraubte Figur ist natiirlich kongruent zur urspriinglichen Figur.
MiBt man ¢ im BogenmaB (rechter Winkel =/2), so entspricht also einer vollen
Umdrehung der Kotenzuwachs

' h=2np. (19)

h heiBt Ganghdhe der Schraubung. In Fig.38 wurde p gegeben durch die erste
Hauptebene s, von der Kote p; diese im folgenden 6fters auftretende Ebene
nennen wir die Hauptebene der Schraubung. Die Fig. 38 enthilt die Schraubung
eines Dreiecks um einen rechten Winkel; der zugehérige Kotenzuwachs //4
wurde aus (19) mit dem Rechenschieber bestimmt.

L4Bt man den Schraubungswinkel ¢ vom Anfangswert ¢ =0 an kontinuier-
lich wachsen, so beschreibt ein Punkt P, unserer Figur eine Bahnkurve, die
Schraubenlinie heilt (Fig.39). Ihr GrundriB ist der gezeichnete Kreis vom
Radius 7; die Schraubenlinie liegt also auf dem Zylinder, der den Kreis als Basis
und die z-Achse als Achse hat (Zylinder der Schraubenlinie). Der Aufrill der
Kurve wurde gefunden durch Konstruktion der Punkte 1 bis 8. Thre Grundrisse
1'bis 8’ wurden gleichmiBig verteilt auf dem Kreis angenommen, so dal3 die
Koten beziehlich %/8, 24/8, ..., 7k/8, h betragen.
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Fiir die Koordinaten eines allgemeinen Punktes P der Schraubenlinie er-
gibt sich nun (schraffiertes rechtwinkliges Dreieck im GrundriB):

x=rcosp, y=rsing, z=pg, (20)
woraus folgt: y = rsin%.

Der AufriB der Schraubenlinie ist daher eine Sinuskurve.

8/ < Hauplebene
der Schraubung
‘ /T,/I/
Pl
' J
4

Fig. 38

Tangentenkonstruktion. Um die Tangente an die Schraubenlinie in P, zu
finden, ziehen wir zunichst die Sekante P, P, berechnen ihren Neigungswinkel
o zur GrundriBebene und lassen ddnn P auf der Schraubenlinie gegen P,
streben. Im rechtwinkligen Dreieck P, P’ P ergibt sich

k4
tgo = PP
Nun ist Py P'=2r-sing/2 (gestricheltes rechtwinkliges Dreieck im GrundriB3)
und unter Beriicksichtigung von z=p ¢ folgt

tgazé 2
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Strebt nun ¢ gegen 0, so strebt in dieser Formel der zweite Bruch gegen 1, also
erhalten wir fiir den Neigungswinkel 7 der Tangente

_ P
4 4
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7II
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h 4
\g!\/
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o P2
I’/I
p
J
J

Da samtliche Tangenten der Schraubenlinie durch Verschraubung auseinander
hervorgehen, haben sie alle denselben Neigungswinkel 7. Man nennt allgemein
eine Kurve, deren Tangenten alle denselben Neigungswinkel zur Horizontal-
ebene haben, eine Boschungskurve.

Zur praktischen Konstruktion der Schraublinientangente in einem Punkt
benutzt man am besten den Schnittkreis des Zylinders der Schraubenlinie mit
der Hauptebene der Schraubung. Verbindet man seine Punkte mit dem Null-
punkt O, so erhilt man den in Fig.39 dargestellten, auf der Spitze stehenden
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Kegel. Da das schraffierte Dreieck im Aufri die Katheten » und p hat, haben
gemiB (21) die Mantellinien dieses Kegels den Neigungswinkel 7 zur GrundriB-
ebene, sind also parallel zu den Schraublinientangenten. Daher heit der Kegel
der Richtungskegel der Schraubenlinie.

Soll nun die Tangente ¢ in @ bestimmt werden, so zeichnet man ihren
GrundriB # und den GrundriB £, der Parallelen ¢, durch O. Da ¢, Mantellinie des
Richtungskegels ist, kann £, mit Hilfe des Punktes T sofort gefunden werden,
und ¢" liegt dann parallel zu #;.

Abwicklung des Zylinders. Die Schraubenlinie schneidet alle Mantellinien
ihres Zylinders unter demselben Winkel (90°—7). Schneidet man daher den
Zylinder lings einer Mantellinie auf und breitet ihn in die Ebene aus, so geht
die Schraubenlinie in eine Gerade iiber. Daraus folgt, daB die Schraubenlinie
eine geoddtische Linie ihres Zylinders ist, das heilBt, die kiirzeste auf dem Zylinder
verlaufende Verbindung zwischen zwei (geniigend benachbarten) Punkten P,
der Schraubenlinie ist der Bogen PQ der Schraubenlimie selbst.

§ 2. Fliachen, Tangentialebene

Wir betrachten vorerst nur krumme Flichen, welche durch Bewegung
einer Kurve ¢, entstehen. Die verschiedenen aus ¢, durch die Bewegung ent-
stehenden Kurven heiBen die Erzeugenden ¢ der Fliche; sie bilden eine erste
Kurvenschar, welche die Fliche iiberzieht. Ein Punkt von ¢, beschreibt bei der

Fig. 40

Bewegung eine Bahnkurve f, und alle Bahnkurven ergeben eine zweite Kurven-
schar auf der Fliche (Fig.40). Die Schar der Erzeugenden und die Schar der
Bahnkurven bezeichnen wir zusammen als das die Fliche iiberdeckende
Kurvennetz. Dieses Netz bildet die Grundlage fiir die Losung aller konstruk-
tiven Aufgaben an der Fliche. Vorausgesetzt wird, da das Kurvennetz folgende
Eigenschaften hat:

a) Durch jeden Punkt P der Fliche soll genau eine Erzeugende ¢ und genau
eine Bahnkurve f gehen.
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b) Die Tangenten #,v an diese beiden Netzkurven ¢,/ im Punkt P sollen
voneinander verschieden sein.

Definition: Die von den beiden Tangenten # und v aufgespannte Ebene
heiBlt die Tangentialebene v der Fliche im Punkt P; die Normale » zu dieser
Tangentialebene in P heilit Flichennormale.

Die folgenden Beispiele sollen diese Grundbegriffe erliutern.

1) Rotationsflichen (Fig. 47). Gegeben sei im Grund- und Aufri eine
vertikale Rotationsachse a. Als Ausgangserzeugende e, wihlen wir eine
in der zweiten Hauptebene durch a liegende ebene Kurve, welche auch
Nullmeridian der Fliche genannt wird. Diese Kurve wurde in Fig. 41 im

Aufri angenommen. Die Bewe-
1g” gung, welche die Fliche erzeugt,
0 sei die Rotation um a; die Erzeu-
genden sind also die verdrehten
Lagen von ¢, und heillen Meridiane
der Rotationsfliche. Ein Punkt P,
Berdfrungskegel  von e, beschreibt einen horizontalen
Kreis f als Bahnkurve (Parallelkrers
der Fliche). Auf ihm wurde ein all-
gemeiner Punkt P der Fliche ge-
wiahlt.

Um nun zunichst die Tangen-

\ tialebene 7, in Py zu konstruie-
ren, miissen also die Tangenten
#g, Vg an den Nullmeridian ¢, und
den Parallelkreis / gelegt werden.
uy liegt in der Nullmeridianebene
und die Kreistangente v, steht
senkrecht zur AufriBebene, daher
ist 7, die zweite projizierende Ebene
durch die Nullmeridiantangente .
In der Figur wurde noch ihre Spur
sg in der ersten Hauptebene =z,
konstruiert. Die Flichennormale #,
in P, ist eine zweite Hauptgerade;
sie schneidet die Rotationsachse
Fig. 41 in M.

. Die Tangentialebene im allge-
meinen Flichenpunkt P wird nun gefunden, indem man 7, bei der Rotation
mitdreht. In Fig. 41 wurde einfach durch Drehen der Spur s, die Spur s
der gesuchten Tangentialebene 7 ermittelt. Die aus 7, durch die Rotation
hervorgehenden Ebenen umbiillen einen Kegel mit der Spitze S; er beriihrt
die Rotationsfliche lings des Parallelkreises f und heifit daher Beriihrungs-
kegel. Die Flichennormale » in P wurde ebenfalls durch Drehen von #,
bestimmt; zur Konstruktion von #” beachte man, daBl der Punkt M bei

. Berdfrungskuge!
!
|
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dieser Drehung fest bleibt. Die Kugel mit dem Zentrum M, welche durch
den Parallelkreis f geht, berithrt die Rotationsfliche ebenfalls lings f und
heiBt Berithrungskugel.

Im DurchstoBpunkt D der Achse a mit der Fliche ist die obige Bedingung
a) verletzt, da durch D unendlich viele Meridiane laufen. In D kann also die
Tangentialebene nicht definiert werden. In der Tat zeigt die Anschauung, daB
D eine «Spitze» der Fliche mit unbestimmter Tangentialebene ist.

2) Schraubenflichen. Es sei wie in § 1 eine Schraubung gegeben durch die
z-Achse als Schraubungsachse und die Hauptebene 7; der Schraubung. Wird
irgendeine Raumkurve ¢, der Schraubung unterworfen, so entsteht eine
Schraubenfliche; ihre Erzeugenden ¢ sind die verschraubten Lagen von ¢4, und
die Bahnkurven sind Schraubenlinien. In Fig.42 wurde eine Erzeugende ¢ und
auf ihr ein Punkt P angenommen.

Die Bahnschraubenlinie f durch P
wurde nur im GrundriBl gezeichnet.
Die Tangentialebene 7 an die Fliche
in P wird aufgespannt durch die
Tangente # an die Erzeugende e
und die Tangente v an die Bahn- 73
schraubenlinie f. Dabei wurde v kon- o ANE N
struiert nach der Methode von § 1 ™ Y
unter Benutzung des Richtungs- P ~&
kegels der Bahnschraubenlinie und
der Parallelen v, durch O. 4

Die Fliachennormale » wurde nur
im GrundriB konstruiert. Man hat
zu diesem Zweck durch O die Pa-
rallelebene 7, zur Tangentialebene
gelegt und thre Spur s, in der Haupt-
ebene 77; der Schraubung ermittelt;
n' steht senkrecht zu s;. Da nun
bei einer Drehung um 90° der Punkt
T’ nach P’ kommt, folgt aus der
Figur, daB »' auch erhalten werden
kann, indem man s, um 90° dreht.
Wir formulieren dieses Resultat, wel-
ches uns spiter noch gute Dienste Fig. 42
leisten wird:

20. Gegeben sei eime Schrauwbenfliche (Schraubungsachse = z-Achse). Ver-
schiebt man die Tangentialebene in einem Flichenpunkt parallel an den Null-
punkt O und dreht die Spur dieser Parallelebene in der Hauptebene der Schrau-
bung um 90° um O, so erhilt man den Grundriff der Flichennormalen.

3) Kegelflichen. Eine Kegelfliche entsteht durch Bewegung einer Geraden,
wobei ein Punkt S der Geraden festgehalten wird und die Gerade dauernd
langs einer gegebenen Raumkurve L, der Leitkurve, gleitet. In der rdumlichen
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Skizze (Fig. 43) wurde eine allgemeine Lage der Erzeugenden e und auf ihrein
allgemeiner Flichenpunkt P gewihlt. Die Tangentialebene 7 in P wird auf-
gespannt durch die Erzeugende e (die ja ihre eigene Tangente ist) und die
Tangente v an die Bahnkurve f. Um letztere zu finden,
wurde eine Nachbarerzeugende ¢, angenommen. Die Se-
kante PP, der Bahnkurve und die Sekante Q @, der Leit-
kurve liegen in einer Ebene. Li8t man e, gegen e streben,
so folgt daraus, daB8 auch die Tangente » an die Bahn-
kurve und die Tangente ¢ an die Leitkurve in einer Ebene
liegen. Da diese Ebene die Erzeugende ¢ enthilt, ist sie
die gesuchte Tangentialebene 7 in P. Es folgt:

21. Die Tangentialebene in einem Punkt P einer
Kegelfliche wird aufgespannt von der durch P laufenden
Erzeugenden ¢ und von der Tangente an die Leitkurve
tn threm Schuittpunkt mit e. Die Tangentialebenen in

Fig. 43 den verschiedenen Punkten einer Erzeugenden fallen also
zusammen.

Zylinderfldchen entstehen, wenn eine erzeugende Gerade so parallel ver-
schoben wird, daf} ein Punkt lings einer gegebenen Leitkurve gleitet. Sie sind
als Kegel mit unendlich ferner Spitze aufzufassen.

4) Regelfliichen. Wird eine Fliche speziell durch Bewegung einer Geraden
erzeugt, so heiBt sie Regelfliche. Ihre Erzeugenden e sind also gerade Linien.
Die eben behandelten Kegel gehoren zu diesem Flichentypus. Im Gegensatz
zu Satz 21 kénnen aber bei einer allgemeinen Regelfliche die Tangentialebenen
in den verschiedenen Punkten einer Erzeugenden voneinander verschieden sein.
Es soll dies am einfachen Beispiel der Wendelfliche gezeigt werden; es ist dies
eine Schraubenfliche, wobei die Ausgangserzeugende ¢, eine Gerade ist, welche
die Schraubungsachse senkrecht schneidet. Fig.44a zeigt ein anschauliches
(axonometrisches) Bild der Fliche. In Fig. 445 wurde im Grund- und Aufri3
wie immer die Schraubungsachse als z-Achse angenommen und die Ausgangs-
erzeugende ¢, der Wendelfliche senkrecht zur AufriBebene gewihlt.

L4Bt man nun einen Punkt P auf ¢, von auBen her gegen die Achse zu wan-
dern und konstruiert fiir einige Lagen Py, P,... dieses Punktes die zugehérigen
Tangentialebenen 7,,7, ... nach dem Verfahren der obigen Nr. 2, so erkennt man,
daB3 die Tangentialebene in P sich um die Gerade ¢, dreht und immer steiler
wird. Speziell ist in P, die Tangentialebene vertikal.

Der Hauptsatz iiber die Tangentialebene. Wir kehren noch einmal zu
den allgemeinen Eigenschaften der Flichen und zu Fig.40 zuriick. Es sei ¢ eine
beliebige Kurve auf der Fliche, P ein Punkt auf ihr und 7 die Tangentialebene
an die Fliche in P. Dann gilt die wichtige Tatsache, daf} die Tangente an ¢ in P
in der Tangentialebene 7 liegt. Kurz ausgedriickt:

22. Die Tangente einer Flichenkurve liegt in der Tangentialebene der Fliche.

In Fig.45 erbringen wir den Beweis fiir Rotationsflichen, diirfen aber nicht
verschweigen, daf} fiir allgemeinere Flichen kein so elementarer Beweis exi-
stiert. Wir haben schematisch gezeichnet: ¢ = Flichenkurve, P = Punkt auf ihr,
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P, =Nachbarpunkt, ¢,e; =Meridiane durch P bzw. P, und f,f, = Parallelkreise
durch P bzw. P;. Nun ist das Viereck P QP,Q, ein ebenes Viereck, da die
Gerade P;Q, parallel zu P Q liegt. Also enthilt die Ebene P Q Q, die Sekante
PP, der Kurve c. Lassen wir nun P, gegen P streben, so geht diese Ebene
P Q Q, in die Tangentialebene 7 tiber (denn P @ wird zur Parallelkreistangente
und P Q, zur Meridiantangente). AuBerdem strebt die Sekante P P, gegen die
Tangente an ¢. Also enthilt die Tangentialebene t diese Tangente.

Fig. 44a Fig. 44b Fig. 45

Ahnlich 148t sich der Beweis des Hauptsatzes fiir Kegelflichen erbringen.

Denken wir uns durch einen Punkt P einer Fliche alle Flichenkurven ge-
zogen, so bilden die Tangenten dieser Kurven in P nach dem Hauptsatz eine
Ebene, nimlich die Tangentialebene. Daher kann die Tangentialebene als erste
Anniherung der Fliche in der Umgebung von P angesehen werden. Dies ist
analog zu der Anniherung einer Kurve durch ihre Tangente in der ebenen
Geometrie.

§ 3. UmriB

In Fig.46 wurde im Grund- und Aufrif} eine Schraubenlinie dargestellt
(Punkte 0—9 usw.), und es soll nun die Schraubenfliche anschaulich dargestellt
werden, welche durch Schraubung der Sehne e¢=07 der Schraubenlinie ent-
steht. Sobald man einige der verschraubten Lagen (18, 29 usw.) dieser Er-
zeugenden im AufriB zeichnet, merkt man, daB die Begrenzung der Fliche
im AufriB nicht allein von der gegebenen Schraubenlinie geliefert wird, sondern
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daB sich eine UmriBkurve ausbildet, welche von allen Erzeugenden umhiillt
wird. Um diese Kurve genau zu konstruieren, miissen wir folgende allgemeine
Uberlegungen vorausschicken.

Definition. Eine Flache werde in der Projektionsrichtung ! projiziert. Dann
versteht man unter einem Umrifpunkt der Fliche einen Punkt U, in welchem
die Tangentialebene parallel zu [ ist. Die von allen UmriBpunkten gebildete
und auf der Fliche verlaufende Raumkurve u heilt der Umrif der Fliche.

¥4

I

Handelt es sich zum Beispiel um den Grundrif einer Fliche, so ist l senkrecht
zur GrundriBiebene, also muB in einem UmriBpunkt U die Tangentialebene
eine erste profizierende Ebene sein. u wird dann auch als erster Umrif bezeichnet.
Analog definiert man den zweiten Umri, wenn die Fliche im Aufri} dar-
gestellt werden mubB.
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Beispiel: Der erste UmriB einer Kugel ist der GroBkreis in der ersten Haupt-
ebene, welche durch das Kugelzentrum lduft.

Bemerkung: Gemil obiger Definition kann der UmriB einer Fliche auch
aufgefaBt werden als die Etgenschattengrenze der Fliche, wenn die Lichtstrahlen
parallel zu [ einfallen. Die im folgenden entwickelten Methoden zur UmriB-
konstruktion kénnen daher auch auf die Konstruktion der Eigenschattengrenze
einer Fliche bei Parallelbeleuchtung angewendet werden.

Nun beweisen wir folgenden Satz: Es sei ¢ eine Kurve auf der Fliche, welche
den UmriB % in U trifft. Dann beriihren sich die Projektionen von ¢ und # im
Bild von U. (Ausnahme: Die Tangente an ¢ oder an # liegt in U parallel zur
Projektionsrichtung.) Kurz ausgedriickt:

23. Die Projektion einer Flichenkurve beriihrt im allgemeinen die Projektion
des Umrisses.

Beweis: Die Tangenten an ¢ und # in U liegen in der Tangentialebene 7 der
Fliche (Hauptsatz iiber die Tangentialebene). Da definitionsgemiB 7 parallel
zu [ ist, fallen die Projektionen dieser beiden Tangenten zusammen, also be-
rithren sich die Projektionen von ¢ und #. Tritt jedoch der Spezialfall ein, da3
eine dieser Tangenten parallel zu [ ist, so ist ihre Projektion ein Punkt, und es
kann nichts ausgesagt werden.

Der Satz 23 zeigt, daB die Projektion des Umrisses als Enveloppe?) der Pro-
jektionen der Erzeugenden der Fliche gefunden werden kann, womit der Zu-
sammenhang mit dem anschaulichen Beispiel der Fig.46 hergestellt ist. Wir
kehren nun zu diesem Beispiel zuriick. Es soll zunichst der zweite Umril3-
punkt U auf einer gegebenen Erzeugenden g der Schraubenfliche konstruiert
werden. Die Tangentialebene v in U ist zum vornherein bekannt, es ist die
zweite projizierende Ebene durch g. Es sei 7, die Parallelebene durch O und
sy deren Spur in der Hauptebene der Schraubung. Indem man s, um 90° dreht,
erhilt man nach Satz 20 den Grundrif3 s’ der Flichennormalen, welcher aus g’
den GrundriB U’ des gesuchten UmriBpunktes schneidet.

Sodann soll noch der UmriBpunkt P auf einer Bahnschraubenlinie, zum
Beispiel auf der gegebenen Randschraubenlinie, gefunden werden. Zu diesem
Zweck wurde zunichst im Ausgangspunkt 4 dieser Schraubenlinie die Flichen-
normale #» im GrundriB konstruiert. (Nach der Methode von Fig.42.) Im ge-
suchten UmriBpunkt P mufl die Tangentialebene zweite projizierende Ebene,
also die Flichennormale zweite Hauptgerade sein. Man muB daher A’ im
GrundriB so lange drehen, bis die mitgedrehte Gerade »’ horizontal wird. Dann
ist man in P’ angelangt.

Rotationsfliche. Es soll eine Rotationsfliche mit der z-Achse als Achse
axonometrisch dargestellt werden. In Fig.47 haben wir das Achsenkreuz Nr.1
der Tabelle auf Seite 47 rechts im AufriB und links im Seitenril} dargestelit und
den Nullmeridian ¢, der Fliche im Seitenril gegeben. Er ist eine gleichseitige
Hyperbel mit der 2-Achse als Asymptote. Um die Fliche im axonometrischen
Bild (= AufriB) darzustellen, miissen wir also den zweiten Umrill # konstruieren.

1) Enveloppe = eingehiillte Kurve.
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Wir suchen zu diesem Zweck den UmriBpunkt U auf einem gegebenen
Parallelkreis f (nur im Seitenrif3 eingezeichnet). Diese Aufgabe 16st man mit der
folgenden Methode der Beriihrungskugel (§ 2, Nr. 1). In der Figur wurde die Be-
rithrungskugel lings f eingezeichnet (Zentrum M). U ist nun auch UmriBpunkt
der Beriihrungskugel, da die Tangentialebene 7 an die Kugel in U iiberein-

z

X =/~, b4

Fig. 47

stimmt mit der Tangentialebene an die Fliche, also ebenfalls zweite projizie-
rende Ebene sein muB. Daher wird U gefunden als Schnittpunkt von f mit dem
KugelumriB; dieser ist der GroBkreis % in der zweiten Hauptebene durch M.

7 erscheint nun im AufriB als Gerade, und zwar als die Tangente T an E:
da die Tangente an den Umri8 # in 7 liegt (Hauptsatz iiber die Tangential-
ebene) ist also T die Tangente an %. Die Tangente an den SeitenriB #” kann
elementar nicht gefunden werden.

Nachdem man so die Umrilkurve punktweise konstruiert hat, erkennt man,
daB es auf ihr einen Punkt S gibt, in welchem die Tangente im Seitenri8 hori-
zontal ist. (Die genaue Lage von S kann mit elementaren Mitteln nicht be-
stimmt werden.) Da die Tangentialebene 7 in S zweite projizierende Ebene ist,
muB die Tangerte ¢ an die Raumkurve # in S senkrecht zur Aufrifebene sein.
Ihr AufriB ist daher ein Punkt, und zwar S. Nun folgt andererseits durch
Grenziibergang, daB auch in S der AufriB % den AufriB 7 der Tangentialebene
beriihren muB. Da nun einerseits % oberhalb der Ordnungslinie S” S bleiben
muf} (wie man im Seitenri} abliest) und andererseits # von beiden Seiten her
mit der Tangente 7 in S einlaufen muB, ergibt sich, daB S ein Riickkehrpunkt,
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und zwar eine Spitze von u ist. Diese Spitze kommt allerdings anschaulich nicht
zur Geltung, da die UmriBkurve vom Punkt S an unsichtbar wird. Fiir die
Anschauung ist also S ein Endpunkt des Umrisses (vgl. den linken Teil der Figur).

Denken wir uns nun die Fliche entfernt und nur die Raumkurve # vorhan-
den, so konnen wir folgendes Resultat formulieren:

24. Liegt die Tangente t in einem Punkt S einer Raumkurve u parallel zur
Projektionsrichtung, so kann die Projektion der Kurve im Bildpunkt von S einen
Riickkehrpunkt haben.

Als einfaches Beispiel fiir diesen Satz denke man sich einen Kreis, dessen
Ebene senkrecht zur GrundriBlebene steht. Der Grundri3 des Kreises ist dann
eine doppelt durchlaufene Strecke, deren Endpunkte Riickkehrpunkte sind.

Bemerkung: Fiir die UmriBkonstruktion einer Rotationsfliche kann man
an Stelle der Beriihrungskugel auch den Beriihrungskegel verwenden (§ 2).

Kegelfliche. Der UmriB eines Kegels besteht immer aus einer (oder meh-
reren) Erzeugenden (Mantellinien). Beweis: Sei U ein UmriBpunkt der Fliche,
also die Tangentialebene 7 in U parallel zur Projektionsrichtung /. Sei ferner e
die durch U laufende Erzeugende. Nach Satz 21
fillt die Tangentialebene in jedem anderen Punkt Q
von ¢ mit T zusammen, ist also auch parallel zu !
und daher ist Q ebenfalls UmriBpunkt.

NI

Fig. 48a Fig. 48b

Als Beispiel wurde in Fig.48a ein gerader Kreiskegel im Grund- und Aufril
angenommen und in Fig.48b durch Auftragen der Koordinaten axonometrisch
dargestellt. (Achsenkreuz Nr.2 der Tabelle auf Seite 47, axonometrische Ein-
heiten 1,2,2.) Zur UmriBkonstruktion mufB die zur Bildebene der Axonometrie
senkrechte Projektionstichtung / in die Fig.48a iibertragen werden. Zu diesem
Zweck wurden in Fig.48b zwei Punkte A, B angenommen, deren axonometrische
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Bilder sich decken. (4 auf der negativen y-Achse und B in der x,z-Ebene.) Die
Koordinaten von A,B wurden im axonometrischen Bild abgelesen und in
Fig.48a aufgetragen; damit ist / als Verbindungsgerade A B bestimmt. Sodann
wurde nach dem Verfahren von Fig.24 eine zu / parallele Tangentialebene an
den Kegel gelegt; ihre Beriihrungsmantellinie # ergibt eine UmriBmantellinie
im axonometrischen Bild. GemidB Satz 23 muB # Tangente an die Ellipse
sein, welche in Fig. 48 b das axonometrische Bild des Grundkreises ist. Man
hitte daher die UmriBmittellinien auch finden konnen als Tangenten vom
Bild der Kegelspitze aus an die genannte Ellipse.

Die in Fig. 48 benutzte Methode der UmriBkonstruktion durch Zuriick-
gehen tn das Grund- und Aufrifverfahren ist auch in der allgemeinen Axono-
metrie und Perspektive anwendbar (vgl. den dritten Teil des Buches).

Regelfliche. Als Beispiel fiir die UmriBkonstruktion bei einer Regelfliche
kann die Schraubenfliche von Fig.46 dienen. Allgemein wire noch folgendes
festzuhalten:

Es werde der UmriBpunkt U auf einer gegebenen (geradlinigen) Erzeugen-
den e der Regelfliche gesucht. Die Tangentialebene in U wird aufgespannt
durch ¢ und die Projektionsrichtung /, ist also bekannt. Die Konstruktion von
U 14uft also auf folgende Grundaufgabe tiber Regelfldchen hinaus:

Gegeben eine Erzeugende ¢ einer Regelfliche und eine Ebene 7 durch e.
Gesucht der Punkt auf e, in welchem v Tangentialebene ist.

§ 4. Ebener Schnitt

Eine Fliche soll mit einer gegebenen Ebene « geschnitten werden. Methode
zur Konstruktion von Punkten der Schnittkurve:

25. Um allgemeine Punkte des ebenen Schwittes einer Fliche zu finden, lege
man eine Schar von Hilfsebenen, welche aus der Fliche Erzeugende oder Bahn-
kurven oder andere einfache Kurven schneiden.

Wir erliutern dieses Grundprinzip am Beispiel einer Rotationsfliche in
Fig.49a. Es wurde speziell ein Rotationskegel angenommen, jedoch gelten die
meisten der folgenden Konstruktionen auch fiir eine beliebige Rotationsfliche.
Die Schnittebene o wurde durch die beiden Hauptgeraden #,, 4, gegeben. Bei
jeder Rotationsfliche kann man die Schar der Hilfsebenen auf zwei verschie-
dene Arten wihlen:

a) Hilfsebenen durch die Rotationsachse schneiden aus der Fliche die er-
zeugenden Meridiane.

b) Erste Hauptebenen als Hilfsebenen schneiden aus der Fliche Bahn-
kurven, das heil3t Parallelkreise.

Wir haben uns zunichst fiir die zweite Variante entschieden und eine erste
Hauptebene 7, als Hilfsebene gelegt. Sie schneidet aus der Fliche den Kreis &
und aus der Schnittebene o deren erste Hauptgerade 4. Die Schnittpunkte P
und Q von % und % sind Punkte der Schnittkurve.
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Methode zur Konstruktion von Tangenten der Schnittkurve:

26. Sei P ein Punkt der Schnitthurve einer Fliche mit der Ebene o. Dann ist
die Tangente an die Schnittkurve in P die Schnittgerade von o mat der Tangential-
ebene an die Fliche in P.

Beweis: Die Tangente { muBl nach dem Hauptsatz {iber die Tangential-
ebene in 7 (=Tangentialebene in P) liegen. Da andererseits die Schnitt-
kurve ganz in der Ebene o« liegt,
muB ¢ auch in « liegen.

Bemerkung: Der Beweis ver-
sagt, wenn « und 7 zusammen-
fallen, das heiBt, wenn die Schnitt-
ebene selbst Tangentialebene der
Fliche ist. Auf diesen Ausnahme-
fall werden wir unten zuriick-
kommen.

In Fig. 49a wurde die Tan-
gentenkonstruktion im Punkt R
durchgefithrt, der auf die gleiche
Weise wie P und @ gefunden
wurde. Die Tangentialebene v in
R wird nach Satz 21 aufgespannt
durch die Mantellinie » und
die Tangente ! an die Leitkurve
(=Grundkreis). Ihre Schnittge-
rade mit « wurde nach der
Methode der Spuren konstruiert,
indem die Spuren s und 4 der
beiden Ebenen t,« in der er-
sten Hauptebene 7; miteinan-
der geschnitten wurden. Die
Schnittgerade ist die gesuchte
Tangente ¢.

Ausgezeichnete Punkte. Bei der
Konstruktion einer Flichenkurve
(auch eines Umrisses oder einer Eigenschattengrenze) treten verschiedene Sorten
ausgezeichneter Kurvenpunkte auf, welche wichtiger sind als beliebige allge-
meine Punkte.

a) Umrifpunkte. Es sollen in Fig.49a die zweiten UmriBpunkte auf der
Schnittkurve gefunden werden. Der zweite UmriB der Rotationsfliche wird
gebildet durch den Nullmeridian, welcher beim Kegel aus den beiden duBersten
Mantellinien besteht. Dieser Nullmeridian liegt in der zweiten Hauptebene 7,
durch die Achse und diese Ebene ist nun als Hilfsebene einzufiihren. Sie schnei-
det aus « die zweite Hauptgerade 4,, welche nun aus dem Nullmeridian die ge-
suchten UmriBpunkte U,V schneidet. In diesen Punkten muB nach Satz 23
der AufriB der Schnittkurve den Nullmeridian beriihren.

Stiefel 5
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b) Punkte in Symmetrieebenen. Hiufig hat die ganze Konfiguration, welche
der Konstruktion einer Kurve zugrunde liegt, eine Symmetrieebene, so da8
auch die Kurve symmetrisch zu dieser Ebene verlaufen mufl. Ein Punkt der
Kurve in der Symmetrieebene ist ein ausgezeichneter Punkt; falls die Kurve
in ihm eine eindeutig bestimmte Tangente hat, so steht diese Tangente senk-
recht zur Symmetrieebene oder liegt in speziellen Fillen in ihr.

Fig. 49b

Bei unserem Kegel wurde diese Konstruktion in Fig.495 durchgefiihrt.
Eine Symmetrieebene der Konfiguration ist die erste projizierende Ebene o,
welche durch die Achse normal zu /; geht. Sie muB nun als Hilfsebene einge-
fithrt werden. ¢ schneidet aus o die Gerade f= HN. Es ist dies die steilste
Gerade in «, auch Fallgerade von o genannt. Um nun f mit der Rotationsflache
zu durchstoBen, wurde f in die Nullmeridianebene gedreht (N bleibt fest, H
wurde nach (H) gedreht) und die gedrehte Gerade (f) mit dem Nullmeridian
in (M) geschnitten. Zuriickdrehen ergibt den gesuchten Punkt M der Schnitt-
kurve in ¢; in ihm ist die Tangente horizontal.

c) Unendlich ferne Punkte. Hier benutzen wir eine Verallgemeinerung der
Variante a) fiir die Wahl der Hilfsebenen, nimlich Hilfsebenen durch die Kegel-
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spitze. Jede solche Ebene schneidet aus dem Kegel zwel Mantellinien a,b,
deren DurchstoBpunkte A, B mit o« Punkte der Schnittkurve ergeben.
Die Tangenten in A,B sind die Schnittgeraden von « mit den Tangential-
ebenen, welche den Kegel lings a,b berithren. Nihern wir nun diese Hilfs-
ebene der Parallelebene «, zu « durch die Kegelspitze, so entfernen sich 4, B
immer mehr und die Tangenten in diesen Punkten werden zu Asympioten
der Schnittkurve.

In Fig.49b wurde dies durchgefithrt. Die Parallelebene «, wurde mittels
der parallel verschobenen Fallgeraden f, gefunden. «, schneidet aus dem Kegel
die Mantellinien a, b, welche nach den «unendlich fernen» Punkten A, B, der
Schnittkurve zeigen. Die Asymptoten sind als Grenzlagen von Tangenten
nach dem eben Gesagten die Schnittgeraden von « mit den Tangentialebenen
an den Kegel lings @,b. Wir haben zum Beispiel die Asymptote ¢ konstruiert,
indem wir die Spur der Tangentialebene 7 in der Grundkreisebene mit der
Spur %, von « geschnitten haben. £ liegt parallel zu a.

Bemerkung: Bei einer allgemeinen Rotationsfliche hat die Schnittkurve
nur dann eine Asymptote, wenn der Nullmeridian selbst eine Asymptote hat.
Sie beschreibt bei der Rotation den Asymptotenkegel der Fliche. Fiir die
Asymptotenkonstruktion der Schnittkurve kann die Fliche durch diesen
Asymptotenkegel ersetzt werden.

Kegelschnitt. Wir werden im 2. Teil des Buches beweisen, daf3 der ebene
Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreiskegels eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel ist!). (Den Spezialfall, wo die Schnittebene o durch die Kegelspitze
geht, also die Schnittkurve aus Mantellinien besteht, lassen wir beiseite.)
Im Fall der Fig.49 ist die Kurve also eine Hyperbel, da sie zwei Asymptoten
besitzt. Der zweite Ast der Hyperbel verlduft auf dem oberen Teil des Kegels,
der entsteht, wenn man die Mantellinien iiber die Spitze hinaus verlingert.
Wenn die Schnittebene « so flach angenommen wird, da3 die Parallelebene o,
durch die Spitze keine Mantellinien aus dem Kegel schneidet, so hat die Schnitt-
kurve keine Asymptoten und keine unendlich fernen Punkte, ist also eine
Ellipse?). Als Ubergangsfall entsteht eine Parabel, wenn «, den Kegel beriihrt.
Zusammengefaft:

27. Der ebene Schnitt eines (geraden oder schiefen ) Kreiskegels ist eine Hyper-
bel, Parabel oder Ellipse, je nachdem ob die Parallelebene zur Schnittebene durch
die Kegelspitze aus dem Kegel zwei, eine odey keine Mantellinie schneidet.

Zylinderschnitt. Wird ein Kreiszylinder als Grenzfall eines Kegels auf-
gefaBt und 148t man den trivialen Fall beiseite, daB3 die Schnittebene parallel
zu den Mantellinien des Zylinders ist, so trifft jede Mantellinie des Zylinders
die Schnittebene im Endlichen und daher ist der Schnitt eine Ellipse.

27a. Der ebene Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreiszylinders ist eine
Ellipse.

Bemerkung: In beiden Sitzen kann als Spezialfall der Ellipse natiirlich ein
Kreis auftreten.

3y Daher nennt man diese drei Kurven auch Kegelschnitte.
2) Vgl. auch 2. Teil, §4, Fig. 71, 72.



68 Erster Teil: Elementare darstellende Geometrie

Schnitt einer Fliche mit einer ihrer Tangentialebenen. In Fig.50 wurde eine
Rotationsfliche mit der z-Achse als Achse durch den Nullmeridian ¢, gegeben.
Die Flache soll nun mit ihrer eigenen Tangentialebene « im Punkt A geschnitten
werden (a ist erste projizierende Ebene). Hier liegt also der anliBlich des Be-
weises von Satz 26 erwahnte Spezialfall vor. Der allgemeine Punkt P der Schnitt-
kurve und seine Tangente ¢/ wurden genau nach den eben besprochenen Methoden

gefunden (Konstruktion der
z Tangentialebene an die Fli-
che in P gemdf Fig. 41). In
A versagt die in Satz 26
angegebene Tangentenkon-
struktion, und zwar zeigt die
Figur, daBl 4 ein Doppel-
punktder Schnittkurve wird,
so daBl in A4 nicht eine,
sondern zwei Tangenten —
die sogenannten Haupttan-
gemten — existieren. Wir
halten fest:

28. Die Schnitthurve einer
Fldche mit ihver Tangential-
ebene im Punkt A kann in
A einen Doppelpunkt haben).

Die Konstruktion der
Haupttangenten im Doppel-
punkt ist mit elementaren
Mitteln nicht moglich; es
soll jedoch eine Berechnung
dieser Tangenten im spe-
ziellen Beispiel der Fig. 50
vorgefiihrt werden. Als Me-
ridian e, wurde ndmlich eine
Kettenlinie gewdhlt, und
zwar speziell die Kurve

17’/1 \ r

N

450

y = Chz. (22)

(Ch = hyperbolischer Cosi-
nus.) Legen wir also eine
erste Hauptebene in der
Hohe 2z, so schneidet sie
aus der Fliche den Kreis %
vom Radius = Chz. Spe-
ziell ist also der Radius des kleinsten Parallelkreises (« Kehlkreis») O A = ChO = 1.
Aus dem schraffierten rechtwinkligen Dreieck im GrundriB folgt daher fiir die
y-Koordinate von P-

yp=+ Jr*=1 =+ JCh?z—1 = + Shz. (23)

1) Man nennt dann A4 einen kyperbolischen Punkt der Fliche. Hingegen heiBt ein Flichenpunkt A
elliptisch, wenn die in ihm konstruierte Tangentialebene in der Umgebung von A keine Punkte
auBler 4 mit der Fliche gemeinsam hat (zum Beispiel ist jeder Punkt der Kugel elliptisch). In
der Differentialgeometrie definiert man noch eine dritte Sorte von Flichenpunkten, die paraboli-
schen Punkte, welche gewisse Ubergangsfille zwischen den elliptischen und hyperbolischen Punkten
darstellen (zum Beispiel sind alle Punkte eines Kegels parabolisch).
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Der AufriB der Schnittkurve ist daher die Xurve y = =& Shz; ihre Tangenten
¢/,ty im Nullpunkt sind bekanntlich unter 45° zur Horizontalen geneigt.

Diese Rotationsfliche der Kettenlinie heisst Katenoid.

Das Rotationshyperboloid. In Fig. 57 wurde als Nullmeridian ¢, einer Ro-
tationsfliche eine Hyperbel gewihlt (Rotationsachse = z-Achse). Die entstehende
Fliche heiBt Rotationshyperboloid!). Wie in Fig. 50 soll die Flache mit der Tan-
gentialebene « im Punkt 4 des Kehl-
kreises geschnitten werden. Wieder z
wurde eine erste Hauptebene =; ge-
wihlt und mit ihrer Hilfe ein allge-
meiner Punkt P des Schnittes kon-
struiert. Berechnung der Schnitt-

kurve:
. 2 22 7"
Es sei y,, - — =1, "
a? b2
a2 (24)
also y2=aq%+ F 2%

die Gleichung der Meridianhyperbel e,.
Die Halbachse a der Hyperbel ist
auch der Radius OA4 des Kehlkreises.
Die Hauptebene =z, in der Hohe z
schneidet aus der Fliche den Kreis &,
fiir dessen Radius # nach (24) gilt:

a?

72:a2+?22. (25)
Aus dem schraffierten Dreieck im k \
GrundriB folgt daher fiir die y-Ko-
ordinate von P:
2 )
y;:ﬂ—a?:a_ﬁ. (26)

b2

Somit hat der Aufril der Schnitt-
kurve die Gleichung

b
3=i*a—'3’, (27)

dieser Aufrifl besteht also aus den bei-
den Asymptoten der Meridianhyperbel
und die Schnittkurve selbst zerfillt in Fig. 51

zwei Geraden m,, n,, welche in « liegen

und ganz auf der Fliche verlaufen. Alle durch die Rotation aus m, bzw. n, ent-
stehenden Geraden , » liegen ebenfalls auf der Flache, so daB also das Rotations-
hyperboloid von zwet Scharen von Geraden (m-Schar und #-Schar) iiberzogen ist.
Die Fliche kann nun zum Beispiel auch durch Rotation von #, erzeugt werden,
ist also eine Regelfldche. In der Fig.51 wurde noch die aus m, durch Rotation
hervorgehende und durch P laufende Gerade m, der m-Schar eingezeichnet. Im
GrundriB beriihrt sie den Kehlkreis und im Aufrif die Meridianhyperbel (= zweiter
UmriB) in ihrem DurchstoBpunkt U mit der zweiten Hauptebene z,. Nach dem

1) Genauer etnschaliges Rotationshyperboloid zum Unterschied vom zweischaligen Rotations-~
hyperboloid, welches durch Rotation einer Hyperbel um die Verbindungsgerade ihrer Scheitel ent -
steht und aus zwei getrennten Teilen besteht.
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Hauptsatz iiber die Tangentialebene spannen #, und m,; die Tangentialebene t
in P auf; ihre Spur s in der Kehlkreisebene ist also die Polare von P’ in bezug auf
den Kehlkreis. Allgemeiner folgt nun:

29. Durch jeden Punkt P des Rotationshypevboloids geht eine Gevade der
m-Schar und eine Gerade dev n-Schay. Diese beiden Geraden spannen die Tangential-
ebene in P auf, ihve Spur in dev Kehlkveisebene ist die Polave von P’ in bezug auf den
Kehlkreis.

Bemerkung: Aus diesem Satz ergibt sich folgende einfache Ldsung der
Grundaufgabe iiber Regelflichen (vgl. Seite 64) im Fall des Rotationshyperboloids.
Es sei eine Gerade m auf der Fliche und eine durch m gehende Ebene 7 ge-
geben. Es sei ferner s die Spur von 7 in der Kehlkreisebene. Dann ist der Pol von

z"

X" =j////

/

Fig. 52

s in bezug auf den Kehlkreis der Grundrif3 des Punktes P, in welchem v Tangen-
tialebene ist.

30. Zwei Geraden a,b des Hyperboloids sind windschief oder schuneiden sich je-
nachdem ob sie derselben Schar angehdven odev nicht.

Beweis: Seien P und @ die Punkte auf a bzw. b, deren Grundrisse in den
Schnittpunkt von a” und b’ zusammenfallen. Gehéren ¢ und b derselben Schar
an, so liegen P und Q — wie man leicht sieht — auf verschiedenen Seiten der
Kehlkreisebene. Stammen aber ¢ und b aus verschiedenen Scharen, so liegen
P und Q auf derselben Seite der Kehlkreisebene, fallen also zusammen. (Der
Spezialfall, daB eine Gerade der m-Schar und eine Gerade der #-Schar zueinander
parallel sind, ist in Satz und Beweis als Grenzfall einzubeziehen.)

Als etwas weitergehendes Konstruktionsbeispiel zum Inhalt von § 3 und § 4
soll nun in Fig.52 ein Rotationshyperboloid axonometrisch dargestellt werden.
Es wurde in der iiblichen Weise das Achsenkreuz Nr. 5 der Tabelle auf Seite 47

~i
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rechts im Aufril und links im Seitenrif} dargestellt. Um einfache Konstruktionen
zu erhalten, wurden zwei Parallelkreise &,, 2, symmetrisch zum Nullpunkt ange-
nommen und mittels der bekannten Ellipsenkonstruktion (vgl. den AufriB) in
12 gleiche Teile geteilt. Als Erzeugende des Hyperboloids wurde die dritte Haupt-
gerade m, gewdhlt, welche zwei dieser Teilpunkte verbindet. Die 12 aus ihr durch
die Rotation hervorgehenden Geraden der m-Schar konnen nun sofort einge-
zeichnet werden.

Die UmriBkonstruktion erfolgt nun nach der Methode der Beriihrungskugel
(vgl. Fig. 47). Um zum Beispiel das Zentrum M der Beriihrungskugel zu finden,
welche die Fliache lings k, beriihrt, kann im Schnittpunkt P von m, und %, die
Normale g zur Tangentialebene 7 errichtet werden. Da m, in 7 liegt und dritte
Hauptgerade ist, steht g"” einfach senkrecht zu m'. Die Vertikale durch M" er-
gibt dann den UmriBpunkt U auf k,.

Wiederholt man diese Konstruktion fiir einen anderen Parallelkreis &, so folgt
aus der Ahnlichkeit der schraffierten Dreiecke, da U” und V¥ auf einer Geraden
o durch den Nullpunkt O liegen. Der Seitenril der UmriBkurve ist also diese
Gerade o und die UmriBkurve selbst ist der ebene Schnitt!) der Fliche mit der
dritten projizierenden Ebene «. Der Umripunkt D auf einer gegebenen Geraden
m der m-Schar ist nun einfach der DurchstoBpunkt von m mit «.

In der Figur wurde noch eine Gerade »n der zweiten Schar eingezeichnet.

%) Im zweiten Teil des Buches wird bewiesen, daB jeder ebene Schnitt des Rotationshyper-
boloids ein Kegelschnitt ist. Somit ist unsere UmriBkurve ein Kegelschnitt, und zwar eine Hyperbel.
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§ 5. Schnitt von zwei Flichen (Durchdringungen)

Die Schnittkurve von zwei krummen Flichen wird mit analogen Methoden
konstruiert wie der ebene Schnitt einer einzigen Fliche:

31. Um allgemeine Punkte der Schuitthurve von zwei Flichen zu finden, lege
man eine Schar von Hilfsebenen, welche aus beiden Flichen einfache Kurven
schneiden (zum Beispiel Erzeugende oder Bahnkurven).

Beispiel: In Fig.53 ist die eine Fliche eine Rotationsfliche; Rotations-
achse @, Nullmeridian ¢,= Kreis. Die Fliche heit Kreisring oder Torus. Die
zweite Flidche ist ein gerader Kreiszylinder, dessen Mantellinien senkrecht zur
GrundriBebene stehen, so daB er im Grundrill als Kreis erscheint. Als Hilfs-
ebenen wurden erste Hauptebenen gewihlt; so schneidet zum Beispiel die erste
Hauptebene 7z; aus beiden Flichen Kreise, deren Schnittpunkte P,Q Punkte
der Durchdringungskurve sind.

Nun beachte man aber, daB die Schnittkurve im GrundriB von vornherein
bekannt ist, sie fillt ja mit dem Grundkreis des Zylinders zusammen. Man
kann also die Kurve auch konstruieren, indem man einen Punkt (zum Beispiel
V) im GrundriB wihlt und mit Hilfe des durch ihn laufenden Parallelkreises des
Torus den AufriB bestimmt. Auf diese Weise wurden die ausgezeichneten Punkte
gefunden, nidmlich die UmriBpunkte U,V auf Torus und Zylinder und der
Punkt M in der Symmetrieebene ¢ (=erste projizierende Ebene durch die
Achsen der beiden Flichen).

32. Sei P ein Punkt der Schnitthurve von zwei Flichen. Dann ist die Tangente
an die Schwittkurve in P die Schnitigerade der Tangentialebenen an die beiden
Flichen in P.

Beweis: Da die Schnittkurve auf beiden Flichen liegt, muB ihre Tangente
nach dem Hauptsatz tiber die Tangentialebene in der Tangentialebene an jede
der beiden Flichen liegen.

Im Beispiel Fig. 53 wurde die Tangentenkonstruktion in P gezeigt. Die Spur
s der Tangentialebene an den Torus wurde gemiB Fig.41 ermittelt; die Spur
der Tangentialebene 7, an den Zylinder ist die Tangente an seinen Grundkreis
in P’. Der Schnittpunkt H der beiden Spuren ergibt im AufriBl die Tangente "

Im Punkt D beriihren sich beide Flichen; dort versagt also Satz 32. Analog
zu Satz 28 zeigt die Figur, daBl D ein Doppelpunkt der Schnittkurve wird:

33. Beriihren sich zwei Flichen tn einem Punkt D, so kann ihre Schuittkurve
in D etnen Doppelpunkt haben.

Die beiden Haupttangenten an die Schnittkurve im Doppelpunkt D kénnen
nicht mit elementaren Mitteln gefunden werden.

Der Punkt S der Schnittkurve liegt auf dem zweiten Umrif} beider Flachen.
Beide Tangentialebenen sind also dort zweite projizierende Ebenen, also ist
nach Satz 32 die Tangente an die Schnittkurve in S senkrecht zur AufriBebene
und im Einklang mit Satz 24 hat der AufriB der Schnittkurve in S” eine Spitze.
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Schnitt von zwei Kegelflichen. Hier filhrt das Pendelebenenverfahren
immer zum Ziel (vgl. auch Seite 27 und Fig.15). Es besteht darin, daB man
Hilfsebenen durch die Verbindungsgerade ¢ der beiden Spitzen legt. Die allge-
meine Hilfsebene - pendelt also um p als Pendelachse und schneidet aus jeder
der Kegelflichen Erzeugende, das heiBt Mantellinien heraus.

Fig.54 zeigt als Beispiel im Grund- und AufriBverfahren die Schatten-
konstruktion an einem auf der Spitze stehenden und oben offenen Rotations-
kegel. Es soll der Schatten des Randkreises £ auf das Innere des Kegels er-
mittelt werden, wobei die Lichtstrahlen parallel zu der gegebenen Richtung !

0

Fig. 54

einfallen. Diese Aufgabe kann auch aufgefaBt werden als die Konstruktion der
Schnittkurve ¢ des Kegels mit dem Lichtzylinder, dessen Leitkreis k ist und
dessen Mantellinien parallel zur Lichtrichtung / liegen. Die Pendelachse p geht
durch die Kegelspitze parallel zu den Erzeugenden des Zylinders, das heift
parallel zu / und moge die erste Hauptebene von % in D durchstofen. Eine
Pendelebene 7 legen wir fest durch ihre Spur s in dieser Hauptebene; sie schnei-
det aus den Flichen je eine Erzeugende ¢, bzw. ¢,, deren Schnittpunkt P ein
Punkt der gesuchten Schattenkurve ist. Die Konstruktion der Kurventangente
t in P erfolgte, indem der Schnittpunkt 7" der Spuren ¢, £, der Tangentialebenen
beider Flichen bestimmt wurde. '
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Nun beachte man aber: Der Punkt 7~ ist der Pol der Geraden s’ in bezug
auf den Kreis 2, er muf also nach bekannten Sitzen iiber die Kreispolarent)
auf der Polaren d von D’ liegen. Mit anderen Worten: Der Aufri T ist fest
und unabhiingig von der Auswahl der Pendelebene 7. Es miissen also die Tan-
genten in allen Punkten des Aufrisses ¢” unserer Schnittkurve durch 7" laufen.
Dies ist nur moglich, wenn dieser AufriB ¢” eine Gerade ist. Die Kurve selbst
ist dann als Schnitt der zweiten projizierenden Ebene y durch ¢” mit dem Licht-
zylinder nach Satz 27a eine Ellipse. Sie trifft % in den beiden Punkten 4, B,
von welchen iibrigens die Eigenschattengrenze des Kegels ausgeht.

Es wurde noch die Tangente an ¢’ in A’ konstruiert, indem die Spuren der
Kurvenebene  und der Kegeltangentialebene in A in der Hauptebene 7, ge-
schnitten wurden (gestrichelt).

Hilfskugel '

Fig. 55

Der eben vorgefithrte Beweis, dal3 die Schnittkurve eben ist, 1iB3t sich ohne
weiteres iibertragen auf den allgemeineren Fall des Schnittes zweler (eventuell
schiefer) Kegelflichen, welche einen Kreis als gemeinsame Leitkurve haben:

34. Haben zwei Kegelflichen einen Kreis als gemeinsame Leitkurve, so besteht
ihre Durchdringung aus diesem Kreis und einem gemeinsamen (eventuell unend-
lich fernen) ebenen Schwitt (vgl. auch den allgemeineren Satz 19 auf Seite 99).

Methode der Hilfsflichen zur Punktkonstruktion. Oft ist es vorteilhaft, das
Grundprinzip 31 fiir die Konstruktion der Schnittkurve zweier Flichen zu ver-
allgemeinern, indem man an Stelle der Hilfsebenen eine Schar von Hilfsflichen
einfiihrt. In Fig. 55 sollen als Beispiel zwei Rotationszylinder geschnitten werden,
deren Achsen a,,a, in der GrundriBebene liegen. {Konstruktion im Grundri
allein.) Als Hilfsflichen wurden Kugeln mit dem Schnittpunkt von @, und 4,

1) Die Grundsitze der Polarentheorie werden im zweiten Teil des Buches bewiesen.
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als Zentrum gewihlt. Die eingezeichnete Hilfskugel schneidet aus den Zylindern
Kreise &y, k,, die in unserem Grundrif als Strecken erscheinen. Der Schnittpunkt
P dieser Kreise ist ein Punkt der Durchdringungskurve.

Diese Methode dev Hilfskugeln kann immer angewendet werden beim Schnitt
zweier Rotationsflichen, deren Achsen sich schneiden; die urspriingliche Methode
der Hilfsebenen versagt in diesem Fall im allgemeinen.

Methode der Flichennormalen zur Tangentenkonstruktion. Aus Satz 32 folgt auch

35. Die Tangente an die Schnittkurve zweier Flidchen im Punkt P steht senkvecht
auf dev Ebene v, welche durch die Flichennormalen dev beiden Flichen in P auf-
gespannt wivd.

(Denn die Schnittgerade der beiden Tangentialebenen steht senkrecht auf den
beiden Normalen dieser Ebenen.) Haufig ist es bequem, die Tangentenkonstruk-
tion mit Hilfe dieses Satzes auszufithren. In Fig. 55 wurden die beiden Zylinder-
normalen #,,%, in P eingetragen; sie durchstofen die Grundrilebene in den auf
den Zylinderachsen gelegenen Punkten D;, D,. Die Verbindungsgerade s= D, D,
ist also die Spur der Ebene », welche durch #»y, n, aufgespannt wird; nach Satz 35
steht der GrundriB3 ¢* der Tangente auf s normal.

§ 6. Kotierte Normalprojektion, Boschungsfléichen

Wir haben bei unseren bisherigen Konstruktionen gelegentlich im Grundrif3
allein gearbeitet (Fig.15, 26, 55). Diese Methode kann ausgebaut werden; die
Fig.56 enthilt das dazu Notwendige. Ein Punki P im Raum wird gegeben
durch seinen GrundriB P’ und seine Kote (Ho6he iiber der GrundriBebene),

Fig. 56

welche man als Zahl bei P’ anschreibt. (Die Lingeneinheit wurde links oben
als Strecke angegeben.) Eine Gerade g im Raum kann festgelegt werden durch
ihren GrundriB g’ und durch die auf ihr liegenden Punkte mit ganzzahligen
Koten. Diese Punkte ergeben eine regelmiBige Skala auf ¢’, die Graduierung
der Geraden. Endlich wird eine Ebene o dargestellt durch ihre Neveaulinien,
es sind dies ihre (ersten) Hauptgeraden mit ganzzahligen Koten.
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In Fig.56 wurde als Beispiel eine Lage- und eine MaBaufgabe geldst (vgl.
den 1. Abschnitt): a) DurchstoBpunkt D von g mit «. Zuriickfiithrung auf das
Problem der Schnittgeraden (Seite 23) durch Legen einer Hilfsebene 8 durch g.
{(Die Niveaulinien 1 und 3 von § gehen durch die Graduierungspunkte 1 bzw. 3
von g.) Konstruktion der Schnittgeraden s von « und 8 durch Schneiden der
Niveaulinien gleicher Kote. b) Gesucht die Normale # im Punkt 4 zur Ebene
o. Es wurde die Fallgerade f= A B von a konstruiert (sie schneidet alle Niveau-
linien senkrecht). »’ fillt mit / zusammen. Um die Graduierung von » zu
finden, wurde das Profildreieck von A B in die Hauptebene von A umgeklappt.
Die Umklappung (#) von # steht senkrecht auf (). In der Umklappung wurde
dann der Punkt mit der Kote 5 auf » konstruiert.

Gratlinie

Fig. 57

Auch eine krumme Fliche kann durch ihre Niveaulinien dargestellt werden.
Man definiert diese Kurven am besten als die Schnittkurven der Fliche mit
den Hauptebenen von ganzzahliger Kote. Diese Art der Darstellung ist dem
Leser wohl von der Darstellung des Gelindes auf topographischen Kurven-
karten geldufig. Fig.57 zeigt so schematisch eine Gelindepartie in kotierter
Normalprojektion. In beiden Punkten A und B ist die Tangentialebene hori-
zontal (erste Hauptebene), jedoch haben diese Punkte ganz verscliiedenen
Charakter. A ist ein Gipfelpunki. Die Fliche liegt in der Umgebung von A4
tiefer als A selbst und daher hat die Tangentialebene in A4 in dieser Umgebung
aufler 4 keine Punkte mit der Fliche gemeinsam. Nach der Definition von
Seite 68 (FuBnote) ist daher A ein elliptischer Punkt der Fliche. Im Gegen-
satz dazu ist B ein Sattelpunkt oder Pafpunkt. Es gibt nimlich in der Umge-
bung von B sowohl Flichenteile, die héher als B, als auch Flichenteile, die nie-
driger als B sind. Die Tangentialebene in B schneidet aus der Fliche die Ni-
veaulinie 7, welche in B einen Doppelpunkt hat. B ist also hyperbolischer
Punkt der Fliche.

Analog zur Ebene definieren wir als Fallkurve f der Fliche eine Kurve, welche
alle Niveaulinien senkrecht schneidet. Die vom Sattelpunkt B aufsteigende Fall-
kurve (strichpunktiert) heiB3t Gratlinie oder Wasserscheide der Gelindefliche ; die
vom Sattelpunkt B absteigende Fallkurve (gestrichelt) heiBt Tallinie. Die
Grat- und Tallinien erleichtern die Ubersicht iiber die Gliederung des Gelandes.
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Erdbauten. In Fg.58 ist das Gelinde wieder durch die Niveaulinien ge-
geben. (Nach links hin stirker abfallender Hang.) Es soll durch dieses Gelidnde
die in der Figur ebenfalls durch die Niveaulinien gegebene geradlinige und
gleichmiBig ansteigende StraBe gefithrt werden. Man erkennt, daB in der
Gegend L die StraBle hoher liegt als das Terrain, so daBl dort ein StraBlendamm
notwendig wird, wihrend in der Gegend R umgekehrt die StraBe in das Ge-
linde eingeschnitten werden muB. Die Dammkonstruktion wurde nur fiir die
StraBenkante g durchgefiihrt. Es sei die Neigung o des Dammes zur Grundrif3-
ebene gegeben, so da man also die Aufgabe hat, durch g eine Ebene « von der
vorgeschriebenen Neigung w zu legen. Nun beachte man, daf3 alle Ebenen mit
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Fig. 58

der Neigung o, welche durch einen ausgewdhlten Punkt S (Kote 7) von g
gehen, einen Kegel umhiillen (Boschungskegel). Die Niveaulinien dieses Kegels
sind Kreise. Denkt man sich etwa den Niveaukreis 6 als Grundfliche des Ke-
gels, so wird die Kegelhthe=1 und fiir den Radius » dieses Niveaukreises gilt
daher »=cotg w. Die gesuchte Ebene a ist die Tangentialebene an den Kegel,
welche durch g geht. Ihre Niveaulinie 6 wird gefunden als Tangente vom
Punkt A (Kote 6) aus an den eben konstruierten Niveaukreis 6 des Bdschungs-
kegels. Die Schnittkurve des Dammes mit dem Gelinde ergibt sich durch
Schneiden gleich kotierter Niveaulinien des Dammes und des Gelindes.

Analog wurde der Einschnitt rechts mit Hilfe eines im Punkte 11 auf der
Spitze stehenden Bdéschungskegels gefunden.

Boschungsflichen. In Fig. 59 a ist nun als Stralenkante eine Raumkurve ¢
angenommen, welche durch ihren GrundriB ¢’ und geniigend viele kotierte
Punkte 0—4 gegeben ist. Der Straflendamm wurde auf folgende Weise kon-
struiert. Nach Wahl einer Neigung » wurden die Bdschungskegel mit dieser
Neigung in den Punkten 1—-4 von ¢ konstruiert und speziell ihre Niveaukreise
von der Kote O eingezeichnet. Die Enveloppel) dieser Niveaukreise sei die

1) Enveloppe = eingehiillte Kurve.
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Niveaulinie O des StraBendamms. Im iibrigen nehmen wir als Dammfliche eine
Regelfliche, deren Erzeugende die Geraden sind, welche von den Punkten der
Niveaulinie 0 senkrecht zu ihr auslaufen und die Neigung « haben (zum Bei-
spiel e,,¢4,¢,). Diese Geraden treffen als Mantellinien der Boschungskegel auch
wirklich die gegebene Kurve ¢. Ist ¢ speziell als ebene Kurve in einer Horizon-
talebene gegeben, so fillt die vorbereitende Konstruktion der Niveaulinie O weg.

Die so gefundene Regelfliche heiBt Boschungsfliche der Kurve ¢. Der
GrundriB der Niveaulinie 1 dieser Fliche wird erhalten, indem man auf den
Normalen e, e;,¢, der Niveaulinie 0 die konstante Linge A= cotg o abtrigt;

die Grundrisse der Niveaulinien sind also die Parallelkurven zur Niveaulinie 0.
Diese Parallelkurven schneiden die Geraden €yr€1€q.-- wieder senkrecht, das
heiflt die Erzeugenden der Fliache schneiden alle Niveaulinien orthogonal, sie
sind also die Fallkurven der Fliche.

Die Tangentialebene 7 in einem Punkt P der Fliche wird aufgespannt von
der Erzeugenden ¢ und von der Tangente an die Niveaulinie durch P, welche
also die zu e senkrechte Hauptgerade ist. Daraus folgt sofort, daB die Tangen-
tialebenen in den verschiedenen Punkten P,Q, ... einer Erzeugenden zusammen-
fallen (vgl. § 2, Nr.4). Wir kénnen daher einfach von der Tagentialebene 7 lings
einer Erzeugenden ¢ sprechen. 7 hat auch die Neigung o und die Erzeugende ¢
ist Fallgerade in ihrer Tangentialebene 7.

Diese letztere Eigenschaft kann man zu einer genaueren Konstruktion der
Fliche benutzen. (Durchgefithrt im Punkt 2 von ¢.) Man legt durch die Tan-
gente £ an ¢ die Ebene 7 von der Neigung o nach dem Verfahren von Fig.58.
Diese Ebene ist die Tangentialebene an die Fliche im Punkt 2 von ¢ und somit
ist ihre Fallgerade in diesem Punkt eine Erzeugende ¢, der Fliche.
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Abwicklung der Boschungsfliche. Die Boschungsfliche teilt also mit den
Kegelflichen die Eigenschaft, daBl die Tangentialebenen in den verschiedenen
Punkten einer Erzeugenden zusammenfallen (vgl. Satz 21). In der Differential-
geometrie zeigt man, daB daraus die Abwickelbarkeit der Fliche folgt. Anschau-
lich bedeutet dies, daB die Fliche durch Verbiegen eines Stiickes Papier her-
gestellt werden kann, also lingen- und winkeltreu in die Ebene ausgebreitet
(cabgewickelt») werden kann. Wir wollen uns dieses Resultat noch plausibel
machen und zugleich eine gute Naherungskonstruktion fiir die Abwicklung an-

geben (Fig.59b; es wurde cos w= 0,8 gewihlt).

i}
-

o

X

Als Abwicklung des in Fig.59a schraffierten Teils der Fliche («krummes
Rechteck») nehmen wir den in Fig.59b schraffierten Kreisringsektor. Seine Ab-
messungen seien:

Zentriwinkel ¢= @-cos o
(p = Winkel der Geraden ¢;,e; im BogenmalB gemessen).

Kreisbogen 4 B = s,— Bogen 4 B der Niveaulinie 0. (28)
A=wahre Linge von AC = 4 .
Ccos @
Der Radius 7 des Kreisbogens 4 B betrigt also
. (29

y =

@roos

Dieser Ansatz wird durch folgende Uberlegungen gerechtfertigt: Die Linge des

Kreisbogens CD betrigt
T s 4
(y_A)q)_<(p-cosw €os

>-<p-cosw =so—4-¢.
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Dies ist aber nach einer bekannten Formel {iber Parallelkurven (deren Beweis
wir iibergehen) genau die Linge s, des Bogens CD der Niveaulinie 1. Alle vier
Seiten des krummen Rechtecks der Fliche erscheinen also in Fig.59b in wahrer
GréBe.

Mit den iibrigen krummen Rechtecken der Fliche verfahren wir analog und
erhalten so die ganze Fig.59b, in welcher also alle Bogen auf Niveaulinien, die
zwischen zwei Nullkreisen in der Fig.59a verlaufen, und alle Strecken auf Er-
zeugenden der Fliche dieselbe Linge haben wie auf der krummen Fliche selbst.
Hingegen wird ein beliebiger Bogen auf einer Niveaulinie in Fig.59b nicht seine
richtige Linge bekommen; die Abwicklung ist also nur ndherungsweise durch-
gefiithrt. Jedoch wird diese Anndherung um so besser, je feiner die Einteilung der
Fliche in krumme Rechtecke gemacht wird, und um die streng richtige Ab-
wicklung zu erhalten, miite diese Einteilung unendlich fein sein?).

Bemerkung: Fiir das praktische Zeichnen ist die Konstruktionsvorschrift (28)
unbequem und ungenau; man kann wie folgt vereinfachen. Fiir den Bogen s,
ergibt sich namlich in Fig. 59a anndhernd sy;=7-¢, wobei v ein geschidtzter
Mittelwert der beiden in der GrundriBebene liegenden Strecken M A’ und M B’
ist. Aus (29) folgt:

- r
Yy =

cos@ (30)
Der Kreisbogen A4 B ist also mit diesem Radius zu zeichnen und so lang wie der
Bogen 4B zu machen.

In Fig.59b wurde noch eine Tangente £ an die Abwicklung ¢ von ¢ konstruiert.
Zu diesem Zweck wurde die Strecke a aus Fig.59a auf der Tangente in 4 an-
getragen. Die Richtigkeit dieser Konstruktion folgt daraus, daB der Winkel
zwischen ¢ und ¢, in der Abwicklung in wahrer GréBe als Winkel zwischen ¢ und &,
auftritt.

1) Die genaue Abwicklung verlangt also die Ausfiihrung einer Integration.

Stiefel 6



ZWEITER TEIL

Reziprozitit, Kurven und Flichen

zweiter Ordnung

In den weiteren Teilen des Buches werden geometrische Abbildungen behan-
delt, welche sich fiir das Konstruieren eignen. Bis jetzt kennen wir als geome-
trische Abbildung nur die Normalprojektion eines Gegenstands auf eine Ebene
(Grund- oder AufriB). In diesem zweiten Teil fithren wir nun eine wichtige
Abbildung der ebenen Geometrie ein, welche jedem Punkt der Zeichenebene eine
Gerade dieser Zeichenebene zuordnet.

§ 1. Die Reziprozitiit

In der Zeichenebene (= GrundriBebene) wihlen wir einen testen Punkt H,
den wir den Hauptpunkt der Reziprozitit nennen. Als Zentrum Z der Reziprozi-
tdt bezeichnen wir den Punkt im Raum, welcher in der Hohe 1 iiber H liegt.
H ist also der Grundrif von Z. Einem beliebigen Punkt P der Zeichenebene
wird nun eine Gerade $ nach folgender Vorschrift zugeordnet: Man konstruiere
die Gerade PZ, lege in Z die Normalebene zu ihr; dann sei ¢ die Schnittgerade
dieser Normalebene mit der Zeichenebene.

Zur Konstruktion von p (Fig.60) zeichnet man den Kreis & vom Radius 1
mit dem Mittelpunkt H und benutzt die Umklappung des Profildreiecks von
PZ. Die Umklappung (Z) fillt auf den Kreis k. Die gesuchte Gerade p geht
durch F senkrecht zu PH.

Ist noch 7 die Entfernung PH und ¢ der Abstand von p von H, so folgt
aus dem Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck (Z) PF sofort

0= % (1)
Dabei ist zu beachten, daB P und p auf verschiedenen Seiten des Hauptpunktes
liegen. Wegen (1) nennen wir den Punkt P und die Gerade p reziprok zueinan-
der. Es gilt der wichtige Satz:

1. Bei der Reziprozitiit bleiben Inzidenzen erhalten, das heifit wenn ein Punkt P
auf einer Geraden q liegt, so geht die reziproke Gerade p von P durch den vezi-
proken Punkt Q von g (Fig.60).

1
4
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition. Die Gerade PZ liegt
nimlich in der Ebene a= ¢ Z, welche ja normal ist zu ¢ Z. Daher stehen P Z und
Q Z senkrecht aufeinander. Also geht die Normalebene zu PZ durch QZ, das
heiBt die Gerade p geht durch Q.

Eine direkte Folge dieses Satzes ist

2. Gegeben zwei Punkte Py, Py und thre reziproken Gevaden py,p,. Dann ist
die Gerade P, P, veziprok zum Schuittpunkt von p; und p,.

Tig. 60

Zu jeder Figur der ebenen Geometrie kann man nun die reziproke Figur
zeichnen. Dabei entspricht also dem Verbinden von zwei Punkten in der ersten
Figur das Schneiden der reziproken Geraden in der zweiten Figur und umge-
kehrt. Die Operationen «Schneiden» und «Verbinden» sind also in der ebenen
Geometrie vollstindig gleichberechtigt. Die Ausnutzung dieser Gleichberech-
tigung nennt man das Dualitdtsprinzip der ebenen Geometrie. Punkt und Ge-
rade sind zueinander «dual». Bevor wir Beispiele zu diesem Prinzip machen
konnen, miissen wir aber noch eine Ergidnzung unserer Definition der Rezi-
prozitit vornehmen.

Unendlich ferne Elemente

1) Die unendlich ferne Gerade. Unsere urspriingliche Definition hat folgende
Liicke: Der Hauptpunkt H selbst hat keine (im Endlichen gelegene) reziproke
Gerade. In der Formel (1) ist ndmlich in diesem Spezialfall »=0, also g=o0.
Um diese Liicke zu schlieflen, sagen wir, das Reziproke zum Hauptpunkt sei
die') unendlich ferne Gerade der Zeichenebene.

2) Unendlich ferne Punkte. Ist p einc beliebige Gerade, so liegt ihr rezi-
proker Punkt P auf der Normalen # zu p durch H. Verschieben wir nun p
parallel gegen den Hauptpunkt hin, so wandert P gemil (1) auf » immer weiter
weg und kommt schlieflich ins Unendliche, wenn p durch den Hauptpunkt

1y Man fithrt also nur eine einzige unendlich ferne Gerade ein, da es nur einen einzigen Punkt
(ndmlich den Hauptpunkt) gibt, dessen reziproke Gerade nicht im Endlichen liegt.
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geht.! Wir sagen daher, der reziproke Punkt zu einer Geraden p, welche durch
den Hauptpunkt liuft, sei der unendlich ferne Punkt in der zu p senkrechten
Richtung.

Nun mufl noch das Verbinden und Schneiden von unendlich fernen Ele-
menten definiert werden. Dabei wird man darauf achten, daB die Sitze 1 und 2
giiltig bleiben. Wir behandeln als Beispiel folgendes Problem: Gegeben ein
Punkt P, und ein unendlich ferner Punkt P, durch die nach ihm hin zeigende

Fig. 61

Richtung. Gesucht die Verbindungsgerade x= P, P, (Fig.67). Entsprechend
Satz 2 konstruieren wir statt dessen den Schnittpunkt X der reziproken
Geraden p,,p,. Dabei ist $, die Normale zur gegebenen Richtung durch H. Die
gesuchte Gerade x ist reziprok zu X, steht daher senkrecht auf XH =4, und
geht durch P;. Mit anderen Worten: x ist einfach die Parallele zur gegebenen
Richtung durch P;. In derselben Weise leite der Leser die iibrigen Regeln der
nachfolgenden Aufstellung ab.

Die Verbindungsgerade Der Schnittpunkt

von ist von ist

P und Q, | die Parallele durch P zu |2 Parallelen| der unendlich ferne Punkt

der nach @, zeigenden in ihrer gemeinsamenRich-
Richtung. tung.

P, und Q_,| die unendlich ferne a und b, | der unendlich ferne Punkt
Gerade. in der Richtung von a.

Dabei bedeutet der Index co einen unendlich fernen Punkt oder die unendlich
ferne Gerade. Wichtig ist, daB in dieser Tabelle die Reziprozitit keine Rolle
mehr spielt.
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Durch diese Erweiterung der Begriffe «Punkt» und «Gerade» haben wir
dem Dualititsprinzip zur allgemeinen Geltung verholfen. Auberdem haben
wir damit erreicht, daB in den Sitzen der Geometrie der Lage die Ausnahme-
und Spezialfille, welche durch das Parallelwerden von Geraden gekennzeichnet
sind, nun verschwinden (vgl. auch erster Teil, Satz 7). Dementsprechend be-
deutet im folgenden «Punkt» schlechthin immer einen endlichen oder unend-
lich fernen Punkt. Dasselbe gilt fiir die Gerade.

Es sei dem Leser iiberlassen, diese Betrachtungen auf die rdumliche Geo-
metrie auszudehnen.

R=H

Fig. 62a Fig. 62b

Um nun ein Beispiel fiir das Dualitatsprinzip vorzufiihren, beweisen wir den
Satz von Desargues. In der Zeichenebene sollen zwei Dreiecke 4, B, C; und

A, B,C, liegen (Fig.62a). Dann gilt

3. Gehen die Verbindungsgeraden 3. Umkehrung. Schneiden sich
A Ay, By By, C,C, entsprechender Ek- entsprechende Dreieckseiten auf einer
ken durch einen Punkt R, so schnei- Geraden s, so gehen die Verbindungs-
den sich die Verlingerungen entspre- geraden entsprechender Ecken durch
chender Setten auf eimer Geraden s. einen Punkt R.

Um zunichst 3. zu beweisen, wihlen wir R als Hauptpunkt H einer Rezi-
prozitit. Fig.62b zeigt die Eigenschaften der reziproken Figur. (Die Reziprozi-
tit wurde nicht wirklich konstruiert.) Die Dreiecksecken 4,, B;,C, gehen {iber
in drei Geraden a,,b,,c;, welche wieder ein Dreieck bilden. Analog erhalten wir
ein zweites Dreieck a,, b,,¢,. Da in Fig.62a die Gerade 4,4, durch den Haupt-
punkt H geht, schneiden sich in Fig.62b die Geraden a,,a, auf der reziproken
Geraden von H, das heiBt auf der unendlich fernen Geraden. 4; und 4, sind
daher parallel. Somit haben die beiden Dreiecke in Fig.62b parallele Seiten.
Nach einem bekannten Satz der Ahnlichkeitslehre gehen dann die Verbindungs-
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geraden entsprechender Ecken durch einen Punkt S. Indem man die reziproke
Gerade s zu S in der Fig.62a aufsucht, beweist man die Behauptung.

Den Beweis von 3'. stellen wir als Ubungsaufgabe. (Anleitung: Man iibe eine
Reziprozitit aus, deren Hauptpunkt beliebig gewihlt ist. Dann geht der zu
beweisende Satz 3'. in den schon bewiesenen Satz 3. iiber. Mit anderen Worten:
Der Satz von DESARGUES ist dual zu seiner eigenen Umkehrung.)

Dieses Beispiel zeigt die Kraft der Methode, geometrische Sitze durch
geometrische Abbildung zu beweisen.

Polarentheorie. Als weitere Anwendung werde kurz gezeigt, wie man durch
eine Abdnderung der Reziprozitit die Eigenschaften der Polaren in bezug auf

einen Kreis herleiten kann (Fig.63). Es sei wieder H der Hauptpunkt, & der
oben eingefithrte Kreis (Mittelpunkt=-H, Radius=1), P ein Punkt der Ebene
und ¢ seine reziproke Gerade.

Unter der Polaren p* von P in bezug auf den Kreis £ verstehen wir nun die
zu $ in bezug auf den Hauptpunkt als Symmetriezentrum symmetrische Ge-
rade. Sie liegt also auf derselben Seite von H wie der gegebene Punkt P und
fiir thren Abstand o* von H gilt nach (1} wieder

0*::.

ﬁ[»—t

(2)
P heiBt auch der Pol der Geraden p*. Die Formel (2) zeigt, daB man umgekehrt
diesen Pol finden kann, indem man den reziproken Punkt P* der Polaren p*
konstruiert und seinen Spiegelpunkt in bezug auf das Symmetriezentrum H
aufsucht (Fig. 63).

4. Liegt ein Punkt P auf einer Geraden q, so geht die Polare p* von P durch
den Pol Q* von q.

Beweis: p* ist definitionsgemilB symmetrisch zur Reziproken $ von P und
Q* ist nach dem eben Gesagten symmetrisch zum reziproken Punkt Q von g¢.
Da nach Satz 1 $ durch Q geht, muB auch p* durch Q* gehen.
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Jetzt nehmen wir einen Punkt P auBerhalb des Kreises an und legen von
ihm aus die Tangenten #,,%, an den Kreis. Die Formel (2) zeigt, daB die Pole
T3, Ty von t,,1, einfach die Berithrungspunkte dieser Tangenten sind. Nach
Satz 4 ist damit die Polare p* von P die Verbindungsgerade 775 T;. Es folgt:

5. Liegt ein Punkt P auferhalb des Kreises k, so kann seine Polare konstruiert
werden, indem man die Tangenten von P aus an den Kreis legt und thre Beriih-
rungspunkte verbindet.

Y

Reziproke Figur des Kreises (Fig.04). Es wurde der Hauptpunkt H und
der Grundkreis % einer Reziprozitit angenommen und ein Kreis C vom Radius R
gewiahlt, dessen Mittelpunkt M die Entfernung m von H hat. Es soll die rezi-
proke Kurve ¢ dieses Kreises konstruiert werden. Zu diesem Zweck wurde der rezi-
proke Punkt T einer beliebigen Tangente ¢ des Kreises C bestimmt. (Konstruk-
tion nicht eingezeichnet.) T ist dann allgemeiner Punkt der gesuchten Kurve c.

Berechnung der Kurve ¢. Fiir den Abstand g der Tangente ¢ gilt

o=HK+KL=HK+R.
Das rechtwinklige Dreieck HKM ergibt HK=m-cos ¢, also folgt
og=mcosp+ R. (3)

Somit findet man aus (1) fir die Entfernung 7 des reziproken Punktes T':
1

,_1_ 1 I
T ¢ Rimcosep

wm

7 COs P

1+
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Dies ist also die Gleichung der reziproken Kurve ¢ in Polarkoordinaten. (Null-
punkt des Koordinatensystems in H; man beachte, daBl ¢ der Winkel des
Abstands 7 mit der Horizontalen ist.) Wir fiihren noch die GréBen ein

1 m

=% =5 4)
und erhalten endgiiltig die Gleichung
- P
"= Trecos @ ()

Wie aus der analytischen Geometrie geldufig ist, stellt diese Gleichung eine
Ellipse*), Parabel oder Hyperbel dar. Diese drei Kurven bezeichnen wir ge-
meinsam als Kegelschnitte. Ferner liest man aus (5) ab, daB H ein Brennpunkt
des Kegelschnitts ist; auBerdem ist ¢ die numerische Exzentrizitdt und p der
Parameter des Kegelschnitts?). Wir finden also:

6. Die reziproke Figur eines Kreises ist esn Kegelschnitt, dessen einer Brenn-
punkt im Hauptpunkt der Reziprozitdl liegt.

Weiter folgt aus unserer Betrachtung, daB jeder Kegelschnitt so erhalten
werden kann, denn die GréBen p,e konnen beliebig vorgegeben werden. Man
hat ja gemdB (4) fiir den Kreis C einfach zu wihlen

1
R= ", m=—".

Anders ausgedriickt: P P

6a. Jeder Kegelschnitt kann durch Reziprozitit aus einem Kreis erzeugt werden ;
als Hauptpunkt ist einer der Brennpunkie des Kegelschnittes 2u wihlen.

Wir kehren zu Fig.64 zuriick und wollen noch die Tangente im Punkt T
des Kegelschnitts ¢ konstruieren. Zu diesem Zweck denken wir uns eine zur
Kreistangente ¢ benachbarte Kreistangente ¢ und den Schnittpunkt S dieser
beiden Tangenten konstruiert. Sind 7,7,,s die reziproken Elemente, so ist
s=T T, eine Sekante des Kegelschnitts. L4i8t man #, gegen £ streben, so dreht
sich diese Sekante um T und wird schlieBlich zur gesuchten Tangente. Diese
ist also die reziproke Gerade des Berithrungspunktes S von £ und steht somit
senkrecht auf SH. Etwas allgemeiner formuliert:

7. Bei einer Reziprozitit gehen die Tangenten einer Kurve C in die Punkie
der rexiproken Kurve c¢ diber und umgekehrt werden die Punkte von C in die
Tangenten von c iibergefithrt.

In Fig.64 ist noch m > R, also nach (4) die Exzentrizitit ¢ >1. Der Kegel-
schnitt ¢ ist also eine Hyperbel. Um einen unendlich fernen Punkt U, der
Hyperbel zu finden, beachte man, daB U,, auf der unendlich fernen Geraden
liegt, also seine reziproke Gerade # durch den Hauptpunkt laufen muB. « wird
daher gefunden als eine Tangente von H aus an den Kreis C. Der Beriihrungs-
punkt A von # geht bei der Reziprozitit iiber in die Hyperbeltangente a in U;
a ist daher eine Asymptote der Hyperbel.

1) Ein Kreis ist immer als spezielle Ellipse aufzufassen.

2) Die Gleichung (5) hat in der Astronomie eine fundamentale Bedeutung. Sie stellt dort die
Bahn eines Himmelsk&rpers dar, welcher allein der Anziehung durch die Sonne (welche sich in H
befindet) unterworfen ist.
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Soll der Kegelschnitt eme Parabel werden, so muB ¢=1 also m=R ge-
withlt werden. Der Kreis C muB daher durch den Hauptpunkt laufen. Da nun
nach Satz 7 jeder Punkt von C in eine Tangente an die Parabel iibergeht, muf3
auch die reziproke Gerade von H, das heiBt die unendlich ferne Gerade als
Tangente an die Parabel angesehen werden. Ihr Berithrungspunkt liegt unend-
lich fern in der Richtung der Parabelachse. Wir merken uns:

8. Die Parabeln sind diejenigen Kegelschnitte, welche die unendlich ferne
Gerade beriihren.

Der Satz 6a gestattet viele Anwendungen. Soll zum Beispiel ein Kegel-
schnitt mit einer Geraden g geschnitten werden, so hat man einfach vom rezi-
proken Punkt G von g aus die Tangenten an den reziproken Kreis zu legen.
Ferner wird jedem Satz iiber den Kreis ein reziproker Satz iiber Kegelschnitte
entsprechen. So kann man zum Beispiel unsere Polarentheorie fiir den Kreis
(Satze 4, 5) sofort auf Kegelschnitte iibertragen. Wir miissen es dem Leser
iiberlassen, diese Andeutungen auszufithren und weiter zu entwickeln.

Ubungen. 1) Man beweise: Geht der Umkreis eines Dreiecks durch den
Hauptpunkt H einer Reziprozitit, so geht auch der Umkreis des reziproken
Dreiecks durch H.

2) Daraus ist der Satz von LAMBERT herzuleiten: Der Umbkreis des von drei
Parabeltangenten gebildeten Dreiecks geht durch den Brennpunkt der Parabel.

3) Gegeben 4 Geraden in der Ebene. Man konstruiere Achse und Scheitel
einer Parabel, welche diese 4 Geraden berithrt. (Mit Hilfe des Satzes von
LAMBERT.)

§ 2. Die Sitze von Pascal und Brianchon

Es handelt sich um zwei zueinander duale Sitze iiber Kegelschnitte, welche
folgendermaBen lauten:

9. Satz von PASCAL. Gegeben seien 9'. Satz von BRIANCHON. Gegeben
sechs Punkie 1—6 eines Kegelschnitts. seten sechs Tangenten1—6 eines Kegel-
Dann liegen die drei Punkte schnitts. Dann gehen die drei Geraden

I = Schnittpunkt der Verbindurgs- I =Verbindungsgerade der Schnitt-
geraden von 1,2 und 4,5 punkte von 1,2 und 4,5

11 = Schnittpunkt der Verbindungs- I1I=Verbindungsgerade der Schnitt-
geraden von 2,3 und 5,6 punkte von 2,3 und 5,6

I11I=Schnittpunkt der Verbindungs- 111 =Verbindungsgerade der Schnitt-
geraden von 3,4 und 6,1 punkte von 3,4 und 6,1

auf einer Geraden p, der «Pascal- durch einen Punkt P den «Brian-

geradeny. chonpunkir.

Wir beweisen zunichst den Satz von BriaNcHON speziell fiir einen Kreis
(Fig. 65a). Zu diesem Zweck fassen wir die Zeichenebene als GrundriBlebene
und die gegebenen Kreistangenten 1—6 als Grundrisse g;—g¢ von sechs Raum-
geraden g,—g, auf, welche den Neigungswinkel 45° zur GrundriBebene haben.
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Und zwar soll zum Beispiel g; die GrundriBebene-im Beriihrungspunkt B; von
g1=1 durchstoBen und es wurde ferner in Fig.65a der Teil von g, der oberhalb
der Grundriflebene verlaufen soll, ausgezogen und der unterhalb der GrundriB-
ebene liegende Teil gestrichelt. Analoges soll fiir die {ibrigen Geraden g,—g, gelten.

Wir behaupten nun, daf alle in Fig.65a durch Nullkreise markierten
Punkte Schnittpunkte der Raumgeraden sind. Zum Beweis sehen wir uns etwa
den Punkt S’ an. Er ist GrundriB eines Punktes S, von g und die Kote von
S, ist=_S'B;, da g, unter 45° zur GrundriBebene geneigt ist. S’ ist aber auch

Fig. 65a

GrundriB eines Punktes S, von g,, dessen Kote=S'B, ist. Nun sind aber die
Strecken S’B; und S’'B, gleich lang als Tangenten an den Kreis vom selben
Punkt aus. Also haben S; und S, gleiche Kote, fallen also in einen Punkt S
zusamimen.

Jetzt legen wir die Ebenen a=g; g4, f=g:85, ¥ =g38s- Der Punkt S gehdrt
als Schnittpunkt von g, und g, den beiden Ebenen «,f an und analog liegt
der Schnittpunkt T von g, und g, in « und in §. Also ist ST die Schnittgerade
von o und f. Thr GrundriB ist die Gerade I. Ebenso folgt, daB3 I der Grundri3
der Schnittgeraden von f§ und y und dafB 111 der GrundriB} der Schnittgeraden
von y und o ist. Da die drei Schnittgeraden der Ebenen «, §,y durch einen Punkt
gehen, miissen auch ihre Grundrisse [,II,1I1] durch einen Punkt P gehen.
Damit ist der Satz von BriancHON fiir den Kreis bewiesen.

Nun vergessen wir unsere raumliche Interpretation, sehen also die Fig.65a
wieder als Figur in der Zeichenebene an, bestehend aus 6 Tangenten 1—6 eines
Kreises und gewissen Verbindungsgeraden ihrer Schnittpunkte. Nun wird auf
diese Brianchon-Figur irgend eine Reziprozitit ausgeiibt. Fig.65b zeigt die
Eigenschaften der reziproken Figur. Aus dem Kreis entsteht ein Kegelschnitt
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(es wurde eine Ellipse gezeichnet) und aus den 6 Kreistangenten werden
6 Punkte des Kegelschnitts, welche wieder die Namen 1—6 erhalten sollen.
Der Schnittpunkt der Kreistangenten 1,2 geht {iber in die Verbindungsgerade
der Kegelschnittpunkte 1,2 und die Gerade I der Fig.65a wird in den Punkt I
der Fig.65b abgebildet. Endlich miissen die drei Punkte I,11,III der Fig.65b
auf der reziproken Geraden $ von P liegen. Es ergibt sich also der Satz von
Pascar fiir den Kegelschnitt. Da wir jeden Kegelschnitt durch Reziprozitit aus
einem Kreis herstellen kénnen, ist also nun der Pascalsche Satz fiir jeden
Kegelschnitt bewiesen.

Fig. 65b

Der Kreis ist ein spezieller Kegelschnitt, also gilt fiir ihn der Pascalsche
Satz. Indem man auch dieses Resultat wieder reziprok umformt, erhilt man
endlich den Satz von BriaxcHoN fiir einen beliebigen Kegelschnitt.

Grenzfialle. Wir halten in Fig.65b die Ellipse und ihre Punkte 1—5 fest,
lassen aber den Punkt 6 auf der Ellipse gegen den Punkt 1 streben. Der
Pascalsche Satz gilt dauernd wihrend des Grenziibergangs und in der Grenz-
lage ist die Gerade 61 der Pascal-Konfiguration zur Ellipsentangente in 1 ge-
worden. Analog kann man die Punkte 3 und 4 oder zwei andere Punkte mit
aufeinanderfolgenden Nummern?) zusammenriicken lassen. Es folgt:

10. Der Satz von PASCAL gilt auch
dann, wenn zwer der gegebenen Punk-
te mit aufeinanderfolgenden Nummern
zusammenfallen. Als Verbindungs-
gerade dieser beiden Punkie ist die
Tangente des Kegelschnitts anzusehen.

10'. Der Satz von BRIANCHON gilt
auch dann, wenn zwei der gegebenen
Tangenten mit aufeinanderfolgenden
Nummern  zusammenfallen.  Als
Schnittpunkt dieser beiden Tangenten
ist der Beriihrungspunkt mit dem
Kegelschnitt anzusehen.

1) Die Punkte 6 und 1 gelten auch als Punkte mit aufeinanderfolgenden Numunern.
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Ein anderer Grenzfall ergibt sich, wenn wir den Satz von PascaL fiir eine
Hyperbel betrachten, die Asymptoten der Hyperbel festhalten und die Achse
der Hyperbel gegen Null streben lassen, so daB die Hyperbel in ihre Asymp-
toten iibergeht. Der Pascalsche Satz gilt also auch fiir einen «ausgearteten»
Kegelschnit, der aus zwei Geraden besteht (Fig.66). Die Formulierung des
dualen Satzes iiberlassen wir dem Leser.

Anwendungen. Mit Hilfe der Sdtze 9 und 9’ kann man viele Kegelschnitt-
aufgaben l6sen. Wir behandeln zunichst '

Aufgabe 1. Gegeben fiinf Punkte
15 eines Kegelschnitts und eine Ge-
rade g durch 5. Man konstruiere ihren
zweiten Schnittpunkt 6 mit dem Ke-
gelschnitt.

Aufgabe 1'. Gegeben fiinf Tangen-
ten 1—5 eines Kegelschnitts und ein
beliebiger Punkt G auf 5. Man lege
die zweite Tangente 6 durch G an den
Kegelschnitt.

Fig. 67

Bemerkung: In Aufgabe 1 konnen zwei der gegebenen Punkte gemif
Satz 10 durch einen Punkt samt Tangente ersetzt werden. Das Duale gilt fiir

die Aufgabe 1’.
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Die Losung der Aufgabe 1 zeigt die Fig.65b. Die beiden Punkte 1,17
konnen sofort konstruiert werden. (Man beachte, daB 56 die gegebene Gerade g
ist.) Damit ist die Pascal-Gerade p bekannt. Die Gerade 34 bestimmt auf ihr
den Punkt 777, durch welchen 61 gehen muB. Daraus ergibt sich 6. Die Auf-
gabe 1’ wird dual geldst.

Um das Operieren mit unendlich fernen Elementen noch einzuiiben, be-
handeln wir das folgende Beispiel zur Aufgabe 1 (Fig.67). Es seien drei Punkte
A, B,C gegeben. Man lege durch sie eine Parabel mit vertikaler Achse und be-
stimme deren Schnittpunkt mit einer gegebenen Vertikalen g'). Lésung: Man
kennt als vierten Punkt U der Parabel ihren unendlich fernen Punkt. (Die nach
ihm hin zeigende Richtung ist vertikal.) AuBerdem kennt man in diesem Punkt
die Tangente; nach Satz 8ist sie nimlich die unendlich ferne Gerade. U ist also
mit zwei konsekutiven Nummern zu bezeichnen. Damit hat man 5 Punkte des
Kegelschnitts.

Die gegebene Gerade g geht durch U. Daher mufl entsprechend der For-
mulierung von Aufgabe 1 dieser Punkt U mit 5 (und auBerdem mit 4) nu-
meriert werden. Die gegebenen Punkte A4, B,C erhalten die Nummern 1,2,3.
Bei der Durchfiihrung der Pascal-Konstruktion beachte man: 45 ist die un-
endlich ferne Gerade, also liegt I unendlich fern in der Richtung von 12 und
$ lduft parallel zu dieser Richtung.

Ubungen. 4) Man konstruiere die Achse und den Scheitel der Parabel.
(Anleitung: Parabel mit einer Horizontalen durch A schneiden; daraus
Parabelachse. Schnitt dieser Achse mit der Parabel ergibt den Scheitel.)
5) Gegeben eine Hyperbel durch ihr Zentrum, eine Asymptote und zwei
Tangenten. Gesucht die andere Asymptote.

Aufgabe 2. Gegeben fiinf Punkte | Aufgabe 2'. Gegeben fiinf Tangen-
1—5 eines Kegelschnitts. Gesucht die ten 1—5 eines Kegelschnitts. Gesucht
Tangente in 1. der Beriihrungspunkt von 1.

Zur Losung der Aufgabe 2 numeriert man den Punkt 1 auBerdem noch mit
6 und konstruiert die Pascal-Konfiguration. (Es ist 56 = 51.) Die letzte Gerade
61 ist nach Satz 10 die gesuchte Tangente.

Die Fig.68 ist ein Beispiel fiir die Aufgabe 2'. Es wurde eine Hyperbel ge-
geben durch ihre beiden Asymptoten und eine Tangente. Gesucht ist der Be-
rithrungspunkt der Tangente. Zunichst muB die gegebene Tangente mit 1
und 6 bezeichnet werden. Ferner ist ja eine Asymptote eine Tangente, deren
Berithrungspunkt gegeben ist. (Er liegt unendlich fern.) Daher erhilt jede
Asymptote zwei aufeinanderfolgende Nummern (2=3 und 4=35). Bei der
Brianchonkonstruktion ist zum Beispiel als Schnittpunkt von 4 und 5 der
unendlich ferne Punkt der untern Asymptote zu nehmen. Die Gerade III
schneidet aus der Tangente 1 den gesuchten Beriihrungspunkt. Aus dem ent-
standenen Parallelogramm folgt, daB er die Strecke auf der Tangente zwi-
schen den Asymptoten halbiert.

1y Die Aufgabe kann auch aufgefaBt werden als die Interpolation einer durch drei Wertepaare
gegebenen Funktion durch eine quadratische Funktion.
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Prinzipiell ist zu diesen Aufgaben folgende Bemerkung zu machen. Das
Operieren mit den Sidtzen von Pascar und BrraNcuox geschieht durch Ziehen
und Schneiden von geraden Linien. Analytisch bedeutet dies das Auflésen
einer Kette von linearen Gleichungen. Es lassen sich also mit diesen Sédtzen nur
Aufgaben l6sen, die auf Gleichungen ersten Grades
fithren (Aufgaben ersten Grades.) Aufgaben hoheren
Grades, welche das Auflésen von quadratischen oder
héheren Gleichungen verlangen, lassen sich mit die-
sen Sitzen nicht behandeln. (Beispiele: Bestimmung
der Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit einer
beliebigen Geraden, Konstruktion der Achsen und
Asymptoten eines durch 5 Punkte gegebenen Kegel-
schnitts usw.)

Wir ziehen aus diesen Anwendungen noch einige
theoretische Folgerungen. Es seien etwa fiinf Punkte
15 eines Kegelschnitts gegeben. Indem man nun die
Gerade g von Aufgabe 1 um den Punkt 5 dreht, kann
man alle weiteren Punkte des Kegelschnitts aus den
fiinf angegebenen Punkten konstruieren. Dieses Ver-
fahren funktioniert auch im Fall des Geradenpaars
(ausgearteter Kegelschnitt), falls wie in Fig. 66 die
gegebenen Punkte so verteilt sind, daf jede Gerade
des Paars hochstens drei enthilt. Diese Pascalsche Konstruktion eines Kegel-
schnitts aus 5 Punkten ist also immer mdglich, wenn nicht vier der gegebenen
Punkte auf einer Geraden liegen. Daraus folgt:

11. Ein Kegelschnitt ist durch 5 seiner Punkie eindeutig bestimmi, falls nicht
vier unter diesen Punkten auf einer Geraden liegent).

Ubung 6. Man schlieBe daraus, dafBl zwei nicht-ausgeartete Kegelschnitte
hochstens 4 Schnittpunkte haben.

Umkehrung des Satzes von Pascal. Es sei eine ebene Kurve gegeben,
auf welcher man 5 Punkte 1—5 auswihlen kann, von denen nicht vier auf einer
Geraden liegen. AuBerdem gelte fiir 1-5 und jeden weiteren Punkt 6 der
Kurve der Satz von PascaL. Dann ist die Kurve ein Kegelschnitt.

Beweis: Man kann aus den Punkten 1—5 mit Hilfe der Pascalschen Kon-
struktion jeden weiteren Punkt der Kurve ermitteln. Daher stimmt die Kurve
mit dem durch 15 gelegten Kegelschnitt iiberein?).

Fig. 68

1) Falls etwa die Punkte 1—4 auf einer Geraden g liegen, gibt es tatsichlich mehrere Kegel-
schnitte durch die 5 gegebenen Punkte, nimlich alle ausgearteten Kegelschnitte, die aus g und
einer beliebigen Geraden durch den Punkt 5 bestehen.

2) DaB man durch 5 Punkte immer einen (eventuell ausgearteten) Kegelschnitt legen kann,
bestitigt man am schnellsten analytisch. Man setzt die Gleichung des fraglichen Kegelschnitts in
Kartesischen Koordinaten #,y als quadratische Gleichung an:

ax?Lbxyt+eydtdxtey+f=0.
Indem man nacheinander die Koordinaten der 5 gegebenen Punkte einsetzt, erhdlt man 5 lineare
Gleichungen fiir die 6 Unbekannten a—f, welche homogen sind. Dieses Gleichungssystem ist immer
16sbar, und zwar so, daB nicht alle Lésungen ¢—f Null sind, so daB obige Gleichung wirklich einen
Kegelschnitt darstellt.
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Man kann den Inhalt dieser Betrachtungen kurz so formulieren:

12. Die Kegelschnitte sind diejenigen Kurven der ebenen Geometrie, fiir welche
der Satz von PASCAL gilt.

Als erste Anwendung ergibt sich:

13. Die reziproke Kurve eines (nicht-ausgearteten) Kegelschnitts C ist wieder
etn Kegelschnitt.

Denn fiir C gilt der Satz von BRIANCHON, also gilt fiir die reziproke Kurve
der Satz von PAscAL.

Ubung 7. Gegeben eine Hyperbel durch 5 Punkte. Man konstruiere ihre
Asymptoten, indem man sie durch Reziprozitit in eine Parabel tiberfiihrt.
(Anleitung: Entweder mit Hilfe des Satzes von BRIANCHON oder mittels
Ubung 3 Seite 89 den Scheitel und die Achse der Parabel konstruieren.)

Zentralprojektion eines Kegelschnitts. Wir befassen uns jetzt mit Anwen-
dungen auf die riumliche Geometrie. Es seien im Raum zwei Ebenen «; und «,
und ein Punkt Z auBerhalb dieser Ebenen gegeben. Unter der Zentralprojektion
der Ebene «, auf die Ebene o, versteht man dann die folgende Abbildung:
Einem Punkt P, von o, wird zugeordnet der DurchstoBpunkt P, der Geraden
ZP; mit der Bildebene o,. Man nennt Z das Projektionszentrum und P, die
Zentralprojektion von P;. Anders ausgedriickt: P, ist der Schatten von P, auf
die Ebene «,, wenn die Lichtquelle in Z aufgestellt wird.

Es gilt der wichtige Satz:

14. Die Zentralprojektion eines Kegelschnitts ist wieder ein Kegelschnitt.

Fiir einen in «, liegenden Kegelschnitt ¢; gilt nimlich der Pascalsche Satz.
Sechs seiner Punkte bilden also eine Pascal-Konfiguration. Bei der Zentral-
projektion geht diese Figur wieder in eine Pascal-Konfiguration iiber. Somit
gilt der Satz von PascaLr auch fiir die Projektion ¢, von ¢, auf die Ebene a,.
Nach Satz 12 ist also ¢, ein Kegelschnitt.

Dies zeigt deutlich den projektiven Charakter des Pascalschen Satzes.
(Eine Eigenschaft einer Figur heilt projektiv, wenn sie bei Zentralprojektion
erhalten bleibt.)

Bemerkung: Die Art des Kegelschnitts braucht aber bei der Zentral-
projektion nicht erhalten zu bleiben. Es kann zum Beispiel eine Ellipse ¢, sich
in eine Hyperbel ¢, projizieren. Um dies einzusehen, lege man durch das Pro-
jektionszentrum Z eine Parallelebene sz zur Bildebene o, Durchsté8t nun
unsere Ellipse diese Parallelebene in zwei Punkten Uj, V,, so liegen die Pro-
jektionsstrahlen ZU, und ZV, dieser beiden Punkte parallel zu «,. Die Pro-
jektionen U,, V, sind daher unendlich fern und der Bildkegelschnitt hat zwei
unendlich ferne Punkte, ist also eine Hyperbel.

Ist hingegen das Projektionszentrum unendlich fern, handelt es sich also um
Parallelprojektion, so gilt:

15. Die Parallelprojektion eines Kegelschmitts ist ein Kegelschnitt derselben
Art.

Denn bei Parallelprojektion kénnen nicht (wie oben) endliche Punkte ins
Unendliche geraten.
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Speziell folgt, daBl der GrundriB eines Kegelschnitts ein Kegelschnitt der-
selben Art ist, also zum Beispiel eine Ellipse im GrundriB wieder als Ellipse
erscheint. Durch weitere Spezialisierung findet man den auf Seite 36 be-
wiesenen Satz wieder, dal der GrundriB eines Kreises eine Ellipse ist.

§ 3. Flichen zweiter Ordnung

Die Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hyperbel, Geradenpaar) nennt man
auch Kurven zweiter Ordnung, da sie von einer beliebigen Geraden «im allge-
meinen» in zwei Punkten geschnitten werden.

Definition. Eine im Raum liegende krumme Fliche heilt Fliche zweiter
Ordnung, wenn jede Ebene (die mehr als einen Punkt mit der Fliche gemeinsam
hat) aus ihr einen Kegelschnitt schneidet.

Beispiel: Die Kugel. Weiter gilt fir Kegelflichen (vgl. Seite 57):

16. Eine Kegelfliche, die als Leitkurve einen Kegelschnitt hat, ist eine Fliche
zwester Ordnung.

Beweis: Sei ¢, die Leitkurve (Kegelschnitt), ferner Z die Kegelspitze und
o, eine beliebige Schnittebene. Geht o, durch die Kegelspitze Z, so hat diese
Ebene entweder nur den Punkt Z mit der Fliche gemeinsam, oder sie schneidet
zwei Geraden aus der Fliche (welche zusammenfallen konnen, wenn o, Tan-
gentialebene ist). Geht hingegen «, nicht durch die Spitze, so ist die Schnitt-
kurve ¢, von e, mit dem Kegel doch einfach die Zentralprojektion der Leitkurve
¢; auf o, vom Projektionszentrum Z aus. Nach Satz 14 ist daher ¢, ein Kegel-
schnitt. Die Forderungen der Definition sind also in jedem Fall erfiillt.

In Satz 16 ist das auf Seite 67 benutzte Resultat enthalten, da8 ein schiefer
Kreiskegel von jeder Ebene, die nicht durch die Spitze geht, in einer Ellipse,
Parabel oder Hyperbel geschnitten wird.

Einen Kegel, dessen Leitkurve ein Kegelschnitt ist, nennt man wegen
Satz 16 auch Kegel zweiter Ordnung.

Allgemein beweisen wir fir Fliachen zweiter Ordnung:

17. Eine gegebene Gerade g hat mit einer Fliche zweiter Ordnung hochstens
z2wet Durchstofpunkte oder dann liegt g ganz auf der Fliche.

Um némlich g mit der Fliche zu durchsto8en, lege man eine Hilfsebene «
durch g. Fall 1: « schneidet aus der Fliche eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel.
Dann kann g héchstens zwei Punkte mit dieser Kurve (und damit auch mit der
Fliche) gemeinsam haben. Fall 2: « schneidet aus der Fliche ein Geradenpaar.
Dann hat g hochstens zwei Punkte mit diesem Geradenpaar gemeinsam oder
fallt mit der einen Geraden zusammen. Fall 3: « hat einen oder keinen Punkt
mit der Fliche gemeinsam. Dann gilt dasselbe auch fiir g.

Eine Aufzihlung aller Flichen zweiter Ordnung ist nicht Aufgabe der dar-
stellenden Geometrie. Wir miissen in dieser Hinsicht auf die Lehrbticher der
analytischen Geometrie des Raumes verweisen. Es sei nur (ohne Beweis) das
Resultat zitiert, daB jeder Kegel zweiter Ordnung in einem Kreis geschnitten
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werden kann, also ein gerader oder schiefer Kreiskegel ist. Hingegen hat man
bei den Zylindern drei Fille zu unterscheiden, je nachdem ob die Leitkurve
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist.

Wir kénnen aber mit unseren Mitteln folgenden speziellen Typus von
Flichen zweiter Ordnung noch etwas diskutieren:

Fig. 69

Regelflichen zweiter Ordnung. Es seien im Raum drei zueinander windschiefe
Geraden gegeben, welche — wegen einer spiteren Betrachtung — mit my, m;, m;
bezeichnet werden sollen. Fig. 69 zeigt eine axonometrische Skizze der Konfigu-
ration, wobei die drei Geraden der Anschaulichkeit halber in den Koordinaten-
ebenen angenommen wurden (m, in der xy-, m; in der yz- und m; in der zx-
Ebene). Es soll nun die Regelfliche konstruiert werden, die aus allen Trans-
versalen » der drei «Leitgeraden» m,, m,,m; besteht; die Fliche wird also erzeugt
von allen Geraden #, welche jede der drei gegebenen Geraden schneiden. Um
eine solche Gerade » zu konstruieren, lege man irgend eine Hilfsebene @« durch
my; sie wurde in Fig. 69 durch das schraffierte Dreieck dargestellt, das sie aus dem
Koordinatensystem schneidet. x trifft m; in Dy und m; in D, so daB also n=D,D;
eine der gewiinschten Transversalen ist. Denn # liegt in # und trifft daher auch
my in Dy. Die Gesamtheit aller Transversalen nennen wir die #-Schar der Flache.
In Fig.69 wurden noch die drei speziellen Geraden i, %y, %, der #-Schar ein-
gezeichnet, welche in den Koordinatenebenen liegen.

Jetzt beweisen wir, daB unsere Regelfliche eine Fliche zweiter Ordnung ist.
Zu diesem Zweck legen wir irgend eine Schnittebene o (nicht gezeichnet) und

Stiefet 7
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bezeichnen noch irgend eine allgemeine Gerade der xn-Schar mit % Es ist zu
zeigen, daB die DurchstoBpunkte 1—6 der sechs Geraden m,n,, my, 1y, m2,, By mit
o auf einem Kegelschnitt liegen und dazu geniigt es, zu verifizieren, dafl diese
6 Punkte eine Pascal-Konfiguration bilden (Satz 12). Diese Verifikation aber
gelingt so:
Es sei A = Schnittpunkt von m; mit #,,
B = Schnittpunkt von 7, mit m,,
C = Schnittpunkt von m, mit =,.

Die erste Gerade 12 der fraglichen Pascal-Konfiguration ist die Schnittgerade
der Ebene (m,,#,) mit a. Diese Ebene (m,, #,) enthilt die Gerade 4 B, also enthilt
die genannte Schnittgerade den DurchstoBpunkt D , p von 4 B mit «. Es folgt also

12 geht durch D,z und analog 45 geht durch D 5.
Somit ist D 4 p der Punkt I der Pascal-Konfiguration. Also:
I=D,pund ebenso II=Dge, III=Dgy.

Bezeichnet man noch die Ebene 4 B C mit g, so liegen diese drei DurchstoBpunkte
auf der Schnittgeraden von ¢ und «, welche also die Pascal-Gerade p wird.
Damit ist der Beweis beendigt.

Eine weitere Eigenschaft der Fliche ergibt sich, wenn man als Schnittebene
« speziell eine Ebene f durch eine Gerade der #-Schar wihlt. In Fig.69 wurde g
speziell durch die in der zx-Ebene gelegene Gerade #, und durch den Punkt P
der Fliche gelegt. g schneidet aus der Fliche einen Kegelschnitt. Da die Fliche
mit 8 aber bereits die Gerade %, gemeinsam hat, muB dieser Kegelschnitt aus-
arten und zerfallen in #, und eine weitere Gerade m, welche also alle Geraden der
n-Schar trifft. Durch jeden Punkt P der Fliche geht also eine gemeinsame Trans-
versale aller Geraden der »-Schar und somit ist die Fliche von einer zweiten
Geradenschar, der m-Schar iiberzogen. Die gegebenen Leitgeraden my, mg, m; sind
spezielle Geraden dieser Schar. Zusammengefal3t:

18. Eine Regelfliche zweiter Ovdnung ist von zwei Schaven von Gevaden iibey-
zogen. Gevaden devselben Schav sind windschief zueinandey. und zwei Gevaden aus
verschiedenen Schaven schmeiden sich.

Zwei Beispiele sind noch zu notieren:

1) Das Rotationshyperboloid (vgl. Seite 69) ist offenbar ein Spezialfall der eben
behandelten Fliche; denn greift man auf ihm 3 windschiefe Geraden heraus, so
besteht es ebenfalls aus allen gemeinsamen Transversalen dieser 3 Geraden.
Somit ist auch das Rotationshyperboloid eine Fliche zweiter Ordnung, wird also
von jeder Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten. Unsere allgemeinere Regel-
fliche wird daher auch als allgemeines Hyperboloid bezeichnet.

2) Man kénnte in Fig. 69 speziell die Leitgerade m; als unendlich ferne Gerade
der xy-Ebene wihlen. Alle Geraden der »-Schar werden dann parallel zur xy-
Ebene, welche daher Richtungsebene der Fliche genannt wird. Die Fliache selbst
ist in diesem Spezialfall unter dem Namen hyperbolisches Pavaboloid bekannt.

Durchdringung von zwei Flichen zweiter Ordnung. Es soll die Anzahl der
DurchstoB8punkte abgezihlt werden, welche die Durchdringungskurve ¢ der
beiden Flichen mit einer beliebigen Ebene « haben kann. « schneidet aus beiden
Flichen je einen Kegelschnitt und diese beiden Kegelschnitte haben hdchstens
vier Schnittpunkte (vgl. Seite 94, Ubung 6).

Ausnahmen: 1) Die beiden Kegelschnitte fallen in einen zusammen, welcher
also ein Teil der Durchdringungskurve ist.

2) Die beiden Kegelschnitte sind ausgeartet und haben eine Gerade gemein-
sam; dann ist diese Gerade ein Teil der Durchdringungskurve.

Im allgemeinen hat ¢ also mit « hochstens 4 Durchstofpunkte. Aus diesem
Grund heiBt ¢ eine Raumkurve vievter Ordnung. Wir wollen nun den beiden Aus-



§ 3. Flachen zweiter Ordnung 99

nahmefillen noch etwas nachgehen. Im ersten Fall haben also die beiden Flichen
einen Kegelschnitt gemeinsam. Ist die Durchdringungskurve damit noch nicht
erschopit, gibt es also noch eine Restkurve, welche beiden Flichen gemeinsam ist,
so gilt:

19. Haben zwei Flidchen zweiter Ovdnung einen Kegelschnitt ¢, gemeinsam, so ist
dev Rest ihver Durchdvingungshurve eine Gevade oder ein Kegelschwitt.

Einem Spezialfall dieses Satzes sind wir auf Seite 75 begegnet. Mit unseren
Hilfsmitteln kénnen wir den Satz nur unter einer zusidtzlichen Annahme beweisen.
Wir wihlen auf der Restkurve drei Punkts A, B, C, die nicht auf einer Geraden
liegen. (Ist dies unmoglich, so ist die Restkurve eben eine Gerade, und wir sind
fertig.) Die Ebene o= 4 B C schneide die Ebene von ¢, in einer Geraden s. Wir
nehmen nun an, daB s den Kegelschnitt ¢, in zwei Punkten D, E schneidet und
nicht an ihm vorbeigeht. Von den 5 Punkten 4—FE konnen niemals 4 auf einer
Geraden liegen. « schneidet aus den beiden Flichen zwei Kegelschnitte, welche
die 5 Punkte 4 — E gemeinsam haben und daher nach Satz 11 in einen Kegelschnitt
¢, zusammenfallen miissen. ¢, ist also Bestandteil der Durchdringungskurve.

Nun muB noch gezeigt werden, dafl die beiden Flachen keinen weiteren
(auBerhalb von ¢; und ¢, gelegenen) Punkt P gemeinsam haben kdnnen. Beweis
indirekt: Man wéhle auf ¢, einen Punkt Q; und auf ¢, einen Punkt Q, Die Ebene
PQ,Q, trifft ¢, in einem weiteren Punkt R; und ¢, in einem weiteren Punkt R,;
sie hitte also mit der Durchdringungskurve die 5 Punkte P, Q,, Q,, R,, R, ge-
meinsam, was nicht sein kann,

Falls die oben eingefithrte Schnittgerade s am Kegelschnitt ¢, vorbei geht,
ist man zur Rettung der SchluBweise gezwungen, von den imagindren Schniti-
punkien von s und ¢, zu sprechen. Die Einfiihrung der imagindren Punkte des
Raumes und die korrekte Arbeit mit ihnen ist Sache der algebraischen Geometrie.

Im Ausnahmefall 2 haben die Flachen eine Gerade gemeinsam. Die Restkurve
hat dann mit einer allgemeinen Ebene hochstens dre1 DurchstoBpunkte und heifit
daher Raumkurve dritter Ordnung

Als AbschluB erwahnen wir noch folgenden Satz: Beriihren sich die beiden
gegebenen Flichen in zwei Punkten 4 und B, so liegt immer einer der Ausnahme-
fille vor. Entweder liegt dann die Gerade 4 B auf beiden Flichen oder es existiert
ein gemeinsamer Kegelschnitt. Der Leser kann dies selbst nach dem Muster des
Beweises von Satz 19 einsehen, indem er eine Hilfsebene « durch 4, B und einen
ausgewahlten Punkt C der Durchdringungskurve legt.

Das Ellipsoid ist wohl die fiir die Anwendungen wichtigste Fliache zweiter
Ordnung. Um die Fliche zu konstruieren, wihle man in der y,z-Ebene eines
rdumlichen Koordinatensystems x, y, z eine Grundellipse C, deren Achsen auf
der y- und z-Achse liegen. (In Fig. 69a wurde nur im Aufrifl gezeichnet.) Ferner
lege man in die Ellipse C ein System paralleler Sehnen 4 B, 4,B,, 4,B, usw.
Uber jeder Sehne als Durchmesser denke man sich den Kreis konstruiert, dessen
Ebene senkrecht zur y,2-Ebene steht. Der Aufri dieses Kreises fallt also in die
Sehne. Das Ellipsoid ist dann die von simtlichen Kreisen gebildete Flache.

Wir wollen gleich zeigen, daB das Ellipsoid noch von einem zweiten System
von Kreisen iiberzogen ist. Diese zweite Kreisschar entsteht, indem man die
Kreise der ersten Schar an der x,y-Ebene spiegelt. Um zu beweisen, da die
Kreise der zweiten Schar ganz auf der Fliche liegen, geniigt es zu zeigen, daB
ein beliebiger Kreis *, der ersten Schar und ein beliebiger Kreis &, der zweiten
Schar sich im Raum schneiden.

Beweis: Es gilt (Fig. 69a) in der y,2-Ebene:

P4, - P"B,= P"D,- P"E,.
(Diese Beziehung ergibt sich sofort, wenn man die Ellipse C als Aufri eines

schief im Raum liegenden Kreises auffa8t, in diesem Kreis den bekannten
Sehnensatz formuliert und in den Aufrif zuriickgeht. Man beachte, daB die
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beiden angezeichneten Winkel gleich sind.) Aus dieser Gleichung folgt, daB die
Punkte 4,, By, D,, E; auf einem Kreis % liegen. K sei die Kugel, welche % als
GroBkreis hat. Da die beiden Kreise k,, k, auf der Kugel K liegen, schneiden sie
sich wirklich.

Das Ellipsoid hat also die drei Koordinatenebenen als Symmetrieebenen. Es
schneidet auf den Koordinatenachsen die drei Halbachsen a — OA, b, ¢ ab. Den
Beweis, daB das Ellipsoid eine Fliche zweiter Ordnung ist, iiberlassen wir der

Fig.69a

analytischen Geometrie. Der Schnitt einer beliebigen Ebene mit der Fliche ist
demnach ein Kegelschnitt, und zwar (da die Fliche ganz im Endlichen liegt) eine
Ellipse. Die drei Schnittellipsen mit den Koordinatenebenen heilen Hauptschnitte.

Bemerkungen. 1. Mit Hilfe der beiden Systeme von Kreisen lassen sich alle
konstruktiven Aufgaben iiber das Ellipsoid einfach lésen. Zum Beispiel ist die
Flichennormale # im Punkt P einfach der Radius M P der Kugel K. 2. Werden
die Sehnen der Grundellipse C parallel zur y-Achse gewihlt, so entsteht eine
Rotationsfliche (Rotationsellipsoid). 3. Wahlt man an Stelle der Ellipse C einen
anderen Kegelschnitt als Grundkurve, der symmetrisch zur y-Achse verlduft,
so erhdlt man in analoger Weise andere Flichen zweiter Ordnung.

§ 4. Speziellere Methoden und Sitze der Kegelschnittlehre

Zur Abrundung der Theorie iiber Kurven und Flichen zweiter Ordnung
sollen hier noch einige Hilfsmittel angegeben werden, die beim Konstruieren
mit Kegelschnitten oft niitzliche Dienste leisten.

Die Achsenkonstruktion von Rytz. Von einer Ellipse seien zwei konju-
gierte Durchmesser gegeben. Gesucht die Lage und Linge der Ellipsenachsen
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(vgl. Erster Teil, 1. Abschnitt, §5). Zur Herleitung der Konstruktion ist in
I'ig.70a die alte Fig.27 teilweise abgezeichnet worden. Eine Ellipse wurde
durch die beiden Halbachsen a, b gegeben und mit Hilfe der Kreise iiber diesen
beiden Achsen wurden zwei konjugierte Durchmesser M P und M Q gefunden.

Fig. 70a

Dreht man nun die schraffierte Figur links so wie die Pfeile andeuten um 90°
nach rechts, so entsteht die schraffierte Figur rechts und Q gelangt nach Q*.
Das entstandene Rechteck PP, Q*P, ergibt folgende Beziehungen:

RA=RM =RB. (1)
PB=MP,=a (als Radius des groBen Kreises) (2)
P4=MP,=b (als Radius des kleinen Kreises). 3)

Fig. 70b

In Fig.70b seien nun die konjugierten Durchmesser M P und MQ einer
Ellipse gegeben, und es sollen die Achsen konstruiert werden. Als Konstruk-
tionsvorschrift ergibt sich aus den obigen Uberlegungen: Man dreht zunichst
M Q um 90° nach M Q¥, konstruiert die Mitte R von P@* und trigt dann auf
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der Geraden PQ* von R aus die Strecke R M nach beiden Seiten ab, womit
man gemiB (1) die Punkte 4, B und damit die Richtungen MA4, M B der
Achsen erhilt. Die Lingen der Halbachsen ergeben sich nun nach (2) und (3)
als a=PB, b= PA.

Fig. 71

Eine allgemeine Methode zur Lésung von Kegelschnittaufgaben. Die
meisten Aufgaben iiber Kegelschnitte lassen sich losen, indem man den ge-
gebenen Kegelschnitt als ebenen Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreis-
kegels auffaBt und dann die Methoden der elementaren darstellenden Geo-
metrie auf diesen Kegel anwendet. Als Beispiel l6sen wir die Aufgabe: Gegeben
ein Kegelschwitt durch fiinf Punkte, gesucht die Scheitel. In Fig.71 wurden die
gegebenen Punkte wegen der spiteren Entwicklung der Konstruktion mit
A" —E" bezeichnet. Wir konstruieren nun zunichst mit Hilfe des Satzes von
Pascal die Tangenten #], £, an den Kegelschnitt in den Punkten 4", B".
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(Konstruktion nicht eingezeichnet.) Der Kegelschnitt ist nun auch durch die
Punkte A", B” samt Tangenten und den weiteren Punkt C” gegeben, so daB
die beiden iibrigen Punkte D", E” nicht mehr gebraucht werden.

Jetzt werden die Geraden ], ¢; als die UmriBmantellinien eines Rotations-
kegels im Aufril aufgefalt. Die Kegelachse ist also die Winkelhalbierende
dieser beiden Geraden und liegt in Fig.71 vertikal; es wurde der Grundri
der Konfiguration auf eine zur Kegelachse normale Projektionsebene hinzu-
gefigt. 4,4, sind als Grundrisse von zweiten Hauptgeraden in Fig. 71 dann
horizontal. Soll nun der gegebene Kegelschnitt der Aufril eines ebenen Schnit-
tes unseres Kegels sein, so miissen A”, B”, C” die Aufrisse von Punkten 4, B, C
des Kegelmantels sein. Die Grundrisse 4’, B’ findet man sofort auf 2q, ¢,,
wihrend C’ mit Hilfe des Parallelkreises £ gefunden wurde. Damit ist die
‘Schnittebene a=A4 BC bekannt und unsere Aufgabe reduziert sich auf die
Konstruktion des ebenen Schnittes des Kegels mit dieser Ebene «. In der Tat
geht dann nach Konstruktion der AufriB dieses ebenen Schnittes durch
A”, B”, C” und bertihrt — da A”, B" UmriBpunkte sind — auch die Umri83-
mantellinien ¢} und #3; er stimmt also mit dem gegebenen Kegelschnitt iiberein.

In Fig.71 entsteht als Schnitt eine Ellipse, die wie folgt bestimmt wurde:
Mit Hilfe der ersten Hauptgeraden %, von o ergibt sich die Fallgerade f von «.
Die DurchstoBpunkte M, N von f mit dem Kegel sind die Hauptscheitel der
Schnittellipse. (Konstruktion dieser Durchstopunkte mit Hilfe der Mantel-
linien m, #, welche die erste projizierende Ebene durch f aus dem Kegel schnei-
det.) Die Mitte von MN ist das Zentrum Z der Schnittellipse. Die DurchstoB-
punkte P, Q der durch Z laufenden ersten Hauptgeraden von o mit dem Kegel
ergeben die Nebenscheitel der Schnittellipse. (Den Parallelkreis auf der Héhe
von Z benutzen!)

Im AufriB sind nun M”"N" und P"(Q" konjugierte Durchmesser der Auf-
riBellipse; ihre Scheitel kann man mit der Achsenkonstruktion von Rytz er-
mitteln. (In Fig.71 nicht mehr ausgefiihrt.)

Wiirde sich eine Hyperbel als Schnitt unseres Kegels ergeben, so miite man
gemilB Fig.49 verfahren.

Aufgaben zweiten Grades. Bei den Anwendungen der Sitze von PAscaL
und BriaANCHON haben wir erwihnt, daB sich mit diesen Sitzen nur Aufgaben
ersten Grades 16sen lassen (vgl. Seite 94). Die eben beschriebene Methode
erlaubt nun auch die Losung von Aufgaben zweiten Grades, welche also bei
rechnerischer Durchfithrung auf quadratische Gleichungen fithren. Soll etwa
eine gegebene Gerade g” mit dem in Fig. 71 durch fiinf Punkte gegebenen Kegel-
schnitt geschnitten werden, so fasse man g” als AufriB einer in der Ebene «
liegenden Raumgeraden g auf. Die DurchstoBpunkte von g mit dem Kegel sind
im AufriB die gesuchten Schnittpunkte.

Um die Tangenten von einem gegebenen Punkt P” an den Kegelschnitt zu
legen, konstruiere man analog in « den Punkt P, der sich nach P” projiziert,
lege von P aus die Tangentialebenen an den Kegel und schneide sie mit «.

Der Satz von Dandelin. Die Fig. 72 zeigt noch einmal (im Aufrif} allein)
den elliptischen Schnitt eines Rotationskegels, wie er eben in Fig. 71 konstruiert
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wurde. AuBlerdem sind die beiden Kugeln eingezeichnet worden, welche dem
Kegel einbeschrieben sind und die Schnittebene o berithren (Dandelinsche
Kugeln). Sie berithren den Kegel lings der beiden Kreise %, %, und die Ebene «
in den beiden Punkten F,, F,.

Ist nun P ein beliebiger Punkt der Schnittellipse und # die durch ihn lau-
fende Mantellinie des Kegels, so gilt PF;= P Q,, denn diese beiden Strecken
sind Tangenten von P aus an die untere Dandelinsche Kugel und alle diese

)

Tangentenstiicke sind gleich lang. Analog folgt PF,= P (Q,. Durch Addition
gewinnt man PF,+ PF,=PQ,+ PQ,=(, Q,. Die Strecke Q,Q, hat aber kon-
stante Lange, wenn P die Ellipse durchliuft, also PF, + P F,=konstant. Nach
einer bekannten Ellipseneigenschaft folgt daraus, daB F,, F, die Brennpunkte
der Schnittellipse sind.

Analoge Betrachtungen gelten fiir den Hyperbel- oder Parabelschnitt.

20. Die Brennpunkie des ebenen Schmities eines Rotationskegels sind die Be-
rithrungspunkte der Dandelinschen Kugeln mit der Schnittebene.

Bemerkung: Aus diesen Uberlegungen folgt auch ein neuer Beweis dafiir,
daB der ebene Schnitt eines Rotationskegels eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
ist. Im Falle des schiefen Kreiskegels wiirde jedoch diese SchluBweise versagen.

Fig. 72
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Projektive darstellende Geometrie

Die weiteren Methoden der darstellenden Geometrie sollen nun gemeinsam
und von einem etwas hoheren Standpunkt aus entwickelt werden. Es handelt
sich im wesentlichen um die Zentralprojektion, Perspektive und allgemeine
A xonometrie und um konstruktive Hilfsmittel wie die Kollineation und Affini-
tit. Alle diese Verfahren bestehen aus geometrischen Abbildungen, welche
lehren, von einem raumlichen Gegenstand oder einer ebenen Figur ein Bild in
der Zeichenebene zu entwerfen. Gemeinsam ist ithnen, daB sie geradentren sind,
das heiBt, daB eine gerade Linie des Gegenstands im Bild auch als Gerade er-
scheint.

Wir werden nun in diesem dritten Teil eine allgemeine geradentreue Ab-
bildung kennen lernen — die sogenannte projektive Abbildung —, welche die
genannten Spezialfille umfaft.

§ 1. Das Doppelverhiltnis

Zur Definition der projektiven Abbildung brauchen wir Hilfsmittel aus der
ebenen Geometrie, welche unter Beriicksichtigung des Dualitdtsprinzips
(Zweiter Teil, § 1) hergeleitet werden sollen. FaBt man eine Gerade g als die
Gesamtheit der auf ihr liegenden Punkte — also als Punkirethe — auf, so er-
kennt man, daB der duale Begriff das Geradenbiischel ist, ndmlich die Gesamt-
heit aller Geraden, welche durch einen festen Punkt G laufen.

Definition
Unter dem Doppelverhiltnis von Unter dem Doppelverhiltnis von
vier Punkten 4, B, C, D einer Punkt- | vier Strahlen a, b, ¢, d eines Bii-
reihe g (Feg. 73a) versteht man schels (Fig.73b) versteht man
‘ _AC 4D __ sin (a¢)  sin(ad)
(ABCD) = 7= pp (@bed) = S0y sin (bd)

_ Teilverhiltnis von Cin der Strecke 4 B wobei zum Beispiel (a¢) den Winkel

Teilverhdltnisvon Dinder Strecke AB * bedeutet) um den a gedreht werden
Dabei ist ein fester Richtungssinn auf | muBl, um mit ¢ zur Deckung zu
g zu wihlen und jede der vier Strecken | kommen. Dabei ist ein fester Um-
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AC, BC, AD, BD ist positiv oder nega- | laufsinti um G herum zu wihlen und
tiv zu rechnen, je nachdem, ob ihre | jeder der vier Winkel (ac), (be),
Richtung mit dem gewihlten Rich- | (ad), (bd) ist positiv oder negativ
tungssinn {ibereinstimmt oder nicht. | zu rechnen, je nachdem, ob sein
Drehsinn mit dem gewihlten Um-
laufsinn {ibereinstimmt oder nicht.

Bemerkungen. 1. Das Doppelverhiltnis im Biischel ist zunichst wirklich nur
fiir vier Strahlen definiert, das heiBt fiir vier Halbgeraden, welche von G aus-
laufen. Nur dann sind nidmlich die Winkel, von denen die Rede ist, eindeutig
definiert. Man erkennt aber nachtriglich leicht, daB sich das Doppelverhiltnis
nicht dndert, wenn man einen der Strahlen umkehrt (Fig.73¢: Umkehrung des
Strahles d), so daB man vom Doppelverhiltnis von vier Geraden eines Biischels
sprechen kann.

2. Ebenso bleibt das Doppelverhiltnis erhalten, wenn man den Richtungssinn
auf g bzw. den Umlaufsinn um G umkehrt.

3. Die Reihenfolge, in welcher die vier Punkte im Symbol (4 B C D) aufgefiihrt
werden, ist wesentlich. Es ist zum Beispiel

1
(ABCD)

Dieselbe Bemerkung ist im Biischel zu machen.

(BACD) = , hingegen (CDA B)= (4 BCD). 1)

Richtungssinn

Umlaufsinn

Fig. 73b Fig. 73¢

1. Es seien auf einer Geraden g dret Es seien drei Geraden a, b, ¢ eines
Punkte A, B, C gegeben. Dann ist ein | Biischels gegeben. Dann ist eine vierte
vierter Punkt D auf g durch den Wert | Gerade d des Biischels durch den Wert
A des Doppelverhilinisses (ABCD) ein- | A des Doppelverhilinisses (abed) ein-
deutig festgelegt. deutig festgelegt.
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" AC 4D AD _1.4C
Beweis: Aus (ABCD) = A folg & 5 5D =}, also 5D =1 BC' . Damit ist

das Teilverhiltnis von D in der Strecke AB gegeben, also D eindeutig be-
stimmt. Analog fithrt man den Beweis im Biischel. Das Doppelverhiltnis kann
also in gewissem Sinn als Koordinate in der Punktreihe oder im Biischel ver-
wendet werden.

Spezialfille. 1) Liegt im Fall der Punktreihe der Punkt D sehr weit von

den tibrigen Punkten entfernt, so ist das Teilverhiltnis %-% wenig von 1 ver-

schieden. Im Grenzfall, wo D der unendlich ferne Punkt U, der Geraden ist,

hat man daher g
(ABCU) = H¢ )

das heiB3t, das Doppelverhiltnis wird zum gewthnlichen Teilverhiltnis der drei
Punkte 4, B, C.

2) Es sei g speziell die x-Achse eines Koordinatensystems, O der Nullpunkt,
X der Einheitspunkt (0 X=1) und U, der unendlich ferne Punkt dieser
x-Achse. Ist dann P ein beliebiger Punkt der x-Achse mit der Abszisse x, so folgt

PO OP_ x
(PXOU )= X0 o0x-1=% (3)
Die gewthnliche Abszisse eines Punktes kann daher als spezielles Doppel-
verhiltnis aufgefalit werden.
3) Hat das Doppelverhiltnis (4 BCD) den Wert — 1, so sagt man, die beiden
Punktepaare AB und CD liegen harmonisch. Es ist dann
AC AD
BC~ T BD’ *)
das heiit die Punkte C, D teilen die Strecke 4B im selben (absoluten) Ver-
hiltnis, jedoch liegt der eine innerhalb und der andere aulerhalb der Strecke.
Als speziellen Fall kann man fiir C den Mittelpunkt der Strecke 4B und fiir
D den unendlich fernen Punkt der Geraden A B nehmen. Der Mittelpunkt und
der unendlich ferne Punkt einer Strecke liegen also harmonisch zu ihren End-

punkten.
Analog wird die harmonische Lage von vier Geraden eines Biischels durch
(abcd)=—1 definiert. Der Leser mége sich etwa davon iiberzeugen, da die

beiden Winkelhalbierenden von zwei Geraden harmonisch zu diesen beiden
Geraden liegen.

Zwischen dem Doppelverhiltnis in der Punktreihe und im Biischel be-
steht eine grundlegende Beziehung, welche durch den folgenden Satz von
Pappus ausgedriickt wird (Fig.74):

2. Werden vier Geraden a, b, ¢, d eines Biischels von einer Geraden g in den
Punkten A, B, C, D geschnitten, so ist (A BCD)= (abcd).

Wir fijhren zum Beweis die beiden Strecken A G=a, BG =5 sowie die bei-
den angezeichneten Winkel 9, § ein. Aus dem Sinussatz im Dreieck ACG

folgt AC = sm (ac) (5)

, analog BC =b sin (bo)

sin y siny *’
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Division ergibt das Teilverhiltnis

AC  a sin(ac)
BC =T sin(bo) ° (6)

Ebenso schlieBt man unter Benutzung des Winkels ¢ fiir das zweite Teil-

verhiltnis AD  a sin(ad)

BD ~ b sin(bd) ()

Division der beiden Gleichungen (6) und (7) ergibt die Behauptung

AC  AD  sin(ac) , sin(ad) 8)
BC °~ BD = sin(be)  sin(ba) ” (

% VAN
@ v c d

Fig. 74

Das Doppelverhiltnis von vier Geraden eines Biischels kann also bestimmt
werden, indem man eine beliebige Gerade g legt und das Doppelverhiltnis
der vier Schnittpunkte abliest. Diese Bemerkung beniitzen wir, um das Doppel-
verhiltnis von vier Geraden eines Parallelbiischels zu definieren. (Ein Parallelen-
biischel ist eine Schar von zueinander parallelen Geraden; der Punkt G liegt
also unendlich fern in der gemeinsamen Richtung dieser Geraden.) Man
schneide eben die vier parallelen Geraden a, b, ¢, d mit einer Geraden g und
definiere (abcd) als das Doppelverhiltnis der vier Schnittpunkte. Sein Wert
ist unabhingig von der Wahl der Geraden g, wie man leicht sieht.

Dual kann man das Doppelverhiltnis von vier Punkten einer Geraden g
bestimmen, indem man die vier Punkte mit einem festen Punkt G verbindet
und das Doppelverhiltnis der vier Verbindungsgeraden abliest. Dies nehmen
wir zu Hilfe, um das Doppelverhiltnis von vier unendlich fernen Punkten
A, B, C, D zu definieren. (g ist also die unendlich ferne Gerade.) Wir verbin-
den 4, B, C, D mit einem im Endlichen gelegenen Punkt G, das hei3t wir ziehen
durch G die Parallelen a, 3, ¢, d zu den gegebenen Richtungen, welche nach den
vier unendlich fernen Punkten hin zeigen. Dann sei (4BCD)=(abcd).
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§ 2. Projektive Abbildung einer Geraden auf eine andere

In Fig.75 wurden in der Zeichenebene zwei Geraden g und g und ein Pro-
jektionszentrum Z gewihlt. Es soll ¢ vom Zentrum Z aus zentral auf g pro-
jiziert werden. Der Bildpunkt 4 eines Punktes 4 von g wird also erhalten, in-
dem man den Projektionsstrahl a=Z74 legt und ihn mit g schneidet. Die
Durchfithrung derselben Konstruktion fiir weitere Punkte B, C, D, ... ergibt
sofort das wichtige Resultat:

3. Bei der Zentralprojektion einer Geraden auf eine andere bleiben die Doppel-
verhdlinisse erhalten.

Denn das Biischel der Projektionsstrahlen ist einerseits mit ¢ und anderer-
seits mit g geschnitten; zweimalige Anwendung des Satzes von PAPPUS ergibt
also zum Beispiel

(ABCD)=(abcd)=(ABCD).

Der unendlich ferne Punkt U, der Geraden g geht bei der Zentralprojektion
itber in den im Endlichen gelegenen Punkt U der Fig.75. U heiBt Fluchtpunkt
der Geraden g. Umgekehrt wird der Punkt ¥ vong (ZV parallel zu g) in den un-
endlich fernen Punkt V,, von g abgebildet; daher heiBt V der Verschwindungs-
punkt von g.

Fig. 75

Die Parallelprojektion der Geraden g auf die Gerade g ergibt sich als der-
jenige Spezialfall unserer Betrachtungen, wo Z ein unendlich ferner Punkt ist.
Es bleiben dann nicht nur die Doppelverhiltnisse, sondern sogar die Teil-
verhdltnisse erhalten; der unendlich ferne Punkt von g geht wieder in den un-
endlich fernen Punkt von g iiber, so daB also auch Fluchtpunkt und Ver-
schwindungspunkt unendlich fern liegen.

Denken wir uns nun die Gerade g aus der Fig. 75 entfernt und in irgend eine
andere Lage gebracht, so wird zwar der durch die Zentralprojektion vermittelte
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Zusammenhang zwischen g und g zerstért, es bleibt aber eine Zuordnung zwi-
schen den Punkten von g und denjenigen von g bestehen, welche die wesent-
liche Eigenschaft hat, daB Doppelverhiltnisse erhalten bleiben. Wir definieren
daher:

Eine Abbildung einer Geraden g auf eine Gerade g heiBt projektiv, wenn

1. Jedem Punkt P von g ein-eindeutig') ein Bildpunkt P auf g zugeordnet ist
und

2. Doppelverhiltnisse erhalten bleiben, das heift das Doppelverhilinis von vier
beliebigen Punkten von g gleich dem Doppelverhilinis threr Bildpunkie ist.

Der groBe Vorteil dieser Abstraktion besteht darin, da8 die gegenseitige
Lage von g und g keine Rolle mehr spielt; ¢ und g kénnen zum Beispiel im
Raum windschief zueinander liegen.

4. Eine projektive Abbildung einer Geraden auf eine andere ist festgelegt, wenn
man die Bildpunkte von drei gegebenen Punkien kennt.

Beweis: Es seien etwa auf g die Punkte 4, B, C und auf g die Bildpunkte
A, B, C gegeben. D sei irgendein weiterer Punkt von g und (A BCD) werde =1
gesetzt. Da Doppelverhiltnisse erhalten bleiben, gilt fiir den Bildpunkt
D auch (ABCD)=2. Nach Satz 1 von § 1 ist D durch diesen Wert des Doppel-
verhéltnisses eindeutig auf g bestimmt.

A
v gl 8 A

Fig. 76

Grundaufgabe. Konstruktion der projektiven Abbildung einer Geraden g.
Die projektive Abbildung von g auf g sei wieder durch drei Paare entsprechen-
der Punkte A A, BB, CC gegeben (Fig.76). Es soll der Bildpunkt D eines be-
liebigen Punktes D nun konstruiert werden. Zu diesem Zweck legt man durch
einen der gegebenen Punkte von g (etwa durch A) eine Hilfsgerade g’ und
konstruiert auf ihr eine zur gegebenen Punktreihe 4, B, C, D, ... kongruente

(oder dhnliche) Punktreihe A’, B’,C’, D , ..., so daB A’ auf 4 fillt. Durch Schnitt

1) Ein-eindeutig heiBt: Jedem Punkt P entspricht genau ein Bildpunkt P und umgekehrt
jedem Bildpunkt P genau ein Originalpunkt P.
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der Verbindungsgeraden B’B und C’ C entsteht der Punkt G und der gesuchte
Punkt D ist dann der Schnittpunkt von GD’ mit g. Die Punktreihe auf g ent-
steht also durch Zentralprojektion aus der Punktreihe auf g’. Die Richtigkeit
der Konstruktion ergibt sich daraus, daBnach Satz 3gilt (4 B C D)= (4’ B'C'D’)
=(ABCD), also Doppelverhiltnisse tatsichlich erhalten bleiben. Wir ent-
nehmen der Konstruktion:

5. Liegen zwei projektive’) Punktreihen auf den Geraden g' bzw. g so in der
Ebene, daf zwei entsprechende Punkte A’, A in den Schuittpunkt von g' und §
falien, so gehen sie durch Zentralprojektion auseinander hervor, das heift, die
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte gehen durch ein festes Zentrum.

Bei einer projektiven Abbildung von g auf g werden Fluchtpunkt U und
Verschwindungspunkt V analog definiert wie oben. U ist das Bild des unendlich
fernen Punktes und V umgekehrt derjenige Punkt, welcher bei der Abbildung
ins Unendliche kommt. In der Fig.76 wurden diese beiden Punkte auch kon-
struiert (VA=V"4").

Aufgabe: Man konstruiere als Anwendung zu drei gegebenen Punkten
A, B, C einer Geraden den vierten harmonischen Punkt D. (Die Punktreihe
A, B, C, D, ... auffassen als projektives Bild einer Punktreihe A, B,C, D, ...,
wobei C die Mitte und D der unendlich ferne Punkt von 4B ist.)

g
R

Projektive Skala. Im folgenden wird hiufig derjenige Spezialfall der
Grundaufgabe auftreten, wo die x-Achse eines Koordinatensystems projektiv
abgebildet wird und diese Projektivitit gegeben ist durch die Bilder 0, X, U
des Nullpunkts O, des Einheitspunktes X und des unendlich fernen Punktes
U, der x-Achse. (U ist also der Fluchtpunkt der x-Achse.) In der Fig.77 wurde
wieder die Abbildung konstruiert, das heiBt ein allgemeiner Punkt P abgebildet.

1) Projektiv heiBt hier: Durch eine projektive Abbildung aufeinander bezogen.
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Die Hilfsgerade x’ wurde durch 0 gelegt und G ist jetzt der Schnittpunkt von
X’ X mit der Parallen zu ' durch den Fluchtpunkt U. AuBlerdem haben wir
noch die aus den Punkten mit ganzzahligen Abszissen bestehende regelmiBige
Skala abgebildet. Es entsteht auf x eine sogenannte projektive Skala, deren Teil-
striche sich gegen den Fluchtpunkt hin immer mehr zusammendrangen. Diese
projektive Skala ist durch die drei Fundamentalpunkte O, X, U eindeutig fest-
gelegt und kann natiirlich beliebig verfeinert werden. Der Hilfspunkt G, welcher
zu ihrer Konstruktion diente, heiBt auch Tedlungspunkt fiir die Gerade x.

Affine Abbildung. Eine projektive Abbildung der Geraden g auf die
Gerade g heiBt affin, wenn — wie bei der Parallelprojektion — der unendlich
ferne Punkt U, von g in den unendlich fernen Punkt U, von g iibergeht. Sind
A, B, C drei Punkte von g, so folgt aus (4 BCU )= (A BCU.,,) die Beziehung
AC:BC=AC:BC. Es bleiben also die Teilverhiltnisse erhalten. Oder anders
ausgedriickt : Die Strecken auf der Bildgeraden g sind proportional zu den Strek-
ken auf g. Die Abbildung ist daher einfach eine Aknlichkeit, und eine regel-
miBige Skala geht wieder in eine solche {iber.

Die affine Abbildung ist durch zwei Paare entsprechender Punkte fest-
gelegt; speziell fur eine x-Achse etwa durch die Bilder von Nullpunkt und Ein-
heitspunkt.

Fig. 78

Projektive Abbildung von Biischeln. Die Theorie 148t sich natirlich in
dualer Weise auch fiir die Geradenbiischel entwickeln. Zwei Biischel heiBlen
eben projektiv, wenn jeder Geraden des einen Biischels eine Gerade des anderen
so zugeordnet ist, daB Doppelverhiltnisse erhalten bleiben. Auch hier ist die
Abbildung durch drei Paare entsprechender Geraden eindeutig festgelegt. Ihre
Konstruktion kann ebenfalls dual zur Losung unserer Grundaufgabe ge-
schehen. So ist in Fig.78 eine Projektivitit zwischen den beiden Biischeln mit
den Zentren G und G gegeben durch die entsprechenden Geraden aa, bb, ct.
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Um eine beliebige weitere Gerade 4 abzubilden, legt man ein zum ersten Bii-
schel kongruentes Biischel a’, b’, ¢’, 4’, ... so in die Ebene, daB eine Gerade
(hier @’) mit der entsprechenden @ zusammenfillt. Durch Schnitt der ent-
sprechenden Geraden &', b bzw. ¢’ ¢ findet man die Gerade g, auf welcher sich
auch d’ und d schneiden miissen. Denn es folgt dann durch Anwendung des
Satzes von Pappus (abcd) =(ABCD)-=(a'b'¢'d’) = (abcd). Doppelverhiltnisse
bleiben also wirklich erhalten. Dual zu Satz 5 ergibt sich

6. Liegen zwei projektive Geradenbiischel mit den Biischelzentren G', G so
in der Ebene, daf zwei entsprechende Geraden in die Verbindungsgerade G'G
fallen, so schneiden sich entsprechende Geraden auf einer festen Achse.

In § 3 (Fig.80) werden wir noch eine bequemere Konstruktion der Projek-
tivitit von Biischeln kennen lernen.

Endlich kann man noch von projektiver Abbildung einer Punktreihe auf
ein Biischel sprechen. Man wird eine Punktreihe projektiv zu einem Biischel
nennen, wenn jedem ihrer Punkte eine Gerade des Biischels zugeordnet ist und
das Doppelverhiltnis von vier Punkten gleich dem Doppelverhiltnis der vier
entsprechenden Geraden ist.

§ 3. Projektive Abbildung einer Ebene auf eine andere

Um die folgenden theoretischen Entwicklungen besser verstindlich zu
machen, kniipfen wir an den bekannten Vorgang der Phofographie an. Von
einem Flugzeug aus werde ein ebenes horizontales Gelindestiick photogra-
phiert. Bezeichnen wir die Ebene des Gelindes mit «, diejenige der photo-
graphischen Platte mit « und das Objektiv der Kamera mit Z, so herrscht im
Moment der Belichtung die Situation einer Zentralprojektion. Das photo-
graphische Bild entsteht eben, indem man das Gelinde vom Projektions-
zentrum Z aus auf die Ebene « projiziert. Da aber im allgemeinen die Lage
des Flugzeugs und der photographischen Platte in bezug auf die Gelinde-
ebene « im Moment der Aufnahme vollstindig unbekannt ist, wird es ratsam
sein, auch hier von der gegenseitigen Lage von « und « abzusehen und nach
Eigenschaften der Abbildung zu suchen, die man noch erkennen und nach-
priffen kann, wenn man die Photographie zu Hause vor sich auf den Schreib-
tisch legt. Solche Eigenschaften sind:

a) Jedem Punkt P von o ist ein-eindeutig ein Bildpunkt P von a zugeordnet.

b) Die Abbildung ist geradentren. Das heifit: durchliuft P eine Gerade g von «,
so durchliuft der Bildpunkt P eine Gerade in &, die Bildgerade g von g.

c) Das Doppelverhiilinis von vier Punkten einer Geraden von o ist gleich dem
Doppelverhiltnis der vier Bildpunkie.

(Die Eigenschaft c) folgt aus Satz 3 von § 2.) Wir nennen nun irgend eine
Abbildung einer Ebene « auf eine Ebene o projektiv, wenn sie die genannten
Eigenschaften besitzt. Die Bedingung c) besagt {ibrigens, daB jede Gerade von
o projektiv (im Sinne von § 2) abgebildet wird.

Stiefel 8
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Es sei noch ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daB die Bedingungen
a), b), ¢) auch fiir die unendlich fernen Elemente erfiillt sein miissen.

U‘"’*\M ®
A P
YA\ ,
@D
7

X
4 G

Fig. 79a

Fig. 79b

Die Fig.79 zeigt nun die Konstruktion einer derartigen projektiven Ab-
bildung. Fig. 79a enthilt die Originalebene «; es wurde in ihr ein Koordinaten-
system gewihlt. (Achsen x, y, Einheitspunkte X, Y.) Um die projektive Ab-
bildung festzulegen, wurden in der Bildebene « (Fig.79b) die Bilder %, y der



§ 3. Projektive Abbildung einer Ebene auf eine andere 115

Koordinatenachsen angenommen, sowie auf ihnen die Bilder X, Y der Einheits-
punkte und die Bilder U,, U, der unendlich fernen Punkte U, U, der Ko-
ordinatenachsen gewihlt. U, und U, sind also die Fluchtpunkte der Koordina-
tenachsen. Ihre Verbindungsgerade = ist das Bild der Verbindungsgeraden der
unendlich fernen Punkte U,, U,, das heilt das Bild der unendlich fernen
Geraden « von «. Daher heilt # die Fluchtgerade der Ebene o.

Da die Fundamentalpunkte 0, X, U, auf ¥ gegeben sind, kann nun nach
der Grundaufgabe von § 2 (Fig.77) die projektive Skala auf x konstruiert wer-
den, das heif3t das Bild eines gegebenen Punktes P, der x-Achse gefunden wer-
den. Die dazu notwendige Hilfsgerade x’ wurde speziell parallel zur Flucht-
geraden u gelegt, so daB der Teilungspunkt G, auf diese Fluchtgerade kommt,
Analoges gilt fiir die y-Achse. (Hilfsgerade y’ nach links hin, Teilungspunkt G,,.)

Um nun einen beliebigen Punkt P von a« abzubilden, ziehe man in der
Fig.79a die Lote PP, und PP, auf die Koordinatenachsen und konstruiere
nach dem eben beschriebenen Verfahren die Bildpunkte P,, P,. Nun liegt
in Fig.79a die Gerade PP, parallel zur y-Achse, geht also durch den unendlich
fernen Punkt U,. Daher muB in « das Bild dieser Geraden durch den Flucht-
punkt U, gehen. P liegt also auf P, U, und analog auf P, U,, womit der ge-
suchte Bildpunkt gefunden ist.

Wir erkennen also, dal3 zwei parallele Geraden (zum Beispiel PP, und die
y-Achse) im Bild im allgemeinen nicht mehr parallel sind, sondern da8 gilt:

7. Die projektiven Bilder von zweri parallelen Geraden schneiden sich in ihrem
gemeinsamen Fluchtpunkt. Dieser Fluchtpunkt liegt immer auf der Fluchigeraden.

(Denn der Fluchtpunkt ist Bildpunkt eines unendlich fernen Punktes, liegt
also auf dem Bild der unendlich fernen Geraden.)

Jetzt zeigen wir noch, dal unsere Konstruktion bei willkiirlicher Annahme
der eingangs gewihlten Punkte X, Y, U,, U, auch wirklich eine projektive Ab-
bildung ergibt, daB also die Bedingungen a), b), ¢} erfiillt sind. Die Bedingung
a) gibt zu keiner Bemerkung Anlaf}, wir beginnen daher mit der Verifikation
von b). Der Punkt P durchlaufe also eine Gerade g. Dann sind nach Konstruk-
tion folgende Gebilde der Reihe nach zueinander projektiv:

1) Punktreihe auf g durchlaufen von P.

2) Punktreihe auf x durchlaufen von P,.

3) Punktreihe auf x durchlaufen von P,.

4) Biischel mit dem Zentrum U, durchlaufen von P, U,

Analog sind zueinander projektiv:

1) Punktreihe auf g durchlaufen von P.

2') Punktreihe auf y durchlaufen von P,.

3') Punktreihe auf y durchlaufen von P,.

4') Biischel mit dem Zentrum U, durchlaufen von P,U,.

Der Vergleich von 4) und 4') ergibt, daB die beiden genannten Biischel projektiv
sind. Nehmen wir fiir P speziell den unendlich fernen Punkt U, von g, so
gehort zu ihm im Biischel 4) die Fluchtgerade » und im Biischel 4') ebenfalls %.
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Unsere beiden Biischel liegen also so in der Ebene «, daB zwei entsprechende
Geraden in die Verbindungsgerade # der Biischelzentren fallen. Daher schneiden
sich nach Satz 6 von § 2 entsprechende Geraden auf einer Geraden g, welche von
P durchlaufen wird. Uberdies ist diese von P durchlaufene Punktreihe projektiv
zum Biischel 4), also auch zur Punktreihe 1), womit die Bedingung c) auch
schon verifiziert ist.

In der Fig. 79 wurde g einfach konstruiert, indem der Schnittpunkt 4 von
g mit der x-Achse abgebildet wurde. Zusammenfassend folgt:

8. Eine projektive Abbildung der Ebene o auf die Ebene o ist eindeutig bestimmi,
wenn man die Bilder der beiden Einheitspunkte und der beiden unendlich fernen
Punkte der Achsen eines Koordinatensystems kennt. Andererseits gibt es immer
eine projektive Abbildung, welche diese vier Punkte in vier Punkte iberfiihrt,
welche tn allgemeiner Lage') gegeben sind.

Projektives Bild eines Kegelschnittes. Es soll ein in der Originalebene «
gegebener Kegelschnitt € der projektiven Abbildung unterworfen werden.
Denken wir uns in ihm eine PascarL-Konfiguration eingezeichnet, so ist das Bild
dieser Figur — da ja Gerade wieder in Geraden iibergehen - auch wieder eine
Pascar-Konfiguration. Fiir die Bildkurve C gilt somit der Satz von PascaL
und daher folgt aus der Umkehrung des Pascalschen Satzes (Satz 12, Seite 95),
daB C wieder ein Kegelschnitt ist.

9. Das projektive Bild eines Kegelschnitts ist wieder ein Kegelschnilt.

Zur Ilustration wurde in Fig. 79 der gezeichnete Einheitskreis abgebildet.
Man hat zu diesem Zweck seine vier Schnittpunkte X, Y, S, T mit den Ko-
ordinatenachsen samt den Tangenten in diesen Punkten in die Bildebene a
itbertragen und erhilt so vom Bildkegelschnitt vier Punkte samt Tangenten,
was ja iiberreichlich genug ist, um ihn nach den Methoden unseres zweiten Teils
zu konstruieren.

Das Zentrum Z des Bildkegelschnitts liegt auf der Verbindungsgeraden von
U, mit der Mitte von ¥ T und ebenso auf der Verbindungsgeraden von U, mit
der Mitte von X S. Es ist nicht etwa das Bild des Kreiszentrums O.

Die Art des Bildkegelschnitts kann man zum vornherein bestimmen, wenn
man die Verschwindungsgerade v der Ebene o konstruiert. Sie ist definiert als die-
jenige Gerade von a, welche in die unendlich ferne Gerade von « iibergeht. Man
findet v am besten als Verbindungsgerade der Verschwindungspunkte der beiden
Koordinatenachsen; die explizite Konstruktion kann dem Leser iiberlassen
werden. Schneidet nun der gegebene Kegelschnitt C diese Verschwindungsgerade
in zwei Punkten V, W, so wird sein Bild eine Hyperbel, da 77 und W unendlich
fern liegen. So erkennt man die Richtigkeit des Satzes:

10. Das projektive Bild eines Kegelschnittsist eine Hyperbel, Parabeloder Ellipse,
je nachdem. ob ey die Verschwindungsgerade schneidet, berithvt oder nicht bty ft.

1) Vier Punkte einer Ebene heiBen «in allgemeiner Lage», wenn niemals drei unter ihnen auf
einer Geraden liegen.
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Axiomatische Bemerkung. Wir haben eben beim Beweis von Satz 9 die
Eigenschaft ¢) der projektiven Abbildung gar nicht benutzt, sondern nur von
der Voraussetzung b) — das heiBt von der Geradentreue — Gebrauch gemacht.
Dies hat den folgenden Grund. Mit etwas feineren Hilfsmitteln kann man nam-
lich einsehen, daB die Bedingung c) in der Definition der projektiven Abbildung
iiberhaupt iiberfliissig ist. Genauer gilt: Eine ein-eindeutige Abbildung einer
Ebene o auf eine Ebene a, welche geradentren ist, lift von selbst die Doppelverhdlt-
nisse auf Geraden ungedndert. Wir zitieren dies, weil es sich damit herausstellt,
daB wir in der projektiven Abbildung die aligemeinste geradentreue Abbildung
vor uns haben?).

Fig. 79¢

Affinitdt. Es handelt sich analog zu § 2 um denjenigen Spezialfall der pro-
jektiven Abbildung, bei welchem die unendlich ferne Gerade von « wieder in
die unendlich ferne Gerade von « iibergeht. In Fig.79¢ wurde zur Illustration
ein affines Bild der Fig. 79a gezeichnet. Angenommen wurden die Bilder 0, X, Y
des Nullpunktes und der beiden Einheitspunkte, woraus sich dann die Bilder
%, y der Koordinatenachsen ergeben. U, und U, sind jetzt die unendlich fernen
Punkte von x und y. Im ibrigen wurde die Fig.79¢ in allen Teilen analog
konstruiert wie Fig.79b. Da unendlich ferne Punkte wieder in solche iiber-
gehen, haben wir an Stelle von Satz 7 nun das Gesetz:

1) Der Satz gilt aber nur in der reellen Geometrie. Er ist zum Beispiel nicht mehr richtig, wenn
man in & und & die imaginiren Punkte hinzunimmt und imaginire Abbildungen von & auf & zulagt.
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11. Die affinen Bilder von zwei parallelen Geraden sind wieder parallel, aufer-
dem bleiben Teilverhilinisse auf einer Geraden erhalten, das heifit die Strecken
auf der Bildgeraden sind proportional zu denjenigen auf der urspriinglichen
Geraden.

Der zweite Teil des Satzes folgt daraus, dafl nun eine gegebene Gerade g
von « eben affin im Sinne von § 2 (Seite 112) abgebildet wird. Man kann also
das damalige Resultat iibernehmen.

Wir fithren noch die schiefen Koordinaten %, y des Bildpunktes P in bezug
auf die Achsen x, y ein. Es sind dies die Seiten des in Fig.79¢ schraffierten
Parallelogramms. Ferner seien # = 0 X und v= 0 Y die « Einheiten» der Affinitit.
(u ist also die Lange des Bildes einer Strecke von der Linge 1 auf der x-Achse.)
Nach Satz 11 angewendet auf die x-Achse gilt dann

0P, OP, ¥ oz
— L - r also = =,
0xX OX w1
Somit : z=ux und analog y=vvy, 9)

wobei also x, y die Koordinaten des Originalpunktes P sind. Die Affinitit
ist daher analytisch durch die Abbildungsgleichungen (9) gegeben.

Fiir das affine Bild eines Kegelschnitts gilt statt Satz 10 nun

12. Das affine Bild eines Kegelschnitts ist ein Kegelschnitt derselben Art.

Beweis: Ist der Originalkegelschnitt C zum Beispiel eine Hyperbel, so
schneidet er die unendlich ferne Gerade von « in zwei Punkten. Daher muf3
auch der Bildkegelschnitt C zwei unendlich ferne Punkte bekommen, ist also
wieder eine Hyperbel. Ahnlich schlieBt man im Fall der Ellipse oder Parabel.

AuBerdem geht ein Durchmesser von C wieder in einen Durchmesser von
C iiber. Denn die charakteristische Eigenschaft eines Durchmessers — nimlich,
daB die Tangenten in seinen Endpunkten zueinander parallel sind — bleibt
erhalten. Daraus folgt, daB im Gegensatz zur projektiven Abbildung auch das
Zentrum von C in das Zentrum von C abgebildet wird.

Handelt es sich um die Abbildung einer Ellipse (oder eines Kreises), so kann
man hinzufiigen, daB3 zwei konjugierte Durchmesser wieder in solche iiber-
gehen. Denn die Tatsache, daB die Tangenten in den Endpunkten des einen
Durchmessers parallel zum anderen Durchmesser sind, bleibt ebenfalls bei der
Affinitit erhalten.

Das Bild des Einheitskreises der Fig.79a ist die in Fig.79c gezeichnete
Ellipse. Thre Achsen werden am besten gefunden, indem man zwei konjugierte
(das heiBt zueinander senkrechte) Kreisdurchmesser in die Ebene « iibertrigt
und dann auf die beiden so erhaltenen konjugierten Ellipsendurchmesser die
Rytzsche Achsenkonstruktion anwendet. (In der Fig. 79¢ sind also zum Beispiel
O0X und 0OY konjugierte Durchmesser.) Die so gefundenen Achsen der Bild-
ellipse gehen als spezielle konjugierte Durchmesser ebenfalls aus zwei senk-
rechten Kreisdurchmessern hervor. Es gibt daher in o zwei senkrechte Gerade,
deren affine Bilder wieder senkrecht sind. Allgemeiner ausgedriickt:
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13. Satz vom invarianten rechten Winkel. Bei der affinen Abbildung einer
Ebene o gibt es in o zwei senkvechte Richtungen, welche wieder tn senkrechie
Richtungen iibergehen.

Endlich brauchen wir noch:

13a. Fiihrt eine Affinitit einen Kreis C wieder in einen Kreis C diber, so ist
sie eine Ahnlichkeit.

Es tut der Allgemeinheit keinen Abbruch, wenn wir zum Beweis annehmen,
daB C der Einheitskreis unserer Fig. 79a sei. In Fig. 79c miissen dann 0 X
und OY als konjugierte Durchmesser des Bildkreises C zueinander senkrecht
sein und die Lingen #, v dieser beiden Strecken sind gleich, und zwar gleich
dem Radius 7 von C. Man hat daher auch in der Bildebene ein kartesisches
Koordinatensystem x, ¥ und die Abbildungsgleichungen lauten x=rx, y=ry,
woraus die Behauptung folgt.

®

Fig. 80a ' Fig. 80D

Entzerrung. Wir kehren zur allgemeinen projektiven Abbildung zuriick.
In Fig.80a sind in der Ebene « vier Punkte 4, B, C, D gegeben. Es soll eine
projektive Abbildung von « auf « konstruiert werden, welche diese vier Punkte
in vier gegebene Punkte 4, B, C, D von « iiberfiihrt (Fig.805). Dazu kann man
den folgenden Satz anwenden:

14. Bei projektiver Abbildung einer Ebene bletbt das Doppelverhiltnis von vier
Geraden eines Biischels erhalfen.

Zum Beweis schneiden wir die vier vorliegenden Geraden s,, s,, S3, s, mit
einer beliebigen Hilfsgeraden ¢ in den Punkten S;, S,, S;, S,. Indem man ¢
auch abbildet, folgt (s, S, S35y = (S1S5S3S) = (51 5:555s) = (51 5253 59). (Die
beiden duBeren Gleichungen folgen aus dem Satz von PaPpuUS, die mittlere aber
daraus, daB das Doppelverhiltnis von vier Punkten bei der projektiven Ab-
bildung erhalten bleibt.)



120 Dritter Teil: Projektive darstellende Geometrie

In Fig.80a soll nun ein gegebener Punkt P abgebildet werden. Man zieht
etwa von B aus die vier Strahlen a, ¢, 4, p, welche durch 4, C, D und den Neu-
punkt P laufen. Die Bildstrahlen g, ¢, 4 sind in Fig.80b unmittelbar gegeben,
wihrend der vierte Strahl p nach Satz 14 nun so bestimmt werden muB, daB
(pacd)=(pacd) gilt. In Fig.80 wurde dies mit Hilfe der folgenden Papier-
streifenkonstrukiton zustande gebracht. Man legt in die Ebene « einen Papier-
streifen und markiert auf ihm die Schnittpunkte mit den Strahlen 4, ¢, 4, p.
Sodann paBt man diesen Streifen in der Fig.80b so ein, daB die Strahlen a, ¢, d
durch die zugehérigen Marken gehen. Der gesuchte Strahl 4 geht dann durch
die vierte Marke. Die Richtigkeit der Konstruktion folgt daraus, daB nach dem
Satz von PAppUS sowohl in « wie auch in « das Doppelverhiltnis der vier Strah-
len gleich dem Doppelverhiltnis der vier Marken ist. Nun ist $ ein erster geo-
metrischer Ort fiir P. Indem man die Konstruktion wiederholt — etwa mit vier
von A auslaufenden Strahlen — findet man P. (Konstruktion in Fig.80 nicht
eingezeichnet.) Es folgt:

15. Eine projektive Abbildung einer Ebene auf eine andere ist vollstindig be-
stimmt, wenn man die Bildpunkte von vier Punkten kennt, welche in allgemeiner
Lage gegeben sind.

In Fig.80a wurde P speziell als Ecke des iiber der Seite 4B errichteten
Quadrats gewihlt. Ubertrigt man nun noch die vierte Quadratecke in die
Ebene «, so erhilt man durch Schneiden von zwei Gegenseiten des in a« ent-
standenen Bildvierecks die Fluchtpunkte U;, U, der Quadratseiten und damit
die Fluchtgerade #. In Fig.80a wurde das Quadrat zu einem Quadratnetz
verfeinert und man kann in Fig.80b rein durch Ziehen von Diagonalen unter
Verwendung des «Diagonalfluchtpunkts» U, die entsprechende Verfeinerung
vornehmen. Das entstandene Bild des Quadratnetzes heil3t M&biussches Netz.

Macht man diesen Raster gentigend fein, so kann man mit seiner Hilfe eine
in « gegebene Figur nach dem AugenmaB in die Ebene « abbilden oder umge-
kehrt eine in « gegebene Figur nach o iibertragen.

Letztere Konstruktion kann auf das Problem der Entzerrung in der Phofo-
grammetrie angewendet werden. Es sei etwa die Fig.80a eine topographische
Karte eines ebenen Gelindeteils und Fig.80b eine Fliegeraufnahme desselben
Geldndestiicks (vgl. die Einleitung zum gegenwirtigen Paragraphen). Nach
dem eben beschriebenen Rasterverfahren ist es nun moglich, den Inhalt des
Fliegerbilds in die Karte zu iibertragen, sobald vier PaBpunkte 4, B, C, D
bzw. 4, B, C, D in Karte und Photographie identifiziert sind.

In der Praxis wird diese Entzerrung von Luftbildern auf photographischem
Weg durch Entzerrungsgerite bewerkstelligt?).

Kollineation. Bis jetzt war bei der projektiven Abbildung die gegenseitige
Lage von Original- und Bildebene ganz unwesentlich. Jetzt soll derjenige Spezial-
fall niher untersucht werden, wo diese beiden Ebenen zusammenfallen; wir
besprechen also im folgenden die projektive Abbildung einer Ebene a auf sich

1) Vergleiche K.ScHWIDEFSKY, Grundriss der Photogrammetrie, 5. Auflage (B. ;. Teubner
1954). R. FINSTERWALDER, Photogrammetrie (De Gruyter, Berlin 1939).
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selbst («= ). Hier kann es nun vorkommen, daB ein Punkt P von « bei der Ab-
bildung am Ort bleibt, also P= P gilt. P heiBt dann Fixpunki der Abbildung.

Definition: Eine projektive Abbildung einer Ebene a auf sich heit Kol-
lineation, wenn es eine Gerade s gibt, welche aus lauter Fixpunkten besteht.
s heiBt Kollineationsachse.

In Fig. 87 wurde die Kollineationsachse s gegeben und zvr Festlegung der Ab-
bildung zunichst einmal ein Paar entsprechender Punkte 4,4 angenommen.
Ist g irgend eine Gerade durch 4, so ist die Bildgerade g nun eindeutig bestimmt;
sie muB ndmlich g auf der Kollineationsachse schneiden, da dieser Schnittpunkt
ja bei der Abbildung festbleiben soll. Also gilt: .

16. Bei dev Kollineation schneiden sich emtsprechende Gevaden auf der Kol-
lineationsachse.

Fig. 81 Fig. 82

Wihlt man noch auf g und Z zwei entsprechende Punkte B, B, so ist die Ab-
bildung festgelegt (Fig. 81). Sei zum Beweis P ein beliebiger Punkt der Ebene.
Die Bilder der Geraden PA und PB koénnen unter Beachtung des eben be-
wiesenen Satzes 16 gezeichnet werden und schneiden sich im Bildpunkt P von P.

Die beiden Dreiecke 4 B P und 4 B P erfiillen nun die Voraussetzungen der
Umkehrung des Satzes von DEsArGUEs (vgl. 2. Teil, Seite 85, Satz 3’). Daher
laufen die Verbindungsgeraden 44, BB, PP durch einen Punkt S, und da P
beliebig war, geht auch die Verbindungsgerade von irgend zwei entsprechenden
Punkten durch S. Dual zu 16 gilt daher

17. Bei einer Kollineation gehen die Verbindungsgevaden entsprechender Punkte
durch ein festes Zentrum S, welches Kollineaticnszentrum heift.

Eine Gerade durch S — auch Kollineationsstrahl genannt — geht bei der Ab-
bildung in sich iiber. (Denn zum Beispiel das Bild von SA muB durch 4 und
nach Satz 16 durch A4, laufen, ist also die Gerade SA4 — SA). Die Punkte eines
solchen Kollineationsstrahls sind aber mit Ausnahme von S und dem Schnitt-
punkt mit s keine Fixpunkte.

Gewdhnlich gibt man sich eine Kollineation durch die Achse s, das Zentrum S
und zwei entsprechende Punkte A, A4, die natiirlich auf einem XKollineations-
strahl liegen miissen (Fig.82). Das Bild eines gegebenen Punktes P liegt dann
auf dem Bild g der Geraden g= A P und auf dem Kollineationsstrahl durch P.
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In Fig.82 wurde nach diesem Verfahren noch der Bildpunkt U des unendlich
fernen Punktes U von g, das heit der Fluchtpunkt von g konstruiert. Das Bild
der unendlich fernen Geraden # — das heit die Fluchtgerade # — geht dann
durch diesen Fluchtpunkt U und liegt parallel zur Kollineationsachse. Denn
# und % miissen sich auf der Kollineationsachse schneiden.

Zieht man den zu g parallelen Kollineationsstrahl und bezeichnet mit V
seinen Schnittpunkt mit g, so ist V der Verschwindungspunkt von g, denn V
liegt unendlich fern. Die Parallele v zur Kollineationsachse durch V geht in die
unendlich ferne Gerade iiber, ist also die Verschwindungsgerade., Aus dem ent-
standenen schraffierten Parallelogramm folgt leicht, daB die angezeichneten Ab-
stinde gleich sind.

Fig. 83 Fig. 84

Affine Spezialfille der Kollineation. Die einzigen Geraden, welche bei der
Kollineation in sich iibergehen, sind die Kollineationsstrahlen und die Kollinea-
tionsachse. Soll nun die Kollineation eine Affinitit werden, das heiBt soll die
unendlich ferne Gerade in sich iibergehen, so ist dies auf zwei Arten mdoglich.
Entweder ist die Kollineationsachse unendlich fern; dann ist die Kollineation
offenbar die aus der Elementargeometrie bekannte zentrische Ahnlichkeit mit dem
Ahnlichkeitszentrum S. Oder es ist die unendlich ferne Gerade ein Kollineations-
strahl, das heiBt S ein unendlich ferner Punkt. In diesem Spezialfall heiit die
Abbildung perspektive Affinitit. Es kann auch beides zugleich eintreten, was ein-
fach eine Translation als Abbildung ergibt.

In Fig. 83 ist eine perspektive Affinitat durch die Affinitdtsachse s und zwei
entsprechende Punkte 4, 4 gegeben. S ist also der unendlich ferne Punkt in der
Richtung A A (= Affinititsrichtung). Die Verbindungsgeraden entsprechender
Punkte sind jetzt parallel zur Affinitdtsrichtung; im {ibrigen wird die Konstruk-
tion des Bildpunktes eines gegebenen Punktes P wie bei der Kollineation durch-
gefiihrt. Wiirde die Achse s die Strecke 4 A genau halbieren, so hidtte man den
Spezialfall der schiefen Symmetrie.

Fig. 84 enthilt den wichtigen Spezialfall der orthogonalen Affinitdt, das heiBt
die Affinititsrichtung 4 A ist senkrecht zur Affinititsachse s. Wie man an der
Figur abliest, besteht die Abbildung einfach darin, daB die Abstinde der Punkte
von der Affinititsachse im selben konstanten Verhiltnis A verkiirzt (oder ver-
lingert) werden. 4 heiBt Affinitdtsverhilinis. Ist 2 <1, handelt es sich also um
Verkiirzung der Abstidnde, so geht der in Fig. 84 angenommene Kreis in die ge-
zeichnete Ellipse iiber, deren groBe Halbachse gleich dem Kreisradius ist. Fiir
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A >1 erhilt man hingegen eine hochgestellte Ellipse, deren kleine Halbachse mit
dem Kreisradius iibereinstimmt. Daraus folgt also, daf3 eine E’lipse durch ortho-
gonale Affinitit entweder in den Kreis iiber der groBen Achse oder in denjenigen
iiber der kleinen Achse iibergefiihrt werden kann. Dies kann man zur Losung
von Ellipsenaufgaben verwenden.

Allgemeiner 148t sich so eine Methode zur Losung von Kegelschnittaufgaben
entwickeln, welche darin besteht, da man den Kegelschnitt durch Kollineation
in einen Kreis iiberfiihrt.

Beispiele. Wihlt man im Raum zwei Ebenen «, a sowie ein auBerhalb liegen-
des Projektionszentrum Z, so liefert die Zentralprojektion der Punkte P von «
auf die Ebene « eine projektive Abbildung (vgl. die Einleitung zum gegenwirtigen
Paragraphen). Klappt man nun nachtraglich die Ebene « um die Schnittgerade s
der beiden Ebenen als Achse in die Ebene a hinein, so ergibt die Zuordnung der
Umklappung eines Punktes P zu seiner Zentralprojektion eine projektive Ab-
bildung von « auf sich. Sie ist eine Kollineation mit der Kollineationsachse s.
Dies folgt daraus, daf3 die Punkte von s sowohl bei der Projektion wie auch bei der
Klappung fest bleiben. Die Zentralprojektion einer ebenen Figur auf eine Bild-
ebene und die Umklappung der Figur in die Bildebene sind somit kollinear, das
heiBt gehen durch Kollineation auseinander hervor.

Liegt speziell eine Parallelprojektion vor, so wird diese Kollineation zur
perspektiven Affinitit und in dem weiteren Spezialfall der Normalprojektion
ergibt sich eine orthogonale Affinitat. Als Illustration kann die Fig. 21 (Seite 31)
dienen. Dort wurde ein Quadrat im Grundri und in der Umklappung dar-
gestellt. Die beiden Figuren sind orthogonal affin mit der Umklappungsachse als
Affinitdtsachse.

Ein weiteres Beispiel ergibt sich, wenn eine Figur in der Ebene « von zwei ver-
schiedenen Zentren Z,, Z, aus auf eine Bildebene « projiziert wird. Die beiden Pro-
jektionen sind wieder kollinear mit der Schnittgeraden s von « und « als Kolli-
neationsachse. (Das Kollineationszentrum ist iibrigens der Durchsto8punkt von
Z,Z, mit a.) Daraus ergibt sich noch folgende Anwendung. Es sei « die Stand-
ebene einer Pyramide (oder eines Kegels), Z; die Spitze des Korpers und « eine
Schnittebene. Der Schnitt der Pyramide mit « werde von irgend einem Zentrum
Z, aus auf die Standebene « projiziert. Dann ist diese Projektion kollinear zur
Grundfliche. In der Tat kann ja die Grundfliche auch als Projektion des Schnittes
von der Spitze Z, aus angesehen werden.

Man bestitigt dies an der Fig. 13 (Seite 25). Dort ist der Grundri3 des ebenen
Pyramidenschnitts kollinear zur Grundfliche. (Kollineationsachse = Spur a der
Schnittebene «; Kollineationszentrum = Grundril der Pyramidenspitze.)



124 Dritter Teil: Projektive darstellende Geometrie

§ 4. Perspektive

Wir wollen nun versuchen, in Analogie zu den Konstruktionen des § 3 und
speziell zur Fig.79 einen rdumlichen Gegenstand auf eine Bildebene o (=Zei-
chenebene) abzubilden. Wir legen zu diesem Zweck ein Koordinatensystem
%, ¥, 2 in den Raum (F7g.854) und nehmen in « folgende Stiicke an (Fig.85b):

1) Bild O des Nullpunkts O des Koordinatensystems.

2) Bilder ¥, y, z der Koordinatenachsen.

3) Bilder U,, U,, U, der unendlich fernen Punkte der Koordinatenachsen.

4) Bilder X, Y, Z der Einheitspunkte des Koordinatensystems.

pz __()pll

Fig.85a Fig.85b

Die Gesamtheit dieser Stiicke (drei Achsenbilder, drei Fluchtpunkte, drei
«perspektivische» Einheitspunkte) nennen wir ein fiir allemal ein perspektivi-
sches Achsenkreuz. Um die Diskussion von Ausnahmefillen zu vermeiden,
wollen wir im folgenden immer annehmen, daBl das Achsenkreuz «nicht-aus-
geartety sei im folgenden Sinn: Die drei Geraden %, y, z sollen paarweise von-
einander verschieden sein und ebenso die sieben Punkte O, U,, U,, U,; X, Y, Z.

Wie frither ist nun durch die Fundamentalpunkte O, X, U, eine projektive
Skala auf x festgelegt und wir kénnen mit ihrer Hilfe einen Punkt P, auf der
x-Achse auf eindeutige Weise in die Fig.85b tibertragen. Dasselbe gilt fiir die
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y- und die z-Achse. In Fig.85b wurde speziell die Konstruktion der projektiven
Skala auf z angegeben (Hilfsgerade 2z’ durch O, Teilungspunkt G,) und die Ab-
bildung des Punktes P, der z-Achse ausgefiihrt.

Um einen gegebenen Raumpunkt P abzubilden, wird man etwa folgender-
mafen vorgehen. Der GrundriB P’ kann als Punkt der x,y-Ebene genau nach
dem Muster der Fig.79b abgebildet werden; diese Konstruktion wurde in
Fig.85b daher nicht angegeben. Der gefundene Bildpunkt P’ heift auch
perspektivischer Grundrif von P. Aus P’ und dem oben konstruierten Punkt P,
kann man nun das Bild des Koordinatenquaders rein durch Ziehen von Geraden
nach den Fluchtpunkten U,, U,, U, vervollstindigen.

P ergibt sich als Bild der letzten Ecke?).

Die damit definierte Abbildung des Raumes auf
die Bildebene « heiBit Perspektive; wir werden spiter 2"
beweisen, daB sie geradentreu ist, daB also eine Gerade
am Gegenstand im perspektivischen Bild wieder als
Gerade erscheint. Vorerst beschiftigen wir uns aber
mit der praktischen Seite der Perspektive und geben
einige Regeln, welche man zu beachten hat, um an- 0"
schauliche Bilder zu erhalten. Diese Regeln sollen mit - X
Hilfe der Fig. 86 erklirt werden, welche wieder in y;

Fig. 86a das ridumliche Koordinatensystem und in
Fig. 86b das perspektivische Achsenkreuz enthilt.

I. Der Fluchtpunkt U, der z-Achse wird gewdhn-
lich unendlich fern angenommen und z selbst vertikal.
Dies bewirkt, daBl eine Parallele zur z-Achse (= Ver-
tikale) auch im Bild parallel zu z wird, also wieder als
Vertikale erscheint. AuBerdem wird infolge dieser An- ¢’ X
nahme die z-Achse affin, das heiBt dhnlich abgebildet Fig. 86a
(§ 2, Seite 112). In Fig.86b haben wir O Z = 2 gewihlt,
so daB eine Strecke auf der z-Achse beim Ubertragen in die Fig.86b einfach
verdoppelt werden muB.

II. Die Fluchtgerade # —U,U, der horizontalen x,y-Ebene, welche auch
Horizont heiBt, soll horizontal angenommen werden. (Wenn man auf einer An-

Fa

b

1) Die Tatsache, daB die Konstruktion «sich schlieBt», das heiBt, daB die drei Kanten des

Koordinatenquaders, welche im Raum durch P gehen, sich auch im Bild wieder in einem Punkt P
treffen ist eine einfache Folge des unten bewiesenen Hauptsatzes 20, kann aber auch direkt folgen-
dermaBen nachgewiesen werden. P werde zunichst als Schnittpunkt der beiden von P", P" aus-
gehenden Linien konstruiert. Die Anwendung des Satzes von DESARGUES auf die Dreiecke OP P

und P, P" P" ergibt, daB sich die Geraden PwP und P” P" auf der Fluchtgeraden g, U schnelden

Aus der Umkehrung des Desarguesschen Satzes fiir die beiden Dreiecke P'P,P, und P P" P" folgt
dann, da8 P’ P durch U geht, was zu beweisen war. Die bei der Konstruktlon der Fig. 85b haupt-
sachlich verwendeten leen bilden die drei von den Fluchtpunkten Um, Uy y U ausstrahlenden Ge-
radenbiischel. Drei derartige Biischel nennt man ein Gewebe. Die erwdhnte SchlieBungseigenschaft
bildet den Ausgangspunkt fiir die moderne Theorie der Gewebe. K. REIDEMEISTER hat diese Ge-
webe benutzt, um die Geometrie axiomatisch aufzubauen, so da8 unsere Fig.85b von groBem
theoretischem Interesse ist. (K. REIDEMEISTER, Grundlagen der Geometrie. Berlin, J. Springer 1930.)
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héhe stehend eine weit reichende horizontale Ebene vor sich hat, so scheinen
die unendlich weit entfernten Punkte dieser Ebene auf einer horizontalen Ge-
raden — eben dem Horizont — zu liegen.)

1I1. Nach Annahme des perspektivischen Achsenkreuses kann das Bild des
Einheitswiirfels, welcher iber den Einheitspunkten der Fig.86a errichtet wor-
den ist, ohne weiteres gezeichnet werden. Die Disposition ist nun so zu treffen,
da8 das Bild dieses Einheitswiirfels anschaulich wirkt und im Beschauer in

LR

K

Fig. 86b

bezug auf Lage und GréBenverhiltnisse den beabsichtigten Eindruck hervor-
bringt. ErfahrungsgemiB gelingt dies nach einiger Ubung rasch und sicher;
wir werden jedoch unten gleich eine Methode entwickeln, welche ohne Willkiir
zum Bild des Einheitswiirfels fiihrt.

IV. Das Objekt, welches perspektivisch darzustellen ist, soll innerhalb des
Einheitswiirfels liegen (Fig.86a). Man hat also in Fig.86a die Lingeneinheit
so groB zu wihlen, daB der gegebene Gegenstand im Einheitswiirfel Platz hat.
(Das Bild des Einheitswiirfels ist gem4B der Regel III anschaulich; Teile des
Gegenstands, welche iber ihn hinausragen wiirden, kénnten aber in der Per-
spektive unliebsame Verzerrungen aufweisen.)

Um nun das gegebene Objekt in der Fig.86b darzustellen, beginnt man mit
dem Ubertragen des in der x, y-Ebene liegenden Grundrisses (schraffiert) nach
dem Verfahren der Fig.79 (Teilungspunkte G,, G,). Von dem so erhaltenen
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perspektivischen Grundril aus kann man dann das Objekt selbst leicht
aufbauen, indem man gemiB der Regel I die MaBe auf der z-Achse iiber-
trigt und die Fluchtpunktregeln beachtet. Zwischen den Punkten des per-
spektivischen Grundrisses und des Gegenstands selbst hat man vertikale
Ordnungslinien.

Um die Perspektive nicht mit unwesentlichen Hilfskonstruktionen zu be-
lasten und um giinstige Schnittverhiltnisse zu haben, konstruiert man ge-
wohnlich den perspektivischen Grundri8 nicht wie in Fig.86b in der Stand-
ebene des Korpers, das heiBt in der x, y-Ebene selbst, sondern in einer tiefer-
gelegten Horizontalebene («Kellergrundrifi»). In Fig.86b wurde dies auch noch
durchgefiihrt ; die Fluchtpunkte U,, U, und die Teilungspunkte G, G, bleiben
dieselben. Zwischen diesen beiden perspektivischen Grundrissen der Fig. 86b
besteht orthogonale Affinitit; Affinititsachse ist die Fluchtgerade .

Zentralprojektion. Wird ein riumlicher Gegenstand von einem Projek-
tionszentrum Z aus auf eine gegebene Ebene 7 zentral projiziert, so entsteht
in 7z natiirlich ein perspektivisches Bild des Gegenstands. Denn nach Satz 3
von § 2 bleiben die Doppelverhiltnisse auf den Achsen eines rdumlichen Ko-
ordinatensystems bei der Zentralprojektion erhalten, und daher kénnte das
Zentralbild nach der Methode der Fig.85b aus dem perspektivischen Achsen-
kreuz konstruiert werden, welches durch Zentralprojektion des Koordinaten-
systems entsteht.

Die Fig.87 zeigt an einem Beispiel die Konstruktion des Zentralbilds mit
Hilfe des Grund- und AufriBverfahrens. Es wurde ein Koordinatensystem
%, ¥, zim GrundriB und im Aufri@ gezeichnet und es soll der Wiirfel projiziert
werden, dessen Grundfliche das gezeichnete Quadrat ist. Im AufriB haben wir
den Wiifel nicht dargestellt, sondern uns damit begniigt, die Kote eines Punktes
P der Deckfliche und eines Punktes Q der Grundfliche auf z” anzugeben. Das
Projektionszentrum Z wurde ebenfalls im Grundri angenommen und seine
Hoéhe auf 2" angegeben. Als Bildebene s wihlen wir die x,2-Ebene, so daB die
Zentralprojektion im AufriB in wahrer GroBe erscheint. Bei der Disposition
ist die Regel zu beachten, daB das gegebene Objekt innerhalb des Sekkegels
liegen muB. (Rotationskegel, Spitze im Projektionszentrurn, Achse normal zur
Bildebene, halber Offnungswinkel 30°.) Das Innere dieses Kegels ist nimlich
ungefihr das Gebiet, welches man ohne Bewegung des Kopfes tibersehen kann,
wenn sich das Auge in Z befindet.

Prinzipiell wird nun ein Punkt P des Gegenstands projiziert, indem man im
Grund- und AufriB den Projektionsstrahl ZP mit der Bildebene durchsts8t
(Durchschnittsmethode). Um aber Konstruktionen im Aufri zu vermeiden,
welche das entstehende Zentralbild stéren wiirden, geht man besser folgender-
maBen vor. Man projiziert zunéchst eine durch P laufende horizontale Gerade g.
(Geradenmethode). Zu diesem Zweck konstruiert man einerseits ithren Durch-
stoBpunkt S mit der Bildebene z (im AufriB hat er dieselbe Kote wie P) und
andererseits das Bild ihres unendlich fernen Punktes Uc. Sein Projektionsstrahl
ist die Parallele zu g durch Z, welche dann die Bildebene in U durchstéBt. (Im
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AufriB ist die Kote von U gleich derjenigen von Z.) U ist also der Fluchtpunkt
von g. Damit gewinnt man im AufriB das Zentralbild g als Verbindungsgerade
von S und U. Wir notieren noch die Regel:

18. Bei Zentralprojektion ist der Fluchtpunkt einer Geraden g der Durchstof-
punkt des zu g parallelen Projektionsstrahls mit der Bildebene.

"

V4

!

Fig. 87

Das Zentralbild von P kénnte nun gefunden werden, indem man eine
zweite Gerade durch P (etwa %) nach dieser Geradenmethode iibertrigt. In
der Fig.87 ist dies nicht moglich, da der Fluchtpunkt von % zu weit weg fallen
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wiirde. Wir sind daher zur Durchschnittsmethode zuriickgekehrt. Im Grundri3
ist P’ der DurchstoBpunkt des Projektionsstrahls mit der Bildebene. Die ge-
suchte Zentralprojektion P liegt daher auf der Ordnungslinie iiber P’ und auf g
Analog projiziert man die tibrigen Wiirfelecken.

Bemerkungen. 1) Das Zentralbild wurde in Fig. 87 so ausgezogen, daf3 das
Innere des Wiirfels sichtbar wird. Man wird etwa das Innere eines Zimmers in
dieser Art perspektivisch zeichnen (Imnemnperspektive). Hiufig wird dabei die
eine Zimmerwand parallel zur Bildebene angenommen.

2) Bei komplizierteren Gegenstinden wird man nicht wie in Fig. 87 die Koten
auf z” angeben, sondern irgend einen Aufrif oder SeitenriB3 des Gegenstands neben
2" legen, dem man die nétigen Koten durch Ziehen von Horizontalen entnimmt.

3) In Fig. 87 ist noch die Parallelebene o zur Bildebene durch das Projektions-
zentrum Z gelegt worden. w ist die Verschwindungsebene der Zentralprojektion,
denn die in ihr liegenden Punkte kommen bei der Zentralprojektion ins Unend-
liche.

4) Sobald man das Zentralbild eines Wiirfels konstruiert hat, kann man
diesen Wiirfel als Einheitswiirfel der Fig. 86 ansehen und dann nach der pro-
jektiven Methode weiterfahren. Uberhaupt konnen die drei hergeleiteten
Konstruktionsverfahren (Geradenmethode, Durchschnittsmethode, projektive
Methode) auf verschiedene Arten kombiniert werden.

Bedingung fiir Zentralprojektion. Es wird im Abschnitt «theoretische
Erginzungen» iiberzeugend dargelegt werden, daf3 nicht jedes perspektivische
Achsenkreuz als Zentralprojektion eines rdumlichen cartesischen Koordinaten-
systems angesehen werden kann. Es soll daher die Bedingung hergeleitet werden

Fig.87a

dafiir, daB ein perspektivisches Achsenkreuz Zentralbild eines Koordinaten-
systems sei, wobei wir uns allerdings auf den Spezialfall beschrinken, der
die Bedingungen I, II von Seite 125 erfiillt.

Stiefel 9
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In Fig. 87a wurde der Vorgang der Zentralprojektion anschaulich skizziert.
Die z-Achse des abzubildenden Koordinatensystems steht vertikal, die x- und
die y-Achse liegen in einer Horizontalebene. Der Anschaulichkeit halber wurde
noch das Quadrat iiber den Einheitspunkten X, Y eingezeichnet. 4 ist das
Projektionszentrum, und die Bildebene x steht vertikal. Das Bild des Quadrats
wurde nach der auf Seite 127 auseinandergesetzten Geradenmethode konstruiert.
Um zum Beispiel die y-Achse abzubilden, konstruiert man ihren Fluchtpunkt
U, mittels der Parallelen durch 4 (Satz 18) und verbindet mit O. Zur Abbil-
dung der Parallelen g zur y-Achse muB3 man ihren DurchstoBpunkt S mit der
Bildebene heranziehen. Zum UberfluB ist noch der Projektionsstrahl des Ein-
heitspunktes Y eingezeichnet.

Da z = z vertikal in der Bildebene liegt und da die Fluchtgerade U, U,
horizontal wird, sind die Bedingungen I, IT von Seite 125 tatsichlich erfiillt,
Die Strecke U, U, werde noch mit 4 bezeichnet. Ein Beschauer des Zentral-
bilds miifite sein Auge nach A bringen und nach rechts hin auf die Riickseite
von 7 blicken.

Beim entstandenen perspektivischen Achsenkreuz in 7 interessieren wir uns
nun speziell fiir die Teilverhéltnisse
XU,
S . (1)
die von den perspektivischen Einheitspunkten auf den Achsenbildern geliefert
werden. In Fig. 87a liest man ab

=l
<

e

Ho= r My =

=<
Ol

d d

By = 0 By = S (2)
Andererseits folgt aus den rechtwinkligen Dreiecken O S X und O T'Y
r——— 5= 3)
sin @ cos @
Setzt man diese Werte in (2) ein, so ergibt sich
Po=dsin@, py=dcosge 4
also py + pi = d (5)

Fiir das Bild Z = Z des Einheitspunktes der z-Achse gilt nun 0 Z = 1, so daB
man (5) auch schreiben kann

A, a2
M;Jr/ty:%:z_)z
oder
) U, U\ 6
lux_}_luy:(gzy> ()

Da diese Beziehung eine Gleichung zwischen Streckenverhiltnissen ist, gilt
sie auch, wenn der Nullpunkt O nicht wie in Fig. 874 von vornherein in der
Bildebene liegt.

Drie notwendige Bedingung dafily, daf ein den Bedingungen I, 11 von Seite 125
geniigendes perspektivisches Achsenkreuz (Fig. 86b) Zentralprojektion eines carte-
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stschen Koordinatensystems sei, ist also das Bestehen der Gleichung (6) zwischen
den Tetlverhiltnissen der Einheitspunkie.

Die Bedingung -ist auch hinreichend. Der Nachweis mdge dem Leser {iber-
lassen werden. Man muB eben aus dem gegebenen perspektivischen Achsen-
kreuz die Punkte S, T konstruieren und dann ¢ aus

S

gy = —-

berechnen, um das Quadrat in der Horizontalebene zu finden, das abgebildet
wird. Die Bedingung (6) garantiert dann, dal} seine Seite = O Z wird.

Die Bedingung (6) kann iibrigens als Spezialfall der von E. Krurpal)
angegebenen Gleichung angesehen werden, welche die Bedingung dafiir angibt,
daB ein allgemeines perspektivisches Achsenkreuz (¥ig. 856) Zentralprojektion
eines Koordinatensystems ist.

Zeichentechnisch kann die Bedingung (6) wie folgt beim Entwurf einer
Perspektive benutzt werden. Man wihlt entsprechend der Regeln I, I, IIT auf
Seite 125, 126 ein anschauliches Bild des Einheitswiirfels und versetzt dann
nachtrdglich den Einheitspunkt Z so, daB (6) erfullt ist. Dann ist man sicher,
daB die Perspektive des vorgelegten Gegenstands sogar eine Zentralprojektion
des Gegenstands wird.

Zentralprojektion einer Kugel. Um noch ein Beispiel fiir die reine Durch-
schnittsmethode zu geben, soll in Fig. 88 die im Grund- und Aufril gegebene Kugel
(Mittelpunkt M) zentral projiziert werden. Das Projektionszentrum sei durch Z’, Z”
gegeben und die Bildebene n wurde der Einfachheit halber durch das Kugelzentrum
parallel zur Aufriebene gelegt.

Der Umrif der Kugel bei der Zentralprojektion wird erhalten, indem man den
Berithrungskegel von Z aus an die Kugel legt und ihn mit = schneidet. Der Umri8
ist daher ein Kegelschnitt. Spezielle Punkte dieses Umrisses gewinnt man folgender-
maflen: Im Grundrifl ist m die dullerste Mantellinie des Beriihrungskegels. Sie
beriihrt die Kugel in dem Punkt P, wobei P” ebenso hoch wie M ” liegt. Indem man
den Projektionsstrahl Z P mit z durchstdBt, ergibt sich die Zentralprojektion P,
durch welche der gesuchte Umri@} lduft.

Da der Beriihrungskegel ein Rotationskegel ist, kann man weiter mit Hilfe des
Satzes von DANDELIN (2. Teil, § 4) die Brennpunkte des Umrillkegelschnitts kon-
struleren. In Fig. 88 ist im Grundril3 die eine DaNnDELINsche Kugel (Mittelpunkt M)
eingezeichnet. Ihr Beriihrungspunkt F, mit x ist der eine Brennpunkt. Nun beachte
man aber, dafl die DanpELINsche Kugel dhnlich zur gegebenen Kugel liegt in bezug
auf das Ahnlichkeitszentrum Z. Daraus folgt leicht, daB der Brennpunkt F, die
Zentralprojektion des hintersten Punktes F; der gegebenen Kugel ist. Analog ist
der zweite Brennpunkt die Zentralprojektion des vordersten Kugelpunktes F,, so
daf die Konstruktion der DaNDELINschen Kugel iiberfliissig ist. Es folgt daher:

19. Die Brennpunkte des Zentvalumyisses einev Kugel sind die Zentvalprojektionen
dev beiden Kugelpunkie, in welchen die Tangentialebene pavallel zuv Bildebene 1st.

Aus den beiden Brennpunkten nd dem Punkt P kann nun in Fig. 88 die Umrif3-
ellipse leicht konstruiert werden. Ubrigens sind im AufriB die Tangenten von Z” aus
an den Aufril der Kugel auch Mantellinien des Berithrungskegels. Thre Beriihrungs-
punkte A4, B ergeben daher auch Punkte des Zentralumrisses.

1) E. MULLER, E. Krupra: Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, 1. Band: Die linearen
Abbildungen, S. 183 (Deuticke, Wien 1923).
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Wiirde in Fig. 88 die Kugel die Verschwindungsebene w schneiden, so ergdben
die Tangenten ¢, ¢, von Z aus an den Schnittkreis von o mit der Kugel zwei
unendlich ferne Punkte des Zentralumrisses. Dieser wire dann eine Hyperbel
mit den Asymptotenrichtungen ¢,, ¢,.

Fig. 88

Theoretische Erginzungen. In den folgenden Untersuchungen werden
Beweise nachgeholt und allgemeine Sitze iiber die perspektivische Abbildung
des Raumes auf eine Bildebene hergeleitet. Ein Leser, der sich nur fiir die prak-
tische Perspektive interessiert, kann direkt zur Lektiire des Abschnitts iiber
allgemeine Axonometrie (Seite 135) iibergehen.

In der Fig.89a wurde wieder ein allgemeines perspektivisches Achsenkreuz
angenommen, bestehend aus den drei von O auslaufenden Achsen %, y, z und
den auf diesen Achsen gelegenen Punkten X, Y, Zund U,, U,, U,. Die Zeichen-
ebene dieser Figur bezeichnen wir mit «. Wir wollen nun zunichst diesem all-
gemeinen Achsenkreuz eine etwas speziellere Gestalt geben, indem wir die
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Ebene « einer projektiven Abbildung (im Sinne von § 3) unterwerfen. Zu die-
sem Zweck nehmen wir in einer Ebene a (F1g. 895, oberer Teil) ein ebenes kartesi-
sches Koordinatensystem an. (Achsen y, z, Einheitspunkte Y, Z, unendlich
ferne Punkte U,, U,). Nach Satz 8 von § 3 gibt es eine projektive Abbildung
der Ebene « auf die Ebene « (im Sinne von § 3), so daB Y, Z, U,, U, beziehlich
in die Punkte Y, Z, U,, U, der Ebene « iibergehen. Bei dieser projektiven
Abbildung entspricht der Geraden x eine Gerade x° in & und die Punkte X, U,
entsprechen zwei Punkten X9, U9 auf 2°. Die Geraden x°, ¥, z und die auf ihnen

zll @

2=
Z “Y0=AII
/
7
/ 4 .
(& 7Y
V4, -
7 7 4
P
p
Fig. 89b

gelegenen Punkte X° Y, Z und U?, U,, U, bilden wieder ein perspektivisches
Achsenkreuz, welches wir kurz als «spezielles» Achsenkreuz bezeichnen. Das
gegebene allgemeine Achsenkreuz kann also als projektives Bild des speziellen
aufgefafit werden.

Nun ist das spezielle Achsenkreuz der Fig.89b die Zentralprojektion eines
rdumlichen Koordinatensystems. Dies erkennt man so: Man ergénze das ebene
Koordinatensystem ¥, z durch eine dritte zur Zeichenebene normale x-Achse
zu einem raumlichen System. X sei der Einheitspunkt der x-Achse und U, ihr
unendlich ferner Punkt. AuBerdem wihle man auf der Normalen zu « durch
U? ein Projektionszentrum A, und zwar so weit von « entfernt, daB X sich bei
der Projektion von 4 aus ge:ade nach X° projiziert. Bei dieser Projektion von
A aus auf die Zeichenebene « gehen x, 9,2, X, Y, Z, U,, U,, U, der Reihe nach
iber in &%, vy, z, X°, Y, Z, U2, U,, U,, womit die Behauptung bewiesen ist.
Zum UberfluB haben wir im unteren Teil der Fig.89b die Konstruktion von 4
in einem hinzugefiigten Grundri8 angegeben.
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Damit erkennen wir, dal das gegebene allgemeine Achsenkreuz in « folgen-
dermaBen erhalten werden kann. Man projiziert das Koordinatensystem x, v, z
zunichst von 4 aus zentral auf die Ebene « und unterwirft dann die entstandene
ebene Figur der projektiven Abbildung, welche von « nach « fithrt. Uben wir
nun diese beiden Operationen nicht nur auf das Koordinatensystem aus, son-
dern auch auf irgend einen rdumlichen Gegenstand, der auf das Koordinaten-
system bezogen ist, so konnte das so in o entstandene Bild des Gegenstands auch
direkt mit Hilfe der projektiven Skalen auf x, v, z gefunden werden, das heiB3t
nach dem Verfahren der Fig.85 konstruiert werden. Wir erhalten also in « die
Perspektive des Gegenstands, welche zu dem gegebenen allgemeinen Achsen-
kreuz gehort. Es folgt:

20. Hauptsatz der projektiven darstellenden Geometrie. Jede Perspektive eines
Gegenstands kann durch projektive Abbildung aus einem Zentralbild des Gegen-
stands erzeugt werden.

Damit.ist auch der zu Anfang des Paragraphen angekiindigte Beweis er-
bracht, daB die Perspektive geradentreu ist. Uberdies ergibt sich noch, daB
auch die Doppelverhiltnisse bei der Perspektive erhalten bleiben. Zur Illu-
stration haben wir in Fig.89a und 89b die Bilder des Einheitswiirfels einge-
zeichnet.

Ist das perspektivisch dargestellte Objekt eine ebene Figur, so wird diese
also geraden- und doppelverhiltnistreu, das heit projektiv abgebildet. Es
gelten daher alle Resultate von § 3, speziell auch diejenigen iiber die Bilder von
Kegelschnitten.

Der Hauptsatz kann noch verschirft werden:

21. Liegen die drei Fluchtpunkte U,, U,, U, eines perspektivischen Achsen-
kreuzes nicht auf einer Geraden, so ist die zugehirige Perspektive eines Gegenstands
sogar affin zu einem Zentralbild des Gegenstands.

Beweis: Da U,, U,, U, nicht auf einer Geraden liegen, gilt dasselbe auch
fiir die entsprechenden Punkte U2, U,, U, der Fig.89b. Mit anderen Worten:
U3 liegt sicher im Endlichen. Daher ist auch das Projektionszentrum A ein
endlicher Punkt. Bei der projektiven Abbildung von « auf « entspreche nun
der unendlich fernen Geraden von « die Gerade v in der Ebene o. Wir legen
eine Parallelebene 7 zur Verbindungsebene von 4 und v. Der im Endlichen lie-
gende Punkt 4 wird dann der Ebene s nicht angehéren, so daBl wir unser
rdumliches Koordinatensystem von A4 aus auf s projizieren kénnen. Die Zentral-
projektion von z auf « vom selben Zentrum A aus erginzen wir durch die
schon vorhandene projektive Beziehung zwischen « und « zu einer projektiven
Abbildung von 7z auf «. Diese Abbildung fiihrt dann die unendlich ferne Gerade
von it wieder in die unendlich ferne Gerade von « iiber. Sie ist daher eine Affini-
tdt, bei welcher das in 7 liegende Zentralbild des riumlichen Koordinaten-
systems iibergeht in das in « gegebene allgemeine Achsenkreuz. Dasselbe gilt
dann wieder fiir irgend einen ridumlichen Gegenstand.

Bemerkung: Eine weitere Verschirfung des Hauptsatzes ist jedoch un-
mdglich. Man kénnte zum Beispiel die Vermutung haben, dafi jede Perspektive
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sogar identisch mit einer Zentralprojektion des Gegenstands ist. Dies ist jedoch
nicht richtig. Als Gegenbeispiel nehme man etwa das Achsenkreuz der Fig.90,
dessen Fluchtpunkte U,, U, unendlich fern sind, wihrend U, im Endlichen
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Fig. 90
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liegt. Wire es Zentralprojektion eines Koordi-
natensystems, so miiften die y- und die 2-Achse
dieses Koordinatensystems parallel zur Zeichen-
ebene liegen (Satz 18). Dann wire auch die y, z-
Ebene parallel zur Zeichenebene und der rechte
Winkel zwischen der y- und der z-Achse mifite
sich in wahrer GroBe projizieren, also w =909 sein,
was nicht der Fall ist.

Allgemeine Axonometrie. Sind die Flucht-
punkte U,, U,, U, eines perspektivischen Achsen-
kreuzes unendlich fern (£ig.97a), so spricht man
von einem axonometrischen Achsenkyeuz und nennt
dementsprechend die zugehorige Perspektive eines
Objekts auch A xonometrie. Um ein axonometrisches

Achsenkreuz festzulegen, miissen also nur die Achsenbilder x, y, z und die
Bilder X, ¥, Z der Einheitspunkte angenommen werden. An Stelle der pro-
jektiven Skalen auf x, y, z haben wir dann regelmiBige Skalen, wobei die Ein-
heitsstrecken 0X, OY, OZ auf den Koordinatenachsen im Bild beziehlich die
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Fig. 91b

Lingen u=0X, v=0 Y, w=0Z bekommen sollen. Ein Raumpunkt mit den
Koordinaten x, y, z wird also einfach abgebildet, indem man auf x, %,z der

Reihe nach die Strecken

A=ux, y=vy, Z=wz
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von O aus abtrigt und dann den Koordinatenquader durch Ziehen von Paral-
lelen zu x,y, z vervollstindigt. Das Konstruktionsverfahren ist daher genau
dasselbe wie in der orthogonalen Axonometrie (Erster Teil, 2. Abschnitt). Nur
sind im Gegensatz zur orthogonalen Axonometrie jetzt die Achsen x, y, 2
und die Einheitspunkte X, Y, Z beliebig angenommen.

Diese allgemeine Axonometrie ergibt meistens nicht so gute Bilder wie die
orthogonale Axonometrie; sie wird aber in der Praxis gelegentlich angewendet.
Bevorzugt werden folgende Spezialfille, in welchen durch giinstige Wahl des
Achsenkreuzes die Konstruktion des axonometrischen Bildes erleichtert wird:

a) Die Isometrie (Achsenbilder beliebig, v =1, v =1, w =1).

b) Die Militirperspektive (%, y zueinander senkrecht, # =1, v =1). Bei
dieser Methode erscheint also die x,y-Ebene in wahrer Gré8e und der per-
spektivische GrundriB ist somit ein wahrer GrundriB. Sie eignet sich daher
zur Entwicklung eines anschaulichen Bildes aus einem gegebenen Grundril3
des vorgelegten Gegenstands.

c) Die unten beschriebene Parallelperspekitive. »

Auch in diesen Fillen ist die Disposition so zu treffen, daB das Bild des
Einheitswiirfels anschaulich ausfillt.

Das axonometrische Achsenkreuz ist Spezialfall des perspektivischen
Achsenkreuzes; wir kénnen daher an der Fig.91a dieselben Uberlegungen ma-
chen, welche von Fig.89a zu Fig.89b gefiihrt haben. So entsteht die Fig.97b.
Die projektive Abbildung von « auf« ist aber jetzt eine Affinitit, da die unend-
lich fernen Punkte U,, U, in die unendlich fernen Punkte U,, U, auf der
y- und z-Achse iibergehen miissen. Somit ist UJ unendlich fern und dasselbe
gilt vom Projektionszentrum 4, so daB unser spezielles Achsenkreuz der Fig.91b
durch Parallelprojektion in der Richtung / aus dem rdumlichen Koordinaten-
system hervorgeht. Die Aussage des Hauptsatzes lautet also hier: Jedes axono-
metrische Bild eines Gegenstands kann durch affine Abbildung aus einer Paral-
lelprojektion des Gegenstands erzeugt werden. Dies kann man sofort wieder
verschirfen :

22. Das allgemeinste axonometrische Bild eines Gegenstands wird erhalten,
indem man den Gegenstand normal auf eine Bildebene projiziert und dann dieses
Bild affin verzerrt.

Beweis analog zum Beweis von Satz 21. Man lege in Fig.91b eine Normal-
ebene s zur Projektionsrichtung / und projiziere das riumliche Koordinaten-
system auf z in der Richtung / (Normalprojektion!). Zwischen z und « besteht
wieder eine Affinitdt, bei welcher die Normalprojektion des Koordinaten-
systems in das in « gegebene Achsenkreuz iibergeht.

Aus Satz 22 folgt ohne weiteres, daB parallele Geraden am Objekt auch im
axonometrischen Bild wieder parallel sind und daB das axonometrische Bild
einer ebenen Figur affin zu der Figur selbst ist.

Das spezielle Achsenkreuz und Wiirfelbild der Fig.91b erfreut sich iibrigens
bei vielen Zeichnern einer groBen Beliebtheit. In manchen Biichern sind
Figuren nach dieser Methode hergestellt, welche auch unter dem Namen
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Parallel- oder Kavalierperspektive bekannt ist. Der Grund dafiir liegt eben
darin, daB eine Koordinatenebene (die y,z-Ebene) in wahrer GréBe erscheint
und zugleich der Wiirfel allgemein zu liegen scheint. Auch erkennt man an der
Figur, daB man leicht zum Grund- und AufriBverfahren tibergehen kann, was
eine bequeme Losung der Lage- und MaBaufgaben gestattet. Das Verfahren ist
jedoch mit Vorsicht zu benutzen, da es sich eben um eine schiefe Parallel-
projektion handelt. So ist zum Beispiel der Umri3 einer Kugel — richtig ge-
zeichnet — eine Ellipse.

Der Satz von PoHLKE. Er lautet:

23. Jedes axonometvische Bild eines Gegenstands ist dhnlich zu einer Parallel-
projektion des Gegenstands. ,

Dieser Satz ist im folgenden Sinn viel spezieller als die bisherigen Sitze.
Wihrend namlich die Sdtze 20—22 ihre natiirliche Verallgemeinerung in der
n-dimensionalen Geometrie haben, gilt der Satz von PoHLKE nur in der drei-
dimensionalen Geometrie!). Wir haben daher diesen Satz zum Aufbau der dar-
stellenden Geometrie nicht benutzt und werden ihn auch weiterhin nie ver-
wenden. Der folgende kurzgefaBte Beweis moge gentigen (Fig.91). Man zeichne
in & einen Kreis 2. IThm entspricht in « eine Ellipse 2. Man lege nun in Fig.91b
eine Ebene 7, so daB3 die Parallelprojektion von % auf = in der Richtung / einen
Kreis k* ergibt. Die Ebene & ist wieder affin zu a. Da bei dieser Affinitdt der

Kreis £* in den Kreis £ iibergeht, ist diese Affinitit sogar eine Ahnlichkeit (Satz
13a). Also ist die Fig.91a dhnlich zu der Parallelprojektion des raumlichen Koor-
dinatensystems x, ¥, 2z auf die Ebene =.

Das Einschneideverfahren. Von L. ECKHART?) stammt ein bequemes und
sehr empfehlenswertes Verfahren zum Zeichnen von axonometrischen Bildern,
welches immer dann angewendet werden kann, wenn der darzustellende Gegen-
stand durch seinen Grund- und Aufri} gegeben ist. Man lege nidmlich den
GrundriB und den AufriB8 unabhingig voneinander willkiirlich in die Zeichen-
ebene. So wurde in Fig.92 der GrundriB (Achsen x’, ¥’) unten und der AufriB
(Achsen y”, z") rechts oben hingelegt. AuBerdem wihle man zwei Richtungen,
namlich die «Einschneiderichtung» I fiir den GrundriB und I7 fir den AufriB.
Das Verfahren zur Konstruktion eines Bildes des Gegenstands besteht nun ein-
fach darin, daB man in den gewéhlten Richtungen vom GrundriB und Aufril3
her einschneidet. Genauer: Um einen Punkt B abzubilden, zieht man durch
B’ die Gerade in der Richtung I und durch B” die Gerade in der Richtung I7
und erhilt den Bildpunkt B als Schnittpunkt dieser beiden Einschneide-
strahlen. So wurde in Fig. 92 das Bild der gegebenen Holzverbindung
entworfen; man bemerkt, daB man die Einschneiderichtung I vertikal
wiihlen muB, damit vertikale Kanten des Gegenstands auch im Bild vertikal
erscheinen.

Wir beweisen, daB die erhaltene Abbildung geradentreu ist. Sei also g=AB
eine beliebige Raumgerade und P ein Punkt auf ihr. Wir bilden 4, B ab und
ziehen die Verbindungsgerade g~ AB. Der Einschneidestrahl von P’ aus trifft

g in einem Punkt P, und der Einschneidestrahl von P” aus analog in einem

1y Vgl. E. STieFEL, Zum Satz von PonrLke, Commentarii Math. Helv. 10, S. 208-225.
2) L. EckuarT, Affine Abbildung und Axonometrie, Sitzungsberichte der Akad. Wien,
Klasse 1A, 146, S. 51-56.
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Punkt PZ. Um die Geradentreue nachzuweisen, muBl bewiesen werden, daB
P,— P, ist. Nun gelten aber folgende Teilverhiltnisgleichungen:

AP AP’ A_ﬁl AP A" pr /1—'—2
= = —=x=",ebenso % = —— T
BP B P’ BPI BP B p B A
Iso AP, gﬁ?
als == T == -
BP, BB,

P, und P, teilen daher die Strecke AB im selben Verhiltnis, somit ist P,=B,=P.

A !\;A\

&Q\\\\\\\\:\\\\\\\\ N4
’ [ S
N/

P

A

‘}/l
Fig. 92
Aus unseren Gleichungen folgt noch
AP AP
BP  BP’

Teilverhdltnisse bleiben also erhalten. Eine im Raum liegende ebene Figur
bildet sich daher affin ab.
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Da man Grund- und AufriB} beliebig in die Zeichenebene gelegt hat, sind
natiirlich die Ordnungslinien zwischen diesen beiden Rissen unterbrochen wor-
den. Trotzdem ist der Zusammenhang zwischen den beiden Projektionen nicht
vollstindig zerstért worden; zusammengehérige Ordnungslinien schneiden sich
ndmlich jetzt auf einer Geraden s (Fig.92). Man beweist dies durch eine ganz
analoge Teilverhiltnisbetrachtung wie oben. Grund- und Aufrif sind also
durch «gebrochene» Ordnungslinien aufeinander bezogen.

Bei der Disposition des Einschneideverfahrens wird man wie bei der Per-
spektive darauf achten, dafl das Bild des Grundwiirfels anschaulich ausfillt.

Fig. 93

Die weitere Theorie des Verfahrens wollen wir uns an der Fig. 93 iiberlegen.
Die Disposition entspricht genau der Fig.92. Zunichst wurden die Achsen und
Einheitspunkte des rdumlichen Koordinatensystems durch Einschneiden ab-
gebildet. Als Resultat ergibt sich das axonometrische Achsenkreuz #, ¥, z. Offen-
bar stimmt nun das durch Einschneiden gewonnene Bild irgend eines Gegen-
stands mit dem auf Grund dieses Achsenkreuzes konstruierten axonometrischen
Bild des Gegenstands iiberein. Dies folgt aus der Tatsache, daBl das Einschneide-
verfahren geraden- und teilverhiltnistreu ist und somit speziell die Strecken auf
einer Koordinatenachse proportional abgebildet werden. Also gilt:
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24. Das Einschneideverfahven liefert ein allgemein-axonometrisches Bild des
dargestellten Objekts.

Hinzufiigen dev dritten Koordinatenebene. Bei manchen Anwendungen ist es
bequem, auch noch die #,2-Ebene (SeitenriBebene) in wahrer GroBe in der Figur
zu haben. Dies kann wie folgt erreicht werden. Man bezeichne als « Einschneide-
richtung II1I» die Richtung des Bildes y der y-Achse. Indem man durch 0, X,Z
die Strahlen in dieser Richtung legt und eine Normale zu ihnen zieht, erhilt
man die Punkte O”, E, F der Fig.93. Ferner trage man O”F von E aus bis X"
und O E von F aus bis Z" ab. Aus den schraffierten kongruenten Dreiecken folgt
dann, daB 0” X" und O” Z" senkrecht zueinander und gleich lang sind. Man kann
daher O” X" Z" als Seitenri3 unseres riumlichen Koordinatensystems auffassen,
wobei allerdings dieser SeitenriB in einem anderen MaBstab gezeichnet ist als
der GrundriB und der AufriB. (Denn O” X" wird im allgemeinen nicht die Lingen-
einheit sein.) Nun kann das Bild eines beliebigen Gegenstands auch zum Beispiel
durch Einschneiden aus dem GrundriB und aus dem Seitenril konstruiert wer-
den. Dies folgt einfach daraus, daB wir die Sache so eingerichtet haben, dal3
dabei das Bild des rdumlichen Koordinatensystems gleich herauskommt wie beim
urspriinglichen Einschneiden aus dem Grund- und AufriB.

Umvif einer Kugel. Es soll in Fig. 93 noch die Einheitskugel mit dem Zen-
trum O dargestellt werden. Sie wurde im Grund- und Aufri eingezeichnet.
Der UmriB der Kugel wird eine Ellipse sein. Denn nach Satz 24 ist das durch
Einschneiden gewonnene Kugelbild ein axonometrisches Bild der Kugel, geht
also nach Satz 22 durch affine Verzerrung aus einer Normalprojektion der
Kugel (= Kreis) hervor.

Indem man (Fig.93) im GrundriB und im Aufrif die duBersten Einschneide-
strahlen zieht, erhdlt man den gezeichneten Rhombus, der also der gesuchten
UnmriBellipse umbeschrieben ist. Die Achsen dieser Ellipse liegen daher auf den
Diagonalen des Rhombus. Aber auch die Beriihrungspunkte der Ellipse mit den
Rhombusseiten lassen sich aus folgender Uberlegung ermitteln. Der duBerste
Einschneidestrahl in bezug auf den GrundriB8 beriihre etwa in 4’. Der Kugel-
punkt A liegt in der x, y-Ebene. Indem man seine y-Koordinate im Grundri3 ab-
nimmt und im AufriB auf y” abtrigt, erhidlt man 4” und somit durch Einschnei-
den den Bildpunkt A4, welcher einer der gesuchten Beriihrungspunkte ist. Von
der Ellipse kennt man jetzt vier Tangenten und einen Beriihrungspunkt A, wo-
mit sie bestimmt ist. Thre Konstruktion ist leicht, da ja die Lage der Achsen
bekannt ist!). Zeichnet man noch die Kugel im Seitenril, so ergeben die duBer-
sten Einschneidestrahlen in der Richtung III zwei weitere Tangenten der Um-
riBellipse.

Spezielles Einschuneideverfahven. Wir wollen untersuchen, wie die Disposition
des Einschneideverfahrens zu wahlen ist, damit der UmriB8 der Kugel ein Kreis
wird. Dieser Kreis wird dann der Inkreis des mehrfach genannten Rhombus und
muB die eine Rhombusseite in A, beriihren (Fig.93). Wir miissen daher die ur-
spriingliche Einschneidedisposition so abindern, da 4 nach A4, gelangt. Fig.94
zeigt, wie dies zu bewerkstelligen ist. Man wihlt etwa die Disposition bis auf die
Richtung der y”- und der z”-Achse. Dann kann man 4’ und 4, = 4 zeichnen und
findet im Einschneidestrahl durch 4 in der Richtung I'T einen ersten geometrischen
Ort fiir A”. Ein zweiter geometrischer Ort ist der Kreis um O" mit der (im Grund-
rifl abgelesenen) y-Koordinate von 4 als Radius. 4” legt nun die Richtung von
y” fest. Ein so disponiertes Einschneideverfahren nennen wir spezielles Ein-
schnevdeverfahren.

1) Die Lange der groBen Halbachse ist das geometrische Mittel aus O R und dem in Fig. 93
angezeichneten Lot p. (Beweis am einfachsten mit Hilfe der Gleichung einer Ellipsentangente in der
analytischen Geometrie.)
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Da der Kugelumrifl ein Kreis wird, erkennt man in Fig.93 ohne Miihe, da3
jetzt die SeitenriBebene im selben MaBstab herauskommt wie die Grund- und die
AufriBebene. Ferner gilt:

25. Das spezielle Einschneideverfahven evgibt ein orthogonal-axonometyisches
Bild des dargestellien Gegenstands (vergleiche Erster Teil, 2. Abschnitt).

Beweis: Das durch Einschneiden gewonnene Bild eines Gegenstands ist als
allgemein-axonometrisches Bild (Satz 24) affin zu einer Normalprojektion des
Gegenstands (Satz 22). Sowohl im Bild wie in der Normalprojektion ist der Um-
rif unserer Kugel ein Kreis. Bei der genannten Affinitdt geht also ein spezieller
Kreis wieder in einen Kreis iiber und somit ist die Affinitit eine Ahnlichkeit
(Satz 13a).

Fig. 94

Beim speziellen Einschneideverfahren gelten daher alle Sitze, welche im
ersten Teil iiber Normalprojektion und orthogonale Axonometrie bewiesen wur-
den. Man wird davon zum Beispiel bei der Darstellung eines Kreises Gebrauch
machen.

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB eine einfache Verallgemeinerung des Ein-
schneideverfahrens, welche ein perspektivisches Bild des Gegenstands ergeben
wiirde, nicht existiert.

§ 5. Allgemeine Zweibildermethode, Photogrammetrie

Wird in einer Bildebene von einem rdumlichen Gegenstand ein Bild ent-
worfen, so kann der Gegenstand aus diesem einzigen Bild allein noch nicht
rekonstruiert werden. So ist zum Beispiel eine rdumliche Figur durch ibren
GrundriB allein noch nicht bestimmt, sondern es muf3 auBerdem noch der Auf-
1iB bekannt sein. In Verallgemeinerung dieser geldufigen Methode des Grund-
und AufriBverfahrens kann man versuchen, zur Rekonstruktion eines rium-
lichen Objekts zwei perspektivische Bilder des Objekts (§ 4) zu benutzen. Eine
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wichtige und moderne Anwendung dieses Zweibilderverfahrensist die Photogram-
metrie, welche im Vermessungswesen hauptsichlich in folgender Form auftritt:

Von dem zu kartierenden Gelinde werden vom Flugzeug aus zwei Photo-
graphien aufgenommen und aus diesen Luftbildern wird dann das Geldnde
rekonstruiert, wozu meistens mechanische Auswertegeridte (Autographen) be-
nutzt werden, welche auf dem Prinzip des stereosko-
pischen Sehens beruhen. Wir entwickeln im folgen-
den kurz die mathematischen Grundlagen dieses Aus-
werteverfahrens.

Innere Orientierung. In der Fig. 95 wurde eine
photographische Kamera schematisch im Grund- und
Aufri dargestellt (Aufnahmerichtung nach unten).
Z, ist das Objektiv, NN die Ebene der Platte oder des
Films, auch Negativebene genannt. Die Normale durch
Z, zur Negativebene heilit optische Achse, der auf ihr
gelegene Abstand f wird als Bildweite bezeichnet.

Fiir manche Zwecke ist es nun bequemer, die
Ebene NN durch die sogenannte Positivebene o, zu
ersetzen, welche sich auf der anderen Seite des Ob-
jektivs im selben Abstand f von diesem befindet und
parallel zur Negativebene liegt.

Die Photographie eines Gegenstands ergibt nun
eine Zentralprojektion des Gegenstands in der Ebene
NN, wobei das Projektionszentrum in Z, liegt (zum
Beispiel P=Photographie des Raumpunktes P). Wir

Fig. 95 nehmen statt dessen die Zentralprojektion des Gegen-
stands auf die Ebene a; vom selben Zentrum Z, aus
(P projiziert sich nach P;). Dieses Zentralbild in «, ist kongruent zur Photo-
graphie und zwar kann es erhalten werden, indem man die Photographie in
ihrer Ebene NN um 180° um die optische Achse dreht und dann die Ebene NN
um den Betrag 2f senkt. Wir werden im folgenden ausschlieBSlich mit dem
Bild in der Positivebene arbeiten, welches im Gegensatz zum Negativ nicht
«seitenverkehrt» ist.

Der DurchstoBpunkt H der optischen Achse mit o, wird als Hauptpunkt
bezeichnet. Ihn wihlen wir als Nullpunkt eines Koordinatensystems x,, v,
in der Bildebene «,, dessen Achsen wir parallel zu den Kanten des Bildrecht-
ecks wihlen. Die beiden Koordinaten x,, v, des Bildpunktes P, heiBlen Bild-
koordinaten. Sobald man H und f kennt, ist die gegenseitige Lage des Objektivs
und der Bildebene fixiert; man sagt daher, daB H und f die innere Orientierung
der Aufnahme festlegen.

Normalfall der Photogrammetrie. Es seien nun zwei Aufnahmen des-
selben Gelindestiicks gegeben, welche mit derselben Kamera und gleicher
Bildweite aber von verschiedenen Standorten aus gemacht wurden. Simtliche
Bezeichnungen, welche die zweite Aufnahme betreffen, unterscheiden wir
durch den Index 2 von den in Fig.95 benutzten, welche hinfort fiir die erste
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Aufnahme reserviert bleiben. Wir legen die beiden Bilder so hin, wie die
Fig.96 im Grund-, Auf- und SeitenriB} zeigt. Die beiden Bilder sollen nimlich
in dieselbe Ebene gelegt werden («, = o), so daB die Achsen x, und x, der beiden
Bildkoordinatensysteme sich decken. Die beiden optischen Achsen sind dann
zueinander parallel und die beiden Projektionszentren Z;, Z, liegen auf einer
Senkrechten zu den optischen Achsen (Z; Z,= Basis).

25z
4
s
ay=ay | p%A"
724
Zz
J pll/
< J7 Y2
D 7 7
. J;J} X T-Z’ X
Fig. 96

Hatten die beiden Positivebenen wihrend des Uberfliegens des Gelindes
im Moment der ersten bzw. der zweiten Belichtung genau diese gegenseitige
Lage, so sprechen wir vom Normalfall der Photogrammetrie. (In der Fig.96
wurden der Einfachheit halber die optischen Achsen als vertikal angenommen.
Die folgenden Uberlegungen gelten aber auch dann, wenn diese spezielle An-
nahme nicht zutrifft.)

Zur Festlegung eines Gelindepunktes P beniitzen wir noch das rdumliche
Koordinatensystem mit dem Nullpunkt Z,, dessen x- und y-Achse beziehlich
parallel zur x,- und y;-Achse des ersten Bildkoordinatensystems liegen und
dessen z-Achse ldngs der ersten optischen Achse nach unten zeigt. Die beiden
Bilder von P seien P; bzw. P, mit den Bildkoordinaten x,, ¥, bzw. x,, y,. Wie
man im SeitenriB abliest, gilt y, = ¥, als Bedingung dafiir, da8 sich die beiden
Projektionsstrahlen Z, P, und Z, P, schneiden.
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Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus den Bildkoordinaten x;, y;=1%s,, %,
die Koordinaten x, y, z des Geldndepunktes P zu ermitteln. Zu diesem Zweck
konstruieren wir im AufriB das schraffierte Hilfsdreieck, dessen linke Seite
parallel zum zweiten Projektionsstrahl Z, P; gezogen wurde. Seine Grundlinie
betrigt dann p=x,— x,. Diese GréBe heilit Seitenparallaxe der Photogram-
metrie; sie wird in den Auswertegerdten direkt unter Ausnutzung des Stereo-
effekts gemessen. Das Dreieck Z; Z, P” ist nun dhnlich zum Hilfsdreieck; das

Ahnlichkeitsverhiltnis betrigt i—, wobei b die Basislinge Z; Z, ist. In den bei-

den dhnlichen Dreiecken sind %, x; und ebenso z, f homologe Stiicke, also folgt:

=% -, Z=f—. 1
Ferner liest man im Seitenrif3 ab
v z
Xz 2
1 / ( )
nach (1) ist dies = % . ZusammengefaBt:

x:xlir y:yli’ z:fi’
p P p (3)

wobei p=x, — %,.

Diese Formeln sind so bequem, daf3 keinesfalls ein graphisches Verfahren fiir
die Losung der Rekonstruktionsaufgabe in Frage kommt.

Infinitesimale Drehungen?). Unabhingig vom bisherigen miissen wir als
Vorbereitung fiir die folgenden Entwicklungen die Drehung eines starren Kor-
pers um einen festen Punkt O mathematisch untersuchen. Es sei in einem raum-
lichen Koordinatensystem x, y, z (Nullpunkt O) ein Raumpunkt P (x, y, 2)
gegeben. Es soll festgestellt werden, wie sich die Koordinaten x, y, z dndern,
wenn P um einen kleinen (infinitesimalen) Betrag um den Nullpunkt O ver-
dreht wird. Wir beginnen zunichst mit einer Drehung um die z-Achse als Dreh-
achse. d{ sei der infinitesimale Drehwinkel. Die Fig.97 zeigt die Situation im
GrundriB auf die x, y-Ebene. P gelangt bei der Drehung nach P*. Im Infini-
tesimalen kénnen wir nun diese Drehung ersetzen durch die geradlinige Be-
wegung, welche P auf der Tangente an den Drehkreis bis P fiihrt. Die Ko-
ordinaten x, y erleiden dabei die eingezeichneten Anderungen d x, 4y, wihrend
z ungedndert bleibt. Die Linge der Strecke PP kann angendhert werden durch
die Linge »-d{ des Bogens PP*. Aus den schraffierten dhnlichen Dreiecken

folgt daher

by _ ral also dy=x-d{, analog dx=—1y-d¢.

x r

1) Infinitesimale Transformationen wurden zum erstenmal in der Geometrie von dem nor-
wegischen Mathematiker S. Lie (1842-1899) in gréBerem Umfang benutzt.
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Wir haben demnach:

Infinitesimale Drehung um die z-Achse: dx = —y-d{, dy = x-d{, dz-=0.
(Drehwinkel = d4¢.)
Ebenso beweist man folgende Formeln fiir Drehungen um die beiden anderen

Koordinatenachsen:

Infinitesimale Drehung um die x-Achse: dx =0, dy = —z-d§, dz = y-dé.
(Drehwinkel = 4§&.)

Infinitesimale Drehung um die y-Achse: dx = z-dy, dyv =0, dz = —x-dn.
(Drehwinkel = d#.)

Fig. 97

Die allgemeinste infinitesimale Drehung um den Nullpunkt des Koordinaten-
systems erhdlt man nun, indem man drei solche Drehungen um je eine Koordi-
natenachse zusammensetzt, also die einzelnen Koordinatendnderungen addiert.
Bei der allgemeinen infinitesimalen Drehung geht also der Raumpunkt P (x, ¥, 2)
iiber in den Punkt P mit den Koordinaten

=x +zdn—y-dl
=y—2z-d§ +x-de

Inf. Drehung um den Nullpunkt.

Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie. Wir kehren zur Fig. 96 zu-
riick und betrachten wieder zwei entsprechende Punkte P, und P, auf beiden
Bildern. Infolge der unvermeidlichen Schwankungen des Flugzeugs 1Bt sich
beim Uberfliegen des Gelindes der Normalfall nur angenéhert realisieren; die
Fig.96 entspricht also dann nicht den tatsichlichen Verhiltnissen, wie sie
beim Photographieren vorgelegen haben. Verbinden wir daher in Fig. 96 zwei
entsprechende Bildpunkte P;, P, mit den Projektionszentren, so werden sich
diese Strahlen Z, P, und Z, P, im allgemeinen nicht schneiden, und dies hat
zur Folge, daB y, von y, verschieden ist. Die Differenz dy=1y,—~ v, heiBt
Hohenparallaxe.

Stiefel 10
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Um nun die Fig.96 mit den tatsichlichen Verhiltnissen in Einklang zu
bringen, werden wir das erste Bild um den Punkt Z, und das zweite Bild um den
Punkt Z, als Drehzentrum verdrehen. Dabei moge P, nach P, und P, nach P,
gelangen. Diese Verdrehungen sind so zu bestimmen, da8 die neuen Projek-
tionsstrahlen Z; P, und Z, P, sich schneiden, und zwar fiir jede Wahl zweier ent-
sprechender Punkte P, P,. Diese Bedingung ergibt sich einfach daraus, daB
sich beim Photographieren entsprechende Projektionsstrahlen in einem Ge-
landepunkt geschnitten haben.

Die damit gestellte Aufgabe heiBt Hauptaufgabe der Photogrammetrie;
man spricht auch von der Bestimmung der gegensestigen Orientierung oder vom
«Etnpassen» der beiden Luftbilder. Hervorzuheben ist, daB zur Lésung nur
die beiden Bildinhalte benutzt werden sollen; auf die Kenntnis der Lage von
Gelindepunkten wird verzichtet.

Zur rechnerischen Durchfithrung wollen wir voraussetzen, daB die genann-
ten Flugzeugschwankungen so klein sind, daB unsere Verdrehungen als in-
finitesimal angesehen werden kénnen. Wir rechnen im riaumlichen Koordinaten-
system x, y, z der Fig.96. Es seien d&,, d#,, d{; die Drehwinkel um die Achsen
dieses Systems fiir die Verdrehung des ersten Bildes. Nun hat P, die rium-
lichen Koordinaten x=1x,, y=14,, 2=f. Nach (4) hat also der verdrehte Punkt
P, die Koordinaten

’;=x1+f'd771-y1'dC1
V= y—[-a&+ % -4, ()
z=f+y-d& — x-dn.

Bei der Aufstellung der entsprechenden Formeln fiir das zweite Bild stért etwas
die Tatsache, dal das Drehzentrum Z, nicht im Nullpunkt des Koordinaten-
systems liegt. Wir nehmen daher fiir einen Moment ein Koordinatensystem
%', ¥', 2 mit dem Nullpunkt Z, zu Hilfe, dessen Achsen parallel und gleich-
gerichtet zu den bisherigen Achsen x, y, z liegen. Die Drehwinkel um die
Achsen dieses neuen Systems fiir die Verdrehung des zweiten Bildes seien
dé,, dn,, df,. Nun hat P, die neuen Koordinaten X'=2x, ¥ =9, 2=/, also
folgt analog zu (5) fiir die Koordinaten von P, im neuen System:

R

"=+ frdn— vy, dl,
Yo~ a6+ 2y A, (6)
[+ ye-d&— 2y dup.

Ny @
I

’
’

Unsere Schnittbedingung li8t sich nun auch so formulieren, daB im Seitenri3
der Fig. 96 die beiden Punkte P, und P, auf einer Geraden durch den Nullpunkt
Z{ =2, liegen. Dies gibt AnlaB zur Proportion

—- , oder = .
< [ty dé — x - dy T+ vt déy — 23+ dpy

¥ ¥y’ yi—fdbh+ % dly Vo— [ d&+ 4y Al
z
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Beseitigt man hierin die Nenner und 146t Glieder hoherer Ordnung (also
Produkte von zwei infinitesimalen Drehwinkeln) weg, so ergibt sich

F(1+ 20) @8- ag) — D dyy + B dyy—xdlit mdl=dy. ()

Bemerkung: Auf der linken Seite kann man y, durch y, ersetzen, denn
diese beiden GréBen unterscheiden sich nur um den infinitesimalen Betrag der
Hoéhenparallaxe 4y, welcher bei Multiplikation mit einem infinitesimalen Dreh-
winkel unendlich klein zweiter Ordnung wird.

Die Beziehung (7) ist nun eine lineare Gleichung fiir die fiinf Unbekannten
(d&,—d&,), dn,, dn,y, d{;, df,, in welcher nur die Bildkoordinaten der ent-
sprechenden Punkte P,, P, auftreten. Indem man fiinf Paare entsprechender
Punkte auf beiden Bildern sucht, erhilt man fiinf Gleichungen fiir diese Un-
bekannten, welche man aufzuldsen hat.

Bei dieser Losung der Hauptaufgabe bleiben d&, und 4§, einzeln unbestimmt ;
nur die Differenz (d&, — d&,) kann errechnet werden. Dies liegt in der Natur der
Sache. Eine gemeinsame Verdrehung beider Bilder um die Basisachse Z, Z,
dndert ndmlich nichts an der Tatsache, daB sich entsprechende Projektions-
strahlen schneiden. Wir kénnen daher etwa d&,=-0 annehmen, womit sich die
Grundgleichung (7) vereinfacht zu

v x x
f(1+ _1f.'2yi) ag — lfy2 dmy + 2fy1 dng— % dly+ % dly=dy.  (8)

Nachdem nun die gegenseitige Orientierung der beiden Bilder hergestellt ist,
erhdlt man durch Schnitt entsprechender Projektionsstrahlen ein Modell des
Geliandes. Dieses Modell ist dann noch in die richtige Lage zum Lot und zum
Landeskoordinatensystem zu bringen (Herstellung der dupferen Orientierung).

Fiir die praktische Bestimmung der gegenseitigen Orientierung mit Hilfe
der Auswertegerite verweisen wir auf die Fachliteratur?).

Der gefihvliche Ort. Es mufl nun noch gepriift werden, ob unsere Methode der
gegenseitigen Orientierung immer eindeutig zum Ziel fithrt. Es stellt sich also —
mathematisch gesprochen — die Frage, ob das oben eingefiihrte Gleichungs-
system von fiinf Gleichungen mit fiinf Unbekannten immer eindeutig auflésbar
ist, oder ob es Fille geben kann, in welchen mehrere Losungen existieren. Die
vollstindige Beantwortung dieser Frage verdankt man E. GOTTHARDT?). Man
kann seine Resultate durch folgende einfache Uberlegungen gewinnen.

Wir wollen annehmen, da3 beim Photographieren der Normalfall genau ein-
gehalten worden sei. Wegen y,= v, ist dann dy =0 und die Grundgleichung (8)
wird zu

f(1+ y}zy2)d51— xlfyz d771+*x2]¢y1 Ay~ % d 8+ %y-d = 0. (9)

Hierin fiihren wir die Koordinaten des Gelindepunktes P ein (Fig. 96). Bezeichnen

1) Zum Beispiel: Max ZELLER, Lehrbuch der Photogrammetrie (Orell-Fiissli, Ziirich 1947)
R. FINSTERWALDER, Photogrammetrie (De Gruyter,, Berlin 1939}.

?) E. GorTHARDT, Der gefihrliche Ort bei der photogrammetrischen Hauptaufgabe, Zeitschrift
fiir Vermessungswesen 68, 1939, S. 297-304,
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wir sie wie in den Auswerteformeln (3) mit x, y, 2, so ergibt sich aus diesen Formeln:

f;—:x—;,g—=%, ferner;b=f§,
also 7 = f‘i;‘ , 3’1=f% » M=y —p= % (#=8), ye=m=f
In (9) eingesetzt ergibt dies als neue Form fiir die Grundgleichung:
(y2+29)d&—xy-dpy+yv{(x—bydn,—zx-di+z(x—b)dl,=0. (10)
‘Wir schreiben dies noch in der Form
(P+z)dé—xy(dm—dn) —zx{d{—dl)—yb-dn—2zb-d =0
und fithren zur Abkiirzung ein
A=d&, 2B=dw—dn,, 2C=di,—dl,, 2D=b-dn,, 2E=b-d¢i,, (11)
also 4 (y2+22)—2Bxy—2Cxz2—2Dy—2Ez2=0. (12)

‘Wir wollen nun annehmen, daf3 simtliche Punkte des Gelindes eine Relation
von der Form (12) erfiillen, wobei 4 — E gegebene Konstanten sind, welche nicht
alle Null sind. Geometrisch bedeutet dies, daf3 das Gelidnde einen Teil einer Fliche
ausmacht, deren Gleichung die Form (12) hat. Dann liegt ein gefihrlicher Fall
vor. Bestimmen wir dann ndmlich d§&,, d#,, dn,, d,, d{, aus den gegebenen
Konstanten 4 — E durch Auflésen der Gleichungen (11), so erhalten wir Werte
fiir diese Verdrehungen, die ebenfalls nicht simtliche verschwinden. Beim Ein-
setzen dieser Werte in die Grundgleichung (10) ist diese also fiir jeden Geldnde-
punkt erfiillt. Wir erhalten somit eine Losung fiir die gegenseitige Orientierung,
bei welcher einige Verdrehungen nicht Null sind und welche somit nicht mit dem
Normalfall iibereinstimmt, welcher ja nach Voraussetzung vorliegen soll. Die
gegenseitige Orientierung ist daher nicht eindeutig bestimmt.

Liegt aber andererseits das Gelinde nicht auf einer Fliche vom Gleichungs-
typus (12), so kann eine Relation von der Form (12) simultan fiir alle Gelinde-
punkte nur gelten, wenn die Konstanten 4 — E alle Null sind. Aus (11) folgt dann,
dafl auch alle Verdrehungen verschwinden; es ergibt sich daher eindeutig der
Normalfall. ]

Es ist leicht, die geometrische Gestalt der «gefdhriichen Fliche» (12) fest-
zustellen. Zunichst bemerkt man, daB die ganze Basis Z; Z, auf ihr liegt. Denn
fiir y=0, 2= 0 ist (12) fiir beliebiges » erfiillt. Wir setzen nun zunichst 4 + 0
voraus, kénnen also annehmen A4 = 1. Der Schnitt der Fliche mit einer Normal-
ebene zur Basis wird erhalten, indem man # gleich einer Konstanten ¢ setzt.
Diese ebene Kurve hat also die Gleichung

Y2+ 22— 2Bty—2Ctz—2Dy—2Ez=0,
oder (y~ Bt— D)%+ (z—Ct—E)?= (Bt+ D)*+ (Ct+ E)2
Dies ist ein Kreis, dessen Zentrum die Koordinaten
Xy=1, Yo=DBt+D, 2z,=Ct+E (13)

hat und welcher natiirlich die Basis schneidet. Li3t man nun ¢ variieren, so iiber-
streicht dieser Kreis die Fliche; sein Zentrum bewegt sich dabei auf einer Ge-
raden g welche durch die Gleichungen (13) gegeben ist. Zusammengefaf3t:

26. Die gefihvliche Fliache bei der Hauptaufgabe dev Photogrammetrie ist be-
stimmt durch eine (beliebige) Raumgevade g. Sie besteht aus allen Kreisen, welche
thre Zentven auf g haben und die Basis Z,Z, orthogonal schneiden (vergleiche
Fig.98).

Trifft zum Beispiel g die Basis, so entsteht ein gefihrlicher Kegel; liegt g
parallel zur Basis, so ergibt sich ein gefihrlicher Zylinder. Im allgemeinen Fall
ist die Fliche iibrigens ein Hyperboloid (vergleiche Zweiter Teil, Seite 98). Der
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oben zunichst weggelassene Fall 4 = 0 ergibt eine Flidche, die aus lauter Geraden
besteht, welche die Basis orthogonal schneiden. Diese Fliche kann als Grenzfall
der allgemeinen (in Satz 26 beschriebenen) gefdhrlichen Fliche angesehen wer-
den; sie hat fiir die Praxis keine Bedeutung.

Fig. 98

AbschlieBend ist zu bemerken, daf3 unsere Resultate iiber den gefdhrlichen
Ort auch dann gelten, wenn der Normalfall nicht (auch nicht angendhert) vor-
liegt. Die Begriindung ist in der Tatsache zu suchen, daf8 das ganze Einpaf3-
problem nur von der gegenseitigen Lage der beiden Biindel der Projektions-
strahlen abhingt; es ist fiir die Frage der Eindeutigkeit gleichgiiltig, welche Lage
man den beiden Bildebenen gibt, welche zur Herstellung der Bilder mit diesen
Biindeln geschnitten werden. Wenn das Geldnde die gefidhrliche Form hat, so
lassen sich eben die beiden Biindel um Z, und Z, so infinitesimal verdrehen, daB
entsprechende Projektionsstrahlen aneinander gleiten und sich dauernd schneiden.
DaB wir den Normalfall angenommen haben, beriihrt also nicht die Resultate,
vereinfacht aber die Formeln.

Wir haben fiir unsere Theorie nur infinitesimale Drehungen benutzt. Es ist
auch untersucht worden, ob man die beiden Biindel von Projektionsstrahlen,
die das Geliande von Z, und Z, aus projizieren, um endliche Betrige um Z, bzw.
Z, so verdrehen kann, daB sich nachher entsprechende Strahlen wieder schneiden?).

1y Publikationen von J. Krames und W. WUNDERLICH in den Monatsheften fiir Mathematik
und Physik, Bd. 49 und 50.
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Zum SchluB soll noch versucht werden, zu praktisch verwendbaren Ergebnissen
iiber gefihrliche Situationen zu gelangen in demjenigen Spezialfall, wo das Gelande
eben ist. Es sei also a die zunichst beliebig im Raum liegende Ebene des Gelidndes.
Die gefahrliche Fliche (12) schneidet als Fliche zweiten Grades die Ebene « in
einem Kegelschnitt ¢. Da ferner die Basis Z, Z, ganz auf der gefahrlichen Flache
liegt, 1auft der Kegelschnitt ¢ durch den DurchstoBpunkt D der Basis mit a.

Nun haben wir ja auf Seite 147 festgestellt, daf man zur Herstellung der gegen-
seitigen Orientierung fiinf Paare entsprechender Bildpunkte, das heilt fiinf Gelinde-
punkte braucht. Liegen diese 5 Gelandepunkte auf ¢ (und wird kein weiterer
Gelindepunkt zum Einpassen herangezogen), so liegt ein gefihrlicher Fall vor; denn
alles, was vom Gelinde benutzt wird, liegt auf der gefdhrlichen Fliche.

Es ist andererseits nicht allzu schwer, folgendes zu beweisen. Es seien eine Basis
Z,Z,, eine Gelindeebene o und in ihr 5 Punkte gegeben. Der durch diese 5 Punkte
gelegte Kegelschnitt ¢ laufe durchb den DurchstoB8punkt D von Z, Z, mit «. Dann

c
I —0 OO ¢
—
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oL
Fig. 98a Fig. 98b

existiert eine Fliche mit den Eigenschaften von Satz 26, auf welcher der Kegel-
schnitt ¢ liegt; man hat also einen gefihrlichen Fall.

Zum Beweis legen wir die Normalebenen §,, f, zur Basis in den Punkten Z;, Z,.
Die Ebene g, trifft den Kegelschnitt ¢ in zwei Punkten 4,, B,. Analog trifft 8, den
Kegelschnitt in A4,, B, Wir konstruieren den Umkreis des Dreiecks Z, 4, B, und
M, sei sein Zentrum. Ebenso sei M, das Zentrum des Kreises durch Z, 4, B,. Mit
Hilfe der Geraden g = M, M, konstruieren wir nun gemafl Satz 26 eine Fliche,
bestehend aus allen Kreisen, die ihre Zentren auf g haben und die Basis orthogonal
schneiden. Diese Fliache schneidet « in einem Kegelschnitt, der durch die 5 Punkte
A,, B,, 4,, B,, D geht, also mit dem gegebenen Kegelschnitt ¢ iibereinstimmt.

Dieser synthetische Beweis leidet allerdings darunter, dal3 in ausgearteten
Fillen einige der Punkte 4,, B, 4,, B,, D zusammenfallen kénnen. Man kann aber
auch unter Verwendung der Gleichung (12) einen vollstindig korrekten analytischen
Beweis geben.

Das Resultat dieser Betrachtungen 148t sich nun so formulieren:

Werden fiiv die Evmittlung dev gegenseitigen Ovientierung zweiev Aufnahmen finf
Punhte eines ebenen Gelindes benutzt, so liegt dann und nuv dann ein gefihvlicher Fall
vor, wenn der Duvchstofpunkt dev Basis Z, Z, mit dev Gelindeebene auf dem Kegel-
schnitt liegt, dev duvch die fiinf Punkte geht.

Man kann dies mit Hilfe einer Pascal-Konfiguration nachpriifen.

Es ist noch interessant, den Spezialfall zu diskutieren, wo ein horizontales
Gelinde auch horizontal iiberflogen wird, wo also die Basis Z; Z, parallel zu « liegt.
Die gefahrlichen Fille sind dann dadurch gekennzeichnet, daf die Flugrichtung eine
Asymptotenvichtung des Kegelschwittes ist, dev duvch die 5 Einpafpunkte geht. Wahlt
man diese 5 Punkte so, daB sie auf einer Ellipse liegen, so gibt es niemals eine
gefahrliche Situation; das Geldnde kann in jeder Richtung iiberflogen werden.
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Liegen die EinpaBpunkte jedoch auf einer Hyperbel, so gibt es zwei gefdhrliche
Flugrichtungen. Die Figuren 984 und 985 zeigen noch zwei typische Fille, bei denen
der Kegelschnitt degeneriert; die gefihrlichen Flugrichtungen sind durch Pfeile
markiert. Wir haben diese Konfigurationen hergesetzt, weil sie im wesentlichen
schon in der grundlegenden Arbeit von S. FINSTERWALDER?) iiber das Einpal-
problem erwéhnt sind.

1y S, FINSTERWALDER, Die Hauptaufgabe der Photogrammetrie (Sitzungsberichte K. Bayer
Akad. d. Wiss. 1932. Math.-phys. Klasse, S. 115-181. Abgedruckt in «Sebastian Finsterwalder zum
75. Geburtstage», Wichmann, Berlin 1937).
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VIERTER TEIL

Sphirische darstellende Geometrie,

konforme Abbildungen

Die sphirische Geometrie befaBt sich mit den Figuren, welche auf der
Oberfliche einer Kugel liegen, zum Beispiel mit den sphirischen Dreiecken.
(Ein sphirisches Dreieck ist durch drei GroBkreisbogen der Kugel begrenzt.)
Zur konstruktiven Behandlung der sphirischen Aufgaben ist das Grund- und
Aufrifverfahren ungeeignet, da sich Kreise auf der Kugel im allgemeinen als
Ellipsen abbilden. Diesen Nachteil vermeidet zum Teil die grnomonische Pro-
jektion, welche darin besteht, dal die Kugel zentral auf eine Bildebene pro-
jiziert wird, wobei sich das Projektionszentrum im Kugelmittelpunkt M be-
findet. Die GroBkreise (deren Ebenen ja durch M laufen) erscheinen dann in der
Projektion als gerade Linien, hingegen projizieren sich Kleinkreise im all-
gemeinen als Kegelschnitte. Im folgenden §1 werden wir nun eine Kugel-
projektion kennen lernen, welche die vorteilhafte Eigenschaft hat, daB die
Projektion jedes Kugelkreises wieder ein Kreis ist.

§ 1. Stereographische Projektion

Die Fig.99 ist eine axonometrische Skizze der Kugel, welche dargestellt
werden soll. Als Bildebene = wihlen wir die Horizontalebene durch den Kugel-
mittelpunkt M. Die Oberfliche der Kugel wird zentral auf z projiziert, und
zwar sei das Projektionszentrum Z der tiefste Punkt der Kugel. Diese sfereo-
graphische Projektion ist also dadurch gekennzeichnet, dal das Projektions-
zentrum ein Punkt der Kugel selbst ist. Die Bildebene steht senkrecht auf dem
Kugelradius, welcher nach dem Projektionszentrum hin lauft. In Fig. 99 wurde
noch der Bildpunkt P eines allgemeinen Kugelpunktes P eingezeichnet. Die
Bildebene 7 schneidet aus der Kugel den Hauptkreis ¢,; seine Punkte bleiben
bei der Projektion am Ort. Es gilt nun der wichtige Satz:

1. Die stercographische Projektion ist winkeltreu.

Genauer formuliert: Es seien zwei auf der Kugeloberfliche verlaufende
Kurven C;, C, gegeben, welche durch P gehen. @ sei der Winkel, den sie in
P miteinander bilden. (In Fig.99 sind nur die Tangenten 4, 4, an die beiden
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Kurven gezeichnet, w ist ihr Zwischenwinkel.) Dann schlieBen die stereo-
graphischen Projektionen C,, C, der beiden Kurven in P wieder den Winkel o
miteinander ein.

Beweis (Fig.99). Wir legen die beiden Ebenen o;=Z#, und «y,—Z4,. Die
Projektionen £, , der beiden Tangenten sind’ dann die Spuren von o« und o,
mit der Bildebene 7; sie mégen den Winkel w miteinander einschlieBen. Es
ist zu zeigen: w=w.

Nun schneiden o, «, die Kleinkreise ¢, bzw. ¢, aus der Kugel. Die Tangente
¢, an den Kleinkreis ¢, in Z ist parallel zu ,. (Denn sie ist die Schnittgerade
von ¢, mit der Tangentialebene 7 an die Kugel in Z. Dax und 7 parallel sind,

Fig. 99

miissen auch ihre Schnittgeraden 7, , ¢, mit o, parallel zueinander sein.) Ebenso st
die Tangente #, an ¢, parallel zu #,. Somitist der Winkel @’ von ¢, und £, gleich w.

Andererseits ist w'=w. Denn @ und o’ sind die beiden Winkel, unter wel-
chen sich die Kreise ¢;, ¢, in ihren beiden Schnittpunkten P, Z schneiden. Zwei
Kugelkreise bilden aber in ihren beiden Schnittpunkten gleiche Winkel mit-
einander. Damit ist der Beweis beendigt.

2. Die stereographische Projektion ist kreistreu.

Das heiBt, das Bild eines auf der Kugel liegenden Kreises ist wieder ein Kreis.

Beweis (Fig.99). Sei ¢ der gegebene Kreis auf der Kugel. Wir denken uns
in jedem seiner Punkte Q die zu ihm senkrechte Kugeltangente ¢ gezogen. Alle
Geraden ¢ bilden die Mantellinien eines Kegels, welcher die Kugel lings ¢ be-
riihrt. S sei die Kegelspitze, S ihre stereographische Projektion. Die Projek-
tionen unserer Mantellinien # bilden das Biischel der durch S laufenden Geraden
in 2. Da nun ¢ die Kugeltangente ¢ in Q rechtwinklig schneidet, muf§ wegen
der eben bewiesenen Winkeltreue (Satz 1) auch ¢ die Projektion £ in Q senkrecht
schneiden. ¢ schneidet also alle Geraden des genannten Biischels rechtwinklig,
ist also ein Kreis mit dem Zentrum S.
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Zwei Spezialfille sind noch zu erwdhnen. Ein Kreis auf der Kugel, der
durch das Projektionszentrum Z geht, hat als Bild natiirlich eine Gerade
(vgl. Fig.99). Die Geraden sind also als ausgeartete Kreise aufzufassen, damit
Satz 2 allgemeine Giiltigkeit hat. Zweitens werde ein GroBkreis ¢ der Kugel
abgebildet. Er schneidet den Hauptkreis ¢, in zwei diametral gegeniiberliegen-
den Punkten A, B. Da 4 und B mit ihren Projektionen zusammenfallen, geht
auch ¢ durch 4, B. Es folgt:

Fig. 100

2a. Das stereographische Bild eines GroPkreises ist ein Kreis, welcher den
Hauptkreis in zwer Diametralpunkten schneidet.

Wir bemerken noch, daB das stereographische Bild der oberhalb 7z gele-
genen Halbkugel das Innere des Hauptkreises ausmacht, wihrend sich Kugel-
punkte unterhalb 7 in das AuBlere des Hauptkreises projizieren.

Das Gradnetz. Die Fig. 700 zeigt dieselbe Sache noch einmal im Grund-
und AufriB. Im GrundriB erscheint also die stereographische Projektion in
wahrer GréBe. P ist wieder die stereographische Projektion von P. Wir be-
rechnen noch die Entfernung ¢ des Bildpunktes P vom Mittelpunkt des Haupt-
kreises c,. Ist  der Winkel des Radius M P mit der Vertikalen, so enthilt
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das untere schraffierte Dreieck den Winkel Lf als Peripheriewinkel iiber dem
Bogen NP. Aus diesem Dreieck ergibt sich daher

e=7-tg %, (1)
wobei 7 der Kugelradius ist.

Wir iiberziehen nun die Kugel mit dem aus der Geographie bekannten
Gradnetz. Dabei sei der Nordpol NV der hichste Kugelpunkt, so da3 der Siidpol
S mit unserem Projektionszentrum Z zusammenfillt. Die geographische Breite
des Kugelpunktes P ist dann der angezeichnete Winkel ¢ =90°— . Die For-
mel (1) ergibt also auch

9:7-tg(45°—%>. (2)

Der Nordpol N projiziert sich stereographisch in den Mittelpunkt N des Haupt-
kreises. Der durch P laufende Parallelkreis  hat als stereographisches Bild
den Kreis  durch P. In der Figur wurde noch die Projektion { eines allgemeinen
Punktes Q dieses Parallelkreises gezeichnet. Der Kugelmeridian durch Q pro-
jiziert sich als die Gerade m=N Q.

Die stereographische Projektion des Gradnetzes besteht also aus einem
System konzentrischer Kreise und ihren Radien. Zur Illustration von Satz
2a wurde das Bild ¢ eines allgemeinen GroBkreises eingetragen. ¢ schneidet den
Hauptkreis in den diametralen Punkten 4, B.

Fiir spitere Zwecke entnehmen wir der Fig.100 noch folgende Tatsache.
7 sei die Tangentialebene im allgemeinen Kugelpunkt P und « die Tangential-
ebene im hochsten Punkt N. Die Spur s von 7 in « erscheint im AufriB als Punkt s”.
Wir zeigen nun, daB s von N ebenfalls den oben berechneten Abstand ¢ hat. Dies

folgt daraus, daB das obere schraffierte Dreieck auch den Winkel —1/2}— enthilt,

also kongruent zum unteren schraffierten Dreieck ist. Der Grundri s’ der Spur
geht daher durch die stereographische Projektion P des Beriihrungspunktes P
von 7. Analog wurde die Spur der Tangentialebene im Kugelpunkt Q eingezeich-
net. Sie geht durch Q senkrecht zu M Q.

Wir wollen das Gradnetz noch in einer anderen Lage darstellen, nimlich
so, daf} die beiden Pole N, S auf den Hauptkreis der stereographischen Projek-
tion zu liegen kommen. Der Hauptkreis ¢, ist also ein spezieller Meridian des
Gradnetzes, den wir als Nullmeridian fiir die Zihlung der geographischen
Linge wihlen. Die Fig.707 zeigt das Bild des Gradnetzes in der Ebene 7 der
stereographischen Projektion. Es wurde folgendermaBen konstruiert:

N und S wurden auf dem Hauptkreis ¢, als diametrale Punkte gewihlt.
Der Aquator a des Gradnetzes projiziert sich als Gerade a senkrecht zu NS.
Es soll nun zum Beispiel der Meridian » von gegebener geographischer Linge
40° dargestellt werden. = schneidet also den Nullmeridian ¢, im Nordpol N
unter 40%. Wegen Satz 1 bleibt dieser Winkel bei der Projektion erhalten. Das
Bild m ist daher einfach der Kreis durch N und S, welcher in N mit ¢, den
Winkel 40° einschlieBt. Weiter suchen wir etwa den Parallelkreis $ mit der
geographischen Breite 50° Er schneidet den Nullmeridian ¢, senkrecht, und
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diese Eigenschaft bleibt bei der Projektion wieder erhalten. p wird daher ge-
funden, indem man vom Aquator 4 aus auf ¢, den Winkel 50° antrigt und dann
einen zu ¢, orthogonalen Kreis zeichnet. Wegen der Winkeltreue der stereo-
graphischen Projektion miissen sich natiirlich # und p in P rechtwinklig
schneiden.

—
3
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S

Fig. 101

Das so in Fig.101 entstandene Bild des Gradnetzes heit Wulffsches Netz.
Derartige Netze sind in den Papeterien, welche technische Papiere fithren, vor-
gedruckt erhiltlich.

Konstruktionen der sphiirischen Geometrie. Mit Hilfe eines WULFF-
schen Netzes kann man nun alle Aufgaben der Kugelgeometrie in stereo-
graphischer Projektion bequem losen. Als Beispiel behandeln wir etwa die
Aufgabe:

Im stereographischen Bild seien zwei Kugelpunkte 4, B gegeben (Fg.702).
Man lege durch 4 und B einen GroBkreis ¢ und bestimme die Linge seines
Bogens AB. (Dieser Bogen ist bekanntlich die kiirzeste auf der Kugel ver-
laufende Verbindung von A und B; wir nennen seine Linge auch die sphérische
Entfernung von A und B.) Man denke sich zur Lésung die Annahme (Fig. 102)
auf Pauspapier gezeichnet und dann so drehbar auf das Wulffsche Netz gelegt,
daB sich die beiden Hauptkreise decken. Man drehe nun die Pause um den
Mittelpunkt des Netzes solange, bis 4 und B auf einen Meridian 7 des Wulff-
schen Netzes fallen. m ist dann der gesuchte GroBkreis ¢. Die wahre Linge
seines Bogens 4 B kann man dann mittels der Parallelkreise des Netzes direkt
im GradmaB ablesen,
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Aber natiirlich ist es moglich, die sphédrischen Konstruktionen auch ohne
Wulffsches Netz auszufiihren. In Fig.102 wurden so nacheinander folgende Auf-
gaben gelost.

1. Konstruktion des GroBkreises ¢ durch die gegebenen Kugelpunkte A4, B.
Man zeichnet in der Projektion einen beliebigen Kreis ¢;, der durch 4 und B
liuft und den Hauptkreis schneidet. Er ist Projektion eines gewissen Kreises ¢,
der Kugel. Die Ebenen der drei Kugelkreise ¢, ¢, ¢, seien mit «, oy, 7 (= Bild-

Fig. 102

ebene) bezeichnet. Diese drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt S, den man
folgendermafBen findet. Die Schnittgerade s; von o; und = kann sofort gezeichnet
werden. Die zweite Schnittgerade von «, und « ist die Gerade g=A B. Daher ist
S der Schnittpunkt von s; und g. Die dritte Schnittgerade s von « und = geht also
durch S und durch den Mittelpunkt M. (Denn o ist GroBkreisebene, lauft also
durch M.) s schneidet aus dem Hauptkreis die beiden diametralen Punkte, durch
welche das Bild ¢ des gesuchten GroBkreises gehen muB.

2. Konstruktion des einen Poles P zu einem gegebenen GroBkreis c. (Unter
den Polen eines GroBkreises ¢ versteht man die beiden Endpunkte des zur Ebene
von ¢ senkrechten Kugeldurchmessers.) P kann gefunden werden als Schnitt-
punkt von zwei zu ¢ senkrechten Grofkreisen. Als solche wurden in Fig.102 be-
nutzt einerseits der GroBkreis c,, welcher ¢ auf dem Hauptkreis schneidet und
andererseits der sich als Gerade projizierende GroBkreis c;.

Umgekehrt ergibt sich die Konstruktion des GroBkreises zu einem gegebenen
Pol P.

3. Wahre Lange eines GroBkreisbogens 4 B, Man konstruiert den Pol P des
durch 4 und B laufenden GroBkreises c. Dann zieht man die Geraden P4 und
P B bis zu ihren Schnittpunkten (4) bzw. (B) mit dem Hauptkreis. Der Bogen
(4) (B) des Hauptkreises ist die gesuchte wahre Linge.

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich aus der folgenden Uber-
legung. Die Fig.703 zeigt einen Schnitt durch die Kugel, so daB die Ebene o des
GroBkreises ¢ als Gerade erscheint. P ist wieder der Pol, P seine Projektion.
W sei derjenige Punkt von o, der sich ebenfalls nach P projiziert (W= P). Da
das Dreieck M PZ gleichschenklig ist, sind die beiden einfach angezeichneten
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Winkel gleich. Daraus folgt, daB auch die beiden doppelt angezeichneten Winkel
gleich sind. (Denn jeder von ihnen erginzt einen der einfach bezeichneten
Winkel zu 90°%) Somit ist MW= MW. Klappen wir daher die GroBkreisebene «
in die Bildebene z um, so kommt W auf seine Projektion W zu liegen. Nun fiihren
wir diese Umklappung in der Fig.102 durch. Die Gerade W B von « fillt nach
der Umklappung mit ihrer Projektion zusammen. (Denn W kommt auf W zu
liegen und der Schnittpunkt T mit der Drehachse s bleibt fest.) B kommt daher
bei der Umklappung nach (B). Analog findet man die Umklappung (4) von 4.

Fig. 103

Sphirische Abbildung, Kristallzeichnen. Im Raum sei eine Kugel mit
dem Zentrum M gegeben. Es werde nun einer beliebigen Ebene « ein Punkt
A der Kugel und einer beliebigen Raumgeraden g ein GroBkreis ¢ der Kugel
nach folgenden Regeln zugeordnet.

A =sphirisches Bild der Ebene « | c¢=sphirisches Bild der Geraden g
= Schnittpunkt der durch M zu « = Schnittkreis der durch M zu g
gelegten Normalen mit der Kugell). gelegten Normalebene mit der Kugel.
Jeder aus Ebenen und Geraden bestehenden Konfiguration des Raumes ent-
spricht so eine aus Punkten und GroBkreisen bestehende Konfiguration auf
der Kugel. Dabei gilt offenbar der Satz:

3. Ist eine Gerade parallel zu einer Ebene, so geht thy sphirisches Bild (= Grop-
kreis) durch das sphérische Bild der Ebene (= Kugelpunkt).

Ferner beweist man leicht:

4. Der Winkel zweier Ebenen ist gleich der sphérischen Entfernung ihrer beiden
sphérischen Bilder. Der Winkel zweier Raumgeraden ist gleich dem Schuittwinkel
threr beiden sphirischen Bilder (= Grofkreise). Dieser Winkel erscheint in einer
stereographischen Projektion der Kugel in wahrer Grofe.

Ein Polyeder (zum Beispiel ein Wiirfel, ein Tetraeder usw.) ist eine spezielle
aus Ebenen (= Seitenflichen des Polyeders) und Geraden (=Kanten des
Polyeders) bestehende Konfiguration. Man kann daher die sphirische Ab-

1) Die Definition ist zweideutig, da die genannte Normale zwei Schnittpunkte mit der Kugel
hat. Man wihle einen dieser Punkte aus.
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bildung eines Polyeders erkliren. Dabei kann die in der FuBnote erwihnte
Zweideutigkeit noch behoben werden. Man denke sich nidmlich die Kugel im
Inneren des Polyeders liegend. Ist nun « eine Seitenfliche, so wihle man unter
den beiden Kugelpunkten, die als sphirisches Bild von « in Frage kommen,
denjenigen aus, welcher auf derselben Seite von M liegt, wie .

Einen einfachen Spezialfall ergibt ein Beriihrungspolyeder. Darunter ver-
steht man ein Polyeder, dessen Seitenflichen die Kugel beriihren. Das sphiri-
sche Bild einer Seitenfldche ist dann einfach ihr Berithrungspunkt.

Fig. 104a Fig. 104b Fig. 104c

In der Kristallographic werden hiufig Kristalle — die ja geometrisch
gesprochen Polyeder sind — auf diese Weise sphirisch abgebildet. Es zeigt
sich nimlich, daB8 die Symmetrieeigenschaften des Kristalls im sphirischen
Bild besonders deutlich hervortreten.

Gewisse Aufgaben iiber das Polyeder kénnen nun im sphirischen Bild geldst
werden. Zur konstruktiven Durchfithrung wird man die Kugel in stereogra-
phischer Projektion zeichnen. Als Beispiel nehmen wir das in Fig.704¢ axono-
metrisch dargestellte Polyeder. Die Fig.7045 ist der GrundriB des Korpers auf
eine Horizontalebene. Das Polyeder besteht aus 12 kongruenten Rhomben und
heiBt deswegen Rhombendodekacder. Die Flichen 1, 3, 4 (und 5 weitere Flichen)
sind unter 45° zur GrundriBebene geneigt, wihrend die Flichen 2, 5 (und zwei
weitere Flichen) vertikal stehen. Die Fig.704a zeigt das sphérische Bild des
Polyeders in der stereographischen Projektion auf eine horizontale Ebene. Es
wurde aber nur derjenige Teil gezeichnet, welcher auf der oberen Halbkugel
liegt. Die Konstruktion dieses Bildes ergibt sich aus folgenden Bemerkungen:

1) Die sphérischen Bilder der vertikalen Flichen (zum Beispiel der Flichen
2, 5) sind Punkte auf dem Hauptkreis der stereographischen Projektion.

2) Das sphirische Bild der Fliche 4 ist ein Kugelpunkt P, dessen Radius
MP unter 45° zur Horizontalebene geneigt ist. Um seine stereographische
Projektion P zu finden, kann man etwa den gezeichneten GroBkreis ¢; be-
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nutzen, der den Hauptkreis unter 459 schneidet. Die Ebene dieses GroBkreises
besitzt dann die Neigung 45° und somit nat M P als Fallgerade dieser Ebene
auch die verlangte Neigung 45°.

3) Das sphirische Bild einer Polyederkante ergibt sich nun nach Satz 3,
indem man die sphirischen Bilder der beiden angrenzenden Flichen durch
einen GroBkreisbogen verbindet. Diese Bogen schlieBen sich in Fig.104a zu
den vier dick ausgezogenen GroBkreisen zusammen.

Fig. 105

Im Kristallzeichnen stellt man sich die umgekehrte Aufgabe. Gegeben sei das
sphirische Bild eines Polyeders (Fig.104a), gesucht eine anschauliche Darstel-
lung des Korpers (Fig. 104c). In dieser Form ist natiirlich die Aufgabe unbestimmt,
denn eine Parallelverschiebung der Flichen des fraglichen Polyeders dndert das
sphirische Bild nicht. Um die Aufgabe eindeutig zu machen, wollen wir etwa an-
nehmen, daBl man die Lingen der Polyederkanten kennt. In unserem Beispiel
haben alle Kanten dieselbe Linge /.

Zur Losung konstruiert man zunichst den Grundri3 des Polyeders (Fig. 104 b).
Wir beginnen etwa mit dem GrundriB der Kante g, welche im spharischen Bild
durch den GroBkreisbogen ¢= 1,2 dargestellt ist. Nach Definition des sphirischen
Bildes steht g senkrecht auf der Ebene a dieses GroBkreises und somit ist g’
senkrecht zur Spur s von «, hat also die in Fig.104a angegebene Richtung. In
dieser Richtung wurde g’ in der Fig.104b gezeichnet. Der Neigungswinkel von
g zur Grundrilebene ist das Komplement (90° — o) des Neigungswinkels o von a.
Diesen Winkel o liest man in der stereographischen Projektion als Schnitt-
winkel zwischen ¢ und dem Hauptkreis ab. Somit ergibt sich fiir die Linge I’ des
Grundrisses g’ unserer Kante der Wert I’ =1.cos (90°— w)=1{-sin w. Damit kénnen
in Fig.104b die Endpunkte 4’, B’ der Kante eingetragen werden. AuBerdem
ergibt sich noch fiir die Kotendifferenz von 4 und B der Wert Az=1[-sin (90°— o)
=1l.cos w.

So bearbeitet man alle Kanten, deren sphirische Bilder vom Punkt 1 der
stereographischen Projektion ausgehen (also die GroBkreisbogen 12, 13, 14, 15)
und erhilt in Fig.104b den GrundriB der Fliche 1. Analog werden die iibrigen
Flachen eingezeichnet.

Da man fiir jede Polyederkante die Kotendifferenz Az ihrer Endpunkte be-
stimmt hat, kann man die Koten der Polyedqrecken nun angeben. Der Grundri3
und die Koten geniigen zur Herstellung eines axonometrischen Bildes (Fig.104c).
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Konstruktion eines Berithrungspolyeders. Ein Beriithrungspolyeder ist durch
sein spharisches Bild ohne zusdtzliche Angaben eindeutig bestimmt. Denn sind
Ay, A,, A,, ... die sphirischen Bilder der Seitenflichen, so entsteht das Polyeder, in-
dem man die Tangentialebenenan die Kugelin 4,, 4,, A,, ... miteinander schneidet.
In der Fig.705 haben wir die diesbeziigliche Grundkonstruktion angegeben. Ge-
geben seien in der stereographischen Projektion zwei Kugelpunkte 4,, 4,. Ge-
sucht der Grundril der Schnittgeraden g der Tangentialebenen 7, 7, in 4,, 4,.
Man bezeichne wie in Fig.100 mit « die Tangentialebene im hochsten Kugel-
punkt. Die Spur s, von 7, in der Ebene « geht im GrundriB durch A4, senkrecht
zu M A, (vergleiche den kleingedruckten Text auf Seite 155). Analog findet man
die Spur s,. Der Schnittpunkt S von s; und s, ist ein Punkt der gesuchten Schnitt-
geraden g. Das sphirische Bild von g ist der GroBkreis c=4,4,. Wie in der
Fig.104a ist daher g’ senkrecht zur Spur s der GroBkreisebene in der Bildebene!).

§ 2. Konforme Abbildungen

Die Inversion. Es soll die Kugel von Fig. 99 an der Bildebene 7z der stereo-
graphischen Projektion gespiegelt werden, so dal3 ein Punkt P der oberen Halb-
kugel in den vertikal unter ihm liegenden Punkt P* der unteren Halbkugel
iibergeht. Wir wollen uns iiberlegen, wie diese Spiegelung in der stereogra-
phischen Projektion aussieht. In der Fig.706 wurde die stereographische Pro-
jektion gezeichnet (n=Zeichenebene). Die Projektion des Kugelpunktes P
wurde nicht — wie bisher — mit P sondern einfach wieder mit P bezeichnet.
Um die stereographische Projektion des Spiegelpunktes P* zu finden, denken
wir uns in Fig.99 durch die Gerade PP* irgend eine Vertikalebene « gelegt.
Sie schneidet aus der Kugel einen Kleinkreis ¢, welcher durch P und P* l4uft
und bei der Spiegelung in sich iibergeht. ¢ schneidet den Hauptkreis recht-
winklig. Wegen der Winkeltreue ist daher die stereographische Projektion von ¢
in der Fig.106 ein Kreis, welcher durch P liuft und den Hauptkreis ¢, recht-
winklig schneidet. Er wurde in Fig.106 wieder mit ¢ bezeichnet und ist ein
erster geometrischer Ort fiir die stereographische Projektion P* des Spiegel-
punktes. Ein zweiter Ort ist natiirlich die Gerade M P als Projektion der Ver-
tikalebene M PP*,

Wir bezeichnen in Fig.106 die Abstinde der Punkte P, P* vom Mittelpunkt
M beziehlich mit g, g*. Aus dem Sekanten-Tangentensatz in bezug auf den
Kreis ¢ folgt dann

(MP) (MP¥ = (MT)2. 3)

Falls der Kugelradius die Linge 1 hat, ergibt sich daraus
p-o*=1oder @*:—(1;‘ (4)

Damit erhalten wir in Fig. 106 eine Abbildung der Zeichenebene auf sich, welche

1) Weitere Konstruktionsverfahren des Kristallzeichnens findet man bei H. TErRTscH, Das
Kristallzeichnen auf Grundlage der stereographischen Projektion. Wien 1935. Ferner: H. TErTSCH,
Die stereographische Projektion in der Kristallkunde (Verlag fiir angewandte Wissenschaften, Wies-
baden 1954).

Stiefel 11
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jedem Punkt P einen Bildpunkt P* zuordnet. Diese Zuordnung kann chne
Bezugnahme auf die rdumliche Bedeutung folgendermafBen definiert werden.
Die entsprechenden Punkte P und P* liegen auf einer Geraden durch den festen
Punkt M und ihre Abstinde von M sind nach (4) reziprok zueinander. Diese
Abbildung nennt man Inversion, M heiBt Inversionszentrum und c, Inversions-
kreis. Es gilt:

5. Die Inversion ist kreistrew und winkeltren.

Das heifit, die inverse Figur zu einem Kreis ist wieder ein Kreis und der
Winkel, unter dem sich zwei beliebige Kurven schneiden, ist gleich dem
Schnittwinkel ihrer inversen Kurven. Der Beweis folgt einfach daraus, daf
sowohl die Spiegelung unserer Kugel als auch die stereographische Projektion
diese beiden Eigenschaften hat.

Fig. 106

Zur Illustration haben wir in Fig.106 einen Kreis 4 angenommen und den
inversen Kreis £* konstruiert. #* geht durch die beiden Schnittpunkte A, B
von k mit ¢, (weil jeder dieser Punkte bei der Inversion fest bleibt) und durch
den inversen Punkt Q* irgend eines weiteren Punktes Q von k. Hitten wir
den Kreis & nicht nur nahe an M vorbei laufen lassen, sondern genau durch
M gezogen, so wiirde &* zur Geraden AB. Denn M kommt bei der In-
version ins Unendliche, wie man aus (4) abliest. Von dieser Mdéglichkeit, einen
Kreis durch Inversion in eine Gerade iiberzufithren, kann man zur Losung
von Kreisaufgaben Gebrauch machen.

Durchliuft ein Punkt den Kreis % in positivem Sinn (Gegenuhrzeigersinn),
so durchliduft der Bildpunkt den Kreis 2* in negativem Sinn. Die Inversion
kehrt also den Umlaufsinn in der Ebene um. Man kann nun durch eine kleine
Abinderung erreichen, da der Umlaufsinn erhalten bleibt. Zu diesem Zweck
fiilge man zur Inversion etwa die Spiegelung der Zeichenebene an der x-Achse
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der Fig.106 hinzu. Bei dieser abgednderten Inversion geht P in den Punkt P’
iiber?). Da bei der hinzutretenden Spiegelung der Umlaufsinn noch einmal um-
gekehrt wird, bleibt er im ganzen tatsichlich erhalten.

Allgemein nennt man eine Abbildung der Ebene auf sich eine konforme
Abbildung, wenn sie winkeltreu ist und der Umlaufsinn erhalten bleibt. Wir be-
zeichnen unsere abgeiinderte Inversion daher auch als die konforme Inversion.

Wir wollen diese konforme Inversion noch durch Formeln darstellen und
benutzen dazu die Polarkoordinaten im gezeichneten Koordinatensystem x, y.
Es seien p, # die Polarkoordinaten von P und ¢’, ¢ diejenigen des Bildpunktes
P’. Dann gilt offenbar

(5)

J0°

>
~

-90° -° -60° ~30° 0° 30° 60° 90°

Fig. 107a Fig. 107b

Die Mercatorabbildung?). In der F7g. 707a wurde etwas deutlicher als in
Fig.100 das Gradnetz auf der Kugel®) stereographisch dargestellt. Der Nord-
pol N ist der héchste Kugelpunkt und projiziert sich in den Mittelpunkt N
des Hauptkreises. Die Meridiane und die Parallelkreise wurden in Intervallen
von je 30° eingezeichnet. Wir gehen nun aus von der Aufgabe, eine Loxodrome
auf der Kugel zu finden. Darunter versteht man eine Kurve, welche alle Meri-
diane (und ebenso allé Parallelkreise) unter konstantem Winkel schneidet. Ein

Schiff, welches dauernd nach Siidosten steuert, beschreibt zum Beispiel eine

1) Die Bezeichnung P’ hat nichts mit einem GrundriB zu tun.
2) GERHARD KREMER, genannt Mercator {1512-1594).
3) Der Kugelradius habe wieder die Linge 1.
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solche Kurve auf der Erdkugel. In der stereographischen Projektion muBl wegen
der Winkeltreue das Bild L der Loxodrome ebenfalls alle Parallelkreise unter
demselben Winkel schneiden. In Fig.107a ist eine solche Kurve eingezeichnet ;
sie hat die Form einer Spirale. Wir stellen nun die Gleichung der allgemeinen
Kurve L in Polarkoordinaten auf. P sei ein allgemeiner Punkt, o, ¢ seine
Polarkoordinaten (& im Bogenma@ gemessen). Dann lautet die Gleichung von L:

— p# (P=k) (6)

o

1, k sind Konstanten, ¢ ist die Eulersche Zahl (= Basis der natiirlichen Loga-
rithmen). Zur Verifikation von (6) berechnen wir den Winkel w, welchen L mit
dem durch den allgemeinen Punkt P laufenden Parallelkreis p einschlieBt. Das
schraffierte (inifitesimale) Dreieck hat die Katheten PQ=p-d¢ und dp. Also

folgt: do
wo= 0 7
Nun findet man aus (6) durch Differenzieren
do _ . wld-B
g " Me Mo

Also folgt aus (7): tg w=u. Der Winkel o ist also wirklich konstant und die
Konstante u ist der Tangens dieses Winkels. Nimmt man in (6) die natiirlichen
Logarithmen, so ergibt sich noch

ﬁ:k+~};~lng. (8)

Deswegen nennt man das Bild L der Loxodrome eine logarithmische Spirale.

Jetzt bilden wir die Ebene 7z der Fig.107a auf eine Bildebene =’ ab, welche
in Fig.707b gezeichnet ist und in der ein kartesisches Koordinatensystem
%', ¥’ gewihlt wurde. Das Abbildungsgesetz sei durch folgende Formeln ge-
geben. Dem allgemeinen Punkt P (Polarkoordinaten g, ¢#) von n werde zu-
geordnet der Punkt P’ von " mit den kartesischen Koordinaten

=% v =—1Ing 9

Mercatorabbildung.

Um einen Uberblick iiber diese Abbildung zu gewinnen, diskutieren wir das
Bild unseres Gradnetzes. Auf einem Meridian ist & konstant, also im Bild
x' =9 auch konstant. Ein Meridian geht daher iiber in eine vertikale Gerade,
deren Abszisse x’ gleich der geographischen Linge & des Meridians ist. (& im
BogenmaB gemessen.) Andererseits ist auf einem Parallelkreis ¢ konstant,.also
im Bild ¥'=—1In p auch konstant. Ein Parallelkreis geht somit iiber in eine
horizontale Gerade. Speziell geht der Aquator (= Hauptkreis ¢,) iiber in die
x’-Achse. Denn fiir ihn gilt p=1, also y'=0. Mit wachsender geographischer
Breite wird p <1, also ¥"=—In g positiv. Gelangt man schlieBlich in den Nord-
pol, so entfernt man sich in " unendlich weit nach oben.

In Fig. 107b wurde derjenige Teil des Gradnetzes dargestellt und bezeichnet,
welcher in Fig. 107a die rechte Halbkugel ausmacht und dort dick ausgezogen ist.
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Was wird nun aus unserer Loxodrome bei der Mercatorabbildung? Aus (8)
und (9) folgt 1 1
'=8%=k+— -Inop=k —— -y,
g e W (10)

also y'=—pu-(x"—R).

Das Bild L’ der Loxodrome ist also eine Gerade. (Die Abbildungsformeln (9)
sind eben aus dem Bestreben entstanden, die Loxodromen zu strecken.) Die
Gerade L’ mit der Gleichung (10) schneidet wegen u ==tg w alle Horizontalen
unter dem Winkel w. Der Winkel zwischen einem Parallelkreis und einer
Loxodrome bleibt also bei der Mercatorabbildung erhalten. Dasselbe gilt dann
natiirlich fiir den Winkel zwischen zwei Loxodromen.

Daraus ergibt sich nun, daB3 die Mercatorabbildung winkeltren ist. Denn
sind C;, C, zwei sich in P schneidende Kurven der Ebene z und sind Cy, C,
ihre Bilder in #’, so lege man die Tangenten L{, L; an C;, C; im Punkte P'.
Diesen beiden Geraden entsprechen in @ zwei Loxodromen, welche C;, C, in
P berithren und denselben Winkel einschlieBen wie L,, Lj. Also schlieBen auch
C,, C, denselben Winkel ein wie Cy, C;.

Bei der winkeltreuen Abbildung von 7z auf #’ bleibt der Umlaufsinn erhalten.
Dies erkennt man durch Umlaufen der in beiden Figuren schraffierten Vierecke.
Unsere Abbildung von n auf 7" ist also konform.

Zum Schluf3 wollen wir noch die Koordinate 3’ eines Parallelkreises direkt
durch seine geographische Breite ¢ ausdriicken. Gemil3 der Formel (2) auf
Seite 155 gilt in der stereographischen Projektion (Fig.107a):

g=tg<45°—%~).

(Der Kugelradius ist 1.) Aus (9) entnimmt man
'~ —lnp=In—~ — Incotg (450 — ¢ ~Mt4$+i) (11)
y = 0 g 2 - g 2 ‘

Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, daB (450 — —gi) und ( 450 + %’.)
sich zu 90° ergédnzen.

Als SchluBresultat kénnen wir daher formulieren:

Die Mercatorkarte der Erdkugel entsteht, indem man den Kugelpunkt mit
der geographischen Linge & und Breite ¢ abbildet auf einen Punkt der Bild-
ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten

¥ =17, y’:lntg(45°+%).

Dabei ist ¢ im Bogenmal zu messen. Die Karte ist winkeltreu und die Loxo-
dromen der Kugel erscheinen auf ihr als gerade Linien.

Einfithrung komplexev Zahlen. In der Zeichenebene werde ein kartesisches
Koordinatensystem x, y gewdhlt und es sei eine konforme Abbildung der Ebene
auf sich selbst gegeben. Jedem Punkt P (¥, y) entspricht also ein Bildpunkt P’
dessen Koordinaten (im selben System) wir mit x', ¥’ bezeichnen. Die Theorie
der konformen Abbildungen wird nun einfacher und iibersichtlicher, wenn wir
unsere Ebene als komplexe Zahlenebene ansehen. Der Punkt P(x, y) wird also
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jetzt als komplexe Zahl z = x + iy aufgefaB8t (i = imagindre Einheit). Analog
wird P’(#’, y’) zur komplexen Zahl 2z’ = x’ + iy’. Wir geben einige Beispiele von
konformen Abbildungen in komplexer Schreibweise.

1. Die Abbildung z'=a-2z. (Die Zahl a sei eine von Null verschiedene?!) kom-
plexe Konstante.) In Worten: Das Bild des Punktes z wird gefunden, indem man
z mit der festen Zahl a multipliziert. Speziell hat die Zahl 1 (= Einheitspunkt
auf der x-Achse) den Punkt a als Bild.

Ve

|

(/

Zur naheren Diskussion der Abbildung fithren wir Polarkoordinaten ein
(Fig. 108). Es sollen der Reihe nach die Puunkte a, 2, 2/ die Polarkoordinaten
(@0, %), (0, 9), (0, ) haben. Dann folgt aus z'=a.z:

¢'=00 =0+17. (12)

Denn zwei komplexe Zahlen a, z werden bekanntlich multipliziert, indem man die
Betrige gy, ¢ multipliziert und die Argumente 4,, ¢ addiert. Aus (12) ergibt sich
nun leicht, daBl man den Bildpunkt von z findet, indem man z um den Winkel 3,
um den Nullpunkt dreht und dann den Abstand vom Nullpunkt im Verhiltnis
go verlingert. Unsere Abbildung setzt sich also zusammen aus einer Drehung
mit dem Drehwinkel &, und einer anschlieBenden Streckung mit dem Streckungs-
verhiltnis g,. Man nennt sie daher eine Drehstreckung. In der Fig.108 ist noch
dargestellt, wie sich ein gegebenes Quadrat abbildet. Unsere Drehstreckung ist
eine Ahnlichkeit, also sicher winkeltreu. Uberdies ist die Abbildung konform, da
der Umlaufsinn offenbar erhalten bleibt.

Bemerkung: Hat a den Betrag 1 (ist also g,= 1), so handelt es sich um eine
reine Drehung. Ist a reell (§,= 0), so ergibt sich eine reine Streckung.

2. Wir wollen die Drehstreckung verallgemeinern, indem wir zu jedem Bild-
punkt 2z’ eine feste komplexe Zahl b addieren (Fig.108). Bezeichnen wir das
Resultat dieser Addition mit z”, so folgt 2" = 2"+ b oder 2"=az+ b. Geometrisch
bedeutet diese Addition, daBB man an den Punkt z’ eine Stregke ansetzt, welche
parallel und gleichgerichtet zu der vom Nullpunkt nach 4 laufenden Strecke ist.
Fiihrt man dies fiir einige Punkte 2’ durch (zum Beispiel fiir die Ecken unseres
Quadrats), so erkennt man, daB der Ubergang von 2’ zu z" eine Parallelver-
schiebung oder Translation bedeutet. Die Abbildung z”=az+ b setzt sich daher

1) Im Fall a = 0 wire 3’ = 0, das heiBt jeder Punkt z wiirde in den Nullpunkt abgebildet. Det-
artige ausgeartete Abbildungen wollen wir ausschlieBen.
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zusammen aus einer Drehstreckung und einer Translation ; sie ist daher wieder eine
Ahnlichkeit und konform. Man beweist ohne Miihe, daB z” = az+ b sogar die all-
gemeinste dhnliche Abbildung der Ebene aut sich ist.

3. Die Abbildung 2z’ = —iw Benutzt man wieder Polarkoordinaten, so ergibt

sich aus der Regel fiir die Division zweier komplexer Zahlen:

9’=—i)—, ¢ = — 9. (13)
Ein Blick auf die Formel (5) zeigt, daB die Abbildung die konforme Inversion ist.
4. Die Abbildung 2= %z_}:% . (Die Zahlen a, b, ¢, d seien gegebene komplexe

Konstanten.) Wir kénnen voraussetzen ¢ = 0, denn der Fall ¢= 0 wiirde wieder
auf Beispiel 2. (Ahnlichkeit) filhren. Wir schreiben die Abbildungsformel zu-
nidchst in der Form:

b—2d
o @ 14
2= +d - ¢ (14)
und setzen zur Abkiirzung
a a
Damit lautet die Abbildungsgleichung:
A
(S . 1
i cz+d +3 (16)
Dies zerlegen wir in drei Teilabbildungen, indem wir setzen
2z =cz+ d, 22=—;—, also 2/ = Az, + B. (17)
1

Die erste und dritte dieser Teilabbildungen sind Ahnlichkeiten?), die zweite ist
eine konforme Inversion. Da jede der Teilabbildungen winkeltreu und konform
ist, gilt dies auch fiir die gegebene Abbildung. Uberdies ist unsere Abbildung aber
kreistreu, denn jede der Teilabbildungen hat diese Eigenschaft.

Liegt eine konforme Abbildung einer Ebene (= Originalebene) auf eine andere
Ebene (Bildebene) vor, so wihle man kartesische Koordinaten x, y in der Original-
ebene und », ¥"in der Bildebene. Fiihrt man wieder komplexe Zahlenz = x 4 iy
und 2" = 2" + iy’ ein, so ordnet also die Abbildung jeder Zahl z eine Zahl z’ zu.
Wir wollen noch die Mercatorabbildung in dieser Art schreiben. Sind o, & wie
in Fig. 107 Polarkoordinaten in der Originalebene, so folgt aus (9):

1

Z=x"+iy =0—ilng=-— (In p+id =i. In +lnei'9)=i.ln o eid), (18
=" ¢ i ¢ 1

Die Eulerschen Formeln ergeben
1
z’=-:vln (ocos? + igsind) =%1n (x —H’y):Tlnz.

Die Abbildungsformel heiit also
2= % Inz. (19)
Die allgemeine Lehre von den konformen Abbildungen ist ein Zweig der
komplexen Funktionentheorie. Dort wird gezeigt, daB iiberhaupt jede komplexe
Funktion 2/=f(z), welche im Komplexen differensierbar ist, eine konforme Abbil-

dung ergibt. Dabei muB aber einschrinkend hinzugefiigt werden, da diejenigen
Punkte z, in welchen die Ableitung f’ (z) verschwindet, eine Ausnahmerolle spielen.

3) In der dritten Abbildung muB A= 0 sein (vgl. Beispiel 1). Dies ergibt die Bedingung

b— % 4% 0 oder ad — be 3= 0, welche vorausgesetzt werden muf.
. :
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ANHANG

Topologische Gesichtspunkte

Es sollen noch einige Verallgemeinerungen der Methoden unseres dritten
Teils (projektive darstellende Geometrie) besprochen werden, welche entstehen,
wenn man den Begriff der projektiven Abbildung durch den viel allgemeineren
der topologischen Abbildung ersetzt. Zur genauen Durchfithrung wiren Hilfs-
mittel notig, deren Kenntnis wir dem Leser nicht zumuten kénnen. Wir be-
gniigen uns daher mit der Entwicklung der Grundgedanken und verzichten
auf die Darstellung der Beweise.

TR
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Fig. 109a Fig. 109b

Topologische Abbildung in der Ebene. In der Ebene « (Fig.709a) sei ein
Gebiet!) G gegeben. (Zum Beispiel das Innere eines Kreises oder eines Recht-
ecks.) Das Gebiet G werde nun in eine Bildebene o (Fig.7095) abgebildet.
Jedem Punkt P von G sei also ein Bildpunkt P von a zugeordnet. Diese Ab-
bildung heiBt topologisch, wenn sie stetig?) und ein-eindeutig?®) ist. Die Bild-
punkte machen eine Menge G der Ebene « aus, von der man zeigen kann, da
sie wieder ein Gebiet ist.”

1) Genaue Definition: Offene und zusammenhingende Punktmenge.

2} Genaue Definition: Einer gegen P konvergenten Folge von Punkten aus G entspricht eine
Punktfolge, welche gegen P konvergiert, und dies gilt fiir jeden Punkt P von G.

3) Genaue Definition: Zwei verschiedene Punkte von G haben auch verschiedene Bildpunkte.
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Ein Beispiel fiir eine topologische Abbildung liefert die projektive Ab-
bildung (Fig.79). Fiir G kann man dabei ein im Endlichen liegendes Gebiet
von o nehmen, welches keinen Punkt der Verschwindungsgeraden enthilt.
(Zum Beispiel das Innere des in Fig.79a gezeichneten Kreises.) Aber auch
affine und konforme Abbildungen ergeben Beispiele topologischer Abbil-
dungen.

Um von der Abbildung eine Vorstellung zu gewinnen und um eine engere
Verbindung mit den genannten Beispielen herzustellen, kann man ein karte-
sisches Koordinatensystem x, ¥ in « benutzen, dessen Nullpunkt O im Gebiet
G liegt. Die Parallelen zur x-Achse gehen bei der Abbildung iiber in Kurven
der Ebene «, welche zusammen eine Kurvenschar bilden, der wir die Nummer /
geben. Durch jeden Punkt von G geht genau eine Kurve dieser Schar I. Die
x-Achse geht speziell in eine Kurve x der Schar iiber, welche wir auch die
«Nullkurve» der Schar I nennen. Analog bilden sich die Parallelen zur y-Achse
auf die Kurven einer Schar 77 ab. (y = Bild der y-Achse = Nullkurve der
Schar I1.) Als Bild des Netzes der Koordinatenlinien der Fig.109a erhalten
wir also in Fig.109b ein Kurvenneiz, bestehend aus der Schar I und der Schar I1.
Da die Abbildung ein-eindeutig ist, kann eine Kurve der Schar I mit einer
Kurve der Schar I7 héchstens einen Schnittpunkt haben. Denn dasselbe gilt
fiir die Koordinatenlinien der Fig.109a. Zum Beispiel haben die beiden Null-
kurven nur den Bildpunkt O des Nullpunkts gemeinsam. Im Beispiel der pro-
jektiven Abbildung ist dieses Kurvennetz das Mé6biussche Netz der Fig.80b.

Weiter benutzen wir — wie in der projektiven Geometrie — Skalen auf den
beiden Nullkurven x und y. Einem Punkt auf der x-Achse mit der Abszisse x
entspricht ja vermdge der Abbildung ein Punkt der Nullkurve ¥, an welchen
wir den Wert von x als Skalenwert schreiben. In der Fig.109b wurden speziell
die Skalenpunkte mit ganzzahligen Skalenwerten eingezeichnet. Der Punkt 7
der Skala ist der Bildpunkt X des Einheitspunktes der x-Achse. Die so ent-
standene Skala ist natiirlich recht allgemein; sie hat aber die wichtigen Eigen-
schaften, stetig und monofon zu sein. Das hei8t: Durchlduft ein Punkt unsere
x-Achse im Sinne wachsender x-Werte, so durchliuft sein Bildpunkt die
Kurve x stetig und dauernd in demselben Sinn. Analog konstruieren wir die
Skala auf der Nullkurve y. Im Beispiel der projektiven Abbildung sind diese
Skalen projektive Skalen.

Die topologische Abbildung‘ist nun bestimmt, wenn man das Kurven-
netz und die Skalen auf den beiden Nullkurven kennt. Denn der Bildpunkt P
eines gegebenen Punktes P kann dann folgendermafBlen konstruiert werden.
Man zieht durch P die beiden Koordinatenlinien bis zu ihren Schnittpunkten
mit den Achsen und sucht in der Fig.109b die zu diesen Schnittpunkten ge-
horigen Skalenpunkte. Durch die beiden Skalenpunkte legt man die Netz-
kurven, welche sich dann in P schneiden. Dieses Verfahren ist die natiirliche
Verallgemeinerung der Konstruktion der projektiven Abbildung in Fig.79.

Einschrinkend ist allerdings zu bemerken, daf} es in G Punkte geben kann
(zum Beispiel Q), fiir welche die Konstruktion nicht durchfiihrbar ist, weil eine



170 Anhang: Topologische Gesichtspunkte

Koordinatenlinie das Gebiet G verli3t, bevor sie die betreffende Achse schnei-
det. Die Konstruktion gelingt jedoch fiir alle Punkte, welche in einer Kreis-
scheibe liegen, die ihr Zentrum in O hat und die ganz in G liegt. Dies geniigt uns.

Anschaulich kann man eine topologische Abbildung auch folgendermaBen
erzeugen. Man denke sich die Fig.109a auf eine in allen Richtungen beliebig
dehnbare Unterlage gezeichnet (diinne Gummihaut). Indem man diese Unter-
lage beliebig in ihrer Ebene verzerrt — ohne daB Falten oder Risse entstehen —
erhilt man ein topologisches Bild.

@

Zz
4
)
w1 J
x° |
Fig. 110a Fig. 110b

Stetige Perspektive. Der Gedanke liegt nahe, nun auch die Perspektive
(dritter Teil, §4) unter Verwendung von topologischen Begriffsbildungen zu
verallgemeinern und so zu recht allgemeinen Abbildungen eines riumlichen
Gegenstands auf eine Bildebene zu kommen. An Stelle unseres Kurvennetzes,
bestehend aus zwei Kurvenscharen in der Bildebene &, wird man eben jetzt drei
Kurvenscharen!) in einer Ebene o annehmen, welche in einem Gebiet G von &
definiert sind (Fig, 770a). Wir numerieren diese Scharen mit 7, 11, I11. Wie
oben wird man verlangen, daB zwei Kurven aus verschiedenen Scharen héch-
stens einen Schnittpunkt haben. Unter dieser Voraussetzung sagt man, die drei
Kurvenscharen bilden ein Gewebe. Man wird ferner in G einen Punkt O wihlen
und durch ihn die drei Kurven %, y, z ziehen, welche beziehlich den Scharen
I, I1, II] entstammen. Wir nennen sie wieder die Nullkurven. Endlich ist auf
jeder Nullkurve eine stetige una monotone Skala zu wihlen, so daB der Null-
strich der Skala auf O fallt. '

Diese ganze Konfiguration (ein Gewebe, drei Nullkurven, drei Skalen) stellt
nun die Verallgemeinerung unseres perspektivischen Achsenkreuzes des dritten

1) Eine genaue Definition des Begriffs « Kurvenschar» ist etwa folgendermaBen zu fassen:
Es seien «,v kartesische Koordinaten in der Ebene & und /(#,v) eine in G definierte und stetige
Funktion des Variabelnpaars #,v. Dann sei die Schar gegeben durch die Gleichung f (#,7) = const,
wobei jedem Wert der Konstanten rechts eine Kurve der Schar entspricht.
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Teils dar. Beim perspektivischen Achsenkreuz besteht das Gewebe aus drei
Geradenbiischeln (vgl. die Fuinote auf Seite 125) und die Skalen sind pro-
jektiv.

Um nun einen Gegenstand abzubilden, bezieht man ihn auf rdumliche
kartesische Koordinaten %, y, 2. Ist dann P ein Punkt des Gegenstands mit den
Koordinaten x, v, 2, so sucht man auf den drei Nullkurven die Skalenpunkte,
welche zu den drei Zahlenwerten x, y, z gehéren. Von diesen drei Skalen-
punkten ausgehend, zeichnet man dann in der Fig.110a das Bild des Ko-
ordinatenquaders, indem man die Kurven des Gewebes benutzt. (Eine zur
x-Achse parallele Kante des Quaders wird also als Kurvenbogen der Schar I
gezeichnet, analog die zur y- bzw. z-Achse parallelen Kanten als Bogen der
Schar I bzw. der Schar I11.) Falls nun das Bild des Quaders sich schlieBt,
das heiit falls die drei Kurvenbogen, welche den in P zusammenlaufenden
Quaderkanten entsprechen, durch einen Punkt P gehen, so ist P der Bild-
punkt von P.

Diese SchlieBungseigenschaft muB erfiillt sein, wenn man drei beliebige
Punkte auf den Nullkurven als Ausgangspunkte nimmt. Sie ist daher eine
Eigenschaft des Gewebes allein und hat nichts mit der Wahl der Skalen zu tun.
Ein Gewebe, in welchem die SchlieBungseigenschaft durchwegs erfiillt ist,
nennt man — aus Griinden, denen wir nicht nachgehen — ein Sechseckgewebe.
Der Hamburger Geometer W. BLASCHKE und seine Schiiler haben diesen
Sechseckgeweben zahlreiche interessante Untersuchungen gewidmet?).

Unser Ansatz zur Definition der Abbildung eines rdumlichen Gegenstands
auf die Ebene a ist also in einem Sechseckgewebe immer durchfithrbar. Diese
Abbildung kénnte man als «stetige» Perspektive bezeichnen zum Unterschied
von der «geradlinigen» Perspektive unseres dritten Teils (vgl. auch die Fig.85).

Die Analogie geht aber noch weiter. Auch die theoretischen Erginzungen
von Seite 132 lassen sich verallgemeinern. Man kann nidmlich beweisen, daB
sich die Ebene « so topologisch auf eine Ebene o abbilden 14B8t, daB unser
Sechseckgewebe in drei Scharen paralleler Geraden iibergeht (Fig.770d).
Speziell kann man nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems v, z in «
die Sache so einrichten, dafBl die Schar /7 in die Parallelen zur y-Achse und die
Schar /11 in die Parallelen zur z-Achse iibergeht. Das Bild der Schar I ist dann
ein System von Parallelen, die in Fig.110b unter 45° nach rechts oben ver-
laufend angenommen wurden. Die Nullkurven y, z sollen in die y- und z-Achse
iibergehen und die Nullkurve x in die gezeichnete Gerade x°.

Wihlen wir nun noch ein axonometrisches Achsenkreuz in der Fig.110b,
dessen Achsen auf 29, v, z liegen und dessen Einheitspunkte Y, Z von O die Ent-
fernung 1 haben, wihrend der Einheitspunkt X° beliebig ist, so erhalten wir
genau die frithere Fig.91b. Die ganze Fig. 110 kann daher als Verallgemeinerung
der Fig.91 angesehen werden.

Durch den Nullpunkt O und die Einheitspunkte X°, Y, Z ist auf jeder Achse
%%, v, z des axonometrischen Achsenkreuzes eine regelmiBige Skala bestimmt.

1) W, BrascHKE, Einfithrung in die Geometrie der Waben (Birkhiuser, Basel 1955).
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Wir iibertragen diese drei Skalen vermdge der topologischen Abbildung in die
Fig.110a. Benutzen wir die damit erhaltenen Skalen auf den Nullkurven
%, y,7des Gewebes zur Konstruktion eines stetigen perspektivischen Bildes, so
geht dieses Bild offenbar aus dem axonometrischen Bild des Gegenstands her-
vor, welches in « mit Hilfe des axonometrischen Achsenkreuzes konstruiert wer-
den kann. Diese Axonometrie ist aber eine Parallelprojektion des Gegenstands.
(Vgl. den Text zu Fig.91.) Unsere stetige Perspektive kann also erhalten wer-
den, indem man den Gegenstand auf eine Bildebene parallel projiziert und dann
dieses Bild topologisch verzerrt. Dieses Resultat ist die topologische Verallge-
meinerung der Sitze 20 und 22 unseres dritten Teils.
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Spur 221f.
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Stereographische Projektion 152ff.

Winkel 311f.

Winkelaufgaben 32
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Wulffsches Netz 156
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Teilungspunkt 112 Zweidimensionale Probleme 281f.
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Topographische Kurvenkarten 77 Zylinderflichen 58
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