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VYorwort

zur ersten und zweiten Auflage

Das vorliegende Buch gibt, wenn man von einigen wenigen Ergdénzungen
absieht, nach Inhalt und Umfang genau die Vorlesungen iiber Darstellende
Geometrie wieder, die ich seit dem Wintersemester 1953/54 an der Techni-
schen Hochschule Karlsruhe fiir die Studierenden der Mathematik und
Physik, des Maschinenbaus und der Elektrotechnik sowie des Bauingenieur-
wesens und der Architektur (im Umfang von drei Wochenstunden) ge-
halten habe. 2

Dem Manuskript des Buches lag eine Ausarbeitung meiner Vorlesungen
zugrunde, die von meinem friitheren Assistenten, Herrn Oberstudiendirektor
Dr. rer. nat. ERWIN STEINBACHER, stammt. Von ihm stammen auch einige
erginzende Bemerkungen, wie die einfache Herleitung einiger Schmiegkreis-
formeln, sowie die nach dem Vorbilde meiner Tafelzeichnungen angefertigten
Bleistiftzeichnungen der meisten Bilder. Die Tuschezeichnungen hat fiir die
1. Auflage Herr cand. ing. PauL SPINDLER in sehr gewandter und sach-
kundiger Weise ausgefiihrt. Die 34 verbesserten und 11 ergédnzten Bilder
der 2. Auflage hat Herr cand. mach. PETER HorMaNN gezeichnet. Ich
moéchte den genannten Herren hier fiir ihre gewissenhafte Hilfe herzlich
danken.

Obgleich das Buch Vorlesungen wiedergibt, die hauptsichlich vor
Technikern gehalten wurden, hat es sich auch fiir Studenten der Mathe-
matik und Physik {besonders fiir die Kandidaten des héheren Lehramtes)
an Universitdten als geeignet erwiesen; vor allem wohl deswegen, weil
ich mich an vielen Stellen bemiiht habe, den mathematischen und geo-
metrischen Kern des Gegenstandes deutlich hervortreten zu lassen. Vielleicht
trigt das Buch durch diese Haltung dazu bei, dem Fache Darstellende
Geometrie,das an vielen Universitéiten leider recht stiefmiitterlich gepflegt
wird, den so notigen Auftrieb zu verschaffen.

Ich méchte nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, daB in den Vorlesungen
selbst neben den Tafelzeichnungen viele Modelle vorgewiesen werden,
welche dem Lernenden die réumliche Anschauung der geometrischen
Fragen erleichtern. Auf ihre bildliche Wiedergabe muBlte verzichtet wer-
den. Eine moderne Vorlesung iiber Darstellende Geometrie arbeitet auBer-
dem noch in erheblichem Umfange mit der Projektion von Dia-
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positiven, einerseits, um die Tafelzeichnungen durch Klarbilder der
entworfenen Figuren und der dargelegten Konstruktionen zu erginzen,
andererseits, um die Fertigkeit im Lesen von Konstruktionszeichnungen zu
schulen.

Es ist der Hauptzweck einer Vorlesung, dem Verstindnis des Gegen-
standes den Weg zu bereiten. Die Anwendung ist hauptsichlich Doméne
der Ubungen, deren Objekte dann zweckmiBig dem speziellen Studien-
gebiete der Studenten (Maschinenbau, Bauwesen usw.) zu entnehmen sind.
Auch diese, dem Interessenkreise des jeweiligen Faches angepaBten Ubungen
sowie geeignete theoretische Aufgaben bilden einen wesentlichen Teil der
Ausbildung in der Darstellenden Geometrie.

Um den inneren Zusammenhang der Darstellenden Geometrie und der
Geometrie iiberhaupt mit den analytischen Disziplinen der Mathematik
zu betonen, habe ich auch die analytische Behandlung des Gegenstandes
und die komplexen Elemente in gewissem Umfange herangezogen. Ichhoffe,
dadurch sowohl dem Techniker als auch dem Mathematiker zu zeigen,
daB beide Betrachtungsweisen, die geometrische und die analytische,
einander in hervorragender Weise unterstiitzen und ergéinzen. Jede hat
zugleich ihre Vorziige und ihre Schwichen, die schon CarL FriepricH
Gauss, der ,,princeps mathematicorum*’, in seiner Besprechung der ,,Géo-
métrie descriptive (nouvelle édition)** von GAsPARD MoNGE (1813) sehr klar
wie folgt erldutert hat: ,,Man hat vor allem die Untersuchung der Raum-
geometrie lieber mit Hilfe der Analyse (analytischen Geometrie) behandelt,
und sie so gleichsam der Geometrie entzogen, welche sich nur der unmittel-
baren Anschauung bedient. Es ist auch nicht zu leugnen, daB8 die Vor-
ziige der analytischen Behandlung vor der geometrischen, ihre Kiirze,
Einfachheit, ihir gleichférmiger Gang und besonders ihre Allgemeinheit
sich gewohnlich um so entschiedener zeigen, je schwieriger und verwickel-
ter die Untersuchungen sind. Inzwischen ist es doch immer von groBer
Wichtigkeit, daB auch die geometrische Methode fortwihrend kultiviert
werde. Abgesehen davon, daB sie doch in manchen einzelnen Fillen un-
mittelbarer und kiirzer zum Ziel fithrt als die Analyse, besonders, wenn
diese nicht mit Gewandtheit gehandhabt wird, dann eine ihr eigentiim-
liche Eleganz hat, wird sie auch besonders in formeller Hinsicht und beim
frithen jugendlichen Studium unentbehrlich bleiben, um Einseitigkeit zu
verhiiten, den Sinn fiir Strenge und Klarheit zu schirfen und den Ein-
sichten eine Lebendigkeit und Unmittelbarkeit zu geben, welche durch
die analytischen Methoden weit weniger befordert, mitunter eher ge-
fihrdet werden.
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Indem wir uns dieser Gaussschen Auffassung anschlieBen, wollen wir
,,analytische® und ,geometrische* Methoden stets dort verwenden, wo
dies vom heutigen Standpunkt aus zweckmiBig ist, dabei aber, wenn irgend
moglich, der ,,geometrischen Methode den Vorzug geben, wie dies fiir
ein Lehrbuch der Darstellenden Geometrie von vornherein natiirlich und
angemessen ist.

In Vorlesungen ist es meist zweckmiBig, gewisse héhere Dinge bei wieder-
holtem Auftreten von neuem auseinanderzusetzen und nicht einfach als
allgemein bekannt vorauszusetzen. Damit erklirt sich, daB einige schwie-
rigere Gegenstinde auch in der vorliegenden Wiedergabe meiner Vorlesun-
gen in neuem Zusammenhang wiederholt dargestellt werden. Aus der Ent-
stehung als Niederschrift von Vorlesungen erklirt sich auch die stets sehr
genaue Begriindung und ausfiihrliche Beschreibung aller Konstruktionen,
welche auch dem Leser ermoglichen soll, das Entstehen der zahlreichen
Figuren bis ins letzte zu verfolgen. Nicht ein moglichst kurzes, sondern
ein moglichst verstindliches Lehrbuch der Darstellenden Geometrie sollte
durch diesen engen AnschluBl an die Vorlesungen geboten werden, das dem
Lernenden den Zugang zu der neuen Wissenschaft méglichst erleichtert.
Es bleibt dem Leser fiir eigene Gedanken dann immer noch geniigend
Spielraum.

Die zweite Auflage enthilt neben vielen kleineren Verbesserungen des
Textes und der Bilder auch einige Erginzungen, von denen hier nur der
SchnellriB der Kugel erwihnt sei. Fiir ihre Mithilfe bei der Vorbereitung
der zweiten Auflage habe ich besonders Herrn Akademischen Rat WoLFeANG
GrIiMM, ferner Herrn Oberstudienrat im Hochschuldienst WERNER KLEPPER
und Herrn Kollegen Dr. rer. nat. WaLTeR O. VoaEiL (Hannover) zu danken.

Dem bewiihrten Verlag Vandenhoeck & Ruprecht und seinen Mitarbeitern
danke ich fiir manches freundliche Entgegenkommen und ihr stets be-
reitwilliges Eingehen auf meine Wiinsche.

Karlsruhe, Friihjahr 1900 KarL STRUBECKER
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I
Abbildungsverfahren

1. Aufgabe der Darstellenden Geometrie

Die Darstellende Geometrie ist, nach der Erklirung von GaspArRD MoNGE1),
die Lehre der exakten Methoden, die es ermoglichen, dreidimensionale Raum-
gebilde auf einer zweidimensionalen Bildebene darzustellen und ridumliche
Fragen in der Ebene auf konstruktiv-geometrischem Wege zu losen.

Historisch rein praktischen Zwecken, vor allem der Technik (Baukunst,
Feldmessung, Schiffsbau, Maschinenkunde), aber auch der Astronomie
(Abbildung der scheinbaren Himmelskugel), der Geographie (Karten-
projektion) und der Malerei (Perspektive) entwachsen, ist die Darstellende
Geometrie heute zuniichst eine der Grundwissenschaften der Technik. Ist,
wie (GaspaARD MoNGE gesagt hat, die zeichnerische Darstellung durch
exakte Abbildungen (Pline) die Sprache des Technikers, so kann man

1) GaspPARD MONGE (geb. 1746 in dem Weinhandelsstidtchen Beaune, gest. 1818 in
Paris) wird als der eigentliche wissenschaftliche Begriinder der Darstellenden Geo-
metrie bezeichnet. Das Bauwesen besaf schon vor MONGE (besonders im Festungsbau,
Strafenbau, Briickenbau und Steinbau) ziemlich bedeutende darstellend-geometrische
Kenntnisse. Die von den einzelnen Fichern angewandten Methoden waren aber meist
nur auf den jeweiligen besonderen Zweck zugeschnitten und lieBen einheitliche all-
gemeine Ideen vermissen. Es war das Verdienst von G. MONGE, diese {iberkommenen
Methoden zu einem einheitlichen System mit streng mathematischem Aufbau ver-
kniipft und erweitert zu haben. Anfangs militirisches Geheimnis, durften seine iiber
die neue ,,géométrie descriptive** zucrst an der Pariser Ecole Normale, spiter an der von
ihm geleiteten Heole Polylechnigue gehaltenen Vorlesungen erst 1795 verdffentlicht
werden. Wir werden diese MoONGEsche Methode unten als Grund- und AufriBverfahren
in moderner Gestalt ausfiihrlich kennenlernen.

DaB man lange vor MONGE von dem Zusammenwirken von Grund- und Aufri8 schon
ziemlich gewandt Gebrauch zu machen wuBte, zeigt das 1525 und 1538 in Niirnberg
(lateinisch 1532 in Paris) erschienene Biichlein von ALBRECHT DURER (1471—1528,
Nirnberg) iiber die ,,Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit in Linien,
Ebenen und ganzen Korpern*, von dem manche Figuren auch heute noch in den ein-
fiuhrenden Lehrbiichern der Darstellenden Geometrie wiederkehren. Die hauptsich-
liche Bedeutung der ,,Unterweisung* DURERs liegt allerdings darin, der Verbreitung
der Perspektive, die DURER aus Italien mitbrachte, gedient zu haben.

7311 Strubecker, Geometrie 1



2 I. Abbildungsverfahren

mit EMiL MULLER!) die Darstellende Geometrie auch als seine Sprach-
lehre bezeichnen.

Sowohl der reinen als auch der angewandten Mathematik hat die Dar-
stellende Geometrie seit den Zeiten von MoNGE weit iiber ihren urspriing-
lichen methodischen Inhalt und praktischen Zweck hinaus wiederholt die
natiirlichen Grundlagen und Hilfsmittel zur Entwicklung einiger wichtiger
Zweige geboten. So sind z. B. sowohl die affine Geometrie und die projek-
tive Geometrie als auch die Nomographie, Photogrammetrie und die Lehre
von den Kartenprojektionen Kinder der Darstellenden Geometrie.

Fiir den schoépferischen Ingenieur und Architekten, fiir den das geplante
Werk anfangs nur im Geiste existiert, aber auch fiir den Mathematiker
und Physiker ist die Beschiftigung mit der Darstellenden Geometrie zu-
gleich die beste Schule seines rdumlichen Denkens und geometrischen
Vorstellungsvermégens. Fiir den Techniker und den Mathematiker ist
es iiberdies nach einem Worte von FELIX KLEIN?) ,eine ebenso wiirdige
Aufgabe, richtig zu zeichnen wie richtig zu rechnen*. In gleichem Sinne
empfiehlt schon CARL FRIEDRICH GAUss?) die Darstellende Geometrie als
eine ,kriftige Geistesnahrung zur Belebung und Erhaltung des echten
(in der Mathematik der Neueren sonst manchmal vermiBten) geometrischen
Geistes*.

1) EMiL MULLER (geb. 1861 in Landskron/Bohmen, gest. 1927 in Wien), Prof.
a. d. Techn. Hochschule in Wien, war der bedeutendste Vertreter der ,;Wiener Schule*
der Darstellenden Geometrie. Man verdankt seinem Wirken vor allem den neuen
Aufschwung der Darstellenden Geometrie durch ihre Weiterentwicklung im Sinne
der héheren Geometrie, insbesondere den AnschluB an die grundlegenden Ideen des
»»Erlanger Programms* von FeLix KLEIN.

2) Ferix KLEIN (geb. 1849 in Diisseldorf, gest. 1925 in Gottingen) war 1872 (mit
23 Jahren) Ordinarius in Erlangen, danach in Leipzig, Miinchen und Goéttingen.
Durch Aufstellung des Gruppenbegriffes als Ordnungsprinzip der Geometrie (in
seinem beriihmten ,,Erlanger Programm‘‘) hat KLEIN der vorher zersplitterten geo-
metrischen Wissenschaft die klare, moderne Richtung gegeben und ikr damit in allen
ihren Teilen die Bahn zu einem ungeahnten Aufschwung gewiesen.

3) C. F. Gauss (geb. 1777 in Braunschweig, gest. 1855 in Géttingen), der ,,princeps
mathematicorum*, hat Unsterbliches geleistet in der Zahlentheorie, der Analysis,
der angewandten Mathematik, der Astronomie, vor allem auch in der Geometrie.
So entdeckte Gavss 1796 im Alter von 19 Jahren die Tatsache, daB man einem Kreise
auch das regelmiBige 17-Eck mit Zirkel und Lineal (in einer endlichen Anzahl von
Konstruktionsschritten) einbeschreiben kann; Gauss ist auch der Entdecker der
nichteuklidischen Geometrie und der Begriinder der neueren Flichentheorie. Das
obige Zitat findet sich in einer Besprechung der ,,Géoméirie descriptive* von Gas-
PARD MoxNGE in den Gottinger gelehrten Anzeigen vom 31. Juli 1831 (vgl. C. F. Gauss,
Werke IV, 359/360).
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Das zuerst der Darstellenden Geometrie entnommene und dann die neuere
Geometrie so sehr befruchtende allgemeine Abbildungsprinzipl) erstreckt
seine gedankliche Wirkung iiber alle Zweige der Mathematik, z. B. auch
iiber die Mengenlehre (in der etwa zwei Mengen I und N gleichméchtig
heiBen, wenn man ihre Elemente M und N in beiderlei Sinn eindeutig
[oder ein-eindeutig] aufeinander abbilden kann). Von besonderer Wichtig-
keit sind stets Abbildungen wesensverschiedener Mengen- und Begriffs-
bildungen aufeinander; z. B. besteht die Wurzel der Analytischen Geometrie
der Ebene in einer Abbildung der Punkte der Ebene auf die geordneten
Paare von Zahlen des Zahlenkontinuums, und das Wesen der sogenannten
geometrischen Funktionentheorie ruht in der Abbildung des Werteverrats
einer komplexen analytischen Funktion auf die Punkte einer gewissen RiE-
manNschen Fliche. Von dem allgemeinen Abbildungsprinzip macht man
iiber den engen Rahmen der Mathematik hinaus in allen Naturwissenschaften
ausgiebig Gebrauch, wenn man Analogien zwischen zwei verschiedenen
Erscheinungsgebieten aufstellt (z. B. die bekannten Analogien zwischen
mechanischen und elektrischen Erscheinungen usw.).

An das Bild eines riumlichen Gegenstandes kann man zwei Forde-
rungen stellen:

1. Das Bild soll méglichst anschaulich sein, d. h. es soll im Beschauer
eine moglichst genaue Vorstellung des Raumobjektes erwecken.

2. Das Bild soll maglichst mafgetrew sein, d.h. Lingen und Winkel
des raumlichen Objektes sollen moglichst leicht in ihrer wahren GréBe
aus dem Bild entnommen oder in das Bild eingetragen werden konnen.

Um Anschaulichkeit zu erreichen, mufl man durch das Abbildungs-
verfahren den (eindugigen, monokularen) SehprozeB, &hnlich dem foto-
grafischen Verfahren, méglichst genau nachahmen. Vollkommene Ma8-
treue kann nur ein zum rdumlichen Objekt &hnliches Modell aufweisen.
Die Abbildung eines dreidimensionalen Gegenstandes auf eine zweidimen-
sionale Fliche ist zwangsweise wegen des Dimensionsverlustes mit Verlust
an Maftreue in mindestens einer Richtung verbunden. Die MafBtreue
hingt auBer von der Wahl eines geeigneten Abbildungsverfahrens auch noch
von der Lage des Raumobjektes zur Bildebene ab.

1) Eine ausfiihrliche Untersuchung der allgemeinen wissenschaftstheoretischen
Funktion des Abbildungsprinzips findet man in der sehr lesenswerten Rektoratsrede
von EMiL MULLER, ,,Das Abbildungsprinzip** Jahresbericht Deutsch. Math. Ver-
einigung 22 (1914) S. 44--59.

1*
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2. Zentralprojektion

Als genaueste Nachahmung des Sehprozesses liefert die Zentralprojek-
tion oder Perspektive die anschaulichsten Bilder. Dabei wird der rdum-
liche Gegenstand aus einem im Endlichen liegenden Punkte O, dem Pro-
jektionszentrum (Auge oder Augpunkt), durch Projektionsstrahlen (Sehstrah-
len) auf eine Bildebene n projiziert (Fig. 1). Das Auge O soll dabei nicht
in der Bildebene n liegen,
sondern soll von =z einen
bestimmten  Lotabstand
OH =+ 0 besitzen. Das da-
bei in 7 entstehende ebene
Bild heiBt Zentralrif (Zen-
tralbild oder perspektives
Bildy des Gegenstandes.

Jedem vom Projektions-
zentrum O verschiedenen
Punkt P entspricht dabei
genau ein eigentlicher (d. h.
im Endlichen gelegener)

Punkt P°¢in der Bildebenen

Fig. 1. Zentralprojektion (Perspektive) eines Punktes P .
und elner Geraden g aus dem Zentrum (Auge) O auf als ZentralriB, sofern P
die Bfldebene » mit Blldspurpunkt G = G°, Verschwin- picht der Parallelebene 7
dungspunkt G, und Fluchtpunkt G¢, der Geraden . v
zu ; durch O angehért.
Schreibt man jeder Geraden einen uneigentlichen Punkt oder Fern-
punkt zu, der durch ihre Richtung dargestellt wird, dann hat auch jeder
Punkt G, in der Parallelebene m, zu .x durch O genau einen Zen-
tralriB G¢, nimlich den Fernpunkt des zu = parallelen Projektionsstrahls
[OG.]. Man nennt die Ebene m, die Verschwindungsebene der Zentral-
projektion, weil ihre Punkte G, Zentralbilder G haben, die im Unend-

lichfernen (in der Richtung Od:) verschwinden.

Jeder Geraden g, die nicht durch O geht (Fig. 1), entspricht als Zentralrif3
in » wieder eine Gerade g°. Insbesondere hat jede Gerade, die in der Ver-
schwindungsebene n, liegt, als Zentralri} die Ferngerade der Bildebene x,
die die Fernpunkte aller zu n parallelen Projektionsstrahlen umfaBt. Die
Zentralprojektion ist somit eine geradentreue Abbildung. Der Zentralri3 g¢
von g entsteht als Schnitt der projizierenden Ebene (Sehebene) der Geraden g,
d.h. der durch O und g bestimmten Ebene [Og] mit der Bildebene n. Die
Gerade g durchstoBt die Bildebene in einem (eigentlichen oder uneigent.
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lichen) Punkt G = G¢, der sein eigenes Bild ist. Er heilt Spurpunkt der
Geraden g auf der Bildebene n» oder Bildspurpunkt von g. Der Fern-
punkt G, von g hat i.a. einen eigentlichen Zentralri8 Gf, der Fluchipunkt
der Geraden g heiBt. Er wird von dem zu g parallelen Sehstrahl [OG,] aus
der Bildebene ausgeschnitten. Der Fluchtpunkt einer Geraden g ist demnach
das Zentralbild des Fernpunktes der Geraden.

Spurpunkt und Fluchtpunkt sind ausgezeichnete Punkte des Bildes g°
der Geraden g, die zum bequemen Festlegen des Zentralrisses g° von g
dicaen kénnen. Der Punkt G,
der Geraden g, dessen Bild &
der Fernpunkt von g° ist, wird
als der Verschwindungspunkt
von g bezeichnet. Der Ver-
schwindungspunkt G, der Ge-
raden g ist der Schnittpunkt
von g mit der Verschwindungs-
ebene 7,.

Nach Fig. 1 bilden der Aug-
punkt O, der Verschwindungs-
punkt G, der Bildspurpunkt @ pig. 2. Hauptsatz der Perspektive: Parallele Ge-
und der Fluchtpunkt G: der raden g ||k haben denselben Fluchtpunkt F¢

. . (Blldpunkt fhres gemeinsamen Fernpunktes ¥)
Geraden g die Ecken eines

Parallelogrammes. Daraus folgen die beiden Vektorgleichheiten:

—— -

(1) 06 = 6,6, 06, =GG.

Parallele Geraden g und b haben dieselbe Richtung (Fig. 2); wir sagen be-
quemer, sie haben denselben Fernpunkt F1). Daher konvergieren ihre
zentralperspektiven Bilder g° und A4° in einem Punkte, ndmlich in dem ge-
meinsamen Fluchtpunkt F° von ¢ und k. Parallele Geraden besitzen somit
denselben Fluchtpunkt.

) Schon JonaNNEs KEPLER (1571—1630) spricht (1604) davon, daB parallele
Geraden sich ,,im Unendlichfernen** schneiden. Aber erst GIRARD DEsaRGUEs (1593
bis 1662) fiihrt die ,,unendlichfernen Punkte* wirklich als Schnittpunkte paralleler
Geraden ein, in seinem fiir die Entwicklung der Darstellenden und Projektiven Geo-
metrie bedeutungsvollen ,,Brouillon projet d'une alleinte auz événements des remcon-
tres d’un cone avec un plan‘ (Paris 1639, deutsch von M. ZacHarias, Leipzig 1922,
Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 197). Der kurze Name ,Fern-
punkt® stammt von GeruARD KowaLkwski (1933%). Den Namen ,,Fluchtpunkt hat
FUIDO SCHREIBER (1839) ecingefithrt, den Namen ,, Verschwindungspunkt'* WILHELM
FiepLer (1875).



6 I. Abbildungsverfahren

Dieser grundlegende ,,Satz vom Fluchtpunkt oder ,,Hauptsatz der Per-
spektive’ stammt von den Malern der italienischen Renaissance (15. Jahr-
hundert) oder ist zumindest von diesen neu entdeckt worden. In Deutsch-
land wurde er von ALBRECHT DURER (1471—1528), der ihn in Ttalien kennen-
lernte, in seinen Bildern angewandt und in seiner ,,Unterweisung der Messung
mit dem Zirkel und Richtschest* neben anderen grundlegenden Konstruk-
tionen der Darstellenden Geometrie fiir seine Zeitgenossen gelehrt.

3. Parallelprojektion

LaBt man (Fig. 3) das Projektionszentrum O in beliebiger (jedoch nicht
zur Bildebene n paralleler) Richtung ins Unendliche riicken, wihlt man
also als Projektionszentrum
einen beliebigen Fernpunkt,
der nur nicht auf der Fern-
geraden der Bildebene liegt,
so geht das Biindel der Seh-
strahlen durch O in ein
Parallelbiindel iiber. An die
Stelle des eigentlichen Pro-
jektionszentrums O tritt eine
feste Projektionsrichtung p. Da
nunmehr das rdumliche Ob-
jekt durch parallele Sehstrah-

Fig. 3. Parallelprojektion (SchriégriB8) elner geraden len auf die Bildebene 7 ab-
Punktrelhe aus dem Fernpunkt O auf die Bild- gebildet wird, heiBt das Ab-

ebel;fur:’l;terlzn;:: l?;r:azmg:;: Tj’gf’r,’l?f‘fj",;ﬁ°;,)d“" bildungsverfahren  Parallel-

projektion und das dabei ent-
stehende Bild ein Parallelriff des Raumgegenstandes. Diese Projektions-
richtung p (Sekrichtung, Sehstrahlrichtung) ist in Fig. 3 und den folgen-
den Figuren die Gegenrichtung zur Richtung des Fernpunktes O.

Fallen die Projektionsstrahlen p schrig auf die Bildebene x auf, so spricht
man von allgemeiner oder schiefer Parallelprojektion oder auch vom Schrig-
riffverfahren. Das dabei gewonnene Bild heillt ein Schréigrif oder eine schiefe
Projektion des Objektes. Auch bei einfachster lLage des abzubildenden
Objektes gegen die Bildebene entstehen beim Schrigrilverfahren anschau-
liche Bilder, die auch maBtreu sind, soweit Strecken und Winkel zur Bild-
ebene 7 parallel liegen. Man verwendet daher Schrigrisse gern zur raschen
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Anfertigung von anschaulichen Handskizzen rdumlicher Objekte. Alle
unsere anschaulichen Bilder sind solche Schrégrisse.

Fallen die Projektionsstrahlen p normal (senkrecht) zur Bildebene =
ein, dann erhidlt man (als wichtigsten Sonderfall der allgemeinen Parallel-
projektion) die normale Parallelprojektion oder kurz die Normalprojektion.
Das zugehdrige Bild heifit ein Normalrif des rdumlichen Objekts. Der
NormalriB ist weitgehend maBtreu, ndmlich firr alle zur Bildebene » par-
allelen Figuren; er ist aber auch fiir andere Lagen des Objektes konstruktiv
besonders handlich. Normalrisse sind deshalb vor allem geeignet als Kon-
struktionszeichnungen in der technischen Praxis. Freilich sind solche
Konstruktionspline oft wenig anschaulich, und es verlangt eine gut ent-
wickelte Raumanschauung, sie richtig zu lesen.
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4. Invarianten der Parallelprojektion

Der SchrigriB P’ eines beliebigen Raumpunktes P ist nach 3. jener
Punkt, in dem der zur Projektionsrichtung p parallele Sehstrahl durch P
die Bildebene x trifft (Fig. 3). Eine beliebige Gerade g im Raum, deren Rich-
tung von der Projektionsrichtung abweicht, hat als Schrigbild in 7 wieder
eine Gerade g’. Die untereinander parallelen Sehstrahlen durch g erfiillen
niamlich eine Ebene, die Sehebene oder projizierende Ebene durch g, und diese
schneidet die Bildebene in einer Geraden, der Spurgeraden g’ der Seh-
ebene auf der Bildebene 7.
Der (eigentliche oder uneigent-
liche) Spurpunkt G der Ge-
raden g, in dem g die Bild-
ebene n durchstoft, ist sein
eigener SchrigriB3; durch ihn
geht deshalb auch das Schriag-
bild g° der Geraden g.

Liegt der Raumpunkt P

T A auf 1er Raumgeraden g, dann

Fig. 4. Parallelprojektion elner zur Bildebene = liegt auch der Bildpunkt P

parallelen Geraden g auf der Bildgeraden ¢’. Diese

Lageneigenschaft des Inein-

anderliegens, das Inzidieren zwischen Punkten und Geraden, bleibt bei
Parallelprojektion unverdndert erhalten; mit anderen Worten, es gilt

Satz L: Die Parallelprojektion ist eine geradentreue Abbildung. Die Inzidenz
zwischen Punkten wnd Geraden ist eine Invariante der Parallelprojektion.

Gibt es auch Mafbeziehungen, die bei Parallelprojektion unverindert
erhalten bleiben ?

Es sei 4B eine beliebige Strecke auf einer zur Bildebeue s parallelen
Geraden g (Fig. 4). Dann ist der ParallelriB ¢’ von g zu g parallel, da der
Spurpunkt von g auf 7 der Fernpunkt von ¢ ist. Andererseits sind auch
die Projektionsstrahlen [4.4'] und [ BB'] zueinander parallel, so daB die
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Punkte 4, B, A’, B’ ein Parallelogramm bilden. Daher ist die Bildstrecke
A'B’ gleich der Originalstrecke AB.

Sind weiter (Fig. 5) die Schenkel a, b eines Winkels ¢ zur Bildebene =
parallel, dann ist o’ /e, b'|b, und die Bilder ', b’ schlieBen denselben Winkel
@ ein wie a und b. Also gilt:

Satz 2: Strecken und Winkel und damit beliebige ebene Figuren, die in
einer zur Bildebene n parallelen Ebene liegen, werden bei Parallelprojektion
auf 7 kongruent abgebildet.

Bei beliebiger Lage gegen
die Bildebene # wird eine
Strecke 4 B im Schrigbild i.a.
verzerrt, d. h. verkleinert oder
vergrofert wiedergegeben.
Ebenso erfihrt ein Winkel,
dessen Ebene zur Bildebene
nicht parallel ist, bei Parallel- - b

eine Ver-

projektion 1i. a.
zeTrung.

Es gibt jedoch auBer den
zur Bildebene # parallelen Ebenen noch eine weitere ausgezeichnete
Schar untereinander paralleler Ebenen z*, die mit allen in ihnen liegen-
den Figuren kongruent auf die Bildebene z projiziert werden. Spiegelt
man ndmlich die Bildebene & an einer be-
liebigen Normalebene ¢ zur Projektions-
richtung p in die Lage n* (Fig. 6), dann
hat jede in einer solchen Ebene n* liegende
Figur in 7 ein kongruentes Bild. Also gilt

Satz 3: Strecken und Winkel und damit
beliebige ebene Figuren werden ber Parallel-
projektion auch dann kongruent abgebildet,
wenn sie in einer Ebene n* liegen, die zur
Bildebene n beziiglich einer Normalebene o 71 A

Fig. 5. Parallelprojektion elnes zur Blldebene =
parallelen Winkels ¢ In elnen glelchgroBen Winkel

N\ #

der Projektionsrichtung p symmetrisch ist.

YVon den beiden genannten Sonderfillen
abgesehen, wird bei Parallelprojektion eine
Strecke AB im Bilde verzerrt dargestellt.
Die metrische Eigenschaft einer Strecke,

Fig. 6. Die Parallelprojektion einer
Ebene n*, die zur Bildebene n be-
ziiglich dei Normalebene ¢ der Seh-
strahlen p symmetrisch ist, ergibt
in a* und ~ kongruente Figuren

eine bestimmte Liénge zu besitzen, bleibt bei Parallelprojektion nicht er-
halten. Nimmt man jedoch (Fig. 3) auf der (beliebig orientierten) Triger-
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geraden g zu 4 und B noch einen dritten Punkt P hinzu mit dem Bild-
punkt P’ auf ¢’, so gilt fiir die gerichteten Strecken auf g und g’ nach

dem Strahlensatz:
AP _ AP
(1) ﬁ ~ BP"

Dieses Streckenverhiltnis nennt man das Teilverhiltnis der drei Punkte
A, B, P (in dieser Reihenfolge) oder genauer das Teilverhiltnis des Punktes
P beziiglich der Punkte A und B und schreibt dafiir

AP
(2) BP— (AB- P).

Damit kénnen wir sagen:

Satz 4: Das Teilverhiltnis von drei Punkten einer Geraden bleibt bei
Parallelprojektion erhalten, es ist eine Invariante gegeniiber Parallelprojek-
tion:

(3) (A4B.-P)=(A'B'- P)).

Das Vorzeichen des Teilverhiltnisses des Punktes P beziiglich der Punkte

A und B gibt iiber die Lage von P zu 4 und B AufschluB. Liegt P auBer-

9
A 8 P g A P 8

(AB.P)>0 (AB.P)<0

Fig. 7. Teilverh#iltnis (4B - P) = ‘;—i von drei Punkten 4, B, P einer Geraden. Dabei ist

(4B P} >0, wenn P auBilerhalb 4B liegt, (4B - P) < 0, wenn P innerhalb 4B liegt

halb der Strecke 4B, so haben die Strecken AP und BP denselben Sinn,
liegt P innerhalb AB, so haben AP und BP verschiedenen Sinn. Also
gilt (Fig. 7)

@ (AB- P)> 0, wenn P auflerhalb AB, und

(AB- P) < 0, wenn P innerhalb AB liegt.
Insbesondere gilt:
(AB- P)= —1, wenn P der Mittelpunkt von AB ist, und

(AB- P) > + 1, wenn P gegen den Fernpunkt der Triger-
geraden g strebt.

(%)

Aus der Invarianz des Teilverhiltnisses ergibt sich somit:

Satz b: Der Mittelpunkt einer Strecke bildet sich bei Parallelprojektion
in den Mittelpunkt der Bildstrecke ab.

Da der Fernpunkt einer Geraden durch das (invariante) Teilverhiltnis
+ 1 gekennzeichnet ist, gilt weiter:
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Satz 6: Der Fernpunkt einer Geraden bildet sich ber Parallelprojektion
in den Fernpunkt der Bildgeraden ab.

Zwei parallele Geraden g und % haben denselben Fernpunkt. Sein Bild
ist ebenfalls ein Fernpunkt, und daher sind die Bildgeraden g’ und 4’ eben-
falls parallel, d. h. es gilt

Satz 7: Parallele Geraden 0 g
haben parallele Schrigrisse; P s
oder: auch der Parallelismus \(

von Geraden ist eine Invari-

ante bei Parallelprojektion. M
Diese wichtige Tatsache

folgt auch unmittelbar aus y g

Fig. 8. Die zueinander par- T

allelen Geraden g und A wer-
B . . Fig. 8. Parallele Geraden g || 2 haben parallele
den bei Parallelprojektion Schragrisse g’ || A’

durch parallele Sehebenen ¢
und y auf die Bildebene z projiziert. Die Spurgeraden g’ und A’ dieser
Sehebenen sind daher ebenfalls zueinander parallel.

S. Der Satz von Desargues

In der Ebene o liege das Dreieck mit den Eckpunkten 4, B, C und den
Seiten a, b, c. Durch parallele Sehstrahlen werde es auf eine zweite Ebene
¢’ in das Dreieck 4', B, C’
mit den Seiten a’, b, ¢’
projiziert (Fig. 9). Die bei-
den Dretecke sind dann in
parallelperspektiver  Lage.
Die Seiten a, b, ¢ des Drei-
ecks in der Ebene o treffen
die Schnittgerade s der
Ebenen ¢ und ¢’ in den
Spurpunkten %, B8, €. Da
die Seiten a', b’, ¢’ des
Dreiecks in der Ebene o’
die Schrigrisse von a, b, ¢
sind, gehen auch a’, ¥, ¢’
durch die Punkte A bzw.
B bzw. €. Entsprechende

Fig. 9. Satz von DESARGUES iiber paraitelperspektive
Dretecke



12 11. Parallelprojektion und perspektive Affinitdt

Seiten der beiden Dreiecke schneiden sich also paarweise auf der Schnitt-
geraden s der Ebenen ¢ und ¢’. Diese Gerade s heilt die Perspektivitdts-
achse oder die Desarguessche Achse der beiden parallelperspektiv auf-
einander bezogenen Dreiecke. Daraus folgt der

Satz von Desargues (1648) iiber parallelperspektive Dreiecke: Sind
zwet Dreiecke parallelperspektiv aufeinander bezogen, so schneiden sich
entsprechende Seiten der beiden Dreiecke paarweise tn drei Punkten einer
Geraden, der Desarguesschen Achse der beiden parallelperspektiven
Dresecke.

Projiziert man die in Fig. 9 dargestellte riumliche DEsSARGUESsche
Konfiguration durch Parallelprojektion in eine beliebige Ebene 7 (man
denke sich die Umrahmung der beiden Ebenen ¢ und ¢ weggewischt),
dann bleibt die parallelperspektive Lage zwischen den beiden Dreiecken
(ABC)und (4'B’'C’) bestehen, und entsprechende Dreiecksseiten schneiden
sich nach wie vor auf der Achse 8. Der Desarguessche Satz gilt also auch
dann, wenn die beiden parallelperspektiven Dreiecke in der gleichen Ebene
liegen,; er ist also auch ein Satz der ebenen Geometrie.

Der nach GIRARD DEsARGUES (1593—1662) benannte Satz ist ein Schlie-
Pungssatz: Hat man in Fig. 9 auBer dem Dreieck (4 BC) und der Achse s
einen Punkt (etwa C’) des Bilddreiecks (und damit die Projektionsrichtung
p=[CC’]) gewithlt, dann ist der zweite Eckpunkt A’ als Schnitt des
Projektionsstrahls durch 4 mit der Seite b’ = [C'8] bestimmt und ebenso
B’ als Schnitt des Projektionsstrahls durch B mit der Seite a’ = [C'¥].
Jetzt schlieft sich die Figur: Nach dem DEsarguisschen Satz treffen
sich die Seiten ¢’ =[4’ B’'] und ¢ =[4 B] im Punkt € der Achse s.

6. Perspektive Affinitiit

Zwei Ebenen ¢ und ¢’, die sich in der Geraden s schneiden, seien durch
parallele Projektionsstrahlen p parallelperspektiv aufeinander abge-
bildet (Fig. 10). Eine solche geometrische Verwandtschaft zwischen den beiden
Ebenen nennt man eine perspektiv affine Verwandtschaft oder eine per-
spektive Affinitit. Die untereinander parallelen Projektionsstrahlen, die
Punkt fiir Punkt die Verwandtschaft zwischen den beiden Ebenen herstellen,
heilen Affinititsstrahlen, ihre Richtung p heiBt Affinititsrichtung und die
Schnittgerade s der beiden perapektiv affin aufeinander bezogenen Ebenen
Affinititsachse. Jedem Punkt P der einen Ebene o entspricht in der Affi-
nitit genau ein Punkt P’ der zweiten Ebene ¢’, und umgekehrt hat jeder
Punkt P’ von ¢’ genau einen Partner P in o, d.h. es gilt
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Satz 1: Die perspektive Affinitit ist eine umbkehrbar eindeutige oder eine
ein-eindeutige Punktverwandtschaft zwischen zwei Ebenen.

Aus den Eigenschaften der Parallelprojektion folgen die von JOHANN
HemwricH LAMBERT (1774) aufgestellten

Grundeigenschaften der perspektiven Affinitit zwischen den Ebenen o

und o':

1. Entsprechende Punkte
liegen auf einem Affi-
nititsstrahl.

2. Die Punkte der Affi-
nititsachse entsprechen
sich selbst.

3. Jeder Geraden ent-
spricht eine Gerade.
Entsprechende Geraden
treffen sich auf der
Affinititsachse, oder
beide sind dazu par-
allel.

4. Parallelen  Geraden

Fig. 10. Perspektive Affinitit zwischen zwel nicht

entsprechen.  parallele
Geraden.

parallelen Ebenen ¢ und o’

5. Das Teilverhilinis dreier Punkte einer Geraden ist invariant.

Denkt man sich die der perspektiven Affinitdt zugrunde liegende rium-

liche Figur durch Parallelprojek-
tion in eine dritte Ebene z proji-
ziert {man entferne in Fig. 10 die
Umrahmung der Ebenen ¢ und ¢'),
so decken sich in diesem Bild die
beiden perspektiv affinen Ebenen,
und die Affinitdtsstrahlen liegen
gleichfalls in dieser Ebene z. In
ein und derselben Ebene, die man
sich aus zwei iibereinander-
liegenden Exemplaren 7 = =’ be-
stehend vorzustellen hat, ist da-

p

Fig. 11. Vervollsténdigung einer ebenen

perspektiven Affinitat

durch eine ein-eindentige Punktverwandtschaft, eine geometrische Abbildung
von st auf ', hergestellt mit den oben aufgezdhlten fiinf Eigenschaften.
Sie heif3t eine ebene perspektive Affinitit (Fig. 11).
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Von einer ebenen perspektiven Affinitdt seien die Affinitdtsachse s und
ein Paar entsprechender Punkte P, P’ gegeben. Ist dann X ein beliebiger
Punkt, so ist der affin zugeordnete Punkt X’ durch folgende einfache
Konstruktion eindeutig festgelegt:

1. X' liegt auf dem zu [PP’] parallelen Affinitdtsstrahl durch X.

2. Die Gerade g = [PX] treffe die Affinitdtsachse s in dem (sich selbst
entsprechenden) Punkte D =D’; dann liegt X’ auf der zu g affinen
Geraden g’ =[P’ D'].

Diese Konstruktion versagt nur dann, wenn der Punkt ¥ auf dem Affi-
nitdtsstrahl [P P’] liegt. Wie man dann den zu Y affinen Punkt Y’ iiber den
beliebigen Hilfspunkt X und sein Bild X’ findet, zeigt Fig. 11. Man kann
die ebene perspektive Affinitit also stets vervollstindigen. Somit gilt

Satz 2: Durch ihre Achse s und ein Paar entsprechender Punkie P, P’ ist
eine ebene perspektive Affinitit eindeutig festgelegt.

7. Analytische Darstellung einer ebeénen perspektiven Affinitiit

Eine ebene perspektive Affinitit sei festgelegt durch die Affinitétsachse s
und ein Paar entsprechender Punkte 4, 4’. Um sie analytisch darzustellen,

y} ~Prxys
Al
N
N +
AN (P19}
’ \\ 1
N Eq
N
AX]
] P x Q A x'-x | X
X’ -
-

Fig. 12, Herleitung der analytischen Darstellung einer ebenen perspektiven Affinitiat

legen wir in die Affinitdtsachse s die z-Achse und durch den Punkt 4 die
y-Achse eines rechtwinkligen cartesischen Koordinatensystems (Fig. 12).
Als Einheitspunkt auf der y-Achse werde der Punkt A gewihlt, so daB
dieser die Koordinaten (0;1) hat. Der affin entsprechende Punkt 4’ habe
die Koordinaten (p;q) mit ¢ == 0. Dann liegt der einem beliebigen Punkte
P(z;y) affin entsprechende Punkt P’ (2';y’) nach 6:

1. auf dem zu [44'] parallelen Affinititsstrahl durch P,

2. auf der zu [OA’] parallelen Geraden durch den FuBpunkt @ des Lotes
von P auf die Affinitiétsachse. Die Gerade [0A] geht nimlich bei der
Affinitdt in die Gerade [0A’] tiber; daher geht die Parallele zu [0A4]
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durch P, die die Affinititsachse im Punkte @ trifft, in die Parallele zu
[0A4'] durch @ iiber.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke (0O44') und (QPP’) folgt:

r—z_ y_Y
(1) s 1=
oder
T=z+py
(2) ,
y = qy

Durch dieses Gleichungspaar, in dem ¢ 5= 0 ist, sind die Koordinaten
eines beliebigen Punktes P (z;y) mit den Koordinaten des perspektiv
affinen Punktes P'(z’';y’) verbunden. Die Gleichungen (2) der ebenen
perspektiven Affinitit stellen eine lineare Transformation der Koordinaten

dar.

‘g Y

Fig. 13. Orthogonale perspektive Affinitit

Von besonderer Bedeutung sind zwei Sonderfdlle der allgemeinen
perspektiven Affinitét (2), ndmlich:

1. Eine orthogonale perspektive Affinitat liegt vor, wenn die Affinitdts-
richtung [AA'] 2ur Affinititsachse s senkrecht, also p =0 ist. Aus Fig. 13
liest man ihre analytische Darstellung ab:

’

3

yY=qy

Wieder ist dabei ¢ &= 0. Die z-Koordinate eines beliebigen Punktes P
bleibt bei der orthogonalen perspektiven Affinitdt ungedndert, wihrend
die y-Koordinate in konstantem Verhiltnis verindert wird. Dieser Sonder-
fall (3) der orthogonalen perspektiven Affinitdt findet sich schon bei LEOX-
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HARD EULER (1748), von dem auch der Name Affinitit (von affinitas =
Verwandtschaft) stammt.

2. Eine Scherung liegt vor, wenn die Affinititsrichtung zur Affinitits-
achse s parallel ist (Fig. 14). Jeder Punkt erféhrt dabei eine Parallelver-
schiebung in Richtung der Affinititsachse, wobei der Betrag der Verschie-
bung proportional zur Entfernung des Punktes von der Affinitétsachse ist.
Der Name Scherung erklirt sich aus der Analogie zum Mechanismus einer

y
Plx;y) Pixiy)

Aro1y Alp.1)

0 s x

Fig. 14. Scherung (perspektive Affinitat, deren Affinitétsstrahlen zur Affinitétsachse
parallel sind)

Schere. Die analytische Darstellung der Scherung ergibt sich aus der Dar-
stellung (2) der allgemeinen ebenen perspektiven Affinitdt fiir ¢ = 1 zu:

Z=z+py
) ,
y = Y

Die perspektive Affinitét ist ihrerseits ein Sonderfall der allgemeinen
Affinitdt zwischen zwei ebenen Punktfeldern o (z; ) und ¢’ (z'; ¥').
Diese ist die allgemeinste ein-eindeutige Punktverwandtschaft zwischen den
(sich iiberdeckenden) Ebenen ¢ und o', die Geraden in Geraden und parallele
Geraden in parallele Geraden iiberfiihrt. Die Ferngerade wird dabei (als
Ganzes) in sich transformiert.

Die allgemeine ebene Affinitit wird analytisch durch eine lineare Transfor-
mation der Koordinaten dargestellt.

r=ay+a,x+ azy‘
?/'=bo+b1x+bzyl
Hierbei sind jetzt affin entsprechende Figuren nicht mehr in parallel-

perspektiver Lage, und es gibt keine punktweise sich selbst entsprechende
Gerade (Affinititsachse) mehr. Dagegen gilt nach wie vor die Invarianz des.

(5) mit a by — ag by = 0.
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Teilverhiltnisses dreier Punkte einer Geraden und die Invarianz des
Parallelismus zweier Geraden.

Die affinen Transformationen (5) haben die folgende wichtige Eigen-
schaft: Fiihrt man zuerst durch die Affinitit (5) die Punkte P (z; y) der
Ebene gin die Punkte P’ (z';y') der (o iiberdeckenden) Ebene ¢’ iiber und
danach durch die Affinitét

z’ =a(') + a;x' + a; y'\
yu=b(’) +b;x’+b;y'l
die Punkte P’{2"; y') von ¢’ in die Punkte P” (2""; y'') der (¢ und ¢ iiber-
deckenden) Ebene ¢’ iiber, so ist auch der direkte Zusammenhang zwischen
den Punkten P(x;y) von ¢ und den Punkten P’ (z"'; ") von ¢’ eine Affi-
nitit der Gestalt

z' = al! + a;lx + au yl

Y _b +b :::—}-b2 y1
Riir die Vorzahlen dieser resultierenden Affinitit (7), die man dann als das
Produkt oder als die Zusammensetzung der beiden Affinitidten (5) und (6)

(in dieser Reihenfolge!) bezeichnet, erhilt man dabei durch Elimination
von z’ und ¥’ aus (5) und (6) die einfachen Formeln

(6) mit a; b, — ab:i:O

alf bll _ all bll :*: 0'

mit a; b, 2 Oy =

()

a(')' = a(') 4- a;ao + a;bo, ai’ = a;a1 + a;bl, a;'
(8) b(')' = b(') + b;a0 + b;bo, b;' = b;aq1 + b;bl, b;' = bia2 + b;bz,

o) b —ay b = (a) b, — ay b)) (@, by — ag b)) =+ 0.

1 72

’ ’
=a,a, -+ ayb,,

Die Eigenschaft, daB die Aufeinanderfolge zweier affiner Abbildungen
immer wieder eine affine Abbildung ergibt, nennt man die Gruppeneigen-
schaft der affinen Abbildungen. Man sagt daher auch, die affinen Abbil-
dungen der Bbene bilden eine Gruppel).

8. Das Rechtwinkelpaar einer ebenen perspektiven Affinitiit

Eine perspektive Affinitit sei durch die Affinitdtsachse s und ein Paar
entsprechender Punkte P, P’ gegeben. Einem rechten Winkel, der seinen
Scheitel in P hat, entspricht i. a. nicht wieder ein rechter Winkel mit dem
Scheitel in P’. Wir fragen: Gibt es unter allen rechten Winkeln in P
solche, die sich bei der Affinitit wieder als rechte Winkel in P’ abbilden ?

b Ausfuhrhcheres dariiber findet man in K. STRUBECKER, Einfihrung in die
hohere Mathematik, Band I: Grundlagen, § 97, 2. Aufl., Miinchen —Wien 1966.

7311 Strubecker, Geometrie 2
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Sind z und y die Schenkel eines solchen rechten Winkels in P, 2’ und y’
die Schenkel des Bildwinkels in P’, so daB sich  mit 2’ in einem Punkte
X = X' und y mit y’ in einem Punkte ¥ =Y’ der Affinititsachse s trifft,
dann mu < (z, y) = L (2, ') = rechter Winkel sein (Fig. 15). Die
Punkte P und P’ liegen daher auf dem THALEskreis iiber dem Durchmesser
XY. Der Mittelpunkt M dieses THaLEskreises liegt

1. auf der Affinitdtsachse s,
2. auf der Streckensymmetralen von PP’,

Daraus ergibt sich folgende Konstruktion des Rechtwinkelpaares einer
perspektiven Affinitdt (Fig. 15): Man schneidet die Streckensymmetrale

von PP’ mit der Affini-

P tiatsachse 8 im Punkte M

und zeichnet um M den

e Kreis durch P und P,

Xex! : Yay' der s in den Punkten X
~ S und Y trifft. Dann sind

= [PX] und y= [PY]

X die Schenkel des gesuchten
rechten Winkels in P, des-
gleichen 2’ = [P’X] und

P y' = [P'Y] die Schenkel
Fig. 15, Konstruktion der entsprechenden rechten des affin entsprechenden

Winkel einer ebenen perspektiven Affinit#t . .
rechten Winkels in P’.

Diese Konstruktion des Rechtwinkelpaares zeigt, dafl es i. a. genau einen
rechten Winkel in P gibt, der bei der Affinitit in einen rechten Winkel
in P’ iibergeht. Ist die Streckensym-
metrale von PP’ zur Affinitétsachse s
parallel, aber von ihr verschieden,
so ist M der Fernpunkt von s.
Der TrALESkreis artet in eine Senk-
rechte zu s aus, und P und P’ sind
zueinander orthogonal-affin. Auch
in diesem Sonderfall existiert nur
ein Rechtwinkelpaar, und zwar ist

Fig. 18. Rechtwinkelpaar elner ebenen der eine Schenkel zur Affinitéts-
perspektiven Affinitat (Sonderfall) achse s parallel, der andere zu ihr
senkrecht (Fig. 16).

Fillt jedoch die Streckensymmetrale von PP’ mit der Affinitdtsachse s

zusammen, so ist M nicht eindeutig bestimmt. Jeder der unendlich vielen

Pl y

Xax'

<

b v
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Punkte von & kann als Mittelpunkt M des THALEskreises durch P und P’
gewiihlt werden. Die Affinitit ist dann jener Sonderfall der orthogonalen
Affinitdt, bei dem P und P’ von s gleichen Abstand haben, d. h. es liegt
eine Spiegelung an der Affinititsachse s vor. Jedem rechten Winkel in P
entspricht dann ein rechter Winkel in P’. Zusammenfassend gilt:

Satz 1: In einer ebenen perspektiven Affinitit gibt es in jedem affin ent-
sprechenden Punktepaar entweder genau ein oder unendlich viele einander affin
entsprechende Rechtwinkelpaare. Das letzte trifft dann und nur dann zu, wenn
die perspektive Affinitat eine Spiegelung an der Affinitdtsachse ist.

9. Die Ellipse als affines Bild des Kreises

Die Punkte O und O’ in Fig. 17 seien ein beliebiges affin entsprechendes
Punktepaar einer ebenen perspektiven Affinitit mit der Achse s. Um eine
moglichst einfache analy-
tische Darstellung der da- 0
durch bestimmten perspek-
tiven Affinitit zu erhalten, X
legen wir nach O und O’
je ein rechtwinkliges car-
tesisches Koordinaten-
system, dessen Achsen z, y
bzw. z’, ¥’ mit den Schen-
keln des affin entsprechen-
den Rechtwinkelpaares zu-
sammenfallen. Die Achsen Fig. 17. Herlelitung der auf das affine Rechtwinkelpaar
beider Ko ordinatensyst eme gestiitzten elntachs:?fl;n::is;ﬁ:ﬁ;f;g Darstellung einer
seien so orientiert, daf die
Schnittpunkte X, ¥ mit der Affinitétsachse positive Koordinaten haben. Die
Einheitsstrecken auf den Koordinatenachsen des (z; y)-Systems (Fig. 17)
bilden sich ab in die Strecken @ und b auf den Koordinatenachsen des
(2'; y')-Systems. Die Einheitsstrecken von O werden also durch die Affi-
nitdt in O’ im Verhiltnis a:1 bzw. b:1 verzerrt; dabeiist a > 0 und b > 0.
Hat dann ein Punkt P im ersten Koordinatensystem die Koordinaten
{(z;y), und hat der affine Punkt P’ im affin entsprechenden System die
Koordinaten (z';y’), so bestehen wegen der Invarianz des Teilverhaltnisses
die Beziehungen:

(1
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Dies ist die einfachste Darstellung der Affinitit zwischen zwei ebenen
Punktfeldern. Sie gilt auch dann noch, wenn die perspektive Lage der beiden
affinen Felder gelost wird, indem man etwa das eine Feld (samt seinem
Koordinatensystem) in eine beliebige neue Lage bringt.

Ist der Bildpunkt P’ (z';y’) koordinatenmiBig gegeben, so berechnen
sich die Koordinaten {z; y) des zugehdorigen Originalpunktes P (x; y) aus (1)
durch die Umbkehrtransformation:

= =¥
(2 T=2 ¥Y=3%

Ein Kreis k in der ersten Ebene ¢ (2; y) mit dem Radius 7 und dem be-
liebigen Mittelpunkt O (Fig. 20) hat, wenn man O als Nullpunkt des
(z; y)-Systems wihlt, die Gleichung

(8) 2+ y2 =12,
Fiir sein affines Bild in der Ebene ¢’ (2';y’) erhidlt man in dem affin
entsprechenden Koordinatensystem (z';y’) aus (2) und (3) die Gleichung
z'\2 ‘\2 z'2 ’2
(4) (—a—) -}-(%—) =1 oder @z_r)§+(%lr_)2= 1,
d. h. eine Ellipse k' mit dem Mittelpunkt O’ und den beiden Halbachsen
a’ =ar und b’ = br. Damit ist bewiesen:
Satz 1: Das affine Bild eines Kreises ist eine Ellipse.
Damit gleichbedeutend ist
Satz 2: Durch Parallelprojektion entsteht aus einem Kreis eine Ellipse.
Beide Sitze waren schon ARCHIMEDES (287—212 v. Chr.), dem gréfiten
der antiken Mathematiker, bekannt.

Aus der einfachen analytischen Darstellung (1) einer Affinitdt ist auch
leicht der Zusammenhang zwischen den Flicheninhalten affiner Figuren
zu erschlieBen. Einem Rechteck mit den Eckpunkten (0; 0), (z; 0), (z;¥),
{0; y), das den Flicheninhalt f = zy hat, entspricht in der Affinitdt das
Rechteck mit den Ecken (0; 0), (2'; 0), (z'; %), (0;%") mit dem Flachen-
inhalt f = 2’ y’. Fiir das Verhiltnis der Flicheninhalte erhilt man

’ zy azb
(5) ’7= Y =ab,
d.h. einen konstanten, allein durch die Affinitit bestimmten Wert. Da sich
der Inhalt einer beliebigen geschlossenen ebenen Figur mit jeder gewiinsch-
ten Genauigkeit durch eine Summe von Rechtecksinhalten approximieren
148t, gilt dieser Zusammenhang auch fiir beliebige affine Flichenstiicke. Es

folgt
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Satz 3: Der Flicheninhalt | eines beliebig berandeten ebenen Flichen-
stiickes steht zu dem Inhalt ' des affin entsprechenden Flichenstiickes in einem
festen, allein durch die Affinitit bestimmien Verhiltnis:

(6) f=ab-f.

Da dem Kreis mit dem Radius 1 die Ellipse mit den Halbachsen a und b
affin entspricht, errechnet sich insbesondere der Flicheninhalt der Ellipse

mit den Halbachsen a und b zu

(7 fEllipse =ab- fKrels =abrx.

10. Affine Eigenschaften der Ellipse

Da die Ellipse als affines Bild eines Kreises aufgefafBt werden kann,
lassen sich alle Kreiseigenschaften, die gegeniiber einer affinen Transfor-

a)

b)

Fig. 18, Krels und Ellipse als affine Figuren (Mittelpunkt und Durchmesser)

mation oder gegeniiber Parallelprojektion invariant sind, in Eigenschaften

der Ellipse umsetzen.
Hierzu einige Beispiele:

1. Der Kreis hat einen Mittel-
punkt O. Jede Kreissehne durch
O (jeder Kreisdurchmesser) wird
durch O halbiert (Fig. 18a).

2. Zu jedem Kreisdurchmesser d
gibt es einen orthogonalen Kreis-

durchmesser d. Er halbiert die zu d
parallelen Kreissehnen und geht
durch die Beriihrpunkte der beiden
zu d parallelen Kreistangenten
(Fig. 19a).

Die Ellipse hat einen Mittel-
punkt O'. Jede Ellipsensehne durch
O’ (jeder Ellipsendurchmesser) wird
durch O halbiert (Fig. 18b).

Zu jedem Ellvpsendurchmesser d
gibt es einen konjugierten Ellipsen-

durchmesser d. Er halbiert die zu d
parallelen Ellipsensehnen und geht
durch die Berithrpunkte der beiden
zu d parallelen Ellipsentangenten
(Fig. 19b). Also gilt
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Satz 1: Einem beliebigen Paar zueinander orthogonaler Kreisdurchmesser
entspricht affin ein Paar zueinander konjugierter Ellipsendurchmesser. Jeder
von beiden halbiert die zu dem konjugierten Durchmesser parallelen Sehnen
und ist parallel zu den Tangenten in den Endpunkien des konjugierten Durch-

messers.

I

s
>

N

a)

Fig. 19, Kreis und Ellipse als affine Figuren (Paaren orthogonaler Kreisdurchmesser
entsprechen affin Paare konjuglerter Ellipsendurchmesser)

Da unter allen orthogonalen Durchmesserpaaren des Kreises genau
eines vorhanden ist, dem in der Affinitdt wieder ein orthogonales Ellipsen-

Fig. 20. Konstruktion der Hauptachsen der zu
dem Krelse k perspektiv affinen Ellipse &’

durchmesserpaar entspricht, gilt
ferner:

Satz 2: Unter allen Paaren kon-
jugierter Ellipsendurchmesser gibt
es genau eines, das zugleich ortho-
gonal ist, das Paar der Haupt-
achsen der Lllipse.

Die Ellipse &’ wird als perspek-
tivaffines Bild eines Kreisesk am
einfachsten nach dem Satz iiber
das Rechtwinkelpaar einer per-
spektiven Affinitit konstruiert,
der sofort die Hauptachsen der
Ellipse liefert (Fig. 20).

Aus der in 7. bewiesenen
Gruppeneigenschaft der affinen
Abbildungen folgt, daBl aus der
Ellipse %', wenn man auf sie

wieder eine Affinitdt ausiibt, eine neue zum Kreise k& affine Kurve, also
wieder eine Ellipse &'’ entsteht, wobei den Paaren orthogonaler Durch-
messer des Kreises £ bzw. konjugierter Durchmesser der Ellipse %’
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wieder Paare konjugierter Durchmesser der Ellipse k'’ entsprechen. So-
mit folgt

Satz 3: Das affine Bild einer Ellipse ist wieder eine Ellipse, wobei kon-
jugierten Durchmessern der eimen konjugierte Durchmesser der anderen
Ellipse entsprechen.

Insbesondere folgt

Satz 4: Durch Parallelprojektion einer Ellipse entsteht (wemn die Pro-
jektionsstrahlen weder zur Ebene der Ellipse noch zur Bildebene parallel sind)
immer wieder eine Ellipse. Konjugierten Durchmessern der Raumellipse
entsprechen dabei konjugierte Durchmesser der Bildellipse (und umgekehrt).

11. Ellipsenkonstruktionen

1. In den Elementen wird die Ellipse definiert als der Ort jener Punkte
der Ebene, die von zwei festen Punkten F; und F,, den Brennpunkten,

eine konstante Abstandssumme 8
haben (Fig. 21). Hat der Ellipsen- £
punkt P von den Brennpunkten a

F, und F, den Abstand r; bzw. ¢

7,5, dann ist I3 €

(1) 7 + r,=2a = const.

Die konstante Abstandssumme
ist gleich der Linge 2a der
groBen Ellipsenachse, wie man
erkennt, wenn P mit dem einen Hauptscheitel A identisch ist. Legt
man P in den Nebenscheitel B der Ellipse, dann ist wegen r, =1, = a
die Beziehung

(2) a2 — b =¢

Fig. 21. G#artnerkonstruktion der Ellipse

abzulesen, wobei 2b die Linge der kleinen Ellipsenachse und 2¢ =F, F, die
Entfernung der Brennpunkte ist. Auf dieser elementaren Definition be-
ruht die bekannte Girtnerkonstruktion der Ellipse, die schon bei
AporLLoNIOS von Pergae (262—190 v. Chr.) vorkommt.

Trigt man in der Verlingerung des Leitstrahls F, P iiber P hinaus die
Linge r, des zweiten Leitstrahls F,P auf, dann hat der so erhaltene Punkt
L von F; den konstanten Abstand r; 4+ r, = 2a (Fig. 22). Er erzeugt
also, wenn P die Ellipse durchlduft, einen Kreis !, um F; vom Radius 2a,
den Leitkreis um F,. (Analog existiert ein Leitkreis I, von gleichem Radius
um F,.) Die Symmetrielinie in dem gleichschenkligen Dreieck (F,PL) ist
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die Ellipsentangente t im Punkte P. Denn wire sie eine Ellipsensehne,
dann lige auf ihr ein weiterer, von P verschiedener Ellipsenpunkt P*, fiir
den ebenfalls die Beziehung FyP* + F,P* = F | P* {+ P*L = 2a gelten
miiBte. Dies ist aber unméglich, da die geradlinige Verbindung F, L die Lange

Fig. 22. Die Ellipsentangente ¢{ halblert den
guBeren Winkel der Leitstrahlen (r,, r,),
dle Ellipsennormale n ihren inneren Winkel

2a hat und daher F,P* + P*L >
F\L = 2qa ist. Damit ist bewiesen:

Satz 1: Die Tangente t im Punkt P
der Ellipse halbiert den duferen, die
Normale n den inneren Winkel der
beiden Leitstrahlen von P.

Eine andere, einfachere Tangenten-
konstruktion der Ellipse laBt sich
durch affine Ubertragung aus einer
Tangentenkonstruktion des Kreises
gewinnen. Es sei 4B =d ein be-
liebiger Kreisdurchmesser, A die
Kreistangente in 4 und P ein be-
liebiger Kreispunkt (Fig.23a). Die

Gerade [BP] schneide 4 in C. Die Kreistangente ¢ in P geht dann durch
den Mittelpunkt H der Strecke AC.
Beweis : Der Zentriwinkel <X AGP ist doppelt so groB wie der Peripheriewinkel

<X ABP iiber dem gleichen Bogen AP. Schneiden sich die Tangente » des Punktes 4
und die Tangente ¢ des Punktes P im Punkte H, so ist die Gerade [OH] die Win-

a)

b)

Fig. 23. Einfachere Konstruktion der Ellipsentangente # in P’ aus elnem bellebigen
Durchmesser 4’5’ und der Tangente A’ In 4’
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kelsymmetrale des Winkels XAOP und ist somit zu [ BP] parallel. Nach dem Zwei-
strahlsatz ist dann AH: HC = AO:0B = 1:1, d. h. H halbiert die Strecke AC.

Durch affine Abbildung des Kreises in eine Ellipse erhilt man die dazu
analoge affine Konstruktion der Ellipsentangente t' im Punkt P’, wenn von
der Ellipse ein beliebiger Durchmesser d' (im Sonderfall auch eine Haupt-
achse) mit den Endpunkten 4’ und B’ und die Tangente A’ in einem End-
punkt 4’ bekannt sind (Fig. 23b). Die Tangente ¢ geht durch den Mit-
telpunkt H' der Strecke A'C’.

y
N
B

t* Pixy)

Py 8

Fig. 24. Punktwelse Konstruktion elner Ellipse mittels fhrer Affinitit zu den beiden
Scheltelkreisen

Diese einfache Tangentenkonstruktion fiir die Ellipse gilt iibrigens sinn-
gemiB auch fiir jeden anderen Kegelschnitt, also auch fiir die Parabel und
die Hyperbel.

2. Konstruktion einer Ellipse mit Hilfe ihrer beiden Scheitelkreise. Die
beiden Kreise mit dem Radius a bzw. b um den Ellipsenmittelpunkt O
heilen grofer bzw. kleiner Scheitelkreis. Die Ellipse selbst kann aufge-
faBt werden als orthogonal-perspektivaffines Bild ihrer beiden Scheitelkreise
mit der groBen bzw. kleinen Ellipsenachse als Affinitd.sachse. Ein belie-
biger Strahl durch O schneide den grofien Scheitelkreis im Punkte P, den
kleinen im Punkte P*. Die Parallele durch P zur kleinen Ellipsenachse
und die Parallele durch P* zur groBlen Ellipsenachse schneiden sich dann
in einem Punkt P’ der Ellipse (Fig. 24). Damit ist eine einfache Punkt-
konstruktion der Ellipse gewonnen.
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Gibt man némlich in dem achsenrechten (;y)-System dem Punkt P
die Koordinaten (z;y), dem Punkt P’ die Koordinaten (z';y’), so ist

(3) =2z, y:y=hba.
Durch diese Gleichungen ist eine orthogonale perspektive Affinitdt de-
finiert mit der z-Achse als Affinitdtsachse, die den Kreis %

(4) x2 + y2 = a2

in die Ellipse k'

(5) :::'2+51—2y'2=a2 oder x—'2-+£=1
b2 a? b

iiberfilhrt. Der Punkt P’ (z';y’) ist also ein Ellipsenpunkt.

Diese einfache Konstruktion der Ellipse aus ihren beiden Scheitelkreisen
stammt von PHILIPPE DE LA HIRE (1685). Die Herleitung der Ellipse (5) aus
dem groBen Scheitelkreise
(4) mittels der orthogo-
nalen Affinitit (3) war

Rl
- jedoch schon ARCHIMEDES
g von Syracus (287—212
3 b v. Chr.) bekannt.
b b . ..
/}\ Q Die orthogonale Affini-

c 0 o A tit zwischen der Ellipse
R \‘/ - und ihren Scheitelkreisen
kann mit Vorteil auch

bei anderen XKonstruk-
tionen an der Ellipse
herangezogen werden.

Die Tangentenkonstruk-
tion im Ellipsenpunkt P’
z. B. 16st man zunichst
im affinen Kreisbild, was mit Zirkel und Lineal allein moglich ist. Dann
ibertrigt man die gefundene Kreistangente affin in die Ellipsenebene.
Es seien (Fig. 24) ¢ bzw. t* die Kreistangenten in den Punkten P bzw. P*
der beiden Scheitelkreise, die dem Ellipsenpunkt P’ affin entsprechen.
Ihre Schnittpunkte T bzw. T* mit der jeweiligen Affinitdtsachse (d.h.
mit der z-Achse bzw. mit der y-Achse) sind dann weitere Punkte der ge-
suchten Ellipsentangente t' in P’.

3. Papierstreifenkonstruktion der Ellipse. Es sei P ein beliebiger Ellip-
senpunkt, P, der dazu affine Punkt des groBen, P, der affine Punkt des
kleinen Scheitelkreises (Fig. 25), so daB

(6) OP,=a, OP,=0b

Fig. 25. Paplerstreifenkonstruktion der Ellipse
(Herleltung)
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ist. Zieht man nun durch P die Parallele zu OP,, die die groBe Achse in
Q, die kleine Achse in R trifft, dann ist, da (0P, PR) und (O P,P@) Parallelo-
gramme sind, die Strecke PR zwischen P und der kleinen Achse gleich
der Linge der groBen Halbachse a, die Strecke PQ zwischen P und der
groBen Achse gleich der Linge der kleinen Halbachse b der Ellipse, also

) PR=a, PQ=hb.

Spiegelt man den Punkt R an der Horizontalen durch P in den Punkt
R*, den Punkt @ an der Vertikalen durch P in den Punkt @*, so liegen
die drei Punkte R*, P, @* ebenfalls in einer Geraden, und es ist

(8) PR*=a. PQ*=b.

Die Ergebnisse (7) und (8) lassen sich konstruktiv in verschiedener Weise
auswerten.

3.1. Sind von einer Ellipse
Lage und Grofe einer Haupt-
achse und ein Punkt P bekannt,
so ergibt sich die andere Haupt-
achse durch folgende Konstruk- ¢
tion (Fig. 26):

Ist z. B. die Lage O4 und die
Lange a der groBen Halbachse Fig. 26. Konstruktion der kleinen Halbachse b
gegeben, so ist zunidchst auch einer Ellipse aus der Lange und Lage der groBSen

. . Halbachse a und elnem Ellipsenpunkt P
die Lage der kleinen Haupt-
achse bekannt. Um ihre halbe Liénge b zu finden, schligt man um P
einen Kreis mit dem Radius @, der die kleine Achse in den Punkten R
und R* schneidet. Trifft nun die Gerade [ RP] die groBe Achse in @, oder
die Gerade [ R*P] die grofie Achse in ¢*, dann ist PQ = PQ* = b.

Diese einfache Konstruktion stammt von dem Flamen SimoN STEVIN
(1548—1630), dem Erfinder des Segelschlittens und verdienstvollen Vor-
kimpfer der dezimalen Einteilung der Miinzen, Mafle und Gewichte.

3.2. Der gleiche Gedanke kann verwertet werden, um auf raschem Wege
bei gegebener Lage und Linge der Hauptachsen beliebig viele Ellipsenpunkte P
2u finden:

Auf einem Papierstreifen der Gesamtlinge a markiere man drei
Punkte P, @, R so, dal PQ = b, PR = a ist. Legt man den Streifen so,
daB @ auf die groBe, R auf die kleine Achse der Ellipse zu liegen kommt,
so ist P stets ein Punkt der Ellipse (Fig. 27a). Statt dessen kann auch
ein Papierstreifen der Linge a 4+ b verwendet werden mit den Markierun-
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gen R*, P,Q*, wobei PR* = a, PQ* = b ist (Fig. 27b). Dieser Streifen
ist mit @* auf die groBe und mit R* auf die kleine Achse zu legen, damit P
ein Ellipsenpunkt ist. Wegen dieser Anwendungen fiihrt die geschilderte
Konstruktion den Namen Papierstreifenkonstruktion der Ellipse. Auch
sie kommt schon im hellenistischen Altertum vor, nimlich bei dem bedeu-
tenden EuxLiD-Kommentator und Vorsteher der Neuplatonischen Aka-
demie zu Athen Progros DiapocHos (410—485 n. Chr.).

a) b)

Fig. 27. Paplerstreifenkonstruktion einer Ellipse (Ausfithrung)

Schliellich liegt die Idee der Papierstreifenkonstruktion auch den meisten
Ellipsenzirkeln zugrunde, mittels deren eine Ellipse mechanisch gezeichnet
werden kann. Eine Stange von der Liinge a trigt im Punkte R und im
Punkte @ (wobei RQ = a — b ist) je einen Fiihrungsstift. Werden diese
Stifte in zwei zueinander orthogonalen Schienen gefiihrt, so beschreibt der
Punkt P, dessen Entfernung von R gleich a ist, eine Ellipse mit den
Halbachsen a und 4. Natiirlich kann auch die zweite Papierstreifenstel-
lung R*PQ* fiir die Konstruktion eines Ellipsenzirkels dienen.

4. Rytzsche Achsenkonstruktion. Sehr oft hat man eine Ellipse zu kon-
struieren, von der ein konjugiertes Durchmesserpaar der Lage und Grofe
nach bekannt ist. Dann liefert die von dem Schweizer Gewerbeschullehrer
Davip Ryrz (1845) angegebene R ytzsche Konstruktion die beiden Haupt-
achsen der Ellipse, und zwar der Lage und der Grofie nach.

Auf den beiden Scheitelkreisen der Ellipse mit den Hauptachsen AC
und BD seien die Punkte P,, P, und Q,, Q, auf zwei zueinander orthogo-
nalen Radien gelegen (Fig. 28). Sie bestimmen die beiden Ellipsenpunkte
P und @, deren Halbmesser p = OP und g = 0Q zueinander konjugiert
sind. Schwenken wir den Halbmesser ¢ samt dem anhingenden Dreieck

(QQ,Q,) um 90° auf p zu, dann gelangt ¢ = OQ in die neue Lage ¢ = 0Q,
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wihrend @, auf P, und @, auf P2 fillt. Wegen der Kongruenz der recht-
winkligen Dreiecke (PP, P,) und (QPzPI) ist (PPIQPz) ein Rechteck, dessen
Seiten parallel zu den Hauptachsen der Ellipse sind. Seine erste Diagonale
[P, P,] geht durch O; seine zweite Diagonale [PQ] schneidet die groBe
Ellipsenachse im Punkte M, die kleine im Punkte N. Dann ist aus
Symmetriegriinden und nach der Papierstreifenkonstruktion der Ellipse

(9 NP=QM=0P,=a, MP=QN = 0P, =b.

Der Diagonalenschnittpunkt R N 2
hat daher von den drei Punkten
O, M, N den gleichen Abstand, /
d. h. die Punkte O, M, N liegen auf Q

g
einem Kreis ( vom Radius — ; ) 8 \J

um R. Q
Aus Fig. 28 ergibt sich somit der ¢
folgende Ablauf der Ryrzschen
Achsenkonstruktion (Fig. 29).
OP und OQ seien das gegebene (3}
konjugierte Halbmesserpaar der
Ellipse. Dann findet man Lage

und Grofe ihrer Hauptachsen Fig. 28. Rvytzsche Konstruktion der Haupt-

durch folgende Xonstruktions- achsen 04, OB einer Ellipse aus zwel kon-
schritte : jugierten Halbmessern OP, OQ (Herleitung)

1. Drehe den einen Halbmesser OQ (in beliebigem Sinn) um 90° in die
Lage 0Q.
2. Verbinde P mit @ und halbiere die Strecke PQ im Punkte R.

Po P

Fig. 29. RyTzsche Konstruktion der Hauptachsen OA4, OB einer Ellipse aus zwei
konjuglerten Halbmessern OP, OQ (Ausfithrung)
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3. Schlage um R als Mittelpunkt den Kreis durch O.

4. Schneide diesen Kreis mit der Geraden [Pb_] in den Punkten M und N,
wobei M dem Punkte P, N dem Punkte 6 benachbart ist. Dann ist

5. die Gerade [OM] die Lage der groBen, die Gerade [ON] die Lage der
kleinen Ellipsenachse und

6. die Strecke éM = PN = a die Linge der groBen und die Strecke
aN = PM = b die Linge der kleinen Halbachse der Ellipse.

B v, E b. Punkt- und Tangentenkonstruk-
tion einer Ellipse bei gegebenem
P konjugiertem Durchmesserpaar. Es
sei AC ein beliebiger Kreisdurch-

U W

1 \t messer und OB ein dazu orthogo-

Va naler Kreishalbmesser (Fig. 30a).
c 0 A Die Tangenten in den Endpunkten

Fig. 30a. Affininvariante Komstruktion ein- 4 yund Bschneiden sich im Punkte E.

zelner Punkte P und Tangenten ¢ eines . . . .
Krelses aus zwel konjuglerten (orthogonalen) Dann gilt fiir den Kreis die folgende

Halbmessern 04, OB Punktkonstruktion: Trigt man auf

OB von O aus und auf EB von £

aus dieselbe Strecke an, so dafl QU = EV ist, so schneiden sich die
Strahlen [CU] und [AV] in einem Punkte P des Kreises.

Beweis: Die rechtwinkligen Dreiecke (OCU) und (EAV) sind kongruent, da sie
in zwei Seiten und dem eingeschlossenen (rechten) Winkel {ibereinstimmen. Daher
ist < OCU ='<x EAV. Der Winkel < OCU = < ACP erginzt, genau wie < EAV,
den Winkel <t PAC zu einem Rechten. Daher ist der dritte Winkel < APC im
Dreieck (4 PC) ein Rechter. P liegt also auf dem THaLEs-Kreis iiber dem Durch-
messer AC, w. z. b. w.

Gleichzeitig gilt fir den Kreis die folgende Tangentenkonstruktion:
Trigt man auf der Tangente [AE] von 4 aus die schon bei der Punktkon-
struktion benutzte Strecke OU an, so dal AW = OU ist, dann geht die
Tangente ¢ in P durch den Punkt W.

Bewels: Die rechtwinkligen Dreiecke (OCU) und (AOW) sind kongruent, da sie

in zwei Seiten und dem eingeschlossenen rechten Winkel iibereinstimmen. Daher
1

ist X OCU = X AOW. Andererseits ist < OCU =  ACP = 5" <X AOP nach dem
Satz vom Peripheriewinkel und Zentriwinkel iiber demselben Bogen AP. Daraus
folgt die Gleichheit der Winkel < AOW = < POW, und daraus die Kongruenz
der Dreiecke (AOW) und (POW). Dem rechten Winkel bei A entspricht dabei ein
rechter Winkel bei P, und dies besagt, daB die Gerade ¢t = [ PW] die Kreistangente im
Punkte P ist, w.z. b. w.
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Die damit fiir den Kreis bewiesene Punkt- und Tangeutenkonstruktion
liBt sich nun affin auf die Ellipse iibertragen. Die Rolle des orthogonalen
Kreisdurchmesserpaares iibernimmt dabei ein konjugiertes Paar von Ellip-
sendurchmessern. Statt kongruenter Strecken miissen gleiche Teilverhilt-
nisse verwendet werden.

Von einer Ellipse sei
ein  beliebiger Durch-
messer AC und der dazu
konjugierte Halbmesser
OB gegeben (Fig. 30Db).
Man zeichnet zunichst
die Ellipsentangente in
A“ OB und die Tangente
in B|0A. Ihr Schnitt-
punkt sei E. Auf OB sei
der Punkt U beliebig an-
genommen, auf EB be-

stimme man den Punkt V' Fig. 30b. Affininvariante Konstruktion einzelner Punkte P
S0 daB ( OB - U) _ und Tangenten ¢ elner Ellipse aus einem Paar
y =

konjugierter Halbmesser O4, OB
(EB- V)ist. Dann schnei-
den sich die Geraden [CU] und [AV] in einem Punkte P der Ellipse.
Wihlt man ferner auf AE den Punkt W so, daB (4E - W) = (OB - U) ist,
d. h. macht man AW = OU, dann geht die Ellipsentangente ¢ in P durch
den Punkt W.

Zur bequemen Ubertragung der Teil- :
verhiltnisse teilt man die Strecken R
OB, EB und AE durch die Teilungs-
punkte 0,1,2,...,%» in n gleiche R
Teile; dann haben gleichnumerierte ¢
Punkte das gleiche Teilverhdltnis. € M

6. Schmiegkreise der Ellipse. Fiir

das praktische Zeichnen einer Ellipse 1 o greis & dureh darel Punkte P, P,,
sind ihre Schmiegkreise von Bedeu- P, einer ebenen Kurve ¢
tung, da sie gestatten, ein mehr oder
weniger grofes Stiick eines Ellipsenbogens niherungsweise durch einen
Kreisbogen zu ersetzen.

Durch drei verschiedene Punkte P,, P,, P, einer Kurve ¢, die nicht in
einer Geraden liegen, ist eindeutig ein Kreis £ bestimmt (Fig. 31). LafBt
man den Punkt P, bei festgehaltenen Punkten P, und P, auf der Kurve
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unbegrenzt gegen P; wandern, dann nahert sich der Kreis k als Grenzlage
einem Kreis durch P,, der die Kurve ¢ im Punkt P; beriihrt, dessen Mittel-
punkt M also auf der Kurvennormalen n des Punktes P, liegt (Fig. 32).
Ein solcher Kreis berihrt, wie man sagt, die Kurve ¢ in P, zweipunktig.
Je nach der Wahl des dritten Punktes P, auf ¢ erhilt man unendlich viele
derartige allgemeine Beriihrkreise im Punkte P, die ,zwei in P; zu-
sammengeriickte Punkte‘‘ der Kurve ¢
enthalten oder die Kurve ¢ in P,
zweipunktig beriihren.

LaBt man nun auch den dritten
Punkt P; auf ¢ gegen den festen
Punkt P, wandern, dann ergibt sich
als Grenzlage von k ein ganz bestimm.
ter Kreis %, aus der Schar der Beriihr-
¥ig. 32. Der Schmliegkrels k, im Punkte P, kreise. Er heilt Schmiegkreis der
der ebenen Kurve ¢ {st die Grenzlage elnes Kurve ¢ im Punkte Pl. Der Schmieg-
Mx?rg; lzr‘g"lﬁ’;‘::’t‘szﬁfe:{ﬁ ;l_gzrcsf:":fg' kreis k, kann aufgefaBt werden als

jener Kreis, der ,drei in P; zu-
sammengeriickte Punkte* der Kurve ¢ enthiélt oder der, anders aus-
gedriickt, die Kurve ¢ im Punkt P, dreipunktig beriihrt.

Der Schmiegkreis durchsetzt 1. a. die Kurve im Beriihrpunkt, wihrend ein
gewohnlicher Beriihrkreis in der Umgebung des Beriihrpunktes auf der-
selben Seite der Kurve verbleibt. Diese kennzeichnende Eigenschaft kann
dazu dienen, den Schmiegkreis durch systematisches Probieren aus der
Schar der Berithrkreise auszulesen.

Ist R der Radius des Schmiegkreises, so nennt man » = 1/R die Kriim-
mung der Kurve ¢ im Punkte P;,. Der Schmiegkreis besitzt in P, die-
selbe Kriimmung wie die Kurve ¢ und wird deshalb auch als Kriimmungs-
kreis der Kurve ¢ im Punkte P; bezeichnet.

Fiir eine Ellipse findet man den Schmiegkreis k, in einem beliebigen
Punkte P durch folgende Konstruktion (Fig. 33a), welche die Kenntnis
einer Hauptachse und eines Brennpunktes F auf ihr voraussetzt und von
dem Schotten Jorn KEILL (1708) stammt.

Gegeben sei von der Ellipse ein Brennpunkt F, die durch F verlaufende
Hauptachse sowie die Tangente ¢ im Punkte P. Man schneidet die Normale n
des Punktes P mit der Hauptachse im Punkte N, errichtet in N das Lot
auf die Normale » und bringt es im Punkte H mit dem Leitstrahl I = [FP]
zum Schnitt. SchlieBlich errichtet man in H das Lot auf den Leitstrahl I.
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Dieses schneidet die Normale n im Mittelpunkte M des gesuchten Schmieg-
kreiges. Die Strecke M Pist der Schmiegkreisradius R, der auch Kriimmungs-
radius der Ellipse im Punkt P heiBit.

Diese Konstruktion fiir den Schmiegkreis einer Ellipse gilt unveréindert
fiir jeden Kegelschnitt, also auch fiir die Parabel und fiir die Hyperbel,
von dem eine Hauptachse und ein Brennpunkt F auf ihr bekannt sind.

¢

/ { Houptachse

M

Fig. 33. Konstruktion der Mitte M des Schmlegkrelses k, elnes Kegelschnittes ¢ im Punkte P
mit der Tangente {, a) mittels des Brennpunktes F und der Hauptachse durch F

Houptachse

/M

b) mittels des Mittelpunktes O und der Hauptachse

Sie versagt nur dann, wenn P ein Scheitel des Kegelschnittes ist, da dann
die Kurvennormale » mit der Hauptachse zusammenfillt und der Punkt N
nicht bestimmt ist.

Kennt man von der Ellipse eine Hauptachse und den Mittelpunkt O,
80 kann man den Schmiegkreis k, in einem ihrer Punkte P mit der Tan-
gente { durch eine von KARL HEINRICH ScHELLBACH (1843) angegebene
Konstruktion finden, die in Fig. 33b dargestellt ist.

7311 Strubeocker, Geometrie 3
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Die Richtigkeit der beiden Konstruktionen bestitigt man am einfachsten
rechnerischl) mit den Mitteln der Analysis (Infinitesimalrechnung).

7. Von besonderer Bedeutung sind die Scheitelschmiegkreise der Ellipse.
Ist k ein allgemeiner Beriihrkreis im Ellipsenscheitel 4, der die
Ellipse in dem weiteren Punkte P; schneidet (Fig. 34), so trifft k aus
Symmetriegriinden die Ellipse auch in dem Spiegelpunkte P, zu P; beziig-
lich der z-Achse. Beim Grenziibergang P; - A geht von selbst auch

y P, - A, so daB der dabei aus k ent-

B k stehende Scheitelschmiegkreis &, die
Ellipse in 4 sogar vierpunktig be-
y P rithrt.

Diese Eigenschaft (vier punktige Be-

0 ‘ \R 4 - rithrung des Schmiegkreises k,) kenn-
- \-X —te———0-x zeichnet iibrigens allgemein die Scheitel-

punkte einer beliebigen Kurve. Da
der Scheitelschmiegkreis ein Kreis
d durch ,,vier zusammengeriickte Kur-
Fig. 34. Konstruktion der Scheitelschmieg- venpunkte“ ist, durchsetzt er die

krelsmitten einer Ellipse (Herleitung) Kurve im Scheitel nicht. Er bleibt
vielmehr in der Umgebung des Scheitels auf derselben Seite der Kurve. Der
Scheitelschmiegkreis im Hauptscheitel 4 einer Ellipse liegt z. B. ganz im
Innern, der Schmiegkreis im Nebenscheitel B ganz im AuBern der Ellipse
(Fig. 35).

Da ein Scheitelschmiegkreis die Kurve noch besser annihert als ein ge-
wohnlicher Schmiegkreis und da das Auge fiir die Symmetrie der Kurve
im Scheitel besonders empfindlich ist, ist es zweckmifig, beim Zeichnen
einer Ellipse die Scheitelschmiegkreise stets zu verwenden.

Die Schmiegkreisradien R,, B, in den Ellipsenscheiteln A, B haben die
Léangen:

R, ‘=-l;—2 im Hauptscheitel 4,
(10)
R,=% im Nebenscheitel B.

Beweis: Hat der Punkt P, der Ellipse
PR

wtE=1

(1)
in Fig. 34 die Koordinaten (z;y), und ist R der Radius jenes Beriihrkreises k¥ im

') Vgl. K. STRUBECKER, Einfiihrung in die Hohere Mathematik, 11. Band, Nr. 167 und
168, Miinchen/Wien 1967.
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Scheitel A, der den Punkt P, enthilt, so gilt nach dem Sehknensatz im Kreise & wegen
(11) zunédchst

(12) y2=(a—z)(2R—(a—z))=%22(a’—zz)
oder

bz
(13) 2R—(a—z)=a—2(a+z).

LaBt man nun Py — 4,d.h. z — agehen, so erhilt man fiir den Radius R, des Scheitel-
schmiegkreises ¥, in 4 aus (13)

bz
(14) R,= lim R=—_.

Vertauscht man die Rollen von a und 3, so folgt der in (10) angegebene Wert fiir R,.

Die aus (10) folgenden Proportionen 8 o H

R,:b=ba,

(15) XX |6
R,ca=a:b M. oy

lassen sich leicht in eine einfache geo- € I |0 L JA

metrische Konstruktion der Scheitelschmieg- Re / Re7™

kreismitten umsetzen (Fig. 35). Erginzt I _/

man das Dreieck (40B) mittels der M/J /

Ecke H zu einem Rechteck mit den Seiten Mo

a und b, so schneidet das aus H auf die Fig. 35. Konstruktion der Scheltel-
Diagonale [4B] gefillte Lot auf den schmlegﬁf::’:ﬁgﬁflf;& lf;)" elner
Hauptachsen die gesuchten Schmiegkreis-
mitten M, und M, aus. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke (AM_H),
(HAB) und (BHM,) liest man némlich sofort die Proportionen (15) ab.
Wie Fig. 35 deutlich zeigt, kann man die Ellipse beim Ausziehen in der
Gegend ihrer Scheitel A, B,C, D in einem weiten Bereich durch ihre Scheitel-
schmiegkreise ersetzen.



111
Grund- und AufriBverfahren

12. Grundbegriffe

Das von GAspaRD MONGE systematisch entwickelte Abbildungsverfah-
ren zur Darstellung eines rdumlichen Objektes benutzt zwei zueinander
senkrechte Bildtafeln (Riftafeln). Die erste Bildebene, die man sich in hori-
zontaler Lage denkt, heifit Grundrifiebene m,, die zweite Bildebene, die
vertikal steht und dem Betrachter zugekehrt ist, heilt .4ufrifiebene m,.
Die Schnittgerade der beiden Rifitafeln ist die Rifachse x;5. Das rium-
liche Objekt wird durch orthogonale Projektion gleichzeitig auf die beiden
RiBtafeln geworfen, wodurch in 7z; der Grundrif und in ny der Aufriff des
Objektes entsteht (Fig. 36). Daher heifit das Mongesche Grund- und Auf-
rifverfahren auch das Zweitafelverfahren oder das Verfahren der zugeord-
neten Normalrisse. Die Urspriinge dieses Abbildungsverfahrens lassen
sich jedoch bis ins Altertum zuriickverfolgen?).

1y Schon den Bauten der Babylonier und Agypter lagen Pline mit MaBangaben
zugrunde. Genauere Urkunden iiber das antike Bauzeichnen verdanken wir jedoch
erst dem romischen Baumeister und Ingenieur VITRUvIiUus PoLLlo, der in seinem
25 v. Chr. dem Kaiser AucusTUs gewidmeten Werke ,,De architectura‘* erstmals von
»Ichnographie* (d. h. FuBspurzeichnung = GrundriB) und ,,Orthographie‘ (d. h.
Aufrechtzeichnung = AufriB) spricht. Diese griechischen Namen kommen noch im
18. Jahrhundert vor. Das Verfahren wurde dann als Summe von Zeichenregeln und
Kunstgriffen in den mittelalterlichen Bauhiilten als zunftgeheimes Erfahrungsgut
weitergegeben ; fiir genauere Begriindungen oder Beweise der geometrischen Richtig-
keit dieser ,,Kiinste‘‘ bestand kein Bediirfnis. Vor allem forderte dabei der Stesnschnitt
genaue zeichnerische Darstellungen. Das erste dem Steinschnitt gewidmete Werk
stammt von PRILIBERT DE L'ORME ,, T'rasté de 'architecture’* (Paris 1567). Auch GIRARD
DEesarGuEs (1591—1662) hat sich mit den konstruktiven Verfahren des Steinschnittes
beschiftigt. Das groBte Verdienst um die Heranbildung der Darstellenden Geometrie
an Hand der konstruktiven Probleme des Stein- und Holzschnittes hat der franzosi-
sche Offizier und Ingenieur A. F. FREZIER mit seinem Werke ,,La théorie et la pratique
de la coupe des pierres et des bois, ou traité de stéréolomie'* (StraBburg 1738/39). FrEzIER
trennt darin als erster Theorie und Praxis und gibt erstmals genaue Begriindungen
und Beweise. Als wirklich methodisch geordneter Wissenszweig wurde das Grund-
und AufriBverfahren unter dem Namen Géomélrie descriptive erst von GasPARD MONGE

(Fortsetzung der FuBnote !) aut Seite 37)
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13. Darstellung eines Punktes

Ist P ein beliebiger Raumpunkt (Fig. 36), dann ist sein Grundrif (P’)
der NormalriB von P auf die GrundriBebene 7,, sein Aufrif P" der Nor-
malriB von P auf die AufriBebene n,. Grund- und Aufri werden durch
die zu m, bzw. m, normalen Projektionsstrahlen aus den RiBtafeln aus-
geschnitten. Ist noch P,, die Normalprojektion von P auf die RiBachse

b4
L A8 N
x 1° F 4
P,
z I
0 2 A Y e
X
{4} x 4
21 1
V
(4 r

Fig. 36. Grundri8 P’ und Aufri8 P’’ elnes Raumpunktes P (Entstehungswelse)

%5, 80 bilden die vier Punkte P, (P'), Pj,, P” ein Rechteck, dessen Seiten
(P’) Py und P" Py, zur RiBachse z;, senkrecht sind.

Wir legen ein rechtshindiges rechtwinkliges cartesisches Koordinaten-
system so, dal seine y-Achse mit der RiBachse r;, zusammenfillt, wih-
rend die z-Achse in der GrundriBebene 7, liegt und nach vorn orientiert
ist, die z-Achse der AufriBebene 7, angehért und nach oben zeigt. Dann
kann aus den Vorzeichen der Koordinaten (Koten) des Raumpunktes

(Fortsetzung der FuBinote !) von Seite 36)

(1746—1818) geschaffen, dessen Bedeutung fiir die Begriindung der Darstellenden
Geometrie wir schon in 1. gedacht haben.

In Deutschland wurde das MoNGEsche Verfahren zuerst durch GUIDO SCHREIBER
(1799—1871), der von 1827—1852 Professor der Darstellenden und Praktischen Geo-
metrie an der Polytechnischen Schule (= Technischen Hochschule) Karlsruhe war,
verbreitet durch sein ,,Lehrbuch der Darstellenden Geometrie nach Monges géoméirie
descriplive vollstandig bearbeitet* (Karlsruhe und Freiburg 1828/29). Fiir die Ent-
wicklung der Darstellenden Geometrie in Deutschland hat sich ferner sein in den Jah-
ren 1852—1896 lehrender Amtsnachfolger an der Technischen Hochschule Karlsruhe
CHRISTIAN WIENER (1826—1896) durch sein hervorragendes ,,Lehrbuch der Darstellen-
den Geometrie I[I1* (Leipzig 1884/87) groBe Verdienste erworben.

Der modernen Gestaltung der Darstellenden Geometrie durch Emin MULLER
und seine Wiener Schiiler wurde schon in 1. gedacht.
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P (z;y;2) entnommen werden, welchem der vier Quadranten 1-IV, in die
der Raum durch die beiden Rifitafeln zerlegt wird, der Punkt P angehort.
Numeriert man die Quadranten so, daB der vordere obere der erste, der
hintere obere der zweite, der hintere untere der dritte und der vordere
untere der vierte Quadrant ist, dann gilt die folgende Vorzeichentafel:

Quadrant] =z ‘ y ' z
I + beliebig
II — | beliebig +
I — | beliebig | —

14% + beliebig | —

Um in einer einzigen Zeichenebene (Reifbrett) konstruieren zu kénnen,
vereinigt man die Grund- und Aufriebene: man dreht die Grundriebene
7, um die RiBachse x;, so in die Aufriebene 7, hinein, daB ihr vorderer

Teil z > 0 auf den unteren
2 P P’ Teil 2 << 0 der AufriBebene
P20 p zu liegen kommt. Der dabei
z>0 x<0 x<0 aus dem wahren Grundriff
(P’) entstehende gedrehte
i 1% Ak B ey Grundriff des Punktes P
wird weiterhin ebenfalls kurz
Grundriff genannt und mit
x P p P’ bezeichnet. Da bei dieser
I I P o pe ) Drehung das Lot von (P’)
Fig. 37. Grund- und Aufri8 von Punkten P aus auf die RiBachse T12 in das
den vier Quadranten I, II, III, IV Lot von P’ auf die RiB-

achse iibergeht, folgt:

Satz 1: Grundrif P' und Aufriff P’ eines Raumpunktes P liegen stets
auf einer zur Rifachse x,, senkrechten Geraden. Diese heift Ordnungslinie
oder kurz Ordner des Punktes P.

Aus der Lage von P’ und P zur RiBachse z,, geht eindeutig hervor,
in welchem Quadranten der zugehérige Raumpunkt P liegt (Fig. 37). Zu
beliebig auf dem gleichen Ordner gewihlten Punkten P’, P’ gehort ein
bestimmter Raumpunkt P. Liegt P’ auf der RiBachse z,, so gehort P
der Aufrifiebene 7, ar/ und deckt sich mit seinem AufriB, d. h. esist P = P.
Liegt P” auf der Rifachse z,, dann ist P ein Punkt der GrundriBebene 7,,
so daB er mit seinem GrundriB identisch ist: P’ = P. Fallen P’ und P in
einen einzigen Punkt der Riflachse z;, zusammen, so liegt P selbst auf der
Achse z;, und es ist P’ = P = P.

x>0 Z <0 x>0




13. Darstellung eines Punktes 39

Decken sich Grundri P’ und Aufri P’ eines Punktes (Fig. 38), so
gilt fiir die Koordinaten eines solchen Punktes z = —z oder

(1 z+2z2=0.

Dies ist die Gleichung der winkelhalbierenden Ebene des zweiten und vierten
Quadranten. Es folgt

72
I g I R P
Z,
T, (P) x O (@) IP Xa
x X1z I
b4
p p; )i -
w ? a) by PP

Fig. 38. Dle Punkte P der Deckebene oder Koinzidenzebene » haben zusammenfallende
(8ich deckende) Grund- und Aufrisse P’ = P

Satz 2: Alle Raumpunkte P, deren Grundriff und Aufriff zusammenfallen
(P' = P"), liegen in der Symmetriecbene des zweiten und vierten Quadran-
ten. Sie heifft Deckebene oder Koinzidenzebene x.

T2z
I Q I Q@
o
P pe
S b4 +
T ()|« \o (@) 4 4 x
s 2
P’ P
— . Q .
4 @ T r &1 ¢
a) b)

Fig. 39. Die Punkte P der Symmetrieebene ¢ haben beziiglich der RiBachse z,,
symmetrische Grund- und Aufrisse

Die Deckebene hat zuerst der Luxemburger JEAN BAPTISTE BRASSEUR
(1853) in die Darstellende Geometrie eingefiihrt.

Liegen Grundri P’ und AufriB P’ eines Raumpunktes P zur RiBachse
symmetrisch (Fig. 39), so besteht zwischen den Koordinaten des Punktes P
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die Beziehung x = z oder
(2) z—z=0.
Dies ist die Gleichung der winkelhalbierenden Ebene des ersten und drit-
ten Quadranten. Also gilt

Satz 3: Alle Raumpunkte, deren Grundrif wnd Aufrif zur Rifachse
symmelrisch liegen, gehdren der Symmetrieebene des ersten und dritten Qua-
dranten an. Sie heift Symmetrieebene o.

14. Darstellung einer Geraden

Der Normalrif3 einer beliebigen Raumgeraden g ist wieder eine Gerade,
falls wir den Sonderfall, daB g auf einer der Bildebenen senkrecht steht,
vorldufig ausschlieBen. Der Grundrif g’ der Geraden g entsteht dadurch,

y=v'

X1z

Iltl PI

gl
al b) =H'
Fig. 40, GrundriB g’ und AufriB g’ elner Raumgeraden g. Erster Spurpunkt H {Horizontal-

spurpunkt) und zweiter Spurpunkt ¥ (Vertikalspurpunkt). H’’ und V' llegen auf der RiS-
achse z,;. Dabel ist H = H und V" =V

daB die zu &, normale projizierende Ebene durch g, die sogenannte erstpro-
jizierende Ebene durch g, mit der GrundriBebene 7, geschnitten wird (Fig. 40a).
(PaB eigentlich die GrundriBebene 7, noch in die AufriBebene s, um die
RiBachse z;, hineingedreht werden muf}, um zum Grundri88 g’ zu gelangen,
erwithnen wir in Hinkunft, weil selbstverstindlich, nicht mehr ausdriick-
lich.) Der Aufriff g"’ der Geraden g ist die Spur der zu 74 normalen zweit-
projizierenden Ebene durch g in der AufriBlebene s,.

Ist die Gerade g zur Grundriiebene =, nicht parallel, so hat sie einen
{eigantlichen) Spurpunkt in ihr, der ihr erster Spurpunkt oder Horizontal-
spurpunkt H hei3t. Der Grundri8 H’' von H fillt mit H zusammen, der
Aufri H” liegt auf der RiBachse.

Ist die Gerade g zur Aufriiebene 7, nicht parallel, so hat sie einen (eigent-
lichen) zweiten Spurpunkt oder Vertikalspurpunkt V, nimlich den Durch-
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stoBpunkt von g mit m,. Er ist sein eigener Aufri: V'’ = V, wihrend
gein GrundriB V' auf der RiBachse liegt.

Ein beliebiger Punkt P der Geraden g hat dann seine Risse P’ und P"
auf g’ bzw. ¢g'’; sie liegen auf einem Ordner.

Sind die beiden zugeordneten Normalrisse ¢’ und g" einer Geraden g in der
Zeichenebene gegeben (Fig. 40b), so findet man ihre Spurpunkte dem-
nach folgendermaBen: Der Schnittpunkt von g’ mit z, ist der Aufri H"'
des Horizontalspurpunktes H der Geraden. Sein Grundri H' = H liegt
auf dem Ordner durch H'' auf ¢'.
Andererseits schneidet g' die RiB-
achse im GrundriB V' des Vertikal- v
spurpunktes ¥, und V"' =V ist der 5
Schnittpunkt des zugehérigen Ord-
ners mit ¢g'’. Liegt die Strecke e
zwischen H" und V" iiber der Ril-
achse z;, und die Strecke zwischen
A’ und V’ unter dieser, dann geht
die Gerade g durch den ersten
Quadranten. AuBerdem passiert sie
die benachbarten (d. h. den zweiten
und vierten) Quadranten, wihrend
sie den gegeniiberliegenden dritten
Quadranten meidet.

H=K*

X1p

H

Der (eigentliche oder uneigent- Fig. 41. Deckpunkt K und Symmetrie-
punkt S einer Raumgeraden g (Schnitt-

Iiche, d. h. unendlich ferne) Schnitt- punkte von g mit der Deckebene x und
punkt K =K' von g' und g" Symmetrieebene o}

(Fig. 41) ist der (zusammenfallende)

Grund- und Aufri8 jenes Punktes K der Raumgeraden ¢, der in der Deck-
ebene (Koinzidenzebene) » liegt, d. h. des Schnittpunktes K der Raum-
geraden g mit der Deckebene x, den man als den Deckpunkt oder Koinzi-
denzpunkt von g bezeichnet. Sind ¢’ und ¢’ zueinander parallel, so ist die
Gerade g im Raum zur Deckebene x parallel, ihr Deckpunkt K ist der
Fernpunkt von g.

Um die Risse §’, 8" jenes Punktes S auf ¢ zu bestimmen, in dem ¢ die
Symmetrieebene ¢ durchsto8t, hat man das Spiegelbild von ¢’ beziiglich
der RiBBachse z;, mit g’ zu schneiden. Dieser Schnittpunkt ist §’, wihrend
8’ in gleichem Abstand von der RiBachse auf g’ liegt. Sind ¢’ und g’ unter
entgegengesetzt gleichen Winkeln gegen die RiBachse geneigt, also zu einem



42 III. Grund- und AufriBverfahren

Ordner symmetrisch, so ist die Gerade g im Raum zur Symmetrieebene o
parallel.

Wir betrachten nun die bisher ausgeschlossenen Sonderlagen einer Ge-
raden beziiglich der beiden Bildebenen.

Eine horizontale, d. h. zur Grundriebene 7z, parallele Gerade heif3t eine
erste Hauptlinie hy. Wihrend ihr Grundri &, beliebig ist, verlauft ibr
Aufrif b’ zur Rifachse 2, parallel (Fig. 42). Der Neigungswinkel & von

v hl Pt bert A P #

&Y X1z

p \ Hek'

Fig. 42. Erste Hauptlinie h, (Parallele zur GrundriBebene n,). Ihr Aufrif k" ist parallel zur
RiBachse x4

h, gegen die Aufrilebene 7, tritt in wahrer Grofe als Winkel & zwischen
h; und x;, auf. Thr Horizontalspurpunkt H = H’ ist der Fernpunkt von
hy, ibr Vertikalspurpunkt ¥V = V"’ liegt auf dem Ordner des Schnittpunktes
V' von h; mit der RiBachse 2;,.

V=V’
[7
: P \ p*
D, hs by
\
NCh . .
x/72 BOH Yop A 3 M o
K5
T, P A M

v p h:' H ey
Fig. 43. Zwelte Hauptlinle k, (Parallele zur AufriBebene n,). Ihr Grundri8 h; ist parallel
zur RiBachse z,,

Eine frontale, d. h. zur AufriBebene 7, parallele Gerade heilt eine zweite
Hauptlinie h, Ihr Aufrifl h;' ist beliebig, ihr Grundrif h; 18t zur Rif-
achse x;, parallel (Fig. 43). Der Winkel § zwischen A; und a;, ist gleich
dem wahren Neigungswinkel § zwischen k, und der Grundrifiebene ;.
Der Vertikalspurpunkt V = V’’ einer zweiten Hauptlinie ist der Fern-
punkt von A,; ihren Horizontalspurpunkt H = H’ findet man auf %,
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durch einen Ordner unter (oder iiber) dem Schnittpunkt H' von A, mit
der RiBachse xy,.

Ist eine Gerade g zu beiden Bildebenen, d. h. zur RiBachse «,, parallel,
ist also die Gerade g zugleich erste und zweite Hauptlinie, dann ist sowohl
ihr GrundriB ¢’ als auch ihr Aufri g’ zur Rifachse parallel (Fig. 44).

T 9" P g P

g P

9’ P
Fig. 44. Zur RiBachse z,, parallele Gerade g
Eine zur GrundriBebene 7, senkrechte Gerade g heilt eine erstprojizie-
rende Gerade. Thr Grundrif g’ ist ein Punkt, ihr AufriB g’ eine zur RiBachse
senkrechte Gerade durch g’ (Fig. 45).

e

L4 , 4 ,
g g pt g pr
(] PEL L, g 7
g g 1
X . £ H i
e A % Y \ e
’ 1
/ g s’ P \

‘ ‘\

9 \

HeH' !

Fig. 45. Eine Gerade, dle in elner zur RiBachse z,, normalen Ebene llegt, Ist durch die Risse
threr Spurpunkte H und ¥ festgelegt. Projizierende Geraden

-
Pl

Eine zweitprojizierende Gerade, d. h. eine zur AufriBebene 7, senkrechte
Gerade, hat als Aufrif g'' einen Punkt, als GrundriB8 g’ eine zur RiBachse
senkrechte Gerade durch g” (Fig. 45).

Liegt schlieBlich eine Gerade in einer zur RiBachse z,, senkrechten
Ebene in beliebiger Lage, so sind ihr Grundri ¢’ und ihr AufriB g¢"
zur RiBachse senkrecht; sie iiberdecken sich (Fig. 45). Da es bei dieser
Lage einer Geraden g nicht moglich ist, durch bloBes Ziehen eines
Ordners zum Grundri8 P’ eines Punktes P der Geraden g seinen Aufri8 P”
zu bestimmen, muf man auf g die Lage zweier Punkte der Geraden, etwa
die des Horizontalspurpunktes H und des Vertikalspurpunktes ¥V angeben.
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Dann ist die Lage der Geraden g im Raume eindeutig festgelegt und man
findet unter Benutzung der Invarianz des Teilverhdltnisses
(1) (HV - Py= (HV' - Py= (H"V - P")
zum GrundriB P’ auf ¢’ leicht den AufriB P auf ¢”, z. B. indem man,
Parallelen durch H’ und V' bzw. durch H”' und V"’ ziehend, die Hilfsgerade
ho=[H,V ] zeichnet. Die Parallelen durch P’ und den gesuchten Punkt P
miissen sich dann ebenfalls in einem Punkt P, der Geraden &, treffen, fiir
den wegen (1) (H' V- P'y=(H,V, Po)=(H" V" P") gilt.

Zwetr verschiedene Geraden tm Raum schneiden sich entweder in einem
eigentlichen Punkte P oder (wenn sie parallel sind) in einem Fernpunkte P,,
oder sie sind zueinander windschief.

g2ll g”
P ”
*e
X12
<
g 2'
9,’

Fig. 46, Zwei (nicht parallele) Geraden kénnen sich a) schnelden oder b) nicht schneiden,
d. h. zuelnander windschief sein

Zu parallelen Geraden g, und g, gehoren wegen der Invarianz des Par-
allelismus gegeniiber Parallelprojektion sowohl parallele Grundrisse g “ 9y
als auch parallele Aufrisse g ||gy.

Aus der Invarianz der Inzidenzverhiltnisse von Punkten und Geraden bei
Parallelprojektion folgt weiter: Haben die Geraden g, und g, einen eigent-
lichen Schniftpunkt P, so ist sein GrundriB P’ der Schnittpunkt von g
mit g,, sein AufriB P’ der Schnittpunkt von g mit g; (Fig. 46a). Der
Schnittpunkt P’ der Grundrifbilder und der Schnittpunkt P" der Aufrifbilder
der beiden Geraden liegen dabes auf einem Ordner.

Sind die Geraden g, und g, zueinander windschief, dann haben sie keinen
(eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt gemeinsam. Trotzdem schneiden
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sich sowohl ihre Grundrisse g, g, wie auch ihre Aufrisse g}, g, in je einem
Punkt, und wenigstens einer von ihnen ist kein Fernpunkt. Es gibt nimlich
einen auf 7, senkrechten Sehstrahl s;, der nacheinander g; und g, in einem
Punkte P und einem Punkte @ trifft. Die Grundrisse P’ und @’ fallen in
dem Kreuzungspunkt von g; und g, zusammen (der zugleich der Grund-
riB &) des Sehstrahls s, ist), ihre auf dem Ordner s; liegenden Aufrisse
P”, Q" sind dagegen verschieden (Fig. 46b). Entsprechend gibt es einen
zu 7, senkrechten Sehstrahl sy, der g; im Punkt K und g, im Punkt § schnei-
det. Die Aufrisse R, 8" dieser beiden Punkte decken sich in dem Kreu-
zungspunkt von g; und g, (der zugleich der AufriB s, des Sehstrahls s,
ist), wihrend ihre Grundrisse R’, 8’ verschiedene Punkte sind, die auf
demselben Ordner s, auf g; bzw. g, liegen. Fiir die windschiefe Lage zweier
Raumgeraden ist kennzeichnend, daf der Kreuzungspunkt shrer Aufrisse und
der Kreuzungspunkt threr Grundrisse nicht auf einem Ordner liegen.

Man kann mit Hilfe der Sehstrahlen s; und s, auch leicht die Sichtbar-
keitsverhdltnisse zweier windschiefer Geraden an den Kreuzungsstellen ihrer
Grund- und Aufrisse kliren. Der Kreuzungspunkt P’ = @' im Grundrif3
16st sich im AufriB in die beiden verschiedenen Punkte P”, @'’ auf. Liegt
dann z. B. (Fig. 46b) der Punkt P’ auf dem Sehstrahl s] iiber dem Punkt
@, so liegt P iiber §. Im Grundri verdeckt daher der Punkt P’ den
Punkt @', und die Gerade g,, die den Punkt P trigt, liegt in der Umge-
bung der Kreuzungsstelle iiber der Geraden g,; in der Zeichnung ist also
g, durchzuziehen, g, zu unterbrechen. Eine analoge Uberlegung unter Ver-
tauschung der Rollen von Grund- und Aufrifl zeigt, daB bei der in Fig. 46b
vorliegenden Annahme im Kreuzungspunkt R = 8" zwischen g; und
g, die Gerade g, vor der Geraden g, vorbeiliuft, so da8 also der Kreuzungs-
punkt als Punkt B von g, sichtbar, als Punkt S von g, verdeckt ist.

15. Darstellung einer Ebene

Eine Ebene ¢, die weder zur GrundriBiebene z; noch zur Aufriflebene 7,
parallel ist, schneidet diese beiden Bildebenen in je einer Geraden, den
beiden Spurgeraden oder kurz Spuren der Ebene e. Die Schnittgerade
von & mit 7, heiBt erste Spur oder Grundrifspur e;, die Schnittgerade von &
mit 7, zwette Spur oder Aufrifispur e, der Ebene ¢ (Fig. 47a). Von der
RiBachse x;, wird die Ebene ¢ in einem Punkte £ durchstoBen, der Knoten-
punkt oder Knoten der Ebene ¢ heifit. Der Knotenpunkt E ist zugleich der
Schnittpunkt der beiden Spuren e; und e, der Ebene &.

Unter den in der Ebene ¢ liegenden Geraden spielen jene Geraden eine
besondere Rolle, die zur Grundrifiebene 7; bzw. zur AufriBebene 7, parallel
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sind. Die zu m, parallelen (also horizontalen) Geraden 4, heilen erste Spur-
parallelen oder erste Hauptlinien der Ebene ¢, die zu 7, parallelen Geraden
hy sind die zweiten Spurparallelen oder zweiten Hauptlinien der Ebene.
Die ersten Hauptlinien %, sind zur ersten Spur e,, die zweiten Hauptlinien
hy zur zweiten Spur e, parallel. Durch jeden Punkt P der Ebene ¢ ver-
lauft eine erste und eine zweite Hauptlinie.

Zur Darstellung einer Ebene ¢ im Grund- und Aufriverfahren kénnen
ihre beiden Spuren e, und e, dienen, die sich im Knoten E auf der Riflachse
z,, schneiden, sonst aber beliebige Lage einnehmen konnen (Fig. 47b).

el'e}” I 4
Ve £
b’
/;// v P
e; X2
JX hi
h
€, 6, ',
al bJ

Fig. 47. Darstellung einer Ebene ¢ durch fhre Spuren ¢, (erste Spur, GrundriBspur) und e,
(zweite Spur, AufriSspur) und Spurparallelen (Hauptlinien) %, und %,

Die erste Spur e, liegt in der GrundriBebene. Daher gilt fiir jhre Risse
e;=e¢ und e; = z;,. Die zweite Spur e, gehort der AufriBebene an,
so daB e, = z;, und e, = ¢, ist.

Eine erste Spurparallele 4, ist zur ersten Spur e; der Ebene parallel.
Dabher ist
(1) k|

Satz 1: Der Aufriff einer ersten Spurparallelen ist zur Rifachse, thr Grund-
rif} zur Grundrifspur der Ebene parallel.

Fiir jede zweite Spurparallele h, gilt entsprechend:

(2) by g By

Satz 2: Der Grundriff einer zweisten Spurparallelen st zur Rifachse, ihr
Aufref zur Aufrifspur der Ebene parallel.

Ist (Fig. 47b) von einer ersten Spurparallelen , der Ebene & der Grund-
riB %, |le, gegeben, so findet man ihren AufriB A, | 2, leicht iber ihren
Vertikalspurpunkt V. Sein Grundri V' ist der Schnittpunkt von A) mit
€, = T;,. Sein Aufri ¥V = V" liegt dann auf dem Ordner durch V' auf e,.

e, By H Typ-

eg.
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Durch V verléuft dann parallel zur RiBachse der AufriB 4] der gegebenen
ersten Hauptlinie.

Die Zuordnung zwischen dem Grundrif k, und dem Aufri k; einer
zweiten Spurparallelen der Ebene ¢ erfolgt iiber ihren Horizontalspurpunkt
H. Sein Grundri H' = H ist der Schnittpunkt von 4, und e, sein Auf-
ri3 H” der Schnittpunkt von %, und z;,. Beide Risse H’, H" miissen
auf einem Ordner liegen.

Da die Hauptlinien #; und %, der Ebene ¢ angehoren, schneiden sie sich
in einem Punkte P von . Der Schnittpunkt P’ von & und k; sowie der
Schnittpunkt P’ von k; und A, liegen daher auf einem Ordner.

Unter Verwendung einer ersten oder einer zweiten Spurparallelen lifit
sich nun leicht folgende Aufgabe ldsen:

Aufgabe: Von einem Punkt P der Ebene ¢ mit den Spuren e; und e, ist
bei gegebenem Grundriff P’ der Aufriff P” zu konstruieren.

Losung: Man legt dazu durch P z. B. die erste Spurparallele %, der
Ebene ¢. Ihr Grundri3 h; verliguft durch P’ parallel zu e, (Fig. 48) und trifft

Fig. 48. Konstruktion des Aufrisses P’/ Fig. 49. Konstruktion des Aufrisses g’
elnes Punktes P der Ebene ¢ bel elner Geraden g der Ebene ¢ bel
gegebenem Grundrif8 P’ gegebenem Grundri g’

die RiBlachse z;, im Punkt V’. Der Aufriispurpunkt ¥ = V" liegt auf dem
Ordner von ¥V’ auf e,. Durch ihn verlduft dann der Aufri )’ von &, par-
allel zu z,5,. Der gesuchte Aufri} P’ des Punktes P liegt dann 1. auf
dem Ordner von P’ und 2. auf dem AufriB A, der ersten Spurparallelen
h, durch P.

Selbstversténdlich kann P” auch mit Hilfe der zweiten Spurparallelen
hy durch P gefunden werden. Ist umgekehrt der Aufril P’ gegeben,
dann liefert eine analoge Konstruktion den Grundri3 P’ des in der Ebene ¢
gelegenen Punktes P.
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Liegt eine belicbige Gerade g itn der Ebene ¢, die wir uns wieder durch
ihre beiden Spuren e,, e, festgelegt denken, so ist sie schon durch Vorgabe
eines ihrer zugeordneten Normalrisse bestimmt. Ist z. B. der Grundrifi
g’ gegeben, dann ist ihr Horizontalspurpunkt H = H’ der Schnittpunkt
von g’ mit e; und der Grundri8 ¥’ ihres Vertikalspurpunktes ¥ der Schnitt-
punkt von ¢’ mit z,, (Fig. 49). Der Aufril H" des Horizontalspurpunktes
H liegt dann auf z;,, der Vertikalspurpunkt ¥V = ¥V’ auf e¢,. Die Verbin-
dungsgerade [H" V] ist dann der gesuchte Aufrif g’ der Geraden g der Ebene ¢.

Ein beliebiger Punkt P der Ebene ¢ kann dann auch mit Hilfe einer belie-
bigen durch P gelegten Hilfsgeraden g der Ebene ¢ von einem in den an-
deren RiB iibertragen werden (Fig. 49).

Weitere ausgezeichnete Geraden einer Ebene ¢ sind die Spurnormalen
oder Fallinien. Alle Geraden der Ebene ¢, die auf ihrer ersten Spur ¢;
senkrecht stehen, heiflen erste Spurnormalen oder erste Fallinien f; (ein
Massenpunkt in der Ebene fillt unter dem EinfluBl der Schwerkraft lings
einer solchen Fallinie). Zweite Spurnormalen oder zweste Fallinten f, sind
alle jene Geraden der Ebene ¢, die auf ihrer zweiten Spur e, senkrecht
stehen.

Da die erste Fallinie f; auf der ersten Spur ¢; der Ebene ¢ senkrecht
steht, ist die erstprojizierende Ebene durch f,, die den Grundrif3 f'l enthilt,
zu ¢; normal. Daher steht auch f; auf e; senkrecht (Fig. 50a). Also gilt:

Fig. 50. Darstellung elner ersten Spurnormalen (ersten Fallinle) f, der Ebene &

Satz 3: Der Grundrif f; einer ersten Fallinie f, der Ebene ¢ ist senkrecht
2ur ersten Spur e; der Ebene.

Entsprechend gilt:

Satz 4: Der Aufriff f;' einer zweiten Fallinie f, der Ebene ¢ ist senkrecht
zur zweiten Spur e, der Ebene.

Daraus ergibt sich die Konstruktion einer ersten Fallinie f, (Fig. 50b).
Ihr GrundriB f; ist zu e; senkrecht und schneidet e, in ihrem Horizontal-
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spurpunkt H, die Riachse z;, im Grundril V' des Vertikalspurpunktes V.
Durch Ubertragung von H und V in den AufriB ist der AufriB f; der im
Grundril gewihlten ersten Fallinie als Verbindungsgerade von H'' mit
V = V" bestimmt.

Entsprechend verliuft die Konstruktion einer zweiten Fallinie f, (Fig. 51).

ld e

/'n

X4z X2
ni

)
P!
Fig. 51. Darstellung einer zweliten Spur- Fig. 52. Darstellung der Nor-
normalen (zweiten Fallinie) f, malen n (des Lotes) aus dem
der Ebene ¢ Raumpunkte P auf die Ebene &

Thr AufriB f, steht auf der zweiten Spur e, senkrecht. Durch Uber-
tragen der beiden Spurpunkte H und V aus dem AufriB in den Grundrifi
erhilt man den Grundri8 f, als Verbindungsgerade [HV'].

Als weitere wichtige Geradenschar, die mit einer Ebene verbunden ist,
besprechen wir nun die Normalen der Ebene, d. h. jene Raumgeraden n,
die auf der Ebene ¢ senkrecht stehen.

Die durch einen beliebigen Raumpunkt P gelegte Normale n auf die
Ebene ¢ steht auf alléen Geraden der Ebene senkrecht, also auch auf ¢;
und e,. Die erstprojizierende Ebene durch n steht deshalb auf ¢, die zweit-
projizierende Ebene durch n auf e, senkrecht. Daher gilt (Fig. 52):

Satz b : Der Grundriff n' einer Normalen n zu einer Ebene ¢ steht senkrecht
auf der Grundrifspur e, der Ebene und damit auch auf dem Grundrif h,
jeder ersten Spurparallelen hy. Ihr Aufriff n'' steht senkrecht auf der Auf-
rifspur e, der Ebene & und damit auch auf dem Aufrif b, jeder zweiten
Spurparallelen h,.

Soll in einem durch Grundri8 P’ und Aufri8 P” gegebenen Punkt P
der Ebene ¢ das Lot n errichtet werden, so hat man im Grundri8 von P’
das Lot n’ auf die GrundriBspur ¢; und im Aufril P” von P das Lot n’’ auf
die Aufrispur e, zu fillen (Fig. 53).

7311 Strubecker, Geometrie 4
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Hiufig nimmt die darzustellende Ebene zu den Rif3tafeln eine Sonder-
lage ein.

Eine Ebene ¢, die zur Riflachse x,, parallel ist, heiflt Pultebene (Fig. 54).
Ihr Knotenpunkt E ist der Fernpunkt der RiBachse und ihre Spuren e,
und e, sind beide zur RiBachse z;, parallel.

Ist die Ebene ¢ parallel zur Aufrif-
ebene m,, man spricht dann auch von
einer frontalen Ebene, so ist ihre Aufrif-
spur e, die Ferngerade. der Bildebene,
wihrend ihre Grundrispur ¢; zur RiB-
achse z;, parallel verlduft (Fig. 55).

Fiir eine zur Grundrifebene m, parallele
Ebene, d.h. fiir eine horizontale Ebene ¢,
verschwindet die GrundriBspur e, im
Unendlichen, wihrend die Aufrilspur e,

Fig. 53. In elnem Punkte P der eine Parallele zur RiBachse x,, ist (Fig. 56).

Ebene ¢ ist das Lot = auf ¢ Besonders wichtig sind jene Ebenen,
zu errichten . . .
die auf einer Bildtafel senkrecht stehen.
Da die projizierenden Sehstrahlen in bezug auf die Bildebene, auf der
die Ebene senkrecht steht, ganz der Ebene angehéren, heiflen solche
Ebenen projizierende Ebenen.

T, [ ( €
: £ <
J SUpEERRR Xog X1
,/
[~ £
/Z'v & J L e,
Fig. 54. Darstellung einer zur RiBachse z,, parallelen Ebene ¢ (Pultebene) durch ihre Spuren
L]
[
B Xeg —X12
//”

]
Fig. 55. Darstellung elner zur AufriBebene x, parallelen Ebene ¢

Eine Ebene g, die zur. Grundrilebene 7, senkrecht steht, heifit eine
erstprojizierende Ebene. Wihrend ihre erste Spur e, beliebige Lage
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aufweisen kann, steht ihre zweite Spur e, im Knotenpunkt E auf der RiB-
achse z,, senkrecht (Fig. 57). Jeder Punkt P, dessen Grundril P’ auf e,
liegt, wihrend sein AufriB P” irgendwo auf dem Ordner liegt, gehort der
erstprojizierenden Ebene ¢ an.

Aus dem Aufril P” kann dann sofort der GrundriB P’ eines solchen
Punktes von ¢ gefunden werden. Ist dagegen der Grundril P’ eines

;
: € 2

b 273 Xsg

1

Fig. 56. Darstellung einer zur GrundriBebene =, parallelen Ebene &

L2
b e,
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P . Z z
(3 zI o Xz £b 1

T, P

X1

e,

\P'
F¥ig. 57. Darstellung einer erstprojizierenden Ebene . Ihre zwelte Spur e, ist normal zur
RiBachse z,,

Punktes von ¢ auf ¢, gegeben, dann verlangt die Konstruktion seines Auf-
risses P’ die Kenntnis seiner Hohenkote z.

Eine zweitprojizierende Ebene ¢ steht auf der Aufriiebene s,
senkrecht. Thre erste Spur e, steht auf der Rilachse x,, senkrecht, wihrend
ihre zweite Spur e, beliebig durch den Knoten E verliuft (Fig. 58). Ein
beliebiger Punkt P der zweitprojizierenden Ebene ¢ hat seinen Aufrif3
P” auf e,, wihrend sein Grundri8 P’ von der RiBlachse den Abstand z hat.

Ist eine Ebene ¢ zugleich erst- und zweitprojizierend, d. h. steht sie sowohl
auf der ersten Bildebene 7x; wie auf der zweiten Bildebene m, senkrecht,
dann heiBlt sie doppeltprojizierend. Thre Spuren e, ¢, fallen in einem Lot
zur RiBachse zusammen (Fig. 59). Nimmt man auf ihm die Punkte P’
und P’ beliebig an, so sind sie stets Grund- und Aufri3 eines Punktes P
dieser doppeltprojizierenden Ebene &.

4%
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Solche doppeltprojizierende Ebenen spielen eine Rolle als Kreuzrifebenen ;
der NormalriB eines rdumlichen Objekts auf sie hei3t némlich ein Kreuz-

riff des Objekts.

el
p*
——] .E A2
X
Ao e
1

Fig. 58. Darstellung einer zweltprojizierenden Ebene s. Ihre erste Spur e, ist normal zur
RiBachse z,,

€,
T,
Pll pl
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Fig. 59. Darstellung einer doppeltprojizierenden Ebene ¢. Ihre belden Spuren e; und e, sind
normal zur RiBachse z,,

16, Die Koinzidenzgerade oder Deckgerade einer Ebene

Die Schnittgerade einer beliebigen Ebene & mit der Koinzidenzebene
(Deckebene) » hei3t die Koinzidenzgerade oder Deckgerade k dieser Ebene e.
Da der Knotenpunkt E der Ebene auf der RiBachse iy, liegt, durch die
auch die Koinzidenzebene » geht, verliuft die Koinzidenzgerade k stets
durch den Knoten E der Ebene. Eine beliebige Gerade g der Ebene ¢
durchsto8t die Koinzidenzebene x in einem Punkte K, der ebenfalls der
Koinzidenzgeraden % von ¢ angehért. Durch die Punkte F und K ist aber
die Koinzidenzgerade k von & schon eindeutig festgelegt. Weil sie in der
Deckebene »x liegt, fallen Grund- und Aufri der Deckgeraden k von &
miteinander zusammen: &' = k”.
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Die Ebene ¢ sei durch ihre Spuren e, e, gegeben, die sich im Knoten £
auf der RiBachse z,, schneiden (Fig. 60). Von der in ¢ gelegenen Geradeng
kann man den GrundriBl ¢’ beliebig wihlen: ihr AufriB ¢’’ ist iiber den
Horizonta.lspurpunkt H und den Vertikalspurpunkt ¥ zu konstruieren. Der
Schnittpunkt von g’ und ¢'’ ist dann das zusammenfallende Bildpaar K’ = K"’

/(lg K”

Fig. 60, Grund- und Aufri8 einer (nichtprojizierenden) Ebene ¢ sind zueinander perspektiv
affin mit dem zusammenfallenden Bildpaar k' = k’* der Deckgeraden %k der Ebene als Affini-
tatsachse und den Ordnern als Affinitatsstrahlen

des Deckpunktes K der Geraden g. Grund- und Aufrif der Deckgeraden &

der Ebene ¢ sind jetzt als zusammenfallende Verbindungsgeraden

k' = k" des Knotens E mit K’ = K"’ bestimmt.

Ist P ein beliebiger Punkt der Geraden g, dann liegt sein GrundriB
P’ auf ¢, sein Aufri P" auf g"’. Nach Wahl des Grundrisses P’ kann der
AufriB P” des Punktes unabhingig von ¢ in der bekannten Weise auch
mit Hilfe etwa der zweiten Hauptlinie h, durch P konstruiert werden.
Dabei miissen sich auch %, und A, auf dem zusammenfallenden Bilde
k' = k'’ der Deckgeraden k schneiden, da k, der Ebene ¢ angehort.

Zwischen Grund- und Aufrif der Punkte P und Geraden ¢ einer
(nichtprojizierenden) Ebene ¢ gelten somit die folgenden Beziehungen:

1. Grund- und Aufriff eines beliebigen Punktes P der Ebene ¢ liegen auf
einer festen Richtung, der Richtung der Ordnungslinien.

2. Grund- und Aufriff einer beliebigen Geraden g der Ebene treffen sich auf
einer festen Geraden k' = k', dem zusammenfallenden Bildpaar der Deck-
geraden k der Ebene.

Dies sind aber die kennzeichnenden Eigenschaften einer perspektiven
Affinitdt, d. h. es gilt der grundlegende
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Satz 1: Zunschen Grundriff und Aufriff einer ebenen Figur besteht eine
perspektive Affinitdt. Affinstitsrichtung tst dabei die Ordnerrichtung und
Affinititsachse das zusammenfallende Bildpaar k' = k" der Deckgeraden k der
Ebene.

Legt man die Ebene & dadurch fest, dal man das zusammenfallende
Bildpaar ¥’ = k"’ ihrer Deckgeraden k sowie den Grundri P’ und AufriB P’
eines beliebigen Punktes P der Ebene ¢ vorschreibt (Fig. 61), so kann man

R4 zu jedem weiteren Punkt @ der
-0y Ebene ¢ bei gegebenem Grund-
7 riB @ sofort den AufriB @ mit

/9' Hilfe dieser perspektiven Affini-

. tit konstruieren. Der Punkt Q"

liegt ndmlich auf dem Ordner

7 [@'Q"]|[P P");auBerdemschne;-

densich die Geraden ¢’ = [P'Q’]

und ¢’ = [P"'Q"'] auf dem Deck-
geradenbilde &' = k.

g Sind weiter D' = D"’ und

Fig. 61. Die zusammenfallenden Risse k” = k’* der F' = F” die Schnittpunkte der

Deckgeraden & und das Blldpaar (P’, P) elnes  Affinitdtsstrahlen [ P P"] bzw.

Punktes P 1;%:!;36;‘;32; ;:dtexs&:trm elner [ Q, Q,,] mit dem Deckgera den-
bilde, so sind die Teilverhiltnisse
(1) (PIPII . DI) — (QI QII . FI) — 6

einander gleich. Somit gilt

Satz 2: Der Grundrif P’ und Aufriff P eines beliebigen Punktes P
einer Ebene & bilden mit dem Schnittpunkt D' = D"’ des Ordners [P'P"']
von P mit dem Deckgeradenbilde k' = k"' der Ebene ein festes Teilver-
hdltnis, das charakteristische Teilverhdltnis (1) der Ebene .

Bemerkung 1: Die Deckgerade k einer Ebene & kann im besonderen auch mit der
Ferngeraden der Ebene £ zusammenfallen. Das ist dann und nur dann der Fall,
wenn die Ebene € zur Deckebene x parallel ist. Grund- und Aufriff einer solchen Ebene e
und jeder ihrer Figuren entstchen dann auseinander durch eine blofe Parallelverschie-
bung in Richtung der Ordner. Das in (1) erwihnte charakteristische Teilverhiltnis
einer solchen Ebene € hat den konstanten Wert § = 1, weil die zusammenfallenden
Bilder der Deckpunkte D’ = D" und F’' = F' jetzt die Fernpunkte der Ordner sind.

17. Parallelverschiebung der Riflachse

Gegeben scien der Raumpunkt P und die RiBtafeln x;, ,, die sich in der
RiBachse z;, schneiden. In Fig. 62a sind n;, 7, und z;, normal zum Zeichen-
blatt = gewshlt, so daB in der Normalprojektion auf n (im ,,SeitenriB‘‘)
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die GrundriBebene 7, als horizontale Gerade, die AufriBebene 7, als ver-
tikale Gerade und die RiBachse z,, als Punkt erscheinen. Durch normale
Projektion des Punktes P auf die Aufrilebene 7, entsteht der Aufri P,
durch normale Projektion von P auf die Grundrilebene z; der Grundrif3
(P’') des Punktes P. Durch eine Drehung von 90° um die RiBachse z,,
(oder durch eine gleichwertige schiefe Parallelprojektion unter 45° in
Richtung der Drehsehnen der Drehungskreise) entsteht daraus der gedrehte
Grundrif P’ des Punktes P (Fig. 62a).

w1
P PP ; P
P le—x— o f
3 X b4 p
'i’«y ZI (,6’) 5 z F4 }
A a ‘ /4
\\ X1 X h
T (P) 04z ¥ 1,
( X12 XA ',2
\“\ X X
P |P plp

a) b)

Fig. 62. Eine Parallelverschiebung der RiBachse z;; nach Z,, bedeutet eine bloSe Parallel-
verschiebung der GrundriBebene und der Aufriebene bel fester Deckebene » und
unge#indertem Raumobjekt

Fig. 62D zeigt die Lage der RiBachse x;, und die der Punkte P’ und P”
in der Zeichenebene 7 = 7,. Der Punkt P habe in einem mit 7z, und 7, in der
iiblichen Weise verbundenen rechtwinkligen cartesischen Koordinaten-
system die Koordinaten P (z,y, z). Die Koordinate x erscheint dann in
der Zeichenebene als Abstand des Punktes P’ von der RiBachse x;, (posi-
tiv nach unten gezihlt), die Koordinate z als Abstand des Punktes P’
von ;3 (positiv nach oben gezihlt).

Nun werde die RiBachse z;, in Fig. 62b um A nach oben parallel zu
sich in die neue Lage z,, gehoben, wihrend die Lage von P’ und P un-
gedndert bleibe. Die GrundriBebene s; wird dadurch in Fig. 62a gleich-
falls um 4 in die Lage 7, gehoben. In welche neue Lage 7, ist nun die Auf-
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riBebene 7, zu verschicben, damit P = P’ und P = P" Grundri8 und
Aufrif des alten Raumpunktes P in bezug auf die neuen RiBtafeln
7, und 7, sind ?

Denken wir uns das Koordinatensystem O (z, y,2) in das neue mit
7, 7, verankerte System O (#,7,7) verschoben (Fig.62b), und hat der
Punkt P in diesem System die Koordinaten P (z, 7, z), so bestehen die
Beziehungen
(1) t=2x+h, y=y, z=z—h.

Aus diesen Transformationsgleichungen folgt

(2) z+z==zx+ 2z,
d. h.: Unabhingig von der VerschiebungsgroBle % ist die Deckebene x
der Rifitafeln m,, 7z, mit der Gleichung z + z = 0 identisch mit der Deck-
ebene % der neuen RiBtafeln 7, 7, mit der Gleichung z + z = 0. Die
neue RiBachse z;, liegt also in der Deckebene x der RiBtafeln n;, 7,; die
neue AufriBtafel 77, liegt somit um dieselbe Entfernung 4 hinter 7, wie die
neue GrundriBtafel 7; iiber z;. Daraus folgt der

Satz 1: Wird bei ungeinderter Lage des Grund- und Aufrisses eines Ob-
jektes die Rifachse x,, um eine Strecke h nach oben (oder unten) verschoben,
dann bedeutet dies, daf
1. die Grundrifiebene 7, um h gehoben (bzw. gesenkt) wird,

2. die Aufrifebene ;t, um h nach hinten (bzw. vorn) verschoben wird, wihrend
3. die Lagen der Deckebene » und des Objektes im Raum ungedndert bletber.

Sind Grund- und Aufrif} eines Objektes gegeben, so kann die RiBachse,
ohne daf dadurch das Objekt im Raum beeinflult wird, beliebig parallel
verschoben werden. Bei vielen Konstruktionen (siehe z. B. Fig. 61) wird
die RiBachse x;, iiberhaupt nicht bend&tigt, so da man auf das Einzeich-
nen der Rifachse verzichten kann. Wird die RiBachse 2, jedoch benétigt,
so kann man sie ohne Anderung des Raumobjektes in beliebiger Lage
senkrecht zu der Ordnerrichtung wihlen. Man hat dadurch oft die Méglich-
kest, durch geschickte Wahl der Rifachse die Konstruktion zu vereinfachen.
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18. Lagen- und MaBaufgaben. Dualitétsprinzip des Raumes

Die Darstellende Geometrie hat, wie einleitend beschrieben, nicht nur die
{bisher allein erorterte) Aufgabe, vorhandene oder erdachte (dreidimen-
sionale) Raumfiguren in einer (oder mehreren) Bildebenen darzustellen;
sie hat dariiber hinaus auch noch die Methoden zu entwickeln, die
es gestatten, Fragen iiber diese Raumgebilde (z. B. iiber deren gegensei-
tige Lage, ihre Abmessungen, ihre Durchdringung usw.) durch exakte geo-
metrische Konstruktion in den (zweidimensionalen) Bildern zu beantworten.
Neben die blof abbildende Titigkeit tritt so die konstruierende Tdtigkeit
der Darstellenden Geometriel). Erst beide zusammen gestatten dem Inge-
nieur und Geometer, den dreidimensionalen Raum wirklich auf dem
zweidimensionalen Zeichenbrett vollkommen zu beherrschen.

Die Konstruktionsprobleme im Raum, deren Losung im Grund- und
Aufriverfahren im folgenden in einer den Bediirfnissen des Ingenieurs
angepafBten Auswahl besprochen wird, gliedern sich in zwei grofie Klassen,
in Lagenaufgaben und in MafBaufgaben.

Fir die Lagenaufgaben ist kennzeichnend, daB nach der gegenseitigen
Lage zwischen den Grundelementen der rdumlichen Geometrie, d. h.
zwischen Punkten, Geraden und Ebenen gefragt wird. Bei MaBaufgaben
dagegen werden metrische Eigenschaften gesucht, wie die Linge einer

1) ErwiN Kruppa (geb. 1885 zu Biala), Schiiler und Nachfolger von EMir MULLER
an der Technischen Hochschule in Wien, hat daher vorgeschlagen, den zu engen
Namen Darstellende Geometrie durch den umfassenderen Namen Konstruktive (Geometrie
zu ersetzen. Das hat den Vorteil, viele aus der Darstellenden Geometrie erwachsene
Zweige der Mathematik und ihrer Anwendungen (z. B. die graphische Statik, die
Nomographie, die Photogrammetrie, die konstruktive Behandl:ng mehrdimensionaler
Riume usw.) wieder unter cinem einfachen Namen zu vercinigen. Man kann der
Konstruktiven Geometrie iiberhaupt alle anschaulich-konstruktiven Methoden der
reinen und angewandten Mathematik eingliedern. Ich habe jedoch (nicht zuletzt auch
aus historischen Griinden) fiir diese Vorlesungen den hergebrachten Namen Darstellende
Geometrie beibehalten, auch wenn er, wortlich genommen, nur einen Teil des behan-
deltes Gegenstandes deckt.
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Strecke, die GréBe eines Winkels oder der Flicheninhalt eines ebenen
Flachenstiickes.

Die Lagenaufgaben handeln nur von den Begriffen Punkt, Gerade, Ebene
und von gewissen zwischen diesen auszufithrenden Operationen, némlich
den Operationen Verbinden und Schneiden sowie der Eigenschaft des In-
zidierens. Geometrische Sitze, in denen nur die Begriffe Punkt, Gerade,
Ebene, Verbinden, Schneiden und Inzidieren (d. h. Ineinanderliegen oder
Einanderangehoren) vorkommen, nennt man Lagensdtze.

Diese Elemente und Operationen stehen sich in der rdumlichen Geometrie
der Lage nach dem folgenden Schema dual gegeniiber

Ebene
Punkt

Punkt
Ebene

Gerade
verbinden- schneiden
schneiden verbinden

inzidieren.

Punkt und Ebene sind demnach riumlich duale Elemente, ebenso die
Operationen des Verbindens und Schneidens. Die Gerade und ebenso das
Inzidieren entsprechen sich rédumlich selbst dual. Diese Tatsache findet
ihren Ausdruck in dem folgenden

Dualit#itsprinzip des Raumes: Vertauscht man in einem richtigen Lagen-
satz der riumlichen Geometrie die Begriffe Punkt und Ebene sowte Ver-
binden und Schneiden, behilt aber die Begriffe Gerade sowie Inzidieren bei,
80 ergibt sich wieder ein richtiger Satz der riumlichen Lagengeometrie.
Drieser neue Satz heift der zu dem ersten duale Satz.

Ist ein Lagensatz bewiesen, dann folgt die Giiltigkeit des dualen Satzes
aus dem Dualitdtsprinzip; er bedarf keines besonderen Beweises.

Einige Beispiele sollen dieses rdumliche Dualitdtsprinzip erliutern:

Satz Dualer Satz
1. Zwei verschiedene Punkte be- 1’. Zwei verschiedene Ebenen be-
stimmen eine Gerade, ihre Ver- stimmen eine Gerade, ihre
bindungsgerade. Schnittgerade.
2. Drei Punkte, die keiner Ge- 2’. Drei Ebenen, die keine Gerade
raden angehdren, bestimmen gemeinsam haben, bestimmen
eine Ebene, ihre Verbindungs- einen Punkt, ihren Schnitt-

ebene. punkt.
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3. Eine Gerade und eine Ebene 3'. Eine Gerade und ein Punkt

haben einen Punkt gemeinsam, haben eine Ebene gemeinsam,
den Schnittpunkt der Geraden die Verbindungsebene der Ge-
mit der Ebene. raden mit dem Punkt.

4. Zwei windschiefe Geraden a,b 4. Zwei windschiefe Geraden a, b
und ein Punkt P, der keiner und eine Ebene 7, die keine
dieser Geraden angehort, seien dieser Geraden enthilt, seien ge-
gegeben. Dann gibt es durch P geben. Dann gibt es in & ge-
genau eine Gerade ¢, die ¢ und nau eine Gerade ¢, die ¢ und b
b trifft (Treffgerade t von P trifft (T'reffgerade ¢ in 7 von
nach ¢ und b). Denn ¢ und P a und b). Denn a und 7 sowie
sowie b und P spannen zwei b und & schneiden sich in zwei
verschiedene Ebenen « und f verschiedenen Punkten 4 und
auf, die sich in einer P ent- B, die sich durch eine in =
haltenden Geraden ¢ schneiden liegende Gerade ¢ verbinden
(Fig. 63a). lassen (Fig. 63b).

Fig. 63. Konstruktion der Tretfgeraden ! der belden windschiefen Geraden a und &, welche
a) durch den Punkt P geht und dual b) in der Ebene =x liegt

Bemerkung 1: Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des rdumlichen Duali-
tétsprinzips ist, daB die Mannigfaltigkeit der oo® eigentlichen (endlichen)
Punkte des Raumes noch durch oo? uneigentliche Punkte (unendlichferne
Punkte oder Fernpunkte) abgeschlossen wird. Dabei soll gelten:

1. Parallele Geraden schneiden sich in demselben Fernpunkt.

2. Parallele Ebenen schneiden sich in derselben Ferngeraden (uneigent-
lichen Geraden), dem Triger der oo! Fernpunkte -ller Geraden dieser
Ebenen.

3. Alle oo? Fernpunkte des Raumes bilden eine Ebene, seine Fernebene,
welche auch die oo? Ferngeraden aller oo® Ebenen des Raumes enthilt.

In diesem (aus dem Raum der eigentlichen Punkte durch Hinzufiigen der
Fernpunkte entstehenden) projektiven Raum gilt dann jeder Lagensatz
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in gleicher Weise fiir eigentliche wie fiir Fernpunkie. Z. B. bestimmen so-
wohl zwei (verschiedene) eigentliche, wie ein eigentlicher und ein Fern-
punkt oder zwei (verschiedene) Fernpunkte stets eindeutig eine Verbin-
dungsgerade des projektiven Raumes (im letzten Falle eine Ferngerade).
Ebenso bestimmen sowohl zwei (verschiedene) eigentliche (nicht parallele
oder parallele) Ebenen als auch eine eigentliche Ebene und die Fernebene
eindeutig eine Schnittgerade (in den beiden letzten Fillen eine Ferngerade).

Bemerkung 2: In der projektiven Ebene (die neben den oo? eigent-
lichen Punkten noch oo! Fernpunkte tréigt, die ihre Ferngerade bilden)
enthilt ein Lagensatz nur die Begriffe Punkt, Gerade, Verbinden, Schneiden
und Inzidentsein. Durch Projektion auf eine andere (projektive) Ebene
wird der Inhalt und Wortlaut eines Lagensatzes nicht geéindert. Lagen-
sdtze driicken also Sachverhalte aus, die ber Projektion unverindert bleiben,
d. h. projektiv invariant sind.

Man nennt daher Lagensitze auch projektive Siitze und bezeichnet nach
JEAN Vicror PoNCELET (1822) den Inbegriff aller projektiven Sdtze der
Ebene als die projektive Geometrie der Ebene.

In der projektiven Ebene gilt dann das folgende, von J. V. PONCELET!)
entdeckte:

Dualititsprinzip der Ebene: Aus jedem richtigen Lagensaize der Ebene
erhdlt man wieder einen richtigen Lagensatz, wenn man tn thm die dualen
Begriffe Punkt und Gerade sowie Verbinden und Schneiden vertauscht, den
selbstdualen Begriff des Inzidierens aber ungeindert lift.

19. Erste Lagenaufgabe: Verbindungsebene von drei Punkten

Drer beliebige Raumpunkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen,
also ein Dreieck bilden, spannen eine Ebene x auf. Die Punkte seien durch
ihre Grundrisse 4’, B’, C’ und ihre Aufrisse A", B", C" gegeben (Fig. 64).
Die RiBBachse denken wir uns in beliebiger Lage senkrecht zur Ordnerrich-

1) JEAN VicTorR PONCELET (geb. 1788 in Metz, gest. 1867 in Paris), einer der her-
vorragendsten Schiiler von MoNGE, hat, 1813 beim Riickzuge der GroB8en Armee in
russische Gefangenschaft geraten, die Grundgedanken seiner ,,projektiven Geometrie*
in Saratow an der Wolga gefunden und spiter in seinem beriihmten ,,Traité des,
propriéles projectives des figures (Paris 1822) dargestellt. PONCELET hat in diesem
Werke das ebene Dualitdtsprinzip auf dem Umweg iiber das Polarsystem der Kegel-
schnitte gefunden. Eine einfachere Herleitung aus den Grundsitzen der projektiven
Geometrie fand dann 1824 JosepH Diaz GERGONNE (geb. 1771 in Nancy, gest. 1859
in Montpellier). Zwischen den beiden Geometern herrschte wegen ihrer Entdeckung
heftiger Priorititsstreit.
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tung, ohne sie einzuzeichnen, da wir sie fiir die folgende Konstruktion
nicht bendtigen. Es entsteht die

Aulgabe 1: Von einem vierten Punkt P der Dreiecksebene m sei der eine
Normalrif3 gegeben. Gesucht wird sein zugeordneter Normalrif.

1. Losung: Man verbindet P mit einem Eckpunkt des Dreiecks durch
eine Hilfsgerade A. Diese trifft die dem Eckpunkt gegeniiberliegende
Dreieckseite in einem Punkte, dessen
Risse auf einem Ordner liegen. Ist
z.B. der AufriB P von P gegeben, so
verbindet man P mit B durch A"
und erhilt als Schnitt mit [4” C"]
den Punkt 1. Durch seinen Grund-
riB 1’ auf [4'C’] und den Punkt B’
ist der GrundriB A’ von A bestimmt.
Auf 2" und anf dem Ordner von P”
liegt dann der gesuchte Grundri P’
von P.

2. Losung: Die gleiche Aufgabe
1iBt sich auch mit Hilfe der Deck-
geraden k der Dreiecksebene st l6sen.
Grund- und AufriB des Dreiecks (4.BC)
sind nach (16. Satz 1) zueinander Fig. 64. Verbindungsebene ¢ der drel
perspektivaffin, Affinititerichtung ist e o . Vorvolistindigung dor
dabei die Ordnerrichtung, Affinitdts- ihrer Deckgeraden
achse das Deckgeradenbild k' = k"
der Dreiecksebene. Schneidet man die Grundrisse und Aufrisse entspre-
chender Dreieckseiten in den Punkten U, B, €, so liegen diese Punkte
nach dem parallelprojektiven Satz von Desargues auf einer Geraden.
Diese Desarguessche Achse ist das Bild k' = k' der Deckgeraden k der
Dresecksebene n. Die drei Punkte U, 8, € sind ndmlich die zusammen-
fallenden Bilder der Deckpunkte der Dreiecksseiten und liegen daher auf
dem Bilde &' = &'’ der Deckgeraden k von . Legt man, nachdem man die
Deckgerade von m konstruiert hat, durch P eine beliebige Hilfsgerade A
in der Dreiecksebene, so schneiden sich ihre Risse A’ und A"’ ebenfalls
auf dem Bilde ¥’ = k¥’ der Deckgeraden k. Ist z. B. der AufriB P” von P
beliebig gegeben, so schneidet man die Hilfsgerade 4" = [P B”] mit dem
Deckgeradenbilde im Punkt . Der Grundri8 4’ ist dann die Verbindungs-
gerade von § mit B’. Auf ihm und auf dem Ordner von P’ liegt der ge-
suchte Grundri8 P’ des Punktes P.
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20. Zweite Lagenaufgabe: Schnittgerade zweier Ebenen

Aufgabe 2: Zwei Ebenen & und ¢ seien durch ihre Spuren gegeben. Ge-
sucht sind Grund- und Aufriff ihrer Schnitigeraden s.

Sind e, e, die Spuren der ersten Ebene ¢, die sich im Knoten E auf der
RiBachse x,, schneiden, f,, f, die Spuren der zweiten Ebene @ mit dem
Knoten F auf z;5, dann liegt der Schnittpunkt H von e, und f, in beiden
Ebenen und zugleich in der Grundrifiebene, d. h. H ist der Horizontal-
spurpunkt der gesuchten Schnittgeraden s (Fig. 65). Entsprechend er-

Fig. 85. Schnittgerade 8 zweler Ebenen & und ¢

scheint der Vertikalspur-
punkt ¥ von s als Schnitt-
punkt von e, und f,. Damit
kennt man von s zwei Punkte.
H"” liegt auf dem Ordner
durch H und V' auf dem
Ordner durch V auf der
RiBachse x,,. Der GrundriB s’
von s ist daher die Gerade
[HV'], ihr AufriB s’ die
Gerade [H'V].
Vonbesonderer Bedeutung
ist der Sonderfall, da8
eine der Ebenen auf einer
Rifitafel senkrecht steht.

Ist die Ebene ¢ 2weitprojizierend, also zur zweiten RiBtafel 7z, senkrecht,
dann steht ihre erste Spur f; auf der Rilachse x,, senkrecht, withrend ihre
zweite Spur f, zugleich der Aufrifl ¢’’ der Ebene ist (Fig. 66). Der AufriB

€

Fig. 66. Schnittgerade s der Ebene ¢ mit
der zwelitprojizierenden Ebene ¢

s’

€ &5

Fig, 67. Schnittgerade s der Ebene ¢ mit
der erstprojizierenden Ebene &
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jeder in g liegenden Geraden, also auch der Aufrif8 s’ der gesuchten Schnitt-
geraden s von ¢ und ¢, deckt sich mit f,. Der Vertikalspurpunkt ¥ von s
ist der Schnittpunkt von e, und f,; der Aufri H” des Horizontalspur-
punktes H ist der Schnittpunkt von 8’ = f, mit der RiBachse. Damit
kennt man die Grundrisse ¥V’ auf x;, und H' = H auf ¢, und damit auch
den Grundrifl s’ = [HV’] der gesuchten Schnittgeraden s.

Ist die Ebene ¢ erstprojizierend, d. h. steht sie auf der ersten Rifitafel x,
senkrecht, dann findet man Grund- und Aufri} ihrer Schnittgeraden s
mit der beliebigen zweiten Ebene ¢ durch eine entsprechende Konstruk-
tion (Fig. 67). Der Grundril & der Schnittgeraden s deckt sich mit der
ersten Spur ¢; der Ebene ¢, die mit dem Grundriff ¢’ von & zusammenfillt
(e,=2¢ =4¢).

2]1. Dritte Lagenaufgabe: Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene

Aufgabe 3: Gegeben sind eine Gerade g und eine Ebene ¢. Gesucht ist der
Schnittpunkt S der Geraden g mit der Ebene ¢ (DurchstoBpunkt von g durch ¢,
Spurpunkt von g auf ).

Losung: Zur Losung dieser Aufgabe fiihrt der folgende Grundgedanke:
Durch die Gerade g, deren Schnittpunkt S mit der Ebene ¢ gesucht wird,
legt man eine beliebige Hilfsebene ¢. Diese Hilfsebene schneidet ¢ in
einer Geraden s. Der Schnittpunkt von g mit s ist dann der gesuchte
DurchstoBpunkt 8§ der Geraden g durch die Ebene ¢ (Fig. 68a). Das
Problem wird demnach zuriickgefiihrt auf die zuvor behandelte Aufgabe,
die Schnittgerade zweier Ebenen zu bestimmen.

Die Ebene ¢ sei durch ihre beiden Spuren e, und e, gegeben, die Gerade g
durch ihren GrundriBl ¢’ und AufriBl ¢’ (Fig. 68b). Als Hilfsebene @ durch g

gfes”

Fig. 68, Schnittpunkt (Spurpunkt, DurchstoB8punkt) S elner Geraden g mit einer Ebene s,
die durch thre Spuren (e;, ¢;) gegeben ist
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wahlt man zweckmifigerweise eine projizierende Ebene, z. B. die zweitpro-
jizierende Ebene durch g. Thre Aufrispur f, fallt mit g zusammen, ihre
GrundriBspur f; steht im Knoten F auf der RiBachse ;5 senkrecht. Der
Schnittpunkt von e; und f; ist der Horizontalspurpunkt H der Schnittgera-
den s von ¢ und @, der Schnittpunkt von e, und f, = g’* der Vertikalspur-
punkt ¥V von s. H” und V' sind durch die Ordner festgelegt. Die
Gerade [H''V]=g" ist daher der AufriBl s’ von s (er fillt mit ¢’’ zu-
sammen, da s und g Geraden der zweitprojizierenden Ebene ¢ sind), wih-
rend [HV'] ihren GrundriB s’ darstellt. Der Grundri S’ des gesuchten
DurchstoBpunktes § von g durch ¢ ist jetzt der Schnittpunkt von &
mit ¢’, sein Aufrif 8" liegt auf dem zugehérigen Ordner auf s = g”’.

Statt der zweitprojizierenden Ebene durch g hitte man sich ebensogut
der erstprojizierenden Ebene ¢ durch g bedienen kénnen. Die Konstruktion
verliuft entsprechend ; man hat lediglich die Rollen von Grundrifl und Auf-
rif zu vertauschen. Unter den beiden Konstruktionsmoglichkeiten wird
man sich jeweils fiir jene entscheiden, die mit besseren Schnitten arbeitet
und daher genauer ist.

Ist die Ebene & durch zwes beliebige in ihr liegende Geraden u und v gegeben,
so 1aBt sich der Spurpunkt 8§ der Geraden g auf der Ebene & unmittelbar
konstruieren, ohne zuvor die Spuren der Ebene zu ermitteln. Die Rifi-
achse x;, muBl daher nicht verwendet werden. Man legt dazu durch g
wieder eine beliebige Hilfsebene ¢ (Fig. 69a); diese schneidet die Gerade »
in einem Punkte 1, die Gerade v in einem Punkte 2. Die Gerade [12] ist

grstp”
e —F

v

L4
yl//
sl
u ’
7'

-
-
-

a) b) —~ .

Fig. 69. Schnittpunkt S einer Geraden g mit elner Ebene &, die durch zwel schnetdende
Geraden (u, v) aufgespannt Ist
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dann die Schnittgerade s von € und ¢, und der gesuchte Durchstof3-
punkt § ist der Schnittpunkt von s und g.

Wihlt man als Hilfsebene ¢ wieder die zweitprojizierende Ebene durch g,
dann deckt sich ihr AufriB ¢” und ebenfalls der AufriB s’ der Schnitt-
geraden s von ¢ und ¢ mit g’ (Fig. 69b). Die Schnittpunkte 1 und 2 von s
mit u bzw. v erscheinen daher im Aufrif als Schnitte 1” und 2" von
8’ =g¢" mit w' bzw. v, wihrend ihre Grundrisse 1’, 2" auf ' bzw. v’
durch Ordner gefunden werden. Der Grundril s’ = [1'2’] trifft dann ¢’ im
Grundrifl 8" des gesuchten DurchstoSpunktes §; sein Aufril 8" liegt auf
dem Ordner von 8’ auf g".

Durch mehrmaliges Anwenden der soeben besprochenen Lagenaufgabe
16st man auch die

Aufgabe 4: Die Durchdringung zweier Dreiecke zu konstruieren.

Sind die beiden Dreiecke (4BC) und (DEF) durch Grund- und Aufrifl
gegeben (auf die RiBachse kann wieder verzichtet werden), so schneiden
sich die beiden Dreiecksebenen in einer Geraden s. Das Stiick von s,
das im Innern beider Dreiecke liegt, ist die Kante, in der sich die Drei-
ecke durchdringen.

Die Gerade s ist bestimmt, sobald
zwei Punkte auf ihr bekannt sind.
Solche Punkte sind z. B. die Durch-
stoBpunkte § und T der Dreieckssei-
ten [DE]bzw. [DF] durch die Ebene
[ABC] des ersten Dreiecks (ABC).
Diese Punkte S und 7T lassensich aber
nach der dritten Lagenaufgabe kon-
struieren. In Fig. 70 wurde dazu als
Hilfsebene jeweils die erstprojizierende
Ebene durch [DE] bzw. [DF] gelegt
und mit der Ebene [ABC] des Drei-
ecks (4 BC) geschnitten. Der Durch-
stoBpunkt T der Seite [DF] liegt im
Innern beider Dreiecksflichen, ist also
bereits ein Endpunkt der Verschnei-
dungsstrecke. Der DurchstoBpunkt S
der Seite [DE] dagegen liegt auBer-
halb der Dreiecksfliche (ABC)_ Die Fig. 70. Durchdringung zweier Drolecke

. {4, B,C) und (D, E, F). Entscheldung der
Verschueidungsstrecke endet daher Sichtbarkeitsverhaltnisse

7311 Strubecker, Geometrie 5



66 1V. Konstruktionsaufgaben im Grund- und AwufriBverfahren

bereits in dem Punkt U, in dem s die Dreiecksseite [BC] trifft. Grund-
und AufriB von U miissen dabei auf einem Ordner liegen. Durch Auflésen
der Kreuzungspunkte zwischen den Seiten der beiden Dreiecke im anderen
RiB wird die Sichtbarkeit der Figur im Grund- und AufriB geklért. Sicht-
bare Strecken werden voll, unsichtbare Strecken werden gestrichelt aus-
gezogen.

Die beiden Dreiecke (4’B’C’) und (4" B''C"') haben in Fig. 70 verschie-
dene Umlaufsinne; daher sind im Grund- und Aufriff verschiedene Seiten
der Dreiecksebene [ABC] sichtbar.

Die beiden Dreiecke (D'E'F’') und (D"E"F") haben dagegen gleiche
Umlaufsinne; daher ist ¢m Grund- und Aufrif8 dieselbe Seite der Dreiecksebene
[D E F] sichtbar.

22, Einfiithrung einer neuen Rifitafel. Seitenri und Kreuzrif§

Oft befindet sich das darzustellende Objekt zur GrundriBebene 7r; und
zur AufriBiebene 7, in einer fiir die Konstruktion ungiinstigen Lage. Anderer-
seits sind die Risse des Objektes bei spezieller Lage zu den Rifitafeln
hiufig wenig anschaulich. In beiden Fillen kann man sich durch Einfiihren
einer oder mehrerer neuer Riftafeln helfen, deren Lage den jeweiligen Er-
fordernissen angepaft ist. Wird die neue Riltafel in giinstiger Lage
zum Objekt gewdhlt, so vereinfachen sich durch diese Umprojektion die
auszufithrenden Konstruktionen. Wird sie in allgemeiner Lage angenommen,
so erhdlt man einen anschaulich wirkenden Normalri3 des Objektes. Grund-
sitzlich hat man dabei aber darauf zu achten, daB die beiden als neue Rif-
tafeln gewihlten Bildebenen aufeinander senkrecht stehen, um ein neues Paar
zugeordneter Normalrisse zu erhalten.

Behilt man die GrundriBebene s; bei und ersetzt die Aufrifiebene n,
durch eine neue Bildebene sz;, dann muf} z; zusammen mit 7, ein neues
System orthogonaler Rifitafeln bilden. Die neue Bildebene n, mufl daher
senkrecht zur GrundriBebene 7; gewihlt werden, wihrend sie gegen die
Aufriflebene unter beliebigem Winkel geneigt sein kann. Die AufriBlebene
wird dann nicht mehr benétigt und kann weggelassen werden. Selbstver-
stindlich kann man auch die Grundriflebene 7, wegfallen lassen und die neue
Bildebene orthogonal an die Aufriiebene 7, anhingen. Die Uberlegungen
sind dann mutatis mutandis die gleichen. Jede derartige sich an die
GrundriBebene oder an die Aufrilebene anschlieBende neue Bildebene mrg
hei3t Seitenrifebene und die Normalprojektion (Umprojektion) des
Objektes auf sie ein Seitenrif des Objektes.
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An die SeitenriBebene m, JiBt sich, wenn notig, eine zweite Seitenrif-
ebene m, anhangen, wobei 7, auf m; senkrecht stehen mufl. Dadurch ge-
langt man zu einem véllig neuen, von der Grundrifiebene und Aufrilebenc
unabhingigen orthogonalen Tafelsystem ng, 7,. Der zweite SeitenriB in n,
ist dabei die Normalprojektion des Objektes auf die zweite Seitenriebene ;.
Ist die Lage von ;, vorgeschrieben, so ist die erste SeitenriBebene 5 so
zu wihlen, daB 7y sowohl auf 7, (bzw. 7,) als auch auf s, senkrecht steht.

Wir erldutern das beim Einfiihren einer neuen Riftafel (Umprojizieren)
anzuwendende Verfahren in dem Falle, daB an die Grundrifebene 7, eine
Seitenrifebene x, angeschlossen wird, wihrend die Aufrifebene x, wegfallen
soll. Die neue RiBtafel 7, muB dabei eine beliebige erstprojizierende Ebene
sein. Thre beliebig wihlbare GrundriBspur ist dann die neue Rifachse x4 fiir
das von m; und 7, gebildete neue orthogonale Tafelsystem.

Ist in m; die neue RiBachse z;5.und damit die zu =; normale Seitenrif3-
ebene my gewdhlt (Fig. 71a), dann ist der Seitenriff (P'"') eines beliebigen
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Fig. 71. Einftihrung eines Seitenrisses {(dritten Risses) auf die erstprojizierende Seitenrif3-
ebene =s,. Dle neuen Koten z = P, I’’’ sind gleich den wegfallenden Koten z = P,, I'”’

Raumpunktes P der FuBpunkt des Lotes von P auf n,. Dreht man die
Seitenriebene 7z, um die neue Rilachse z,3 nach der einen oder nach der
anderen Seite in die (als Zeichenebene anzusehende) Grundriebene s,
hinein, so gelangt der Punkt (P’”’) in den gedrehten Seitenriff P’’, den
wir weiterhin ebenfalls kurz als Seitenrif P’’’ des Punktes P bezeichnen.
Da die Ebene des Bahnkreises, den der Punkt (P’’’} bei dieser
Drehung beschreibt, auf z,; senkrecht steht, liegt der Seitenril P’’’ mit
dem Grundrif3 P’ von P auf einem Lot zur neuen Riflachse z,;. Die Hohen-
kote z des Punktes P wiederholt sich als Abstand des Punktes (P'"') und
5*
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damit auch des Punktes P’"’ von der RiBachse z,; da

(1) 2= PP = P'"P,=(P")Py= P"Py

ist. Der Seitenri8 P'"’ hat also von der neuen RiBachse z,; den gleichen

Abstand wie der Aufrif P’ von der alten (wegfallenden) Riflachse z,,.
Damit ist folgende einfache Regel fiir die Konstruktion des Seitenrisses

(das Umprojizieren) eines Punktes P, dessen Grund- und Aufril gegeben

sind, bewiesen (Fig. 71 b).

Regel: Wird durch Wahl der neuen Rifackse x5 an die Grundrifiebene m,
eine Seitenrifebene m, angehingt, so gilt:

1. Grundrif P' und Seitenrif P’ eines Raumpunkies P liegen auf einem
Lot zur neuen Rifachse x5 (ndmlich auf der Ordnerrichtung zwischen
Grundriff und Seitenrif).

2. Der Abstand des nmeuen Risses von der neuen Rifachse ist gleich dem
Abstand des wegfallenden Risses von der wegfallenden Rifachse.

Die Seitenriebene m; kann nach der einen oder anderen Seite um die
neue Riflachse z,, in die Grundriebene =, hineingedreht werden. Fiir
das raumliche Objekt ergibt sich dabei je nach der Wahl der Drehrichtung
eine Ansicht von der einen oder der anderen Seite. Um die Drehrichtung
festzulegen, bringt man an der alten RiBachse x;, und an der neuen Rif8-
achse x5 je einen Pfeil an, der jeweils nach der Seite positiver z-Koten weist.
Ein Punkt, dessen Aufri auf dem positiven (negativen) Ufer der alten
RiBachse x,, liegt, hat dann seinen Seitenrifl auf dem positiven (negativen)
Ufer der neuen RiBachse z5.

Wir greifen als Anwendung nochmals die Lagenaufgabe: Schnitt einer
Geraden g mit einer Ebene ¢ auf, die wir jetzt mit Hilfe einer Seitenrifi-
ebene l6sen wollen. Die Ebene ¢ sei durch jhre Spuren e, e,, die Gerade g
durch ihren Grundrif g’ und ihren AufriB ¢'* gegeben (Fig. 72). Als Seiten-
riebene 7, wihlen wir eine solche Ebene, die zugleich auf der GrundriB-
ebene 7; und auf der Ebene ¢ senkrecht steht. Die neue Riflachse z;; mufl
dann senkrecht zur Horizontalspur e, der Ebene ¢ angenommen werden.
Die Seitenrifspur oder dritte Spur e; von € ergibt sich durch Ubertragen
des Knotens E und eines beliebigen Punktes W von e, in den SeitenriB
(E"" liegt auf z;3 und W’"' in der Hohe z iiber x3); e, ist zugleich der Seiten-
riB &' der Ebene ¢ da ¢ eine drittprojizierende Ebene ist. Der
SeitenriBl ¢’ der Geraden g ist wieder eine Gerade; g'’’ ergibt sich da-
durch, da man zwei Punkte von g, etwa ihren Horizontalspurpunkt H
und einen beliebigen Punkt P in den SeitenriB iibertragt (H'' liegt auf
z;3 und P’ in derselben Hohe iiber z,; wie P iiber zy,). Im SeitenriB
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erscheint nun der gesuchte DurchstoBpunkt S unmittelbar als Schnitt
von g’’’ mit eg=2¢"’. Seinen Grundrifl §' und seinen Aufri8 §'' findet
man, wenn man in Ordnerrichtung auf g’ bzw. ¢'’ zuriickgeht. AuBerdem
muBl 8" von z,; denselben Abstand haben wie 8" von z;; (Kontrolle!).

\%a -

X1z

9’ £ S W™
5 XT3

g L3
P

Fig. 72. Konstruktion des Schnittpunktes S einer Geraden g mit einer Ebene ¢ mit Hilfe einer
erstprojizierenden zu s normalen SeitenriBebene x,, Die neue RiBachse z,, ist normal zur ersten
Spur ¢; der Ebene s

Diese Losung der Aufgabe ist offensichtlich umsténdlicher als die in 21.
besprochene, die ohne Seitenrifi arbeitet. Sie ist jedoch dann empfehlens-
wert, wenn man mehrere Geraden mit derselben Ebene £ zu schneiden hat.

Von besonderer Bedeutung ist der spez:- X13

elle Sestenrif8, der durch Normalprojektion -

auf eine doppeltprojizierende Ebene g P - P pr
entsteht. Dazu hat man die SeitenriB3-

ebene 7, so z.B. an die Aufriflebene 7, - A Py
anzuschlieflen, dafl die neue RiBachse z,, . j ¥
auf der alten Riflachse z,, senkrecht steht pr T+

(Fig. 73). Dieser spezielle SeitenriB3, dessen rig.73.  Binfahrung cines Kreuzrisses

Pro'ektionsrich un zu x arallel iSt (ScitenriB, dessen Ebene a1, normal zur
) t g 12 P ’ RiBachse ry, ist, und der entweder an 7,

helBt Kre u Zfiﬂ des Objektes. oder an 7, angeschlossen wird)
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23. Erste MaBaufgabe: Wahre Liinge einer Strecke

Zwei beliebige Raumpunkte 4, B seien in Grund- und Aufri gegeben.
Gesucht wird der Abstand der Punkte 4 und B, d. h. die wahre Linge !
der Strecke AB.

Die Strecke ! - ABist (Fig. 74a) Hypotenuse in einem rechtwinkligen
Dreieck (ABC), dessen eine Kathete BC gleich dem GrundriB I’ der
Strecke I ist, wihrend die zweite Kathete CA gleich der Differenz A4z
der Hohenkoten der Punkte A und B ist.

N4

Fig. 74. Konstruktion der wahren Linge [ ciner Strecke A B mittels Seitenrifs des Stittzdreiecks (4 BC)

Dieses Stiitzdreieck (A BC) liegt in der durch dieStrecke 4 Bbestimmten
erstprojizierenden Ebene, die man als eine an die Grundrilebene 7, ange-
hingte Seitenrilebene 7y betrachten kann. Klappt man z; um die neue
Rillachse x4, die sich mit dem Grundril} [4’ B’] der Raumgeraden [4 B]
deckt, in die Grundriebene 7, um, dann erscheint das Stitzdreieck (A BC)
in diesem SeitenriB in wahrer Grofe (Fig. 74b). Der Seitenrill 4" B”" =1"""
gibt daher die wahre Linge I der Strecke 4 B. Zugleich erhdlt man in dem
Winkel x zwischen [4"” B’} und der RiBachse x,; den Neigungswinkel x
der Geraden {A B) gegen die Grundrifebene 7.

Durch geschickte Wahl der RiBlachse ), lait sich die Konstruktion
noch vereinfachen. Legt man ndmlich die RiBachse z;,, durch B”, so
erhilt man die in Fig. 75 dargestellte einfachere Konstruktion fiir die
wahre Linge ! der Strecke 4B und ihres Neigungswinkels « gegen die
GrundriBebene n;.

Ein zweites noch bequemeres Verfahren zur Bestimmung der wahren
Litnge einer Strecke ist die Drehkonstruktion von Monge. Das Stitz-
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dreieck (A BC), dessen Seite A B die gesuchte wahre Lange! der Strecke 4 B
angibt, wird um die lotrechte Achse [AA’| gedreht, bis es zur Aufrifebene
parallel ist (Fig. 76a). Wahrend der Punkt 4 als Punkt der Drehachse
dabei festbleibt, wandert der Endpunkt B auf einem Kreisbogen in einer
horizontalen Ebene in die Lage B,. Der Drehungskreis erscheint im Grundrif
als Kreis um A’ mit dem Radius I’ = A'B’, im Aufrif als eine zur RiBachse
parallele Strecke durch B (Fig. 76b). Die \A"
Endlage der Drehung ist dadurch bestimmt,

daB die gedrehte Strecke 4B, zur Aufri}- 2z y ¢
ebene m,, ihr Grundri 4’Bj also zur RiB- x/ 8 i X2
achse z,, parallel ist. Der Aufri Bj des
gedrehten Punktes B, liegt auf dem Ordner
durch B,. Die parallelgedrehte Strecke
A" By =1y =1, ist dann die wahre Linge
l=1, der Strecke 4 B. Aullerdem stellt der
Winkel « zwischen den Seiten [4""By] und A~ 1"

[C"By] den Neigungswinkel x der Geraden N
[4 B] gegen die GrundriBebene n; dar. Die L‘:‘“g:“, u‘;:’:‘“‘:;‘r‘:c‘s: j“}: ‘I‘n‘:t‘t’;:
Paralleldrehung (4" B,C"’) gibt die wahre gewenrin des stutzdreiecks bei ge-
Gestalt des Stiitzdreiecks (4 BC) wieder. geschickter Wahl der Riachse 7,

X13

Natiirlich kann man die Strecke A B auch um eine zur Aufrilebene senk-
rechte Achse in eine zur GrundriBebene parallele Lage drehen. Die wahre
Linge der Strecke 4B ist dann aus dem Grundrifl der gedrehten Strecke
zu entnehmen, aus dem auch der Neigungswinkel 8 der Geraden [AB]
gegen die Aufrilebene hervorgeht.

T,

a)

Fig. 76. Konstruktion der wahren Linge ! ciner Strecke A B nach Moxsagk durch Paralleldrehen des
Stiltzdreieeks (A BC) zur AufriBebene
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24. Zweite MaBaufgabe: Abstand eines Punktes vown einer Ebene

Der Abstand 1 eines Punktes P von einer Ebene ¢ ist als senkrechter Ab-
stand {Lotabstand 1) von P und ¢ erklirt und auf der durch den Punkt P
gelegten Normalen n auf die Ebene ¢ zu messen. Demnach gliedert sich die
Lésung der Aufgabe in drei Schritte:

1. die Normale n von P auf die Ebene ¢ zu fillen,
2. den FuBpunkt F dieser Normalen n in & zu ermitteln und
3. die wahre Liinge des Lotes I = PF zu bestimmen.

Die Normale n zu & durch P steht auf ¢ senkrecht; ihr Grundri3 »’ ist
deshalb zur Grundriispur e,, ihr Aufril " zur Aufriispur ¢, der Ebene ¢
senkrecht.

Die beiden folgenden Konstruktionsschritte 2. und 3. kénnen nun ent-
weder unmittelbar im Grund- und Aufri oder auch durch Einfiihrung
einer Seitenriebene durchgefithrt werden.

Besprechen wir zunichst das erste Konstruktionsverfahren. GrundriB

F' und Aufri8 F"' des FuBpunktes (Spurpunktes) F, in dem die Normale
n die Ebene ¢ durchstoBt, sind

P i £
nach der dritten Lagenaufgabe
{Schnittpunkt einer Geraden
v € mit einer Ebene) wie in 21. zu
I konstruieren. In Fig. 77 ist dazu
i die erstprojizierende Ebene
s durch n gelegt, welche die
o Ebene ¢ in einer Geraden s
Xne \é/ w/ N '",' schneidet, deren Horizontal-
/\ // v spurpunkt H und Vertikalspur-
s punkt V im Grundril unmittel-
/ g bar zu ersehen sind. Aus ihnen
4, d . rd g gewinnt man den Aufrif H”
v ///1,'-/ bzw. V"’ =V und mit [H"V]=
/ e o 8" den AufriB der Schnittgera-
Py ! den s. Der Schnittpunkt von s’

Fig. 77. Konstruktion des Lotabstandes I elnes ynd n’’ ist der Aufri3 F* des
Punktes P von der Ebene & gesuch ten Lotfu Bpunktes F,
wihrend sein Grundri F’ auf dem Ordner von F” auf n' liegt.
Die wahre Liinge ! des Lotes PF kann schlieflich nach MoNGE durch
Paralleldrehen der Strecke P F ermittelt werden. In Fig. 77 ist die Strecke
! = PF um die zur AufriBebene n, normale Achse durch P" so lange ge-
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dreht worden, bis sie zur Grundrilebene 7, parallel (horizontal) wird. Der
LotfuBpunkt F wandert dabei auf einem Kreise, dessen Ebene zu 7, parallel
ist. Sein Aufri3 #'’ beschreibt also einen Kreis mit der Mitte P’*, und sein
Grundri} F’ eine zur RiBachse x,, parallele Gerade. In der gedrehten
Lage [, hat das Lot den horizontalen Aufri8 l; = P"F, und sein Grund-
ri [, = P'F, gibt die gesuchte wahre Léinge des Lotabstandes | = PF
von P und e.

Will man dieselbe Aufgabe durch Umprojizieren mit Hilfe eines Seiten-
risses 16sen, so fithrt man die erstprojizierende Ebene durch », in der das
gesuchte Lot [ liegt, als Seitenrilebene 74 ein.

Die neue RiBachse x5 deckt sich mit dem Grundri n’ der Normalen n
(Fig. 18). Da die Ebene ¢ dann auf der SeitenriBebene 775 senkrecht steht,

P

Fig. 78. Konstruktion des Lotabstandes { eines Punktes £ von der Ebene ¢ durch Umprojizieren mit
Hilte cines Seitenrisses

also drittprojizierend ist, ist ihre dritte Spur e; zugleich der Seitenrif8

o

e" von ¢. Diese SeitenriBspur e; verliuft durch den neuen Knoten H
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(Schnittpunkt von ¢; und ). Um sie festzulegen, geniigt es, einen
weiteren beliebigen Punkt der Ebene ¢, etwa den in der Aufrilebene ge-
legenen Punkt ¥V = V", dessen Grundri V’ der RiBachse z, angehort,
in die SeitenriBebene zu iibertragen. Der Seitenri8 V'’ liegt mit ¥’ auf
einem Ordner senkrecht zu z,; und hat von z;; den gleichen Abstand z
wie der AufriB V'’ von z;,. Verschafft man sich nach dem gleichen Kon-
struktionsverfahren den Seitenrif3 P’’’ des Punktes P, dann ist der Seiten-
riB n’’ der Normalen » das Lot von P'" auf ¢; = ¢&'"’. Sein Schnittpunkt
mit e, ist der Seitenril F'"" des LotfuBpunktes F, und die Strecke P"'F'"
ist der gesuchte Abstand | des Punkies P von der Ebene €. Seinen Grundrif3
I’ = P'F' und seinen Aufrifi I = P"F'' findet man jetzt sehr einfach
durch Riickiibertragen des Punktes F aus dem Seitenri} in den Grundrif3
und AufriB von n mit Hilfe von Ordnern.

25. Dritte MaBaufgabe: Abstand eines Punktes von einer Geraden

Der Abstand | eines Punktes P von einer Geraden g ist auf der zu g normalen
Geraden durch P zu messen. Diese Gerade (Lot I von P auf g) liegt in
jener Normalebene v zu g, 7 h' o
welche den Punkt P enthilt
(Fig. 19a).

Die rdumliche Lésung der

FO', h; 2N\ N
Fig. 79a. Konstruktion des Lotab- Fig. 79b. Konstruktion des Lotabstandes ! eines
standes ! eines Punktes P von einer Punktes P von einer Raumgeraden g
Raumgeraden g {Erlduterung) {Durchfiihrung)

Aufgabe geschieht daher in den folgenden drei Schritten:
1. Konstruktion der Normalebene » zu g durch P,
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2. Konstruktion des FuBpunktes F des Lotes von P auf g als DurchstoB-
punkt von g durch »,
3. Konstruktion der wahren Lédnge des Lotes I = PF von P auf g.
Die Normalebene » steht auf der Geraden g senkrecht und enthilt den
Punkt P. Die GrundriBspur und damit auch der GrundriB A; jeder
ersten Spurparallelen %, der Normalebene » steht daher auf dem Grundrif3
g’ der Geraden g senkrecht, und ebenso ist die Aufrispur und der Aufri3
h, jeder zweiten Spurparallelen k, von » zum AufriB g’ der Geraden g
senkrecht. Daher kann man Grund- und Aufri8 der beiden durch P ver-
laufenden Hauptlinien A,, k, sofort angeben: &, verlduft durch P’ senkrecht
zu g', by durch P” parallel zur (weggelassenen) horizontalen RiBachse
Typ; by verliuft durch P” senkrecht zu g”, k, durch P’ parallel zu .
Der FuBlpunkt F' des Lotes von P auf g kann nun entweder unmittel-
bar in Grund- und Aufri8 oder mit Hilfe einer Seitenrilebene gefunden
werden. Im ersten Fall hat man den Schnittpunkt F der Geraden g mit
der durch %, und %, festgelegten Ebene » zu konstruieren (zweite Lagen-
aufgabe). In Fig. 79b ist dazu durch g die zweitprojizierende Hilfsebene ¢
gelegt. Die Punkte 1 und 2, deren Aufrisse 1” und 2" die Schnittpunkte
von g’ mit k]’ bzw. h; sind, sind zwei Punkte der Schnittgeraden s der
Ebenen » und ¢. Thre Grundrisse 1’ und 2’ liegen auf %, bzw. &, und bestim-
men den Grundrif s’ der Schnittgeraden s von » und ¢. Der Schnittpunkt
von g’ und 8’ ist der Grundri3 F’ des gesuchten LotfuBpunktes, wihrend
sein Aufri8 F” auf dem Ordner
und auf g” liegt. Mit P'F'=1" und 9"
P"F” =1" hat man Grund- und

AufriB des Lotes ! von P auf g. ¥ ! o Ul P
T T

Seine wahre Linge findet man

wieder durch Paralleldrehen der

Strecke PF nach Monge. In

Fig. 19b wurde das Lot PF zur ..

Aufrilebene 7, parallel gedreht;

seine wahre Linge ist != P"'Fy.
Die gleiche Aufgabe lift sich auch g

ohne vorherige Konstruktion der

Normalebene v losen. Wire nim- bl

lich die Gerade g zu einer RiB3-

ebene (z. B. zu x;) senkrecht (proji-

zierend), 80 d&B d1e Norma.lebene » g, 80a. Konstrnktim.l des Lotavstandes ! eines

i . . Punktes £ von ciner Raumgeraden g,
zu dieser RilBebene parallel liegt, sonderfall: g projizicrend (normal zu 7,)

X2

Pl
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dann wire in diesem Rifl (Grundril) der wahre Abstand ! des Punktes P
von der Geraden g direkt als die Strecke | = P’g’ zu entnehmen (Fig. 80a).
Dieser Fall 1aBt sich auch bei allgemeiner Lage von g durch zweimaliges
Umgprojizieren erreichen.

Fiihrt man ndamlich als erste Seitenriflebene 7y eine z2u g parallele erst-
projizierende Ebene ein (die RiBachse 2,3 mufl dazu parallel zu ¢’ angenom-
men werden) und als zweite Seitenrifiebene m, eine zu g senkrechte Ebene
(die RiBlachse x; muB dazu auf ¢’ senkrecht stehen), dann ist g viert-
projizierend und erscheint in 7, als ein Punkt. Das Lot IV von P!V qufg""
ist dann zu 7, parallel und gleich dem wahren Abstand | des Punktes P von g.

t’
9 Q LJP X1z

ll

Fr

v " w
glrx F = a + "
X3lg
Fig. 80b. Konstruktion des Lotabstandes I eines Punktes P von elner Raumgeraden g all-
gemelner Lage. Losung durch Umprojizieren mittels zweler Seltenrisse (7, parallel g und =,
normal g). Im vierten RiB wird g projizierend
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Fig. 80b zeigt die Ausfiihrung der Konstruktion. Nach beliebiger
Wahl der RiBachse x,, (senkrecht zur Ordnerrichtung fir den Grund-
und AufriB), z. B. durch P”, iibertrigt man den Punkt P in den ersten
SeitenriB P’” und in den zweiten Seitenri P!V und ebenso die Gerade g
mit Hilfe zweier ihr angehérender Punkte, z. B. der Punkte @ und R
nach ¢”’ und ¢'¥. Beim Riickiibertragen des LotfuBpunktes F aus dem
zweiten SeitenriB F!V in den ersten SeitenriB F'’’ hat man zu beachten,
daB g viertprojizierend ist und folglich I'” = P"'F""' auf g’’’ senkrecht
steht. IV =1 stéllt dann die wahre Linge des Lotes von P auf g, d. h.
den gesuchten Abstand ! = P g dar.

Man kann tibrigens bei der Losung dieser Aufgabe den vierten Ri83
einsparen. Der dritte RiB} I’ des Lotes I ist ndmlich als Lot P""'F'" auf
¢’ bekannt. Ausdem Seitenril F''* des LotfuBpunktes ¥ findet man durch
Ordner F’ und F" und daraus wieder durch Paralleldrehen des Lotes zu
einer RiBebene den wahren Lotabstand ! = P g. Die Konstruktion wird
am einfachsten, wenn man die RiBlachse x; = ¢’ wiahlt.

Bemerkung 1: Auch das Gemeinlot und der Abstand zweier windschiefer Geraden
a, b kann leicht mit Hilfe 2weier Seitenrisse gefunden werden Wahlt man d1e erste

ebene 7, normal zu a und normal zu 7 (also Zgy 1 @’""), 80 erscheint 6 im vierten RiB
als Punkt 4!V und b als Gerade b!V, und das Gemeinlot n von a und b erscheint
als Lot #IV vom Punkte 4TV = a1V auf die Gerade b1V, Ist BIV der FuBpunkt dieses
Lotes auf b1V, so ist n!V= A1V BIV der vierte RiB des gesuchten Gemeinlotes n von a
und b. Im dritten RiB wird B’ dur¢h einen zu &y senkrechten Ordner auf b''' gefun-
den; A" ist der LotfuBpunkt aus B’’’ auf a'’’. Daraus folgt schlie8lich der GrundriB
n’ = A'B’ und der Aufrif n* = 4" B’ des gesuchten Gemeinlotes A B, und daraus
der Lotabstand n = AB der Geraden a und b.

Eine direkte Konstruktion des Gemeinlotes n der windschiefen Geraden a und b zeigt
Fig. 81. Das Gemeinlot n ist normal auf @ und b, also auch auf jeder zu @ und & par-
allelen Ebene. Wird der Schmttpunkt P = P2 der Grundrisse ¢’ und b’ von a@ und b
im Aufri8 in die Punkte P auf a” und P auf b aufgeldst, und z. B. durch den
Raumpunkt P, die Parallelebene gzu g und b gelegt, d. h. a’* parallel durch P' nach
a’’ verschoben, so ist & durch die Geraden @ (mit den Rissen @’ = a’ und a’* a”) und
b (mit den Rissen b’ und b"') festgelegt. Sind A, A und B die zusammenfallenden Risse
der Deckpunkte der Geraden a, 4||a und b, so kann man, um die Richtung der Haupt-
linien & und h, der Ebene & = [a 8] zu finden, z. B. durch den DeckpunktriB B die
(8 in 1 treffende) erste Hauptlinie A; und durch den Deckpunktri8 U die (b in 2 tref-
fende) Hauptlinie A, legen.

Das Gemeinlot # von 8 und b ist dann normal zur Ebene ¢ = [ab], d. h. der Grund-
ri n’ des Gemeinlotes 1 von a und b ist normal zu h; = [1’ B8] und der AufriB n”

normal zu h;' = [ﬁ 2’]. Damit ist die Richtung des Gemeinlotes n bestimmt.
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Um noch die L age des Gemeinlotes » von @ und b zu finden, projizieren wir a und b
in der nunmehr bekannten Richtung von n auf die Deckebene. Ist P, die in beiden
Rissen identische Projektion des Punktes P, von a (Projektionsstrahl n;) und P, die
des Punktes P, von b (Projektionsstrahl n,), so ist a = [¥ %B,] die sich in beiden Rissen
deckende Projektion von a auf die Deckebene,und b = [B *B;]die von b. Der Schnitt-
punkt :¢ = [ab] ist dann der in beiden Rissen identische Deckpunkt 3t des gesuchten

“ V - v - p1

a-a

Fig. 81. Konstruktion des Gemeinlotes n und des Lotabstandes zwefer windschiefer
Raumgeraden a und &

Gemeinlotes n, dessen GrundriB n’ | A und dessen AufriBs” | h" ist. Zur Probe
miissen die Schnittpunkte 4’ = [n'a’] und 4" = [n" a"’] bzw. B’ [#'b'] und
B" = [n"?"] auf Ordnern liegen. Die wahre Linge der Strecke 4B gibt dann
den Lotabstand der beiden windschiefen Geraden & und b.

Die Konstruktion kann noch dadurch etwas vereinfacht werden, daB man auch
die erste Hauptlmle b, der Ebene ¢ = [a b] durch den Deckpunkt % legt. Trifft diese
Hauptlinie h, dann b in 2 80 ist h [912 ]. Der GrundriB n’ des Gemeinlotes % ist
wieder normal zu h

Bemerkung 2: Man kann als Map fiir die Einfachheit einer geometrischen Konstruk-
tion den Aufwand an Elementarkonstruktionen nehmen. Die zuletzt beschriebene
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Konstruktion des Gemeinlotes n der Geraden a und b erfordert (auf dem ReiBlbrett
mit ReiBschiene und zwei Zeichendreiecken ausgefiihrt): 3 Ordner, 1 Horizontale,
4 Verbindungsgeraden, 1 Parallele und 5 Lote.

Allerdings ist bei solchen, auf einen Grundgedanken von EmiLe Lemoine (1888)
zuriickgehenden, ,,geometrographischen'* Beurteilungen einer Konstruktion der gedank-
liche Aufwand der Lésungsmethode nicht beriicksichtigt. Oft ist er bei einer zeichnerisch
kiirzeren Losung eines Problems erheblich gréBer als bei einer zeichnerisch lingeren
Losung.

26. Vierte MaBaufgabe: Wahre GriBle eines Winkels

Zur Bestimmung der wahren Grife ebener Figurem verwendet man eine
Drehung (Umlegung oder Umklappung) der Ebene ¢, in der die Figur liegt,
in die Zeichenebene, z. B. in die Grundriflebene 7, in der dann alle Abmes-
sungen in wahrer Gréfle erscheinen; Drehachse ist dabei die Spur e, der
Ebene ¢ in der GrundriBebene x,. Die Punkte E der Drehachse bleiben
bei der Drehung fest (£ = E,). Jeder andere Punkt P von & beschreibt
dabei einen Kreisbogen, dessen Ebene zur Drehachse e, normal ist, dessen
Mittelpunkt M der Schnittpunkt dieser Normalebene durch P mit der
Drehachse, und dessen Radius 7 gleich dem Abstand des Punktes P von
der Drehachse ist (Fig. 82).

Diese Drehung des Punktes P
in ¢ nach dem Punkt P, in x,
kann ersetzt werden durch eine
Projektion in Richtung der
Sehne [PP,] des Drehungskrei-
ses, der sogenannten Dreh-
sehne. Aus Ahnlichkeitsgriin-
den gehéren zu verschiedenen
Punkten P und ¢ aus & par-
allele Drehsehnen, d.h. es gilt
der wichtige

Satz 1: Die Drehung einer Ebene
Wf eine zweite Ebene ist dqm:valent Fig. 82. Dle Drehung einer Ebene & in dle Ebene =,
einer Parallelprojektion in Rich-  um die Spur e, von € aut =, ist #quivalent einer
mng/ der Drehsehnen. Zwischen Farallelprojektion von e auf a, in Richtung der

. Drehsehnen [P P,]
den beiden Ebenen besteht daher
eine raumliche perspektive Affinitit, wobet als Affinitdtsachse die Schnitt-
gerade der beiden Ebenen (Drehachse), als Affinititsrichtung die Richtung
der Drehsehnen wirkt.

Diese Drehkonstruktion soll nun zur Losung der Aufgabe, die wahre
GroPe eines Winkels zu bestimmen, verwendet werden. Der Winkel ¢
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werde von den beiden Geraden a und b gebildet, die sich im Punkt P schnei-
den. Diese Geraden spannen die Winkelebene & auf, auf deren Horizontal-
spur e, die Spurpunkte 4 und B dieser Geraden in der Grundrifebene x,
liegen (Fig. 83).

Wird nun die Ebene & um die Spur ¢, (in der einen oder anderen Richtung)

Fig. 83. Konstruktion der wahren Grdfe eines Winkels ¢ = < (a b) durch Drehen der Winke|-
ebene e in dle GrundriBebene =,

in die GrundriBebene 7, hineingedreht, dann gelangt P nach P,, wihrend
die Punkte 4 und B als Punkte der Drehachse festbleiben. Die gedrehten
Geraden a, = [Py 4] und by = [P, B] schlieBen nach wie vor den Winkel
@ ein, der jetzt in der Zeichenebene 7, liegt und folglich im Grundrif in
wahrer Grofle erscheint.

Sind Grund- und Aufri8l der Geraden a und b und ihres Schnittpunktes
P sowie die RiBachse z,, gegeben, so konstruiert man sich mit Hilfe der
Horizontalspurpunkte 4 und B zuniichst die Horizontalspur e, der von
a und b aufgespannten Winkelebene ¢ (Fig. 84). Der Drehungskreis, der
den Punkt P in den Punkt P, der GrundriBebene x; iiberfiihrt, liegt in
jener Normalebene zur Drehachse e;, die den Punkt P enthilt. Da diese
Ebene erstprojizierend ist, erscheint sie und damit auch der in ihr liegende
Drehungskreis im GrundriB als das Lot von P’ auf e,. Kreismittelpunkt M
ist der LotfuBpunkt, Drehradius r das Lot PM. Um den Drehradius zu
erhalten, fithrt man die Kreisebene als SeitenriBebene 7, ein, wobei die neue
RiBachse z;; mit der Geraden [P'M] zusammenfillt. Der Seitenri} P’
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des Punktes P wird durch Ubertragen der z-Kote aus dem Aufri8 gewonnen,
wihrend die dritte Spur e; der Ebene ¢ zugleich der Seitenrifl &'’ dieser
drittprojizierenden Ebene ist. Der Drehradius r = M P’ und der Drehungs-
kreis als Kreis um M durch P’’’ erscheinen im Seitenrifl in wahrer GréBe.

€c”

Fig. 84. Bestimmung der wahren Gréfie des Winkels ¢ = X (a, b) der Geraden a, b durch
Drehung der Winkelebene & in die GrundriSebene s,
Die gedrehte Lage (Umlegung) P, des Punktes P liegt nun
1. auf dem Lot von P’ auf e; (GrundriB des Drehungskreises),
2. auf dem Kreis um M durch P’ (Seitenril des Drehungskreises).
Mit [P,A] = a, und [Py, B] = b, hat man auch die gedrehten Winkel-
schenkel und mit <{ (a,, b,) die wahre Grofle des Winkels ¢ gefunden.

27. Fiinfte MaBlaufgabe: Wahre GriBe einer ebenen Figur

Um die wahre Grofe einer ebenen Figur, deren Grund- und Aufri8 ge-
geben sind, zu bestimmen, dreht man die Ebene ¢ der Figur um ihre Hori-
zontalspur ¢ in die Grundrilebene 7; hinein. Die einzelnen Punkte P der
ebenen Figur beschreiben dabei wieder Kreisbogen in Ebenen normal zur
Drehachse ¢ ; die Kreismitten M liegen auf der Drehachse ¢, und die Dreh-
kreisradien r = PM sind jeweils gleich dem Abstand der Punkte P von
der Drehachse e,.

7311 Strubecker, Geometrie 6
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In Fig. 85 ist nach diesem Verfahren als Beispiel die wahre Grofe eines
Dreiecks (PQR) konstruiert, dessen Grundril (P'Q’'R’) und AwufriB
(P''Q" R'") gegeben sind. Dabei ist von der Freiheit in der Wahl der RiBachse
z;, Gebrauch gemacht, indem diese zur Vereinfachung der Konstruktion

pl
el -
A R Im* (B) X
], |
7
2% R
! For

R

Fig. 85. Bestimmung der wahren GréSe einer ebenen Figur {Dreleck (PQR)] durch Drehung
der Drefecksebene & in die GrundriSiebene =,

durch den Punkt R’ gelegt wurde. AuBlerdem wurde die wahre GrofSle
des Drehradius »r = PM fiir den Punkt P nicht aus dem Seitenrifl sondern
durch Paralleldrehen der Strecke PM gewonnen. Hat man die Umle-
gung P, eines einzigen Punktes P der ebenen Figur ermittelt, dann findet
man die Umlegung aller anderen Punkte (in Fig. 85 die des Punktes Q)
am einfachsten unter Benutzung des Satzes:

Satz 1: Zwischen dem Rif einer ebenen Figur und threr Umlegung in
die Riflebene besteht eine ebene orthogonale perspektive Affinitit. Affini-
tdtsachse ist dabei die Achse, um welche die Umlegung erfolgt.

Der Beweis dieses Satzes folgt sofort aus der Tatsache, dal entspre-
chende Punktepaare P’'Py, @'Q,, ... jeweils auf einem Lot zur Drebachse
¢, liegen, und daf} sich entsprechende Geraden, z. B. [P'Q'] und [Py@,],
auf e, schneiden.
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Als weiteres Beispiel zur Umlegung einer Ebene diene die folgende
Aufgabe: Von einer Ebene ¢ sind gegeben:

1. Grund- und AufriB eines Punktes A4,

2. Grund- und Aufri einer zur Grundriflebene parallelen Geraden 4,

(ersten Hauptlinie), die 4 nicht enthilt.

Gesucht wird Grund- und Aufri sowie die wahre Gestalt desjenigen
Quadrates in ¢ mit der Ecke 4, dessen nicht durch 4 gehende Diagonale
auf &, liegt.

Nach beliebiger Wahl der RiBachse z,, senkrecht zur Ordnerrichtung
drehen wir die durch 4 und %; bestimmte Quadratebene ¢ in die Grundri8-
ebene 7; hinein (Fig. 86). Um die Drehachse e, (= Horizontalspur der
Quadratebene ¢) zu finden, konstruieren wir den Horizontalspurpunkt F der
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Fig. 86. Darstellung eines Quadrates, von dem eine Ecke 4 und eine (zu =, parallele)
Diagonalgerade A; durch Grund- und AufriB gegeben sind

6*
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durch 4 gehenden Diagonalen des Quadrates. Diese ist, da die andere
Diagonale auf %, eine erste Spurparallele ist, eine erste Fallinie f, der
Quadratebene . Thr Grundrifl fi steht somit auf h; senkrecht. Nachdem
man iiber den Mittelpunkt M des Quadrates (Schnittpunkt von &,
und f,) den AufriB f] = [4”"M"] dieser Fallinie f; gefunden hat, erhilt
man zundchst den Aufril F’ des Spurpunktes F der Fallinie f, als Schnitt
von f; mit z;, und damit durch einen Ordner auch den Grundrif$ F” auf f,.
Jetzt kann die Umlegungsachse e, “ h; durch F’ gezeichnet werden. Nach
beliebiger Wahl der neuen RiBachse a;; senkrecht zu ¢, kann die Seitenri3-
spur e, der Quadratebene ¢ durch Ubertragen des Punktes 4 in den Seiten-
ri nach 4" konstruiert werden. Da die Ebene ¢ drittprojizierend ist, also
&'’ = e, ist, fallen alle Eckpunkte des Quadrates im Seitenrifl auf e,. Die
Gerade h, erscheint als Punkt, und esist ;" = M"'=B'"'= D'’ auBerdem ist
A'""M'" die halbe Quadratdiagonale. Macht man 4'""M"' = M'"C’", so
erhillt man durch Ordner den Grundri ¢’ und Aufril C” der zu 4 dia-
metralen Ecke C, fiir die auch A'M' = M'C’ und A" M" = M"C" gilt.
Trigt man die halbe Quadratdiagonale A""M'" = M''C""” von M’ auf h;
nach beiden Seiten auf, so erhilt man die Grundrisse B’ bzw. D’ und durch
Ordner auf A die Aufrisse B bzw. D"’ der restlichen Ecken B bzw. D
des Quadrates. Damit ist das gesuchte Quadrat (4.BCD) allein mit Hilfe
des Seitenrisses ¢”’’ seiner Ebene ¢ gefunden.

Bei der Drehung der Ebene ¢ um ihre erste Spur ¢, in die Grundrilebene
7; wandern die Punkte M, 4, B, C, D je auf einem Kreisbogen, der sich
im Grundrif als ein Lot zur Drehachse ¢, projiziert, im Seitenrif} dagegen
in wahrer Gestalt erscheint (Fig. 86). Damit sind zundchst die Punkte
My, Ay, Cy in der Umlegung bestimmt. Die beiden anderen Eckpunkte
By und D, liegen auf k,, (= Parallele zu e, durch M) und haben von M,
den gleichen Abstand wie 4, und C,. Damit ist die Umklappung
(4gByCoD,) des Quadrates (4BCOD) und seine wahre Gestalt gefunden.
Zwischen der Umlegung und dem Grundril des Quadrates besteht eine
orthogonale Affinitiit: Entsprechende Quadratseiten, z. B. [4,B,] und
[4'B'], schneiden sich in je einem Punkte der Affinititsachse e;. SchlieBlich
findet man wieder aus dem GrundriB den Aufri8 der Quadratecken auf
den Ordnern. C” liegt auBerdem auf f’, B” und D" liegen auf k;. Der
Grundri des Quadrates ist ein Rhombus, sein Aufril ein allgemeines
Parallelogramm.

Dre Grundrifiebene n; = &' und die Umlegung &, der Quadratebene & sind
perspektivaffin aufeinander bezogen. Dabei ist e, die Affinitdtsachse, und
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die Affinitidtsstrahlen sind zu ¢; normal. In jedem Punkte des einen Feldes
gibt es daher genau einen rechten Winkel, dem ein rechter Winkel im
entsprechenden Punkte des anderen Feldes zugeordnet ist. Dieses Paar
einander entsprechender rechter Winkel wird von der ersten Hauptlinie und
der ersten Fallinie des betreffenden Punktes gebildet. So entspricht z. B.
dem rechten Winkel zwischen A, und f; der rechte Winkel zwischen hy,
und fy,.

Eine Strecke auf einer ersten Hauptlinie %, erscheint, da sie zur Affi-
nititsachse e; parallel ist, in beiden Feldern ¢ und ¢, gleichgroB. Eine
Strecke auf einer ersten Fallinie f, dagegen ist im Grundriffeld stets kleiner
als in der Umlegung. Daher gilt:

Satz 2: Ein spitzer Winkel x, von dem ein Schenkel eine erste Hauptlinie
ist, wird im Grundrif verkleinert (o' < ).

Satz 3: Ein spitzer Winkel B, von dem ein Schenkel eine erste Fallinie
tst, wird im Grundrify vergrofert (' > B).

Satz 4: Ein rechter Winkel y, von dem ein Schenkel eine erste Hauptlinie
(oder erste Fallinie) ist, bleibt im Grundrifi ein rechter Winkel (y' = y).
Jeder andere rechte Winkel & wird im Grundriff geindert (6’ > 6 oder §' < 8).

Fig. 86 illustriert diese Tatsachen am Beispiel der Winkel zwischen einer
Quadratseite und den Diagonalen. Es ist

o <a=45° und B’ > f=45°.

28. Sechste MaBaufgabe: Wahre GrioBe des Winkels zweier Ebenen

Als Winkel zweier Ebenen « und f definiert man den Winkel @, unter
dem sich zwei zur Schnittgeraden s der Ebenen mnormale Geraden a und b
der Ebenen « bzw. f§ schneiden. Demnach kann die Aufgabe in folgenden vier
Konstruktionsschritten geldst werden:

Man bestimmt

1. die Schnittgerade s der gegebenen Ebenen « und f,

2. die Normalebene » zu s in einem beliebigen Punkt S auf s,

3. die Schnittgeraden ¢ und b der Ebenen v und « bzw. » und 8,
4. die wahre Grofle des Winkels ¢ zwischen a und b.

Diese Methode zur Losung der Aufgabe verlangt einen nicht geringen
Konstruktionsaufwand. Wesentlich einfacher wird die Xonstruktion,
wenn man beachtet, daB3 der Winkel zwischen den Ebenen & und 8 gleich
dem Winkel zwischen irgend zwei Normalen n, und ng der Ebenen ist. Man
erspart sich dabei sowohl die Konstruktion der Schnittgeraden s als auch
die der Normalebene ».
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Die Ebenen o und 8 seien durch ihre Spuren a,, a, bzw. b, b, gegeben.
Das Lot n, von einem beliebig gewihlten Punkt P auf die Ebene « steht
im GrundriB auf a;, im Aufri auf a, senkrecht. Fiir das Lot n; von P
auf die Ebene § gilt entsprechend nj; | b, ny | b, (Fig.87). Damit

Fig. 87, Konstruktion des Winkels ¢ zweier (nicht paralleler) Ebenen « und g8

hat man schon Grund- und Aufri8 des Winkels ¢ zwischen 7, und n,.
Der erste Spurpunkt von =, ist dann X, der von ng ist Y, und ¢, =[X Y]
ist die erste Spur der Ebene ¢ = [n,, ng]. Die wahre GroBe des Winkels ¢
zwischen 7, und n; kann nun mit Hilfe eines Seitenrisses oder einfacher
durch Paralleldrehen der Strecke PM (= Abstand des Punktes P von
der Drehachse [XY] = ¢;) nach MONGE bestimmt werden. (Die Strecke
MP wurde in Fig. 87 um die Achse [MM"] in die Grundrilebene 7; nach
M P gedreht; dabei beschreiben P” in x, einen Kreisbogen um M" und
P’ in 7, eine horizontale Gerade.) Der um die Spur e; in die Grundrif-
ebene hineingedrehte Punkt P° ist dann der Scheitel, die Geraden
n? = [P°X] und ng = [P0Y] sind die Schenkel des gesuchten Winkels ¢.
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29, Schnitt eines dreiseitigen Prismas nach einem Dreieck
vorgegebener Gestalt

Eine beriihmte und theoretisch sehr wichtige Aufgabe der Darstellenden
Geometrie ist die folgende, zuerst (1811) von SiMoN LHUILIER (1750 — 1840)
geloste,

Prismenschnittaufgabe: Ein gegebenes dreiseitiges Prisma ist so mit einer
Ebene zu schneiden, daf das entstehende Schnittdreieck vorgegebene Gestalt
hat, d. h. zu einem gegebenen Dreieck dhnlich ist.

Stellt man das Prisma mit seinen Kanten senkrecht zur Grundrifiebene,
so deckt sich der GrundriB seines Basisdreiecks (= Normalschnitt des
Prismas) mit dem GrundriB des Schnittdreiecks, dessen Gestalt vorge-
geben ist. Aquivalent der Prismenschnittaufgabe ist daher die folgende

Aufgabe: Zu einem Dreteck vorgegebener Gestalt ist bet gegebenem Grund-
riff der Aufriff zu konstruieren.

Da parallele ebene Schnitte eines dreiseitigen Prismas zueinander kon-
gruente Schnittdreiecke ergeben, da ferner Schnittebenen, die zu einer
Normalebene des Prismas spiegelbildlich liegen, ebenfalls zu dazu kon-
gruenten Schnittdreiecken fithren, kénnen wir feststellen:

Falls die Prismenschnittaufgabe diberhaupt losbar ist, gibt es zwei beziig-
lich der Normalebene der Kantenrichtung symmetrische Ebenenstellungen,
d. h. zweir Scharen von parallelen Ebenen, die das dreiseitige Prisma nach
einem Dreteck der vorgegebenen Gestalt schneiden.

Zur Analyse der Aufgabe denken wir uns die Aufgabe gelost: Das
Dreieck (4BC) im Raum, dessen Gestalt und dessen GrundriB (4’'B’C’)
gegeben sind, liege in einer Ebene ¢, deren Horizontalspur e, sei. Drehen
wir die Ebene ¢ um ¢ in die GrundriBBebene 7; hinein, so stellt (4,.B,C,)
die wahre GroBe des Dreiecks (4 B C) dar. Zwischen dem Grundriff (4’ B'C’)
und der Umlegung (A4,B,C,) des Dreiecks besteht dabei eine orthogonale
perspektive Affinitit mit der Spur e; als Affinitdtsachse. Das Rechtwinkel-
paar dieser Affinitit wird jeweils von einer ersten Hauptlinie h1“ e
und einer ersten Fallinie f; | e, gebildet. Wird das Feld (4,B,C,) beliebig
dhnlich verdndert und z. B. in das (gestaltgleiche) Feld (fi.é 6’) oder (siehe
unten) in das Feld (4,B'C’) verwandelt, dann sind diese untereinander
dhnlichen Felder und das Grundriffeld (4’ B'C"') immer noch affin verwandt,
und von thren entsprechenden rechten Winkeln gehirt der eine Schenkel zur
Hauptlinie, der andere zur Fallinte des GrundrifSfeldes.

Diese Tatsache verwerten wir nun durch Umkehren der Schlufifolge-

rungen, um zunichst aus dem Grundrif (4’ B'C’) und der Gestalt (fiﬁé)
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des Dreiecks (4 BC) seine wahre GrifBe (4,B,C,) zu finden und daraus die
Lage der gesuchten Ebene & zu bestimmen, welche aus dem Prisma ein
Drejeck der Gestalt (4BC) und der GroBe (4,B,C,) ausschneidet.
Gegeben sei der Grundril (4'B’C’) und die Gestalt (fi 1;’6’) des im Raum
iiber (4’ B'C’) gelegenen Dreiecks (4 BC), dessen genaue raumliche Lage, d. h.
dessen AufriB gesucht wird (Fig. 88). An die Seite B'C’' legen wir ein
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Fig. 88. Prismenschnittaufgabe: Ein drefseitiges Prisma [Normalschnitt (4’B’C’)] durch eine

Ebene ¢ nach elnem Drejeck (4 BC) zu schneiden, das einem gegebenen Drefeck (213(5)
ahnlich ist

Dreieck (4,B'C’) an, das zu dem Dreieck (4 BC) #hnlich ist (dieselbe
Gestalt aufweist), so daBl
(d4B'C") ~ (4 BC) ~ (A BC)
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ist. Die Dreiecke (4'B'C’) und (4yB’'C") sind dann zueinander perspektiv-
affin mit [B'C'] als Affinitdtsachse und [4'4,] als Affinitdtsrichtung.
Die einander entsprechenden Rechtwinkelpaare dieser Affinitdt im Punkte
A’ bzw. 4, werden nach 8. (mittels des THaLESkreises durch 4" und 4,
mit der Mitte M auf [C'B’]) konstruiert und fiihren auf die Punkte D’
und F’ auf der Affinitdtsachse [C'B’], die sowohl von 4’ wie von 4, aus
unter einem rechten Winkel erscheinen. Der eine durch 4’ gehende Schenkel
des rechten Winkels mull dann nach (27. Satz 4) der GrundriB der ersten
Hauptlinie A, der Schnittebene ¢, der andere Schenkel der Grundrif der
ersten Fallinie f, des Punktes 4 sein. Die Entscheidung dariiber, welcher
Schenkel der Hauptlinie, welcher der Fallinie von & entspricht, ist nun
nach (27. Satz 2 und 3) leicht zu féllen. In Fig. 88 ist der Winkel x’ zwischen
[[4'B’] und [A'D'] kleiner als der wahre Winkel » zwischen [.4,B'] und
[1,0°1 Folglich ist [4'D']=h] der GrundriB der ersten Hauptlinie und
[4’F’}=f; der GrundriB} der ersten Fallinie der Schnittebene ¢ im Punkte A.

Die Strecke A’'D’, die auf der Hauptlinie h, liegt, ist nun gleich
ihrer wahren Linge und kann auf der zu A, affinen Geraden hj, = [4,D']
von A, aus angetragen werden, so daf3

A,Dy= A'D’

ist. VergroBert man nun das Dreieck (4,B'C') zentrisch dhnlich aus A4,
s0, daB8 der Punkt D’ in den Punkt D, iibergeht, d. h. zieht man durch D, die
Parallele zu [B'C’], welche auf [4,B’] den Punkt By, auf [4,0"] den Punkt
Cpund auf der zu f; affinen Geraden f;, = [4,F'] den Punkt F, ausschneidet,
so erhélt man mit dem Dreieck

(AgBoC) ~ (d4B'C)

die wahre GréBe des Dreiecks (ABC).

Um nun den Aufrif (A"'B"C") des Dreiecks (ABC) zu konstruieren,
d. h. um die Lage der Dreiecksebene ¢ tm Raum festzulegen, fithren wir die
erstprojizierende Ebene durch die Fallinie f; als Seitenrilebene 7y ein.
Die neue RiBachse zy, deckt sich dabei mit f;; wenn man A" auf der
RiBachse x5, d. h. 4 in 7; wihlt, so deckt sich 4"" mit 4’. Der Seitenrif
F'"" des Punktes F der Fallinie f; liegt mit F’ auf einem Ordner senkrecht
zi zy; und hat von 4’ den wahren Abstand

F"A" = FyA,.

Mit F'" kennt man aber die dritte Spur e; der Dreiecksebene ¢, die zu-
gleich deren SeitenriBl &' darstellt. Auf & liegen auch die Seitenrisse
B"" und "' der beiden restlichen Eckpunkte des Drejecks, und zwar auf
den Ordnern durch B’ bzw. C'.
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Aus dem Seitenri8 (A''B"'C"’) des Dreiecks (4 B() kann man nun
sofort die Erhebungen 2, und z; der Eckpunkte Bund C iiber der GrundriB-
ebene entnehmen und von der durch 4" laufenden RiBachse ;, aus in
den Aufrif iibertragen. Dadurch erhdlt man den Aufrifl des Dreiecks
(ABC). Je nachdem man die z-Koten der Eckpunkte von der RiBachse
z,, nach oben oder nach unten antrigt, erhilt man den AufriB (4" B"C")
oder den dazu beziiglich der GrundriBlebene 7, spiegelbildlich gelegenen
AufriB ((4”) (B") (C")).

Damit ist die Losbarkeit der Prismenschnittaufgabe nachgewiesen und zu-
gleich ein Weg angegeben, auf dem die Losung gefunden werden kann.
Da die Wahl von 4’ und der (zur Ordnerrichtung senkrechten) RiBachse
,, beliebig war, ergeben sich, wie schon eingangs festgestellt, zwei (z2u 7,
symmetrische) Scharen von Schnittebenen, die das iiber dem Dreieck (4'B'C’)
errichtete Prisma nach einem Dreieck (4 BC) schneiden, das zu dem vor-
8" /91 freg" §egejbene:n Dreieck (‘:léé)
dhnlich ist.

30. Darstellung eines Kreises

M JQA =C* Tst zunichst die Ebene des

Ry Kreises zweitprojizierend, 8o

N4 ¢ erhilt man fiir ihn im Grund-
D' fx und Aufri die in Fig. 89
& wiedergegebene einfache Dar-
X stellung. Von der Kreisebene ¢
¢ seien die GrundriBspur e, senk-
F recht zur RiBBachse z,, und die
Aufrifispur e, durch den Kno-
e ten E gegeben, vom Kreis
selbst Grund- und AufriB des
Y i Mittelpunktes M und der
Radius r. Der Aufril M" des
P} Kreismittelpunktes M liegt
dabei auf e, = ¢/, wihrend
der Aufrif des Kreises
e, A’ als Strecke B''D" = 2 r auf e,
A’ erscheint. Der Grundrifi des

Kreises ist eine Ellipse mit
Fig. 89. Darstellung eines Kreises, der In efner zwelte . "
projizierenden Ebene & llegt dem Mittelpunkt M’, deren
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senkrechte konjugierte Durchmesser, d. h. deren Hauptachsen sofort an-
gegeben werden konnen. Der Kreisdurchmesser 4C, der auf der ersten Haupt-
linie A, [ ¢; durch M liegt, gibt im Grundri mit 4'C’' = 2r = 2a die in
wahrer Grofle erscheinende gro3e Ellipsenachse; der dazu senkrechte Kreis-
durchmesser BD, der auf der ersten Fallinie f, | e, liegt, fiihrt im Grund-
ril mit B'D' = 2b zur kleinen Ellipsenachse. Damit ist das GrundriB-
bild des Kreises, die Ellipse mit den Scheiteln (4’B'C’'D’), bestimmt.

Wir kniipfen an Fig. 89 einige Bemerkungen an:

Der Neigungswinkel & der Kreisebene ¢ gegen die Grundriiebene =,
erscheint im Aufrif} als Winkel von e, = ¢” gegen die RiBachsé z,, in wahrer
GréBe. Fir die Halbachsen a,b der GrundriBellipse entnimmt man dem
Bild die Beziehungen

(1) a=r, b=rcosa=acosx

wihrend die lineare Ezzentrizitit e der Ellipse (d.h. der Abstand ihrer
Brennpunkte F; und F, vom Mittelpunkt M’)

2) e=Va2—b2=)r —rcostx = rsina

im Aufri als Strecke M"'F' auftritt. Mit ihr kann die Grundrilellipse
auch einfach iiber die Brennpunkte F; und F, konstruiert werden.

Das Lot in M auf die Kreisebene (die Achse des Kreises) ist parallel zur
AufriBebene. Schneidet man seinen Aufril mit der Parallelen zur Rif-
achse durch den Punkt D" im Punkt K'/, so erhilt man mit

r a a2 a?

(3) D"K" = = = =2 =R,

cosx  cosa acosx b

den Schmiegkreisradius fiir den Ellipsenscheitel D’ und folglich mit dem
Punkt K’ auf [B'D"] den Schmiegkreismittelpunkt fir D'.
Fillt man von F'’ das Lot auf e, (Lotfupunkt N'’), dann ist die Strecke

(4) D"N"=bCOS(X=ba(;osa=-l;—2=Ra

gleich dem Schmiegkreisradius fiir den Ellipsenscheitel 4’.

Hat die Ebene ¢ des Kreises k beliebige Lage, dann sind sein Grundrif- und
sein Aufrifbild je eine Ellipse. Fithrt man eine auf z; normale Seitenrili-
ebene 7, so ein, dal die Kreisebene ¢ in ihr projizierend erscheint, so hat
der Kreis £ im Grundrif und Seitenri8 wieder die zuvor besprochene cin-
fachere Lage.

Die Kreisebene ¢ sei durch ihre Spuren e, €5, und vom Kreis % seien der
Mittelpunkt M in Grund- und Aufrifi sowie der Radius r gegeben. Damit
M der Ebene ¢ angehért, miissen M’ und M’ auf den Bildern einer ersten
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oder zweiten Hauptlinie 2, oder k, der Ebene ¢ liegen (Fig.90). Auf
h, erscheinen alle Strecken in wahrer Linge, so daB M'4A’ = M'C’ dem
Krelsra.dms r gleich ist. Entsprechend tritt auf h der Kreisradius r in
wahrer GroéBe auf. Da alle anderen Kreisradien verkurzt werden, liegen
auf den Hauptlinien die groPen Achsen der Grundrif- bzw. der Aufrifellipse.
Die Linge dieser Halbachsen ist gleich dem Kreisradius r.

€,

/2:

N'
& - &, =" [v
pe k* 4w 9778

XNez 4
Fig. 90. Darstellung eines Kreises, der in elner beliebigen Ebene & liegt,

Die kleine Achse der Ellipse k' bzw. k" liegt daher auf dem Grundri f, der
ersten Fallinie bzw. dem AufriB f, der zweiten Fallinie durch M. Fiihrt man
eine SeitenriBebene 7; so ein, daB die Kreisebene ¢ drittprojizierend ist —
die neue RiBachse x,; muB dann senkrecht zu e¢; angenommen werden, die
dritte Spur e; = ¢’ wird durch Ubertragen des Kreismittelpunktes M
in den SeitenriB gewonnen —, so erscheint auf e, der Falliniendurchmesser
BD des Kreises im Seitenri in wahrer GroBe: M B = M"D" =r
Fiihrt man die Punkte B’ und D’” in den GrundriB zuriick, so erhilt
man mit B’'D’ die kleine Achse der GrundriBellipse k'.
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Fir die AufriBellipse &’ steht auBer der auf A, liegenden groBen Achse
der Lange 2r mit 4" auf A" ein weiterer Ellipsenpunkt zur Verfiigung. Die
Liinge b der kleinen Ellipsenhalbachse ergibt sich somit nach der Papier-
stretfenkonstruktion. Schligt man mit dem Zirkel den Kreisradius r von
A’ aus auf der kleinen Ellipsenachse ab, so gibt sein von A" bis zur
groBen Halbachse reichendes Stiick die Lange b der kleinen Halbachse.

Sind die GrundriB- und die Aufrifellipse gezeichnet, so bietet sich noch
die folgende Kontrolle fiir die Genauigkeit der Zeichnung an: Entspre-
chende Punkte der beiden Ellipsen %" und %" liegen jeweils auf einem Ord-
ner. Da dies auch fiir die &uBersten rechten und linken Punkte gilt, miissen
die beiden Ellipsen k' und k" gemeinsame Tangenten in Ordnerrichtung
haben.

31. Konstruktionen mit unzugiinglichen Punkten

In der Zeichenpraxis kommt es immer wieder vor (vgl. Fig. 81), dafl
man mit Punkten, die auBerhalb des Zeichenblattes liegen, mit sogenann-
ten wunzugdnglichen Punkten, Konstruktionen auszufithren hat.

Ist zundchst ein Punkt P
mitdemunzugdnglichen Schnitt-
punkt 8 zweier Geraden a und
b 2u verbinden (Fig. 91), so
betrachtet man den (auBerhalb
des Zeichenblattes liegenden)
Punkt 8 als Zentrum einer
zentrischen Ahnlichkeit. Zwi- Fig. 91. Konstruktion der Verbindungsgeraden des

schen den Geraden a und b Punktes P mit dem unzughnglichen Schnitt-
punkt S der Geraden a und &

spannt man ein beliebiges
Dreieck (PA B)auf,daseine Eckein P hat, wihrend die beiden anderen Ecken
A und B auf a bzw. b liegen. Nun verschiebt man dieses Dreieck in ein
dazu #hnliches und in bezug auf § dhnlich gelegenes Dreieck (P'4'B’),
d. h. man zeichnet die beliebige Gerade [4'B']|[[4B] und legt durch 4’
(auf a) die Parallele zu [4P] und durch B’ (auf b) die Parallele zu [BP].
Dann liegt der Schnittpunkt P’ dieser beiden Parallelen auf dem Ahn-
lichkeitsstrahl des Punktes P, d.h. P’ ist ein weiterer (zuginglicher) Punkt
der gesuchten Verbindungsgeraden [PS].

Sind sodann zwei unzugingliche Punkte P und Q durch eine Gerade s zu
verbinden, so wendet man zur Lésung gleichfalls eine zentrische Ahnlich-
keit an. Ist der Punkt P als Schnittpunkt der Geraden @ und p, der Punkt
Qals Schnittpunktder Geraden bund ¢ gegeben, wobei beide Punkte auBerhalb
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des Zeichenblattes liegen sollen, so iibt man auf die gesamte Figur eben-
falls eine zemtrische Ahnlichkeit aus, d. h. man verkleinert nach Wahl eines
beliebigen Ahnlichkeitszentrums O alle Entfernungen von O aus in irgend-
einem festen Verhiltnis A 4=0. In Fig. 92 ist der Schnittpunkt von
p mit ¢ als Ahnlichkeitszentrum O und der Ahnlichkeitsmodul A = 1/2
gewihlt. Dadurch werden die Gera-
denaund b aufdiehalbe Entfernung
in die Lage a’| @ bzw. b’ || b heran-
geholt, wihrend p und ¢ in sich
iibergehen. Die (zuginglichen)
Schnittpunkte P’ von a’ und p
bzw. @' von b’ und q entsprechen
dann zentrisch &hnlich den Punk-
ten P und Q und ihre Verbindungs-
gerade 8’ der gesuchten Geraden s.
Diese erhdlt man demnach da-
durch, dal man s’ parallel mit
Fig..oz. K(:nstfuktion der Verbindxmg.sgemden ¢ gich in die doppelte Entfernung
zweier unzuginglicher Punkte P und @, die als (unzu-

giingliche) Schnittpunkte zweier Geradenpaare von O hinausschiebt, indem man

P = la,pl und @ = [b.q], gegeben sind O0X =2.0X’ und s| s’ macht.
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Darstellung ebenflichig begrenzter Kérper im Grund-
und Aufrilverfahren

32, Die reguliren Polyeder

Die einfachsten rdumlichen Korper sind solche, die von Ebenen be-
grenzt werden. Sie heiBen Vielflache oder Polyeder. Je zwei benachbarte
Seitenflichen eines solchen Polyeders schneiden sich in einer Kante, je
drei zusammenstoBende Seitenflichen in einer Ecke des Polyeders.

Fiir ein konvexes Polyeder, d. h. ein solches, bei dem die Verbindungs-
strecke von irgend zwei Ecken stets ganz im Innern oder auf der Begren-
zung des Polyeders liegt, gilt der

Eulersche Polyedersatz: Zwischen der Anzahl e der Ecken, der Anzahl k
der Kanten und der Anzahl f der Seitenflichen eines konvexem Polyeders
besteht die nach Leonhard Euler (1707—1783) benannte, aber nach dem Zeug-
nis von Goltfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) schon René Descartes
(1596—1680) bekannte Beziehung:

(1) e—k+ f=2.

Konvexe Polyeder, deren simtliche Seitenflichen regulire Vielecke
gleicher Art sind, heiflen reguldre Polyeder oder Platonische Korper. Es
gibt nach Euvkrip (300 v. Chr.) insgesamt fiinf solche regulire Polyeder,
nimlich:

die
Regulire Polyeder e k s Seitenflichen

sind
Tetraeder 4 6 4 Dreiecke
Hexaeder (Wiirfel) 8 12 6 Quadrate
Oktaeder 6 12 8 Dreiecke
Dodekaeder 20 30 12 Fiinfecke
Ikosaeder 12 30 20 Dreiecke

Wie dieser Zusammenstellung zu entnehmen ist, stehen sich der Wiirfel
{Hexaeder) und das Oktaeder sowie das Dodekaeder und das Ikosaeder
im Sinne des riumlichen Dualititsprinzips dual gegeniiber, wihrend das
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Tetraeder selbstdual ist. Vertauscht man in einem Lagensatz z. B. des Wiir-
fels die Begriffe Ecken und Seitenflichen und die des Verbindens und
Schneidens, so erhilt man als dualen Satz einen fiir das Oktaeder giiltigen
Satz. Diese Dualitit der PPlatonischen Kérper war schon (1532) dem Italiener
FrancEsco MavroLico (1494 1575) bekannt.

Das regulire Tetraeder, das von 4 gleichseitigen Dreiecken begrenzt
wird, kann man auf folgende Weise erzeugen:

Zeichnet man in einem Wiirfel gemdf Fig. 93 die Diagonalen der 6
Seitenflichen, so bilden je drei von ihnen
B ein gleichseitiges Dreieck. Da insgesamt 4
h\ ™ solche Dreiecke entstehen, sind die 6 Diago-

nalen die Kanten eines Tetraeders.

> Aus der Symmetrie des Wiirfels gehen leicht
) “\| einige Eigenschaften des Tetraeders hervor.
f \ Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
zweier Gegenflichen des Wiirfels steht auf
Fig. 08, Regulires Tetracder und diesen Flichen senkrecht und ihre Linge ist

umbosci\ricbcnor Witrfel glelch dem Abstand dieser Wiirfelflaichen. Fiir

(Hexaeder) das Tetraeder folgt daraus:

Satz 1: Die Verbindungsgerade der Miltelpunkte zweier Gegenkanten
eines Tetraeders ist deren Gemeinlot; auf thm liegt der kiirzeste Abstand
zwischen diesen Gegenkanten.

Da diese Gemeinlote zu den Wiirfelkanten parallel sind und durch den
Wiirfelmittelpunkt gehen, folgt weiter:

Satz 2: Die dret Gemeinlote der Gegenkanten eines Tetraeders schneiden
sich in einem Punkt, dem Mittelpunkt M des Tetraeders, und stehen paar-
weise aufeinander senkrecht.

Auf den vier Raumdiagonalen des Wiirfels liegen die Hohen des Tetraeders.
Daher gilt fiir das Tetraeder der

Satz 3 (Hohensatz): Die vier Hohen eines Tetraeders (Lote von den Ecken
auf die Gegenflichen) schneiden sich tm Tetraedermittelpunks.

Das Oktaeder besteht aus 8 gleichseitigen Dreiecken, in jeder Ecke
stoBen 4 Kanten und 4 Seitenflichen zusammen.

Benachbarte Mittelpunkte der 6 Seitenflichen des zum Oktaeder dualen
Wiirfels spannen zu je dreien gleichseitige Dreiecke auf und bilden die 6 Eck-
punkte eines Oktaeders (Fig. 94). Die 8 Mittelpunkte der Seitenflichen
eines Oktaeders bilden ihrerseits wieder die Ecken eines Wiirfels.
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Das Dodekaeder ist aus 12 regulidren Fiinfecken aufgebaut; in jeder
Ecke stoBen 3 Kanten und 3 Seitenflichen zusammen. Fig. 95 zeigt ein
mit einer Seitenfliche auf der GrundriBebene
stehendes Dodekaeder. 5 AN

Das Tkosaeder besitzt als Seitenflichen :

20 gleichseitige Dreiecke. In jeder Ecke
stoBen 5 Kanten und 5 Seitenflichen zu-
sammen. Es kann gemiB Fig. 96 aus dem
dualen Dodekaeder dadurch erzeugt werden,
daB man die Mittelpunkte benachbarter Dode- -7
kaederflichen miteinander verbindet. Um- Fig. 94. Wurfel (Hexaeder) und
gekehrt bilden die Flichenmitten des Tkosa. Oktaeder, dessen Ecken in den

Mitten der Wiirfelflachen liegen
eders ein Dodekaeder.

Fig. 95. Dodekaeder Fig. 96. Ikosaeder, dessen Ecken in den
Mitten der Dodekaederflichen liegen

33. Der allgemeine Satz von Desargues. Perspektive Kollineation

Eine dreiseitige Pyramide mit dem in der Ebene o gelegenen Basisdrei-
eck (4BC) und der Spitze 8, die ein allgemeines Tetraeder (mit beliebigen
Dreiecken als Seitenflichen) darstellt, werde mit einer zweiten Ebene o’
geschnitten, die zu ¢ nicht parallel sei (Fig. 97). Die Ebene ¢’ sei festgelegt
durch die (eigentliche) Schnittgerade s von ¢ und ¢’ und den Schnittpunkt
C' von ¢’ mit der Seitenkante [SC] der Pyramide. Um die Schnittpunkte
B’ und A’ der weiteren Pyramidenkanten [SB] und [SA] mit der Ebene
o' zu finden, schneiden wir die Pyramidenfliche [SCB] mit der Ebene o¢'.
Die gesuchte Schnittgerade a’ geht durch €’ und durch den Punkt ¥,
in dem die Seite a = [B(C] des Basisdreiecks die Gerade s trifft. Der
Punkt B’ ist nun als Schnitt von ¢’ und der XKante [SB] bestimmt. Der
dritte Eckpunkt A’ des Schnittdreiecks (4’B’C’) kann nun nach demselben

7311 Strubecker, Geometrie 7
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Verfahren iiber den Punkt €, in dem die Seite ¢ = [BA] die Gerade s
trifft, konstruiert werden. Dann muBl die dritte Seite b’ = [4'C’] des
Schnittdreiecks sich mit der Seite b = [AC] in einem Punkt B treffen,
der gleichfalls der Geraden s angehort. Diese Tatsache ist der Inhalt des
beriihmten Satzes von DESARGUES in seiner folgenden allgemeinen Fassung.

Satz von Desargues
(1648) iiber zentralper-
spektive Dreiecke: Sind
zwes Dretecke zueinander
zentralperspektiv gelegen,
d. h. gehen die drei Verbin-
dungsgeraden entsprechen-
der Punkte der beiden
Dreiecke durch einen festen
Punkt 8, so schneiden sich
entsprechende Seiten der
berden Dreiecke tn drei
Punkten einer festen Ge-
raden 8. Diese Gerade
heifit die Perspektivitils-
achseoder Desarguessche

Achse der beiden zentral-
Fig. 97. Allgemeiner Satz von DEsaARGUES. Perspektive . .
Kollineation zwischen zwel Ebenen o und o’ (Kollineations- Perspektiv aufeinander be-
zentrum S, Kollineationsachse s; Kollineationsstrahlen (4 .4°) zogenen Drezvecke.

laufen durch 8, kollineare Geraden a, a’ schneiden . .
sleh auf ) Der in 5. bewiesene

DesarcUEssche Satz fiir
zwei zueinander parallelperspektiv gelegene Dreiecke ist ein Grenzfall des
allgemeinen DEsARGUESschen Satzes, der aus diesem dadurch hervorgeht,
daB man das Zentrum S der Zentralperspektive in einen Fernpunkt
riicken 148t.

Durch die Zentralprojektion der Ebene ¢ aus dem Projektionszentrum S
auf die Ebene ¢’ wird zwischen diesen Ebenen eine wichtige geometrische
Verwandtschaft hergestellt. Sie heiBt nach Lupwic IMMANUEL MagNUS
{1833) eine perspektive Kollineation. Der Punkt S heilt Zentrum, die
Gerade s Achse der perspektiven Kollineation (Fig. 97). Punkte wie 4
und A4’, die auf einer Geraden durch 8, auf einem Kollineationsstrahl
liegen, bilden ein Paar kollinear entsprechender Punkte. Aus dem DESAR-
cUEsschen Satz entnimmt man die folgenden schon GIRARD DESARGUES
bekannten Grundeigenschaften einer perspektiven Kollineation zwischen den
Ebenen o und o':
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1. Entsprechende Punkte liegen auf einem Kollineationsstrahl durch das
Zentrum 8.
. Die Punkie der Kollineationsachse entsprechen sich selbst.
3. Jeder Geraden entspricht eine Gerade (daraus erklirt sich die Bezeichnung
.. Kollineation ).
4. Entsprechende Geraden treffen sich auf der Kollineationsachse.

Die in 6. besprochene perspektive Affinitdt zwischen zwei Ebenen ist
ein Grenzfall der perspektiven Kollineation; sie entsteht aus dieser,
wenn das Kollineationszentrum § ins Unendliche riickt.

Um die Eigenschaften einer perspektiven Kollineation in der oben ge-
wihlten Weise ohne Einschrinkung allgemein formulieren zu kénnen, mufl
man die Fernpunkte der beiden Ebenen als gleichberechtigt zu den eigent-
lichen Punkten hinzunehmen. Im Gegensatz zur perspektiven Affinitdt,
bei der Fernpunkte stets wieder in Fernpunkte iibergehen, gibt es bei der
perspektiven Kollineation eigentliche Punkte V der einen Ebene o, deren
kollineare Punkte V' in der anderen Ebene ¢’ im Unendlichen liegen (im
Unendlichen ,,verschwinden‘‘), niamlich alle jene Punkte V in o, deren
Kollineationsstrahlen [SV] zu ¢’ parallel sind. Diese Punkte ¥V in ¢ heiBen
daher die Verschwindungspunkte der Kollineation. Umgekehrt haben die
Fernpunkte U der Ebene ¢ eigentliche Punkte U’ in ¢’ als kollinear zu-
geordnete Punkte; denn ein zur Ebene o paralleler Kollineationsstrahl
[SU] trifft die Ebene ¢’ in einem eigentlichen Punkt U’, einem sogenannten
Fluchtpunkt der Kollineation.

Die Gesamtheit der Verschwindungspunkte V in o bildet dabei eine Ge-
rade v, die Schnittgerade von ¢ mit der durch das Zentrum S laufenden
Parallelebene zu ¢’, welche die Ebene ¢’ in ihrer Ferngeraden v’ schneidet.
Auch diese Verschwindungsgerade v von ¢ und die Ferngerade v" von
¢’ entsprechen sich in der perspektiven Kollineation.

Die Gesamtheit der Fluchtpunkte U’ in ¢’ bildet ebenfalls eine Gerade
u’, die Schnittgerade von ¢’ mit der durch das Zentrum 8§ laufenden Par-
allelebene zu o, welche die Ebene ¢ in ihrer Ferngeraden « schneidet. Auch
diese Fluchtgerade »’ von ¢’ ist der Ferngeraden » von.o in der per-
spektiven Kollineation zugeordnet.

Zusammenfassend gilt der von dem Hollinder WILHELM JAKOB S’GRAVE-
SANDE (1711) und dem Englinder Brook TayLor (1719) stammende

o

Satz 1: In einer perspektiven Kollineation zwischen zwei Ebenen o und o’
entspricht
1. der Verschwindungsgeraden v von o die Ferngerade v' von o' und
2. der Ferngeraden u von ¢ die Fluchlgerade u' von o'.
7*
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Aus der Tatsache, daB gegeniiber Zentralprojektionen eigentliche Ge-
raden (wie v und u') und Ferngeraden (wie v’ und u) gleichberechtigt sind,
weil eigentliche Geraden durch Zentralprojektion in Ferngeraden verwan-
delt werden konnen (und umgekehrt), folgt jetzt auch die Rechtfertigung
der seinerzeitigen Festsetzung, daB die Fernpunkte einer (projektiven)
Ebene insgesamt eine Ferngerade bilden sollen.

Projiziert man die in Fig. 97 dargestellte rdumliche Konfiguration
durch parallele Sehstrahlen in eine Ebene (man denke sich in Fig. 97 die
Umrahmungen der Ebenen ¢ und ¢’ weggeloscht), dann erhilt man eine
ebene Figur, fiir die gleichfalls der DEsarcUEssche Satz gilt. Die durch
Zentralprojektion aus § hergestellte Verwandtschaft zwischen den beiden
(jetzt ineinanderliegenden) ebenen Feldern ¢ und ¢’, die man sich als zwei
einander iiberdeckende Ebenen, als kollokale Ebenen vorzustellen hat, ist
eine ebene perspektive Kollineation. Sie besitzt genau dieselben
Eigenschaften, wie sie oben fiir die rdumliche perspektive Kollineation
zwischen den Ebenen ¢ und ¢’ angefithrt wurden. Insbesondere gilt

Satz 2: Bine ebene perspektive Kollineation ist eindeutig durch das Zentrum
S, die Achse s und ein Paar entsprechender Punkte P, P’ bestimmt.

Aus Fig. 98 ist leicht zu ersehen, wie man die so bestimmte ebene per-
spektive Kollineation vervollstindigen kann, d. h. wie man zu einem belie-
bigen Punkte X, der nicht
auf dem Kollineationsstrahl
[PP’] liegt, ferner zu einem
Punkte Y auf diesem Strahl
P und schlieBlich zu einer be-
liebigen Geraden g die per-
spektiv-kollinearen  Bilder
X', bzw. Y’ und ¢’ findet.

S

Bemerkung 1: Fiir den axio-
matischen Aufbau der ehenen
projektiven Geometrie ist bemer-
kenswert, daB es nicht mdoglich
ist, den DEsarGuUEsschen Satz

der Ebene allein mit Hilfe der
Fig. 98. Ebene perspektive Kollineation, festgelegt durch L 5 :

agensitze der ebenen projek-

das Kollineationszentrum 8, die Kollineationsachse 8 . g Gt . b P .J

und ein Paar kollinearer Punkte (P, P’). Vervollstin- tn‘ren eometrie zu beweisen.

digung der ebenen perspektiven Kollineation Wie FeLix KLEIN (1873) ver-

mutet und Davip HILBERT

(1899) bewiesen hat, braucht man bei diesem Beweise auch noch gewisse Lagensitze

der projektiven Geometrie des Raumes,
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34. Ebener Schnitt einer Pyramide

Eine dreiseitige Pyramide mit der Spitze § stehe mit dem Basis-
dreieck (4BC) auf der GrundriBebene ;. Gesucht wird der Schnitt der
Pyramide mit einer beliebigen Ebene ¢.

Es bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir die
Schnittebene ¢ als zweitprojizierend annehmen. Den Fall allgemeiner
Lage der Ebene & kann man n#émlich durch Wahl einer erstprojizierenden
Seitenrilebene g senkrecht zur Grundrispur e; der Ebene ¢ auf diesen
Sonderfall zuriickfithren, da die Ebene ¢ dann drittprojizierend ist. Die
Grundrifispur e, der zweitprojizierenden Ebene ¢ steht im Knoten E auf
der RiBachse z;, senkrecht, wihrend ihre Aufriflspur e, beliebig durch E
verlduft (Fig. 99). Im AufriB stellt sich das Schnittdreieck (4,B;C,) als
Strecke auf e, dar, und die Aufrisse 4}, By, C; der Eckpunkte sind die
Verschneidungen zwischen e, und den Aufrissen [8”4"'], [S”"B"'], [8"'C"']
der Pyramidenkanten. Den Grundri (4,B;C;) der Schnittfigur findet
man nun durch Ordner.

Ergeben sich dabei, wie in Fig. 99 fir den Punkt A;, schleifende Schnitte,
dann gibt es verschiedene Moglichkeiten, sich den Punkt im Grundrif
auf andere Weise genauer zu verschaffen. Z. B. kann man von der Invarianz
des Teilverhiltnisses dreier Punkte Gebrauch machen, nach der

(1) (8’4" - 4) = (S4 - 4) = (84" - 4))

ist. Oder man benutzt die Tatsache, daBl nach 33. das Schnittdreieck
(4,B,0;) und das Basisdreieck (4 B C) zueinander perspektiv kollinear sind,
wobei die Pyramidenspitze S das Kollineationszentrum und die Schnitt-
gerade s = ¢; = [¢, m;] von ¢ und x; Kollineationsachse ist. Die gleiche
Eigenschaft kommt auch ihren Grundrissen zu, d.h. zwischen den
Dreiecken (A'B'C') und (A;B,C,) besteht eine ebene perspektive Kolli-
neation mit S’ als Kollineationszentrum und s = e; als Kollineationsachse.
Entsprechende Seiten des Schnittdreiecks und des Basisdreiecks schneiden
sich daher jeweils in einem Punkt von ¢;. Hat man demnach einen Punkt
des Schnittdreiecks, etwa B;, im Grundri bestimmt, dann ergeben sich die
beiden anderen Punkte 4; und C; durch Konstruktion der den Geraden
[B'4’] bzw. [B'C'] perspektiv kollinear entsprechenden Geraden [B;4,]
bzw. [B;C;]. Die Geraden [B'A’] und [B;4,] miissen sich somit in
einem Punkt €, ebenso [B'C'] und [B;C;] in einem Punkt U und
schlieBlich (Kontrolle!) [4'C'] und [A;Oi] in einem Punkt B der
Kollineationsachse e, treffen.



102 V. Darstellung ebenflichig begrenzter Korper im Grund- und AufriBverfahren

Will man von der Pyramide ein Modell herstellen, dann benétigt
man die Abwicklung, das Netz der Pyramide. Die wahre Gestalt des Basis-
SI

8

Co

Fig. 99a (oben). Konstruktion des ebenen Schnittes einer drelseitigen Pyramide
Fig. 99b (unten). Abwicklung des Mantels und des ebenen Schnittes der dreiseitigen
Pyramide In Fig. 99a
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dreiecks (ABC) geht unmittelbar aus dem Grundril (4'B’C’) hervor.
Um die Abwicklung des Pyramidenmantels zu konstruieren, benétigt man
die wahren Lingen der drei Pyramidenkanten. Diese findet man durch
Paralleldrehen der Kanten, was man zweckméBig in einer besonderen Zeich-
nung ausfiihrt. Man hat dazu die rechtwinkligen Dreiecke (S°F949),
(S°F°B% und (S°F°C% zu konstruieren, deren gemeinsame Kathete SOF0
gleich der Pyramidenhohe ist, wihrend die Basiskatheten F°4° = §'4’,
FoB — §'B’, FOC° = S'C’ in wahrer GréBe dem GrundriB zu entnehmen
sind. Die Hypotenusen sind dann die wahren Kantenlingen der Pyramide.
Dreht man mit den Eckpunkten des Basisdreiecks (4.BC) zugleich auch
die Eckpunkte des Schnittdreiecks (4,B,C}) in die Parallellage zur Aufrif3-
ebene, dann legen die gedrehten Punkte Ag, B‘l’, C‘l’ und S° die wahren
Abstinde der Punkte 4,, B;, C; von der Pyramidenspitze S fest.

Nun kann man sofort das Netz des (lings der Kante S4 aufgeschnitte-
nen) Pyramidenmantels samt den darauf liegenden Seiten des Schnitt-
dreiecks (4,B,C;) zeichnen, da von den dreieckigen Pyramidenseiten-
flichen jeweils die Lingen der Dreiecksseiten bekannt sind (Fig. 99b).

35. Ebener Schnitt eines Prismas

Ein dreiseitiges Prisma mit dem Grunddreieck (4BC) und dem
Deckdreieck (4,B,C;) soll mit einer Ebene & senkrecht zur Kantenrichtung
geschnitten werden. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
das Prisma in einer solchen Lage annehmen, daf3 seine Kanten zur AufriB3-
ebene parallel sind. Denn bei allgemeiner Lage ld8t sich diese Sonderlage
stets durch Einfithren einer SeitenriBebene parallel zur Kantenrichtung
herstellen.

Um einen Normalschnitt des Prismas zu erhalten, muf3 die Horizontal-
spur ¢; der Schnittebene & senkrecht zum GrundriB, ihre Vertikalspur eg
senkrecht zum Aufril der Prismenkanten liegen (Fig. 100). Die Schnitt-
ebene ¢ ist also bei der gewiihlten Prismenlage zweitprojizierend, weshalb
das Schnittdreieck (123) sich im AufriBl als Strecke (172”3") abbildet.
Seinen Grundriff (1'2'3’) findet man mit Hilfe der Ordner.

Die Grundriebene 7; und die Schnittebene ¢ schneiden das Prisma je
in einem Dreieck. Da entsprechende Punkte der beiden Dreiecke einer
Prismenkante angehdren, sind die Dreiecke in parallelperspektiver Lage.
Zwischen dem Grunddreieck (ABC) und dem Schnittdreieck (12 3) besteht
daher eine perspektive Affinitit, und das gleiche gilt auch fiir deren Grund-
risse. Affinititsrichtung ist dabei die Kantenrichtung, Affinititsachse die
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Fig. 100a (oben). Konstruktion des ebenen Schnittes (Normalschnittes)
eines dreiseltigen Prismas
Fig. 100b (unten). Abwicklung des Mantels und ebenen Schnittes des drelseltigen Prismas
in Fig. 100a
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Horizontalspur e, der Schnittebene. Daher miissen sich entsprechende Seiten
des Basisdreiecks und des Schnittdreiecks in Punkten 9, B, € der Achse
e, schneiden (Kontrolle!).

Um das Netz des Prismas zu erhalten, benstigt man zunichst die wahre
GroBe (1,2,3,) des Normalschnittes. Diese findet man durch Umlegen
der Schnittebene & um ihre erste Spur e, in die GrundriBebene ;. Bei
der Abwicklung des lings der Kante CC; aufgeschnittenen Prismen-
mantels wird der Normalschnitt (12 3) geradegestreckt. Dadurch ergeben
sich zunichst die Punkte 39 20, 19, 3° der Abwicklung (Fig. 100). Die
Prismenkanten erscheinen in der Abwicklung als Lote zu dieser Geraden;
die wahren Entfernungen der Punkte des Grund- und des Deckdreiecks
von dieser Geraden sind dem Aufri zu entnehmen.

36. Durchdringung zweier ebenflichig begrenzter Korper

Als Beispiel fiir die Durchdringyng zweier ebenflichig begrenzter Korper
behandeln wir die Durchdringung eines dreiseitigen Prismas mit einer
dreiseitigen Pyramide. Bei beliebiger Lage der Korper kann durch zwei-
maliges Umprojizieren stets erreicht werden, dafl die Kanten des Prismas
in bezug auf die zweite Seitenriebene projizierend sind, so daB sein
Normalschnitt in dieser Ebene in wahrer GroBe erscheint. Es bedeutet
daher keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir die Prismen-
kanten u, v, w von vornherein zur AufriBebene senkrecht annehmen. Die
dreiseitige Pyramide mit der Spitze § und dem Basisdreieck (PQR) stehe
auf der GrundriBebene (Fig. 101). Die beiden Korper durchdringen sich
je nach ihrer Lage in einem oder 2zwei geschlossenen windschiefen
Polygonen, deren Gestalt im Grundrifl gesucht wird. Thr Aufril deckt
sich mit dem Aufri} des Prismas.

Das riumliche Durchdringungspolygon kann auf zweierlei
Weise bestimmt werden:

1. Kantenmethode: Schneidet man sémtliche Kanten des Prismas mit
den Seitenflichen der Pyramide und umgekehrt simtliche Pyramiden-
kanten mit den Prismenflichen, so erhdlt man die Ecken des Polygons.

2. Ebenenmethode: Schneidet man jede Seitenfliche des Prismas mit
jeder Seitenfliche der Pyramide, so ergeben sich die Seiten des Polygons.

Nach der Kantenmethode ergeben sich die Eckpunkte des Poly-
gons durch folgende Konstruktionsschritte:

In Fig. 101 trifft von den Pyramidenkanten lediglich die Kante [SQ]

das Prisma, wie der Aufrifl zeigt. Die DurchstoBpunkte 7 und 7' sind
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Fig. 101. Durchdringung elner Pyramide und eines Prismas
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im AufriB unmittelbar zu ersehen, womit auch die Grundrisse 7" und 7"
auf [8'Q’] festliegen. Um eine Prismenkante mit den Pyramidenflichen
zu schneiden, legen wir eine Hilfsebene durch die Prismenkante und
die Pyramidenspitze S. Diese schneidet die Pyramide in Mantellinien,
auf denen die gesuchten DurchstoBpunkte der Prismenkante liegen. Die
durch die Prismenkante » und die Pyramidenspitze S gelegte Hilfsebene
int zweitprojizierend. Thre AufriBspur, zugleich ihr Aufrif, ist die Gerade
[8"w'']). Auf ihrer Grundrifispur (die im Knoten auf der RiBachse z,,
senkrecht steht) und auf den Seiten des Pyramidenbasisdreiecks (PQR)
liegen die Horizontalspurpunkte derjenigen beiden Mantellinien, die von
der Hilfsebene aus den Pyramidenseitenflichen ausgeschnitten werden.
Thre Schnittpunkte U bzw. U mit der Prismenkante « sind deren Durchsto8-
punkte mit den Pyra.mldenfla.chen [SPQ] bzw. [SPR]. Ebenso findet
man die Durchstopunkte V, V der Prismenkante v und W, W der Prismen-
kante w mit der Pyramide. Damit sind simtliche Eckpunkte der Durch-
dringungsfigur im GrundriB gefunden. Sie besteht aus dem windschiefen
Polygon (U'T'V'W'T'U’) und aus dem Dreieck (5"1_/"17'). Dabei sind
die Seiten (U 'E'V’) und (17 ! 17') unsichtbar, da sie auf der Unterseite [#v]
des Prismas liegen.

Demgegeniiber liefert die Ebenenmethode die Seitendes Schnittpoly-
gons. Man wird sie an den Stellen anwenden, an denen die Kantenmethode
schlechte Schnitte liefert; vor allem aber ist sie zur Kontrolle des gefundenen
Polygons sehr geeignet. Drei Ebenen allgemeiner Lage schneiden sich
paarweise in drei Geraden, die durch einen Punkt, den gemeinsamen
Schnittpunkt der drei Ebenen, gehen. Wihlt man als eine Ebene die Grund-
rilebene, als zweite Ebene eine Prismenseitenfliche und als dritte Ebene
sine Pyramidenseitenfliche, dann treffen sich die Grundrifspur der Prismen-
ebene, die Grundrifispur der Pyramidenebene und die Polygonseite, welche
diesen beiden Ebenen angehort, in einem Punkt (Dreiebenenverfahren).

In Fig. 101 ist diese Kontrolle fiir simtliche Seiten des Schnittpolygons
durchgefiihrt. So schneiden sich z. B. auf der Horizontalspur e der Prismen-
sbene [uv] die Horizontalspur [@'R’] der Pyramidenfliche [SQR] und der
Grundri (7" V'] der Polygonseite [T V] in einem Punkte 1, ebenso
[P'R']Jund {U'V’'] in einem Punkte 2 und schlieBlich [P'Q’] und [U "1;']
in einem Punkte 3.

Der Grundgedanke, der jeder Durchdringungskonstruktion zwischen einem.
Prisma und einer Pyramide zugrunde liegt, ist der folgende:
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Man legt geeignete Hilfsebenen durch die Pyramidenspilze parallel zu den
Kanten des Prismas. Jede derartige Ebene, die aulerdem durch eine
Prismenkante gelegt wird, schneidet die Pyramidenflichen in Mantel-
linien, auf denen die DurchstoBpunkte der betreffenden Prismenkante
liegen. Entsprechend schneidet jede Ebene dieses Ebenenbiischels, die
gleichzeitig eine Pyramidenkante enthilt, das Prisma in Mantellinien,
auf denen die DurchstoBpunkte der betreffenden Pyramidenkante liegen.

Eine analoge Uberlegung fiihrt zu den Eckpunkten des Durchdringungs-
polygons zwischen zwet Prismen: Als Hilfsebenen sind Ebenen parallel zu
den Kanten beider Prismen zu wihlen. Sie schneiden beide Prismen in
Mantellinien. Insbesondere schneidet jede Ebene dieser Parallelebenen-
schar, die eine Prismenkante enthilt, die Seitenflichen des anderen Pris-
mas in Mantellinien, auf denen die DurchstoBpunkte der gewihlten
Prismenkante liegen (und umgekehrt).

Ist schlieBlich das Durchdringungspolygon zwischen zwei Pyramiden
zu konstruieren, so kommen als Hilfsebenen solche Ebenen in Betracht, die
durch beide Pyramidenspitzen gehen. Diese Hilfsebenen bilden ein Ebenen-
biischel mit der Verbindungsgeraden der beiden Pyramidenspitzen als Achse;
man spricht deshalb auch von den durch diese Achse gehenden Pendelebenen.
Jede Ebene dieses Ebenenbiischels (jede Pendelebene) schneidet beide
Pyramiden in Mantellinien. Die Durchstopunkte der Kanten der einen
Pyramide durch die Seitenflichen der anderen Pyramide findet man dann
dadurch, da man diejenigen Pendelebenen auswahlt, die eine Pyramiden-
kante enthalten.

Die Seitenkanten des Durchdringungspolygons ergeben sich in allen diesen
Fillen nach der oben dargelegten Ebenenmethode; insbesondere erhilt man
die Spurpunkte der Polygonkanten wieder nach dem sehr einfachen Drei-
ebenenverfahren. Aus Griinden der Genauigkeit der Konstruktion ist es
zweckmaBig, sowohl die Kantenmethode als auch die Ebenenmethode anzu-
wenden und alle dabei moglichen Kontrollen zu beachten.



VI
Schrigrisse raumlicher Objekte

37. Das Schriigriiverfahren

Zur anschaulichen Erlduterung rdumlicher Konstruktionen und zur sinn-
falligen Darstellung rdumlicher Objekte haben wir uns bisher in unseren
anschaulichen Bildern einer schiefen Parallelprojektion bedient, die einen
Schragrif8 der ridumlichen Figur liefert. Ein besonders einfaches, diesen
Erlduterungsskizzen zugrunde liegendes Konstruktionsverfahren, das bei
gegebenem Grundri und Aufrifl des Objektes seinen Schrigrif zu kon-
struieren gestattet, ist das folgende Schrigrifverfahren.

Wir denken uns in der iiblichen Weise mit dem aus der Grundriflebene =,
und der Aufriebene 7, gebildeten orthogonalen Tafelsystem ein recht-
winkliges cartesisches Koordinatensystem O(z, y,2) verbunden, so dafl
sich seine y-Achse mit der RiBachse r;, deckt, wihrend die wx-Achse der
Grundriebene und die z-Achse der AufriBebene angehort (Fig. 102).

Z+2S
T p*
p3
2
B xayey® olx' /Q' L P ey
wy
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»

Fig. 102 (links). Schriigriverfahren (Nchiefe Projektion auf die AufriBebene n,) Sehrichtung p und
Projektionsdreieck (konstruktive Erklirung)
Fig. 103 (rechts). SchriigriBverfahren. Drchsehnen, Verkilrzungsdrefeck (anschauliche Ausfihrung)

Eine beliebige schriige Richtung p (GrundriB p’, AufriB p’') sei als Pro-
jektionsrichtung, die Zeichenebene (AufriBebene n,) als Bildebene gew#hlt.
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Ein beliebiger Punkt X auf der z-Achse, gegeben durch seinen Grund-
riB X’ und seinen Aufri X", hat dann seinen Schrégri8 X* in dem Ver-
tikalspurpunkt des durch X gelegfen Projektionsstrahls p. Der Schrig-
ri z* der z-Achse ist daher die durch O und X* bestimmte Gerade, wih-
rend der Schriigril der y-Achse und der der z-Achse sich mit der y-Achse
bzw. z-Achse deckt (¥ =y,2*=2).

Da die Projektionsrichtung p beliebig gewidhlt werden kann, ist sowohl
die Richtung 2* des Schrigrisses der z-Achse als auch die Lage des Punktes
X* auf x* beliebig wihlbar. Das von den Punkten O, X', X* gebildete Dreieck
heit das Projektionsdreieck oder Verkiirzungsdreieck fiir den
Schrigril. Seine Seiten liegen auf der (vertikalen) z-Achse, dem (beliebig
gerichteten) Schrigril x* der z-Achse und auf der beliebigen Geraden
[X’'X?]. Die dritte Seite [X’'X?)] ist der Schrégril der Drehsehne jener
Vierteldrehung um die RiBachse z,,, welche die (horizontale) GrundriB3-
ebene z; in die (vertikale) Zeichenebene (AufriBebene =,) hineindreht
(Fig. 103).

Ist Q ein beliebiger Punkt der GrundriBebene, dann kann sein Schrig-
ril @* aus dem GrundriB @' und Aufril @' entweder mit dem durch @
gelegten Projektionsstrahl p oder einfacher’ iiber das Verkiirzungsdreieck
fiir den Punkt @ konstruiert werden. Die Verkiirzungsdreiecke aller in der
Grundrifiébene w, liegenden Punkte sind zueinander Ghnlich, und entsprechende
Seiten sind zueinander parallel.

Zur Konstruktion des Schrigrisses P* eines beliebigen Raumpunktes P,
dessen Grundril P’ und Aufril P’’ bekannt sind, kann man sich ebenfalls
wieder des Projektionsstrahls p durch P bedienen und seinen Bildspur-
punkt P* suchen; zweckmiBiger konstruiert man mit Hilfe des Ver-
kiirzungsdreiecks zunédchst den SchrigriB P’* des Grundrisses P’, den
sogenannten Schriggrundriff P'* des Punktes P. Dann liegtder Schrigrif P*
um die wahre z-Kote des Punktes P lotrecht iber dem Schriggrundriff P’*.
Liegt der Raumpunkt P insbesondere in der AufriBebene (Bildebene ,),
so fillt er mit seinem Schrigri P° zusammen.

Wir fassen zusammen:

Um den SchrigriBl eines beliebigen Raumpunktes P zu konstruieren,
wihle man das Verkiirzungsdreieck fiir seinen Grundri8 P’ so, daB eine
Ecke der Grundril P’ und die andere Ecke der FuBpunkt P,, des Lotes
von P’ auf die RiBachse z,, ist, wihrend die dritte Ecke P’* beliebige Lage
hat. Dadurch entsteht zwischen dem Grundrif und dem Schriggrundrif eine
schiefe perspektive Affinitit, wobei die Rifachse x,, die Affinitdtsachse und
der Schrigrif [ P’ P'*] der Drehsehne die A ffinititsrichtung ist. Der Schrigrif P?
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des Punktes P liegt dann um die wahre Erhebung z iiber dem Schrig-
grundri§ P’s. Die Punkte der Bildebene (Aufrifiebene x,) sind mit ihren
Schrigrissen identisch.

Das Verkiirzungsdreieck (P’ Py, P'®) kann ansich beliebig gewihlt werden.
Um jedoch ein nicht zu verzerrt wirkendes Bild zu erhalten, mufi man
darauf achten, daB der Sehstrahl p nicht zu flach gegen die Bildebene 7,
einfillt. Als allgemeine Regel gilt, daBl der Einfallswinkel des Sehstrahls
gegen die Bildebene nicht kleiner als 60° sein soll. ZweckmiBig ist es, bevor
man von einem Objekt einen Schrégri nach diesem Verfahren konstruiert,
den Schrégril eines Wiirfels zu entwerfen und das Verkiirzungsdreieck
so abzustimmen, dafl der SchrigriB dieses Wiirfels anschaulich wirkt,
wie dies z. B. in Fig. 94 der Fall ist.

Als Beispiel diene die

Aufgaba‘ 1: Es soll der Schrigriff eines reguliren Tetraeders konstruiert
werden, das auf der GrundriBlebene steht.

Die Eckpunkte 4, B, C des Basisdreiecks des Tetraeders bilden im Grund-
riB ein gleichseitiges Dreieck (4'B’C’), im AufriB liegen sie auf der RiB-
achse zy, (Fig. 104). Die Spitze § des Tetraeders deckt sich im Grund-
rifl mit dem Mittelpunkt M’ =S’ des Dreiecks (4'B’C’). Um den Aufri8 8"
zu finden, fithren wir als Seitenriflebene 7, die erstprojizierende Ebene
durch die Tetraederkante [SA] ein, deren Horizontalspur die neue Rif3-
achse #y; = [M'A’] ist. In diesem SeitenriB} liegt die Spitze §’" auf dem
Lot zu x); durch M’ so, daBB 4’S"" = A'B’, d. h. gleich der wahren Linge
der Tetraederkanten ist. Die wahre Héhe z = M'S"' = M"8" des Te-
traeders kann nun in den Aufri {ibernommen werden, womit Grund-
und Aufrifl des Tetraeders gezeichnet sind.

Um von dem Objekt einen SchrigriB nach dem SchrigriBverfahren zu
konstruieren, nimmt man das Verkiirzungsdreieck (P'P''P*) beliebig an.
Nun legt man das Verkiirzungsdreieck im Punkte 4 an, d. h. man zieht
durch A" die Parallele zur Richtung #° = [P’ P*], durch 4’ die Parallele
zum Schrigri [P'P?*] der Drehsehne. Ihr Schnittpunkt ist der Schrig-
riB 4* des Punktes 4. Entsprechend findet man die Schrigrisse B,
C® und M?® der beiden anderen Eckpunkte und des Mittelpunktes des Basis-
dreiecks. Die (lotrechte) Hohe z des Tetraeders erscheint im Schrigrifi
in wahrer Gréfle, weshalb der SchrigriB S° der Tetraederspitze § um
die Strecke z = M''S8"" tiber M* liegt. Nach Kldrung der Sichtbarkeit
(die im Punkte C* zusammenlaufenden Kanten sind unsichtbar) ist der
Schrigri des Tetraeders fertig.
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Als Kontrolle kann die Tatsache herangezogen werden, da der Grund-
riB (4'B'C’) des Basisdreiecks und sein Schrigri (4°B°’C®) perspektiv
affin zueinander sind (Affinitdtsachse 2y, Affinitdtsrichtung [P’'P%]),
d. h. daB sich entsprechende Seiten dieser beiden Dreiecke wie [4'C’]
und [4°C*] auf der RiBachse z;, schneiden.

8 S5

X12 P’

x°

X13

Fig. 104. Schrigri8 elnes auf der GrundriBebene =; stehenden reguifiren Tetraeders

Die Konstruktion des Schrigrisses eines ridumlichen Objekts nach dem
Schrigrifverfahren kann vorteilhaft auch unmittelbar erfolgen, ohne daf
man sich vorher den Grund- und Aufrifl des Objekts in allen Einzelheiten
verschaffen muB.

Als Beispiel hierfirr diene die folgende

Aufgabe 2: Es ist der Schrigrif eines Drehkegels zu konstruieren, wenn
. der SchriigriB der Ebene ¢ des Basiskreises,

. der SchriigriB des Basiskreismittelpunktes M,

. die wahre Linge des Radius r des Basiskreises k,
. die wahre Hohe % des Kegels und
. das Verkiirzungsdreieck (P'P’”’P*) gegeben sind.

(= U
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Der Schrigri der Basisebene ¢ sei durch die Aufrifspur e, und den
Schriigri ¢] der GrundriBspur ¢, festgelegt, wobei sich diese beiden Spuren
im Knoten E auf der RiBachse w,, schneiden (Fig.105). Ferner ist der
Schrigrif M* des Basiskreismittelpunktes M gegeben. Zunichst ist be-

p’

M

Fig. 105. SchrégriB elnes Drehkegels der Héhe k, dessen Basiskrels in der Ebene & (Spuren
e, und e,) liegt

kannt, daf der Schrigrif8 k* des Basiskreises k eine Ellipse mit dem Miitel-
punkt M* ist. Unter allen Kreisdurchmessern wird jener in wahrer Liinge
abgebildet, der zur Bildebene, d. h. zur Aufriebene 7, parallel ist. Er
liegt auf der durch M gehenden zweiten Hauptlinie %, der Ebene ¢; sein
Schrigri A; geht durch M° und ist zur Spur e, parallel. Durch den
Schnittpunkt Hj von k; mit dem SchriigriB e] der ersten Spur von ¢
(d. h. durch den Schrigri8 H} des Horizontalspurpunktes H, von h,) kann

7311 Strubecker, Geometrie 8
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nun parallel zur RiBachse z,, der Schriiggrundrifl 4,° dieser zweiten Haupt-
linie A, gezeichnet werden. Auf ihr liegt senkrecht unter M* der Schrig-
grundriB M’* des Kreismittelpunktes M. Auf h; liegen die Ellipsen-
punkte 4° und B* in einer Entfernung von M°*, die gleich dem wahren
Kreisradius r ist.

Der zum Ellipsendurchmesser A*B* konjugierte Durchmesser C°D*
ist der Schrigriff jenes Kreisdurchmessers D, der z2um Kreisdurch-
messer AB orthogonal ist. Er liegt auf der zweiten Fallinie f, der Ebene ¢
durch den Kreismittelpunkt M. Um deren SchrigriB f, zu bekommen,
verschaffen wir uns zundchst ihren Aufrif f,. Dazu konstruieren wir
mit Hilfe des Verkiirzungsdreiecks (P'P”P°), das wir #hnlich an den
Schriaggrundri M'® anlegen, den GrundriB M’ des Kreismittelpunktes.
Mit ihm kennen wir auch seinen Aufri8 M’’, der auf dem Ordner durch
M’ und auf der durch M*® gelegten Paralleien zur Seite [P*P’'] des Ver-
kiirzungsdreiecks liegt. Der AufriB f, der zweiten Fallinie f, durch M ist
nunmehr das Lot von M" auf die Vertikalspur e, der Ebene £. Durch
ihren Vertikalspurpunkt V" auf e, geht auch der Schrigri8 f; = [V""M']
dieser Fallinie. Damit kenntman zundchstdie Richtungdeszu A4°B* konju-
gierten Ellipsendurchmessers. Seine Endpunkte ¢* und D® ergeben sich
nun mit Hilfe einer an die AufriBebene angehingten Seitenrifebene gy, deren
RiBachse z,; mit f;’ zusammenféllt. In dieser Seitenrilebene erscheint
" =e;=f," legen wir durch
Ubertragen der z-Kote des Punktes M aus dem GrundriB in diesen Seiten-
riB} fest. M’ liegt auf dem Ordner durch M’ senkrecht zur RiBachse z,,,
und der Abstand des Punktes M’’’ von der neuen RiBachse z,,; ist gleich
dem Abstand z des Punktes M’ von der alten RiBachse z;,. In diesem
SeitenriB liegen die Endpunkte C und D des Falliniendurchmessers in der
Entfernung C"""M'""’" = D"'M'" = r vom Seitenri8 M’ des Kreismittel-
punktes. Der Aufri C"’ bzw. D"’ dieser Endpunkte liegt auf f, = 2,5, der
SchrigriB C° bzw. D* auf f;, wobei [C”C*]| [D"D]||[M"” M*]| [P"P*]
ist. Mit Hilfe des konjugierten Durchmesserpaares 4°B*, C*D* kann jetzt
nach der Ryrzschen Achsenkonstruktion der Schrigril %* des Basis-
kreises k& gezeichnet werden.

Die Kegelachse a geht durch M und steht auf der Ebene ¢ senkrecht.
Im SeitenriB erscheint o als das Lot a’’’ zu ez durch M, wiihrend der
AufriB o’ mit f, zusammenfallt. Der Schnittpunkt A’ der Geraden a"’
mit x5 liegt in der Aufriebene 7, und ist daher zugleich sein eigener Schriig-
riB A4°. Damit ist der Schrigril o’ der Kegelachse als Gerade [M°4°]
bestimmt. Um auf ihr die Hohe b des Kegels abzutragen, bestimmt man im

nidmlich die Ebene ¢ projizierend. Ihre Lage ¢
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SeitenriB die Kegelspitze 8''' auf a'"’ so, dal M''S”"’ = h ist, und iiber-
triagt, analog wie beim Punkt M, den Punkt 8"’ iiber 8’' in den Punkt
§* auf a'. Nach Einzeichnen der Konturerzeugenden (= Umrifimantel-
linien) des Kegels, d. h. der Tangenten von 8° an die Ellipse k* und nach
Klidrung der Sichtbarkeit des Basiskreises ist das Schrigbild der Kegels
fertiggestellt.

Bemerkung1: Bei der Konstruktion der Punkte C*, D* und S* wurde, ausgehend
vom SeitenriB, zunichst der AufriB und dann der SchrigriB dieser Punkte konstruiert.
Nun kann man sich aber die Konstruktion des Aufrisses dabei ersparen, da auch
zwischen dem Seitenriff und dem Schragrif der Ebene [af,] eine perspekiive Affinitit
besteht mit 2, als Affinititsachse und [{M'*M*] als Affinitdlsrichtung. Diese ein-
fachere Konstruktion ist in Fig. 105 gestrichelt eingezeichnet.

Bemerkung 2: Zur Bestimmung von C* und D? kann man auch die Ebene ¢ um
ihre AufriBspur e, in die Aufrifebene z, hineindrehen. Der Kreismittelpunkt M
gelangt dabei in die Lage M°, wobei V"M% = V'*M""’ ist, und der Kreis k erscheint
in 7, als Kreis £° um-M®in wahrer Gré8e (Radius r). Da f; sich mit f, deckt, sind die
Punkte C°® und D° die Schnittpunkte des gedrehten Kreises k° mit der Fallinie j‘f,
wihrend die Punkte A° und B® auf dem dazu orthogonalen Kreisdurchmesser liegen.
Die Paralleldrehung und der Schrigrif der Ebene € sind ebenfalls zueinander perspektiv
affin mil e, als Affinititsachse und [MOM*] als Affinititsrichtung. Daher liegen ent-
sprechende Punkte, z. B. 4° und 4* oder C° und C*, auf Parallelen zu [M°M*], die
in Fig. 105 ebenfalls gestrichelt eingezeichnet sind.

38. Der Satz von Pohlke

Drei von einem Raumpunkt O ausgehende, beliebig gerichtete und be-
liebig lange Strecken OX, OY, OZ, die nicht in einer Ebene liegen
(die nicht komplanar sind), bilden ein rdumliches Dretbein O(X, Y, Z).
Sind diese drei Strecken zudem gleichlang und stehen sie paarweise auf-
einander senkrecht, dann nennt man ein solches rechtwinkliges gleich-
schenkliges Dreibein ein orthonormiertes Dreibein O(X, Y, Z). Die
auf den Achsen eines riumlichen rechtwinkligen cartesischen Koordinaten-
systems O{z, y, z) liegenden Einheitsstrecken OX, OY, OZ bilden ein
solches orthonormiertes Dreibein oder, wie wir kurz sagen wollen, eine
Wiirlelecke. Fig. 106 zeigt den ParallelriB O°(X®, Y* Z*%) einer solchen
Wiirfelecke O(X, Y, Z), der sogleich zum Parallelbild des Einheitswiirfels
vervollstindigt ist.

Das Parallelbild der Wiirfelecke ist ein gewisses ebenes Dreibein
0*(X*, Y*, Z"), bestehend aus dret vom Punkt O ausstrahlenden Strecken

(1) OX'=e,, OV =e, OZ=e,

die nicht similich auf einer Geraden liegen; d. h. die vier Punkte O°, X*,
8#
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Y*, Z* liegen nicht auf derselben Geraden. Man nennt ein solches ebenes
Dreibein O¢(X*, Y*, Z*), das Schragrif§ einer Wiirfelecke O(X, Y, Z) ist, ein
Pohlkesches Dreibein.

Es erhebt sich nun die Frage, ob man in der Wahl der Gestalt des
ebenen Dreibeins 0*(X*, Y*, Z*) vollig freie Hand hat, wenn dieses der

zs SchrigriB einer Wiirfelecke, d.h.
ein PonrLkEsches Dreibein sein soll.
zs Diese Frage wird entschieden durch

einen beriihmten Satz der Darstel-
lenden Geometrie, durch den

Satz von Pohlke (1853): Jedes
ebene Dreibein O°(X®, Y?, Z°) kann,
wenn die vier Punkte O, X*, Y*, Z*
nicht alle auf einer Geraden liegen,
als der Parallelriff eines orthonor-
mierten Dreibeins O(X, Y, Z) wm

Fig. 106. Parallelri8 einer Wilrfelecke. Raum aufgefaﬁt werden. Oder kiir-

Pomuxzsches Drelbeln 0%(X?, 7% 2 zer: Jedes solche ebene Dreibein
O°(X*, Y*, Z*) ist ein Pohlkesches Dretbein.

Den Beweis dieses grundlegenden Satzes fiihren wir dadurch, daf wir
1. die Projektionsrichtung p und 2. die Stellung der Bildebene 7 so angeben,
daB das in Fig. 107a in beliebiger Weise vorgegebene ebene Dretbein
O*(X*, Y°, Z*) fir diese Projektionsrichtung p der Schrdgriff einer
Wiirfelecke O(X, Y, Z) im Rawm ist. Als Ersatz fiir ein rdumliches Modell
einer solchen Wiirfelecke O(X, Y,Z) diene die Erlduterungsfigur 107D,
die eine wirkliche Wiirfelecke in einem beliebigen Parallelri darstelle.

Die zu dem SchriagriB 107a gehoérige Sehstrahlrichtung p liBt
sich zundchst sehr leicht angeben: Der Schnittpunkt H® der Geraden
[O°Y*] und [X®Z*] ist der Deckpunkt der beiden windschiefen Geraden
[0Y] und [XZ] des rdumlichen Objektes, d.h. der Punkt H® ist der
SchriigriB sowohl eines Punktes H, auf [0Y] als auch eines Punktes H,
auf [XZ], und die Gerade [H,H,] ist die zu dem SchrigriBl in Fig. 107a
gehorige Sehstrahirichtung p. Diese Punkte H; und H, lassen sich mit
Hilfe der invarianten Teilverhiltnisse

(1) (0Y - H)) = (0'Y*- H*) = m:n,
(2) (XZ-H,)=(XZ"-H*) =r:s

an der Wirfelecke angeben. Wenn also das ebene Dreibein O%(X?®, Y, Z*)
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iiberhaupt Schrigrifp der Wiirfelecke O(X. Y, Z) sein soll, dann muf die
Richtung p =|HH,| die Projektionsrichtung sein.

Die zu [H;H,] parallelen Sehstrahlen p durch die Punkte O, X, Y, Z
bilden ein Prisma. Jeder ebene Schnitt dieses Sehstrahlenprismas ist ein

Fig. 107. Beweis des Satzes von POHLKE: Jedes ebene Drelbein O2(X*, Y%, Z%) in = Ist
fir eine bestimmte Sehrichtung p Parallelprojektion einer bestimmten Wiirfelecke O (X, Y, %)

Schrigri der Wiirfelecke O(X, Y, Z). Wir wollen nun in einem zweiten
Schritte nachweisen, da diese Schnittebene nt stets so gelegt werden kann,
daB die entstehende Schnittfigur zu dem in Fig. 107a vorgegebenen ebenen
Dreibein O*(X®, Y*, Z*) d@hnlich ist, d. h. wir wollen die zu diesem Schrig-
ri} gehorige Stellung der Bildebene z ermitteln. Das durch die Kan-
ten der drei Punkte O, X und Z bestimmte dreiseitige Prisma gestattet
nun in der Tat einen solchen ebenen Schnitt. Nach der Prismenschnitt-
aufgabe in 29. gibt es ndmlich zwei reelle Stellungen von Ebenen =z, die
das dreiseitige Sehstrahlenprisma durch (OXZ) nach einem Dreieck
schneiden, das zu dem Dreieck (0°X*Z°) dhnlich ist. Der Schnitt des
vollstindigen (vierseitigen) Sehstrahlenprismas durch O(X, Y, Z) mit
diesen Ebenen 7 ist dann aber wegen der Invarianz der Teilverhiltnisse
(OY - H)) und (XZ - H,) gewiB zu dem Viereck 0*(X*, Y?*, Z°) in Fig. 107a
dhnlich.

Verkleinert oder vergro8ert man schlieBlich die in Fig. 107b dargestellte
Wiirfelecke in geeigneter Weise dhnlich, behilt aber im iibrigen die Seh-
strahlenrichtung p und die gefundene Stellung der Bildebene 7 bei, dann
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ist der Schnitt der Bildebene mit dem Sehstrahlenprisma zu der Figur
in Fig. 107a kongruent, d. h. dieses beliebig angenommene ebene
Dreibein O°(X®, Y*, Z°) entsteht tatsichlich durch Parallelprojektion in
der Richtung p aus einem orthonormierten Dreibein O(X, ¥, Z) im Raum
und ist somit stets ein PoHLEEsches Dreibein, w. z. b. w.1)

39. Die schiefe Axonometrie

SchlieBt man das abzubildende rdumliche Objekt an ein rdumliches car-
tesisches Achsenkreuz O(x, y, z) an und projiziert es samt diesem Achsen-
kreuz auf eine Bildebene, so entsteht ein axonometrisches Bild des Objektes;
das Abbildungsverfahren selbst nennt man Axonometrie. Wahlt man dabei
die Projektionsrichtung p senkrecht zur Bildebene z, so spricht man von
normaler Axonometrie. Das normal-axonometrische Bild eines Objektes
ist daher stets ein Normalrif3. Bei schriger Einfallsrichtung der Sehstrahlen
p gegen die Bildebene x liegt eine schiefe oder allgemeine Axonometrie vor,
die einen Schrigrif des Objektes liefert.

Nach dem Satz von PoHLEE kann bei schiefer Axonometrie, die
wir weiterhin allein behandeln wollen, das Bild des raumlichen Achsen
dreibeins O(X, Y, Z) als beliebiges ebenes Dreibein O°(X®, Y* Z*) an
genommen werden ; die vier Punkte 0°, X*, Y?, Z* diirfen dabei auf keine;
Geraden liegen. Die Bilder der drei Einheitsstrecken OX = 0Y = 0Z = 1
auf den Koordinatenachsen liefern die drei Verzerrungseinheiten
(1) OX*'=¢,=c¢,; OY =¢) =¢,; OZ =e=e,
fiir die Achsenrichtungen (Fig. 108). Hatmansie, d. h.die Bilder X*, ¥* Z*
der Einheitspunkte X, Y, Z, in beliebiger Entfernung von O* auf den be-
liebig gerichteten Achsenbildern z°, ¥°, 2° willkiirlich, jedoch so gewihlt,

1) Diesen Satz, den man auch als den Hauptsatz der Azonomelrie bezeichnet, hat
KARL WiLHELM PorLkE (1810—1876, Berlin) im Jahre 1853 gefunden, aber erst
1860 (zundchst ohne Beweis) veroffentlicht. In der allgemeinen Fassung, die ihm
HEerMANN AMANDUS ScHWARz (1843—1921, Berlin) im Jahre 1864 gab, besagt der
Satz, daB die Parallelprojektion eines beliebig gegebenen (unregelmdfigen) raumlichen
Tetraeders O(ABC) bei gecigneter Wahl der (reellen) Projektionsrichtung p auf eine
geeignete Bildebene 7 stets ein ebenes Viereck O*(A*B*C*) gibt, das 2u einem vorgege-
benen ebenen Viereck O°(A°BOC% dhnlich ist, vorausgesetzt, daf nicht alle vier Ecken
0°, A9, B, C° auf ciner Geraden liegen. SCHWARZ bewies diesen Satz im wesentlichen
auf dem oben dargestellten Wege. Seither ist der PoBLKEsche Satz unzihlige Male
bewiesen und in verschiedenen Richtungen erginzt und erweitert worden. ERWIN
Kruppra (geb. 1885, Wien) entdeckte im Jahre 1907, daB es auBer den beiden
(oben dargelegten) reellen Losungen des PonrLkEschen Problems noch zwei kon-
jugiert-komplexe Lésungen gibt.
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daB 0°, X®, Y*, Z* nicht auf einer Geraden liegen, so findet man das
axonometrische Bild P* eines Raumpunktes P(x;y;z) auf folgende Weise:
Man trigt die verzerrten Koordinatenstrecken

(2) P=e,x; Y=e,-y, 2=¢e, -2

auf den Bildern der Xoordinaten- *zs
achsen auf und vervollstindigt im Bild
diese Quaderecke zu einem Quader. Das
Bild der dem Punkt O° gegeniiberliegen-
den Quaderecke ist dann das axonome-
trische Bild P°® des Punktes P. Zur Be-
grindung der Richtigkeit dieser Kon-
struktion von P* geniigt es, auf die
Invarianz der Teilverhdltnisse und des
Parallelismus bei Parallelprojektion hin-

zuweisen. Fig. 108. Schiefaxonometrisches Bild
. . . 0! (X3, Y, Z¢) einer Wiirfelecke
Die Bilder der senkrechten Projek- o (x,y,2) und des Koordinatenquaders

tionen des Raumpunktes P auf die drei  des Raumpunktes P(%%—;-)
Koordinatenebenen sind der Reihe nach (Fig. 108):

P’* = Projektion von P in die zy-Ebene = axonometrischer Grundrif,
P"* — Projektion von P in die yz-Ebene = azonometrischer Aufrif,
P'"'* = Projektion von P in die zz-Ebene = axonometrischer Kreuzrif,
withrend die senkrechten Projektionen von P auf die Koordinatenachsen
im Bilde zu den Punkten

P;, = Projektion von P auf die xz-Achse,
P;, = Projektion von P auf die y-Achse,
P;, = Projektion von P auf die z-Achse

filhren. In Fig. 108 sind diese Punkte dargestellt fiir den Fall, daB P die
Koordinaten (1 3 1> hat.

2’ 47 2

Zur schnellen Konstruktion eines axonometrischen Bildes bedient man
sich gern eines Strahlenmafstabes, aus dem die verzerrten Koordinaten
2%, i, 2 eines Punktes P sofort entnommen werden koénnen, wenn seine
wirklichen Koordinaten z, y, z bekannt sind (Fig. 109). Nach beliebiger
Wahl zweier paralleler Geraden, auf denen man die Bilder e,, e, der Ein-
heitsstrecken 01 in z- bzw. y-Richtung auftrigt, ordnet man eine dritte
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dazu parallele Gerade, auf der man e, auftrigt, so an, daB die Anfangs-
und die Endpunkte aller drei Einheitsstrecken auf je einem Strahl liegen.
Durch ihren Schnittpunkt § laufen alsdann alle Strahlen, die zu gleich-
bezifferten Punkten auf den drei MaBstiben gehoren.

Dic drei VerzerrungsmaBstdbe fiir die Achsenrichtungen koénnen

////LLx, ) e
////// NN

0 1 2

Fig. 109. StrahlenmaBstab (Verzerrungsmafstibe e,,e,,e,) fiir die Achsen eines trimetri-
schen POHLKEschen Achsenkreuzes

voneinander verschieden oder teilweise gleich oder alle einander gleich ge-
wihlt werden. Demnach sind drei Falle moglich:

loe, e, e, Fe,; e e, trimetrisches Achsenkreuz,

2. e, = e, & e, (und dhnlich): dimetrisches Achsenkreuz,

3. e, = e, = e,: 1sometrisches Achsenkreuz.

Lad Wihlt man auBerdem noch die Achsen-
z¢ D richtungen in spezieller Weise, so erhilt

ps man die folgenden wichtigen Sonder-
Py fille der schiefen Axonometrie:

ofl e ys 1. Das SchrigriBverfahren, das
Yy

e <3 s bereits aus 38. bekannt ist, ist eine dime-
5 trische schiefe Axonometrie mite,—e =1,
%S - x bei der auBerdem y* | 2° gewidhlt ist,
wihrend der Mafistab e, und die Rich-
P, tung der «°-Achse beliebig sind (Fig.110).

Fig. 110. Frontale Axonometrie oder . .
SchriigriBverfahren Man bezeichnet dieses Verfahren auch als
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frontale Axonometrie, weil die (¥, z)-Ebene, deren Figuren ihre Gestalt
beibehalten, dabei als (frontale) Bildebene dient.

2. Die Kavalierperspektive ist eine isometrische Axonometrie mit
e,=¢e,=e¢e ==1, bei der y* | 27 und <X (2, ¥') == 135° gewdhlt sind
{(Fig. 111). Sie stellt zugleich einen Sonderfall des Schrigrifverfahrens dar,
bei dem die (y,z)-Ebene (Aufrifebene) als Bildebene dient.

zs

Ve

€z $
o%h Y® y¢

45° Ey
Ex
X¢
X3 Fig. 111, Kavallerperspektive Fig. 112, Milit4rperspektive

(Die Bezeichnung stammt aus dem alten Befestigungswesen, bei dem ge-
wisse iliberhShte Teile der Bastionen ,,Kavaliere“ hieflen.)

3. Die Militdrperspektive ist gleichfalls eine tsometrische Axono-
metrie mit e, = e, —=e, =1, bei der 2 | y' ist und z° vertikal gewihlt
ist (Fig. 112), wobei die (r,y)-Ebene (Grundrillebene) als Bildebene dient.
Sie liefert eine Art Vogelschau und kann z.B. zur riumlichen Belebung eines
kartenméiBig gegebenen Grundrisses verwendet werden.

Bemerkung 1: Modelle und Risse einer Raumfigur pflegt man stets in
gewissen Mapstiben anzufertigen; die Abmessungen der Raumfigur werden
dabei dhnlich verkleinert oder wergrofert, ihre ,,Gestalt’ bleibt also unge-
dndert. Das axonometrische Bild eines Korpers ist daher in Wahrheit der
Parallelrif eines bestimmten zur Raumfigur dhnlicken Korpermodells, dessen
Mapstab nicht weiter interessiert.

40, Das Schnellriiverfahren

Das von Lupwic EckHaRT (1890—1938, Wien) im Jahre 1937 angegebene
SchnellriBverfahren (auch Einschneideverfahren genannt) ist ein
besonders bequemes Verfahren, um von einem beliebigen raumlichen Ob-
jekt ein axonometrisches Bild zu gewinnen. Es miissen dazu zwei zuge-
ordnete Normalrisse des Objektes vorliegen, die sich auf zwei verschiedenen
Blittern befinden; sie kénnen auch ¢n zwet verschiedenen Mafstiben ge-
zeichnet sein.
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Die Konstruktionsvorschrift fiir ein axonometrisches Bild nach dem
Eckmartschen Einschneideverfahren ist einfach:

Man legt die beiden gegebenen zugeordneten Normalrisse des Objekts,
z. B. seinen Grundril und seinen AufriB, ganz beliebig auf das Zeichenblatt,
wihlt fiir jeden RiB, ebenfalls ganz beliebig, je eine Ordnerrichtung (Ein-
schneiderichtung) p' bzw. p" und schneidet die Ordner entsprechender
Risse P’ und P”’ der einzelnen Objektpunkte P. Dann ist der Schnitt-
punkt P* jedes solchen Ordnerpaares ein azonometrisches Bild (der Schnell-
rif3) des zugehorigen Raumpunktes P (Fig. 113).

Beweis: Zunichst beweisen wir, dal das Einschneideverfahren eine
lineare Abbildung des Gegenstandes liefert, d. h. daB das durch Einschneiden
gewonnene Bild einer Raumgeraden g wieder eine Gerade g° ist.

X /
x! IP’ Grundriss

Fig. 113. SchnellriBverfahren (Einschneldeverfahren von ECKHART)

Sind 4 und B zwei beliebige Punkte auf der Raumgeraden g, so findet
man aus ihrem GrundriB und AufriB durch Einschneiden in der Richtung
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p’ bzw. p’’ die Punkte 4° und B° (Bild 114). Wihlt man einen beliebigen
weiteren Punkt X auf g, so ist

(AB-X)=(A'B’'- X'y = (A"B" - X",
und zwar auch dann, wenn den beiden Rissen verschiedene MafBstibe zu-
grunde liegen. Der Ordner durch X’ x
liefert auf der Geraden [A°B’] einen '
Punkt X}, der Ordner durch X" einen
Punkt X;, wobei

(4°B*- X7) = (4'B'- X'),
(ASBS . X;) — (‘4IIBII . XII)

ist. Wegen der Gleichheit dieser Teil-
verhiltnisse fallen die Punkte X
und X; auf der Geraden [4'B’] in / A g

einen einzigen Punkt X° zusammen.

Daraus folgt nun, daf3 der Punkt X* Fig.114. Beweis der Linearitit des Schnell-
auf der Geraden [A'B'] durch Ein- pungteetne s (Graniis o', Auteis g to
schneiden aus dem Punkt X auf g ent- eine shnliche Punktrelhe g*
steht. Das besagt aber, dafl der

SchnellriB von X auf der Geraden [4°B’] liegt. Daher ist der Schnellriff
einer Geraden g wieder eine Gerade g* und das Teilverhdltnis von drei Punkten
einer Geraden ist eine Schnellrifinvariante. Daraus folgt unmittelbar, da3
der SchnellriB eines Parallelogramms (Viereck mit sich halbierenden Dia-
gonalen) wieder ein Parallelogramm ist. Parallele Raumgeraden haben daher
parallele Schnellrisse.

Als niichstes weisen wir nach, daB das durch Einschneiden gewonnene
Bild eines Gegenstandes ein axonometrisches Bild ist. Aus dem Grund-
ri 0'(X’, Y',Z') und dem Aufri8 0" (X", Y", Z") des orthonormierten
Dreibeins O(X, Y, Z), die in beliebigen MaBstiben gezeichnet sind und
in denen Z’ = O’ und X"’ = 0" ist, findet man durch Einschneiden in
den Ordnerrichtungen p° und p" zuniichst die Punkte 0° X* Y* Z°
(Fig. 113). Da die z-Achse erstprojizierend, die z-Achse zweitprojizierend
ist, fdllt das Bild 2° der 2-Achse auf [0°Z°] und das Bild z* der z-Achse
auf [0°X*]. Wegen der Linearitdt der Abbildung ist aber auch das Bild y*
der y-Achse die Gerade [0°Y?]. Als Schnellriff des orthonormierten Dreibeins
O(X, Y, Z) erhilt man also ein ebenes Dreibein O°(X?, Y*, Z°), das nach
dem PoHLKEschen Satz stets als Parallelprojektion (axonometrisches Bild)
eines rdumlichen Dreibeins O(X, Y, Z) aufgefaBt werden kann.
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Was damit fiir die Punkte des Achsenkreuzes nachgewiesen ist, gilt
aber auch fiir jeden beliebigen Raumpunkt P. Denn P ist vermoge der
Projektionen von OP auf die Koordinatenachsen durch Strecken auf den
Koordinatenachsen festlegbar, die sich beim Einschneiden als Parallel-
projektionen dieser Koordinatenstrecken darstellen. Somit gilt

Satz 1: Der Schnellrif eines raumlichen Objektes, der nach dem Einschneide-
verfahren von Eckhart aus zwei zugeordneten Normalrissen erzeugt wird,
18t ein axonometrisches Bild des Objekts, d. h. der Parallelriff eines gewissen
zum Objekt dhnlichen Modells (dessen Mafstab nicht weiter interessiert).

2

y/'

Aufriss

2'6’

y!

Grundriss

Fig. 115, SchnellriB elnes Wiirfels

Fig. 115 zeigt den SchnellriB eines Wiirfels, gewonnen aus seinem
Grund- und AufriB, die verschiedene MaBstibe haben, Fig. 116 zeigt den
SchnellriB einer Balkenverbindung.

Bemerkung 1: In den Anwendungen ist es meist zweckmiBig, die Einschneide-

richtung p’ vertikal zu wihlen. Man erreicht dadurch, daB das Bild der raumlich
vertikalen z-Achse auch im SchnellriB vertikal erscheint.
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Bei ungeschickter Wahl der Lage der beiden zugeordneten Normal-
risse und der beiden Einschneiderichtungen liefert das SchnellriBverfahren
eine sehr verzerrte Parallelprojektion des raumlichen Objektes. Es ist
deshalb von Bedeutung, daB man auch umgekehrt zundchst das ebene
Pohlkesche Dreibein O°(X*, Y*, Z*) beliebig wihlen kann (natiirlich so,
daB die Punkte O°, X*, Y*, Z* nicht auf einer Geraden liegen, und so, daf3

2"

p o

2\

.

X Fig. 116. Schnellri8 elner Balkenverbindung

das Bild des Einheitswiirfels den anschaulichen Eindruck eines Wiirfels
vermittelt), um dann erst nachtriglich die zugehorige Lage seiner beiden
Normalrisse zu bestimmen.

Ist ndmlich das ebene PorHLEEsche Dreibein 0°(X®, Y*, Z‘) angenom-
men, 8o liegen zunichst mit [0*Z'] = p’ und [O°X*] = p"’ die beiden
fiir den Grundri3 und Aufri8 mafgebenden Ordnerrichtungen fest (Fig.117).
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Nach beliebiger Wahl der Punkte O’ und 0" auf den durch 0’ verlaufen-
den Ordnern p’ und p” sind der Grundri3 O'(X’, Y’) und der Aufrif8
0"(Y", Z"") des riumlichen Dreibeins O(X, Y, Z) in einer solchen Lage
in die Zeichenebene hineinzulegen, dafl die Punkte X? Y* Z° durch
Einschneiden aus den Punktepaaren X', X" =:.0” bzw. Y', Y" bzw.
Z' = 0', Z" entstehen. Die Lage des orthonormierten Zweibeins 0’ (X', ¥')
im GrundriB findet man auf folgende Weise: Die Ordner durch X* und Y*

e

e

el

Fig. 117. Rekonstruktion des zu einem beliebigen gegebenen SchrigriB (PoHLKEschen Drel-
bein O¢(X$, Y*, Z?) rassenden Grund- und Aufrisses

schneiden die Normale zu p’ durch O’ in den Punkten 4 bzw. B. Trigt
man die Strecke 0’4 von B aus und die Strecke O'B von A aus nach unten
in Richtung p’ (oder in der Gegenrichtung) an, so erhidlt man die Punkte
Y’ und X’, die (als Hypotenusen kongruenter rechtwinkeliger Dreiecke)
von O’ gleichen Abstand O'X’ = O'Y’ haben. Da auflerdem < X'0'Y’
= 90° ist, stellt O’ (X', Y') in der Tat den GrundriBl des raumlichen Drei-
beins O(X, Y, Z) dar. Genauso verschafft man sich die Lage des Auf-
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risses 0" (Y", Z"’) des Dreibeins O(X, Y, Z). Zeichnet man Grund- und
Aufril des Objektes in diese Zweibeine ein (deren Einheitsstrecken und
MaBstibe i. a. voneinander verschieden sind: O'Y’ 4= 0”’Y"), dann kann
man aus ihnen den SchnellriB des Objekts mit dem vorgegebenen Achsen-
kreuz O°(X®, Y*, Z*) entwickeln.

Nach demselben Prinzip kann man sich auch nach beliebiger Wahl des
Punktes 0"’ auf p'"’ =y* (KreuzriB des Sehstrahls p) die Lage des Kreuz-
risses O (X', Y'",Z""Y des Achsenkreuzes O(X, Y, Z) verschaffen (Fig. 117).
Entsprechende Punkte P’ und P? des Kreuzrisses und Schnellrisses einer
Figur hingen durch Ordner der Richtung p''' = y* (dritte Einschneiderichtung)
zusammen. Grund-, Auf- und KreuzriB haben i.a. verschiedene Mafstibe
(e e’ =e').



VII
Drehzylinder

41. Ebener Schnitt eines Drehzylinders

LBt man eine Gerade g um eine feste, dazu parallele Achse a rotieren,
so beschreibt g einen Drehzylinder. Die Achse a der Drehung ist die Zylinder-
achse, die Gerade g ist eine Erzeugende oder Mantellinie des Zylinders
und der Abstand r der Geraden ¢ von der Achse a der Zylinderradius. Jeder
Punkt P von g beschreibt bei der Erzeugung des Drehzylinders einen
Kreis k, dessen Ebene zur Zylinderachse a senkrecht steht. Der Dreh.-
zylinder entsteht daher auch dadurch, dafl man einen Kreis k in der Richtung
der (zu seiner Ebene normalen) Zylinderachse a parallel verschiebt. Die
Kreisebenen sind untereinander parallel. Man nennt diese Kreise £ daher
Parallelkreise des Zylinders.

Jede achsennormale Ebene » schneidet den Drehzylinder in einem
Kreis (Parallelkreis), jede achsenparallele Ebene, wenn iiberhaupt, in
zwei (verschiedenen oder zusammenfallenden) parallelen Geraden (Mantel-
linien).

Eine beliebige Ebene ¢, die zur Zylinderachse weder parallel noch senk-
recht ist, schneidet den Drehzylinder in einer Kurve, die durch die
Zylindererzeugenden auf einen Normalschnitt des Zylinders, also einen
Parallelkreis, perspektiv affin bezogen ist. Daraus folgt

Satz 1: Jeder ebene weder achsenparallele noch achsennormale Schnitt eines
Drehzylinders ist eine Ellipse.

Fig. 118 zeigt das axonometrische Bild eines Stiicks eines Drehzylinders,
dessen Achse a mit der z-Achse des Achsenkreuzes O(x, ¥, 2) zZusammen-
fallt. Der in der (z, y)-Ebene liegende Basiskreis k des Zylinders erscheint
dabei als Ellipse %%, deren auf z' bzw. y* liegende Durchmesser A4°B*
und C’D*® zueinander konjugiert sind. Die Tangenten in A* und B* an
die Ellipse #* sind daher parallel zu %*, die Tangenten in C* und D* sind
parallel zu 2*. Die Umrifmantellinien oder Konturerzeugenden des Zylin-
ders erscheinen als die zu a* parallelen Tangenten der Ellipse k'.

Die beiden Konturerzeugenden [U,U;] und [V, ¥,] bilden im Raum
den sogenannten wahren UmriB des Zylinders, d. h. jene Flichenkurve,
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lings deren der Zylinder von Sehebenen (projizierenden Ebenen) beriihrt
wird. Das Bild des wahren Umrisses bezeichnet man als den scheinbaren
UmriB des Zylinders. Dieser besteht in Fig. 118 aus den beiden paralle-
len Geraden [U® Ui] und [V?, Vil

¢’

Fig. 118. Axonometrisches Bild elnes Drehzylinders (Basiskreis k) mit ebenem elliptischem
Schoitt k,

Trifft eine auf dem Zylinder liegende Flichenkurve k den wahren Umri
in einem Punkte U, so beriihrt sie in diesem Punkte U die (projizierende)
Tangentenebene der Fliche. Wenn dann 1. die Tangente der Kurve k im
Umrippunkte U kein Sehstrahl ist, fallt ihre projizierende Ebene mit der
Tangentenebene der Fliche in U zusammen und die Kurventangente er-
scheint im Bilde als Spur dieser projizierenden Tangentenebene, d. h. sie
deckt sich im Falle des Zylinders mit dem Bilde der durch U* laufenden
Konturerzeugenden. Das Bild k* der Flichenkurve k beriihrt somit in dem
Konturpunkte U* den scheinbaren Umrifl der Fliche. Ist dagegen 2. die
Tangente von k tm Umrifpunkt U ein Sehstrahl, so erscheint sie im
Bilde bloB als der Punkt U*® und eine Beriikrung der Bildkurve k* von k
mit dem scheinbaren Umrif8 der Fliche muf 1. a. nick! vorhanden sein.

Die durch den beliebig gewahlten Punkt O; auf der Zylinderachse a und
die Spur ¢ | « in der Basisebene festgelegte Ebene ¢ schneidet den Zylinder

7311 Strubecker, Geometrie 9
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in einer Ellipse k,, deren SchrigriB k; eine Ellipse mit dem Mittelpunkt
0} ist. Zwischen der Schnittellipse %, und dem Basiskreis k besteht eine
riumliche perspektive Affinitit. Folglich besteht zwischen den Schrig-
rissen k' und k; des Basiskreises k und der Schnittellipse k, eine ebene per-
spektive Affinitit. Dabei ist ¢* die Affinititsachse und o' = [0°0]] = 2
die Affinititsrichtung. Die Punkte A, B] sowie C], D] des Schrigbildes
k! der Schnittellipse k, liegen auf den Schrigbildern der Mantellinien
durch die affin entsprechenden Punkte A4*, B® bzw. C°, D* des Basiskreis-
bildes &*. AuBerdem ist der Durchmesser 4} B} '¢’, da A°B*| ¢’ ist, wiihrend
der Durchmesser C;Dj sich mit C°D* auf e trifft. Die Tangenten in
den Punkten C] und D’ an k] sind zu e’ parallel, da dies fiir die affinen
Tangenten in C"“ und D” an ¥’ gilt, wihrend die Tangenten in 4] und Bj
an &} sich mit den affin entsprechenden Tangenten in A4° und B®an &’ auf
der Affinititsachse e® schneiden. A;Bi und C] D ist ein konjugiertes Durch-
messerpaar der Ellipse k], deren Hauptachsen sich nach Ry1z konstru-
ieren lassen. Auch die Berithrungspunkte Uj, V] der Ellipse k] mit
den beiden Umriferzeugenden (dem scheinbaren Umrif) des Zylinders
lassen sich einfach iiber die Affinitdit konstruieren, nach der sich der
Durchmesser [U;V]] mit dem affin entsprechenden Durchmesser [U*V*]
auf €’ schneiden mufl.

Die Konstruktion des ebenen Schnittes eines Drehzylinders in Grund-
und Aufriff zeigt Fig. 119. Der Drehzylinder, dessen Achse a zur Grund-
rilebene 7; senkrecht steht und der nach unten durch die GrundriBebene,
nach oben durch die dazu parallele Deckebene begrenzt ist, projiziert sich
im Grundrifl als Kreis, im AufriB8 als ein zwischen den beiden Kontur-
erzeugenden (dem zweiten scheinbaren Umriff des Zylinders) liegendes
Rechteck.

Als Schnitt des Drehzylinders mit einer beliebigen Ebene e, festgelegt
durch ihre beiden Spuren e, und e,, ergibt sich eine Ellipse e, deren Grund-
ril ¢’ sich mit dem Grundkreis k¥ = k' des Zylinders deckt. Das Aufrig-
bild €' der Schnittellipse e ist wieder eine Ellipse. Um von ihr ein konju-
giertes Durchmesserpaar zu erbalten, konstruieren wir Grund- und Aufri8
der Hauptachsen der Schnittellipse. Diese gehen durch den Ellipsen-
mittelpunkt M und liegen auf der ersten Hauptlinie %, (kleine Achse)
bzw. guf der ersten Fallinie f, (groBe Achse) der Ebene ¢. Im Grundri3
erscheinen sie als der zu e, parallele Kreisdurchmesser 4'B’ bzw. als der
zu ¢; senkrechte Kreisdurchmesser C'D’'. Nachdem man mit Hilfe ihrer
Spurpunkte V,, H; und V, die erste Hauptlinie %, und erste Fallinie f, in
den Aufri8 iibertragen hat, findet man auf A, auBler dem Ellipsenmittel-
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punkt M" noch die Endpunkte 4", B" und auf f'l' die Endpunkte C"’, D",
Diese Durchmesser sind als Normalrisse der Hauptachsen der Schnitt-
ellipse e konjugierte Durchmesser der Aufrifellipse ¢'’. Insbesondere sind
die Tangenten in C” und D" zu k] parallel, also horizontal. Ubertrigt

Fig. 119. Ebener Schnitt eines Drehzylinders (Grund- und AufriSverfahren)
gx
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man den zur AufriBebene parallelen Durchmesser [UV], der auf der
zweiten Hauptlinie A, von & liegt, vom Grundri} in den Aufrif, so erhilt
man die Punkte U’’, V", in denen die Aufriflellipse ¢’’ die Umriflerzeugen-
den des Zylinders beriihrt, und die Sichtbarkeit von e wechselt.

Die Hauptachsen der Aufrifellipse e’ konnen mit der Ryrzschen
Achsenkonstruktion aus den beiden konjugierten Durchmessern 4" B"" und
C" D" ermittelt werden. Bequemer ist es, die Hauptachsen von ¢" mit
Hilfe der zwischen dem Grundriff ¢’ und dem Aufriff ¢’ der Schnittellipse
bestehenden perspektiven Affinitdt direkt zu konstruieren. Achse dieser
Affinitdt ist nach 16. das zusammenfallende Bildpaar k' = k'’ der Deck-
geraden k der Ebene ¢, die durch den Knoten £ = [e,, ¢,] und die Punkte
[k, hy ] sowie [hy, k] geht, Affinitéitsrichtung ist die Ordnerrichtung. Die
Hauptachsen von ¢” und ¢’ sind identisch mit jenem Rechtwinkelpaar
in M bzw. M’, das sich in der Affinitit entspricht und das nach 8. mittels
des TEALES-Kreises durch M’ und M"”, dessen Mitte auf k' = k" liegt,
sofort konstruiert werden kann. Die Scheitel 1", 2", 3", 4" der AufriB-
ellipse ¢’ findet man aus den entsprechenden Punkten 1’, 2',3', 4" des
Grundkreises ¢’.

Um die wahre Gestalt der Schnittellipse e zu erhalten,dreht man die Schnitt-
ebene ¢ um ihre Horizontalspur ¢, in die GrundriBebene 7, hinein. Die einzel-
nen Punkte beschreiben dabei je einen zu e¢; normalen Drehkreis, der
sich im GrundriB als Lot zu e, im SeitenriB 7, (neue RiBachse z;; =)
in wahrer Grofle darstellt. Die Durchmesser 4,B, und C,D, sind die
wahren Hauptachsen der in 7; hineingedrehten Schnittellipse e,.

Bemerkung 1: Der Raumpunkt P (z, y, 2) heiBt reell, wenn seine Koordinaten
(z, ¥, 2) reelle Zahlen sind, und er heiBt komplez, wenn wenigstens eine seiner Ko-
ordinaten (z, y, z) komplex ist.

Ein reeller Raumpunkt P (z, y, 2) hat stets einen reellen Grundrif P’ (z, ¥} und
einen reellen Aufri8 P’ (y, 2).

Auch ein komplezer Raumpunkt P (z, y,2) kann einen reellen Grundrif P’ (z, y)
haben; das ist dann (und nur dann) der Fall, wenn z und y reell, aber z komplex ist.
Sein Aufrif P (y, z) ist dann stets komplexz.

Ein komplezer Punkt P (z,y,2) kann auch einen reellen Aufri P (y, z) haben;
das ist dann (und nur dann) der Fall, wenn y und z reell sind, z aber komplex ist.
Sein Grundrif P’ (z,y) ist dann stets komplez.

Bemerkung 2: Zwei komplexe Raumpunkte P, (3, ¥, 2,) und P, (25, ¥,, 2;) heiBlen
zueinander komjugiert komplex, wenn ihre Koordinaten zueinander konjugiert
komplex sind, d.h.

1) L,=2, Yo=Y, H=2

ist. Man schreibt dann P, = I;;
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Die Verbindungsgerade zweier konjugiert-komplezer Raumpunkte Py und I?l ist stets
reell, weil 1. der Mittelpunkt

(Tt ntun % + Ex)
M= ( 2 2 2
reell ist und 2. auch ihr Fernpunkt U, gegeben durch den reellen Richtungsvektor

@

_[(fa—% =% 5 — 2
@ w=(25" 25t 25D

reell ist.
Bemerkung 8: Der Basiskreis ¥ des Drehzylinders

4) z*+ yt=r1?

in Fig. 119 bildet sich im Aufrifl nur dann als die (doppeltiiberdeckte) Strecke

() —rSy<s 41, z2=0

auf der RiBachse z;, (der Linge 2r) ab, wenn man bloB seine reellen Punkte im Auge
hat. Die reellen Punkte P”” der RiBachse z,,, die auBerhalb dieser Strecke (5) liegen,

fiir die also | y| > r ist, sind Aufrisse von je zwei zueinander konjugiert komplexen
Punkten des Basiskreises &

®) @ tyr=12, z2=0,
nimlich der beiden zueinander konjugiert komplexen Kreispunkte
(7) Pl=(+£Vyz_r2r yvo) und P2=Fl=(_il/y’_r2! yro)y

deren Aufrisse in dem reellen Punkt P] = P = (0, y,0) zusammenfallen (vgl.
Bem. 2).
Daraus folgt

Satz 2: Wenn man neben den reellen Punkten des Basiskreises (6) auch noch seine
komplezen Punkte betrachtet, so ist sein Aufrif k' nicht blof die reelle (doppeltiberdeckie)
Strecke (5) derLinge 2r, sondern die ganze reelle (doppeltiberdeckie) Rifachse z;, (die
unbegrenzte reelle doppeltgezihlte y-Achse).

Ahnlich kann iiberhaupt jeder beliebige reelle Punkt P’’(y, 2) der AufriBebene
7, als AufriB zweier zu n, symmetrischer Punkte

(8) Pl=(+ ]/r’-y’, y,z) und P,=(—Vr3—y3, y,z)

des Drehzylinders (4) aufgefaflt werden, die fiir |y| < r reell verschieden, fir y = r
reell zusammenfallend und fiir [y| > r konjugiert komplex sind.

42, Die Rektifikation des Kreises

Man kann den Mantel eines Drehzylinders (aber auch jedes anderen Zy-
linders mit rektifizierbarem Normalschnitt) ¢n die Ebene abwickeln. Schneidet
man den Drehzylinder lings einer Mantellinie auf, so ist die Abwicklung des
Zylindermantels in die Ebene ein Rechteck, dessen Hohe gleich der Héhe
des Zylinders und dessen Breite gleich dem Umfang u = 277 des Basiskreises
ist.
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Die Zahl = = 3,14159265 . . . ist, «wvie FERDINAND LINDEMANN (1882) be-
wiesen hat, eine transzendente Zahl, d. h. es gibt keine algebraische Glei-
chung mit ganzzahligen Koeffizienten, welche die Zahl 7= zur Wurzel hat.
Deshalb tst es (nach den Lehren der analytischen Geometrie und der Algebra)
unmoglich, die Zahl n aus der Einheitsstrecke 1 allein mit Benutzung von
Zirkel und Lineal in endlich vielen Schritten exakt zu konstruieren. Daher
ist auch die Rektifikation des Kreises, d. h. die Konstruktion einer Strecke
von der Linge des Kreisumfangs « = 2rx bei gegebenem Kreisradius r,
mit Zirkel und Lineal allein in einer endlichen Zahl von Konstruktions-
schritten nicht moglich.

Das Rektifikationsproblem hingt zusammen mit dem Problem der
Quadratur des Kreises. Dieses verlangt, eine Kreisfliche von gegebenem
Radius r in ein inhaltsgleiches Quadrat zu verwandeln. Ist a die Seiten-

linge des Quadrates, so folgt a2 =r2x oder a=r Vy; . Wire die Zahl x mit
Zirkel und Lineal in endlicher Schrittzahl konstruierbar, so konnte man

auch V; (etwa mittels des Hohensatzes in einem rechtwinkligen Dreieck
mit den Hypotenusenabschnitten 1 und =) konstruieren, und umgekehrt

kann aus l/n auch 7 selbst konstruiert werden. Daher sind die Rektifi-
kation und die Quadratur eines Kreises dquivalente Probleme. Auch
die Quadratur des Kreises 18t somit nach Lindemann mit Zirkel und Lineal
tn einer endlichen Anzahl von Schritten nicht moglich.

Bemerkung 1: Das Problem der Quadratur des Kreises hat schon die Griechen
seit ANAXAGORAS (um 450 v. Chr.) in hohem MaBe beschiftigt und war so allgemein
bekannt, dafl der Lustspieldichter ARISTOPHANES in seinen ,,Vogeln* (414 v. Chr.)
darauf anspielen konnte. Die Versuche zu seiner Losung waren spiter so zahlreich,
daB sich im Jahre 1775 die Pariser Akademie der Wissenschaften offiziell weigerte,
Arbeiten anzunehmen, die sich damit befaten. Ebenso verweigerte die Pariser Aka-
demie die Nachpriifung angeblicher Losungen der Dreileilung eines Winkels (belie-
biger GroBe), der Verdoppelung des Wiirfels und der Konstruktion eines perpetuum
mobile.

Seit LINDEMANN ist die Unlosbarkeit der Quadratur des Kreises (mit Zirkel und
Lineal in endlicher Schrittzahl) bewiesen. Auch das Problem der Dreiteilung eines
(beliebigen) Winkels und das der Wiirfelverdoppelung ist unter den gleichen Voraus-
setzungen nicht l0sbar, wie man schon sehr viel friither bewiesen hat. Dessenunge-
achtet suchen auch heute noch viele Nichtmathematiker nach Losungen; ihre Ver-
suche sind jedoch von vornherein zum Scheitern verurteilt.

Was man mit Zirkel und Lineal in einer endlichen Anzahl von Konstruktionsschrit-
ten erreichen kann, sind nur néherungsweise Losungen dieser Probleme. Exakte Lo-
sungen, die den genannten Bedingungen geniigen, sind unmoglich.

Das schlieBt natiirlich nicht aus, daB es exakfe Losungen dieser Probleme mit hiheren
Konstruktionsmitteln geben kann. Tatsichlich kann man mittels eines sogenannten
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Evolventenzirkels das Problem der Quadratur des Kreises exakt ldsen, ebenso mit
Hilfe eines Ellipsenzirkels das Problem der Dreiteilung des Winkels und das der Ver-
doppelung des Wiirfels.

Unter den zahlreichen Ndherungskonstruktionen zur Rektifikation des
Kreises ist die von dem polnischen Jesuitenpater Apam KocHaNsk1 (1685)
gefundene besonders einfach und sehr genau. Sie erfordert nur wenige
Konstruktionsschritte und arbeitet mit konstanter Zirkeloffnung.

In den zu rektifizierenden Kreis tragt man zwei orthogonale Durch-
messer (etwa horizontal und vertikal) ein und zeichnet im Endpunkt des
einen (etwa im tiefsten Punkt des vertikalen) Durchmessers die (horizontale)
c Tangente (Fig.120). An den

vertikalen Durchmesser tragt
man im Kreismittelpunkt M
einen Winkel von 30° an (das

M /\ kann, vom horizontalen Durch-

~uy messer ausgehend, mit der alten
30°r Zirkeloffnung geschehen) und
schneidet den zweiten Schenkel
2 r - p B dieses Winkels mit jener Tan-
gente im Punkte 4. Nun trigt

Fig. 120. Naherungswelse Rektifikation des Krels- \
umfanges nach ADAM KOCHANSKI man auf der Tangente von A4

aus in Richtung zum Beriih-
rungspunkt dreimal den Radius r ab und erhilt den Punkt B. Dann ist die
Strecke zwischen B und dem Kreispunkt C, der dem Berithrungspunkt
gegeniiberliegt (d. h. dem hochsten Punkt des Kreises), ndherungsweise
gleich dem halben Kreisumfang

(1) BC~ % =rzx.
Fiir die genaue Linge der Strecke BC gilt nimlich nach PyTHAGORAS
(2) BC? = (2r)® + (3r — r tg 30°)2,
woraus wegen tg 30° = l/l/g folgt
(3) BC= r‘l"/“,‘?f‘f V3 s 314158836 . ...
Gegeniiber dem halben Kreisumfang

4) f—z‘=m=r - 8,14159265 . . .
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ergibt sich demnach ein Fehkler F von der GroBenordnung
(2) Fa6-105%-r.

Da das unbewaffnete Auge erfahrungsgemiaB zwei Punkte, die um
weniger als 1/20 [mm] voneinander entfernt sind, nicht mehr zu trennen
vermag, bleibt der Rektifikationsfehler F des halben Kreisumfanges u|2=rx
so lange unter dieser Schranke der Zeichengenauigkeit, als

(6) F 610 ¢ [mm] < 5 [mm]

ist. Dies ist der Fall, wenn der Kreisradius
105 b b
(7 r<§.% [mm] = ' 10° [mm] =35 [m] < 83,4 [em]

ist, d. h. aber fiir fast alle auf dem Zeichenblatt auftretenden Kreise.

Auch ein Kreisbogen (Radius r, Zentriwinkel ¢) ist mit Zirkel und Lineal
(in endlich vielen Konstruktionsschritten) nicht exakt rektifizierbar. Zur
angendherten Rektifikation verwendet man am besten die einfache Konstruk-
tion, durch die WiLLEBRORD SNELL (1621) eine sehr genaue Niherungs-
formel fir die Linge rgp des Kreisbogens ausgewertet hat, welche der 1401
in Kues an der Mosel geborene, als Philosoph und Kirchenpolitiker bedeu-
tende Kardinal NicoLaus Cusanus (1458) angegeben hat. Diese Formel
lautet

(8) rp 3rsing

z2+cos¢p'

Um nach ihr den zum Zentriwinkel ¢ und Radius r gehérigen Kreisbogen
~
.13 angendhert zu rektifizieren (Fig. 121), tragt man nach SNELL ( = SNEL-
LIUs) den Radius r von A aus in

der Richtung zum Kreismittel- 5
punkt M dreimal an und proji- 8 —
ziert aus dem Endpunkt ¢ den ¢ L’f’?
Punkt B auf die Kreistangente ¢ 7 7 M A

im Punkt {. Dann ist die L—r cosy-—]

Linge .1D des Tangentenstiicks
Fig. 121. Ndherungsweise Rektifikation eines Kreisbogens

naherungswelse glewh dem nach NICOLAUS CUSANUS und WILLEBRORD SNELL

N
Kreisbogen A B:
N
9) AD=~ AB.
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Die wirkliche Lange der Strecke AD errechnet sich aus der den #hn-
lichen Dreiecken in Fig. 121 entspringenden
Proportion

(10) AD:rsing = 3r:(2r 4 r cos ¢)

Winkel ' relativer Fehler

p= 0° | F,=0

zu ) pS15° | Fr<'/y5%0o
(11) AD—r. BSin® P=30° | Fr< Y,
2+ cosg p<45° Fr< 2,5%
Daraus findet man fiir den relativen Fehler ®=60° | Fr< 8%
4B —4p . " L
F = —B,\— dieser Naherungskonstruktion die beistehenden Schranken.

AB

Die Naherungskonstruktion ist um so genauer, je kleiner der Winkel ¢
ist. Praktisch brauchbar ist diese Konstruktion von CUSANUS bis zu einem
Winkel von 30° bei Kreisen, deren Radius r < 600/ < 191 [mm] ist.

43. Die Abwicklung eines ebenen Schnittes des Drehzylinders

Zur Abwicklung des Drehzylinders in Fig. 119 samt der auf ihm liegen-
den Schnittellipse ¢ schneiden wir den Zylindermantel lings der Mantel-
linie durch den tiefsten Punkt D der Schnittellipse auf und breiten ihn
in die Ebene aus. Es ergibt sich ein Rechteck, dessen Hohe gleich der Hohe
des Zylinders, dessen Basis gleich dem Umfang des Zylinders ist. Dieser
Umfang wird nach KocuaNsky durch Rektifikation des Basiskreises ge-
funden. Um die einzelnen Punkte der Schnittkurve ¢ auf dem Zylinder-
mantel in die Abwicklung zu iibernehmen, fithrt man eine Seitenriebene
7y so ein, daB die Schnittebene ¢ drittprojizierend ist, d. h. man wihlt
die RiBachse x5 | ;.

In Fig. 122 wurde dieser SeitenriB gleich als Aufri gewéhlt, so daB
sich die Schnittellipse ¢ im AufriB als die Strecke ¢/’ = 0"’ D” auf ¢, = ¢”
projiziert, wihrend ihr Grundri8 ¢’ mit dem Basiskreis des Drehzylinders
zusammenfillt. Die Abwicklung des Zylindermantels, die rechts neben den
AufriB gezeichnet ist, trigt auf der Grundseite die Punkte D, B0, (',
A%, D%, jeweils im Abstand u/4, die aus den Punkten D', B’, (', 4’, I’
des Basgiskreises ¢’ (Umfang #) hervorgehen. Die Punkte D9, B9, (0, 49, D°
der Ellipsenabwicklung €° liegen auf den (vertikalen) Mantellinien durch die
gleichbezeichneten Punkte des abgewickelten Basiskreises, jeweils in
einer Hohe, die dem Aufri zu entnehmen ist. Aus der Symmetrie der
Ellipse e beziiglich des ersten Falliniendurchmessers CD und des ersten
Hauptliniendurchmessers 4B folgt, daB8 die Abwicklung der Ellipse eine
Kurve ¢° ist, die zur Mantellinie [C"®C?] axial-symmetrisch, und zu den
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Fig. 122, Abwicklung eines Drehzylinders mit ebenem (elliptischem) Schnitt ¢ In dle Ebene (e, = Sinuslinie)
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Punkten A% und B° zentrisch-symmetrisch ist. Die Tangenten im héchsten
Punkt C° und im tiefsten Punkt D° sind horizontal. Um auch im Punkte
B¢ die Tangente an die Abwicklung €° der Ellipse zu finden, zeichnen wir
den Grund- und Aufri der Tangente ¢{; im Punkt B an die Ellipse. Ihr
GrundriB ¢ deckt sich mit der Tangente an den Basiskreis ¢’ im Punkt
B’. Da die Tangente ¢ in der Schnittebene ¢ liegt, hat sie ihren Horizontal-
spurpunkt 7', auf der Horizontalspur e, von &. Bei der Abwicklung des
Zylindermantels denken wir uns gleichzeitig die Tangentenebene an den
Zylinder im Punkt B, die zur AufriBebene parallel ist und den Zylinder
lings der Mantellinie durch B beriihrt, mit abgewickelt. Dabei geht die in
dieser Tangentenebene liegende Ellipsentangente ¢ in die Tangente 9,
an die Abwicklung ¢® in B° iiber. Ubertrigt man daher die Strecke B'T",
nach B'°T% in die Abwicklung, so geht die Tangente t% in B® durch den
Punkt T9.

SchlieBlich wollen wir auch noch den Schmiegkreis im Scheitel C° der
abgewickelten Kurve ¢® ermitteln. Die wirkliche Schnittkurve e ist eine
Ellipse mit den Halbachsen

(1) a=20 D' =" b=la4B=r

Ccos

wobei & der Neigungswinkel der Schnittebene ¢ gegen die GrundriBlebene
ist. Daher hat der Schmiegkreis im Scheitel C' der Ellipse e nach (11.10)
den Radius

(2) Q:%:zr/c:sa=rcosa.

Man kann demnach ¢ auf folgende Weise konstruieren: Man legt in C
die Normalebene v zur Zylinderachse, die den Zylinder in einem Kreis
vom Radius 7 schneidet, der seinen Mittelpunkt K auf der Zylinderachse
hat. Das Lot von K, auf die Schnittebene ¢ schneidet aus £ den Punkt K,
aus, dessen Abstand von

(3) CK,=C"K,=rcosa=p
gleich dem Schmiegkreisradius der Ellipse im Scheitel C ist.

Bemerkung 1: Diese Konstruktion ist ein Sonderfall eines wichtigen allgemeinen
Satzes der Differentialgeometrie, des

Satzes von Meusnier: Legt manin einemreguliren Punkt P einer stetig gekriimm-
ten Fliche & eine beliebige Flichentangente t, dann schneidet jede durch ¢ gelegte
Ebene ¢ die Fliche in einer bestimmten Flichenkurve. In dem Ebenenbiischel
mit ¢ als Achse gibt es genau eine Ebene », die die Flichennormale n in P enthilt,
die Normalebene v der Fliche in P durch ¢. Hat nun der hierzugehorige Normalschnitt
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der Fliche ® an der Stelle P den Schmiegkreismittelpunkt K, so ist der Schmiegkreis-
mittelpunkt K, eines beliebigen schiefen Schnittes & von @ durch ¢ im Punkte P der
FuBpunkt des Lotes von K, auf e

Um auch noch den Schmiegkreisradius g° der Abwicklung ¢® im Punkte C°
zu finden, beachten wir, dal die Abwicklung e® der Kurve ¢ in der unmittel-
baren Umgebung des Punktes C mit der Normalprojektion der Kurve e
auf die Tangentenebene 7 des Drehzylinders in € zusammenfillt. Die
Normalprojektion des Schmiegkreises der Schnittellipse in C (Schmieg-
kreismittelpunkt K,, Schmiegkreisradius p) auf die Tangentenebene 7 in
C ist nach (30. Fig. 89) eine Ellipse mit den Halbachsen

4) a’=p=rcosx, b=psinx=rsinxcosax,

woraus man nach (11.10) fiir den Schmiegkreisradius ¢® der Abwicklung e?
in C° erhilt:

o_ (@) rPcos’x
(5) Q"= 5 T rsinx cos

=rctgx.

Daraus ergibt sich die folgende

Konstruktion fiir den Schmiegkreisradius o° der Abwicklung €® im Punkte
€° die sinngemdB auch fiir die Abwicklung ¢® des ebenen Schnittes e
einer beliebigen in die Ebene abwickelbaren Fliache gilt: Man legt in dem
betreffenden Flichenpunkt C jene Normalebene » der Fliche, welche
in C die Kurve e beriihrt. Aus dem Schmiegkreismittelpunkt K, dieses
Normalschnittes » fallt man das Lot auf die Schnittebene ¢, das die Tan-
gentenebene T von C im Schmiegkreismittelpunkt K° des Punktes C° der
Abwicklung e® trifft. Die Strecke CK°® = C°K9ist der Schmiegkreisradius g
der Abwicklung €® im Punkt C°.

Bemerkung 2: Diese Konstruktion des Schmiegkreismittelpunktes K°der Abwick-
lung €° von ¢ folgt auch ohne Rechnung aus dem Satze von M eusnier, wenn man wieder
die Tatsache verwendet, daB K° die Schmiegkreismitte der Normalprojektion von e
auf die Tangentenebene T des Drehzylinders im Punkte C ist.

Fiir den zugehorigen (elliptischen) Projektionszylinder ist némlich die Ellipsenebene £
ein schiefer Schnitt und die Ebene T ein Normalschnitt, welche zur gleichen Fliachen-
tangente gehéren. Nach dem Satze von MEUSNIER schneidet das in der Schmiegkreis-
mitte K, der Ellipse e auf die Ellipsenebene ¢ errichtete Lot aus der Normalschnitts-
ebene 7 die gesuchte Schmiegkreismitle KO der Abwicklung ¢° aus. Nach Fig. 122 folgt
daraus nochmals fiir den Schmiegkreisradius ° der Abwicklung die Formel

_ frcecosx

(6) 0° = e - =rctg .

sine sine
Zur analytischen Darstellung der Abwicklung des ebenen Schnittes e eines
Drehzylinders legen wir im Raume ein (ausnahmsweise linkshindiges) car-
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tesisches Koordinatensystem O(z, y, z) so, daB sein Nullpunkt auf M fillt,
seine z-Achse sich mit der Zylinderachse deckt, wihrend seine xz-Achse
auf AB liegt (Fig. 122). Dann gilt fiir die Koordinaten der Punkte P der
Schnittellipse

x=rcosg
(M y=rsing
2=PY,

wobei das erste Gleichungspaar den Basiskreis und zugleich den Dreh-
zylinder beschreibt, wihrend die dritte Gleichung die (zweitprojizierende)
Ebene ¢ mit p = tg « darstellt. Daraus erhélt man in

z=rcosg

(8) y=rsing
z=prsing

eine Parameterdarstellung der schief im Raum gelegenen Ellipse ¢ mit
¢ als Parameter.

Legt man andererseits in die Ebene des abgewickelten Zylindermantels
ein ebenes cartesisches Koordinatensystem O(X, Z), dessen Nullpunkt
in B9 liegt, wahrend die Z-Achse sich mit der durch B? gehenden abgewickel-
ten Zylindererzeugenden deckt, dann besteht der Zusammenhang (Fig. 122)

9) Z=2, X=BP =rg.
Daraus folgt nach (8)
X=r
(10) 4 oder Z—pr-sin (5)
Z=prsing r

als Gleichung der abgewickelten Kurve ¢°. Es gilt also

Satz 1: Die Abwicklung des ebenen Schnities eines Drehzylinders ist eine
Sinuslinie. Die Wellenlinge dieser Sinuslinie st 2r n, thre Amplitude pr
und thre Steigung in den Wendepunkten tg x = p.



VIII
Drehkegel

44. Die Kegelschnitte als ebene Schnitte eines Drehkegels.
Der Satz von Dandelin

Ein Drehkegel entsteht dadurch, daB eine Gerade g um eine feste, sie
unter einem spitzen Winkel schneidende Achse a rotiert. Die Drehachse a ist
die Kegelachse, der Schnittpunkt § von g mit a die Kegelspitze (der Kegel-
scheitel). Die Gerade g und alle Lagen, die sie bei der Drehung um a ein-
nimmt, heilen Erzeugende oder Mantellinien, der Winkel zwischen ¢ und a
ist der halbe Offnungsiwinkel des Drehkegels. Die Bahnkurven der einzelnen
Punkte von g bei der Drehung um a sind achsennormale Kreise und heilen
Parallelkreise des Kegels.

Jeder ebene Schnitt eines Drehkegels heift Kegelschnitt.

Je nachdem die Schnittebene & durch die Kegelspitze § oder nicht durch
S gelegt wird, ist die Schnittkurve ein zerfallender oder ein nicht zerfallen-
der Kegelschnitt. Dabei sind drei Fidlle zu unterscheiden, je nachdem
der Neigungswinkel o der Schnittebene ¢ gegen eine beliebige Parallelkreis-
ebene 7 des Drehkegels kleiner, gleich oder gréBer als der Neigungswinkel
B der Kegelerzeugenden gegen m ist. Wir finden so der Reihe nach bei
einem reellen Drehkegel folgende ebene Schnittfiguren:

I. Zerlallende Kegelschnitte:

1. « < B: Kegelspitze S (algebraisch: ein Paar konjugiert komplexer Ge-
raden mit dem reellen Schnittpunkt 8).

2. &« = f: eine Kegelerzeugende (algebraisch: eine doppeltzihlende reelle
Gerade).

3. x > f:zweiKegelerzeugende (algebraisch : zwei verschiedene reelle Geraden
mit dem reellen Schnittpunkt S).

II. Nichtzerfallende Kegelschnitte:
1. « << B: Ellipse, im Sonderfall (x = 0) ein Kreis.
2. o« = f: Parabel.
3. & > B: Hyperbel.
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Zur Entscheidung, von welchem Typ der Kegelschnitt ist,der von einer
nicht durch die Kegelspitze S gelegten Ebene ¢ aus dem Drehkegel ausge-
schnitten wird, verschiebt man die Schnittebene parallel zu sich, bis sie
durch die Kegelspitze § geht. Je nachdem, ob diese Ebene . ¢ den Kegel

\ | ]

Fig. 123. Satz von DANDELIN fiir den elliptischen Schnitt eines Drehkegels. Die Brennpunkte
F,, F'y der Schnittellipse sind die Beriithrpunkte der beiden dem Kegel eingeschriebenen
DaNDELINschen Kugeln x;, », mit der Schnittebene e

nur in einem Punkt, einer einzigen (doppeltzihlenden, reellen) Mantellinie
oder in zwei verschiedenen (reellen) Mantellinien schneidet, ist der
Kegelschnitt eine Ellipse (im Sonderfall ein Kreis), eine Parabel oder
eine Hyperbel. Der Beweis hierfiir wird im folgenden erbracht.

1. Ein Drehkegel mit der Achse ¢ und der Spitze S werde von einer
Ebene & geschnitten, die nicht durch S geht und deren Parallelebene je durch
8 den Kegel nur in 8 trifft. Fig. 123 zeigt den Aufrill des Kegels, dessen
Achse a zur Grundrilebene senkrecht steht. Der Aufril des Kegels ist
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unten von dem streckenférmigen Aufril seines Basiskreises und seitwirts
vom ..ufrif} seiner beiden Umriferzeugenden (Konturerzeugenden) begrenzt,
welche zusammen den zweiten scheinbaren Umrifi des Kegels bilden. Die
Schnittebene & ist zweitprojizierend angenommen. Die Schnittkurve er-
scheint dann als die doppeltiiberdeckte Strecke 4B auf &”.

In das Kegelinnere legen wir die zwei Kugeln », und x,, die den Kegel
und zugleich die Schnittebene & von der einen bzw. anderen Seite beriihren.
Ihre Mittelpunkte M, und M, liegen auf der Kegelachse. Den Kegel beriih-
ren sie lings je eines Kreises, der in einer achsennormalen Ebene ¢, bzw.
0, liegt, und die Ebene ¢ beriihren sie in je einem Punkt F, bzw. F,, den
FuBpunkten der Lote aus M; bzw. M, auf &.

Von einem beliebigen Punkt P der Schnittkurve von & mit dem Kegel
legen wir alle Tangenten an die Beriihrungskugel »;. Diese beriihren »,
lings eines Kreises, und aus Symmetriegriinden haben alle Punkte dieses
Beriithrungskreises von P gleichen Abstand, insbesondere also auch der
Punkt F, in ¢ und der auf der Mantellinie des Kegels durch P liegende
Punkt H, in ¢,. Entsprechend sind auch F, in ¢ und H, in 6, von P gleich
weit entfernt. Die wahre Liange dieser Abstdnde findet man durch Heraus-
drehen der Punkte P, H,, H, auf die Konturerzeugende des Kegels in die
Lage P HY, HJ.

Demnach ist

" (r,= PF, = PH, = POH},

|r, = PF,= PH, = P°H..

Dije Summe dieser beiden Strecken ist aber gleich der festen Linge
H? H) der Mantellinien zwischen den beiden Ebenen o, und o, so dafl

(2) 7+ r,= PF, + PF,= PH, + PH,= H,H, = 2a = AB = const

ist, und zwar fiir alle Punkte P der Schnittkurve. Dies besagt aber, daB
P einer Ellipse mit den Brennpunkten F, und F, angehort. Die Punkte 4
und B sind die Scheitel dieser Ellipse. Daherist AF, = BF,und AF,= BF,.
Daraus folgt leicht, wenn man (2) auf den Scheitel 4 anwendet

AF, + AF, = AF, + BF, = AB = 2a,

wie schon am Ende von (2) vermerkt wurde.

Die in (2) bewiesene Tatsache ist der Inhalt des Satzes von Germinal
Pierre Dandelin (1794—1847, Briissel) im Falle des elliptischen Schnittes
eines Drehkegels. Nach ihm heifen die Beriihrungskugeln »; und #x, auch
die Dandelinschen Kugeln der Schnittellipse.
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Die Ellipsenebene & schneidet die Ebenen o; und o, der Beriihrkreise
der beiden DanpEeLiNschen Kugeln », und x, in je einer Geraden !/, bzw.
l,, den beiden zu den Brennpunkten F; bzw. F, gehorigen Leitgeraden
{,, 1, der Ellipse, die sich in Fig. 123 zweitprojizierend, d.h. als Punkte
I} und 1, darstellen. Die durch I;’ gelegte Parallele zur Mantellinie [H9 HJ]
schneide die Gerade [P'P°] im Punkte P*. Ist d, der riumliche (senk.
rechte) Abstand des Punktes P von der Leitgeraden [, also d;, = Pl, =
P”1, so ist wegen des Sinussatzes das Verhltnis

T, PF, PoH?  P*¥l!  sina
(3) &= PL = Py = Py —einp— OMSE<1
eine feste Zahl, also unabhingig von der Lage des Punktes P auf der Ellipse;
denn « ist der feste Neigungswinkel der Schnittebene ¢ und 8 der feste Nei-
gungswinkel der Kegelerzeugenden gegen die Horizontalebene. Da & <<
vorausgesetzt wurde, ist das Verhiltnis der Sinus dieser Winkel eine
feste Zahl kleiner als 1.

Dreht man in Fig. 123 auch den Punkt B auf die rechte UmriBerzeugende
in die Lage BY, so erhilt man andererseits aus dem zum Dreieck (I} P” P*)
dhnlichen Dreieck (4 BB°) fiir dieses Verhilltnis den festen Wert

r __sina__ AB® 2e e

4 4 enf_AB—Za—a =%
weil nach (2) H H, = H}H} = 2a, ferner
(5) AH} = AF, und B°H}= BF,

und folglich
(6) AB°= H)H) — (AH? 4 BH})=AB— (AF, 4 BF))=F,F, = 2¢

ist. Man nennt das (dimensionslose) Verhéltnis des halben Brennpunkts-
abstandes e¢ zur halben groBen Achse a die numerische Exzentrizitdt
& =¢[a der Ellipse; es stellt eine reine Zahl dar, die auch als die Formzahl
der Ellipse bezeichnet wird. Ahnliche Ellipsen haben dieselbe Formzahl
e=c¢ela<<l.

Damit ist die folgende wichtige Eigenschaft der Ellipse nachgewiesen:

Satz 1: Fir jeden Punkt einer Ellipse ist das Verhdltnis r:d seiner Ab-
stiinde von einem Brennpunkt und der zugehirigen Leitgeraden eine Konstante,
die <1 und gleich der numerischen Ewxzentrizitit oder Formzahl ¢ = ela der
Ellipse 1st.

Ist L, der Schnittpunkt der Leitgeraden !, mit der groBen Ellipsenachse
[AB], so gilt (Fig. 124), wenn man auf den Streckensinn achtet, fiir die

7311 Strubecker, Geometrie 10
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Ellipsenscheitel 4 und B nach (4)

Daraus folgt

AL AL, BF, AF, APF,
(7) (AB'Ll)=BL1=ZT:'EL:'BF1="FF1=—(AB'Fl)’
d.h.:
Der Schnittpunkt einer Leitgeraden mit der groBen Ellipsenachse und der
zugehorige Brennpunkt teilen den groBen Ellipsendurchmesser 4 B auflen
und innen in gleichem Ver-
héltnis. =1 O
Die Leitgeraden heiflen
daher auch die Polaren der
Brennpunkte beziiglich der

Ellipse.

S

Ly

7

Bemerkung 1: Zur plani-
metrischen Konstruktion eines d, R
beliebigen Punktes der Leit-
geraden geniigt es, die Tangen-

. . 12 4
ten' m' den Endp unkten einer Fig. 124. Dle Ellipse als Ort der Punkte P, deren Ab-
beliebigen  Brennpunktsehne stdnde  und d von einem Brennpunkt F und seiner
der Ellipse miteinander 2u  Leitgeraden I festes Verhaltnis »/d = const < 1 haben
schneiden. Dieser Schnitt-

punkt liegt dann auf der Leitgeraden.

2. Wird ein Drehkegel von einer Ebene ¢ so geschnitten, daf die Par-
allelebene “s durch die Kegelspitze den Kegel in zwet reellen und verschie-
denen Mantellinien schneidet (Fig. 125), dann 148t sich ganz analog wie
beim elliptischen Schnitt nachweisen, daB der ebene Schnitt des Kegels
eine Hyperbel ist.

Die Dandelinschen Kugeln »x; und x%, berithren den Kegel in je einem
Kreis, der in der Normalebene o, bzw. ¢, zur Kegelachse a liegt, und die
Schnittebene ¢ in den Punkten F, und F,, den Brennpunkten der Hyper-
bel. Wenn nidmlich P ein beliebiger Punkt der Schnittkurve ist, so gilt,
weil alle Tangenten aus P an die Kugel », bzw. x, gleiche Linge haben,

r,= PF, = PH, = POH"

(8)
ry = PF,— PH, = P°H),

also
(9) 7 —ry= PF, — PF, = P°H? — P°H} = HH} = 2a = A B = const,
d. h. die Schnittkurve ist eine Hyperbel mit den Brennpunkten F; und F,.
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Der Satz von Dandelin gilt daher sinngemifl auch fir jeden hyper-
bolischen Schnitt eines Drehkegels.

Unter den Erzeugenden des Drehkegels gibt es genau zwei, die die Schnitt-
ebene ¢ in keinem eigentlichen Punkt treffen. Sie werden aus dem Kegel
von der Parallelebene zu ¢ durch die Kegelspitze 8 ausgeschnitten und

[ _f

i
|

Fig. 125, Satz von DANDELIN fiir den hyperbolischen Schnitt elnes Drehkegels. Die Brenn-
punkte F,, F', der Schnitthyperbel sind die Berithrpunkte der beiden dem Kegel
elngeschriebenen DaNDELINSchen Kugeln x,, », mit der Schnittebene &

legen die Richtungen nach den beiden Fernpunkten der Schnitthyperbel,
d.h. die Richtungen ihrer Asymptoten fest. Also gilt

Satz 2: Die Asymploten a,, a, des Hyperbelschnittes eines Drehkegels sind
parallel zu jenen beiden Erzeugenden des Drehkegels, die von der zur Schnitt-
ebene & parallelen Ebene | & durch die Kegelspitze S ausgeschnitten werden.

10*
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Kennt man den Mittelpunkt M der Hyperbel (etwa als Mitte zwischen
ihren beiden Scheiteln A, B), so hat man damit auch ihre Asymptoten.

Die Schnittgeraden der Schnittebene ¢ mit den Ebenen o0y, 0,5, in denen
die Beriihrungskreise der DanDELINschen Kugeln s, %, mit dem Kegel
liegen, sind die Leitgeraden l,, I, der Hyperbel, die den beiden Brennpunkten
F,, F, zugeordnet sind. Die Parallele zur Mantellinie [HYH] durch I
(Fig. 125) bestimmt mit der Horizontalen durch P’ das Dreieck (I, P"P*),
in dem als Basiswinkel der Neigungswinkel « der Schnittebene £ und der
Neigungswinkel B der Kegelerzeugenden gegen die Horizontalebene auf-
treten. Ist r, = PF, und d; = Pl, der riumliche (senkrechte) Abstand
des Hyperbelpunktes P von der Leitgeraden 1, so gilt:
n _ PR, PH} _ Py sina

4= P, PL Pl T amp s Ot L

(10)

wobei der Wert dieser Konstanten unabhingig von der speziellen Wahl
des Punktes P auf der Hyperbel igt. Andererseits ist im Drejeck

(ABAY):
n_sina_ A°B__2e e
n 7 snp _AB Za_a _ ©
da nach (9) 4B =2a¢ und (aus 9
analogen Griinden wie beim ellip- s

tischen Schnitt) A°B = F,F, = 2e &

ist. Es folgt
Satz 3: Fiir jeden Punkt einer
Hyperbel ist das Verhilinis r:d der

Abstinde von einem Bremnpunkt &

und der zugehirigen Leitgeraden A a
eine Kondtante > 1 und gleich der \
numerischen Exzentrizitit oder Form- 1 L \Oz

zahl & = efa der Hyperbel.
Ferner gilt, entsprechend wie bei
der Ellipse (Fig. 126):

Fig. 126. Die Hyperbel als Ort der Punkte P,
deren Absténde r und d von einem Brenn-
punkt F und selner Leltgeraden ! festes Ver-

3 ) . . hi#ltnis r/d = const > 1 haben
Die beiden Leitgeraden 1), 1, einer

Hyperbel sind die Polaren der Brennpunkte F,, F, beziiglich der Hyperbel.

3. Ist schlieBlich (Fig. 127) die Schnittebene ¢ so gewahlt, daB die Par-
allelebene (& durch 8 den Kegel lings einer Erzeugenden beriihrt, so ist der
Kegelschnitt eine Parabel. Diese einzige zu ¢ parallele Kegelerzeugende
legt die Richtung nach dem (einzigen) Fernpunkt der Parabel, d. h. die Rich-
tung der Parabelachse und aller Parabeldurchmesser fest.
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In diesem Fall gibt es nur eine einzige Dandelinsche Beriihrkugel »,die den
Kegel lings eines Parallelkreises (Ebene o) und die Schnittebene ¢ im
Brennpunkt F der Parabel beriihrt. Ist dann P ein beliebiger Punkt der
Schnittkurve, so gilt:
lr:PF:PH:P"H",

12
( ) ld= Pl — P”l”,

wobei ! die Schnittgerade der Ebenen ¢ und ¢ ist.

sl

e

Fig. 127. Satz von DANDELIN fiir den parabolischen Schnitt elnes Drehkegels. Der Brenn-
punkt F der Schnittparabel ist der Beriihrpunkt der (einzigen) dem Kegel eingeschriebenen
DaANDELINschen Kugel » mit der Schnittebene &

Ausdem gleichschenkligen Dreieck (I’ P P*) folgt aber, da jetzt &« = § ist,
r PF  PH° sina
(13) TP TP sinp
d. h. die Schnittkurve ist in der Tat eine Parabel mit F als Brennpunkt
und ! als Leitgerade.

Der Satz von Dandelin gilt daher sinngemi8 auch fir den parabolischen
Schnitt eines Drehkegels, und wir kénnen ihn nun zusammenfassend all-
gemein so aussprechen:

Satz von Dandelin (1822): Jeder ebene Schnitt eines Drehkegels, dessen
Ebene ¢ nicht durch die Kegelspitze geht, ist ein (nicht zerfallender) Kegel-

1,
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schnitt k. Unter den Kugeln x, welche dem Kegel eingeschrieben sind, gibt
es solche, welche die Ebene ¢ des Kegelschnittes beriihren. Die Berihrungs-
punkte dieser Dandelinschen Kugeln mit der Schnittebene ¢ sind die Brenn-
punkte des Kegelschnittes k. Die Schnittgeraden der Ebenee mit jenen Ebenen,
welche die Beriihrungskreise der Dandelinschen Kugeln mit dem Kegel ent-
halten, sind die Lettgeraden des Kegelschniltes k.

R: & <1 Elipse
# <1 Parabel
L2 51 Hyperbel

3

<O D

Fig. 128. Ellipse, Parabel, Hyperbel als Ort der Punkte P, deren Abstinde r und 4 von einem
Brennpunkt F und seiner Leltgeraden ! festes Verh#ltnis #/d = const haben

Fiir alle drei Arten von Kegelschnitten gilt dabei die folgende ge-
metnsame Definition (Fig. 128), die sich schon bei APOLLONIOS von PERGE
(262—190 v. Chr.) findet:

Satz 4: Ein (regulirer) Kegelschnitt ist der Ort aller Punkte der Ebene,
die von einem festen Punkt F ( Brennpunkt) und einer (F nicht enthaltenden )
festen Geraden 1 (Leitgerade) konstantes Abstandsverhilinis rld = ¢ haben.
Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel, je nachdem
dieses Abstandsverhiltnis ¢ kleiner, gleich oder grifer als 1 iat.

45. Der elliptische Schnitt eines Drehkegels

Der Drehkegel (Spitze S) stehe mit einem Parallelkreis (Basiskreis) auf
der GrundriBebene, so daf} seine Achse a erstprojizierend ist. Die Schnitt-
ebene ¢, die mit der Grundrifiebene =, einen Winkel &« bilde, der kleiner
als der Neigungswinkel § der Kegelerzeugenden gegen 7, sei, werde
zweitprojizierend angenommen (Grundrifispur e, Aufrifispur ¢, = ¢”’). Im
Aufrif} stellt sich dann die Schnittellipse e (genauer: der reelle Zug der
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Schnittellipse ¢) als die doppelt iiberdeckte Strecke 4’’B” dar (Fig. 129).
Aus Symmetriegriinden trigt die erste Fallinie f; eine Hauptachse der Ellipse
im Raum und die Strecke 4B’ ist eine Hauptachse ihres Grundriibildes e’.
Der Mittelpunkt M von e ist die Mitte des groBen Ellipsendurch-
messers AB, also ist M der Mittelpunkt von 4”’B” und M’ der Mittel-
punkt von 4'B’. Die kleine Achse der Ellipse ¢ deckt sich mit der ersten
Hauptlinie k; durch M, ihre Endpunkte C und D sind die Durchstofpunkte
von by durch den Kegel. Sie liegen auf dem zu M gehorenden Parallel-
kreis k des Kegels, dessen Aufril %’ zweitprojizierend ist, wiahrend sein
Grundrifl &’ ein Kreis um 8’ ist mit einem Radius, der dem Aufriibild
zu entnehmen ist. Mit Hilfe der Hauptachsen 4’8’ und ¢'D’ kann nun
der GrundriB e’ der Schnittellipse e gezeichnet werden.

Zur Punktkonstruktion der Grundrifellipse ¢’ stehen verschiedene Ver-
fahren zur Verfiigung, die simtlich geeignete Hilfsebenen verwenden.

1. Man legt beliebige achsennormale Hilfsebenen; diese schneiden den
Kegel in einem Kreis, die Schnittebene ¢ in einer ersten Spurparallelen.
Die Schnittpunkte beider sind Punkte der Ellipse (Beispiel: Punkt C’).

2. Man legt beliebige Hilfsebenen durch die Kegelachse. Sie schneiden den
Kegel in zwei Mantellinien, die Schnittebene ¢ in einer Geraden. Im
Grundrifl decken sich diese Geraden; im Aufril dagegen sind sie verschie-
den, und ihre Schnittpunkte ergeben zwei Punkte der Schnittellipse, die
in den GrundriBl iibertragen werden konnen (Beispiel: Punkt P’). Die
Methode versagt allerdings dann, wenn die Hilfsebene doppeltprojizierend
ausfillt (Mantellinien durch 3 und 9).

3. Man legt beliebige zweitprojizierende Hilfsebenen durch die Kegelspitze S,
welche den Kegel in zwei Mantellinien und die Ebene ¢ in einer Geraden
schneiden. Deren Treffpunkte gehoren der Schnittellipse ¢ an (Beispiele: die
Punkte A’ und B’ sowie W’ und W’).

Zur Tangentenkonstruktion in einem Punkt P’ der GrundriBellipse e’
hat man die Tangentenebene 7 im Punkte P des Drehkegels mit der Schnitt-
ebene ¢ zu schneiden. Die Grundrifspur # von r ist die Tangente an
den Grundkreis in dem Spurpunkt P; = P; der Mantellinie des Punktes
P. Der Schnittpunkt T = 7" von ¢, mit e, ist dann der GrundriBspur.
punkt der Tangente ¢ in P, und seine Verbindung mit P’ ist der gesuchte
Grundrif} ¢’ dieser Tangente oder die Tangente an die GrundriBellipse e’
im Punkt P’.

Der Basiskreis (Ebene m;) und jeder nicht zerfallende ebene Schnitt
(Ebene ¢) des Drehkegels sind im Raum durch seine Mantellinien perspektiv
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kollinear aufeinander bezogen. Kollineationszentrum ist die Kegelspitze S,
Kollineationsstrahlen sind die MWantellinien, Kollineationsachse ist die
Spur ¢, der Schnittebene ¢ auf der Basisebene n;.

Diese Beziehung ergibt im ('rundrif3 eine ebene perspektive Kollineation
zwischen dem in 7, liegenden Basiskreis des Drehkegels und dem Grundriff ¢’
des ebenen Schnittes e. Kollineationszentrum ist dabei der Grundrif S’ der
Kegelspitze S, Kollineationsstrahlen sind die Grundrisse der Mantellinien und
Kollineationsachse ist die Spur e, der Schnittebene ¢ auf der Basiskreis-
ebene 7, {Grundrilspur von &).

Auch diese perspektiv-kollineare Beziehung kann oft mit Vorteil konstruk-
tiv zur Ermittlung von Punkten und Tangenten des ebenen Schnittes ¢ oder
seines Grundrisses e’ ausgenutzt werden. Im Grundri3 entspricht dabei z. B.
in Fig. 129 dem Kreispunkt P der Ellipsenpunkt P’. Die Ellipsentangente ¢’
in P’ ist daher das perspektiv-kollineare Bild der Kreistangente t; in P’.
Die Geraden ¢’ und ¢, schneiden sich dabei in einem Punkte 7" der Kollinea-
tionsachse e;. Damit kann man sofort in jedem Punkte P’ der Ellipse ¢’
die Tangente ¢’ zeichnen.

Fiir den Grundril der Schnittlinie des Drehkegels und der Ebene = gilt
allgemein der folgende wichtige

Satz 1: Der ebene Schnitt eines Drehkegels, der auf der Grundrifiebene
steht, ist ein nicht zerfallender Kegelschnitt, sofern die Schnittebene & die
Kegelspitze nicht enthilt. Der Grundrif8 dieser Schnitthurve ist ein Kegel-
schnitt vom gleichen Typ. Dabes ist der Grundrif3 der Kegelspitze etn Brenn-
punkt fir den Grundriff des Kegelschnitts. Die zugehirige Leitgerade ist
der Grundriff jener Geraden, in der sich die Schnittebene ¢ und die zur
Grundrifebene parallele Ebene durch die Kegelspitze schneiden.

Beweis im Falle eines elliptischen Schnittes- Die Ebene ¢ und die Hori-
zontalebene durch die Kegelspitze S schneiden sich in einer Geraden !,
deren GrundriB I’ in Fig. 129 eingezeichnet ist. Der Abstand eines belie-
bigen Punktes P’ der GrundriBkurve ¢’ vom GrundriB 8’ der Kegelspitze
sei mit 7, der Abstand von !’ mit d bezeichnet. Ist 2 der Hohenunterschied
zwischen § und P, so folgt aus dem Aufrif, wenn x der Neigungswinkel
der Schnittebene ¢ und # der Neigungswinkel der Kegelerzeugenden gegen
die GrundriBebene ist:

h h
1 e M —_— =
1) 7=t —=tgp
oder wegen o < 8
(2) %=:§;=const< 1.
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Fig. 129. Konstruktion der Schnitteillpse ¢ elnes Drehkegels mit elner Ebene e.
Der Grundri8 S’ des Kegelscheitels S ist Brennpunkt des Grundrisses ¢’ der Schnittellipse
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Da das Verhiltnis r/d fiir jeden Punkt P’ des Grundrisses e’ der Schnitt-
kurve denselben festen Wert << 1 hat, folgt, daB die Grundrifkurve e’
eine Ellipse ist, die 8’ zum Brennpunkt und I’ zur Leitgeraden hat, w. z.
b. w.

Dieser Satz gilt, ebenso wie sein Beweis, sinngemdB auch fir einen
hyperbolischen und einen parabolischen Schnitt des Drehkegels, d. h. fiir

o>p und x = 4.

Die Abwicklung des von einem Parallelkreis begrenzten Stiickes des
Kegelmantels, der lings einer Mantellinie (etwa lings der Mantellinie des
Punktes A) aufgeschnitten ist, ist ein Kreissektor (Fig. 130). Der Radius
dieses Kreissektors ist gleich der Liénge s der Mantellinien, seine Bogen-
linge gleich dem Umfang 2rx des Kegelgrundkreises. Wir bezeichnen dabei
mit 7 jetzt (anders als oben) den Radius des Basiskreises des Kegels. Man
hat nun diesen Umfang auf dem Bogen des Kreissektors abzutragen. Da-
zu rektifiziert man etwa einen 30°-Bogen des Grundkreises nach Cusanus
und SNELL (Radius r, Mittelpunkt M,) durch Projektion aus O, und verbiegt
die so auf der Tangente erhaltene Strecke auf den Bogen des Kreises mit
dem Radius s (Mittelpunkt M,) durch Riickprojektion aus O,. Damit ist
zunichst die Abwicklung des Kegelmantels samt den Erzeugenden, die
einer Zwolfereinteilung des Grundkreises entsprechen, gewonnen.

Um die Punkte P der Schnittellvpse tn die Abwicklung zu dibertragen,
dreht man diese im AufriB (Fig. 129) auf eine UmriBmantellinie nach P?”
und erhélt dadurch ihre wahre Entfernung SP = S P%’ von der Kegel-
spitze §; diese Linge kann in die Abwicklung iibernommen werden
(S°P% = 8/P%’). Da der Drehkegel und die Schnittebene ¢ und damit
auch die Schnittellipse e eine zur AufriBebene parallele Symmetrieebene
durch S haben, ist auch die Abwicklung e® der Ellipse beziiglich der
Mantellinie durch B°und — falls man sicH die Kurve iiber 4° hinaus fort-
gesetzt denkt — auch beziiglich der Mantellinien durch 4% symmetrisch.
Diese Punkte sind daher Scheitel der Abwicklung e,, und die Kurve e,
durchsetzt in ihnen die Mantellinien senkrecht.

Um die Tangente ©© in einem beliebigen Punkt P° der abgewickelten Kurve
€ zu konstruieren, hat man die (in der Tangentenebene 7 des Kegels im
Punkte P liegende) Tangente ¢ von e zu iibertragen. Die Tangentenebene v
breitet sich, wenn sie zusammen mit dem Kegelmantel abgewickelt wird,
so aus, daB sie mit dem Kegelmantel nach wie vor die Kegelerzeugende
des Punktes P gemeinsam hat. Die Tangente £, an den Kegelgrundkreis
im Spurpunkt P; dieser Kegelerzeugenden geht bei der Abwicklung der
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k)
rehkegels und seines elliptischen Schnittes

[«
Abwicklung des ™
Fig. 128 In die Ebene

Fig. 130.
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Tangentenebene iiber in die Tangente an die Abwicklung des Grundkreises
im Punkt PJ. Dabei kann der Spurpunkt 7"’ der Tangente ¢ sofort in die
Abwicklung nach T° mit iilbernommen werden, da P;T' = P‘I’To ist. Mit
[P°T°] hat man damit die Tangente t° im Punkte P° der Abwicklung ¢°
der Ellipse e gefunden.

Die Scheitelschmiegkreise in den Scheiteln B® und A4° der abgewickelten
Schnittkurve e lassen sich nach den in 43. entwickelten Uberlegungen
auf folgende Weise finden (Fig. 129): Der Parallelkreis des Kegels fiir den
Punkt B hat seinen Mittelpunkt auf der Kegelachse @, und folglich hat
nach dem Satz von Meusnier der zugehérige Normalschnitt ¥ seinen
Schmiegkreismittelpunkt in dem Punkt M, in dem die Kegelnormale
des Punktes B (= Normale zur UmriBlerzeugenden) die Kegelachse trifft.
Das Lot von diesem Punkt M, auf die Schnittebene ¢ schneidet die Er-
zeugende des Punktes B in einem Punkte Kp, dessen Entfernung von B
gleich dem Schmiegkreisradius gy = B"K’y = B°K% fiir den Punkt B? in
der Abwicklung ist. Genau so wird der Schmiegkreisradius g, fiir den
Scheitel A° gefunden.

Da die Schmiegkreismittelpunkte Kz und K, in den Punkten B® und A4°
auf verschiedenen Seiten der Kurve e° liegen, hat diese zwischen den Punk-
ten A% und B einen Wendepunkt. Zur Konstruktion dieses Wendepunktes
benutzt man die (hier nicht bewiesene) Tatsache, dal nur jene Punkte W
der Schnittkurve e zu einem Wendepunkt W?° der abgewickelten Kurve ¢®
fibren, deren Tangentenebenen v an den Drehkegel auf der Schnitt-
ebene ¢ senkrecht stehen. Da die Schnittebene & zweitprojizierend ist, muBl
die zweite Spur dieser Tangentenebene v und damit auch ihre zweite
Spurparallele k,, durch die Kegelspitze S auf ¢’ senkrecht stehen. Ihr
AufriB &, ist das Lot von 8" auf ¢”, ihr GrundriB 4,, die Parallele zur
RiBachse x;, durch §'. Der GrundriBspurpunkt H, von h,, liegt auf &y,
und auf dem Ordner des Punktes H, = [hy,, 2;,]. Die GrundriBspur 7, der
Tangentenebene 7 ist dann die Tangente von H, an den Basiskreis des
Kegels; da es zwei solche Tangenten 7; und 7, gibt, gibt es zwei zu ¢
normale Tangentenebenen 7 und 7. Die gesuchten Punkte W, und W,
der Schnittkurve e liegen auf den Kegelerzeugenden, lings denen die
Ebenen 7 und 7 den Kegel berithren. Die genaue Konstruktion ihrer
Risse W, W, bzw. W,, W, und ihre Ubertragung in die Abwicklung ge-
schieht nach den bereits geschilderten Verfahren. Man erhilt in Fig. 130
zwei Wendepunkte W¢ und W9 der Abwicklung €°. Auch die Wende-

punktstangenten konnen nach dem dargelegten Verfahren leicht gefunden
werden.
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46. Der hyperbolische Schnitt eines Drehkegels

Ein Drehkegel mit der erstprojizierenden Achse @ und der Spitze S werde
von einer Ebene ¢ so geschnitten, daf die Parallelebene ¢ durch § aus dem
Kegel zwei reelle Erzeugende ausschneidet. Dann ist die Schnittkurve
eine Hyperbel. Insbesondere kommt auch dann ein Hyperbelschnitt zu-
stande, wenn die Schnittebene ¢ parallel zur Kegelachse liegt. Die Kegel-
erzeugenden, die der Parallelschnitt | & durch § liefert, geben dabei die
Richtungen der Fernpunkte der Hyperbel an, d.h. die Asymptoten der
Hyperbel sind zu ihnen parallel.
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Fig. 131 zeigt die Konstruktion eines Hyperbelschnittes in dem Fall,
daB die Schnittebene & zur Aufrifebene parallel ist. Ihr GrundriB &' ist
dann eine zur RiBachse z,, parallele Gerade. Der Grundrifi der Hyperbel
deckt sich mit &', ihr Aufrif} ist eine zur wahren Hyperbel kongruente
Hyperbel. Aus Symmetriegriinden ist 8" der Mittelpunkt und a’’ die
reelle Achse der Aufrihyperbel. Ihre Asymptoten fallen mit dem Aufrifl
der Konturerzeugenden (dem zweiten scheinbaren Umrif) des Kegels zu-
sammen. Diese Konturerzeugenden sind nédmlich zur Hyperbelebene ¢
parallel und weisen daher nach den Fernpunkten der Hyperbel. Die Kon-
turebenen des Kegels sind Tangentenebenen in diesen Fernpunkten und
projizierend ; ihre Aufrisse, die Konturerzeugenden, sind daher die Asym-
ptoten der Hyperbel.

Zur Punktkonstruktion der AufriBhyperbel legt man achsennormale
Schnitte. Jede solche Ebene ¢ schneidet den Kegel in einem Parallel-
krejs, der im GrundriB in wahrer Gré8e erscheint. Seine Schnittpunkte
P’ und @’ mit ¢’ liefern im Aufri die Punkte P’ und @'’ der AufriBhyperbel
auf ¢”’. Der zu o beziiglich der Kegelspitze S symmetrische achsennormale
Schnitt o filhrt im GrundriB zum gleichen Kreis, weshalb die Punkte P’

und @’ auch die Grundrisse der Hyperbelpunkte P und @ in & sind. Zu
dem GrundriBkreis, der ¢’ gerade (im Punkt 4’ = B’) beriihrt, gehéren
die Scheitel A" und B” der Aufrilhyperbel.

Die Tangente t im Punkte P der Hyperbel ist die Schnittgerade der Schnitt-
ebene ¢ und der Tangentenebene 7 des Kegels im Punkte P. Die Ebene 7
beriihrt den Kegel lings der Erzeugenden des Punktes P. Drehen wir
den Kegel samt dieser Tangentenebene v um seine Achse a, bis der Punkt
P die Lage P? auf der Konturerzeugenden erreicht hat, dann ist die Tangen-
tenebene 1° zweitprojizierend und ihr Aufril 7’ deckt sich mit jener
Konturerzeugenden. Ihre Normale n° im Punkte PO steht auf 7° und damit
auf der Konturerzeugenden 7%’ senkrecht und schneidet die Kegelachse a
in einem Punkt N. Dreht man den Punkt P? in seine urspriingliche Lage P
zuriick, dann bleibt der Punkt N als Punkt der Drehachse a fest. Die Kegel-
normalen aller auf demselben Parallelkreis des Kegels liegenden Punkte P
bilden einen Drehkegel mit jenem Parallelkreis als Basiskreis und dem
Punkt N als Spitze, den sogenannten Normalenkegel des Parallelkreises.
Die Gerade [NV P] ist daher die Kegelnormale n des Punktes P, und [N’ P"']
ist ihr Aufri »"”. Auf dieser Normalen n steht die Tangentenebene t des
Punktes P senkrecht. Da die Tangente ¢ die Schnittgerade der Tangenten-
ebene 7 und der zur AufriBebene n, parallelen Ebene ¢ ist, ist ¢ die zweite
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Hauptlinie der Tangentenebene 7 im Punkte P, und ihr AufriB ¢’ steht
folglich auf n’" senkrecht. Dieses Verfahren zur Tangentenkonstruktion
heifit, da es die Kegelnormale » benutzt, Normalenmethode.

Statt dieser konstruktiv einfachen Methode kann auch ein anderes Ver-
fahren verwendet werden, das die Tangente als Schnitt der Tangenten-
ebene an den Kegel mit der Ebene ¢ ohne Zuhilfenahme der Kegelnormalen
n liefert: Methode der Tangentenebene. Sie ist in Fig. 131 fir den Punkt

6” ausgefiithrt. Die Tangentenebene v des Punktes Z) schneidet die Deck-
kreisebene des Kegels in einer ersten Spurparallelen k). Ihr GrundriB A,

ist die Tangente an den GrundriB des Deckkreises in dem Punkte ¢,, in

dem die Erzeugende des Punktes 6 diesen Kreis schneidet. Der Schnitt-
punkt V' = [h;, ¢'] ist dann der Grundril eines Punktes ¥V, der sowohl
der Tangentenebene 7 wie auch der Schnittebene ¢ angehért, also ein Punkt

der gesuchten Tangente t des Punktes 6 Sein Aufri3 V", der auf dem Auf-
riB der Deckkreisebene liegt, ist ein Punkt der Tangente t'’ an die AufriB-

hyperbel; t” ist somit als Verbindungsgerade der Punkte ¥'' und @ be-
stimmt.

Fiihren wir noch einen Kreuzrif mit der RiBachse x,4 ein, so erscheint
in ihm der Kegel in einer zu seinem Aufri8 kongruenten Gestalt, wihrend
der Kreuzrifl ¢’’’ der Schnittebene ¢ eine Parallele zum Kreuzril a'"’ der
Kegelachse a ist, wobei der Abstand der Geraden & von a”’ aus dem
Grundrif hervorgeht. Der Seitenri der Hyperbel fillt auf ¢’ = e;, und
die Schnittpunkte von &'’ mit den Konturerzeugenden des Kegels sind
die Kreuzrisse A" und B’ der beiden Hyperbelscheitel.

Um den fiir das genaue Zeichnen wichtigen Scheitelschmiegkreis der
Hyperbel im Scheitel 4 zu gewinnen, gehen wir von einer beliebigen, den
Kegel lings eines Parallelkreises (z. B. lings des Parallelkreises durch P)
berithrenden Kugel aus. Ihr Mittelpunkt ist die Spitze N des zu dem
Parallelkreis gehorigen Normalenkegels, ihr scheinbarer Umri8 ist im Auf-
ri und im Kreuzrifl ein Kreis, der die Konturerzeugenden des Kegels
beriihrt. Die Kugel hat in jedem Punkt des Berithrungskreises die gleiche
Tangentenebene wie der Kegel. Daher ist der Kleinkreis, den die Ebene ¢
aus der Kugel ausschneidet und dessen Mittelpunkt und Radius aus dem
Kreuzril zu ersehen sind, ein Kreis, der die Hyperbel im Punkt P und
zugleich auch im symmetrisch gelegenen Punkt @ (je zweipunktig) beriihrt.
Sein Aufrif8 berithrt daher die AufriBhyperbel in den Punkten P’ und @”
(woraus sich nebenbei eine dritte Konstruktion fiir die Tangente ¢ im
Punkte P ergibt). Wandert nun der Punkt P gegen den Hyperbelscheitel 4,
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dann wandert auch der Punkt @ gegen 4, und die Kugel geht in jene Kugel
x iiber, die den Kegel lings des Parallelkreises des Scheitels 4 beriihrt.
Der von der Ebene ¢ aus dieser Kugel » ausgeschnittene Kreis £ beriihrt
dann die Hyperbel im Scheitel 4 vierpunktig, ist also der Scheitelschmieg-
kreis der Hyperbel. Sein zunichst dem KreuzriB zu entnehmender Mittel-
punkt K und sein Radius kann auch unmittelbar im Aufri8 konstruiert
werden.

Damit ist die folgende Konstruktionsvorschrift fiir den Schestelschmieg-
kreis einer Hyperbel bewiesen (Fig. 132):

o, Von der Hyperbel seien die beiden
Asymptoten a,, a, und der Scheitel A4
gegeben. Man schneidet die Scheiteltan-
gente ¢ mit der einen Asymptote und
errichtet in diesem Schnittpunkt das Lot
auf die Asymptote. Dieses Lot schneidet
auf der reellen Hyperbelachse den Schmieg-
kreismittelpunkt K fir den Hyperbel-
scheitel 4 aus.

Fig. 132, Konstruktion des Scheitel-
0 schmiegkreises einer Hyperbel

Sind @ und b die Lingen der beiden Halbachsen der Hyperbel, dann
ergibt sich nach dem Héhensatz im Dreieck fiir den Radius ¢ des Scheitel-
schmiegkreises

2l

(1) a-p="5 oder p=

?

genau so wie in (11. 10) bei der Ellipse fir E,.

47. Der parabolische Schnitt eines Drehkegels

Ein Drehkegel (Spitze S, erstprojizierende Achse a) werde von einer Ebene
€ so geschnitten, daB die Parallelebene zu ¢ durch die Kegelspitze eine Tan-
gentenebene des Kegels ist (Fig. 133). Dann ist die Schnittkurve eine
Parabel k. Zu ihrer Konstruktion im Grund- und Aufrilverfahren geniigt
es ohne Verlust an Allgemeinheit, die Ebene ¢ zweitprojizierend voraus-
zusetzen. Sie sei durch ihre Spuren ¢ | x;, und e, = ¢” parallel zur
linken Konturerzeugenden des Kegelaufrisses festgelegt. Der hochste Punkt
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Fig. 133. Parabelschnitt eines Drehkegels. Der Grundri S’ des Kegelscheitels S
{st Brennpunkt des Grundrisses k' der Schnittparabel k

7311 Strubecker, Geometrie 11
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A der Schnittkurve (auf der rechten Konturerzeugenden gelegen) ist der
Parabelscheitel, und die durch A4 gehende erste Fallinie f, der Ebene ¢,
die zur linken Konturerzeugenden des Kegelaufrisses parallel ist, ist die
Parabelachse.

Im AufriB erscheint die Parabel (genauer: ihr reeller Zug) als eine von
A" ausgehende doppeltiiberdeckte Halbgerade %'* auf ¢”. Ihr Grundrif
ist gleichfalls eine Parabel k' mit A’ als Scheitel und dem GrundriB f, der
riumlichen Parabelachse f, als Achse. Der Brennpunkt dieser GrundriB-
parabel &’ fillt mit dem Grundriff 8’ der Kegelspitze zusammen, wilirend
der GrundriB !’ der Schnittgeraden ! der Parabelebene ¢ mit der Hori-
zontalebene n durch die Kegelspitze S ihre Leitgerade ist. Da die Ebene ¢
und die Kegelerzeugenden gegen die Grundrilebene gleichgeneigt sind
(x=p), ist das Dreieck (8”.1”1"") gleichschenklig (4" 8" = 4" I""}; folglich
liegt der Parabelscheitel 4’ in der Mitte zwischen dem Brennpunkt S’ und
der Leitgeraden I’, ferner ist 8'I'=2-8'4' gleich dem Parameter p der
Grundrillparabel.

Zur Punktkonstruktion der GrundriBparabel %’ legt man achsennormale
ebene Schnitte g, die den Kegel in einem horizontalen Kreis (Parallel-
kreis), die Ebene ¢ in einer zweitprojizierenden ersten Spurparallelen
schneiden. Beide kénnen aus dem AufriB3 sofort in den Grundrif} iibertragen
werden. Der Parallelkreis und die erste Spurparallele schneiden sich in

zwei Punkten P und F, deren Grundrisse P’ und P’ zwei Punkte der Grund-
rillparabel ¥’ sind. Wahlt man ¢ =n,, so erhilt man die Schnittpunkte @,Q
der Parabel k in n,: sie liegen auf der Spurgeraden e, von ¢ und auf dem
Basiskreis &, des Drehkegels.

Die Tangente in einem beliebigen Punkte der Parabel (z. B. im Punkte
@ auf dem Basiskreis &, des Kegels) ist die Schnitgerade der Tangentenebene
T an den Kegel mit der Parabelebene . Die Tangentenebene v des Kegels
im Punkte ¢ enthilt die Erzeugende [SQ] und (als Horizontalspur) die Tan-
gente ¢; an den Basiskreis k; im Punkte Q. Der GrundriB % ihrer zweiten
Hauptlinie %, durch die Kegelspitze S geht durch 8’ und ist zur RiBachse
;5 parallel. Der Horizontalspurpunkt H, = H, von h, ist der (in Fig.
133 nicht zugiingliche) Schnittpunkt von A, mit der Horizontalspur ¢, der
Tangentenebene 7. Sein Aufri H, liegt auf ,, und liefert, mit 8" verbun-
den, den Aufri$ , dieser Hauptlinie. Weil H, in Fig. 133 unzuginglich
ist, wurde zur Ermittlung von %] statt der GrundriBebene 7, die Parallel-
kreisebene ¢ verwendet. An die Stelle der ersten Spur ¢, von 7 tritt dann

die dazu parallele Kreistangente 21, und an die Stelle des Spurpunktes H,
tritt der Spurpunkt H,.
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Ist U der Schnittpunkt von A, mit der Ebene ¢, also U der Schnitt-
punkt von k; mit ¢”, so ist die Verbindungsgerade von U’ (auf ;) mit @’
der Grundrif8 ¢ der Tangente ¢ an die
Parabel k, d. h. die Tangente an die P k
GrundriBparabel &’ im Punkte @'. (Diese
Tangente laBt sich auch mit Hilfe der
ersten Spurparallelen %; durch § kon-
struieren, wobei keine unzuginglichen
Schnittpunkte auftreten. Dabei ist &,
zur Horizontalspur ¢, der Tangenten-
ebene 7 und A’ zur RiBachse z,, par-
allel.) Der Punkt U’, in dem die Tan-
gente t' die Gerade h; sohneidet, deckt TangentenkonsFt'rgu.klt:::l'x der Parabel
sich dabei mit dem Punkte 6’ des Basis-
kreises k,, so daB im Aufril die Punkte U"" und 6"’ auf einem Ordner liegen.
Das zeigt die folgende Betrachtung.

Zwischen dem Basiskreis k; (Ebene 7,) des Drehkegels und der Schnitt-
parabel k (Ebene ¢) besteht im Raum eine perspektive Kollineation K, welche
die Kegelspitze 8 als Kollineationszentrum, die Mantellinien des Kegels als
Kollineationsstrahlen und die Spurgerade e, =[n,¢] als Kollineationsachse
besitzt. In dieser Kollineation & haben die Fernpunkte der Ebene & ihr
Bild auf der Fluchtgeraden e,, welche (als Spur der durch 8 parallel zu ¢
gelegten Ebene) den Basiskreis k£, im Punkt 0 berithrt. Die durch § gelegte
Parallelebene n zu n; schneidet ¢ in der Verschwindungsgeraden e, der
Kollineation R, welche mit der Geraden [ identisch ist; ihren Punkten ent-
sprechen die Fernpunkte von n;.

Im Grundrif (in der Ebene 7,) ergibt sich daraus eine ebene perspektive
Kollineation & zwischen dem Basiskreis k, des Drehkegels und dem Parabel-
grundriff k', welche den Grundril 8’ der Kegelspitze S als Kollineations-
zentrum, die Grundrisse der Mantellinien als Kollineationsstrahlen und die
Spurgerade e, =[n,¢] als Kollineationsachse besitzt. Fluchigerade dieser
Kollineation R’ ist wieder die Kreistangente e,, Verschwindungsgerade e, ist
die Leitgerade I’ der Parabel %'.

In der perspektiven Kollineation R entspricht der Schnittpunkt @ =Q’
des Basiskreises k£, mit der Kollineationsachse e¢; sich selbst; der Kreis-
tangente t; in @’ ist die Parabeltangente t' in @' zugeordnet. Zu den Fern-
punkten dieser beiden Tangenten gehdren auf ¢; der Fluchtpunkt T, = [e4t,]
von t' und auf ¢’ der Verschwindungspunkt T,=[eyt'] von t,. Das Viereck
(8'T,Q T,) ist dabei ein Parallelogramm; insbesondere ist also ¢ ||[S’ T',].

11*
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Schneidet ¢ den horizontalen Kreisdurchmesser A, in U’, so bilden die
parallelen Geraden [$’ T,] und [@’ U’] mit ihm denselben Winkel . Weil die
beiden aus T, an den Basiskreis gelegten Tangenten an den Kreis k, lingen-
gleich sind, ist (8'0’ T,)=~(8'Q’ T,). Die Gerade [’ T,] halbiert daher den
iiber dem Bogen (0'Q) des Basiskreises k; ruhenden Zentriwinkel
2x = ¥ (0'8’Q’). Nach dem Satz vom Peripherie- und Zentriwinkel im Kreis
ist daher der tiber dem Bogen (0'Q’) ruhende Peripheriewinkel < (0'6'Q’) =«.
Die Geraden [@'6'] und [@' U’] fallen daher zusammen, folglich auch die
auf k, liegenden Punkte 6’ und U’. Im AufriB liegen somit die Punkte 6
und U’ auf demselben Ordner. W.z.b.w.

Bemerkung 1: Daraus ergibt sich die folgende einfache Tangentenkonstruktion fiir
die Parabel, von der der Brennpunkt F, die Achse a, und ein Punkt P gegeben sind
(Fig. 134): Der Kreis k, um F durch P schneidet die Parabelachse a in Punkten U
und V; durch U geht die Tangente ¢ =[PU] des Punktes P, durch ¥ geht die Normale
n=[PV] der Parabel k in P.

Um den Scheitelschmiegkreis der Parabel zu finden, zeichnen wir zunéchst
einen beliebigen, die Parabel im Scheitel A beriihrenden Kreis (Fig. 135).
Er schneidet die Parabel mit der Scheitelgleichung

1) ¥y =2p2

im Punkte P und in dem beziiglich der Parabelachse (y = 0) symmetri-
schen Punkte P. Ist ¢ der Radius dieses Kreises, und sind (z, y) die car-
tesischen Koordinaten von P, so gilt nach dem Sehnensatz im Kreise
(2) z(20 — ) = 42 = 2pz

oder wegen z 5= 0

3) e=p+5.

y Wandert nun P und damit zugleich
Pixy auch P auf der Parabel gegen den
Parabelscheitel 4, dann strebt p gegen
den Scheitelschmiegkreisradius
—\X ——2¢-x—= 4 .
4 0q = lim g=p.
z—+0

{_I ) Es folgt

& 9 Satz 1: Der Radius o, des Scheitel-

schmiegkreises der Parabel tist gleich

threm Parameter p, d. h. der Schmieg-

? Pix;-y kreismittelpunkt K, hat vom Scheitel A

Flg. 135. einen doppelt so grofen Abstand wie der
Scheltelschmiegkrels der Parabel Brennpunkt F.
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Die Abwicklung des Drehkegels samt der auf ihm liegenden parabolischen
Schnittkurve & zeigt Fig. 136. Sie wird auf entsprechende Weise gewonnen
wie in Fig. 130 die Abwicklung des Drehkegels mit elliptischem Schnitt.
Nachdem man den lings der linken AufriBkonturerzeugenden [08] auf-
geschnittenen Kegelmantel samt den zwdlf Mantellinien von Fig. 133 in die

0

o

Fig. 136. Abwicklung des Drehkegels und seines Parabelschnittes aus Fig. 133 in die Ebene
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Ebene ausgebreitet hat, gewinnt man die abgewickelte Kurve k° durch
Ubertragen der wahren Abstinde der einzelnen Parabelpunkte von der
Kegelspitze § in die Abwicklung (SP = S°P9).

Die Abwicklung des Parabelscheitels 4 ergibt den Scheitel 4° der Kurve
k0. Den Schmiegkreisradius ¢’ der Abwicklung k® in 4° findet man wieder
durch folgende Konstruktion (Fig.133): Die Normalebene » im Punkte 4
des Drehkegels, die durch die Parabeltangente und die Kegelnormale in
A bestimmt ist, schneidet den Kegel in einem Kegelschnitt, der nach
dem Satz von Meusnier seinen Schmiegkreismittelpunkt M, auf der
Kegelachse a hat. Das Lot aus M, auf die Parabelebene ¢ trifft die
Kegelerzeugende des Punktes 4 in einem Punkte K, dessen Abstand von
A gleich dem Schmiegkreisradius % im Scheitel 4° der abgewickelten
Kurve k° ist.

Die Wendepunkte W und WO der Kurve k0 gehen wieder aus jenen Punkten
der Parabel hervor, in denen die Tangentenebene v an den Kegel auf der
Parabelebene ¢ senkrecht steht. Die Aufrifispur und jede zweite Spurparallele
einer solchen ausgezeichneten Tangentenebene v muB auf &’ senkrecht
steben. Die Tangentenebene t werde festgelegt durch ihre die Kegelspitze 8
enthaltende zweite Hauptlinie %,, und ihre in der Horizontalebene o des
Punktes P liegende erste Hauptlinie A,,; dann ist k,, das Lot von §" auf
¢”, wihrend A, mit¢" identisch ist. Im GrundriBist 4, ., die Parallele zur RiB-
achse x,, durch 8’, wihrend A, eine Tangente an den GrundriB des Parallel-
kreises durch den Punkt P’ ist. Der Schnittpunkt H,, von %, und 4, kann
nun sofort aus dem Aufri in den GrundriB auf 4, iibernommen werden, wo-
durch sich im GrundriB zwei erste Hauptlinien %, und %, als Tangenten
an jenen Kreis ergeben. Die durch die Beriihrungspunkte gelegten Mantel-
linien des Kegels tragen dann jene Punkte W und W der Parabel k, welche
bei der Abwicklung in die Wendepunkte W° und W° von k° iibergehen.

Die Wendetangenten w® und w°® gehen aus den Tangenten w und w der
Parabel & hervor und lassen sich durch Ubertragen des rechtwinkligen
Dreiecks, das aus der Kegelerzeugenden des Punktes W bzw. W, der
Tangente an den Basiskreis und der Tangente w bzw. w gebildet wird, in
die Abwicklung gewinnen.



IX

Schiefer Kreiszylinder und schiefer Kreiskegel

48. Der ebene Schnitt eines schiefen Kreiszylinders

Ein schiefer Kreiszylinder wird dadurch erzeugt, dal eine Gerade e
lings eines Kreises k parallel zu sich verschoben wird, wobei die Gerade
weder in der Kreisebene liegt noch auf der Kreisebene senkrecht steht.
Der Kreis k heif3t Leitkreis, die Gerade ¢ und alle von ihr bei der Verschie-
bung eingenommenen Lagen sind die Erzeugenden oder Mantellinien des
schiefen Kreiszylinders. Alle zum Leitkreis & parallelen ebenen Schnitte
sind zu % kongruente Kreise. Die Verbindungsgerade der Kreismittel-
punkte ist die Achse a des schiefen Kreiszylinders.

In Fig. 137 ist ein solcher schiefer Kreiszylinder im Grund- und Aufri3
dargestellt. Man erkennt den Basiskreis und Deckkreis, die in zwei hori-
zontalen Ebenen liegen, und die Ackse a des Zylinders, die parallel zur
AufriBebene ist. Der Grundriff wird auBlerdem noch begrenzt von zwei
zu a’ parallelen Kreistangenten, den Grundrissen jener beiden Erzeugenden,
lings denen der Zylinder von erstprojizierenden Tangentenebenen beriihrt
wird; diese beiden Erzeugenden bilden zusammen den ersten wahren Um-
riB, ihre Grundrisse den ersten scheinbaren Umrif8 des Zylinders. Der
Aufriff des Zylinders wird ebenso von zwei zu a’’ parallelen Geraden be-
grenzt, den Aufrissen jener beiden Erzeugenden, lings denen der Zylinder
von zweitprojizierenden Tangentenebenen beriihrt wird; diese beiden Er-
zeugenden bilden zusammen den zweiten wahren Umrif, ihre Aufrisse den
zweiten scheinbaren Umrifi des schiefen Kreiszylinders.

Ein beliebiger ebener Schnitt eines schiefen Kreiszylinders ist eine Kurve,
die mit dem Leitkreis & durch eine schiefe perspektive Affinitit verbunden
ist, also eine Ellipse. Insbesondere ist auch jeder Normalschnitt k, senk-
recht zur Achse eine Ellipse. Aufler den ebenen Schnitten o, die parallel
zur Ebene 7, des Leitkreises k gefiihrt werden, liefert auch jeder Schnitt o,
der zu ¢ in bezug auf die Ebene » eines Normalschnitts k, symmetrisch
ist, wieder einen Kreis (Fig. 137). Ein schiefer Kreiszylinder kann dem-
nach auf 2wei Arten nach Kreisen geschnitten werden.
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Wird ein schiefer Kreiszylinder so aufgestellt, da seine Achse auf der
GrundriBebene senkrecht steht, so ist seine Basiskurve (Normalschnitt) eine
Ellipse, und er selbst heilt auch elliptischer Zylinder. Die beiden Ebenen-
stellungen o, o, die zu Kreisschnitten fithren, lassen sich dann auf folgende
Weise ermitteln (Fig. 138). Es bedeutet keine Einschrinkung der All-
gemeinheit, wenn wir die kleine Achse b der Basisellipse zur RiBachse z,,

X1z
A}
\\ t Tt
\' K ek 'kv
;
i
’
l’
¥ig, 137. Kreisschnitte elnes schiefen Krels- Fig. 138. Konstruktion der Krels-
zylinders (elliptischen Zylinders) schnitte eines elliptischen Zylinders

parallel annehmen; denn in einem geeigneten Seitenrif 1aBt sich dieser
Fall stets verwirklichen. Durch einen beliebig gewdhlten Punkt M auf
der Zylinderachse lassen sich nun zwei zweitprojizierende Ebenen ¢ und ¢
legen, die aus dem Zylinder Kreise & bzw. k ausschneiden. Ihre Neigung
gegen die Grundriebene mufBl so angenommen werden, daB der Fallinien-
durchmesser der Schnittkurve gleich dem groSien Durchmesser 2a der
Basisellipse ist.

49. Der ebene Schnitt eines schiefen Kreiskegels

Gegeben sei ein Kreis & und ein Punkt S, der weder in der Kreisebene
noch auf der (im Kreismittelpunkt M zur Kreisebene senkrechten) Kreis-
achse liege. Die Verbindungsgeraden e des Punktes § mit den Punkten P
des Kreises % bilden dann einen schiefen Kreiskegel. Der Kreis k ist der
Leitkreis, die Geraden e sind die Erzeugenden oder Mantellinien, und S ist
die Spitze oder der Scheitel des schiefen Kreiskegels.
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Die Normalebene g, welche man durch die Gerade [SM] senkrecht zur
Ebene n des Kreises k legen kann, ist eine Symmetriecbene des Kegels.
Sie schneidet den schiefen Kreiskegel in zwei Scheitelerzeugenden s;, 8,
(seiner lingsten und kiirzesten Mantellinie). Die beiden aufeinander senk-
rechten Winkelhalbierenden w,, w, der Scheitelerzeugenden s,, s, und dasauf
sie in S errichtete Lot w, sind drei (paarweise senkrechte) Symmetrieachsen
(Hauptachsen) des schiefen Kreiskegels, und ihre drei Verbindungsebenen
(also neben ¢ = [8;8,] = [w;w,] auch noch die Ebenen o, = [w; w,]
und ¢, = (w,w,]) sind drei paarweise aufeinander senkrechte Symmetrieebenen
des schiefen Kreiskegels. Durch Spiegelung an der Symmetrieebene o geht der
Kreisschnitt & des Kegels in sich iiber, durch Spiegelung an den Symmetrie-
ebenen ¢, und ¢, jedoch in zwei neue Kreisschnitte k, und %,, die in unter-
einander, aber nicht zu 7 parallelen Ebenen liegen. Jeder schiefe Kreiskegel
trigt somit zwei verschiedene Scharen von ebenen Kreisschnitten.

Man kann jeden geraden Kreiskegel ( Drehkegel der Hiohe h und des Basis-
radius r) durch eine rdumliche Affinitdt in einen schiefen Kreiskegel ver-
wandeln. Es geniigt dazu sogar eine rdumliche Scherung, die man als
Gegenstiick zu (7.4) in der Form

r =
(1) y = y+opz
Z = z

schreiben kann. Bei dieser Scherung bleibt die Ebene z = 0 punktweise
fest (Affinititsebene); entsprechende Punkte P{z, y,z) und P'(2', y', 2")
liegen auf y-parallelen Geraden (A4ffinitdtsstrahlen). Der Punkt P wird da-
bei in y-Richtung um das p-fache seines Abstandes von der Affinitits-
ebene z = 0 nach dem Punkte P’ verschoben.

Ist dann
(@) B+ P=r z=0

der in der Affinitétsebene z =0 liegende Basiskreis ¥ und §=(0,0,%) der
Scheitel des Drehkegels mit der Gleichung

2 2 — By
so entspricht diesem Drehkegel durch die Scherung (1) der schiefe Kreis-
kegel mit der Gleichung

2 ' \2 r — h)2

(4) x +(yr= PP (2 h2) =0,
der in der Ebene 2’ = 0 denselben Basiskreis &' = k mit den Gleichungen (2)
besitzt, und dessen zu 8= (0, 0, 2) affiner Scheitel der Raumpunkt
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8’ = (0, ph, &) ist. Die Ebene 2’ = 0 ist dabei die Symmetrieebene o des
schiefen Kreiskegels. Durch geeignete Wahl von p kann man jeden schiefen
Kreiskegel aus dem Drehkegel (3) durch eine réumliche Affinitit (Scherung)
der Darstellung (1) erzeugen.

Aus diesem einfachen Zusammenhang zwischen Drehkegel und schiefem
Kreiskegel folgt der wichtige

Satz 1: Jeder ebene Schnitt eines schiefen Kreiskegels ist esn Kegelschnitt,
im reguliiren Falle also (wenn die Schnitiebene die Kegelspitze nicht enthilt)
eine Ellipse, oder eine Parabel, oder eine Hyperbel.

Beweis: Weil in der rdumlichen Affinitdt (1) jeder Ebene stets wieder
eine Ebene entspricht, sind den (reguldren) ebenen Schnitten des Dreh-
kegels (3), d.s. Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln, die (reguliren) ebenen
Schnitte des schiefen Kreiskegels (4) affin zugeordnet, die daher wieder
Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln sind.

Zur Konstruktion des ebenen Schnittes eines schiefen Kreiskegels in trgend-
einer Parallelprojektion benutzt man zweckmdfigerweise die zwischen dem
Basiskreis und der ebenen Schnittkurve bestehende perspektive Kollineation.
Kollineationszentrum O ist dabei die Kegelspitze, Kollineationsachse die
Spurgerade e der Schnittebene in der Ebene des Basiskreises, wihrend die
Kegelerzeugenden die Kollineationsstrahlen sind.

Dazu benétigen wir, dhnlich wie beim ebenen Schnitt von Pyramide und
Drehkegel wieder die Begriffsbildungen der perspektiven Kollineation, an die
wir daher etwas ausfiithrlicher erinnern.

Fig. 139 zeigt eine Ebene ¢ (Originalebene) und eine beliebige zu & nicht
parallele Ebene & (Bildebene) sowie einen auBBerhalb dieser Ebenen ge-
legenen Punkt 0. Wihlt man O als Zentrum einer rdumlichen Perspek-
tive (Zentralprojektion, perspektiven Kollineation), dann ist jedem Punkt
P in e durch den Projektionsstrahl (Kollineationsstrahl) [OP] ein bestimmter
Punkt P°in &° als perspektives (perspektiv-kollineares) Bild zugeordnet.
Die Schnittgerade e der beiden Ebenen & und & ist dabei die Kol-
lineationsachse, die sich Punkt fiir Punkt selbst entspricht. Das perspek-
tiv-kollineare Bild einer Geraden ¢ in ¢ ist eine Gerade ¢° in £°, die sich
mit ¢ in dem Spurpunkt G auf e trifft.

Der Fernpunkt G, von ¢ hat als Bild jenen eigentlichen Punkt G, der
von dem zu g parallelen Kollineationsstrahl durch O aus &° ausgeschnitten
wird. Dieser Bildpunkt G, des Fernpunktes G, von g heifit der Fluchtpunkt
der Geraden g. Eine beliebige andere zu g parallele Gerade g in ¢ hat den-
selben Fernpunkt G, und folglich auch denselben Fluchtpunkt G¢. TIhr
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Bild ¢° ist durch den Spurpunkt G= [9, €] und den Fluchtpunkt G¢ ein-
deutig festgelegt.

Umgekehrt entspricht dem Fernpunkt G der Bildgeraden ¢° ein bestimm-
ter eigentlicher Originalpunkt G, auf g, ndmlich jener Punkt, der von dem
zu ¢° parallelen Kollineationsstrahl aus & ausgeschnitten wird. Dieser
Originalpunkt G, dessen 6.

Bild der Fernpunkt G der
Bildgeraden g¢° tst, heift
der Verschwindungspunkt
der Geraden g. Fluchtpunkt
@, und Verschwindungs-
punkt G, einer Geraden g
sind die zur Geraden ¢
gehorigen Gegenpunkte der
perspektiven Kollineation.

Wegen OG., ||g und
0G,||¢g° ist das Viereck
(0G,GG.) ein Parallelo-
gramm, dessen Gegenseiten
der Linge und Richtung
nach einander gleich sind:

/

G,
Gy

—— —
06, = GG;

G L
06 =G,4.

Die Fluchtpunkte aller

Originalgeraden in ¢ liegen
auf einer Geraden ¢, die
von der zu & parallelen
Fluchtebene durch O aus &
ausgeschnitten wird. Dieser

6S

Fig. 139. Perspektive Kollineation zwischen zwei

Ebenen ¢, ¢, die durch Zentralprojektion aus dem

Zentrum {Auge) O aufeinander abgebildet sind. Kolline-

ationszentrum O, Kollineationsachse ¢, Kollineatlons-

strahlen {P P¢], Verschwindungsgerade e, in ¢, Flucht-
gerade ¢, in &

Ort der Fluchtpunkte aller
Geraden in ¢ ist das Bild der Ferngeraden der Originalebene e und heifit
die Fluchtgerade der perspektiven Kollineation. Entsprechend liegen die
Verschwindungspunkte aller Bildgeraden aus &° auf einer Geraden e, in
e, die von der zu & parallelen Verschwindungsebene durch O ausge-
schnitten wird. Diese Gerade e, in ¢, deren Bild die Ferngerade der Bild-
ebene & ist, heipt Verschwindungsgerade der perspektiven Kollineation.
Die Fluchtgerade e und Verschwindungsgerade e, werden als die Gegen-
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achsen der perspektiven Kollineation bezeichnet. Sie sind zur Kollinea-

tionsachse e parallel, und es gelten fiir sie und das Kollineationszentrum

O die Vektorgleichungen (Abstinde jeweils senkrecht gemessen):
e e e

(6) Oe,=¢€e; Of =¢.e.

Projiziert man die in Fig. 139 dargestellte rdiumliche Figur durch irgend-
eine Parallelprojektion in eine Ebene n (man denke sich in Fig. 139 die
Umrahmungen der Ebenen ¢ und ¢° entfernt), so entsteht in 7 eine cbene
perspektive Kollineation, fiir die alle genannten Eigenschaften unverdndert
zutreffen.

Es sei nun in einem Schrdgrif der Basiskreis & und die Spitze S eines
schiefen Kreiskegels gegeben (Fig. 140). Der Basiskreis k liege dabei in der
Bildebene m=¢. Er deckt sich dann mit seinem Schrigbild, das daher
ebenfalls mit k£ bezeichnet werden kann. Die Konturerzeugenden des Kegels
sind im SchrigriB die beiden von S an k gelegten Tangenten, die k£ in den
Punkten U und V beriihren. Im Raume wird der Kegel lings der Mantel-
linien [S, U] und [S8, V] von Sehebenen (projizierenden Ebenen) beriihrt.
Diese beiden Mantellinien bilden daher im Raum den wahren Umrif
des Kegels (fiir die gewihlte Sehstrahlrichtung) und in dem Schrigri8
der Fig. 140 den scheinbaren Umriff des Kegels. Ebenso wie in 41.
beweist man, daB eine auf dem Kegel liegende Flachenkurve, welche den
wahren Umrif8 schneidet, im Schrighild den scheinbaren Umriff beriihren
mufl, ausgenommen den Fall, daf die Kurventangente in diesem Punkte
zufillig ein Sehstrahl ist.

Eine beliebige Schnittebene ¢° des Kegels sei festgelegt durch ihre Spur e
in der Basisebene £ und die (zu e parallele) Spur e, ihrer Parallelebene
durch die Kegelspitze S auf e. Da diese Parallelebene in Fig. 140 den Basis-
kreis k nicht trifft, ist die Schnitthurve der Ebene £° mit dem Kegel im Raum
und damit auch im Schrigril eine Ellipse. Das Schrigbild k° dieser Ellipse
ist das perspektiv-kollineare Bild des Basiskreises k und kann nach den fiir
eine solche Kollineation giiltigen Gesetzen rein planimetrisch konstruiert
werden. Kollineationsachse ist dabei die Gerade ¢, Kollineationszentrum
der Punkt 8 und Verschwindungsgerade die Gerade e,. Die Fluchtgerade e,
148t sich nach (6) sofort auf Grund der Vektorbeziehung

- -
) e,e = 8e.
parallel zu e konstruieren.

Um nun das kollineare Bild k° des Kreises k zu finden, bilden wir den zur
Achse e senkrechten Kreisdurchmesser AB ab. Er liegt auf der Geraden
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g L e, deren Spurpunkt @ der Schnittpunkt von g mit e ist, wihrend ihr
Fluchtpunkt G, von der Parallelen zu g durch § aus der Fluchtgeraden ¢

el

6s

ig

e, g

G,

Fig. 140. Der Basiskreis k eines schiefen Kreiskegels ist zu jedem ebenen Schnitt k¢ (hier: Ellipse) des

Kreiskegels perspektiv kollinear; Kollineationszentrum ist der Kegelscheitel S, Kollineationsachse die

Basisspur e der Schnittebene ec, Kollineationsstrahlen sind die Mantellinien des Kegels. Nach Annahme
liegt der Basiskreis k in der Bildebene n = ¢ und deckt sich daher mit seinem Schriigbild.

ausgeschnitten wird. Spurpunkt G und Fluchtpunkt G bestimmen das
Bild g° von g. Die Kollineationsstrahlen [SA] und [SB] schneiden ¢° in
den Bildpunkten 4° und B° von 4 und B. Da die Tangenten in 4 und B
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an den Kreis k zur Achse ¢ parallel sind, sind auch die Tangenten an
die Ellipse %°in 4° und B° zu e parallel. Das heiflt aber, daBl A°B° ein
Durchmesser der Ellipse k° ist. Um den dazu konjugierten (zu e parallelen)
Durchmesser C°D° der Ellipse ¥° zu finden, legen wir vom Verschwindungs-
punkt @, = [g, e,] der Geraden g die Tangenten an den Kreis k, die den
Kreis in den Punkten C und D beriihren, wobei [C D] parallel e ist. Diesen
Tangenten entsprechen zwei zu ¢° parallele Tangenten an die Ellipse &°.
Daher ist das Bild k° der Beriihrungssehne h = CD der zu ¢° konjugierte
Durchmesser der Ellipse ¥°. Der Schnittpunkt J von ¢ und % geht in den
Ellipsenmittelpunkt J* iiber, der von dem Kollineationsstrahl [SJ] auf ¢°
ausgeschnitten wird. Das Bild 2° der Kreissehne % ist wie diese zur Kollinea-
tionsachse ¢ parallel, und die Ellipsenpunkte C° und D° auf %° sind durch
die Kollineationsstrahlen [SC]bzw. [SD] bestimmt. Nun kann die Ellipse £°
aus dem konjugierten Durchmesserpaar 4°B¢, C°D° nach RyTz konstruiert
werden.

Um die Beriihrungspunkte U° und V° der Ellipse k° mit den Kontur-
erzeugenden des Kegels zu finden, bildet man die Kreissehne z = [UV]
kollinear ab. Ihr Spurpunkt X ist der Schnittpunkt von z mit e, ihr Flucht-
punkt X¢ liegt auf der Fluchtgeraden ¢, und wird von der Parallelen
zu z durch S ausgeschnitten. Die Gerade [XX¢] ist nun das kollineare
Bild 2° von z; auf ihr liegen die gesuchten Umripunkte U® und V°.

Unter den in Fig. 140 getroffenen Annahmen ist die Schnittkurve k°
eine Ellipse. Allgemein ergibt sich der

Satz 1: Der Schnitt des schiefen Kreiskegels mit einer Ebene ist ein Kegel-
schnitt, und zwar eine Ellipse, (ein Kreis), eine Parabel, oder eine Hyper-
bel, je nachdem die in der Basisebene (Kreisebene) liegende Verschwindungs-
gerade e, der Schnittebene den Basiskreis k nicht schneidet, beriihrt oder
schneidet.

Der Beweis beruht darauf, daB die Verschwindungspunkte des Basis-
kreises k (Schnittpunkte von ¥ mit der Verschwindungsgeraden e,) durch
die perspektive Kollineation in die Fernpunkte des ebenen Schnittes k° ver-
wandelt werden, deren Realitdtsverhiltnisse die Art dieses Kegel-
schnittes k° bestimmen.
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50. Die Kugel im Grund- und Aufrifverfahren

Eine Kugel ist der Ort aller Punkte im Raum, die von einem festen
Punkt, dem Kugelmittelpunkt O, einen festen Abstand haben, der gleich
dem Kugelradius r ist. Eine Ebene durch den Kugelmittelpunkt schneidet
die Kugel in einem Grofkreis, dessen Mittelpunkt mit der Kugelmitte O
zusammenfillt und dessen Radius gleich dem Kugelradius » ist. Das Lot
im Mittelpunkt auf die GroBkreisebene, d.h. die Achse des Grofkreises,
ist ein Kugeldurchmesser, der aus der Kugel die beiden zu dem GroBkreis
gehorigen Pole ausschneidet. Eine beliebige Ebene schneidet die Kugel,
wenn iiberhaupt, in einem Kleinkreis, dessen Mittelpunkt M auf dem
zur Kleinkreisebene senkrechten Kugeldurchmesser liegt.

Der Normalrif3 einer Kugel auf eine Ebene 7 bedeckt die Fliche eines
Kreises vom Radius der Kugel; denn der in Sehrichtung beriihrend an die
Kugel gelegte Drehzylinder ( Umrifzylinder, Konturzylinder ) schneidet jede
zur Sehrichtung normale Bildebene in einem solchen Kreis. Der GroB-
kreis der Kugel, langs dessen der beriihrende Sehstrahlenzylinder die Kugel
beriihrt, heiBt der wahre Umrif, seine Projektion in die Bildebene der
scheinbare Umrif der Kugel. Die wahren und scheinbaren UmriBkreise der
Kugel bezeichnet man auch als ihre wahren und scheinbaren Kontur-
kreise.

Im Grund- und Aufrifverfahren ist der wahre UmriB einer Kugel (Mittel-
punkt O, Radius r) der GroBkreis u,, der zur GrundriBebene 7;, bzw. der
GroBkreis u,, der zur AufriBebene 7, parallel ist. Der GrundriB u, des
ersten wahren UmriBkreises u,, d.h. der erste scheinbare Umrif3 der
Kugel ist ein Kreis um O’ mit dem Radius r, und entsprechend ist der
zweite scheinbare UmriB der Kugel im AuiriB ein Kreis %, um 0" vom
gleichen Radius. Der AufriB «;" von u; und der GrundriB u, von u, erschei-
nen als zur RiBachse parallele Kreisdurchmesser (Fig. 141).

Zum GrundriBpunkt P’ (im Innern von u) gehdren zwei verschiedene
Kugelpunkte P und P auf der oberen und unteren Halbkugel, und einem
AuiriBpunkt Q" (im Innern von u;) entsprechen ebenfalls zwei verschiedene
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Kugelpunkte @ und 6 auf der vorderen und hinteren Kugelhilfte. Ist
beispielsweise der Grundriff P’ eines Kugelpunktes P gegeben, so findet
man seinen Aufrif P’ nach folgender Konstruktion: P liegt auf einem

” n'
n
(x2 *
p~ f. . ‘... w
: .54
y & g

(X12)

X1 P> [,-Z"'
n.

Fig. 141. Darstellung der Kugel x. Wahre Umrisse u, und u,, schelnbare Umrisse «; und u;.
Grund- und Aufri8 eines Kugelpunktes P. Tangentenebene t in P.

horizontalen Kleinkreis k,, dessen GrundriB k; der Kreis um O’ durch P’ ist.
Sein AufriB k, ist eine horizontale Sehne des Konturkreises u,, deren
Linge gleich dem Durchmesser von k; ist. Da es zwei der-
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artige Sehnen Ic und kl gibt, gibt es auch zwei zu P’ gehérige AufriB-
punkte P’ und P”. Andererseits kann man diese AufriBpunkte auch da-
durch gewinnen, daf man den zur Aufrilebene parallelen Kleinkreis k,
durch P in den Aufri3 iibertrii,gt der im GrundriB als horizontale Sehne k;
des GrundriBkonturkreises u im AufriB in wahrer Gestalt als Kreis k
um O" erscheint.

Bemerkung 1: Die Gleichung der reellen Kugel mit dem Mittelpunkt O = (0,0, 0)
und dem reellen Radius r > 0 lautet
0)] 22 4y + 22 =12
Die GrundriBebene #; mit der Gleichung z = 0 schneidet aus ihr den ersten Umrig-
kreis uy mit den Gleichungen
2) 224+ y2=12 2=0
aus. Fiir reelle Punkte P’(z,y,0) im Innern dieses UmriBkreises u, ist

3) 224+ y?<r® und z2=0;

sie sind die (reellen) Grundrisse P’ der beiden reell-verschiedenen Kugelpunkte P
und P mit den Koordinaten (x, Y,z = Vr” — 22— yz) mit den reell-verschiedenen
Aufrissen P"(O Y, + Vr’ — 22— y”) und P"(O Yy, — Vr2 — 22— yz)
Fir die reellen Punkte P’(z, y, 0)im Auferen des ersten Bildes u des UmriBkreises u,
in ny ist
4) 224+ y2> 1% und z2=0;
sie sind die reellen Grundrisse je zweier konjugiert-komplexer (verschiedener) Kugel-
punkte P und P mit den Koordinaten (z, Yy, ¢ Vx’ + y2— r’) und den konjugiert-
komplexen Aufrissen P’ (O Y, +1i sz + y2— r’) und P"(O Y, —1 Vz’ + y”—r’)
Ahnlich sind auch die reellen Punkte @"'(0, y, z) im AuBeren des zweiten Bildes u
des UnmnriBkreises u,, fiir die y% + 22 > r2? ist, Aufrisse von Paaren konjugiert-kom-

plexer Kugelpunkte @ bzw. 6 mit den Koordinaten (:ti]/;’-+ 2 —12y, z),
deren Grundrisse @’ bzw. 6’ die ebenfalls konjugiert-komplexen Koordinaten
(i t]/—yz—-l-_z”——r”, A 0) haben.

Bemerkung 2: Die reellen (zweitprojizierenden) Ebenen

(5) 2 = 2, = reelle Konstante

schneiden 1., wenn |zo| < r ist, die Kugel in einem Kreis (Parallelkreis) & mit

reellem Radius o = + V,-z - zf,; sie beriihren 2. die Kugel (schneiden sie in einem
Nullkreise vom Radius ¢ = 0), wenn [zol = r ist; und sie schneiden 3. die Kugel,
wenn [zol > r ist, in einem Kreise k;, mitl rein imagindrem Radiusp = + ing —r2,
der jedoch als Aufri k" die reelle (doppeltiiberdeckte) Gerade z = 2z, z = 0 hat.
Man bezeichnet diese letzten Kreise, die in reellen Ebenen liegen sowie einen reellen
Mittelpunkt und rein imaginiren Radius haben, auch als nullteilige Kreise, weil
sie keinen einzigen reellen Punkt enthalten. Auch die zur AufriBebene 7, ( z= 0)

7311 Strubecker, Geometrie 12
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parallelen reellen Ebenen z = z, = const mit |2, > r und die zur KreuzriBebene
713(y = 0) parallelen reellen Ebenen y = y, = const mit |yy| > r schneiden die
Kugel (1) in nullteiligen Kreisen k, bzw. ks, deren Grundrisse bzw. Grund- und
Aufrisse reelle (doppeltiiberdeckte) Geraden sind.

Die Tangentenebene v im Kugelpunkt P ist jene Ebene durch P, die
auf dem Kugelradius [OP] senkrecht steht. Sie enthélt die Tangenten
aller durch P gehenden Kurven der Kugel. Um die Spur t; dieser Tangenten-
ebene 7 in der Horizontalebene durch den Kugelmittelpunkt, d. h. in der
Aquatorebene, zu konstruieren (Fig. 141), wihlen wir diese Aquatorebene
zur GrundriBebene m;, die Gerade u; also zur RiBachse z,,, und fiihren
die erstprojizierende Ebene durch n = [OP] als SeitenriBebene ;g mit der
RiBachse ;3 = n’ ein. Die SeitenriBkontur u; der Kugel deckt sich dann
mit dem Kreise u;, und der SeitenriB P"’ des Punktes P liegt auf diesem
Kreis u; . Da die Tangentenebene 7 der Kugel in P nun drittprojizierend
ist, ist ihre dritte Spur #; = 7"’ die Tangente an u; in P’"’ und ihre erste
Spur ¢, steht im Knoten T' = [ts, ;5] auf der RiBachse ;3 senkrecht.

Der Zusammenhang zwischen dem GrundriB P’ des Kugelpunktes P
und der Spur £; der Tangentenebene v im Punkt P auf der Aquatorebene
kann rein planimetrisch (d. h. ohne Benutzung des rdumlichen Sachver-
haltes) folgendermafBlen beschrieben werden: Man zeichnet den Radius
n’ = [O'P'], sodann durch P’ die auf »’ senkrecht stehende Sehne des Um-
riBkreises %;. In den Sehnenendpunkten konstruiert man die Tangenten
an den Kreis, die sich auf »’ im Punkte T schneiden. Dann ist #; das Lot
auf n’ durch 7. Man nennt die auf diese Weise gewonnene Gerade t; die
Polargerade oder Polare des Punktes P’ und den Punkt P’ den Pol der Ge-
raden t; beziiglich des Kreises u

Also gilt

Satz 1: Die Spur t; der Tangentenebene v eines Kugelpunktes P auf der
zur Grundrifiebene parallelen GroPkreisebene (Ebene des ersten Umrisses u,)
der Kugel ist die Polare seines Grundrisses P’ beziiglich des Grundrisses u;
des ersten Umrifkreises u, der Kugel.

Entsprechend gilt

I
1°

Satz 2: Die Spur t'z' der Tangentenebene v eines Kugelpunktes P auf der
zur Aufrifebene parallelen Grofkreisebene (Ebene des zweiten Umrisses u,)
der Kugel ist die Polare seines Aufrisses P” beziiglich des Aufrisses u, des
zweiten Umrifikreises u, der Kugel.

Wihlt man ndmlich als neue RiBachse (z,,) die Horizontale durch 0’
und fithrt mit (2,,) = [0”P"’] = »" eine zweitprojizierende SeitenriB-
ebene 7, ein, so liegt der vierte RiB PV von P auf dem UmriBkreis
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ulY = u; und auf dem in P" errichteten Lot zu (,,). Die Tangenten-

ebene 7 in P ist viertprojizierend; deshalb ist ¢, = 7'¥ | »!Y. Daher ist
die AufriBspur ¢, von 7 die Polare des Punktes P’ beziiglich des zweiten
UmriBkreises u, .

Eine Ebene o schneide die Kugel » in einem (reellen) Kleinkreis k
(Fig. 142). Da séimtliche Normalen einer Kugel durch deren Mittelpunkt O
gehen, erfilllen die Kugelnormalen in den Punkten des Kugelkreises k

Fig. 142, Tangentenkegel und Normalenkegel 14ngs eines Kleinkreises ¥ der Kugel »

einen Drehkegel, der seine Spitze in O hat, den Normalenkegel der Kugel »
lings des Kleinkreises k. Auf diesen Normalen stehen die Tangentenebenen,
die die Kugel lings * berithren, senkrecht. Sie umhiillen einen zweiten
Drehkegel, dessen Spitze 8 auf der Aches a des Kreises %k liegt, den
Tangentenkegel der Kugel » lings des Kleinkreises k.

Jeder Ebene ¢ des Raumes ist so durch Vermittlung der Kugel » ein
bestimmter Raumpunkt § zugeordnet. Die Kugel stiftet zwischen den
Ebenen und Punkten des Raumes eine geometrische Verwandtschaft, die
man als das Polarsystem oder als die Polaritit der Kugel bezeichnet. Der
Punkt 8 hei3t der Pol der Ebene o, die Ebene o die Polarebene des Punktes
S beziiglich der Kugel x.

Deutet man in Fig. 142 den Punkt S als dugpunkt einer Zentralprojek-
tion, so erkennt man, dafl der Kleinkreis k fir sie der wahre Umrif8 der Ku-
gel x ist. Seine Zentralprojektion aus dem Augpunkt § auf irgendeine
Ebene 7z ergibt dann als scheinbaren Umrif der Kugel einen Kegelschnitt.

12%
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Riickt der Augpunkt § in bestimmter Richtung ins Unendliche, so wird
aus der Zentralprojektion eine Parallelprojektion. Der wahkre Umrifi der
Kugel wird dann ein Grofkrets (in der zur Sehrichtung normalen GroB-
kreisebene) und der scheinbare Umrif der Kugel auf irgendeine Ebene
wird eine Ellipse oder ein Kreis, Als Schragumrif der Kugel auf irgendeine
Ebene n erhilt man also eine Ellipse oder einen Kreis.

Sei schlieBlich % eine beliebige auf der Kugel » liegende Flichenkurve
(sphérische Linie). Ist dann in irgendeiner Parallelprojektion oder Zen-
tralprojektion ¥’ das Bild der Kugelkurve k und %’ der scheinbare Umrif3
der Kugel (Parallelbild bzw. Zentralbild des wahren Kugelumrisses ), so
folgt aus der Uberlegung in 41. wieder der

Satz 3: Uberschreitet eine sphirische Linie k den wahren Umrif (Grop-
kreis oder Kleinkreis u) der Kugel x in einem Punkte U, so beriihrt thre
Projektion k' den scheinbaren Umrif u' der Kugel (Ellipse, Kreis oder
Kegelschnitt) in dem Bilde U’ von U, ausgenommen den Fall, daf die Kur-
ventangente in diesem Umrifpunkt U zufillig ein Sehstrahl ist.

Dieser grundlegende Satz gilt sinngemdf auch fiir das Parallel- oder Zen-
*ralbild einer beliebigen Fliche und die Bilder der auf ihr liegenden Fldchen-
curven.

Man bestitigt den Satz 3 auch in Fig. 142 fiir das Bild des Klein-
kreises k der Kugel, das in zwei Punkten berithrend an den schein-
baren UmriBkreis der Kugel x herantritt.

S1. Der ebene Schnitt einer Kugel

Eine Kugel (Mittelpunkt O, Radius r) sei im GrundriB (erster Kontur-
kreis %;, Grundri8 u;) und im Aufri8 (zweiter Konturkreis u,, Aufri8 ;)
gegeben. Sie werde wvon einer Grofkreisebene & geschnitten, die wir erst-
projizierend (e; = ¢’) annehmen. Der von der Ebene & aus der Kugel
ausgeschnittene Grofkreis k stellt sich dann (mit seinem reellen Zug) im
Grundrif als der auf ¢’ liegende (doppeltiiberdeckte) Durchmesser k' des
Konturkreises u,, im Aufrif als eine Ellipse k"’ dar (Fig. 143). Die grofe
Achse der Aufriflellipse k" geht aus dem zur Aufriebene parallelen Durch-
messer NS (Achse des Aquatorkreises u,) hervor und verbindet den AufriB3
N'" des Nordpols N und den AufriB S” des Sidpols S, wihrend die kleine
Achse dem horizontalen Kreisdurchmesser 4B entspricht, dessen Aufrif§
auf u; liegt. Ihre Endpunkte 4” und B" findet man durch Ordner aus
den Punkten 4’ bzw. B’ im GrundriB, in denen &' den GrundriB ui des
Konturkreises u, schneidet. Die Brennpunkte F,, F, der AufriBellipse k&’
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ergeben sich dadurch, daB man die Linge der grofien Halbachse O’N’’ mit
dem Zirkel von 4’’ aus auf der groBen Ellipsenachse NS’ abschligt.

Die Brennpunkte F,, F, der AufriBellipse k'’ des GroBkreises k lassen
sich auch mittels seiner beiden Pole finden. Pole des Grofkreises k heiBlen
die Schnittpunkte E,, E, seiner (im
Kugelmittelpunkt O zur Ebene
von k normalen) Achse mit der
Kugel, die in Fig. 143 auf dem
UmriBkreis %, der Kugel liegen.
Thre Aufrisse E;, E;, auf u (d. h.
auf der kleinen Achse der Auf-
riellipse) gelegen, haben vom
Ellipsenmittelpunkt 0" die gleiche
Entfernung ¢ wie die Brenn-
punkte F,, F,. Denn aus dem
Grundri8 entnimmt man, wenn a
und b die Lingen der Halbachsen
der Aufriflellipse sind, die Be-
ziehung:

OB =Vat— 2 =e¢ = 0"F,.

Die auf der kleinen Ellipsenachse
in der Entfernung ¢ von 0" lie-
genden Punkte E; und E, heiflen
die Antibrennpunkte der Ellipse k"',
Daher konnen wir feststellen :
Satz 1: Die Antibrennpunkte der
Aufrifellipse k'’ sinddie Aufrisse
der beiden Pole des Grofkreises k. Fig. 143, Schnitt einer Kugel mit einer erst-

: projizierenden GroBkreisebene e. Die Kugelpole
Ist r der Kugelradius und o der ;" e Grosireises k erschetnen Im Aufris

Neigungswinkel der erstprojizie- als Antibrennpunkte der Aufrifellipse &'’
renden GroBkreisebene & gegen

die AufriBlebene, so gilt nach Fig. 143 fiir das AufriBbild %" des GroB-
kreises k:

() a=r, b=rcosx, e=rsingx.

Der Schnitt der Kugel (Mittelpunkt O, Radius r) mit einer beliebigen
Ebene ¢ ist ein Kleinkreis k. Durch Ubergang zu Seitenrissen kann man
stets erreichen, dall die Schnittebene & projizierend wird, so daB8 wir ohne
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EinbuBe an Alligemeinheit &€ von vornherein zweitprojizierend (¢, = ¢'’) an-
nehmen kénnen. Das Lot von O auf die Ebene ¢ bestimmt in s den Mittel-
punkt M des Kleinkreises ¥ und auf der Kugel seine Pole N und S (Fig. 144).

Im Aufrif erscheint der
Kleinkreis k (mit seinem
reellen Zug) als doppeltiiber-
deckte Sehne k' = C"D”
des scheinbaren UmriB-
kreises u,, sein Mittelpunkt
M als FuBpunkt M"” des
Lotes von O" auf &¢’, wih-
rend M'C'=M'D"=a
sein Radius ist. Der Grund-
riff k' des Kreises k ist eine
Ellipse, deren Mittelpunkt
M’ auf dem zur RiBachse z,,
parallelen Grundri8 [N'S’]
der Kreisachse [NS] liegt.
Der horizontale Kreisdurch-
messer 4B, der zweitproji-
zierend ist, geht dabei in die
grofe Achse der GrundriB-
ellipse k' iiber, wobei
M'A"' = M'B’ = a ist. Die
dazu senkrechte Gerade
[N'S'] trigt die kleine
Ellipsenachse, deren End-
punkte C’, D’ aus den Auf-
riBpunkten C”’, D" hervor-
gehen. Die Brennpunkte der

Fig. 144, Darstellung eines Kleinkreises & der Kugel in GrundriBellipse k' liegen auf
zweltprojizierender Ebene . Die Brennpunkte F, und F, der

1 ’
Grundri8ellipse k’ liegen auf dem Kreise iiber den Grund- der grOBen Achse A'B’ so,
rissen N’, S’ der Kugelpole N, S des Kleinkreises k daf C'Fl — C'F2 — g ist. Die

Umrifipunkte U’, V' der
GrundriBellipse %', die ihren sichtbaren Teil von dem wunsichtbaren
trennen, liegen auf der Schnittgeraden der Kreisebene & mit der UmriB-
ebene 7; der Kugel, also auf der ersten Spur e, von ¢ die man aus
dem Schnittpunkt U’ = V"’ von &’ mit dem AufriB u;’ des Aquator-
kreises u, gewinnt.

X12
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Fiir die GrundriBellipse &’ ist M'4’ = a die halbe groBe, M'C’' = b die
halbe kleine Achse und M'F; = M'F, = e der halbe Brennpunktsabstand,
wobei e = J/a? — b? ist. Der Abstand d der Kleinkreisebene & vom Kugel-
mittelpunkt O tritt im Aufrif als Strecke d == O”M" in wahrer GroBe
auf, seine Projektion p in die GrundriBebene erscheint als Strecke GO”’
auf z;, und zugleich im GrundriB als Strecke p = M'0’. Ist « der Neigungs.
winkel der Ebene ¢ gegen die GrundriBebene, so bestehen die Beziehungen

(2) e=MF,= l/a2 — b =EC" =asinx, p=M0"=G0"=dsin«x.
Daraus folgt fiir den Abstand ¢ der Brennpunkte F; und Fy von 0':

(3 @=V62+p2=l/az+dzsina=rsina.

Dies besagt aber, daB ¢ von d unabhingig ist, d. h. daB o fiir alle zu ¢
parallelen Schnittebenen denselben Wert hat. Fir den zu & parallelen
GroBkreisschnitt insbesondere sind die Grundrisse N’, 8’ der beiden zu
der Parallelebenenschar gehorigen Pole N und S die Antibrennpunkte
der zugehorigen GrundriBellipse, so daB O'N’' = 0’8’ = g ist. Damit ist
gezeigt:

Satz 2: Die Brennpunkte F,, F, aller Ellipsen k', die die Grundrisse einer
Schar paralleler Kugelschnitte sind, liegen auf einem festen Kreis um den
Grundriff Q' des Kugelmittelpunktes O. Dieser Kreis geht durch die Grund-
risse N’ und S’ der beiden Pole N und 8, die zu jenen parallelen Kugel-
schnitten gehiren.

Von dieser Tatsache macht man mit Vorteil Gebrauch, wenn eine gréBere
Anzahl paralleler Schnitte einer Kugel in Grund- und Aufri8 zu zeichnen ist.

Sehroft kommt die Aufgabe vor, auf einer Kugel (MittelpunktO, Radiusa)
jenen Grofkreis zu zeichnen, dessen Ebene £ zu einer gegebenen Richtung p
normal ist. Beleuchtet man die Kugel mit parallelen Lichtstrahlen (Sonnen-
licht) der Richtung p, so trennt der GroBkreis £ den beleuchteten und den
unbeleuchteten Teil der Kugel; k& heillt deshalb die zur Lichtrichtung p
gehorige Eigenschattengrenze der Kugel.

In Fig. 145 ist die Kugel im Grund- und Aufri durch ihren Mittelpunkt
O = (0’,0") sowie durch ihren ersten UmriB u, = (u},%7) und zweiten Umri8
u, = (ugy,uy) dargestellt. Durch O lauft die Gerade p = (p’,p"’). Der gesuchte
Grofkreis k erscheint im Grundrif als eine Ellipse k', deren groBe Achse
(47, B}) normal auf p’ steht und die Linge 2a hat; der Aufrif k'’ des GroB-
kreises k ist eine Ellipse k’, deren grof3e Achse (47, B;) normal zu p’’ steht
und die Linge 2¢ hat. Der im Grundri} in wahrer GroBe erscheinende zur
GrundriBebene 7, parallele Durchmesser (47, B;) des Kreises k bildet sich im
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Fig. 145. Kugel mit GroBkrels k, dessen Achse p vorgegeben ist.
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Aufrif als horizontaler Durchmesser (47, BY) der AufriBellipse k”” ab. Ebenso
bildet sich der im AufriB in wahrer GroSle erscheinende frontale Durch-
messer (A7, B;) des Kreises £ im GrundriB als horizontaler Durchmesser
(A3, By) der Ellipse &' ab.

Man kennt also von den beiden Bildellipsen k' und k'’ des Grofkreises k
jeweils die Endpunkte der groBen Achsen (A}, B}) und (47, B;) sowie je
zwei diametrale Punkte A, B, und A7, BY; die Lingen der kleinen Halb-
achsen b, und b, folgen daraus mit Hilfe der Papierstreifenkonstruktion von
Fig. 26. Damit kann man den Grundrif k' und den Aufrif k'’ des Gro8-
kreises k einzeichnen; k' beriihrt »] in den Scheiteln A7, B} und k' beriihrt
uj in den Scheiteln A}, B;. Beim Ausziehen ist noch die Sichtbarkeit zu
beachten ; weil A7 vor u, liegt, befindet sich im AufriB 4 auf dem sichtbaren
Teil von &'’; weil ebenso Bj iiber u; liegt, gehort im GrundriB B, dem sicht-
baren Teil von &' an.

In Fig. 145 sind auch noch die beiden Brennpunkte F, bzw. F, der
Ellipsen &’ und k" eingetragen. Schwenkt man sie um G’ bzw. G’ um einen
rechten Winkel, so erhdlt man nach Satz 2 die Grundrisse (N’,8’) bzw. die
Aufrisse (N"',8"') der Pole N,S des GroBkreises k, d.h. jener beiden Punkte
N,S8, in denen die Achse p des GroBkreises k die Kugel trifft. Fir die Be-
leuchtung in Richtung p ist N der hellste und § der dunkelste Punkt der
Kugel. Natiirlich miissen die Punktpaare (N',N”') und (8',8") jeweils auf
einem Ordner liegen ( Kontrolle!).

Es gibt noch verschiedene weitere Kontrollen fiir die Richtigkeit und
Genauigkeit der Konstruktion und es ist ratsam, einige dieser Kontrollen
zu beachten. Die wichtigste Kontrolle besteht in der Tatsache, dafl die
beiden Ellipsen k' und k" in der (vertikalen) Ordnerrichtung gemeinsame
Tangenten besitzen miissen. Um die genaue Lage dieser Tangenten und ihrer
Berithrpunkte (U’,U") und (V’, V*’) zu ermitteln, kann man die orthogonale
perspektive Affinitit A, heranziehen, welche zwischen der Ellipse k' und
ihrem Scheitelkreis u; besteht. In dieser orthogonalen Affinitdt 2, (Achse
[47,B;1) entspricht dem Punkt ¢ und der Sehne [4,C]] der Ellipse &'
der Punkt C} und die Sehne [47,(*] des Kreises u;; der vertikalen Ge-
raden ¢’ ist die Gerade g* zugeordnet. Sind dann U* und V* die Beriihr-
punkte des Kreises ] mit den zu g* parallelen Tangenten, deren Beriihr-
punkte U*, V* auf dem zu ¢g* normalen Kreisdurchmesser liegen, so sind
die dazu affinen Punkte U’ und V' bereits jene gesuchten Punkte von ¥/,
deren Tangenten zur vertikalen Ordnerrichtung ¢’ parallel sind. Ebenso
kann man im Aufrif mittels der orthogonalen perspektiven Affinitit Uy,

’

welche zwischen der Ellipse k'’ und ihrem Scheitelkreis u; besteht (Achse
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147, By]), die Berithrpunkte U’ und V"’ der zur vertikalen Ordnerrichtung
¢'' parallelen Tangenten von k' finden. Die Kontrolle besteht nun darin,
daB die so im GrundriB und AufriB entstehenden vertikalen Tangenten
jeweils zusammenfallen.

Mittels der Affinititen A, (GrundriB) und U, (AufriB) kann man auch die
Schnittpunkte P, und Py des Kreises k mit der durch den Mittelpunkt O
laufenden doppeltprojizierenden Ebene 7, finden. Diese Ebene ny schneidet
die Ebene & des Kreises k in einer O enthaltenden Geraden g=(g’,¢’’), mit
vertikalem g’ und g”’. Die dazu in den Affinititen A, bzw. Y, entsprechenden
Geraden g* schneiden dann die Kreise »} bzw. 4 in Punkten P} bzw. P},
denen auf ¢’ bzw. g’ die Risse P}, P, bzw. P, P, der gesuchten Schnitt-
punkte P, = (P}, P}) und P,=(P,, P;) der doppeltprojizierenden Ebene x,
mit dem Kreis % entsprechen.

Bemerkung 1: Dreht man den in der doppeltprojizierenden Ebene 7, liegenden
GroBkreis der Kugel um seinen zur AufriBebene normalen Durchmesser in die GrundriB-
ebene, so geht er in den Kreis «, iber. Aus den Punkten P, und P, werden dabei die
Punkte P] und P;. Man hat nun die Kontrolle, da8 die z-Koten der Punkte P, und P,
im GrundriB als die gleichlangen Strecken P; P} und P, P abgelesen werden kénnen.

Die Tangenten ¢} und ¢; der Ellipse k"’ in den Punkten P} und P} sind
parallel zu dem Durchmesser [U" V’'] von k'’; die Durchmesser [P} P7]
und [U” V"] sind ndmlich in %" zueinander konjugiert, weil sie in der
Affinitit 2, den beiden orthogonalen Durchmessern [P}P} ] und [U* V*]
des Kreises u, entsprechen. Analoges gilt im GrundriB fiir die Tangenten ¢,
und ¢, der Ellipse ¥' in den Punkten P} und P;. In Fig. 145 ist nur die
Tangente ¢, des Punktes P; des GroBkreises k eingezeichnet.

Man kann sich die doppelte Ausfiihrung solcher Konstruktionen fiir den
Grundril &' und den Aufril &'’ des GroBkreises k zumeist ersparen, wenn
man die in 16. gefundene perspektive Affinitdt A zwischen dem Grundriff F'
und dem Aufrif &' einer ebenen Figur § (Ebene ¢) heranzieht. Deren A fini-
tdtsrichtung ist die Ordnerrichtung, wihrend die Affinitdtsachse das zu-
sammenfallende Bildpaar d' =d'’ der Deckgeraden d der Ebene £ von {§ ist
(d ist die Schnittgerade von & mit der Deckebene x). Diese Deckgerade d
trigt die Deckpunkte aller Geraden % der Ebene ¢, d.h. ihr GrundriB %’ und
AufriB %" schneiden sich immer auf dem zusammenfallenden Bildpaar
d’ =d" der Deckgeraden d von ¢. In Fig. 145 verbindet das Deckgeradenbild
d’' =d'’ den Schnittpunkt I’ = I'’ von GrundriB %' und AufriB %’ des korizon-
talen Kreisdurchmessers h=[A,, B{] mit dem Schnittpunkt 2'=2" von
Grundri f und Aufri8 f des frontalen Kreisdurchmessers f=[A,, B,].
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In unserem Fall besteht zwischen den beiden Ellipsen k' und k' die
genannte perspektive Affinitdit 2{. Hat man dann z.B. im Grundri die
beiden Berithrpunkte U’, V' der vertikalen Tangenten der Ellipse &' ge-
funden, so sind deren Aufrisse U, V' zu U’, V' in U affin entsprechend.
Der (bekannte) Durchmesser [U’, V'] von k&’ und der (noch unbekannte)
Durchmesser [U’’, V''] von k'’ schneiden sich dabei in einem Punkt 3'=3"
des zusammenfallenden Bildpaares d’ =d’’ der Deckgeraden d. Damit ist
die Gerade [U", V"] gefunden und mittels der Ordner auch U’ und V”.
Ahnlich kann man mittels ihres Deckpunktbildes 4’ = 4’ aus der Tangente ¢;
an k' im Punkt P} sofort den AufriB ¢;" (Tangente an k" in PY) finden.

Um die Aufrisse C und D} des tiefsten und hochsten Punktes C, und D,
des Gropkreises k zu finden, die im GrundriB als die Endpunkte € und D]
der kleinen Achse der Ellipse &’ erscheinen, hat man nur fiir die erste Fallinie
f1=I[C,,D,] zum GrundriB f; =[C}, D}] mittels des Deckpunktbildes §' = 5"
den AufriB f; zu zeichnen. Damit ist f; und durch Ordner auch €} und DY
gefunden. Weil C, der tiefste und D, der héchste Punkt des GroBkreises &
sind, miissen die Tangenten an k'’ in C und DY horizontal sein.

Analog liegen der hinterste Punkt C, und der vorderste Punkt D, des Grop-
kreises k auf der durch O gehenden zweiten Fallinie f, der Ebene &. Die
Geraden f, =[C;,D;] und f, schneiden sich im Punkt 6’ =6"" des Deck-
geradenbildes d’=d’’. Damit ist f, und durch Ordner auch C, und D,
gefunden. Die Tangenten von k' in C, und Dj sind wieder horizontal.

52. UmriB der Kugel im SchrigriB und Schnellriff

Der scheinbare UmriB einer Kugel ist bei Normalprojektion auf eine Bild-
ebene 7 ein Kreis vom Radius der Kugel. Dies trifft bei schiefer Parallel-
projektion nicht mehr zu. Wird nidmlich eine Kugel % in der schiefen Rich-
tung p auf die Bildebene =z projiziert, dann ist zwar der beriihrende
Sehstrahlenzylinder stets ein Drehzylinder vom Radius der Kugel und
der wahre Umriff u jener Grofkreis der Kugel, der auf der Sehrichtung
p senkrecht steht. Der scheinbare Umrifi der Kugel, ihr Schrigumriff u’
jedoch, den der UmriBzylinder aus der Bildebene m ausschneidet, ist als
schiefer Schnitt eines Drehzylinders eine Ellipse. Der Mittelpunkt O° der
SchrégumriBellipse »* ist das Schrigbild der Kugelmitte O. Ihre kleine
Achse geht aus dem zu s parallelen Durchmesser des wahren UmriBkreises
u hervor und ist gleich dem Kugeldurchmesser, ihre grofe Achse A°B* ent-
springt aus dem Falliniendurchmesser 4B von u beziiglich der Bildebene
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n (Fig. 146). Den Brennpunkten F,, F, des Schrigumrisses u* der Kugel
schlieBlich entsprechen jene Punkte N und S der Kugel, die auf dem zur
Bildebene 7z senkrechten Kugeldurchmesser liegen und den gréBten und
kleinsten Abstand von z haben. Denn verschiebt man die Kugel x um eine
beliebige Strecke in Richtung der Sehstrahlen, dann #ndert sich ihr
scheinbarer Schrigumrif u*
nicht. Insbesondere liefern
auch die beiden Kugeln », und
%y, die dem Sehstrahlenzylin-
der einbeschrieben sind und
die Bildebene 7z von der einen
bzw. anderen Seite beriihren,
den gleichen scheinbaren
Schrigumrif «°. Ihre Beriih-
rungspunkte F, bzw. F, mit
der Bildebene z sind aber
nach dem Satz von Dandelin,
der auch fiir den Drehzylinder
(als Sonderfall eines Dreh-
kegels) gilt, gerade die Brenn-
punkte des ebenen Schnittes

8 . .
Fig. 146. Der SchridgumriB einer Kugel fir die Seh- u® des Drehzy linders mit z.

richtung p auf die Ebene = ist eine Ellipse, deren Daraus folgt
kleine Halbachse b glelch dem Radius » der Kugel heinb U
ist und deren Brennpunkte F,, F, die Bllder der End- Satz 1: Der scheinbare Um-

punkte des bildnormalen Kugeldurchmessers N.§ sind .,-iﬂ u® erner Kugel bes 8chiefer

o= N2 Py = S Parallelprojektion auf eine
Ebene nt ist eine Ellipse. Ihre kleine Achse ist gleich dem Kugeldurchmesser.
Ihre Brennpunkte sind die Projektionen der Endpunkte N und S des zu
normalen Kugeldurchmessers.

Mit Hilfe dieses Satzes 148t sich nun leicht der Schrigumrif einer Kugel x
im Schrdagrifverfahren konstruieren (Fig. 147). Die Kugel (Mittelpunkt O,
Radius ) sei durch ihren Grundri »' und AufriB »'’ gegeben, ebenso die
Projektionsrichtung p, die zum Schrigbild »* der Kugel in der Bildebene n
(AufriBebene) fiithrt. Mit Hilfe von »’ und p”’ verschaffen wir uns das zu
einem Punkt P der GrundriBlebene gehérige Projektionsdreieck (P'P'' P®).
Der Schriigri8 O° der Kugelmitte ergibt sich tber den Schriggrundri8 0
und das Projektionsdreieck (0'0;,0'%) in bekannter Weise (0’0’| P'P*,
0”0’ { P"P* und 0'*0°*|P'P"). Der zur AufriBebene parallele Durch-
messer CD des wahren Kugelumrisses u geht bei der schiefen Parallel-
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projektion in die kleine Achse der Schragumrifellipse u® iiber und erscheint
als jener Durchmesser C''D" der AufriBkontur u;', der zum Aufrifl "’ der
Projektionsrichtung senkrecht steht. Damit ist von der Umrilellipse

c’ Uy

us

D7
X12

0 P

5:

Fig. 147. Darstellung einer Kugel (Mitte O, Radlus ») im SchrigriSverfahren.
Projektionsdreteck (P’ P’ P#)

uw’ die Lage der kleinen Achse D?*(C® | p” und zugleich ihre Lénge
C*D? = 2b = 2r gefunden. Der zur Aufrifebene normale Kugeldurchmesser
schneidet die Kugel in den Punkten N und 8, deren Grundrisse N'und S’
der hinterste bzw.vorderste Punkt der GrundriBkontur u; sind, wihrend
ihre Aufrisse N’ und 8” sich mit O decken. Ihre Schrigrisse N° = F,;
und 8° = F,, die sich so wie O° konstruieren lassen, sind die Brennpunkte
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der Schragumrifellipse u®. Aus der kleinen Achse C°D° und den Bremn-
punkten F,, F, la8t sich nun sofort die Lage und Lénge der groBen Achse
A®B* finden.

Die Konstruktion der Brennpunkte F,, F, des Schridgumrisses v’ lafit
gich durch die folgende Uberlegung wesentlich vereinfachen: Verschiebt
man die Kugel » in Projektionsrichtung, bis ihr Mittelpunkt O in der Auf-
riBebene 7, (= Bildebene fiir den SchrigriB) liegt, bis er sich also mit O°
deckt, dann liefert diese verschobene Kugel den gleichen Schrigumrif3
u* wie die Kugel ». Der AufriB der verschobenen Kugel ist ein Kreis um
0’ vom Radius r. Legen wir den zu m, normalen Kugeldurchmesser
mit einer Vierteldrehung um den zu z;, parallelen (horizontalen) Kugel-
durchmesser um, dann erhalten wir seine DurchstoS8punkte N und 8§ in
der Umlegung als héchsten und tiefsten Punkt N° und §° auf dem Um-
riBkreis der verschobenen Kugel. Die Parallelen zu [P’'P*’] durch N°
und S° schneiden auf der groBen Achse [0'0®] der UmriBellipse #° die
Brennpunkte F; bzw. F, von %’ aus,

Auch bei der Darstellung des Raumes nach dem EcxkHarrschen Ein-

schneideverfahren (Schnellrifverfakren), das nach 40. zu einem axonometri-
schen Bild, also zu einer bestimmten (i.a. schiefen) Parallelprojektion fiihrt,
ergibt sich als scheinbarer Umrif der Kugel eine Ellipse. Das ist ein gewisser
Nachteil des sonst iiberaus einfachen und anschaulichen SchnellriBver-
fahrens, der aber nicht allzu schwer wiegt, weil es moglich ist, den ellip-
tischen KugelumriB schnell und bequem zu konstruieren, wenn man die
beiden zum Einschneiden verwendeten Normalrisse (meist Grundrif und
AufriB) im gleichen Mafstab annimmt. In Fig. 148 ist nach 40. der Schnellrif
(0%, X%, Y*,Z%) eines rechtwinkelig-gleichschenkeligen  Achsenkreuzes
(0,X,Y,Z) unter der Annahme gleicher Mafstibe fir den Grundri8
(0, X",Y',Z'y und AufriB (0", X", YY", Z"") gezeichnet. Es gilt also
(1) 0'X'=0'Y=0"Y"=0"2".
Die Einschneiderichtungen p’ und p” sind dabei mit dem Grundriff und
Aufriff der Projektionsrichtung p identisch; das folgt sofort aus der Tatsache,
daB der Schnellri 2* der z-Achse die Richtung von p’ und der SchnellriB z*
der z-Achse die Richtung von p’’ hat, oder noch einfacher daraus, da der
Schnellriff p* der Geraden p = (p’,p’’) der Punkt O* ist.

Wir wollen nun den Schnellriff der Kugel gewinnen, deren Mittelpunkt O
ist und welche die Ecken X,Y,Z des gegebenen Dreibeins enthalt. Der
wirkliche Radius dieser Kugel spielt vorerst keine Rolle; wir werden ihn
aber spiter (ebenso wie die genaue Lage des Sehstrahls p zur Bildebene 7)
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Fig. 148. Darstellung einer Kugel (Mittelpunkt O, Kugelpunkte X, ¥, Z) nach dem Einschneidever-
fahren (im Schnellri). Konstruktion des scheinbaren Kugelumrisses #* nach E, J. NysTrom. Schnitt
der Kugel mit den drei Koordinatenebenen und Ermittlung der Konturpunkte der drei entstehenden
orthogonalen GroSkreise u;, u,, us. Konstruktion der wahren Griége der Einheitsstreckee = 0X = OY =
O Z und der méglichen Sehrichtungen p des Schnellirisses.

aus dem Schnellbild u# des Kugelumrisses u ermitteln kénnen. Man beachte
dabei, daB das SchnellriBverfahren (wie jedes axonometrische Bild) aus
gegebenem Grund- und AufriBl den Schrdgrif einer Raumfigur erzeugt, die
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zu der durch diese beiden Normalrisse festgelegten Figur i.a.nichtkongruent,
sondern zu ihr nur ghnlich ist.

Wir zeichnen zuerst fiir den Grund- und AufriB die scheinbaren Umrisse
u, und u, der Kugel: u] ist der Kreis um 0’ durch X’ und ¥’, wiahrend w7
sich mit y'* deckt; u, ist der Kreis um O’’ durch ¥’ und Z", wihrend u,
sich mit ' deckt. Der wahre Umrif u der Kugel fiir den Schnellrif ist dann
jener Grofkreis, dessen Ebene ¢ auf dem durch die beiden Einschneide-
richtungen ° und p"” des Schnellrisses festgelegten Projektionsstrahl
p=(p',p"") normal steht. Der SchnellriB u* dieses Kreises u ist dann eine
Ellipse, welche den scheinbaren Umrif der Kugel im Schnellbild darstellt.
Nur wenn der Projektionsstrahl p zur Bildebene normal ist, ergibt sich fiir
u® ein Kreis. Die Lage der Projektionsrichtung p gegen die Bildebene ist
aber von vornherein nicht bekannt und kann erst nach Ermittlung des
Schnellbildes u? der Kugel angegeben werden.

Die Umrifellipse u® der Kugel kann nun nach dem folgenden sehr ein-
fachen Verfahren gefunden werden, das 1942 von dem Finnen EVERT
JoHANNES NYSTROM (1895 —1960) angegeben wurde. Vom Schnellumriff u*
der Kugel kennt man von vornherein vier Tangenten, nimlich die beiden
zu p’ parallelen Tangenten p, und ¢, an den UmriBkreis u; des Grundrisses
(Berithrpunkte U] und V) sowie die beiden zu p’ parallelen Tangenten p,
und ¢, an den UmriBkreis u, des Aufrisses (Beriihrpunkte U, und V7).
Diese vier Tangenten bilden (wegen der gleichen Radien der Kreise u;
und uy) einen Rhombus R?* mit dem Mittelpunkt ¢, welcher der gesuchten
UmriBellipse u* des Kugelschnellrisses umschrieben ist. Wir behaupten
nun, daB auf den beiden (zueinander normalen) Diagonalen & und 7 dieses
Rhombus R? bereits die Hauptachsen der Umrifellipse liegen.

Beweis: Das folgt erstens schon daraus, daB diese Diagonalen &, 7 sowohl fiir den
Rhombus R¢ als auch fiir alle ihm eingeschriebenen Ellipsen Symmetrieachsen sind. Es
folgt aber zweitens auch daraus, daB in der perspektiven Affinitit, welche zwischen der
Ellipse u® des Schnellumrisses der Kugel und deren wahrem UmriBkreis « besteht
(u* ist ein Schrigbild von « in der Projektionsrichtung p), dem Tangentenrhombus R*
von #® ein Tangentenparallelogramm des Kreises u (also wieder ein Rhombus R)
entspricht. Weil die Diagonalen dieses Rhombus R aufeinander senkrecht stehen, also
konjugierte Durchmesserrichtungen des Kreises u sind, miissen auch die Diagonalen &, 5
des Tangentenrhombus R® der Ellipse u* konjugierte Durchmesserrichtungen von u*
sein; weil ihr Winkel ein rechter ist, sind es sogar die Richtungen der Hauptachsen der
Umrifellipse u®.

Um die UmriBellipse u* der Kugel zeichnen zu koénnen, brauchen wir
noch die Lingen a und b der Halbachsen der Ellipse u®. Dazu benotigen wir
auf einer der vier Seiten des Rhombus R* den Beriihrpunkt mit u?.



52. UmriB der Kugel im SchrigriB und Schnellri8 193

Um z.B. in Fig. 148 die Berithrpunkte der zu p’ parallelen Rhombus-
seiten p, und ¢, zu finden, bemerken wir mit E.J. NysTroM, daBl dem
wahren Umrifkreis u der Kugel genau zwei Punkte U, 1", ihres ersten wahren
UmriBkreises #, angehoren. Ihre Grundrisse U, 1’| sind gerade jene beiden
Punkte des ersten scheinbaren UmriBkreises u}, deren Tangenten p,,q, die
zu p’ parallelen Seiten des Rhombus R? sind. Hat nun U] in dem Achsen-
kreuz (2',y’) der GrundriBebene sz, die Koordinaten U7 = (v}, ¥;), so ist
sein Aufrif U} jener Punkt des Aufrisses u; von u,, dessen Ordinate y,
ist. Man hat also, um U7 zu finden, nur den (vorzeichenbegabten) 4bstand y,
des Punktes U] von der 2’-Achse vom Punkt G” aus (im richtigen Sinn)
auf y'' abzutragen. Der AufriB V' des UmriBpunktes V', der Kugel ist dann
zu U7 beziiglich O’ diametral. Aus U7 und V7] findet man dann durch
Einschneiden in der Richtung p'’ auf den zu p’ parallelen Seiten p, und ¢,
des Rhombus R¢ (den Einschneiderichtungen von U; und V'), die (zuein-
ander beziiglich 0¢ diametralen) Schnellrisse U und V5 der Umrifipunkte U,
und V, der Kugel; sie stimmen mit den gesuchten Beriihrpunkten der beiden
(zu p’ parallelen) Seiten p, und ¢, des Rhombus R¢ tberein.

Mittels derselben Uberlegung kann man iibrigens auch die Beriihrpunkte
der beiden zu p” parallelen Seiten p, und g, des Rhombus R*® mit der
UmnriBellipse u* finden. Der wahre Umrifkreis w der Kugel enthélt nimlich
auch genau zwes Punkte U,, V, ihres zweiten wahren Umrilkreises u,. Ihre
Aufrisse Uy, Vy sind gerade jene beiden Punkte des zweiten scheinbaren
UmriBkreises u;, deren Tangenten p, und ¢, die zu p’’ parallelen Seiten
des Rhombus R¢ sind. Hat nun U in dem Achsenkreuz (y"',z"') der AufriB-
ebene 77, die Koordinaten Uj = (y,,z,), so ist sein Grundriff U, jener Punkt
von uy, dessen Ordinate y, ist. Man hat also, um U} zu finden, nur den
(vorzeichenbegabten) Abstand y, des Punktes U; von der z'’-Achse vom
Punkt O’ aus (im richtigen Sinn) auf y' abzutragen. Der GrundriB 17, des
UmriBpunktes ¥V, der Kugel ist dann zu U}, beziiglich (/' diametral. Aus
U; und V; findet man dann durch Einschneiden in der Richtung p’ auf den
zu p” parallelen Seiten p, und g, des Rhombus R* (den Einschneiderich-
tungen von U, und V) die (zueinander beziiglich O¢ diametralen) Schnell-
risse U und Vi der UmriBpunkte U, und V, der Kugel; sie stimmen mit
den gesuchten Berihrpunkten der beiden (zu p’’ parallelen) Seiten p, und ¢,
des Rhombus R* iiberein. Wegen der Symmetrie der Ellipse »* und des
Rhombus R? beziiglich der beiden Hauptachsen £ und 7 liegen die Umrif-
punkte U5 und U% bzw. V% und V¥, beziiglich der einen Hauptachse (£), die
Umrifpunkte Uy und V4 bzw. U} und VY beziiglich der anderen Hauptachse
(n) symmetrisch. Die vier UmriBpunkte U, U%, 1], 13 bilden also ein der

7311 Strubecker, Geometrie 13
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Ellipse u* eingeschriebenes zu den Achsen £ und 7 seitenparalleles Rechteck.
Sind also durch die erste der obigen Konstruktionen die UmriBpunkte U?
und U% gefunden, so kann man daraus die UmriBpunkte |’} und 13 durch
Spiegelung an den beiden Hauptachsen & und  finden.

Wir kennen jetzt von der Umrifellipse u* der Kugel die beiden Haupt-
achsen & und 7 (Diagonalen des umschriebenen Rhombus R* = (p,,¢;, p5,¢5))
ferner den Punkt U5 mit seiner T'angente p, (sowie die drei dazu symmetrisch
liegenden Punkte von %* samt Tangenten). Hat dann in dem auf die Haupt-
achsen &, 7 gestiitzten cartesischen Koordinatensystem der Punkt Uj die
Koordinaten U4 =(&,,7,), haben ferner die Halbachsen der Ellipse w? die
(noch unbekannten) Ldngen a und b, so besitzt die Tangente p, der Ellipse
u# in Uj die Gleichung

(2)
Ihre Schnittpunkte mit den Hauptachsen sind auf der £-Achse: R = (£5,0) =

(g—',()) und auf der #-Achse: 8 =(0,7,) = (0,?). Daraus folgen die Formeln
3 1

3) § ép=a’,  nmg=b%

Damit kann man die Lingen a und b der Halbachsen der UmriBiellipse u*
in einer Nebenfigur leicht konstruieren. 1. Die zur &-Achse gehdrende
Linge a ist das geomelrische Mittel aus der Abszisse &; des UmriBBpunktes U}
und der Abszisse &p des Schnittpunktes R seiner Tangente p; mit der
&-Achse. 2. Die zur 5-Achse gehorende Linge b ist das geometrische Mittel
aus der Ordinate 7; des UmriBpunktes U und der Ordinate 7, des Schnitt-
punktes § seiner Tangente p; mit der 5-Achse. Die Strecken a und b sind
somit elementar mit Hilfe der rechtwinkeligen Dreiecke (O°RM) und (O°SN)
konstruierbar. Damit ist die Umrifellipse u® der Kugel fiir den gegebenen
Schnellrif vollkommen bestimmt.

In Fig. 148 sind auch noch der Grundri8 «’ und der AufriB «’* des wahren
UmriBkreises « der Kugel fiir die Sehrichtung p eingezeichnet. Weil u jener
GroBkreis der Kugel ist, dessen Ebene & zu p normal ist, sind die zu p’
bzw. p”’ normalen Durchmesser U; V| bzw. U; V; der UmriBkreise
bzw. u, die grofen Achsen der Ellipsen 4’ und u’’. Weil wir durch die
NystrOMsche Konstruktion auch noch die Grundrisse U; und V7, der Punkte
U, und V, des UmriBkreises « kennen und ebenso auch die Aufrisse U’
und VY der Punkte U, und V, von u, liefert die Papierstreifenkonstruktion
die noch fehlenden Lingen der Nebenachsen der Ellipsen »’ und »”’. Damit
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sind auch der GrundriB %’ und der AufriB »” des wahren Umrisses % der
Kugel fiir die Sehrichtung p gefunden.

Auch die von den drei Koordinatenebenen, namlich der Grundrifebene
7, (z=0), der Aufrifebene my(x=0), und der Kreuzrifebene my(y=0), aus
der Kugel ausgeschnittenen Grofkreise u;,u, und ug finden sich in Fig. 148
dargestellt. Es ergeben sich im Schnellri die Ellipsen u},u; und uj, deren
jede das Bild eines Achsenpaares des Koordinatendreibeins (0,X, Y, Z) als
konjugierte Durchmesser besitzt. Z.B. sind fiir die Bildellipse u} des in der
Ebene z =0 liegenden Grofkreises u, der Kugel die Strecken O° X* und 0° Y*
konjugierte Halbmesser. Jede der drei Ellipsen u%, %5 und uj berithrt den
scheinbaren UmriB8 der Kugel (die Ellipse «*) in zwei diametralen Punkten,
niimlich in den Schnellrissen jener Punkte der Kugel, in denen die Ebene ¢
des wahren Kugelumrisses u die drei GroBkreise u;, %, und u, schneidet.
Das sind auf dem GroBkreis %, der GrundriBebene z; die schon bekannten
Punkte U; und V,, ferner auf dem GroBkreis u, der AufriBebene x, die
ebenfalls schon bekannten Punkte U, und Vs Die Schnellrisse u} bzw. u}
dieser beiden GroBkreise berithren daher die UmriBellipse u* der Kugel
genau in den beiden schon bekannten Punkten U4 und V4, deren Tangenten
p; und ¢, zu p’ und 2* parallel sind, bzw. in den ebenfalls schon bekannten
Punkten U4 und V%, deren Tangenten p, und ¢, zu p’’ und 2* parallel sind.

Um schlieBlich auch noch die beiden Berihrungspunkte Wi und W3 des
Bildes } des Grofkreises uz von sy mit der Umriflellipse u* zu ermitteln,
kann man erstens nach dem Verfahren von Fig. 117 den Grund- und
AufriB des Dreibeins (0,X,Y,Z) und seiner umschriebenen Kugel durch
den zugehorigen Kreuzriff erginzen, dessen MaBstab allerdings i.a. von dem
gemeinsamen MaBstab des Grund- und Aufrisses verschieden sein wird.
Der KreuzriBl p'"’ der Projektionsrichtung p ist dann zum Schnellri y* der
y-Achse parallel. Wird der KreuzriB u,  des dritten UmriBkreises u, der
Kugel von den zu p"’ parallelen Tangenten (die auch «® tangieren) in den
Punkten W7’ und W’ beriihrt, so liefert das Verfahren von NystroM
leicht die Schnellrisse W9 und W3 dieser UmriBpunkte der Kugel, welche
zugleich die gesuchten Beriihrpunkte des GroBkreisbildes ug mit der UmriB-
ellipse u® sind. Aus Raumgriinden wurde diese Konstruktion in die Fig. 148
nicht eingezeichnet.

Zweitens kann man bemerken, daB die UmriBpunkte W, und W, in
der Kreuzrilebene z5(y =0) liegen, also ihren Grundrif auf z’ und ihren
Aufri auf z’’ haben. Die Punkte W, und W, haben daher als Grundrisse
W7 und W, die beiden Schnittpunkte von z’ mit der Ellipse «’ und als
Aufrisse die Schnittpunkte W7 und W, von z’’ mit 4", die allesamt auch

13*
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leicht genau konstruiert werden kénnen. Man kann dazu die beiden perspek-
tiven Affinitaten A, und 2, der Ellipsen »’ und 4"’ zu den Kreisen %] und «;
verwenden. In der Affinitit 2, entspricht der Geraden z'’ die Gerade g*
und dem Schnittpunkte W} von g* mit « ist der gesuchte Schnittpunkt W
von 2" mit %' zugeordnet. W, liegt dazu diametral. Die zugehérigen Grund-
risse W, und W, kann man ohne die 4 ffinitit 2, finden, weil man aus dem
AufriB W{ durch eine Umlegung des Kreises ug, bei der ug =, ist und W,
nach W} gelangt, die z-Kote 3 von W, gewinnt; W ist dann zu W dia-
metral. Durch Einschneiden in den Richtungen p’ und p”’ findet man dann
aus (W, W7) und (W, W;) die gesuchten Konturpunkte W4 und W% des
Grof3kreises u,, und zwar diesmal ohne Verwendung des Kreuzrisses.

Bemerkung 1: Es ist bemerkenswert, da man den Schnellumril einer Kugel
(ahalich auch den scheinbaren Umri8 einer Kugel fiir eine beliebige schiefe Axono-
metrie) konstruieren kann, 1. ohne den wahren Radius r der Kugel zu kennen und 2. ohne
die genaue Lage der Sehstrahlrichtung p der zugrunde liegenden Parallelprojektion
gegen die Bildebene x zu kennen,

Hat man jedoch einmal in der Bildebene x (Zeichenebene) den scheinbaren UmriB
der Kugel (die UmriBellipse u®) konstruiert, so kann man sowohl den Radius r der
dargestellten Kugel als auch die richtige Lage der Projektionsstrahlen p gegen die Bild-
ebene 7 angeben. Beides kann man nimlich aus der UmriBellipse #* mit Hilfe von Satz 1
ablesen. Nach Satz 1 ist nimlich der wirkliche Radius r der im SchnellriB (Fig. 148)
dargestellten Kugel gleich der Linge der kleinen Halbachse b der UmriBellipse w2, also
r=.

Ferner sind nach Satz 1 die beiden Brennpunkte F, und F, der Umrifellipse u* die
Projektionen jener beiden Kugelpunkte 4 und B, welche auf dem zur Bildebene =
normalen Kugeldurchmesser liegen. Man kann sich dabei die Kugel in der Richtung
der Sehstrahlen p so lange verschoben denken, bis ihr Mittelpunkt O in der Zeichen-
ebene x liegt, Der Kreis iiber der kleinen Achse der Ellipse u®ist dann der Aquatorkreis
dieser Kugel »; die Endpunkte 4, B des zu # normalen Kugeldurchmessers sollen als
ihr Nord- und Siidpol bezeichnet werden. Die moglichen Projektionen gehéren dann
zu einer der beiden, diese Pole mit den Brennpunkten von u® verbindenden, (reellen)
Projektionsrichtungen

(4) p=[4 F\]=[BF,] oder p=[4F,]=[BF],

deren Lage gegen dic Bildebene = damit vollkommen bestimmt ist. Nur bei Betrachtung
in einer dieser Richtungen p (mit unendlich fernem Auge) erscheint die Kugel auf der
Bildebene » als Ellipse von der besonderen Gestalt u2.

Ubrigens ist auch die genaue Lage des in Fig. 148 dargestellten Raumobjekts [Dreibein
(0,X, Y, Z)] gegen die Bildebene n beim SchnellriBverfahren von vornherein unbekannt.
Maun kénnte dicse Lage nun leicht ermitteln, indem man in dergefundenen Sehrichtung p
die Bilder X, Y*, Z* der Ecken X, ¥, Z des Dreibeins auf die genannte Kugel » (Mittel-
punkt O) zuriickfiihrt und die entstehenden sechs Punkte zu orthogonal-normierten
Dreibeinen (0, X, ¥, Z) zusammenfaBt. Nach den Ergebnissen von 88. gibt es dafiir
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genau zwei Mdglichkeiten. Die beiden entstehenden Dreibeine (0,X,,Y,,Z,;) und
(0,X,, Yy, Z,) sind zueinander beziiglich der zu p normalen Ebene ¢ (Ebene des wahren
Kugelumrisses « fiir die Sehrichtung p) symmetrisch. Wegen der beiden Moglichkeiten

des Sehstrahls p existieren also (wenn man O = 0% annimmt) insgesamt vier mogliche
rdumliche Lagen des Dreibeins (0,X, Y, Z) welche dus ebene Dreibein (0%, X%, Y, Z%) als
Parallelprojektion (SchnellriB) besitzen.

Bemerkung 2: Sonderfall des orthogonalen Schnellrisses. Nach dem
Ergebnis von Bem. 1 steht der Projektionsstrahl p des Schnellrisses dann und nur dann
auf der Bildebene n normal (ist der Schnellri genau dann eine orthogonale Azonometrie),
wenn in Fig. 148 die beiden Brennpunkte F,, F, der Ellipse des Kugelumrisses »® mit
0% identisch sind, d. h, wenn der Kugelumrif u® ein Kreis ist. Dieser Fall tritt in Fig. 148
und ihrer Wiederholung in Fig. 149 genau dann ein, wenn die auf den Seiten p,,q,, 74,45
des Rhombus R* liegenden Umrifpunkte U, Vi, ULV die FuBpunkte der aus 0°
gefillten Lote sind; wegen der vorhandenen Symmetrien beziiglich der Rhombus-
diagonalen £ und 7 geniigt es, daB z.B. [0%, U}] zu p, normal ist.

Man kann dieser Bedingung nach E.J. NYsTROM auch eine einfache analytische
Gestalt geben. Bezeichnet man némlich in Fig. 149 mit w = <X (p'p"") den spitzen
Winkel der beiden Einschneiderichtungen p’ und p’’, mit ¢ = < (2'p’) den spitzen

q, oS —
X3 d(gosw —cos¥-cosy) x*
U

s j

_ Ny

u

X

Fig. 149. Ermittlung der NYsTROMschen Bedingung fiir orthogonale Schnellrisse
(Projektionsrichtung p zur Bildebene normal)
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Winkel der Richtungen «' und p’ und mit y = < (2"’ p"’) den spitzen Winkel der Rich-
tungen 2’ und p’/, so lautet die NysTROMsche Bedingung fir orthogonale Schnellrisse

(5) COS w = COS @ COoS Y.

Man kann diese Formel leicht geometrisch gewinnen. Einfacher 1st es, sich zu ihrem
Beweis der Hilfsmittel der analytischen Geometrie zu bedienen. Legt man durch 0*
eine horizontale X *- Achse und eine vertikale Y *- Achse,sind ferner m, = 0*0’,m, = 0*0"’
die Abstinde der Punkte O’ und 0"’ von O® und ist schlieBlich d = 0’ U; der gemeinsame
Radius der Kreise «, und «,’, dann haben (Fig. 149) der Grundrif U, der Aufrif U.’
und der Schnellrif U® des Punktes U, des Kugelumrisses u die in der folgenden Tafel
angegebenen Koordinaten:

X* Y*
U, d —m,
U’ | —mysinw+d-cosgcos (w—g) My €08 w—d- cos g sin (w—g)
lipd d d: (cos w—cos @ cosy)

Im Falle eines orthogonalen Schnellrisses liegt US auf der X *-Achse; das ist dann und
nur dann der Fall, wenn cos w—cos ¢ cos y =0 ist, also (5) gilt. W.z.b.w.

Der Vorteil eines solchen orthogonalen Schnellrisses (Fig. 150) liegt vor allem darin,
daB der SchnellriB u® der Kugel ein Kreis ist. Dieser Kreis u? ist dem Rhombus R* der
Einschneidetangenten p,,q,,ps, ¢, eingeschrieben. Man erkennt, daB die Kreise u®,u,
und u; alle den gleichen Radius d besitzen, der gleich dem Radius r der dargestellten
Kugel (r =d) ist. Natiirlich wiirde sich auch im Kreuzrif als Kugelumriff ein Kreis u,
vom gleichen Radius r =d ergeben.

Man kann nach beliebiger Wahl der beiden Einschneiderichtungen p’ und »"' und
des Grundrisses z’,y’ der z- und y-Achse stete den AufriB y'’,2'’ der y- und 2-Achse so
bestimmen, daB der zugehorige Schnellri$ orthogonal wird. Dievier Punkte (0%,0’, U}, U?)
miissen dann ein Rechteck bilden. Nach beliebiger Wahl von O’ auf der durch 0%
laufenden Geraden p’”’ kann dann namlich der Punkt U auf '’ (zweideutig!) als
Schnittpunkt der zu p’’ parallelen Einschneidegeraden durch U] mit dem Kreis um 0"
vom Radius y, konstruiert werden. Damit sind auch y”’ und 2’ gefunden. Der dabei
entstehende SchnellriB ist orthogonal; der Kugelumri$ u® ist ein zu den UmriBkreisen
u, und u,” der Kugel kongruenter Kreis vom Radius r=d.

Bemerkung 3: Das Verfahren von NYSTROM zur Ermittlung des Schnellumrisses u°
einer Kugel setzt voraus, daB der zum SchnellriB gehérige GrundriB und Aufri} gleicke
Mapstibe besitzen, Nur dann ist nimlich das von.den vier Geraden {p,¢:; Ps,qs)
gebildete Parallelogramm ein Rhombus R? und seine Diagonalen £,7 sind die Haupt-
achsen der UmriBellipse «® der Kugel.

Wenn dagegen der Grund- und Aufriff in verschiedenen Mapstiben gezeichnet sind,
haben die Kreise u, und u, verschiedene Radien und ihre zu p’ und p’’ parallelen
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Tangenten p,,q,; P3,qs bilden ein allgemeines Parallelogramm P, Man iiberlegt sich
dann mittels obiger SchluBkette leicht, daB jefzt die Diagonalen &,7 des Parallelogramms
konjugierte Durchmesser der Umrifellipse u® sind. Bei der Ermittlung des auf p, lie-
genden UmriBpunktes U? (Beriihrpunkt von p, mit der UmriBellipse #*) kann wieder

g

P v

o

Fig. 150. Einrichtung eines orthogonalen Schnellrisses, wenn die beiden Einschneiderichtungen p’, p”*
und der GrundriB (O’, X', Y’, Z’) des Achsenkreuzes (0, X, Y, Z) gegeben sind.

das NysTrROMsche Verfahren angewandt werden; man muB jetzt nur bei der Ermittlung
von U, aus U, die Mapstabinderung beim Ubertragen der Ordinate y, von U, von y'
nach y’’ beachten. Die Lingen a,b der halben, auf den Diagonalen & und 7 von P*
liegenden, konjugierten Durchmesser kann man sodann durch affine Ubertragung der
alten Ermittlung der Halbachsen gewinnen. Hat in einem auf die Geraden & und %
gestiitzten affinen Koordinatensystem der Umrifipunkt U: die affinen Koordinaten
U =(&,,7,) und haben die Schnittpunkte R und S der Tangente p, mit & und 7 die
affinen Koordinaten R = (£g,0) sowie S = (0,75) dann gilt wieder

(6) a*=§16p,  B*=ms-

Damit sind die Lingen a und b der beiden konjugierten. Halbmesser auf & und 5 gewonnen
und die Umriellipse u* kann in bekannter Weise (RyTzsche Achsenkonstruktion)
gezeichnet werden.
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Algebraische Kurven und Flichen

53. Algebraische Kurven in der Ebene

Die (reellen oder komplexen) Punkte P(z, y) der Ebene, deren carte-
sische Koordinaten einer algebraischen Gleichung

M) fe,9) = Sa,ay =0

mit reellen konstanten Vorzahlen g, und ganzen positiven Exponenten +%
und % (einschlieBlich der Null) geniigen, bilden in der (z, y)-Ebene eine
reelle algebraische Kurve c,. Der Grolltwert der Exponentensummen : + k,
die dabei in den einzelnen Gliedern a;; xiy* mit @;+ 0 vorkommen, d. h.
Max (i + k) = », heillt die Ordnung der algebraischen Kurve c,,. Die Ordnung n
von ¢, ist gegeniiber affinen Abbildungen (7.5), insbesondere Bewegungen,
invariant: sie ist daher auch unabhéingig von der Wahl des Koordinaten-
systems.

Eine reelle algebraische Kurve braucht keine reellen Punkte zu enthalten,
wie man am Beispiel des Kreises 2 4+ 3> + 1 =0 (Mitte = Nullpunkt,
Radius r = l/'— 1) sieht. Eine solche ,,reelle’ algebraische Kurve, deren
Punkte simtlich komplex sind, heillt eine nullteilige algebraische Kurve.

Jede reelle algebraische Kurve enthilt neben jedem komplexen Punkt P (z, y)

von selbst auch den konjugiert komplexen Punkt P (z, y), dessen Koordinaten
(7, y) zu denen von P(z, y) konjugiert komplex sind.

Es ist zweckméBig, sich auch bei der Entwicklung der Theorie der ebenen
algebraischen Kurven, von der hier nur ein kurzer Uberblick gegeben
werden kann, auf den Standpunkt der projektiven Geometrie zu stellen
und die Ebene durch Hinzunahme der Fernpunkte ihrer Geraden zur
projektiven Ebene 7 zu erweitern. Der Inbegriff der Fernpunkte von & wird
als die Ferngerade von 7 bezeichnet. Analytisch geschieht diese Erweiterung,
indem man von den gewéhnlichen (inhomogenen) cartesischen Koordinaten
(#, y) der Ebene zu den homogenen cartesischen Koordinaten (x,:z;:z,)
ibergeht, wobei gilt
2 z=2, y=

Ty

Z2
x_o .
Fiir eigentliche Punkte P(z, y) ist dann

(3) Ty xyixg = l:2:Y,
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fiir Fernpunkte, festgelegt durch die Richtung eines Vektors r = (z, y), gilt
(4) g2ty =0:2:y.

Die lineare Gleichung einer Geraden
(5) g+ uyx +uy=20
der projektiven Ebene 7 nimmt dann in homogenen Koordinaten die lineare
homogene Gestalt
(6) U Xy + Uy Ty - U Ty =0
an. Die lineare Gleichung der Ferngeraden lautet
(7 z, = 0.

Die Gleichung der algebraischen Kurve n-ter Ordnung (1) nimmt in homo-
genen Koordinaten die in z,, z;, z; homogene Gestalt

(8) f(xo,xl,xz)zi‘,_‘;aikxg—i—kx;‘xgzo

an, in der alle auftretenden Glieder denselben Grad n aufweisen.

Die reelle algebraische Kurve n.Ordnung c, hei3t zerfallend (reduzibel)
oder nicht zerfallend (irreduzibel), je nachdem das reelle Polynom n. Grades
f{z, y) in (1) bzw. die reelle terniire Form n. Grades f(z,, z,, ,) in (8) in ein
Produkt von (reellen oder komplexen) Polynomen bzw. Formen niedrigeren
Grades zerfillt werden konnen oder nicht. Ist etwa

9) fa, y) = fi(z, y) - folz, ) - - - fo (2, )

und sind die Grade dieser Polynome n bzw. n,, n,, ..., n,, so zerfillt die
reelle algebraische Kurve

(10) flz,y) =0

der Ordnung = in die 7 (reellen oder komplexen) algebraischen Teilkurven

(11) fl(x: y)=0» fz(x, =0, ..., f,(x, y)=0

der Ordnungen %4, n,, . ..,n,, wobei

(12) n=mn;+n+...4+n,

ist, d. h. die Summe der Ordnungen der Teilkurven ist gleich der Ordnung n
der Gesamtkurve c,,.

Die Ordnung n einer reellen algebraischen Kurve ¢, mit der Gleichung (1)
hat eine einfache geometrische Bedeutung: Sie gibt die Anzahl der Schnitt-
punkte der algebraischen Kurve c, mit einer beliebigen (reellen oder komplexen )
Geraden g mit der Gleichung
(13) y=az+p
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(x, B beliebige reelle oder komplexe Konstanten) an. Dabei ist voraus-
gesetzt, daB die Gerade g kein (einfacher oder mehrfacher) Bestandteil der
Kurve c,, ist; andernfalls zerfillt ¢, in die einfache oder k-fache Gerade g
und in eine Restkurve ¢, , bzw.c,_, der Ordnung n — 1 bzw. n—k, wobei
¢, alle Punkte von g einfach bzw. k-fach enthilt.

Zur Bestimmung der dbszissen x der Schnittpunkte P(z, y) der Geraden
(13) mit der (reellen) algebraischen Kurve (1) hat man die algebraische
Gleichung n-ten Grades

(14) f@az+p=Za,z@z+pf =0

23
nach z aufzulosen, die nach dem Fundamentalsatz der Algebra
genau n Wurzeln z,, z,, . . ., x, besitzt. Diese Abszissen liefern genau =
Schnittpunkte
(15) Pz, y,=0az,+ ) 1=12,...,n

der algebraischen Kurve ¢, mit der Geraden g (Fig. 151).

Diese Schnittpunkte brauchen dabei keineswegs alle reell zu sein. Ein
Teil von ihnen, oder sogar alle, konnen komplexe Punkte, d. h. Punkte
mit komplexen Koordinaten sein.
Ist die Schnittgerade {(13) jedoch
reell (d. h. « und § reell), dann ist
mit jedem komplexen Punkt P (z,y)
auch der konjugiert komplexe

Punkt P(z,y), d. h. der Punkt
mit den konjugiert komplexen
Koordinaten, ein Schnittpunkt. x
Einzelne Schnittpunkte kénnen Fig. 51. Schnittpunkte einer Geraden g mit
auch zusa,mmenfa,llen, nidmlich elner ebenen algebraischen Kurve 5. Ordnung c;
dann, wenn die Gerade g die Kurve
berithrt oder durch einen mehrfachen Punkt (Doppelpunkt, dreifachen
Punkt usw.) der Kurve geht. Die Schnittpunkte miissen auch nicht alle
eigentlich sein, sie kdnnen vielmehr fiir besondere Lagen von g, fir die
sich der Grad von (14) erniedrigt, auch (einfach oder mehrfach) in den
Fernpunkt der Geraden g fallen. Ist g z. B. eine Asymptote von c,, so be-
rithrt sie ¢, zweipunktig in ihrem Fernpunkt. Eine Wendeasymptote g be-
rithrt ¢, in ithrem Fernpunkte sogar dreipunktig. Insgesamt folgt

Satz 1: Die Ordnung n einer ebenen (reellen) algebraischen Kurve c, ist
gleich der Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen (reellen oder kom-
plexen) Geraden g. Die Schnittpunkie konnen reell oder komplex, eigentlich
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oder uneigentlich, einfach oder mehrfach sein. Mehrfache Schnittpunkte sind
entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit zu zihlen.

Daraus folgt, wieder nach dem Fundamentalsatz der Algebral),

Satz 2: Hat eine Gerade g mit einer ebenen algebraischen Kurve c, der
Ordnung n mehr als n Punkte gemeinsam, so muf sie unendlich viele Punkte
mit der Kurve gemeinsam haben. Die Gerade g gehort dann ganz der ¢, an,
ste ist ein Bestandteil von thr. Die Kurve c, zerfdllt dann in die Gerade g
(algebraische Kurve 1. Ordnung) und eine algebraische Restkurve c, , der
Ordnung n — 1.

Beispiel1: Ein Kegelschnitt, d. h. eine ebene algebraische Kurve zweiter
Ordnung ¢, mit der Gleichung
(16) g+ (8102 + 8 Y) + (802 + 4y 2Y + 6 ¥?) =0,

ist durch 5 verschiedene Punkte P,,...,Ps der Ebene eindeutig bestimmt, sofern
keine 4 Punkte auf einer Geraden liegen. Liegen davon 3 Punkte, z. B. dic Punkte
P,, P,, P, auf einer Geraden g, dann gehdrt diese Gerade ganz dem Kegelschnitt
an. Die Restkurve ist eine Kurve erster Ordnung, d.h. eine zweite Gerade g,,
nimlich die Gerade durch P, und P;. Der Kegelschnitt ¢, zerfillt dann also in
zwei Geraden ¢, und g, (Fig. 152).

In der Gleichung (1) einer allgemeinen algebraischen Kurve ¢, kommen
s=14+2+3+4+.--+(n+1)= % {n + 1) (» + 2) reelleVorzahlen vor,

von denen aber nur
A %/91 (17 s”=s—1=%n(n+3)
/"3/ D wesentlich sind. Daraus folgt der
Satz 3: Durch s, = % n(n + 3) reelle

A Punkte kann stets eine reelle algebraische
Kurve n. Ordnung c, gelegt werden, die im

% allgemeinen durch diese Punkte eindeutig be-

Fig. 152. Fiinf Punkte bestim- stimmt ist.
men einen Kegelschnitt. Liegen

dref davon auf einer Geraden, so Beispiel 2: Ein Kegelschnitt ¢, ist daher, wie
zertallt deéegzz‘:s‘;z:m o el pen erwihnt, durch s, = 5 Punkte allgemeiner

P Lage, eine algebraische Kurve 3. Ordnung ¢, ist
durch s; = 9 Punkte allgemeiner Lage, eine algebraische Kurve 4. Ordnung ¢, ist
durch s; = 14 Punkte allgemeiner Lage eindeutig bestimmt.

Projiziert man eine ebene algebraische Kurve ¢, die mit einer (beliebi-
gen) Geraden g genau n Schnittpunkte gemeinsam hat, durch Parallel-

1) Vgl. dazu K. STrRUBECKER, Einfilhrung in die héhere Mathematik, Band I
(Grundlagen) Nr. 48, 2. Aufl., Miinchen 1966.
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oder Zentralprojektion aus einem nicht der Kurvenebene 7 angehérenden
(uneigentlichen oder eigentlichen) Punkte O in eine andere Ebene ', so geht
die algebraische Kurve c, in eine Bildkurve c,, die Gerade g in eine
Bildgerade ¢’ iiber. Den n Schnittpunkten von ¢, und g entsprechen
dann n Schnittpunkte von c, und g’ (wobei ein eigentlicher Schnittpunkt
in einen uneigentlichen verwandelt werden kann und umgekehrt). Darans
folgt aber nach den Lehren der Funktionentheorie, daB ¢, gleichfalls eine
algebraische Kurve n-ter Ordnung ist. Also gilt

Satz 4: Der Parallelrif und der Zentralrif8 einer ebenen algebraischen
Kurve n-ter Ordnung ist wieder eine algebraische Kurve gleicher Ordnung.
Die Ordnung einer ebenen algebraischen Kurve ist also gegen Parallelprojektion
und gegen Zentralprojektion invariant.

Fiir die Anzahl der Doppelpunkte einer irreduziblen, d. h. nicht zerfallen-
den algebraischen Kurve n-ter Ordnung ¢, der projektiven Ebene gilt der

Satz von Mac-Laurin (1720): Eine irreduzible ebene algebraische Kurve
n-ter Ordnung c,, der projektiven Ebene hat hichstens d, = %{t@ Doppel-
punkte. Dieser Satz qilt, wenn mehrfache Punkte vorhanden sind, mit der
MapBgabe, daf ein s-facher Punkt dabei d,,:’(s;l)
lent ist.

Doppelpunkten dquiva-

Hat eine c, mehr als d, Doppelpunkte, so muf sie in Kurven niederer
Ordnung zerfallen, wobei die Summe der Ordnungen der Teilkurven gleich n ist.

Beispiel 8: Fiir » = 2 ist dy = 0. Ein nicht zerfallender Kegelschnitt hat keinen
Doppel punkt.

Beispiel 4: Fiir n = 3 ist dy = 1. Eine nicht zerfallende algebraische Kurve 3. Ord-

nung hat hichstens einen Doppelpunkt. Bei 2 Doppelpunkten zerfillt sie in einen Kegel-
schnitt und eine Gerade, bei 3 Doppelpunkten in 3 Geraden.

Fig. 153a zeigt eine nicht zerfallende algebraische Kurve 3. Ordnung ohne Doppel-
punkt. Ihre Gleichung ist
(18) (22 + -1y +4i=0,
wobei 4 eine beliebige reelle Konstante ist (fiir die gezeichnete Kurve ist 2 = — 1/10).
Die z-Achse (y = 0) ist eine Wendeasymptote der Kurve.

Fig. 153b zeigt eine nicht zerfallende algebraische Kurve 3. Ordnung mit einem
Doppeipunkt D. Sie hat die Parameterdarstellung

r—1 #
[ x_t2+1+;"t=+1’

2t

CESE

(19) A = reell, konstant,
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woraus durch Elimination des Parameters ¢ die parameterfreie Darstellung
(20) (z’+y’—l)y+l{%y’+(z+2)y2—2(x+1)}=0

folgt. Fiir die gezeichnete Kurve ist A = 1/10 gewiahlt. Die z-Achse (y = 0) ist
eine Asymptote der Kurve.

c) d)
Iig. 153, Ebene algebraische Kurven 3. Ordnung
a) ohne Doppelpunkt, b) mit einem Doppelpunkt.
¢} ebene algebraische Kurve 3. Ordnung mit 2 Doppelpunkten, die in einen Kreis und
eine Gerade zerfillt,

ebene algebraische Kurve 3. Ordnung mit 3 Doppelpunkten, die in drei Geraden zer-
1411t

Fiir den Wert 4 = 0 erhilt man aus (18) und (20) die algebraische Kurve 3. Ord-
nung
21) (2+y:—-1)y=0,
die in einen Kegelschnilt (Kreis 22 + y2 — 1 = 0) und in eine Gerade (y = 0) zerfdllt
(Fig. 153¢). Sie hat zwei Doppelpunkte, nimlich die beiden Schnittpunkte D, D,
des Kreises und der Geraden. Umgekehrt kann man die nicht zerfallenden algebra-
ischen Kurven in Fig. 153a und Fig. 153b aus der zerfallenden in Fig. 153¢ dadurch

gewinnen, dafl man durch eine geringe Abwandlung des Kurvenverlaufes den einen
oder beide Doppelpunkte ,,auflost‘.

d
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Fig. 153d schlieBlich zeigt eine algebraische Kurve 3. Ordnung mit drei Doppel-
punkten mit der Gleichung
(22) zy(z+y—-1=0,
die in drei Geraden mit. den Gleichungen r =0, y =0 und 7 + y — 1 = 0 zerfallt.

Beisplel 8: n = 4. Nach dem Satz von MAc-LAURIN ist dann d, = 8. Eine nicht
zerfallende algebraische Kurve 4. Ordnung hat hichstens 3 Doppel punkte.

Fir die Anzahl der Schnittpunkte zweier nicht zerfallender ebener
algebraischer Kurven gilt, wie die Algebra lehrt, der nach Erienne Bezout
(1730—1783, Paris) benannte

Satz von Bezout (1764): Zwes nicht zerfallende ebene algebraische Kurven
¢, und c, von m-ter bzw. n-ter Ordnung haben genau m-n Schnittpunkte.
Die Schnittpunkte kinnen dabes eigentlich oder uneigentlich, reell oder komplezx,
einfach oder mehrfach sein. Mehrfache Schnittpunkte sind entsprechend threr
Vielfachheil zu zihlen.

Daraus folgt wieder

Satz 5: Haben die beiden ebenen algebraischen Kurven c, und c, mehr
als m-n Schnittpunkte, so haben sie unendlich viele Schnittpunkte. Dieser
Fall tritt nur ein, wenn entweder die beiden Kurven iiberhaupt identisch.
sind, oder wenn wenigstens etne von ihnen zerfdallt und eine threr Teilkurven
ganz der anderen Kurve angehort.

e

39:
2 %

9

b)

Fig. 154. a) Zwel nicht ldentische Kegelschnitte haben vier Schnittpunkte.
b) Existleren mehr als vier Schnittpunkte, so zerfallen die beiden Kegelschnitte in zwef
Geradenpsaare (g,, g,), (0s, 9} mit einer gemeinsamen Tellgeraden g, = g,

Beispiel 6: Zwei Kegelschnitte schneiden sich in 2:2=4 Punkten (Fig. 154a).
Haben sie 5 Punkte gemeinsam, dann sind sie entweder identisch oder beide zerfallen
in je 2 Geraden g,, g, bzw. g;, g,, wobei etwa g, mit g, zusammenfillt (Fig. 1564b).

Beispiel 7: Ein nicht zerfallender Kegelschnitt ¢, und eine ebene algebraische Kurve
¢, der Ordnung vier schneiden sich wegen 2-4 = 8 in acht Punkien. Haben sie 9
Punkte gemeinsam, dann ist die ¢, ein Teil der ¢,, d. h. die ¢, zerfillt in den Kegel-
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schnitt ¢, und eine Restkurve, die ein zweiter (irreduzibler oder reduzibler) Kegel-
schnitt c; ist.

Beispiel 8: Nach dem Satz von MaAc-LAURIN hat eine nicht zerfallende algebraische
Kurve 4. Ordnung hochstens drei Doppelpunkte.

Eine algebraische Kurve 4. Ordnung mit vier Doppelpunkten zerfdllt daher, und zwar
in zwet Kegelschnitte (Fig. 155a); denn ein beliebiger finfter Punkt P bestimmt zu-

Fig. 155. Zerfallende ebene algebraische Kurven 4. Ordnung mit

a) genau 4 Doppelpunkten,
b) genau 5 Doppelpunkten (Kegelschnitt und Geradenpaar),
c) genau 6 Doppelpunkten (zwel Geradenpaare)

sammen mit den vier Doppelpunkten eindeutig einen Kegelschnitt ¢,, der mit der
Kurve ¢, insgesamt neun Punkte gemeinsam hat, nimlich den Punkt P und die vier
doppeltziéhlenden Doppelpunkte. Daher ist der Kegelschnitt ¢, eine Teilkurve der ¢,.

Be® #iinf Doppelpunkten ist das Zerfallsprodukt ein Kegelschnitt und zwei Geraden
(Fig. 155b), bei sechs Doppelpunkten sind es vier Geraden (Fig. 155¢).

54. Algebraische Flichen im Raum

Die (reellen oder komplexen) Raumpunkte P(z, y, z), deren (inhomo-
gene) cartesische Koordinaten einer algebraischen Gleichung

(1) f(x’ Y, z) = iyzk Qi x’y’z" =0

mit reellen konstanten Vorzahlen a,,, und ganzen positiven Exponenten
i, j, k& (einschlieflich der Null) geniigen, bilden im Raum eine reelle alge-
braische Fliche. Der GroBtwert der Exponentensumme in den einzelnen
Gliedern a;;,+ 0, d.h. Max (i +j+ k) =n, ist die vom Koordinatensystem
wieder unabhingige Ordnung der algebraischen Flache @,.

Eine reelle algebraische Fliche (1) muB nicht unbedingt reelle Punkte
enthalten. So ist z.B. die Fliche 2.Ordnung 22 + 32 4+ 224+ 1=0
(nullteilige Kugel vom Radius r = V— 1 mit dem Nullpunkt als reellem
Mittelpunkt) eine reelle algebraische Fliche, die keinen reellen Punkt
ragt.
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Belspiel 1: Eine reelle algebraische Fliche 2. Ordnung @, wird von allen (reellen
und komplexen) Punkten P(z, y, 2) gebildet, deren Koordinaten einer reellen
Gleichung der Form

Gooo + (G100 2 + Goro ¥ + Gon 2) +

2
) + (8200 2% + Gpoo Y + oo 22 + Go Y2 + Gy 27 + Gy 2Y) =0

geniigen.

Die algebraische Fliche n. Ordnung (1) heilt zerfallend (reduzibel) oder
nicht zerfallend (irreduzibel), je nachdem das Polynom n. Grades f(z, y, 2)
in (1) in ein Produkt von Polynomen niedrigeren Grades zerfillt werden
kann oder nicht. Ist etwa

(3) j(x, Y, 2) = fl(x, Y, z) ) fz(x, Y z) e jr(x» Y, Z),

und sind die Grade dieser (reellen oder komplexen) Polynome = bzw.
7y, Ny, . . .,M,, 80 zerfdllt die algebraische Fliche (1) der Ordnung = in
die r (reellen oder komplexen) algebraischen Teilflichen

4 hiz,y.2)=0, f(z,9,2)=0, ..., f(2,9,2=0
der Ordnungen n,,n,, . ..,n,, wobei wieder

(5) n=mn+n+...+mn

ist.

Die Ordnung n einer reellen algebraischen Fliche @, der Gleichung (1)
hat eine einfache geometrische Bedeutung.

Schneidet man die reelle algebraische Fliche @, mit einer beliebigen
reellen oder komplexen Geraden g, dargestellt durch das Gleichungspaar

y=oaz+f

(6)
‘ z=yx-{—6,

(x, B, v, 6 beliebige reelle oder komplexe Konstanten), so erhilt man die
z-Koordinaten der Schnittpunkte aus der algebraischen Gleichung n-ten
Grades
(0 ,%%mﬁmx+wa+mh=m

1

Diese hat aber, algebraisch gezihlt, genau n Wurzeln, denen » Schnitt-
punkte entsprechen. Es folgt

Satz 1: Eine beliebige (reelle oder komplexe) Gerade im Rawm schneidet
eine reelle algebraische Fliche n-ter Ordnung, algebraisch gezihlt, in genau n
Schnittpunkten. Die Schnittpunkte kinnen dabei wieder reell oder komplex,
einfach oder mehrfach, eigentlich oder uneigentlich (unendlichfern) sein.
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Schneidet eine reelle Gerade die reelle Fliche in einem komplexen Punkt P,
dann enthiilt sie auch den dazu konjugiert komplexen Flichenpunkt P,

Um die unendlichfernen Punkte der Fliche analytisch zu erfassen, muB
man wieder von den inhomogenen Koordinaten (z, y,2) zu homogenen
Koordinaten (xy:2,:2y:%;) = (1:2:y:2) iibergehen. Die Gleichung z,= 0
kennzeichnet dann den Inbegriff der Fernpunkte des Raumes, die soge-
nannte Fernebene, welche den eigentlichen Punktraum zu dem projek-
tiwven Raum erginzt.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt weiter

Satz 2: Hat eine (reelle oder komplexe) Gerade g mit einer algebraischen
Fliche n-ter Ordnung mehr als n Punkte gemeinsam, so hat sie mit ihr alle
thre Punkte gemeinsam; sie gehort dann ganz dieser Fliche an.

Beisplel 2: Ein Drehzylinder
(8) 22+ y2—r2=10

vom Radius r > 0 ist eine Fliche 2. Ordnung und wird daher von einer reellen Ge-
raden gin n = 2 Punkten geschnitten. Diese Punkte konnen, je nach der Lage
der Geraden, reell-verschieden, reell-zusammenfallend oder konjugiert-komplex sein,
oder schlieBlich, wie das z. B. bei der Drehachse (2 =0, y = 0) zutrifft, in dem
(doppeltzihlenden) unendlich fernen Scheitel des Drehzylinders (8), d.h. im Fern-
punkt der z-Achse zusammenfallen. Hat die Gerade g, wie das z. B. bei der Geraden
(z = r, y = 0) zutrifft, mit dem Drehzylinder (8) mehr als zwei Punkte gemeinsam,
80 liegt sie ganz auf ihm und ist eine Erzeugende (Mantellinie) der Fliche.

Aus Satz 1 folgt unmittelbar

Satz 3: Eine (nicht zerfallende) reelle algebraische Fliche @, der Ordnung
n wird von jeder Ebene € in einer ebenen algebraischen Kurve n. Ordnung c,
geschnitten. (Zerfillt @,, so kann die Ebene ¢ ein Bestandteil von D, sein.)

Jede beliebige Gerade g von ¢ trifft ndmlich, wenn sie nicht ganz auf
@, liegt, den Schnitt von @, und ¢ in genau n (reellen oder komplexen,
eigentlichen oder uneigentlichen, einfachen oder mehrfachen) Punkten.

Umgekehrt gilt

Satz 4: Eine algebraische Fliche @, welche von einer (einzigen) Ebene

(insgesamt) in einer ebenen algebraischen Kurve n.Ordnung c, geschnitten
wird, besitzt die Ordnung n.

Daraus folgt sofort der

Satz §: Besitzt eine reelle ebene algebraische Kurve c, der Ordnung n eine
Symmetrieachse a, so erzeugt sie bei Drehung um a eine reelle algebraische
Drehfliche @, der gleichen Ordnung n.

7311 Strubecker, Geometrie 14
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Beweis: Die Ebene von ¢, und jede andere (die Drehachse a enthaltende) Meridian-
ebene ¢ schneiden die Drehfliche in einer zu ¢, kongruenten algebraischen Meridian-
kurve n. Ordnung.

Allgemeiner folgt

Satz 6: Ist die reelle algebraische Meridiankurve c, beziiglich der reellen
Drehachse a nicht symmetrisch, so erzeugt sie bes Drehung um a eine reelle
algebraische Drehfliche @, der Ordnung 2n.

Beweis: Der Halbmeridian c,, bildet zusammen mit seinem Spiegelbild ¢;, an a den
(beziiglich @ symmetrischen) Vollmeridian 2n-ter Ordnung der algebraischen Dreh-
fliche, deren Ordnung daher nach Satz 4 gleichfalls 27 ist.

Daraus folgt als Beispiel

Satz 7: Durch Drehung eines Kegelschnittes c, um eine seiner Haupt-
achsen entsteht stets eine algebraische Drehfliche 2. Ordnung. Umgekehrt
kann jede algebraische Drehfliche 2. Ordnung auf diese Weise erzeugt werden.

Beweis der Umkehrung: Jeder Meridianschnitt der Drehfldche @, muB nimlich
ein Kegelschnitt sein, der (weil die Ordnung der Fliche 2 ist) die Drehachse als Symme-
trieachse (Hauptachse) besitzt.

Beispiel 8: Durch Drehung eines Kreigses um eine in der Kreisebene gelegene Achse,
die den Kreismittelpunkt nicht enthilt, entsteht eine Ringfldche oder ein Torus.
Die Ringfliche ist eine algebraische Fliche 4. Ordnung.

Als Schnitt ( Durchdringungskurve) zweier reeller algebraischer Flichen
entsteht eine reelle algebraische Raumkurve k. Unter ihrer Ordnung versteht
man die (algebraisch gezihlte) Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer be-
liebigen Ebene. Diese Schnittpunkte kénnen dabei wieder reell oder kom-
plex, eigentlich oder uneigentlich, einfach oder mehrfach sein. Sind die bei-
den reellen algebraischen Flichen @,, und @,, deren Schnittgebilde die
Raumkurve k ist, von m-ter bzw. n-ter Ordnung, so werden sie von einer
beliebigen Ebene ¢ in einer ebenen algebraischen Kurve ¢, bzw. c,
der Ordnung m bzw. n geschnitten. Diese Kurven schneiden sich, al-
gebraisch gezihlt, nach dem Satz von B£zouT in genau m - n Schnittpunkten,
welche beiden Flichen @,, und @, und somit auch ihrer Durchdringungs-
kurve k angehdren. Daraus folgt

Satz 8; Eine reelle algebraische Fliche m-ter Ordnung @D,, und eine reelle
algebraische Fliche n-ter Ordnung @, schneiden sich in einer reellen alge-
braischen Rawmkurve (mn)-ter Ordnung k,,,.

Trifft eine besondere Schnittebene ¢ die Raumkurve k,,, in mehr als
mn Punkten, so ist dies nur dadurch méglich, da8 die Raumkurve k ent-
weder ganz in dieser Ebene o liegt, also eine ebene algebraische Kurve
in ¢ ist, oder daB eine oder mehrere algebraische Teilkurven der Raumkurve
k in dieser Ebene o liegen. Die Raumkurve k zerfillt dann in diese ebenen
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algebraischen Teilkurven und in eine gewisse algebraische Restkurve &'

Wir erwihnen schlieBlich noch den

Satz 9: Beriihren sich zwes algebraische (allgemeiner: 2wes stetig gekriimmie )
Flichen @ und'¥V in einem Punkte P, dann hat ihre Durchdringungskurve k
im Berithrungspunkt P einen Doppelpunkt.

Durchdringen sich dabei die beiden Flichen in der Umgebung des Be-
rihrungspunktes P in zwei reellen Kurvenziigen, dann durchléuft ihre
Durchdringungskurve % den Doppelpunkt P in zwei reell verschiedenen
Richtungen (Doppelpunktstangenten) oder in zwei zusammenfallenden
Richtungen (Riickkehriangente). Findet jedoch in P nur eine Beriihrung
ohne reelle Durchdringung der Flichen @ und ¥ statt, dann ist der Beriih-
rungspunkt ein FEinstedlerpunkt der Durchdringungskurve k, d.h. ein
Doppelpunkt von k mit zwei konjugiert komplexen Tangentenrichtungen.

Beispiel 4 : Zwes algebraische Flichen 2. Ordnung @, und ¥, durchdringen
sich in einer algebraischen Raumkurve 4. Ordnung k, d. h. in einer Kurve,
die von einer beliebigen Ebene in 4 Punkten geschnitten wird. Die Schnatt-
kurve k, kann dabei auch in zwei oder mehr algebraische Teilkurven zer-
fallen. Dabei bestehen die folgenden wvier Zerfallsmoglichkeiten:

1. ky=k,+ky; 2. ky=lky+k +ky;

3. ky=k,+k +E +k; 4. ky=ky+k,,
wobei k,, k,, k, der Reihe nach eine Gerade, einen (nicht zerfallenden) Kegel-
schnitt und eine (nicht zerfallende) algebraische Raumkurve 3.Ordnung
bezeichnen.

Beriihren sich die beiden Flichen ®, und ¥y in zwes Punkten D; und D,,
ohne eine Erzeugende gemeinsam zu haben, dann sind diese beiden Punkte
Doppelpunkte der Durchdringungskurve k,. Uber eine solche Raumkurve
4. Ordnung mit 2 Doppelpunkten,
die keine Gerade als Teil enthilt,
1Bt sich nun die wichtige Tat-
sache feststellen, daB sie stets
in zwes Kegelschnitte zerfillt.

Beweis: Ein beliebiger Punkt P
der k, bestimmt ndmlich mit den

beiden Doppelpunkten D,, D, eine
Ebene &, die mit der Raumkurve k,,

algebraisch gezihlt, fiinf Punkte ge-
Fig. 156. Eine algebralache Raumkurve 4, Ord-

nung mit zwel Doppelpunkten D;, D, zerfallt meinsam hat (Fig. 156). Dann haben
in zwel sich in D, und D, schoeidende Kegel- aber &£ und k, unendlich viele Punkte

schnitte (k,, k7) gemeinsam, d.h. die Ebene ¢ enthilt
eine ebene Teilkurve der Raumkurve k,. Die Fliche @, (ebenso ¥,) wird aber von ¢ in
einer algebraischen Kurve 2. Ordnung geschnitten, die keine Gerade als Teil enthilt.
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so daB jene ebene Teilkurve von k, ein nicht zerfallender Kegelschnitt k, ist. Die in k,
noch enthaltene Restkurve ist dann ein zweiter nicht zerfallender Kegelschnitt ;. Er
liegt in einer zweiten Ebene ¢, die ebenso von den beiden Doppelpunkten D,, D, und
einem nicht in ¢ gelegenen weiteren Punkt Q' der k, aufgespannt wird. Diese zweite
Teilkurve k, ist der Schnitt von ¢” mit der Fliche &, (oder ¥,). Da k, und ¥, zusammen
eine (zerfallende) k, ergeben, kann die Durchdringungskurve 4. Ordnung der Flichen
@, und ¥, auBer diesen beiden keine weiteren Teilkurven besitzen. Somit folgt

Satz 10: Beriihren sich zwei algebraische Flichen 2. Ordnung, welche keine
Gerade gemeinsam haben, in zwei Punkten D), D,, so zerfillt ihre Schnitt-
kurve kg in zwei regulire Kegelschnitte ky, k;, deren Ebenen ¢, &' sich in der
Verbindungsgeraden [D,, D,] der beiden Beriihrungspunkte schneiden.

Eine algebraische Raumkurve n-ter Ordnung k, wird per definitionem
von einer Ebene ¢ in n (algebraisch gezéhlten) Punkten geschnitten. Pro-
jiziert man nun diese Raumkurve durch Parallel- oder durch Zentral-
projektion (aus einem der k, nicht angehorenden Zentrum) in eine Bild-
ebene 7, so entsteht in 7 eine ebene algebraische Kurve k,. Auch jede
zur Projektionsrichtung parallele Ebene &, bzw. auch jede durch das
Projektionszentrum gelegte Ebene ¢ schneidet die Raumkurve k, in
genau n Punkten. Der RiB einer solchen (projizierenden) Ebene ¢ in der
Bildebene 7 ist aber eine Gerade g = ¢’, die den ebenen RiB k&, der Raum-
kurve ebenfalls in # Punkten trifft. Fir den RiB k, von k, gilt daher
nach den Lehren der Funktionentheorie

Satz 11: Der Parallelrif und der Zentralrif§ einer algebraischen Raum-
kurve n-ter Ordnung ist eine ebene algebraische Kurve n-ter Ordnung.

Bemerkung 1: Ist das (eigentliche oder uneigentliche) Projektionszentrum O ein
(einfacher) Punkt der algebraischen Raumkurve n. Ordnung, so erniedrigt sich
die Ordnung der Projektion von n auf n—1 (bei Projektion aus einem Doppelpunkt O
von n auf n—2).

Bemerkung 2: Es ist méglich, daB alle aus dem (eigentlichen oder uneigentlichen)
Projektionszentrum O an die algebraische Raumkurve %, gelegten Projektionsstrahlen
Bisekanten der Kurve k, sind, d. h. die Kurve k, jeweils in zwei Punkten P; und P,
treffen. Deren Projektionen auf die Bildebene = fallen dann in denselben Punkt
P, = P, = P’zusammen. Die Projektion k’ von k, auf wist in diesem Falle eine doppelt-
iiberdeckte ebene algebraische Kurve, deren Ordnung (falls O kein Punkt von k, ist)
daher blof n/2 ist; die Kurvenordnung # mu8 in diesem Falle also eine gerade Zahl
sein.

Beispiel 5: Wie die algebraische Geometrie lehrt, kann man durch die algebraische
Schniltkurve k, vierter Ordnung zweier allgemeiner algebraischer Flichen 2. Ordnung
vier Kegel legen; drei davon kénnen Zylinder 2. Ordnung (mit elliptischem, hyper-
bolischem oder parabolischem Querschnitt) sein. Die Mantellinien dieser Kegel (Zylin-
der) sind dann Bisekanten der Raumkurve k,. Projiziert man die Raumkurve k, aus
einem dieser vier Kegelscheitel (Zylinderscheitel) auf eine belicbige Bildebene 7, so erhdlt
man einen doppeltiberdeckten Kegelschnitt.
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55. Die Drehflichen zweiter Ordnung

Aus 4. wissen wir, daB jede reelle algebraische Drehfliche 2. Ordnung
dadurch entsteht, daB man einen reellen Kegelschnitt um eine seiner
Symmetrieachsen (Hauptachsen) rotieren 1d8t.

Eine beliebige reelle Gerade g schneidet eine solche reelle algebraische
Drehfliche zweiter Ordnung in zwei (reellen oder konjugiert-komplexen,
eigentlichen oder uneigentlichen, einfachen oder zusammenfallenden) Punk-
ten. Jede reelle Ebene ¢ schneidet sie in einem reellen Kegelschnitt, ins-
besondere jede achsennormale Ebene in einem Kreis (Parallelkreis).

Jede Beriikrebene schneidet die Drehfliche in einem in zwei Geraden ey, e,
zerfallenden Kegelschnitt, die sich im Beriihrpunkt P von ¢ kreuzen.

Daraus folgt

Satz 1: Jede reelle algebratsche Drehfliche 2. Ordnung trigt zwet Scharen
von geradlinigen Erzeugenden, die entweder 1. reell getrennt oder 2. reell
zusammenfallend oder 3. konjugiert-komplex sind.

Zu diesen algebraischen Drehflichen zweiter Ordnung zihlen die
folgenden bereits behandelten Flichen:

1. Der Drehzylinder. Er wird erzeugt durch Drehung einer zur Dreh-
achse parallelen Geraden.

2. Der Drehkegel. Er wird erzeugt durch Drehung einer Geraden,
welche die Drehachse schneidet.

3. Die Kugel. Sie wird erzeugt durch Drehung eines Kreises um einen
Durchmesser als Achse.

Alle iibrigen algebraischen Drehflichen zweiter Ordnung entstehen, wie
in 4. bewiesen, dadurch, daB ein nicht zerfallender Kegelschnitt um eine
seiner Hauptachsen gedreht wird.

4. Das eifé6rmige (oder verlingerte) Drehellipsoid entsteht bei
Rotation einer Ellipse um ihre groBe Achse (Fig. 157).

5. Das linsenformige (oder abgeplattete) Drehellipsoid entsteht
bei Rotation einer Ellipse um ihre kleine Achse (Fig. 158).
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Jeder ebene Schnitt eines Drehellipsoids ist ein Kegelschnitt ohne reelle
Fernpunkte, d.h. im allgemeinen eine Ellipse, im Sonderfall, wenn die
Schnittebene zur Drehachse normal ist, ein Kreis. Parallele Ebenen
schneiden ein Drehellipsoid nach dhnlichen Ellipsen.

Ellipse
Ellipse
Hreis
\_/ e
P ds
Fig, 157, Fig. 158.
Verlangertes (efférmiges) Drehellipsoid Abgeplattetes (linsenférmiges) Drehellipsoid

6. Das zweischalige Drehhyperboloid entsteht bei Rotation einer
Hyperbel um ihre, die reellen Scheitel verbindende Hauptachse (Fig. 159).
Die Asymptoten der Meridianhyperbel beschreiben dabei einen Dreh-
kegel, der die Fliche in ihren Fernpunkten von auBlen beriihrt, den 4sym-

Hyperbe Porabel Hyperbel Parabel

]
!
i

Ellpse

Elipse
!
|
d> o

1
1

Fig. 159. Zweischaliges Drehhyperboloid Fig. 160. Einschaliges Drehhyperboloid

plotenkegel des zweischaligen Drehhyperboloids. Der ebene Schnitt der Dreh-
fliche ist dabei ein Kegelschnitt vom gleichen Typ wie jener Kegelschnitt,
den die Schnittebene aus dem Asymptotenkegel ausschneidet. Das heiBt,
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er ist eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel, je nachdem die Par-
allelebene durch die Spitze des Asymptotenkegels (= Mittelpunkt der
Fliche) den Kegel, reell gesehen, in einem Punkt oder in zwei verschie-
denen Geraden schneidet oder ihn lings einer Erzeugenden beriihrt.

7. Das einschalige Drehhyperboloid
entsteht bei Rotation einer Hyperbel um

Empse ihre Nebenachse (Fig. 160).

Der von den Asymptoten der Meridian-
hyperbel erzeugte Asymptotenkegel der Fliche
ist ein Drehkegel und beriihrt das einschalige
Drehhyperboloid im Unendlichen von innen.
Uber den Typ des Kegelschnitts, den eine

gip Ebene aus der Fliche ausschneidet, entschei-
det genau wie beim zweischaligen Drehhyper-
boloid die Parallelebene durch die Spitze des
Asgymptotenkegels. Das einschalige Drehhyperboloid trégt daher ebenfalls
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. Weitere Eigenschaften dieser Fliche
werden in 56. behandelt.

8. Das Drehparaboloid entsteht bei Rotation einer Parabel um ihre
Achse (Fig. 161). Jeder ebene Schnitt schrig zur Achse liefert einen Kegel-
schnitt ohne reelle Fempunkte, d. h. eine Ellipse (oder einen Kreis), ein zur
Achse paralleler Schnitt einen Kegelschnitt mit genau einem Fernpunkt,
d. h. eine Parabel. Alle Parabelschnitte sind sogar un*ereinander kongruent.
Das Drehparaboloid entsteht daher auch durch Schiebung zweier kon-
gruenter, gleichgestellter Parabeln in normalen Ebenen aneinander; es
ist ein Beispiel einer Schiebfléche.

Parabel

Fig. 161. Drehparaboloid

56. Das einschalige Drehhyperboloid

Gegeben sei in der AufriBebene 7, eine Hyperbel durch ihren Mittel-
punkt O und ihre Halbachsen a und b. Ihre Asymptoten sind die Geraden

durch O mit der Steigung tg o« = £+ 7‘:— , ihre Brennpunkte F,, F, haben

von O die Entfernung e = Va2 + 82, Mit Hilfe der Brennpunkte lassen
sich beliebige Hyperbelpunkte konstruieren, wobei die Kurve in der Ge-
gend der Scheitel durch die Scheitelschmiegkreise (Mittelpunkte M,, M,)
angendhert werden kann (Fig. 162).

Bei Rotation um ihre Nebenachse erzeugen die Hyperbel ein einscha-
liges Drehhyperboloid, ihre Asymptoten den zugehorigen A4symptotenkegel.
Jeder Hyperbelpunkt beschreibt dabei einen zur Drehachse normalen
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Parallelkreis. Der kleinste unter ihnen, der aus dem Scheitel hervorgeht,
ist der Kehlkreis k des Drehhyperboloids. Die durch die Drehachse ge-
legten Meridianebenen schneiden die Flache in kongruenten Meridian-
hyperbeln. Parallel zur AufriBebene n, liegt die Hauptmeridian-
hyperbel k.

tx'

Fig. 162. Einschaliges Drehhyperboloid. Durch jeden seiner Punkte gehen zwel geradlinige
Erzeugende. Durch Drehung dieser Erzeugenden um dfe z-Achse entstehen die belden gerad-
linigen Erzeugendenscharen der Fliche
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Die Tangentenebene in einem beliebigen Punkt des Drehhyperboloids
wird aufgespannt von der Tangente an die Meridianhyperbel und der Tan-
gente an den Parallelkreis des betreffenden Fléchenpunktes.

Insbesondere ist die Tangentenebene & im vordersten Punkt E des
Kehlkreises k zur AufriBebene parallel, so da8 ihr GrundriB ¢’ die Tangente
im Punkte £’ an den GrundriB %' des Kehlkreises & ist (Fig. 158). Diese
Tangentenebene ¢ soll nun mit der Fliche geschnitten werden.

Fithren wir ein rdumliches cartesisches Koordinatensystem O(z, ¥, 2)
ein, dessen Nullpunkt O im Mittelpunkt der Hauptmeridianhyperbel
(= Mittelpunkt des Drehhyperboloids) liegt und dessen 2z-Achse mit der
Drehachse zusammenfillt, wihrend die z-Achse in der Kehlkreisebene
nach vorn, die y-Achse nach rechts gerichtet ist, dann lautet die Glei-
chung der Hauptmeridianhyperbel in der (y, z)-Ebene z = 0:

2 2

Bei der Drehung um die 2-Achse ist ¥ durch den Polarradius r = l/xz + 3
zu ersetzen, so daf

@) Y P

die GQleichung des einschaligen Drehhyperboloids ist. Die Tangentenebene ¢
im Punkt “E(a,0,0) des Kehlkreises hat die Gleichung = = a, so daB
das Gleichungspaar

r=a
(3 24yt 2R
a? —§=]
oder
r=a
@ ¢

die Schnittkurve der Tangentenebene & mit der Fliche darstellt. Da die
zweite Gleichung in (4) sich zerlegen laft in

® (F-9)E+5)-o

zerfillt die Schnittkurve zweiter Ordnung in ein Geradenpaar e, e,

z=a Ix:a
(6) & : y ey : v
T T lF=-+

d. h. es gilt
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Satz 1: Die Tangentenebene ¢ vm Punkte B des Kehlkreises k schneidet
das einschalige Drehhyperboloid in zwei Geraden (Erzeugenden) ey, e,, die
sich tm Beriihrungspunkt E schneiden.

Die Aufrisse ], ¢, dieser beiden Geraden decken sich mit den Asympto-
ten der Hauptmeridianhyperbel A.

Die Erzeugenden e, ¢,, haben gegen die GrundriBebene die feste Nei-

gung tg o = 4+ 7:— .

Dreht man die Tangentenebene & samt den erzeugenden Geraden e;
und e, um die Drehachse z des einschaligen Drehhyperboloids, dann bleibt
diese Ebene stets Tangentenebene in einem Kehlkreispunkt dieser Fliche,
und die mitgedrehten Geraden e; und e, verbleiben stets auf dér Fliche.
Man kann daher das einschalige Drehhyperboloid auch dadurch erzeugen,
daB man die Gerade e, oder die Gerade ¢, um die z-Achse rotieren li8t.
Damit gilt der von CHRISTOPHER WREN (1632—1723), dem Erbauer der
St. Paul’s Kathedrale in London, entdeckte

Satz von Wren (1669): Eine Gerade e, die um eine feste, zu e windschiefe
Achse z rotiert, erzeugt ein einschaliges Drehhyperboloid.

Auf dem einschaligen Drehhyperboloid liegen somit zwei Scharen von
Geraden. Da die Fliche durch Bewegung einer Geraden der einen oder
der anderen Schar erzeugt werden kann, nennt man diese Geraden die Er-
zeugenden der Fliche. Durch jeden Punkt P der Fliche gehen genau eine
Erzeugende e, der einen Schar und eine Erzeugende e, der anderen Schar,
ndmlich jene Geraden, welche die Tangentenebene v dieses Flichenpunktes P
aus der Fliche ausschneidet. Da zwei derselben Erzeugendenschar ange-
hérende Geraden durch Drehung um die (zu ihnen windschiefe) z-Achse
auseinander hervorgehen, kdnnen sie sich nicht schneiden und auch nicht
zueinander parallel sein. Durch Spiegelung an einer Meridianebene oder an
der Kehlkreisebene geht jede Erzeugende e; der ersten Schar in eine
Erzeugende e, der zweiten Schar iiber (und umgekehrt). Also gilt

Satz 2: Das einschalige Drehhyperboloid trigt zwet Scharen von gerad-
linigen Erzeugenden. Je zwei Erzeugende derselben Schar sind zueinander
windschief, wihrend jede Erzeugende der einen Schar jede Erzeugende der
anderen Schar in einem Punkt der Fliche trifft.

Ein anschauliches Bild des einschaligen Drehhyperboloids und seiner
beiden Erzeugendenscharen zeigt die Fig. 163, welche einen Schrigrif der
Fliche darstellt. Drehachse ist wieder die z-Achse, die (z,y)-Ebene enthilt
den Kehlkreis der Fliche.
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Man nennt jede Fliche, die durch stetige Bewegung einer Geraden e (bet
der e nicht blof in sich selbst verschoben wird) erzeugt werden kann, die also
(wenigstens) eine stetige Schar von Geraden enthiélt, eine Regelfliche.
Einfache Beispiele von Regelflichen sind der Kreiskegel und der Kreis-
zylinder; bei ihnen schneiden sich alle Erzeugenden in einem eigent-
lichen bzw. uneigentlichen Punkte. Diese beiden Flichen kénnen daher
in die Ebene abgewickelt werden und sind Beispiele abwickelbarer
Regelflichen. Im Gegensatz dazu ist jedoch das einschalige Drehhyper-
boloid eine windschiefe oder nicht abwickelbare Regelfliche, da bei ihm zwei
benachbarte Erzeugenden zueinander windschief sind.

Wandert man beim Zylinder oder beim Kegel eine Erzeugenden e ent-
lang, dann bleibt dabei die Tangentenebene 7 lings der ganzen Erzeugen-

=AY
NN

\ )4‘ ’

’:’ \

Ny

Fig. 163. SchriigriB eines einschaligen Drehhyperboloids, seines Kehlkreises und seiner beiden Scharen
von Erzeugenden.
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den ungeiéindert. Anders beim einschaligen Hyperboloid. In den einzelnen
Punkten einer festen Erzeugenden, z. B. der ersten Schar, werden die Tan-
gentenebenen 7 von dieser (festen) Erzeugenden e, und den (verdnderlichen)
Erzeugenden e, der zweiten Schar aufgespannt. Da diese aber zueinander
windschief sind, sind die Tangentenebenen 7 lings einer festen Erzeugenden
alle voneinander verschieden. Die Tangentenebene T des etnschaligen Dreh-
hyperboloids dreht sich also um die feste Erzeugende, wenn man dieser ent-
lang geht. Aus diesem Grunde ist das einschalige Hyperboloid (im Gegen-
satz zum Kegel und Zylinder) nickt in die Ebene abwickelbar.

Jede durch eine Erzeugende g, des Drehhyperboloids gelegte Ebene
ist eine Tangentenebene der Flache und beriihrt sie in einem Punkte von g,.
Insbesondere berithrt die durch g, gelegte erstprojizierende Ebene 7, das
Drehhyperboloid in einem Punkte G des Kehlkreises k, der somit den ersten
wahren Umrif des Drehhyperboloids darstellt. Ahnlich beriihrt die durch
g, gelegte zweitprojizierende Ebene 7, die Fliche in einem Punkte 7' ihres
zweiten wahren Umrisses, der von der Ebene x = 0 ausgeschnittenen
Hauptmeridianhyperbel h. Jede Erzeugende g der Fldche beriihrt daher mit
threm Grundrif g’ den Grundrif k' des Kehlkreises k und mit ihrem Aufrif g’
den Aufrif ' der Hauptmeridianhyperbel h.

Die Erzeugenden e, ¢, in dem hintersten Punkt E des Kehlkreises k&
fallen (unter Vertauschung der Rollen) im AufriB gleichfalls mit der Asym-
ptoten der Meridianhyperbel k zusammen (Fig. 162). Die zur ersten Schar
gehorige Erzeugende g, die durch den Punkt G des Kehlkreises k geht,
erscheint im GrundriB8 als Tangente gl' in G’ an den GrundriB ¥’ des Kehl-

kreises k. Thr Aufrif8 g;' ist die Verbindungsgerade der Aufrisse U’ und U
jener Flichenpunkte U, U, in denen g, die Erzeugenden e, bzw. e, der

zweiten Schar trifft. Deren Grundrisse U’ = [g;, ¢,] und U’ = [g,, ¢,] sind

unmittelbar zu ersehen, ihre Aufrisse U” = [g,,¢;] und U” = lg,, €]
liegen auf den Asymptoten der Meridianhyperbel 2 = &”. Die Erzeugende g,
beriihrt mit ihrem AufriB g, die Meridianhyperbel & = A” in einem Punkt 7",
dessen GrundriB 7" auf y’ = &’ liegt. Dieser Punkt 7' liegt im GrundriB
wie auch im Raum und damit auch im AufriB in der Mitte zwischen den
Punkten U und U. Damit ist die folgende planimetrische Eigenschaft
der Hyperbel bewiesen (Fig. 164):

Satz 3: Der Beriihrungspunkt P einer Hyperbeltangente t ist die Mitte
der von den Asymptoten e,, e, auf der Tangente t ausgeschniltenen Strecke
U,U0,.
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Eine beliebige Normalebene ¢ zur Achse des
Drehhyperboloids schneidet die Erzeugenden e,
und ¢, in zwei Punkten P, und P, (Fig. 162).
Thre Aufrisse P, und P, liegen auf den Asym-
ptoten e, bzw. e, der UmriBhyperbel 2", ihre
Grundrisse P;, P, auf den Ordnern und auf
e, = €, d. h. auf der Horizontalen, die von O’
den Abstand a hat. Die Ebene o schneidet
das Hyperboloid in einem horizontalen Kreis
(Parallelkreis), dessen GrundriB ein Kreis um O’
durch P; und P, ist, und die Meridianhyperbel & &
in zwei Punkten P und @. Der GrundriB P’ Fig 164. Der Berithrpunkt P
bzw. @’ dieser beiden Punkte ist der #uBerste ei?:: ;:,yll?;:::?::ef:;:c;n};;u-
rechte bzw. linke Punkt jenes Parallelkreises. Ui U, zwischen den beiden
Sie liefern, in den Aufrif8 tibertragen, Hyperbelasymptoten ¢, e,
die Punkte P’ und Q" der auf ¢’ ge-

legenen Punkte der Umrihyperbel A.

Damit ist eine neue Punktkon-
struktion der Hyperbel gewon- B
nen (Fig.165). Sind von einer Hy-
perbel der Mittelpunkt O, die Asym-
ptoten ¢, und e, sowie ein Scheitel 4
gegeben, wobei O0A ==a ihre halbe
Hauptachse ist, so findet man beliebige
weitere Hyperbelpunkte P durch
folgonde Konstrukton: Man legt an 1,10 Jonteuktlon e e sl
beliebiger Stelle eine Parallele ¢ zur  Asymptoten e;, e, und einem Hyperbel-
Hauptachse der Hyperbel, schneidet punkt P
sie mit der Nebenachse im Punkte M und mit einer Asymptote im
Punkte P;. In P, errichtet man das Lot auf ¢ und trigt auf ihm die
Strecke P, P; ==a an. Dann schneidet der Kreis um M durch P} auf ¢
die Hyperbelpunkte P und P aus.

Sind von der Hyperbel der Mittelpunkt O, die Asymptoten e, und e,
sowie ein Punkt P gegeben, dann kann man umgekehrt nach dieser Kon-
struktion auch ihre halbe Hauptachse @ und ihren Scheitel 4 finden.

€;

In der Technik spielt das einschalige Drehhyperboloid eine Rolle bei der
Aufgabe, eine gleichformige Drehbewegung um etne Achse in eine gleich-
formige Drehbewegung um eine zweite Achse zu verwandeln. Sind die beiden
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Achsen parallel, so losen zwei sich beriihrende Drehzylinder (zylindrische
Reibrider, Zylinderrdder) die Aufgabe. Schneiden sich die Achsen (bzw.
ihre Verlingerungen), dann sind zwei sich beriihrende Drehkegel (Kegel-
rider) zu verwenden. Sind die Achsen jedoch windschief, so erfolgt die
Ubertragung der Drehbewegung durch zwei Hyperboloidrdder, d.h.
durch zwei einschalige Drehhyperboloide, die sich in jedem Augenblick
lings einer Erzeugenden beriihren. Die Gleichférmigkeit der Drehbewegung
bleibt dabei erhalten, und durch geeignete Wahl der Kehlkreisradien
der beiden Hyperboloide kann jedes gewiinschte Ubersetzungsverhiltnis
erzielt werden. Wihrend jedoch bei der Ubertragung der Drehbewegung
durch Zylinder- oder Kegelrdder ein reines Abwdlzen der einen Fliche auf
der anderen erfolgt (lings der gemeinsamen Erzeugenden haben beide
Flichen ein- und dieselbe Tangentenebene), handelt es sich bei den Hyper-
boloidrdadern um ein Schroten der beiden Drehhyperboloide aufeinander (die
Tangentenebene lings der gemeinsamen Erzeugenden ist dabei von Punkt
zu Punkt eine andere). Bei dem Schroten der beiden Drehhyperboloide
aufeinander fallen in jedem Augenblick die Kehlpunkte der gemeinsamen
Erzeugenden aufeinander, und wegen der Beriihrung der beiden Flichen
in den Kehlpunkten decken sich auch deren Tangentenebenen und Flédchen-
normalen, die mit dem Gemeinlot der beiden windschiefen Hyperboloid-
achsen tibereinstimmen.

Im Falle der Zylinder- und Kegelrider ist die relative Bewegung der beiden
Drehzylinder und Drehkegel in jedem Augenblick ein bloBes. Abrollen
dieser ,,Achsenflichen‘ aufeinander, ohne daBB dabei diese Flichen an-
einander gleiten (d.h. in Richtung der jeweiligen Beriihrungserzeugenden
verschoben werden); man sagt darum, daB die beiden Zylinder bzw. Kegel
sich aufeinander abwilzen (= ohne Gleiten aufeinander abrollen). Im
Falle der Hyperboloidrider dagegen schroten die beiden Achsenflichen ( Dreh-
hyperboloide) in jedem Augenblick aufeinander, d. h. sie rollen und gleiten
in jedem Augenblick um bzw. lings der jeweiligen Berithrungserzeugenden
aneinander.

57. Die allgemeine Drehfliche

Eine beliebige ebene Kurve m beschreibt bei Rotation um eine in der
Kurvenebene gelegene Achse z eine Drehfliche. Die erzeugende Kurve m
und jede von ihr bei der Rotation um die Drehachse z eingenommene Lage
heiBt ein Meridian der Drehfliche, wihrend die Bahnkurve eines beliebi-
gen Punktes P auf m ein Parallelkreis p der Drehfliiche ist.
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Fig. 166 zeigt die Achse z senkrecht zur Grundriebene und den zur Auf-
riBebene parallelen beliebigen Meridian m, (Hauptmeridian) einer Dreh-
fliche . Der Hauptmeridian m, und der durch eine halbe Umdrehung
daraus entstehende Meridian m, bilden den wahren Umrif der Drehfliche

|
Sl

I / Ty A=SN'_ m, \/2’\ nehy |y

m=t’
nl

¥ig. 166.. Darstellung der atigemeinen Drehfliche mit dem Hauptmeridian m,. Konstruktion
der Risse P’, P’ elnes Flachenpunktes P und selner Tangentenebene r an die Drehfliche

beziiglich des Aufrisses, ihre Aufrisse m, und m, bilden den zweiten schein-
baren Umrif8 der Drehfliche . Trifft der Meridian, wie in Fig. 161 an-
genommen, die Drehachse z in einem Punkte 4, und ist sein Winkel mit
der Drehachse in A kein rechter Winkel, so ist dieser Punkt 4 ein stngu-
larer Punkt der Drehifliche, da in ihm keine eindeutige Tangentenebene
vorhanden ist. Die Flache zeigt in 4 ein #hnliches Verhalten wie ein Kegel
in seiner Spitze, weshalb A ein konischer Knotenpunkt der Fliche heiBt.
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Ein Parallelkreis p der Drehfliche erscheint im Grundrif als Kreis p’
mit dem Mittelpunkt ', im Aufri8} als doppeltiiberdeckte horizontale Strecke

"

p = P(','i’(',' zwischen m; und mg. Die Meridiane der Drehfliche sind im
GrundriB8 Radien m’ der Parallelkreise, im Aufril Kurven m'’, die zum
AufriB m; des Hauptmeridians m, orthogonal affin sind mit 2" als
Affinitdtsachse.

Ist der Aufri P’ eines beliebigen Punktes P der Drehfliche gegeben,
so liegt sein GrundriB 1. auf dem Ordner durch P’ und 2. auf dem Grund-
riB p’ des zu P gehorigen Parallelkreises p, dessen Radius M"'P; dem Auf-
riB zu entnehmen ist. Durch Umkehren des Konstruktionsganges gewinnt
man aus dem Grundri P’ den Aufri P’’ des Punktes P der Drehfliche.
Zu einem im GrundriB als Radius beliebig gewihlten Meridian m’ findet
man den Aufril m” dadurch, daB man eine geniigende Anzahl Punkte P
des Meridians aus dem GrundriB in den Aufri nimmt.

Die Meridiantangente t im Punkte P féllt im GrundriB mit dem Meridian-
bild zusammen (¢’ = m’), da der Meridian 7 in einer erstprojizierenden
Ebene liegt. Um ihren AufriB ¢'’ zu erhalten, denken wir uns die Dreh-
fliche um die Drehachse gedreht, bis der Meridian m zum Hauptmeridian
(UmriBmeridian) m, wird. Dabei geht die Tangente ¢ in die Tangente ¢,
im gedrehten Berithrungspunkt P, auf m, tiber, die im AufriB eingezeichnet
werden kann. Alle Meridiantangenten, die die Drehfliche lings desselben
Parallelkreises p beriihren, sind die Mantellinien eines Drehkegels, des zu dem
Parallelkreis p gehorigen Tangentenkegels der Drehfliche. Seine auf der
Drehachse z liegende Spitze § ist als Schnittpunkt von #, mit z bestimmt,
und durch sie geht auch die Meridiantangente ¢ des Punktes P. Daraus
ergibt sich ihr AufriB ¢’ als Verbindungsgerade von P’ mit S"".

Die Parallelkreistangente s der Drehfliche im Punkte P fdllt im AufriB
mit dem AufriB p’’ des Parallelkreises p von P zusammen (s = p”). Ihr
GrundriB s’ ist die Tangente an p' im Punkte P’.

Die Tangentenebene v der Drehfliche im Punkte P wird aufgespannt
von zwei beliebigen Flichentangenten in P, z.B. von der Meridian-
tangente ¢ und der Parallelkreistangente s. Ihre Spur k, auf der Ebene
des Parallelkreises p von P ist mit der Tangente s an den Parallelkreis p
identisch, so daB h, =¢' und h; = s ist. Ihre Spur k, in der durch die
Drehachse z gelegten Parallelebene zur AufriBebene (Hauptmeridianebene)
deckt sich im GrundriB mit m,. Der AufriB &, dieser Spur k, geht durch
den AuiriB 8’ der Spitze S des Tangentenkegels lings p und durch den
Aufri V" des Spurpunktes V der Parallelkreistangente s auf der Ebene
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des Hauptmeridians m,. Durch die beiden Hauptlinien A; und 4, ist aber
die Tangentenebene v der Drehfliche in P festgelegt.

Die Normale n der Drehfliche im Punkte P ist das Lot auf die Tangenten-
ebene v im Punkte P. Aus Symmetriegriinden ist die Fldchennormale n
zugleich die Normale der Meridiankurve m in P und schneidet daher die Dreh-
achse z in einem Punkte N. Ihr GrundriB «' steht auf dem GrundriB &,
der ersten Hauptlinie A, ihr AufriB »" auf dem Aufri A, der zweiten
Hauptlinie A, der Tangentenebene senkrecht. Beide lassen sich auch un-
mittelbar ohne Benutzung der Hauptlinie konstruieren. Der Grundrif »’
der Normalen féllt mit dem Radius [§'P'] zusammen. Um ihren AufriB n’
zu finden, dreht man die Fliche um ihre Achse, bis der Flichenpunkt P
auf den Punkt P, des Hauptmeridians m, fillt. Da in dieser Lage die
Tangentenebene 7, zweitprojizierend ist, ist die mitgedrehte Flichen-
normale n, zur AufriBebene parallel, so daB ihr AufriB »; das Lot auf
7, =1, im Punkte P, ist. Bei der Drehung beschreibt die Flichen-
normale # einen Drehkegel um die 2-Achse, den zu dem Parallelkreis p
gehorigen Normalenkegel, dessen Spitze N von der gedrehten Normalen
ny, aus der Drehachse z ausgeschnitten wird. Die Erzeugende [NP] des
Normalenkegels ist die Normale n des Flichenpunktes P, und [N"'P"] = 2"
ist ihr AufriB.

7311 Strubecker, Geometrie 15
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Ebene Schnitte von Drehflichen

58. Der achsenparallele Schnitt einer Drehfliche

Eine Drehfliche (Achse z senkrecht zu 7;, Hauptmeridian m;) werde
von einer zur Drehachse parallelen, also von einer erstprojizierenden Ebene ¢
geschnitten, die gegen die Aufriebene geneigt sei. In Fig. 167 wurde als

’ 2"

Fig. }67. Schnitt elner Drehfliche (Hauptmeridian m, = Parabel) mit einer vertikalen Ebene &
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Meridian der Drehfliche eine Parabel m, angenommen, deren Achse nicht
mit der Drehachse zusammenfillt (Brennpunkt F, Leitgerade ). Die Dreh-
fliche ist dann nach (54. Satz 5) eine algebraische Fliche 4. Ordnung. Jeder
ebene Schnitt k und damit auch sein Aufrifl ¥’ ist daher eine ebene algebraische
Kurve 4. Ordnung.

Zur Punktkonstruktion des Aufrisses k'’ der Schnitthurve k (der Grund-
riB k&' deckt sich mit &) legt man achsennormale, also horizontale Hilfs-
ebenen 6. Jede derartige Ebene schneidet die Drehfliche in einem oder
mehreren Parallelkreisen p und die Schnittebene ¢ in einer ersten Haupt-
linie. Beide Kurven fallen im Aufri8 auf ¢”. Im GrundriB dagegen er-
scheint der Parallelkreis als Kreis p’ um z’, wobei der Radius dem AufriB
zu entnehmen ist, wihrend die erste Hauptlinie der Ebene ¢ sich mit
¢ =e, deckt. Die Schnittpunkte P,
und P, von p' und £ sind daher
Punkte des Grundrisses k' der Schnitt-
kurve k. Sie legen auf ¢” die zugeho-
rigen Punkte P, und P, der Aufrig-
kurve k" fest. Bei schleifenden Schnitten
von p’ und & kehrt man den Konstruk-
tionsgang um, d. h. man wéhlt z. B. den
Punkt R; auf ¢ beliebig, schligt um 2’
den Kreis durch R; und iibertriigt den
Punkt Rj, in dem dieser Kreis den
GrundriB m, des Hauptmeridians m,
schneidet, i don AuiriS auf my nach 1% o Koweurton e Tungne
R,. Dadurch ist die achsennormale ¢,y Im Schnittpunkt P als Schnitt-
Hilfsebene festgelegt, auf der der Punkt 8erede der Tangentenebenen rp und sy

" von ¢ und vy in P
Rl der Aufrikurve &' liegt. Insbeson- {Methode der Tangentenebenen)
dere liefert jener Kreis um 2’, der ¢’ ge-
rade (in §’) beriihrt, den GrundriB des tiefsten Punktes S der Schnitt-‘
kurve k, dessen AufriB S/, auf dem Wege iiber die Punkte S, und Sy kon-
struiert, der tiefste Punkt von k' ist. In 8 hat k" eine horizontale
Tangente. Die vertikale Gerade a durch § ist Symmetrieachse von %, da
jeweils zwei in gleicher Hohe liegende Punkte von k, wie P, und P,
von dieser Geraden a gleichweit entfernt liegen. Der Punkt S'/ ist daher
ein Scheitel der AufriBkurve %", und a’’ | 2"’ ist Symmetrieachse von k’’.

Der Tangentenkonstruktion in einem beliebigen Punkt der Schnittkurve
stellen wir die folgenden allgemeinen Uberlegungen voran.

15*
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1. Es sei k die Durchdringungskurve der beiden Flichen ¢ und g
und der Punkt P auf k sei fir beide Flichen ein regulidrer Punkt, d. h.
ein Punkt mit eindeutig bestimmter Tangentenebene (Fig. 168). Dann ist
die T'angente ¢ im Punkte P an die Schnittkurve k die Schnitigerade der Tan-
gentenebenen 1, und 7, der beiden Flichen im Beriihrungspunkt P, d. h.
t = [z, 7,]. Sofern die Tangentenebenen v, und v, verschieden sind, d. h.
die Flichen ¢ und vy sich im Punkte P nicht beriihren, ist die Tangente ¢
somit eindeutig bestimmt. Dieses Verfahren zur Tangentenkonstruktion
der Durchdringungskurve heiBt die Methode der Tangentenebenen.

2. Ein zweites Verfahren bedient sich

der Flichennormalen (Fig. 169). Es seien

n, die Flichennormale der Fliche ¢ und

n,, die Flichennormale der Fliache g im

g Punkt P der Schnittkurve k, d. h. jene
h Geraden durch P, die auf der Tangenten-
ebene 7, bzw. auf der Tangentenebene z,

senkrecht stehen : Ny | T, B, L T,. Wenn
die Tangentenebenen 7, und 7, ver-
schieden sind, d. h. wenn sich die Flichen
@ und p im Punkt P nicht beriihren,
. sind auch die Normalen n, und n, ver-
g oniriion dor Tentnte ! schiodene Geraden durch P und opannen

¢ v Im Schnittpunkt P als Normale eine Ebene, die Normalebene v = [n,, n,]

auf die Verbindungsebene » der beiden . .
Flschennormalen np und ny von ¢ und  *"™ Puynkte P auf. Da die gesuchte Tan-

v in P (Normalenmethode) gente ¢ an die Schnittkurve k& sowohl

der Tangentenebene 7, als auch der

Tangentenebene 7, angehort, steht die Tangente ¢ der Schnittkurve k

in P zugleich auf n, und auf =, d. h. auf der Normalebene v senkrecht: ¢ | v.
Dieses Verfahren zur Tangentenkonstruktion heit Normalenmethode.

Wihrend die Methode der Tangentenebenen stets anwendbar ist, ist
die Normalenmethode als das bequemere Verfahren dann empfehlenswert,
wenn die Flichennormalen leicht konstruierbar sind. Dies trifft vor allem
bei Drehflichen zu.

In Fig. 167 ist im Punkt P, die Tangente ¢’ an die Aufrifkurve k' nach
der Normalenmethode konstruiert. Die Normale n, auf die erstprojizierende
Schnittebene ¢ steht auf dieser Ebene senkrecht und ist folglich zur Grund-
riebene parallel. Ihr AufriB =, ist also horizontal, ihr Grundri8 =, zu &’
senkrecht. Die Normale n, auf die Drehfliche ¢ ist die durch P, gehende
Erzeugende des Normalenkegels. Seine Spitze N deckt sich im Grund-

R
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riB mit 2’. Der Aufri8 N’ der Normalenkegelspitze N auf z”* wird dadurch
bestimmt, daB man den Punkt P, auf den UmriBmeridian m, in die Lage
P, dreht; dabei riickt P;' nach P;', und die mitgedrehte Normale n;'o 1 m;'
schneidet z” in N”. Es ist dann n,, = [N'P,], n, = [N"P,]. Die beiden
Normalen 7, und 7, spannén die Normalebene » auf, auf der die Tangente
t von k senkrecht steht. Der Aufri8 ¢’ der Tangente im Punkte P an
die AufriBkurve steht daher auf dem Aufri h;' einer beliebigen zweiten
Hauptlinie 4, der Normalebene » senkrecht. Eine beliebige Parallele zur
RiBachse im GrundriB (z. B. durch N’) kann als Grundri3 h; einer zweiten
Hauptlinie k, der Normalebene » aufgefaBt werden. Sie schneidet n, und
n, in zwei Punkten V' bzw. N’, deren Aufrisse V" auf n, und N auf
n, den Aufri b, = [V"'N"] dieser zweiten Hauptlinie h, festlegen. Auf
dieser Geraden h, steht ¢’ senkrecht.

SchlieBlich ist in Fig. 167 noch im Punkte R;’_ an k'’ die Tangente r nach
der Methode der Tangentenebenen konstruiert. Weil ¢ selbst eine Ebene ist,
muB man nur die Spur der Tangentenebene der Drehfliche im Punkte E,
auf der Ebene e zeichnen. Dazu wurde die Ebene des tiefsten Parallel-
kreises der Fliche als GrundriBebene 7, gewihlt und der Punkt R, um die
Drehachse z in den Hauptmeridian m, nach R, gedreht. Die Meridian-
tangente ¢, in Ry deckt sich dann mit der zweiten Spur und dem Aufri8 7,
der Tangentenebene 7, in R, (7, = #;). Deren durch H, gehende lotrechte
erste Spur geht bei der Riickdrehung von R, nach R, in die erste Spur 7;
der Tangentenebene v des Punktes R, tiber. Die Spur 7; schneidet: be-
reits in dem Horizontalspurpunkt H’ der gesuchten Tangente r an k in R,,
deren Aufril #’ dann die Gerade [R},H"'] ist.

59. Der schiefe Schnitt einer Drehfliche

Als Drehfliche werde eine Ringfliche (ein Torus) gewiihlt. IThre Meri-
diankurve (Hauptmeridian m,) ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt My nicht auf
der Drehachse liegt. Der Kreis m, liegt in der Hauptmeridianebene 7r,. Istdie
Drehachse z zur GrundriBebene senkrecht, so besteht der scheinbare Um-
riB des Torus im Aufri aus den beiden (symmetrisch zu 2’’ gelegenen)
Meridiankreisen, und den beiden zur RiBachse parallelen Tangenten an
diese Kreise (Fig. 170). Der Kreis, der die Mittelpunkte aller Meridian-
kreise trigt, heiBit Mittenkreis des Torus. Er hat z als Achse und liegt
zusammen mit dem Kehlkreis (= kleinster Parallelkreis) und dem Wulst-
kreis (= groBter Parallelkreis) in der Mittenebene u (Aquatorebene) des
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Torus. Der hdchste und der tiefste Parallelkreis, die beide zum Mittenkreis
kongruent sind und sich im Grundrif mit ihm decken, trennen die Kehle
(= innerer Teil) von dem Wulst (= duBerer Teil) der Ringfliche.

Die Ringfliche entsteht auch durch Drehung einer Kugel um die Ring-
achse z, wobei der Kugelmittelpunkt den Mittenkreis des Torus beschreibt.

Fig. 170. Schiefer ebener Schnitt k elner Ringtliche (Torus) samt Tangenten £ und s an die
Schnittkurve k In den Punkten P (Normalenmethode) und R (Methode der Tangentenebenen)
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Die Ringfliche ist dabei die Hiillfliche dieser Kugelschar. Jede Kugel
dieser Drehschar beriihrt die Ringfliche lings eines Meridiankreises.

Der Torus soll nun mit einer gegen die z-Achse geneigten Ebene ¢ geschnitten
werden. Die Schnittebene ¢ legen wir fest durch ihre Spurgerade e; auf der
GrundriBebene 7; (= Ebene des tiefsten Parallelkreises) und ihren Schnitt-
punkt F mit der 2-Achse (Fig. 170).

Der Torus ist nach (54. Beisp. 3) eine algebraische Fliche 4. Ordnung, da
er durch Rotation einer Kurve 2. Ordnung entsteht. Daher sind der ebene
Schnitt & und seine beiden Risse k' und k" ebeme algebraische Kurven
4. Ordnung. Die Schnittkurve k ist beziiglich jener erstprojizierenden Ebene,
die durch die Drehachse 2 geht und auf der Schnittebene & senkrecht
steht, d.h. beziiglich der durch F gehenden Fallinie f der Ebene ¢,
symmetrisch. Daher zeigt ihr GrundriB %' gerade Symmetrie beziiglich des
Grundrisses /* dieser Fallinie. Der Aufri k" ist beziiglich f’* schief sym-
metrisch (mit horizontalen Symmetriestrahlen).

Zur Konstruktion der Schnittkurve k in den beiden Rissen kann man einen
Seitenrif einfithren, in dem ¢ projizierend wird. Zeichnerisch ist es je-
doch bequemer, den Torus samt Schnittebene ¢ um die z-Achse zu drehen,
bis die gedrehte Schnittebene g, zur AufriBebene senkrecht steht. Bei
dieser Drehung gelangt die durch den Punkt F gehende erste Fallinie f
der Ebene & (ihr GrundriB f' = [F'G’] steht auf e; senkrecht, ihr Aufrif
f’ = [F"G@"] wird iiber den Grund- und AufriB des Horizontalspurpunktes
G von f gewonnen) in die Lage f, = [FG,], die zunichst im Grundrif}
fo =[¥F'G,] und damit auch im AufriB f; = [F"G]’] bestimmt ist.

In der gedrehten Lage sind die Punkte 1 und 2, in denen die Fallinie f
den Torus trifft, als Schnittpunkte 1, und 2, zwischen f, und dem Haupt-
meridian m, im Aufri unmittelbar zu ersehen. Beim Zuriickdrehen wandern
sie auf horizontalen Kreisen nach den Punkten 1 und 2 auf f. Wegen der
Symmetrie der Schnittkurve k beziiglich der Fallinie f, die im Grundri8 ¥’
als Symmetrie beziiglich f* erscheint, hat ¥ in den Raumpunkten 1 und
2 horizontale Tangenten, die sich im AufriB als Horizontale, im GrundriB
als zu e, parallele Tangenten darstellen. Um beliebige weitere Punkte der
Schnitthurve zu erhalten, legt man achsennormale, d. h. horizontale Hilfs-
ebenen ¢. Jede solche Ebene schneidet den Torus in zwei Parallelkreisen
p, und p,, die Ebene ¢ in einer ersten Hauptlinie ;. Im Aufri decken
sie sich mit o’’. Im GrundriB erscheinen die Parallelkreise als Kreise p;
und p; um 2’, deren Radien aus dem AufriB zu entnehmen sind. Der Grund-
riB A der ersten Spurparallelen 4, ist zu e, parallel und geht durch den Punkt
3" auf f', der mit dem Punkt 3" = [k, '] auf einem Ordner liegt. (Bei
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schleifendem Schnitt bedient man sich des parallelgedrehten Punktes 3,
auf f,.) Die Schnittpunkte P’, @', B, 8’ von h; und p; bzw. p, sind
Punkte der Schnittkurve %’ im GrundriB; ibre auf k' =" liegenden
Aufrisse P, Q"', R, 8" sind die entsprechenden Punkte der AufriBkurve &"'.
Insbesondere werden durch die hichste Hilfsebene, die den Torus lings
des hochsten Parallelkreises beriihrt, die hdchsten Punkte H, und H, der
Schnittkurve % festgelegt. Zugleich erkennt man, daB in Fig. 170 die tiefste
Hilfsebene keine Schnittpunkte liefert. Der Punkt 2 auf der Fallinie f ist
tiefster Punkt von k. Wihlt man die Aquatorebene (Mittenebene u) des
Torus als Hilfsebene, so erhidlt man auf dem Wulstkreis die Punkte W,
und W,, wihrend der Kehlkreis in Fig. 170 keine Schnittpunkte trigt.
Der Punkt 1 auf der Fallinie f ist der tiefste Punkt des Kehlteiles von k.

Die Punkte W, und W, sind die Konturpunkte der Schnittkurve &' im
GrundriB. Die Punkte H;, und H, und zwei weitere (in Fig. 170 nicht be-
sonders bezeichnete) Punkte (Schnittpunkte der AufriBspur [F'6”] von ¢
mit dem linken UmriBmeridian m,) sind die Konturpunkte der Schnitt-
kurve ¥’ im AufriB. Diese Punkte kliren die Sichtbarkeitsverhiltnisse:
Im GrundriB ist jener Teil der Schnittkurve k' zwischen W, und W, sicht-
bar, der auf der oberen Torushilfte liegt, im Aufri8 jener Teil von k", der
auf dem vorderen Wulstteil des Torus verliuft.

Die Tangentenkonstruktion an die Schnittkurve k kann wieder nach
zwei Methoden durchgefiihrt werden. Fiir die Tangente ¢ im Punkte P
ist die Normalenmethode, fiir die Tangente s im Punkte R die Methode
der Tangentenebenen angewandt.

Bei der Normalenmethode bendtigt man die Normale n, der Ringflache
und die Normale n, der Schnittebene. =, ist die durch P gehende
Erzeugende des Normalenkegels der Ringfliche. Die Spitze N dieses
Normalenkegels liegt auf der Drehachse z. Ihr GrundriB N’ deckt sich
daher mit 2/, und der GrundriB n; der Torusnormalen =, ist die Gerade
[N'P']. Um den Aufri N” zu erhalten, dreht man den Punkt P auf den
Hauptmeridian m, in die Lage P,, fiir die die Torusnormale 7., mit dem
Radius [M,P,] des UmriBkreises zusammenfillt. Ihr Aufri8 n_, = [M, P}']
schneidet auf 2z’ den Punkt N’ aus, durch den der AufriB n;' = [N"P"]
der Torusnormalen n, von P geht. Der GrundriB n, der Normalen n,
auf die Schnittebene ¢ steht auf der GrundriBspur e, senkrecht, ihr Aufri
ng auf der AufriBspur e, oder auf irgendeiner, z. B. auf der durck den Punkt
F gelegten zweiten Spurparallelen. Die beiden Normalen n, und n, spannen
die Normalebene » auf, auf der die gesuchte Tangente ¢t der Kurve k in P
senkrecht steht. Der GrundriB ¢’ der Tangente steht daher auf dem Grund-
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ril 9, jeder ersten Spurparallelen ¥, der AufriB ¢ auf dem Aufri8 ¥, jeder
zweiten Spurparallelen v, der Normalebene » senkrecht. Um v, zu erhalten,
legt man im AufriB eine beliebige Parallele #, zur RiBachse, z. B. in der
Hohe des (in 7, liegenden) tiefsten Parallelkreises (v, = «; ), und schneidet
sie mit n, und n; in 7’ und 8”. Die Grundrisse 7" und 8 dieser
Punkte 7 und 8 auf n; und n, (erste Spurpunkte von n, und =, auf =)
legen den GrundriB v, = [7', 8'] der ersten Spurparallelen v, fest, womit
der Grundri8 ¢ v; der Tangente ¢ in P gefunden ist. Entsprechend
verfahrt man, um ihren AufriB ¢’ zu erhalten. Der GrundriB v; einer
beliebigen zweiten Spurparallelen », (etwa die in n, liegende Parallele
zur RiBachse durch N’) schneidet n,, und =, in den Punkten N’ und &,
deren Aufrisse N'’ auf . und 8" auf n; den AufriB v, = [N", 8] dieser
zweiten Spurparallelen festlegen. Auf », steht dann der AufriB ¢’ der
Tangente ¢ von k in P senkrecht.

Um im Punkte R nach der Methode der Tangentenebenen die Tangente s
an die Schnittkurve k zu konstruieren, haben wir die Tangentenebene
an den Torus mit der Ebene ¢ zu schneiden. In der parallelgedrehten Lage
R, ist die Tangentenebene 7, zweitprojizierend und fillt im Aufri mit der
Tangente 7, im Punkt Ry an den Hauptmeridian m, zusammen. Ihre
erste Spur 7y, etwa in der Aquatorebene u des Torus, erscheint im Aufrif
als ein Punkt, im GrundriB als ein Lot T(;I zur RiBachse. Die erste Spur 7,
der Tangentenebene 7 des Punktes R wird nun dadurch gewonnen, daB man
den Punkt R, mitsamt seiner Tangentenebene 7, in die urspriingliche
Lage R zuriickdreht. 7;, kommt dabei nach 7;. In der Aquatorebene u
hat die Schnittebene ¢ die durch den Punkt 5 laufende Parallele [W, W]
zu ¢, als Spur. Ihr Schnittpunkt H mit 7; ist ein Punkt, der gleichzeitig der
Tangentenebene 7 und der Schnittebene ¢ angehort, also ein Punkt der
gesuchten Tangente s. Im GrundriB ist er als Schnittpunkt H' von 1,'; mit
der Geraden [W; W,) sofort zu ersehen, im AufriB liegt er als Punkt H"”
auf 7, == u'. Dann ist [H'R’'] = s’ die Tangente an den GrundriB ¥’ und
[H"R"] = 4" die Tangente an den AufriB %" der Schnittkurve k im
Punkte E.
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Durchdringung von zwei Drehflichen

60. Das allgemeine Verfahren zur Konstruktion
der Durchdringungskurve zweier Flichen

Die Durchdringungskurve k zweier Flichen ¢ und y kann punktweise nach
folgendem allgemeinem Verfahren konstruiert werden.

Man wiihlt eine Schar geeigneter Hilfsflichen o, die beide Flichen ¢ und
y schneiden. Ist k, die Schnittkurve einer solchen Hilfsfliche o mit der

Fig. 171. Allgemeine Konstruktion
der Durchdringungskurve k zweler
Flichen ¢ und y. Eine Schar von
Hilfsflichen ¢ schneidet ¢ und ¢
in Kurven ke und ky, deren
Schnittpunkte P auf der Durch-
dringung &k von ¢ und ¢ liegen

ersten Fliche ¢ und k, die Schnittkurve der
gleichen Hilfsfliche ¢ mit der zweiten Fliche
y, dann schneiden sich diese Kurven k&, und
k, in gewissen Punkten P, die zugleich auf
der Fliche ¢ und auf der Fliche p liegen,
d. h. in Punkten P der gesuchten Durch-
dringungskurve k (Fig. 171). Aus konstruk-
tiven Grinden kommen dabei nur solche
Hilfsflichen ¢ in Betracht, die mdglichst
einfache Schnittkurven k, und k,, d.h. in
erster Linie Geraden oder Kreise, liefern.
Kreise werden dabei nur dann mit Vorteil
verwendet, wenn sie sich als Strecken oder
wieder als Kreise projizieren. Als Hilfs-
flichen o wihlt man daher hauptsichlich
geeignete Hilfsebenen oder Hilfskugeln.

Hat man so eine geniigende Anzahl Punkte P der Durchdringungs-
kurve k gefunden, dann ist es im Interesse einer moglichst genauen Zeich-
nung des Kurvenverlaufs zweckmiBig, in einzelnen Kurvenpunkten
auch die Tangente an die Kurve k zu konstruieren. Dazu hat man die be-
reits in 88. beschriebenen zwei Methoden zur Tangentenkonstruktion zur
Verfiigung, nimlich die Normalenmethode, die allerdings mit Vorteil nur
bei Drehflichen anwendbar ist, und die Methode der Tangentenebenen, die
allgemeiner Anwendung fihig ist.
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61. Die Durchdringung zweier Drehzylinder

mit sich schneidenden Achsen

Die beiden Drehzylinder ¢ und vy, deren Achsen a bzw. b sich in einem
Punkt M schneiden, konnen ohne Verlust an Allgemeinheit in einer solchen
Lage zu den RiBtafeln angenommen werden, da die von den Achsen
aufgespannte Ebene zur AufriBebene parallel ist und daB tiberdies die Achse
a auf der GrundriBebene senkrecht steht.

Wir behandeln zunidchst den Sonderfall, daB beide Drehzylinder
gleichen Radius haben, und begniigen uns damit, die Durchdringungskurve k
dieser beiden Flichen lediglich im Auf-
ri zu konstruieren (Fig. 172). Die
Raumkurve k ist algebraisch und von 7
4. Ordnung. Da sich aber die beiden
Drehzylinder in zwei (vor und hinter
M gelegenen) Punkten berithren, hat
die Raumkurve zwe: Doppelpunkte und
zerfdllt somit nach (54. Satz 9) in zwei
Kegelschnitte, d. h. da diese Kurven
auf Drehzylindern liegen, in zwe:
Ellipsen e, ;. Auler den beiden Doppel-

u’

V’.

74 ;
punkten, die sich im AufriB mit M” : |

decken, gehoren auch die in der Ver- Fig.172. Zwel Drehzylinder ¢, v mit

. . sich schneldenden Achsen a, b und .
bmdungsebene [a’ b] der beiden Achsen gleichem Radius schneiden sich in zwei

liegenden Schnittpunkte U;, U, und V,, Eliipsen e,,¢, in orthogonalen Ebenen
Vy der Konturerzeugenden der beiden
Zylinder der Schnittkurve ¥ an. Da ferner die Ebene [a, b] eine ge-
meinsame Symmetrieebene der beiden Zylinder und demit auch ihrer
Schnittkurve k ist, ist jeder Punkt der AufriBkurve k" AufriB von zwei
beziiglich dieser Ebene symmetrischen Punkten von k. Jeder Punkt
der AufriBkurve ist also doppelt zu zihlen, weshalb die Aufrifkurve k"
eine doppeltiiberdeckte Kurve 2. Ordnung ist. Wegen des (doppeltiiber-
deckten) Doppelpunktes M’ zerfdllt k" zudem in 2 Geraden ¢, ¢,,
ndmlich in die Diagonalen des von den Konturerzeugenden der Zylinder
gebildeten Rhombus. Diese Geraden, und damit auch die Ebenen der
beiden Ellipsen e¢;, ¢, im Raum, stehen somit aufeinander senkrecht.
Also gilt

Satz 1: Die Durchdringungskurve k zweier Drehzylinder, deren Achsen
sich schneiden, zerfillt, wenn die Zylinder gleiche Radien haben, in zwei
Ellipsen, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen.
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Dabei haben wir, gestiitzt auf (54. Bem. 2), Gebrauch gemacht von

dem folgenden

Satz 2: Wird eine algebraische Raumkurve 2n-ter Ordnung k so in eine
Ebene n projiziert, daff in der Projektion je zwei Punkte der Raumkurve in
einen einzigen Punkt zusammenfallen, d. k. die Projektion der Raumkurve
doppelt iiberdeckt wird, dann ist der Rifi der Raumkurve in 7t eine_ebene
algebraische Kurve der Ordnung n.

Nun behandeln wir unter sonst gleichen Voraussetzungen den allge-
meineren Fall, daB die beiden Drehzylinder mit sich schneidenden Achsen a
und b verschiedene Radien haben. Der Radius des Zylinders ¢ mit verti-
kaler Achse a sei der gréBere, so daB der Zylinder y den Zylinder ¢ durch-
bohrt (Fig. 173). Die Durchdringungskurve k ist eine algebraische Raumkurve
4. Ordnung, die aus zwei getrennten (unebenen) Zweigen k;, und k,, den
Randkurven der Bohrungen, besteht. Der GrundriB ¥’ der Raumkurve k
gehort dem Basiskreis des Zylinders @, der Kreuzri8 k"’ dem Basiskreis
des Zylinders y an. Aber auch im Aufri halbiert sich die Ordnung der
Raumkurve: Wegen der Symmetrie der Figur beziiglich der Ebene [a, b]
projiziert sich k im Aufrif als doppeltiiberdeckte ebene Kurve der Ord-
nung 4/2 = 2, d. h. als doppeltiiberdeckter Kegelschnitt k’.

Um die Art dieses Kegelschnitts zu bestimmen, bedient man sich
folgender Tatsache:

Satz 3: Die Fernpunkte der Durchdringungskurve zweier Flichen bletben
ungelindert, wenn eine der beiden erzeugenden Flichen

1. parallel verschoben oder
2. zentrisch dhnlich vergrifBert oder verkleinert wird.

Beweis: Bei diesen Umformungen bleiben alle Fernpunkte des Raumes fest, also
auch die Fernkurven der beiden Flichen und die Fernpunkte ihrer Durchdringungs-
kurve.

Verkleinert man nun den Zylinder ¢ aus dem Zentrum M heraus ahn-
lich, bis sein Radius 7, gleich dem Radius 7, des Zylinders y ist, dann
liegt der in Fig. 172 behandelte Sonderfall vor. Die AufriBkurve k'’ geht
bei dieser zentrischen Ahnlichkeit in das orthogonale Geradenpaar u,, u,
iiber. Da diese Geraden dieselben Fernpunkte wie k" haben, ist die Auf-
rifkurve k" ein Kegelschnitt mit zwei reell-verschiedenen Fernpunkten,
d. h. eine Hyperbel, und zwar eine gleichseitige Hyperbel, da u, und u, auf-
einander senkrecht stehen. Aus Symmetriegriinden ist M’’ der Mittelpunkt
der AufriBhyperbel, und daher geben die Geraden u, und u, nicht nur ihre
Asymptotenrichtungen an, sondern sie sind die 4symptoten selbst.
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Zur Konstruktion einiger Punkte der Aufrifikurve k" legt man geeignete
Hilfsflichen, die beide Zylinder in einfachen Kurven schneidpn. Schnitt-
punkte dieser Kurven sind dann Punkte der Durchdringungskurve.
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Iig. 173. Durchdringungskurve k zweler Drehzylinder ¢, vy mit sich senkrecht schneldenden
Achsen a,b und verschiedenen Radien (algebralsche Raumkurve 4. Ordnung, die im Auf-
ri8 als doppeltitberdeckte gleichseitige Hyperbel erscheint)

Als solche Hilfsflichen kann man eine Schar von Hilfsebenen & wihlen,
die beide Zylinder in Erzeugenden m;, m, bzw. n;, n, schneiden. Dazu
miissen die Hilfsebenen zu den beiden Zylinderachsen a und b, d. h. zur Auf-
rifiebene parallel sein. Nach diesem Verfahren sind in Fig. 168 unter Ver-

wendung des Kreuzrisses die Punkte P;, P, und 1?;', P konstruiert.
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Insbesondere liefert jene Hilfsebene (¢), die den Zylinder y lings der vorder-
sten Erzeugenden beriihrt, die Scheitel A", B” der Aufrifhyperbel.

Eine zweite Methode benutzt eine Schar von Hilfskugeln x um den Achsen-
schnittpunkt M. Jede derartige Kugel schneidet sowohl den Zylinder ¢
wie den Zylinder y in je zwei achsennormalen Kreisen. Die Schnitt-
punkte von je zweien dieser Kreise sind Punkte der Durchdringungskurve k
im Raum. Die Kontur einer solchen Hilfskugel » im AufriB ist ein Kreis
um M’ von beliebigem Radius, wihrend die Schnittkreise mit den beiden
Zylindern sich als die achsennormalen Sehnen dieses Kreises, die zwischen
den Konturerzeugenden der Zylinder liegen, darstellen. Die vier Schnitt-
punkte dieser beiden Sehnenpaare sind Punkte der AufriBhyperbel k"
der Durchdringungskurve k. Nach diesem Hilfskugelverfahren sind in
Fig. 173 die Punkte @7,Q; und @7,Q; konstruiert.

Eine Hilfskugel, deren Radius kleiner ist als der groBe Zylinderradius 7,
liegt ganz im Innern des Zylinders ¢ und schneidet, reell gesehen, den

Zylinder ¢ nicht mehr. Eine Hilfskugel, deren Radius groBeristals |/ 72 - 2,
schneidet zwar beide Zylinder nach reellen Kreisen, aber diese Kreise
haben keine reellen Schnittpunkte mehr. Trotzdem kann man das Ver-
fahren der Hilfskugeln im AufriB rein planimetrisch auch fiir gréBere

Radien fortsetzen und erhilt dadurch reelle Punkte R, Ry und E;', E;',
die zwar auBerhalb der Konturerzeugenden beider Zylinder liegen, aber
der nach auBen fortgesetzten AufriBhyperbel k'’ angehoren. Diesen Sach-
verhalt hat man sich folgendermaflen geometrisch zu erkliren: Dem
reellen Punkt R’ z. B. entsprechen im Raum zwei konjugiert komplexe
Punkte der Raumkurve k. Thre Verbindungsgerade ist reell und steht
auf der AufriBebene senkrecht. Der Punkt R,' ist dann der reelle Spur-
punkt dieser Geraden in der AufriBebene, also der reelle Normalriff zweier
sich iberdeckender konjugiert komplexer Punkte der Durchdringungskurve k.

Die Tangente '’ in einem Punkt der AufriBhyperbel k' konstruiert man
am einfachsten nach der Normalenmethode. Diese ist in Fig. 173 fiir den
Punkt P, durchgefiihrt. Die Normale n, des Zylinders ¢ steht im Raum
auf der Achse a, die Normale 7, des Zylinders y auf der Achse b senkrecht.
Dasselbe gilt auch fiir die Aufrisse: n, 1 a” und n, 1 b”. Die Schnitt-
punkte N, und N, dieser Normalen mit den Achsen liegen in der zur AufriB-
ebene parallelen Ebene [a, b], so daB die Gerade [N, oV, ] eine zweite Haupt-
linje v, der Normalebene v =[n,,n,] der Durchdringungskurve k und
¥y = [N, N,] ihr AufriB ist. Auf v, steht deshalb die Tangente ¢’ im
Punkte P, von % senkrecht.
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Als Anwendung wollen wir den besonderen (konvexen) Kérper  mit
dem Mittelpunkt O behandeln, dessen Grund-, Auf- und KreuzriB8 Fig. 174
zeigt. Der Anfinger hat zunichst einige Miihe, sich eine Vorstellung von

4" &

/ /

Fig. 174. Konvexer Kdrper &, dessen Grundrif ®’, Aufri8 8 und Kreuzri8 " zueinander kongruent
sind (Leselibung).

diesem Korper R zu verschaffen. Man erkennt aber aus den drei gezeichneten
kongruenten Kreisen, dafl es sich um die Durchdringungsfigur von dre:
(massiven) Drehzylindern mit gleichem Radius r handelt, deren Drehachsen
z,y,z den Punkt O = (0’,0",0""") enthalten und zu den drei Bildebenen 7,
(GrundriBebene), 7z, (AufriBebene), 7, (KreuzriBebene) normal sind. Die
Oberflichen dieser drei untereinander kongruenten Drehzylinder durch-
dringen sich paarweise, weil ihre Drehachsen sich orthogonal schneiden, nach
je zwei Ellipsen, deren Ebenen jeweils auf einer Projektionsebene normal
sind und die daher in dem betreffenden RiB als orthogonale Paare von
(doppeltiiberdeckten) Geraden erscheinen. Die Halbachsen der sechs Ellipsen
haben die Lingen

(1) a=ry2, b=r
Allerdings sind an der Begrenzung des Kérpers & nicht die vollen Durch-
dringungsellipsen beteiligt, sondern jeweils nur zwei symmetrische Bogen-
stiicke, deren Endpunkte ein Rechfeck mit den Seitenlingen 27 und r}/2
bilden.

Um diese Verhiltnisse noch etwas besser zu erkennen, gind in Fig. 175
in den drei Rissen neben dem konvexen Kérper R auch noch die drei ihn
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erzeugenden Drehzylinder {,,,,{,; samt ihren Drehachsen z,y,z und ihren
sechs vollstindigen Durchdringungsellipsen dargestellt. Man erkennt z.B.,
daB sich die beiden Drehzylinder £, und {, in den beiden Ellipsen ¢, und e,
durchdringen. Die Ellipse e, besitzt die grole Achse 4, B,, die Ellipse e,
die groBe Achse 4, B,; beide Ellipsen haben die gemeinsame kleine Achse
CD. Man bestitigt auch an der Figur leicht die Formeln (1). Die Ellipse ¢;
verbindet der Reihe nach die acht Punkte (4, 8 C 6 B, 2 D 4 A4,), die
Ellipse ey geht reihum durch die acht Punkte (4, 7 C 5 B, 1 D 3 4,). Aber
nur die beiden Bogen (8 €' 6) und (2 D 4) der Ellipse ¢; und die beiden
Bogen (7 C 5) und (I D 3) der Ellipse e, liegen innerhalb des Zylinders {,
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Fig. 175. Der konvexe Kdrper R aus Fig. 174 als Durchdringungsfigur der ach allelen kongruent

Drehzylinder ¢, {s, {3, die sich in 12 Ellipsenbogen schneiden, welche den 8 Durchdringungs-Ellipsen der
Zylinder angehtren. Je drei Ellipsenbogen stoBen in den 8 Ecken eines Wiirfels (1, 2,3, 4,5,6,7, 8)
zusammen, je 2 Ellipsenbogen kreuzen sich in 6 Ecken, die paarweise auf der z-, y- und z-Achse liegen.

und sind daher als krumme Kanten an der Berandung des Kérpers R be-
teiligt. Insgesamt haben so an der Berandung des von dendrei Drehzylindern
{1, £a.0 3 begrenzten Korpers R zwolf untéreinander kongruente Ellipsen-
bogen teil. Diese Ellipsenbogen stoBen zu je dreien in acht Punkten
(1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) zusammen, welche Ecken des Korpers R sind. Diese
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Ecken bilden die Figur eines Wiirfels, dessen zwolf Kanten zu je vieren als
Mantellinien den drei Zylindern {,,{,,{3 angehdren. Verbindet man dia-
metrale Ecken, so erhilt man in jeder der sechs Ellipsen zwei Durchmesser,
welche zueinander konjugiert sind. Z. B. trigt die Ellipse e, die diametralen
Ecken 4 und 6 sowie 2 und 8, welche zu den beiden Durchmessern [4, 6] und
[2, 8] gehoren; diese sind gleichlang und auBerdem zueinander konjugiert,
weil ihre Aufrisse [#', 6] und [2', 8] im kreisformigen Aufri8 e; von e,
zueinander orthogonal sind.

AuBer diesen acht, von je drei Ellipsenbogen gebildeten Kérperecken
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) gibt es noch sechs weitere (in Form eines Oktaeders
angeordnete) Korperecken, welche (wie C und D) als Endpunkte der kleinen
Achsen der Schnittellipsen jeweils Treffpunkte von je vier Kanten (halben
Ellipsenbogen) sind. Der Korper R besitzt also insgesamt e = 14 Ecken, die
durch k =6-4 =24 krummlinige Kanten verbunden sind. Er wird von insge-

'S

Fig. 176. Schiefaxonometrisches Bild R+ des konvexen Kdrpers . Die Schnittellipsen der Begrenzungs-
zyiinder haben je zwel Diagonalen des Wiirfels (1, 2, 3, ¢, 5, 6, 7, 8) als konjugierte Durchmesser.

7311 Strubecker, Geometrie 16
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samt f = 12 untereinander kongruenten viereckigen krummen Seitenflichen be-
grenzt, welche zu je vier einem der drei Zylinder {,,{,,{3 angehoren. Die
Anzahl e der Ecken, k der Kanten und f der Flichen des konvexen Korpers
geniigt der aus 32. bekannten EULERschen Formel

e—k+f=2,

die also nicht bloB fiir konvexe Polyeder (mit ebenen Seitenflichen und
geradlinigen Kanten) giiltig ist.

Mit Hilfe dieser Feststellungen ist es nun sehr leicht, einen Schrigrif,
ein axonometrisches Bild oder einen Schnellriff des Korpers zu zeichnen. Es
geniigt, sich das betreffende Bild des Wiirfels der acht Ecken (1,2,3,4,5,6,7,8)
zu verschaffen. Ist O der Mittelpunkt dieses Wiirfels, so sind die sechs (sich
in O schneidenden) Paare von Wiirfeldiagonalen

[(2,7)(2,8)], [(3,5)(4,6)]; [(1,7)(4,6)], [(2,8)(3,5)1; [(1,7)(3,8)], [(2,8)(4,6)]

jeweils Paare konjugierter Durchmesser der sechs untereinander kongruenten
Schnittellipsen der Zylinder {,,(,,(5. Die Ebenen der beiden ersten Ellipsen
enthalten die z.Achse, die Ebenen der beiden mittleren Ellipsen enthalten
die y-Achse und die Ebenen der beiden letzten Ellipsen, die wir oben mit e;
und e, bezeichnet haben, enthalten die z-Achse.

Die Fig. 176 zeigt ein nach diesem einfachen Verfahren hergestelltes
schiefaxonometrisches Bild des konvexen Korpers R, das auf das PoHLKEsche
Dreibein (0°, X5, Y*, Z¢) gestiitzt ist.

Die Fig. 177 zeigt einen nach derselben Methode konstruierten Normalrif§
des konvexen Kérpers R, den man z.B. als Grundrif & von R auffassen
kann, wobei als Projektionsrichtung p die Richtung der Diagonalen p =[3,5]
gewihlt ist und die Bildebene z zu p normal ist. Der Wiirfel der Ecken
(1,2,3, 4,5, 6,7, 8) hat dann als Bilder seiner zwslf Kanten die Seiten und
Halbdiagonalen eines regelmaBigen Sechsecks. Die dre: Ellipsen, welche die
projizierende Diagonale [3,5] als Durchmesser enthalten, erscheinen dabei
als doppeltiiberdeckte Strecken auf den Bildern 2',y’,2 der Koordinaten-
achsen. Die restlichen drei Ellipsen haben als Grundrisse drei zueinander
kongruente Ellipsen, fiir welche die Paare der Sechseckdiagonalen

(r,7)y@,8 (.7 (4,69, [(£,6)(2,8)]
konjugierte Durchmesser sind. Weil diese Paare konjugierter Durchmesser
(z.B. der Ellipse €;) gleicke Linge haben (0'6'=0’8’), sind ihre Winkel-
halbierenden die Hauptachsen, aulerdem entsprechen ihnen in der aus Fig. 24
bekannten orthogonalen Affinitit der Ellipse zu ihrem groBen Scheitelkreis
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jene beiden orthogonalen Kreisdurchmesser, welche gegen die (horizontale)
groBe Achse von ¢; unter Winkeln von 45° geneigt sind. Nach der Papier-
streifenkonstruktion (Fig. 25) schneidet daher die durch den Punkt 6’
gelegte 45°-Gerade die beiden Hauptachsen der Ellipse ¢; in Punkten Q
und R so, dal O'A=R6'=a und 0’ Z’' =Q 6’ =b die Halbachsenlingen a
und b der Ellipse e; sind.
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Fig. 177. Normalril R des konvexen Korpers K, Projektionsrichtung p ist die Wiirfeldiagonale p =[3,5).
Die Bildebene ist zu p normal,

Die drei sichtbaren Bogen dieser Ellipsen decken sich im GrundriB fast mit
den Schmiegkreisen der Ellipsengrundrisse in den Scheiteln X', Y’, Z'. Die
drei Paare paralleler Seiten des Sechsecks bilden die scheinbaren ersten
Umrisse der drei den Korper R erzeugenden Drehzylinder £,,¢,,{,.

Die Fig. 178 zeigt schlieBlich noch einen nach dem Einschneideverfahren
(mittels der Einschneiderichtungen p’ und p’’) konstruierten Schnellr:8 des
sichtbaren Teiles des konvexen Korpers . Grundri R’ und Aufrif )"’
von R sind in gleichem MaBstab gezeichnet und zeigen die acht Ecken
1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8) des eingeschriebenen Wiirfels, die auf den drei Ko-
ordinatenachsen liegenden sechs Ecken X,X; Y,Y; Z, Z sowie die sie ver-
bindenden 12 Ellipsenbogen. Der Schnellril zeigt nur die sichtbaren Teile
dieser Figuren. Die sechs Schnittellipsen der drei Zylinder {,,,,{; kénnen

16*
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Fig. 178. Konstruktion des Schnellrisses R* des konvexen Kborpers ®. Ermittlung der (sichtbaren)
Ellipsenbogen seiner Begrenzung, der UmriBerzeugenden der dref ihn begrenzenden Drehzylinder und der
insgesamt 12 Konturpunkte auf den einzelnen Ellipsenbogen.
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im SchnellriBl leicht gezeichnet werden, weil man ihre in den Wiirfeldiago-
nalen liegenden Paare von konjugierten Durchmessern kennt. Z.B. besitzt
der Ellipsenbogen e, ={(6,Z,8) die beiden konjugierten Halbmesser [0 6]
und [08], ebenso der Ellipsenbogen e,=(1,Y,6) die konjugierten Halb-
messer [0 1] und [06].

An der Kontur des Schnellrisses &* des Koérpers R sind neben gewissen
Teilen der sechs Umriferzeugenden der drei Zylinder ¢,,{,,{, auch noch
gewisse sie verbindende Bogen der Schnittellipsen beteiligt. Dabei entsteht
im Schnellri das Problem der Konstruktion der zwdlf Beriihrpunkte dieser
Ellipsen mit den sechs Konturerzeugenden der drei Zylinder {,,(,,{,. Wir
wollen als Muster diese Beriihrpunkte fiir die Schnellrisse ¢} und e} der beiden
Ellipsenbogen ¢, = (6, Z,8) und ey = (1, Y, 6) konstruieren.

Der Ellipsenbogen e} =(I2Y*6%) beriithrt z.B. den Schnellrif .mj] der
Konturerzeugenden m, des vertikalen Zylinders {, in einem Punkt U?,
dessen Grundrif U’ auf dem Kreis e; und auf dem zu p’ normalen Kreis-
durchmesser liegt. Sein Aufrif U’’ kann leicht auf dem Kreis e; durch
Ubertragen der aus dem GrundriB bekannten (positiven) y-Koordinate y,
des Punktes U gefunden werden. Durch Einschneiden in den Richtungen p’
und p'’ erhilt man aus U’ und U’ den auf der vertikalen Umrilerzeugenden
m}, liegenden Konturpunkt U* des Ellipsenbogens ;.

Auf die gleiche Art kann man jenen Punkt V* konstruieren, in dem der
Ellipsenbogen ¢} = (6* Z* &) den SchnellriB m} der Konturerzeugenden m, des
z-parallelen Zylinders £, beriihrt. Das Lot auf p* in O schneidet den
Kreis ¢} in den zusammenfallenden Aufrissen V'’ =mj, von V und m,. Der
Grundrif8 V'’ liegt auf dem Kreisdurchmesser e; und besitzt die aus dem
Aufri} bekannte (negative) y-Koordinate y,. Durch Einschneiden erhilt
man aus V' und V" den auf m’ liegenden Konturpunkt V¢ der Ellipse e].

Die Ellipse ¢ beriihrt auch den Schnellri m} der Konturerzeugenden mq
des y-parallelen Zylinders ¢ o in einem Punkt W?. Diesen kénnte man mit
Hilfe eines (nach dem Muster von Fig. 117 zu zeichnenden) Kreuzrisses K"
des Korpers R nach dem eben zweimal angewandten Verfahren ermitteln.
Man kann diesen KreuzriB (der zudem einen neuen Mapfstab aufweist) ver-
meiden, indem man an den GrundriB einen Seitenrif anhdngt, dessen Achse
Zy3=x" ist. Man braucht dann den Seitenri p’"’ des zum Schnellri} ge-
horenden Sehstrahls p =[O, P], dessen GrundriB p’ und Aufrif p’’ sich mit
den beiden durch 0’ und 0" gelegten Einschneiderichtungen decken. Nach
(spezieller) Wahl des Aufrisses P’* von P auf p’ erhilt man (durch Uber-
tragen der y-Koordinate von P’) auf p’ den Grundri P’ von P. Aus P’
und P ergibt sich durch Ubertragen der wegfallenden z-Kote von P’ der
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Seitenril P’'' von P und der Seitenril p”' =[O0’ P'''] des Sehstrahls p. Der
SeitenriB ¢,  des y-parallelen Zylinders {, deckt sich mit dem Kreis (5. Der
zu p'"’ normale Durchmesser schneidet dann ¢, im (projizierenden) Seiten-
riB m;  der y-parallelen Konturerzeugenden m; von {,, deren Grundril m
durch m; " geht und parallel zu y' ist. Ihr Aufril my ist zu y"’ parallel und
hat von y'’ denselben z-Abstand wie m;” von z,5. Der Konturpunkt W des
Ellipsenbogens e, hat nun den Schnittpunkt W’ der Geraden e] mit my als
GrundriB und den Schnittpunkt W’ des Kreisbogens e} mit my als AufriB.
Durch Einschneiden ergibt sich aus W’ und W'’ der SchnellriB W# des
gesuchten Berithrpunktes des Ellipsenbogens e] mit der (y-parallel durch
W* laufenden) Konturerzeugenden mj; von {,.

Weitere Konturpunkte der sichtbaren Ellipsenbogen liegen in deren
Schnittpunkten mit den Mantellinien m,,m,,m4 sowie mit den dazu beziig-
lich O symmetrischen Mantellinien 7 ,,m,, 74, deren Grund- und Aufrisse
uns simtlich bekannt sind. Zu jedem Konturpunkt existiert dabei ein beziig-
lich 0% symmetrischer Konturpunkt; so sind zu Us, V3 W beziiglich O°
symmetrisch die Konturpunkte U*, Ve, We.

62. Die Durchdringung eines Drehzylinders

mit einem Drehkegel bei sich schneidenden Achsen

Der Drehzylinder ¢ habe die vertikale Achse a, der Drehkegel y die hori-
zontale Achse b, und O sei der Schnittpunkt dieser Achsen. Die Durch-
dringungskurve k ist eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung, die aus zwes
getrennten unebenen Zweigen ky, und k, besteht (Fig.179). Ihr Grundriff
k' deckt sich mit einem Teil des Basiskreises des Zylinders ¢ (k' = doppelt
tiberdeckte Kurve 2. Ordnung). Auch im Aufrif projiziert sich ¥ wegen
der Symmetrie beziiglich der Ebene [a, b], die zur Aufriflebene parallel
ist, als ein doppelt iiberdeckter Kegelschnitt k¥”'. Thr Kreuzriff k'’ dagegen
ist eine nicht zerfallende ebene algebraische Kurve 4. Ordnung, die aus zwei
ovalen Zweigen k" und k,” besteht.

Der Aufrif ¥’ der Durchdringungskurve k erweist sich als eine Hyperbel.
Verkleinert man némlich den Drehzylinder ¢ von O aus zentrisch #hnlich,
bis er als Drehzylinder ¢, im Punkte M und einem zweiten beziiglich
der Ebene [a, b] dazu symmetrischen Punkte den Kegel ¢ berithrt, dann
zerfillt die Durchdringungskurve 4. Ordnung %, vong, und v in zwei Ellipsen,
die sich im Aufri als die beiden Geraden u,, u, (Diagonalen des Kon-
turvierecks von ¢, und y”) projizieren. Da die zentrische Ahnlichkeits-
transformation das Unendlichferne nicht #ndert, hat die Aufrifkurve &’
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zweiter Ordnung nach (61. Satz 3) zwei reell verschiedene Fernpunkte, ist
also eine Hyperbel. Die Geraden u,, u, geben dabei die Richtungen ihrer
Asymptoten an. Da ihr Schnittpunkt M” zugleich der Mittelpunkt der
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Fig. 179. Durchdringungskurve k& eines Drehzylinders ¢ und eines Drehkegels vy mit sich
senkrecht schneldenden Achsen a, b (algebralsche Raumkurve 4. Ordnung, die im Aufri8
als doppeltitberdeckte Hyperbe! erscheint)
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Hyperbel ist (es ist ndmlich M"A" = M"”B"”, wobei 4” und B" die
Scheitel der Hyperbel sind, die man aus den beziiglich M’ symmetrischen
Punkten 4’ und B’ im GrundriB sofort gewinnt), so sind «, und u, sogar
die Asymptotern. der AufriBhyperbel selbst.

Zur Punktkonstruktion der Durchdringungskurve k im AufriB und im
Kreuzri hat man wieder zwei Methoden zur Verfiigung. Entweder wihlt
man eine Schar von Hilfsebenen, die zur Zylinderachse a parallel sind und
durch die Kegelspitze S gehen, oder eine Schar von Hilfskugeln um den
Achsenschnittpunkt O der beiden Flichen.

Das, Hilfsebenenverfahren ist fir die Punkte P durchgefiihrt.
Die beliebig durch die Kegelspitze S gelegte erstprojizierende Ebene &
schneidet den Zylinder in zwei Erzeugenden m; und m,, den Kegel
in zwei Erzeugenden n; und =z, Diese fallen im GrundriB mit &' = ¢,
zusammen und kénnen leicht in den KreuzriB und in den Aufrif3 iibertragen
werden. Die Geradenpaare my, my, und n,, 1, schneiden sich in den 4 Punk-

ten Py, P, Pp Pz, deren AufriB und Kreuzri Punkte der AufriBkurve k"
bzw. Kreuankurve k"' sind. Insbesondere fiihrt die Hilfsebene, die den
Kegel lings der vordersten Erzeugenden beriihrt, zu den Scheifeln 4"
und B’ der Aufriffhyperbel, die aus Symmetriegriinden auf b” liegen. Die
Hilfsebene durch die Kegelachse b schneidet den Zylinder und den Kegel
in den Konturerzeugenden der beiden Flichen beziiglich des Aufrisses,
deren Schnittpunkte zu den héchsten und tiefsten (reellen) Punkten der
AufriBkurve & und der KreuzriBkurve k'’ fiihren.

Das Hilfskugelverfahren, das Kugeln um O mit beliebigen Radien
verwendet, ist in Fig. 179 fiir die Konstruktion der Punkte @ im Aufri8
ausgefithrt. Die Kugel x schneidet beide Fliachen in achsennormalen
Kreisen, deren Aufrisse Sehnen des Konturkreises der Kugel x sind. Sie
schneiden sich in den vier Punkten @}/, é;', Q. a;’ der AufriBhyperbel k.
Uber den GrundriB findet man dann auch leicht den KreuzriB dieser
Punkte.

Auch hier ergeben sich bei geniigend groBem Radius der Hilfskugel
reelle Punkte der AufriBkurve (z. B. Q'), denen im Raum keine reellen
Punkte der Durchdringungskurve entsprechen. Sie sind als doppelt iiber-
deckte reelle Projektion von zwei konjugiert komplexen Punkten Q der rdum-
lichen Durchdringungskurve anzusehen.

Die T'angente t im Punkte @, der Durchdringungskurve k konstruiert man
wieder am einfachsten nach der Normalenmethode. Die Normale =, des
Zylinders @ ist das Lot von @, auf die Achse a (LotfuBpunkt N,). Die
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Normale 7, des Kegels yist die durch ¢, gehende Erzeugende des Normalen-
kegele von y (Spitze des Normalenkegels N,). Beide lassen sich im Aufri
und im KreuzriB leicht einzeichnen. Um N, =N ;,' zu gewinnen, hat man den
Punkt @, um die Achse b auf die Konturerzeugende des Kegels nach
Q.0 =@Q,, zu drehen und in diesem Punkt die mitgedrehte Normale
n,q=n,, senkrecht zur Konturerzeugenden von y zu zeichnen. Diese
schneidet aus b den Aufri8 der Spitze N, =N, des Normalenkegels aus.
Da die Punkte N, und N, in der AufriBebene liegen, ist ihre Verbindungs-
gerade v, die Aufriispur der von 7, und =, aufgespannten Normal-
ebene v. Auf v, = [N N,] steht die Tangente ¢’ von k" in @, senk-
recht. Um jhren KreuzriB ¢’ zu finden, zeichnen wir mit [N, K"] =,
den AufriB und mit [N,"K"’] =, den zugehérigen KreuzriB einer belie-
bigen dritten Spurparallelen »; der Normalebene ». Dann steht ¢’ auf
v, senkrecht. Oder wir iibertragen den Vertikalspurpunkt V der Tan-
gente ¢t aus dem GrundriB (V' = [¢, z),]) in den AufriB (V" auf t")
und in den Kreuzri8 (V' auf zy5). Dann ist [@, V’"'] der KreuzriB ¢’ der
Tangente ¢ der Durchdringung k¥ im Punkte @,.

63. Die Durchdringung einer Kugel mit einem Drehzylinder

Die Kugel » (Mittelpunkt O, Radius 7) und ein Drehzylinder { (Achse a,
Radius 7/2) durchdringen sich in einer solchen Lage, daB der Zylinder die
Kugel in ihrem vordersten Punkte A beriihrt. Der Zylinder enthalte die
2-Achse als Erzeugende, und der Beriithrungspunkt 4 liege auf der vor-
dersten Zylindererzeugenden, so daB sich A" mit 0" deckt (Fig. 180).

Die Durchdringungskurve k ist im Raum eine algebraische Raumkurve
4. Ordnung mit einem Doppelpunkt in A,die sowohl beziiglich der Aquator-
ebene der Kugel als auch beziiglich der von 4 und a gebildeten KreuzriB-
ebene symmetrisch ist. Daher ist der GrundriB %’ und der Kreuzri k'’ eine
doppelt iiberdeckte algebraische Kurve 2. Ordnung, némlich der Grundri$ ¥’
ein Kreis (Basiskreis des Zylinders) und der Kreuzrif k'’ eine Parabel.
Das letzte erkennt man nach (61. Satz 3) leicht durch folgende Uberlegung :
Wird der Zylinder £ vom Punkt 4 aus zentrisch &hnlich mit dem Langenver-
héiltnis 2 vergroBert, dann beriihrt er die Kugel x lings "hres Aquatorkreises.
Im Kreuzri geht dabei der Kegelschnitt &'’ in dic doppeltiiberdeckte
Gerade [4''0"''] iber, die beziiglich der Fernelemente dasselbe Verhalten
aufweisen muB wie ¥'”’. Die Kreuzrilkurve ist somit ein Kegelschnitt mit
zwei zusammenfallenden Fernpunkten, d. h. eine Parabel. Ihre Achsen-
richtung ist durch [4""0'"’] festgelegt, und wegen der Symmetrie der Kurve
beziiglich dieser Geraden ist [4'"'0’"’] die Parabelachse selbst.
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Die Aufripprojektion der Raumkurve k ist eine ebene algebraische Kurve
4. Ordnung k'’ mit einem Doppelpunkt in A"'. Sie ist beziiglich der horizon-
talen und vertikalen Achse durch den Doppelpunkt 4"’ symmetrisch.

Zur Konstruktion von Punkten der Durchdringungskurve im Aufri8 und
im KreuzriB kann man eine Schar horizontaler Hilfsebenen wahlen. Jede
solche Ebene ¢ schneidet den Zylinder { in einem Kreis vom Radius /2
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und die Kugel » in einem horizontalen Kleinkreis. Im Aufri liegen
beide Kreise zusammen auf ¢’’, im GrundriB erscheinen sie als der Kreis %’
um &’ bzw. als ein Kreis um z’, dessen Radius aus dem AuiriB zu entnehmen
ist. Den Schnittpunkten P’, @’ im GrundriB entsprechen im Aufrif die
Punkte P, Q" auf ¢ und im KreuzriB der Punkt P''= @'’ auf ¢'’.
Insbesondere liefert die Tangentenebene im hochsten und im tiefsten
Punkt der Kugel die Pole N und S als Punkte der Durchdringungskurve.

Hilfsebenen ¢ parallel zur Aufrifebene schneiden den Zylinder ¢ in
zwei Erzeugenden e,, e;, die Kugel » in einem Kleinkreis. Diese Schnitt-

kurven bestimmen, im AufriB eingetragen, die vier Punkte P/, P und
Q",Q" der AufriBkurve und im KreuzriB die Punkte P’’’ ==@Q"’ und

P’ = Q. Wihlt man als Hilfsebene speziell die Ebene durch die Zylinder-
achse a, die den Zylinder in den Konturerzeugenden seines Aufrisses

schneidet, so erhilt man die vier Punkte U, U V V die im Aufri8
den sichtbaren Teil der Kurve k"’ vom unsichtbaren trennen.

Die T'angentet an die Kurve k konstruiert man nach der Normalenmethode.
Sie ist in Fig. 180 fiir den Punkt P ausgefithrt. Die Normale =, der
Kugel in P geht durch den Kugelmittelpunkt O, die Normale =, des
Zylinders in P steht auf der Zylinderachse a senkrecht. Die Schnittpunkte
0’ von n, und 1’ von n, mit der RiBachse z,, bestimmen, in den AufriB
auf n,, und n; iibertragen, die AufriBspur », = [0"'1"'] der Normalebene ¥,
auf der ¢t in P senkrecht steht. Zur Konstruktion der Kreuzriftangente t'"’
an k"' in P’ brauchen wir schlieBlich noch eine dritte Spurparallele 1,
der Normalebene v = [n, n,;]. Dazu schneiden wir die Normalen 7, und =,
mit der Ebene [z, 2] in den Punkten O und 2 mit den Aufrissen 0’ und 2"’
und den auf n;” und n” liegenden Kreuzrissen 0"’ und 2"’. Dann ist

vy = [0""" 2] der KreuzriB einer dritten Spurparallelen v, der Normal-
ebene », und die gesuchte Tangente ¢’ von k'’ in P'"'steht auf v, senkrecht.

Im Doppelpunkt A der Durchdringungskurve k versagen die bekannten
Methoden der Tangentenkonstruktion, da dort die Tangentenebenen der
Kugel und des Zylinders und damit auch die beiden Flachennormalen
zusammenfallen. Um die Doppelpunkistangenten zu finden, gehen wir
rechnerisch vor. Wahlt man das in Fig. 180 eingezeichnete cartesische
Achsenkreuz (z, y, 2), so lautet die Gleichung der Kugel
1) 4+t =2
und die Gleichung des Zylinders

(@) 24 2 =rz oder (x—%)2+y2=(%>2.
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Fithrt man den in Fig. 180 angegebenen Winkel ¢ (geographische Linge
des Kugelpunktes P) als Hilfswinkel ein, so lauten die Koordinaten (z, y, 2)
des Punktes P der Durchdringungskurve k wegen O'P’' = r cosg

(3) z=rcos’p, y=rcosgsing, z=rsing.

Es ist ndmlich = O'P' - cos ¢, y = O'P’ -singp und z = Jr2— a2 —;2
= r sin @.

Aus der letzten Gleichung folgt iibrigens, dafl ¢ auch gleich der geo-
graphischen Breite des Punktes P ist. Die Kurve k ist also der Ort aller
Kugelpunkte P mit gleicher geographischer Linge und Breite.

Eliminiert man in der Parameterdarstellung (3) von k& den Winkel ¢
aus z und g, so erhilt man als Grundrif k' von k den Kreis mit der Gleichung
(2). Eliminiert man ebenso ¢ aus z und z, so erhilt man als Kreuzriff k"'
von k die Parabel mit der Gleichung

(4) 24 r(z—r)=0.

Entfernt man schlieSlich ¢ aus y und 2z, so erhilt man als Aufrif £k’
von k die ebene algebraische Kurve 4. Grdnung mit der Gleichung

(5) A+ — ) =0,
welche ¢m Nullpunkte O einen Doppelpunkt besitzt. Dessen Doppelpunkts-

tangentenpaar ist durch Nullsetzen der quadratischen Glieder von (5)
gegeben und lautet daher

(6) ¥—22=0 oder (y—2z)(y+2)=0;

es besteht somit aus den beiden Winkelhalbierenden y — 2z =0 und
y+2=0 der y- und 2-Achse.

In der Parameterdarstellung (3) von % ergibt sich der Doppelpunkt
A4 = (r,0,0) einmal fir ¢ =0 und zum zweiten fir ¢ ==n. Fir die
Steigung der AufriBsehne [4”P"] folgt aus (3) allgemein

2 1
(M 5
Insbesondere ergibt sich, wenn der Punkt P auf k gegen A strebt, also
@ > 0 bzw. ¢ >z strebt,

(8) imZ =41 bzw. limZ=—1,

>0 Y ¢—>n
woraus nochmals (auf eine einfachere Art) folgt, daB die beiden Doppel-

punktstangenten des Aufrisses "' der Durchdringungskurve k im Doppel-
punkte 4 die Winkelhalbierenden der y- und z-Richtung sind.
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Um schlieBlich noch den Schmiegkreismittelpunkt der Aufrifkurve k' im
Scheitel N zu finden, hat man nach dem Satz von Meusnier im Kreuz-
riB vom Mittelpunkt M,” des Zylinderkreises auf die Parabeltangente im
Punkte N’ das Lot zu féllen und mit 2’ zu schneiden. Der Schnittpunkt
fallt mit O’ zusammen. Daher fillt die gesuchte Schmiegkreismitte nach
0", und der Kugelumrif ist zugleich der Schmiegkreis der AufriBkurve k'’
im Scheitel N’ (und 8").

Die Durchdringungskurve & der Kugel » (Radius 7) und des Zylinders {
(Radius r/2) heifit nach VINCENZo Viviani (1622—1703, Schiler von
GALILEO GALILEI) Vivianische Linie. VIviaNi entdeckte ndmlich an
ihr (im Jahre 1692) die folgende bemerkenswerte Eigenschaft, die seiner-
zeit groBes Aufsehen erregte: Entfernt man aus der vorderen Halbkugel
z > 0 das von der ViviaNischen Linie umschlossene Flichenstiick, so
bleibt ein sphdirisches Flichenstiick iibrig, dessen Inhalt O = 4r% = (2r)%
ist und das somit exakt quadrierbar ist, d.h. das man, ausgehend vom
Kugelradius r, durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal in ein flichen-
gleiches Quadrat (der Seitenlinge @ = 2r) verwandeln kann.

64. Die Durchdringung eines Drehparaboloids mit einer Kugel

Die Achse z des Drehparaboloids n stehe auf der GrundriBebene senkrecht,
sein Hauptmeridian (UmriBmeridian fir den AufriB) sei die Parabel m
mit dem Brennpunkt F (auf z) und der (horizontalen) Leitgeraden . Der
Mittelpunkt O der Kugel » liege in der zur AufriBebene parallelen Ebene
des Hauptmeridians m von z. aber nicht auf der Achse z von m (Fig. 181).
Dann ist die Durchdringungskurve k dieser beiden (algebraischen) Flichen
2. Ordnung eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung. Da sie beztiglich der
Ebene des Hauptmeridians m von = symmetrisch ist, projiziert sie sich im
Aufrif als doppelt iiberdeckter Kegelschnitt k''. Um dessen Art zu bestimmen,
verschieben wir die Kugel » in Gedanken, bis ihr Mittelpunkt auf der
Achse z des Drehparaboloids & liegt, und verkleinern oder vergroSern sie
vom Mittelpunkt aus zentrisch dhnlich, bis sie das Drehparaboloid in zwei
Parallelkreisen schneidet, die sich im AufriB als zwei horizontale Geraden
projizieren. Da diese beiden parallelen Geraden denselben (doppelt zu
zdhlenden) Fernpunkt haben, ist der Kegelschnitt k" eine Parabel mit
horizontaler Achse.

Zur Konstruktion von einzelnen Punkten der Durchdringungskurve k
kann man sich einer Schar horizontaler Hilfsebenen bedienen. Jede solche
Hilfsebene ¢ schneidet das Paraboloid in einem XKreis k., die Kugel
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in einem Kreis k,, die sich in zwei Punkten P und P der Durchdringungs-
kurve k schneiden. Im GrundriB kann man die beiden Kreise k. um 2z’
und k, um O, deren Radien aus dem AuifriB hervorgehen, einzeichnen

und ihre Schnittpunkte P’ und P’ festlegen. (In Fig. 181 ist im Grundri3
nur die vordere Hilfte der beiden beziiglich der Ebene des Hauptmeridians
m von st symmetrischen Flichen gezeichnet.) Der AufriB dieser beiden
Schnittpunkte iiberdeckt sich im Punkt P’ auf &’’. Insbesondere sind die
Schnittpunkte 4" und B” der zweiten UmriBkonturen der beiden Flichen
auch Punkte der AufriBkurve £”’. In den zugehérigen GrundriBpunkten 4’
und B’ hat die GrundriBkurve k' eine vertikale Tangente. Da die Gerade
[4’B’] Symmetrieachse von k' ist, sind 4" und B’ Scheitel der GrundriB-
kurve. Im Raum ist 4 der tiefste und B der hochste (reelle) Punkt der
Durchdringungskurve k.

Eine zweite Methode zur Punktkonstruktion von k verwendet Hilfs-
kugeln um einen beliebigen Punkt auf der Achse z des Paraboloids, z. B.
um den Brennpunkt F. Jede solche Hilfskugel schneidet das Paraboloid
7 in einem Parallelkreis und die Kugel » in einem Kleinkreis mit
der Achse [OF]. Beide Kreise erscheinen im AufriB als Sehnen des UmriB-
kreises der Hilfskugel. Ihr Schnitt ist ein Punkt der AufriBkurve k”'.
In Fig. 181 wurde auf diese Weise der Punkt Q" gewonnen. Sein
GrundriB @' liegt dann 1. auf dem Ordner durch @ und 2. auf dem
Grundrifi des Parallelkreises des Drehparaboloids.

Zur Konstruktion der Tangente t an die Schnittkurve %k im Punkte @
kann man die Normalenmethode verwenden. Die Kugelnormale n, geht
durch den Kugelmittelpunkt 0. Die Normale n_ des Paraboloids geht durch
die Spitze N des Normalenkegels. Dabei liegt N’ auf 2, wihrend N”'
durch Paralleldrehen des Punktes Q" nach @, und durch Konstruktion
der Parabeltangente in diesem Punkt (nach Fig. 134) sowie der Normalen
n,, gewonnen wird. Dann steht der AufriB ¢ der Tangente ¢ von k in @
auf dem AufriB der zweiten Hauptlinie v, = [0 N"'] der Normalebene
von k in @ senkrecht. Ubertrigt man eine beliebige erste Hauptlinie », aus
dem AufriB #’ | 2;, in den GrundriB, dann steht der GrundriB ¢ der Tan-
gente ¢t von k in @ auf dem GrundriB #; dieser ersten Hauptlinie senk-
recht.

Die Normalenmethode, als réumliche Konstruktion angewandt auf den
Punkt B (oder 4), liefert in diesem Punkt eine zweitprojizierende Tangente,
da die Normalebene [n, 5, 7, 5] zur Aufriebene parallel igt. Im Punkte B
verkiirzt sich daher der AufriB der Tangente an die Durchdringungskurve k
in den Punkt B” und ist nicht identisch mit der Tangente t; an den
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Aufri8 k" der Durchdringungskurve k. Trotzdem kann man die Normalen-
methode, aufgefaBt als rein planimetrische Konstruktion, auch im Punkte
B durchfithren und erhilt dadurch die Tangente t}; an die AufriBkurve
(Parabel) k¥’ in B”. Die zweitprojizierende Ebéne ¢ durch ), = ¢ ist dann
die Schmiegebene der Durchdringungskurve % in ihrem Scheitel B.

SchlieBlich soll noch der Schmiegkreis im Scheitel B’ der Grundrifkurve k'
konstruiert werden. (Fir den Scheitel 4 verliuft die Konstruktion ent-
sprechend.) Der Normalschnitt der Kugel im Punkt B hat seinen Mittel-
punkt in O. Das Lot von O auf ¢ bestimmt dann nach dem Satze von MEvUs-
NIER auf o den Schmiegkreismittelpunkt K, = K. des schiefen Schnittes
o der Kugel und auf der Horizontalebene durch B den Punkt K, dessen
Grundri8 K’ die Schmiegkreismitte fiir den Scheitel B’ von k' ist. Der
Punkt K ist ndmlich nach dem Satz von MEUSNIER die Schmiegkreis-
mitte des (horizontalen) Normalschnittes des erstprojizierenden Zylinders
der Durchdringungskurve k.

65. Der Schnitt einer Ringfliche mit einem Drehzylinder

Die Achse z der Ringfliche ¢ stehe auf der GrundriBebene senkrecht
und beriihre den Meridiankreis %;, durch dessen Rotation um z die Ring-
fliche erzeugt wird. Die Achse a des f)rehzylinders ¢ stehe auf der AufriB-
ebene senkrecht, und der Meridiankreis k; des Torus liege auf dem Zylinder
{Fig. 182).

Da der Torus ¢ eine algebraische Flache 4. Ordnung, der Zylinder { eine
Fliache 2. Ordnung ist, ist die raumliche Durchdringungskurve von 4 -2 =
8. Ordnung. Da sich die beiden Flédchen ¢ und ¢ aber lings des Meridian-
kreises %, des Torus beriithren, gehdrt dieser doppelt zu zdhlende Kreis
ganz der Durchdringungskurve k an, so daB k in einen doppelt zihlenden
Kreis k; und eine algebraische Restkurve k, 4. Ordnung zerfillt. Im
Aufrif projiziert sich diese zerfallende Schnittkurve k als vierfach iiber-
deckter Kreis. Thr Grundrif ist, da die Raumkurve % beziiglich der Aquator-
ebene des Torus symmetrisch ist, gleichfalls doppelt iiberdeckt. Der in
k enthaltene Kreis k, erscheint dabei (mit seinem reellen Zuge) als ein
doppelt iiberdecktes Stiick k; einer horizontalen Geraden, die Restkurve
4. Ordnung k, als doppelt iberdeckier Kegelschnitt k,. Man kann zeigen,
daB k, eine Parabel mit dem Brennpunkt M’ =2 ist.

Der Nachweis dafiir, daB der doppeltiiberdeckte Kegelschnitt k, eine Parabel

ist, moége hier durch Rechnung erbracht werden. In einem rechtwinkligen
cartesischen Koordinatensystem (z, y, z), dessen Ursprung in M liegt, dessen z-
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Fig. 182. Schnitt einer Ringfliche ¢ mit einem Drehzylinder ¢, der sie lings eines Meridian-
kreises k, beriihrt. Die Schnittkurve k, ist eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung, die im
Grundrig als doppeltiiberdeckte Parabel k; erscheint

7311 Strubecker, Geometrie 17
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Achse auf die Drehachse des Torus fillt und dessen y-Achse zur AufriBebene parallel
ist, lautet die Gleichung des Meridiankreises in der (y, z)-Ebene (x = 0) allgemein:

(1) (y— R — R)* 4+ 2= R,

Dabei ist R, der Radius des Kehlkreises, R, der Radius des Meridiankreises, also
R, + R, der Radius des Mittenkreises m. (In dem Sonderfall der Fig. 182 ist R, =0

2u setzen. )

Aus der Gleichung (1) des Hauptmeridiaps m erhilt man die Gleichung der durch
Drehung von m um die 2-Achse erzeugten Drehfliche ¢, d. h. die Gleichung der Ring-
fliche @, indem man in (1) die Koordinate y durch den Polarradius r=)/z% 1 ¢*
ersetzt, in der Gestalt

@ (Ve +y— )i +22=R;

oder, wenn- man die Wurzel isoliert, quadriert und umordnet, in der Gestalt
(3) [+ y*+ 22+ (B + R,)*— R =4(R, + Ry)* - (z* + yY).

Diese Gleichung bestitigt, daB die Ringfliche eine algebraische Fliche 4. Ord-
nung ist.

Der iiber dem Meridiankreis k, errichtete zweitprojizierende Drehzylinder { hat
die mit (1) tbereinstimmende Gleichung

4 (y— R — R + 2 =R;.

Die beiden Flichengleichungen (3) und (4) stellen zusammen die rdumliche Schnitt-
kurve k der Ringflache ¢ und des Drehzylinders { dar. Eliminiert man aus ihnen die
Koordinate z, 8o erhilt man die Gleichung des erstprojizierenden Zylinders durch die
Raumkurve k. Seine Gleichung, zusammen mit z = 0 auch die Gleichung des Grund-
risses k' der Raumkurve k, lautet somit

(5) [z + ¥ + (By + R)* — (y — By — R)P*F = 4(R, + R,)* (2 + #°)
oder
{6) z? (2% + 4y (B + R,) — 4(B, + R,)?] =0.

Demnach ist ¥’ eine (in der Ebene z = 0 liegende) ebene algebraische Kurve 4. Ord-
nung, die in die doppeltzihlende y-Achse z* = 0 und in die Parabel

(7 2t = —4(R, + R,) [y — (B, + R,)]

zerfillt. Diese Parabel ist zur y-Achse symmetrisch und nach links geéffnet. Ihr
Scheitel liegt im Punkt (0, Ry + R,) auf dem GrundriB m’ des Mittenkreises, ihr
Parameter ist p = 2(R; + R,), so daBl der Punkt M’(0,0), d.h. der GrundriB8 2’
der Torusachse, ihr Brennpunkt ist. Die Scheiteltangente der Parabel k, fillt in den
Grundri8 a’ der Zylinderachse a4, und ihre Leilgerade ist zu a’ parallel und von a’
ebenso weit entfernt wie z’. Ubrigens kann man alle dieve Eigenschaften der Kurve
k; auch ohne Rechnung einsehen.
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Zur Punktkonstruktion der Durchdringungskurve k kann man horizontale
Hilfsebenen legen. Jede solche Ebene o schneidet den Torus ¢ in zwei
Parallelkreisen p;, p,, den Zylinder ¢ in zwei Erzeugenden e, e,. Die
Schnittpunkte @, @,, @ und R dieser beiden Kurvenpaare sind Punkte der
Durchdringungskurve k.

Auch das Hilfskugelverfahren ist anwendbar. Man verwendet dabei
Hilfskugeln x, welche den Torus ¢ in Meridiankreisen und den Drehzylinder
¢ in Parallelkreisen schneiden. Hat man einen Meridiankreis des Torus
im GrundriB beliebig gewiihlt, so muB der Mittelpunkt O der Hilfskugel »
auf der Achse dieses Meridiankreises, d. h. auf der Tangente an den Mitten-
kreis m des Torus und auf der Zylinderachse a liegen. Zu jedem Meridian-
kreis ist daher sowohl der Mittelpunkt O als auch der Kugelradius jedes-
mal neu so auf der Zylinderachse a zu ermitteln, dafl die Hilfskugel x
den Torus gerade in dem ausgewihlten Meridiankreis schneidet. Da alle
Meridiankreise in Fig. 182 die Torusachse z beriihren, gehen alle Hilfskugeln
% durch den Mittelpunkt M des Torus; ihre ersten Konturkreise »' gehen
daher durch M’. Jede solche Hilfskugel x schneidet daher den Torus
1. nach dem urspriinglich angenommenen Meridiankreis und 2. in dem
rechten Hauptmeridiankreis k;, wobei dieser zweite Kreis allen Hilfs-
kugeln » gemeinsam ist. Im GrundriB erscheinen beide Kreise als Radien
durch M’. Die gleiche Hilfskugel » schneidet den Drehzylinder ¢ gleich-
falls in zwei Kreisen (Parallelkreisen), wobei der eine sich mit dem
Hauptmeridiankreis k; des Torus deckt. Beide Zylinderkreise erscheinen
dabei im GrundriB als zu @’ normale Sehnen des UmriBkreises der Hilfs-
kugel x. Der Hauptmeridiankreis k; ist ein Bestandteil der raumlichen
Durchdringungskurve k. Die Schnittpunkte P, P der beiden anderen auf
x gelegenen Kreise iiberdecken sich im GrundriB im Punkte P’ = P
doppelt; P und P sind zwei weitere Punkte von k, der Punkt P’ = P’

somit ein Punkt der gesuchten GrundriBparabel k, der eigentlichen Durch-
dringungskurve k, des Zylinders { und der Ringfliche ¢.

Die Tangente t im Punkt P der Durchdringungskurve k, konstruiert
man nach der Normalenmethode. Die Normale n, des Zylinders { in P steht
auf der Zylinderachse a senkrecht und trifft sie imPunkt N,. Die Normale
n, des Torus ¢ steht auf dessen Mittenkreis m senkrecht und trifft ihn
im Punkt N,. Beide Punkte lassen sich im GrundriB sofort angeben. Da
die Gerade [N,, N ] zur GruadriBlebene parallel ist, ist sie eine erste Haupt-
linie »; der von den beiden Flichennormalen n, und =, aufgespannten

17*
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Normalebene » von k, in P. Daher steht auf ihrem Grundril »; = [N, N,]
der GrundriB ¢ der Tangente ¢ der Durchdringungskurve k, im Punkte P
senkrecht.

66. Kugelformige Stichkappe in einer zylindrischen Tonne

In ein drehzylindrisches Tonnengewslbe ¢ mit der Achse a soll eine Offnung
{seitlicher Eingang oder Fenster), eine sogenannte Stichkappe, eingefiihrt
werden, die als Durchdringung der Tonne mit einer Kugel » (Mittelpunkt O)
entsteht. Zylinder { und Kugel % seien im Aufril und im Kreuzri ge-
geben (Fig. 183).

Die Durchdringungskurve k im Raum ist eine algebraische Raumkurve
4. Ordnung. Im Kreuzriff fallt sie, da der Zylinder drittprojizierend ist,
auf den Basiskreis des Zylinders £, d. h. es ist ¥ =¢". Ihr dufrif k' ist
eine ebene algebraische Kurve 4. Ordnung, die beztiglich der durch O gehen-
den Parallelebene zur KreuzriBebene symmetrisch ist.

Zur Punktkonstruktion der Durchdringungskurve ¥ kann im Aufri und
im Kreuzrif} die Hilfskugelmethode nicht angewandt werden. (Im Grund-
rifl wire sie moglich!) Dagegen kann man Hilfsebenen so wihlen, dafl sie
den Zylinder in Erzeugenden oder Kreisen und die Kugel in Kreisen
schneiden. Jede zur KreuzriPebene parallele Hilfsebene « schneidet aus
dem Zylinder einen Normalschnittkreis und aus der Kugel einen Klein-
kreis k, aus. Diese Kurven erscheinen im Kreuzri8 in wahrer Gestalt,
wihrend sie im AufriB mit «’ zusammenfallen. Der Schnittpunkt P
dieser beiden Kreise ist ein Punkt der Durchdringungskurve k. Sein
KreuzriB ist P'"’, sein AufriB} ist P"” = P;'.

Jede zur AufriBebene parallele Hilfsebene f§ schneidet den Viertelzylinder ¢
in einer Erzeugenden e, die Kugel in einem Kleinkreis k,. Im Kreuz-
riB ist die Erzeugende e und die Ebene des Kleinkreises k; projizierend,
beide liegen auf §”’ und gehen durch P'"’ = ¢’’. Im AufriB erscheinen
die Erzeugende e als Parallele ¢”’ zur Zylinderachse a und der Kugelkreis &,
in wahrer Gestalt als Kreis kj um O; ihre Schnittpunkte P;" und P;
sind zwei Punkte des Aufrisses £’ der Durchdringungskurve k. Insbeson-
dere erhidlt man fiir spezielle Hilfsebenen den hochsten Punkt 4 und die
beiden tiefsten Punkte B;, B, der Durchdringungskurve k.

Die Tangente t in einem Punkt der Durchdringungskurve k kann ent-
weder nach der Normalenmethode oder nach der Methode der Tangenten-
ebenen konstruiert werden. Die Normalenmethode ist im Punkte P, durch-
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gefithrt. Die Kugelnormale », geht durch die Kugelmitte O, die Zylinder-
normale n, durch den FuBpunkt N, des Lotes von P, auf die Zylinder-
achse a. Eine zweite Spurparallele v, der von diesen beiden Normalen auf-
gespannten Normalebene » fillt im KreuzriB in die RiBachse zp =1,", und

1

die Schnittpunkte 0"’ und N’ von »,” mit n." und ;" bestimmen, in den

AuiriB iibertragen, den AufriB », = [0"172'] dieser zweiten Hauptlinie.
Auf ihr steht der AufriB #, der Tangente f, von k in P, senkrecht.

Die Methode der Tangentenebenen ist fiir den Punkt P, angewandt. Als
AufriBebene 7, denken wir uns die GroBkreisebene der Kugel » gewiihlt,
die im KreuzriB als lotrechter Durchmesser 7, " des dritten UmriBkreises
#'"" etacheint. In dieser Ebene 7, hat die Tangentenebene v an den Zylinder ¢
die Spurgerade 7,, die im KreuzriB als Schnittpunkt 7,” der Tangente ¢’
an den Basiskreis k"’ des Zylinders in P,” = P"’ mit der RiBachse zy,
im Aufrif8 als Parallele 7, zu a” erscheint. Die Tangentenebene ¢ an die
Kugel » in P; schneidet die AufriBebene m, in der Spurgeraden o,, die im
AufriB die Polare von P;' beziiglich des UmriBkreises »” von x ist.
Der Schnittpunkt T; = T; der Vertikalspuren 7, und o, der beiden Tan-
gentenebenen v und o ist der AufriBspurpunkt der gesuchten Tangente ¢,
von k in P;. Daher ist ¢, die Verbindungsgerade von P mit T .

Um ein anschauliches Bild der Tonne samt Stichkappe zu erhalten, ent-
werfen wir unter Benutzung der beiden konstruierten Normalrisse einen
Schnellrif des Objektes. Dazu wihlen wir zwei beliebige Einschneide-
richtungen 7"’ und "’ und schneiden die in diesen Einschneiderichtungen
verlaufenden Ordner der einzelnen Objektpunkte, z. B. von P;' und von
P/"=P" in P} Auch die Tangente ¢ an die Durchdringungskurve k&
188t sich leicht im SchnellriB einzeichnen, wenn man aufler dem Beriihrungs-
punkt P, noch einen weiteren Punkt von ¢, z. B. den Punkt 7', in den
Schnellri8 iibertrigt. Die vertikalen und horizontalen Radien der Rand-
kreise des Zylinders [ liefern konjugierte Halbmesser der -elliptischen
Schnellrisse dieser Randkreise.
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Durchdringung zweier beliebiger Fliachen

67. Schiefe kreiszylindrische Stichkappe
in einer drehzylindrischen Tonne

Das in 60. entwickelte allgemeine Verfahren zur Konstruktion der Durch-
dringungskurve zweier Flichen ist, erforderlichenfalls nach Einfithrung neuer
zugeordneter RiBtafeln, stets anwendbar, wenn die Flichen Drehflichen
sind und die Achsen der beiden Drehflichen sich schneiden oder zueinander
parallel sind. Man kann niémlich dann stets eine Schar von Hilfskugeln
bzw. Hilfsebenen so wihlen, daB beide Flidchen in Parallelkreisen ge-
schnitten werden. Bei windschiefer Lage der Achsen ist es jedoch im all-
gemeinen nicht mehr moglich, solche Hilfsflichen ausfindig zu machen,
die die beiden sich durchdringenden Flichen in einfachen Kurven,
d.h. in Geraden und Kreisen, schneiden. Lediglich dann, wenn die
Meridiankurven Geraden (Drehzylinder, Drehkegel) oder Kreise (Torus)
sind, besteht Aussicht, die Durchdringungskurve trotz windschiefer Dreh-
achsen auf einfache Weise konstruieren zu koénnen.

Demgegeniiber kann das allgemeine Verfahren mit ertriglichem zeich-
nerischem Aufwand manchmal auch dann noch angewandt werden, wenn
eine der beiden Flichen oder auch alle beide keine Drehflichen sind,
nimlich dann, wenn die sich schneidenden Flichen eine Schar von Geraden
(Regelfliche) oder eine Schar von Kreisen tragen.

Als erstes Beispiel hierfiir konstruieren wir fiir eine drehzylindrische
Tonne @ eine Stichkappe, die dadurch entsteht, dafl die obere Hilfte eines
schiefen Kreiszylinders y in die Tonne einsticht (Fig. 184). Beide Fldchen
@ und y seien im Aufrifl und im Kreuzri gegeben. Die Tonne ¢ habe
die zur AufriBebene parallele horizontale Achse a, wihrend der schiefe
Kreiszylinder ¢ durch seine Achse b (parallel zur KreuzriBebene) und den
Leitkreis k (in der AufriBebene) festgelegt sei.

Die Durchdringungskurve des schiefen Kreiszylinders mit der dreh-
zylindrischen Tonne ist eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung. Im Kreuz-
riff projiziert sich ihr reeller Zug doppeltiiberdeckt als ein Stiick des Basts-
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kreises der Tonne ¢, wihrend ihr Aufrif eine ebene algebraische Kurve
4. Ordnung ist, die b’ als Symmetrieachse hat.

Zur punktweisen Konstruktion der Aufrifkurve verwenden wir als Hilfs-
flichen entweder drittprojizierende Ebenen ¢, die zu den Erzeugenden des
schiefen Kreiszylinders, d. h. zu seiner Achse b parallel sind, oder dritt-
projizierende Ebenen «, die zum Leitkreis % des schiefen Kreiszylinders,
d. h. zur Aufriebene parallel sind.

Eine auf der Kreuzrifebene senkrechte Hilfsebene ¢, die zur Achse b par-
allel ist, schneidet némlich die Tonne ¢ in einer Erzeugenden e, und den
Zylinder y in zwei Erzeugenden e, und e,. Die Erzeugende e, ist dritt-
projizierend, so daB ihr Kreuzri8 ¢,’ der Schnittpunkt von ¢’ mit dem
KreuzriB ¢’ des Basiskreises der Tonne ist. Ihr AufriB e, ist zur Tonnen-

achse a” parallel. Die Erzeugenden ¢, und e, fallen im KreuzriB auf &'”.

Thre Spurpunkte E und E in der AufriBebene konnen aus dem Kreuzri

als Schnittpunkt E”’ von &’ mit ¥’ in den AufriB nach £ und E" auf &
iibertragen werden. Damit hat man auch ihren Aufri8 e, und e, parallel zu

b" durch E” bzw. E” gefunden. Die Schnittpunkte P’ und P von e,
mit e, bzw. ¢, sind zwei Punkte des Aufrisses der Durchdringungskurve.
Insbesondere liefert jene Hilfsebene, die den schiefen Zylinder lings der
héchsten Erzeugenden beriihrt, den héchsten Punkt 4’ und die Hilfs-
ebene durch die Achse b den #uBersten rechten Punkt B und den duBer-

sten linken Punkt B” der AufriBkurve.

Eine zur Aufrifiebene parallele Hilfsebene o schneidet die Tonne ¢ in
einer Erzeugenden e, und den schiefen Kreiszylinder y in einem XKreis
k.. Die Erzeugende e, ist drittprojizierend ; ihr KreuzriB e, ist der Schnitt-
punkt von &’ mit dem Kreuzril ¢’’’ des Basiskreises der Tonne, ihr AufriB
e ist parallel zu a’’. Der Kreis k., der zum Leitkreis k des schiefen Zylin-
ders kongruent ist, projiziert sich im Kreuzri als doppeltiiberdeckter
Durchmesser k.’ auf «’” und hat seinen Mittelpunkt M, auf b. Im
AufriB erscheint k, als ein zu k'’ kongruenter Kreis k. um M. . Die Schnitt-

punkte @' und Q" von e, und k. sind zwei Punkte des Aufrisses der Durch-
dringungskurve.

Die Tangente t'’ im Punkte P der Aufrifkurve konstruiert man nach
der Methode der Tangentenebenen. (Da der schiefe Kreiszylinder ¢ keine
Drehfliche ist, wire die Normalenmethode wesentlich umstindlicher.)
Die- Tangentenebene 1, an die Tonne ¢ ist drittprojizierend; ihre dritte
Spur & ist mit 7,” identisch. Die zweite Spur # geht durch den Knoten



266 XV. Durchdringung zweier beliebiger Flichen

T"" = [£, 2g] der Tangentenebene 7, und steht auf der RiBachse g
senkrecht. Die Tangentenebene T, an den einstechenden schiefen Zylinder y
wird von der Erzeugenden e, des Punktes P und der Tangente ¢ an den
Leitkreis # im Spurpunkt E der Erzeugenden e, aufgespannt. Im Kreuz-
riB fallt &' auf 2y, d. h. ¢} ist die AufriBspur der Tangentenebene z,. Der
Schnittpunkt 7" = [¢f, t§] ist ein beiden Tangentenebenen t, und 7,
gemeinsamer Punkt und damit ein Punkt der gesuchten Tangente £, némlich

ihr AufriBspurpunkt. Damit ist die Tangente £’ = [P”T"'] im Punkte P”
der AufriBkurve bestimmt.

Um den Mittelpunkt K des Schestelschmiegkreises im Scheitel A’ der Auf-
rifikurve zu konstruieren, bedienen wir uns wieder des Satzes von Meus-
nier. Wir betrachten im folgenden eine Reihe von ebenen Schnitten des
schiefen Kreiszylinders ¢ durch den Punkt 4, die alle die (drittprojizierende)
Tangente im Punkt 4 an die Durchdringungskurve enthalten, die also
simtlich drittprojizierend sind und sich im KreuzriB als Geraden durch
A" darstellen. Zunichst ist der zur AufriBebene parallele Schritt von y
ein Kreis, der seinen Mittelpunkt M, auf der Achse b hat. Der Normal-
schnitt », der die Zylindernormale im Punkt 4 enthilt, also auf der Achse b
senkrecht steht, ist eine Ellipse, deren Schmiegkreismitte K, aus M , = M’
nach dem Satz von MEUSNIER gewonnen wird: [K, M1 1 [4"'M)'].
Fiir den schiefen Schnitt o, der von der Tangentenebene an die Tonne @
in 4 auf dem schiefen Zylinder ¢ erzeugt wird, erhdlt man den Schmieg-
kreismittelpunkt K, als FuBpunkt des Lotes von K, auf 0. Da die
Ebene o die Schmiegebene der Durchdringungskurve im Punkt A ist, ist K,
zugleich der Schmiegkreismittelpunkt fiir die Durchdringungskurve in A. Den
Schmiegkreismittelpunkt K im Punkte 4" ihrer AufriBprojektion findet
man nun nach MEUSNIER aus dem KreuzriB iiber den Punkt K = K'’,
indem das Lot von K, auf o die Parallele zur RiBachse 2,3 durch 4" trifft.
Fiir den durch die Raumkurve gelegten aufrifprojizierenden Zylinder ist
némlich K, die Schmiegkreismitte des schiefen Schnittes ¢ und K die
Schmiegkreismitte des zugehorigen Normalschnittes in 4.

68. Die Durchdringung einer Rohrfliche mit einem Drehkegel

Eine Ringfliche kann als Hiillfliche einer Schar von Kugeln mit festem
Radius r erzeugt werden, deren Mittelpunkte M auf einem festen Kreis,
dem Miitenkreis m, liegen.

Wihlt man allgemeiner als Mittenkurve eine beliebige (ebene oder réum-
liche) Kurve m, auf der man den Mittelpunkt M einer beliebigen Kugel mit
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festem Radius r wandern lift, dann ist die Hiillfliche aller dieser Kugeln
eine Rohrflidche.

Auf einer beliebigen ebenen Mittenkurve m werde der Mittelpunkt einer
Kugel vom festen Radius r verschoben. Im GrundriB (die GrundriBebene
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Fig. 185. Durchdringung einer Rohrfliche ¢ (ebene Mittenkurve m, Querschnittsradius r)
mit einem Drehkegel y (Drehachse a in der Ebene von m)

sei die Ebene der Mittenkurve m) erscheinen die Umrisse der einzelnen
Kugeln als Kreise vom Radius 7, deren Mittelpunkte auf m liegen (Fig. 185).
Die Hiillkurve dieser UmriBkreise ist dann der scheinbare (hier zugleich
der wahre) erste Umri8 «’ = u der erzeugten Rohrfliche ¢. Jede dieser
Kugeln berithrt die Rohrfliche lings eines GroBkreises, dessen Ebene
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im Kugelmittelpunkt zur Mittenkurve m normal ist. Da sich jeder solche
Beriihrkreis im GrundriB als der zu m normale Durchmesser des Um-
riBkreises projiziert, sind die Endpunkte der zu m normalen Durchmesser
jeweils Punkte der ersten UmriBkurve der Rohrfliche.

Allgemein gilt somit (auch fiir Rohrflichen mit nichtebener Mittenkurve m)
der

Satz 1: Der scheinbare Umrif8 einer Rohrfliche in irgendeinem Normal-
riff besteht aus zwei Parallelkurven zum Riff shrer Mittenkurve.

Die Normale in einem beliebigen Punkt des Risses der Mittenkurve
ist zugleich auch Normale der beiden die Kontur der Rohrfliche dar-
stellenden Parallelkurven. Die Schar der Normalen n einer (krummen)
ebenen Linie m hiillt eine Kurve ¢ ein, die als Evolute der Kurve m
bezeichnet wird. Dabei sind die Berihrungspunkte K der Normalen n
mit der Evolute e nach den Lehren der Differentialgeometrie gerade die
Schmiegkreismittelpunkte der Kurve m. Die Evolute e der Kurve m
ist also der Ort der Schmiegkreismitten K wvon m. Es folgt so allgemein:

Satz 2: Die beiden Teile der scheinbaren Umrifkurve einer Rohrfliche
haben dieselbe Evolute und damit dieselben Schmiegkreismitten wie der Rif
der Muttenkurve m der Rohrfliche.

Weil auf einer Rohrfliche Kreise liegen (Beriihrkreise mit den erzeugen-
den Kugeln) besteht Aussicht, in gewissen Fillen auf einfache Art die
Verschneidung einer Rohrfliche mit einer Drehfliche mittels geeigneter
Hilfskugeln zeichnen zu konnen. Wir zeigen dies (Fig. 185) an dem folgenden
einfachen

Beispiel: Der Schnitt zwischen einer Rohrfliiche ¢ (mit ebener Mitten-
kurve m) und einer beliebigen Drehfliche y (z. B. einem Drehkegel) kann,
falls die Achse a der Drehfliche in der Ebene der Mittenkurve liegt, mittels
Hilfskugeln » konstruiert werden. Wahlt man die Ebene der Mittenkurve m
als GrundriBebene, dann liegt unter den getroffenen Voraussetzungen auch
die Achse a in der GrundriBiebene. Die Konturkurven der beiden Flichen
@ und y schneiden sich dann in Punkten, die der Durchdringungskurve
angehdren. Weitere Punkte findet man durch folgende Uberlegung: Ein
beliebiger, ebener, zur Mittenkurve m normaler Schnitt der Rohrfliche ist
ein Kreis k,. Seine Achse b (= Tangente an die Mittenkurve im Mittel-
punkt dieses Kreises) schneidet die Achse a der Drehfliche y in einem
Punkt M. Um diesen Punkt M kann nun eine Kugel x gelegt werden,
die aus der Rohrfliche ¢ gerade den Kreis k, ausschneidet. Diese Kugel
% trifft aber auch die Drehfliche ¢ in einem (oder mehreren) Kreis k.
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Die Schnittpunkte P dieser Schnittkreise &, und k, sind Punkte der
Durchdringungskurve. Im Grundri erscheinen diese Kreise als Sehnen
k, und k, des UmriBkreises der Hilfskugel » um M ; sie bestimmen als ihren
Schnittpunkt den (doppeltiiberdeckten) Punkt P’ des Grundrisses der
Durchdringungskurve.

Auch die Tangentenkonstruktion kann leicht nach der Normalenmethode
ausgefiihrt werden. Fig. 185 zeigt sie fiir den Punkt R’. Die Normale n,
der Rohrfliche @ in P steht auf der Mittenkurve m senkrecht und trifft
sie im Punkt N . Die Normale n, des Kegels ¢ geht durch die Spitze
N, des Normalenkegels. Dann ist die Gerade [N, N,] eine erste Haupt-
linie », der Normalebene » = [n,, n,] der Durchdringungskurve in R, und
der GrundriB¢ der Tangente ¢ steht auf »; = [N, N ] senkrecht.

69. Der Normalumrif einer Ringfliche bei geneigter Achse

Ist die Achse a einer Drehfliche zur AufriBebene parallel, so besteht
ihre Kontur im Aufri aus den beiden zur AufriBebene parallelen Haupt-
meridiankurven und, falls vorhanden, den gemeinsamen, zur Achse senk-
rechten Tangenten an diese Meridiankurven. Steht die Achse a der Dreh-
fliche auf der AufriBebene senkrecht, dann wird ihr zweiter scheinbarer
UmriB8 von dem groBten und, falls vorhanden, dem kleinsten Parallel-
kreis gebildet.

Bei beliebiger Achsenlage berithren die zur Aufrifebene senkrechten Pro-
jektionsstrahlen die Drehfliche lings ihres zweiten wahren Umrisses (der wahren
Aufrifkontur der Drehfliche). Ihre Projektion ist dann die scheinbare
Aufrifkontur der Drehfliche. Der wahre UmriB der Drehfliche kann
daher aufgefaBt werden als die (doppelt zu zéhlende) Durchdringungskurve
der Drehfliche und ihres berithrend umschriebenen, auf der AufriBebene
senkrecht stehenden Sehstrahlenzylinders. Die AufriBspurdieses berithrenden
Sehstrahlenzylinders ist dann mit dem zweiten scheinbaren UmriB der
Drehfliche identisch.

Als Beispiel einer Drehfliche sei ein Torus gewihlt, dessen Achse a
zur Kreuzrifiebene parallel und gegen die dufrifebene genecgt ist (Fig. 186).
Im Kreuzrif besteht der scheinbare UmriB des Torus aus zwei beziiglich a
symmetrischen Kreisen und den beiden (zu a’”’ senkrechten) gemeinsamen
Tangenten dieser Hauptmeridiankreise m,” und m,". Der Mittenkreis m des
Torus erscheint dabei (mit seinem reellen Zuge) als Verbindungsstrecke der
beiden Kreismittelpunkte. Im Aufrif stellt sich der Mittenkreis als
Ellipse m"’ dar, die das Bild O der Torusmitte O zum Mittelpunkt hat
und deren groBe Achse horizontal liegt und gleich dem Durchmesser

e
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des Mittenkreises m ist, wihrend die Endpunkte ihrer kleinen Achse auf

a’’ liegen und aus den Mittelpunkten der Hauptmeridiankreise m

hervorgehen.
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Um den scheinbaren Umrif3 des Torus tm Aufrif zu gewinnen, legen
wir eine beliebige Normalebene o zur Achse a des Torus, die den Torus
in zwei Parallelkreisen p schneidet, von denen der eine auf dem Wulst,
der andere auf der Kehle liegt. Im KreuzriB stellt sich diese Normalebene
o als Normale ¢’’’ zur Achse a’”’ dar. Liings des Guferen (auf dem Toruswulst
liegenden) Parallelkreises p umschresben wir dem Torus die beriihrende
Kugel »,, die ihren Mittelpunkt M, auf a hat. Der scheinbare Umri8 dieser
Kugel #, ist im Kreuzri8 ein Kreis x; , der den Hauptmeridian m;” im Punkt
Uy’ (Schnittpunks von m,” mit p'”') berithrt. Der Mittelpunkt M;" von x,”
liegt daher auf dem durch U’ gehenden Durchmesser des Hauptmeridians

m, . Der wahre zweite UmriB dieser berithrenden Kugel s, ist der zur
AufriBebene parallele GroBkreis k; von »;. Im Aufriff erscheint er in
wahrer Gestalt als Kreis ;' um M, im KreuzriB als der lotrechte Durch-
messer &,  des Kreises »,  durchk M;’. Sein Schnittpunkt U’ mit p"’
ist somit der KreuzriB der beiden auf dem Parallelkreis p befindlichen
Punkte U, und U, der gesuchten (duBeren) zweiten UmriBkurve u des Torus.
Thm entsprechen im Aufri8 die beiden Punkte U, und U, auf k. Da-
mit hat man zwei Punkte U,” und U, der zweiten suBeren UmriBkurve
u des Torus im AufriB und einen (doppeltiiberdeckten) Punkt
U =U,"= U, dieser UmriBkurve » im KreuzriB gefunden. Beliebige
weitere Punkte ergeben sich nach der gleichen Konstruktion dadurch,
daB8 man die Ebene o parallel verschiebt. Insbesondere liefern die
Ebenen durch den héchsten Punkt 4 bzw. den tiefsten Punkt B des
Torus den Kreuzri8 und den AufriB des héchsten und des tiefsten Punktes
der UmriBkurve «, d. h. den oberen und unteren Scheitel ihres Aufrisses u’’.
Fiir die durch den Mittelpunkt O des Torus gelegte Hilfsebene o ergeben
sich der rechte und der linke Scheitel der zweiten scheinbaren UmriBkurve
u", die sich im Kreuzri mit dem Punkt O’ iiberdecken.

Um im AufriB die Tangenten in den Punkten U, und U, der zweiten
scheinbaren UmriBkurve %’ zu finden, konstruieren wir die beiden Um-
riflerzeugenden t| und ¢, jenes Drehkegels mit der Achse a, der dem Torus
lings des Parallelkreises p beriihrend umschrieben ist. Die den Hauptmeri-
diankreis m,  des Torus im Punkte U, beriihrende Tangente schneidet
als Mantellinie des Kegels die Achse @’ im Kreuzri ;" der Spitze
dieses Beriihrungskegels. Der Aufri S der Kegelspitze liegt dann auf a”,
und die Geraden &' =[S;’, U] bzw. t; =[S/, U,’] sind als AufriB-
konturen des Kegels die gesuchten Tangenten an den zweiten schein-
baren Torusumrif %’ in den Punkten U, und U,. Diese Geraden
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sind zugleich Tangenten an den UmriBkreis k;' der (dem Berithrungs-
kegel eingeschriebenen) Kugel %, so daB die Tangenten t;' und t;' an die
UmriBkurve %'’ auch ohne Benutzung des Beriihrungskegels konstruiert
werden kénnen.

Die Hilfsebene o schneidet auf der Kehle des Torus den inneren Parallel-
kreis paus, lings dessen eine zweite Beriihrkugel x, gelegt werden kann. Ihr
Mittelpunkt M, 148t sich im KreuzriB @hnlich wie der Mittelpunkt M,
der ersten Hilfskugel »; konstruieren. Der zweite UmriBkreis %, von i,
liefert auf dem inneren Parallelkreis p die Punkte ¥; und V, des inneren
Teiles v der UmriBkurve, die sich im Kreuzri im Punkte V'’ doppelt
iiberdecken. Die Tangenten in den Punkten ¥, und ¥, sind identisch mit
den Tangenten an den zweiten scheinbaren UmriBkreis k, der Kugel x,,
d. h. sie stehen auf den Radien [M, V'] bzw. [M,'V,'] senkrecht. Die
spezielle Hilfsebene, die zuvor die Scheitel 4" und B"” auf dem &uBeren
Parallelkreis lieferte, fiihrt auf dem inneren Parallelkreis zu dem oberen
und unteren Scheitel C'' bzw. D" der inneren Konturkurve v"’. Und die
durch O gelegte Hilfsebene ergibt, &hnlich wie zuvor, ihren rechten und
ihren linken Scheitel.

Wie Fig. 186 zeigt, besteht die zweste wahre Umrifkurve des Torus
aus zwet Zweigen, von denen der eine (z) auf dem Wulstteil der Fliche,
der andere (v) auf ihrer Kehle verlduft. Im KreuzriB verlaufen die Zweige
u”’ und v'" asymptotisch gegen den Kreuzril des héchsten und tiefsten
Parallelkreises. Im AufriB ist der duBere Zweig 4"’ des Umrisses eine ovale
Kurve, withrend der innere Zweig v"’ bei der zugrunde gelegten Achsen-
neigung vier Spitzen X, X, und Y, Y, besitzt. Diese vier Spitzen
sind hdchste und tiefste Punkte der Kurve ¢"’. Sie lassen sich dadurch
festlegen, daBl man -an den KreuzriBl v'”’ die horizontalen Tangenten legt
und deren Beriihrpunkte X', Y’ mittels der zugehdrigen Beriihrkugel s,
{Mittelpunkt M;) in den AufriB iibertrigt. Auch die Tangenten an die
Spitzen lassen sich nach den oben besprochenen Konstruktionen (etwa als
Tangenten von x;) bestimmen: Sie sind in Fig. 186 fiir die Punkte Y7
und Y;' eingezeichnet. i

Der Torus kann auch als Hiillfliche einer Schar von Kugeln vom festen
Radius r aufgefaBt werden, deren Mittelpunkte auf dem Mittenkreis m
liegen. Bei einer beliebigen Normalprojektion stellen sich diese Kugeln
als Kreise vom festen Radius r dar, deren Mittelpunkte auf dem ellip-
tischen RiB m'" des Mittenkreises liegen. Daraus folgt aber, daB die Um-
riBkurve (u”, v’} des Torus die Hiillkurve einer Schar von Kreisen vom
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Radius r ist, deren Mittelpunkte auf m'’ liegen. Da der Mittenkreis m
sich als Ellipse m'' projiziert, ist der Aufriff der Umrifkurve (u'',v"') des
Torus eine Parallelkurve zu dieser Ellipse und besitzt daher die gleiche
Evolute und die gleichen Schmiegkreismittelpunkte wie diese Ellipse. Ins-

¢ ad)

Fig. 187. Vier verschiedene Gestalten des scheinbaren Normalumrisses eilner Ringfliche

besondere sind die Schmiegkreismitten K, und K, fiir die Ellipsenscheitel
zugleich auch die Schmiegkreismitten fiir die Scheitel B”, C” usw. der
UmniriBkurve (u”, v"’).

Die scheinbare UmriBkurve einer Ringfliche bei Normalprojektion
{(d. h. die Parallelkurve einer Ellipse), die, je nach der gewéhlten (gegen
die Torusachse geneigten) Sehrichtung, eine der in Fig. 187a—d gezeich-
neten Gestalten hat, wird nach BrETON DE CHAMP (1844) als Toroide
bezeichnet. Die Toroide ist eine ebene algebraische Kurve 8. Ordnung mit
acht Doppelpunkten (von denen zwei reell sein kénnen) und zwolf Spitzen
{Riickkehrpunkten, von denen vier reell sein konnen), sie ist ferner von
4. Klasse (d. h. aus jedem Punkt der Ebene gehen an sie vier Tangenten)
und hat zwei Doppeltangenten.

7311 Strubecker, Geometrie 18



XVI

Schraublinien und Schraubflachen

70. Die Schraublinie

Bei einer Drehung um eine feste Achse im Raum beschreibt jeder Punkt
des Raumes einen Kreis in einer achsennormalen Ebene. Bei einer Ver-
schiebung in einer festen Richtung sind die Bahnkurven der Raumpunkte
Geraden parallel zu dieser Richtung. Die Uberlagerung beider Raum-
bewegungen ist eine Schraubung, wenn die Verschiebung in Richtung der
Drehachse erfolgt und wenn die Schubstrecke z zum Drehwinkel ¢ pro-
portional ist:

1) z=p-p.

Die Drehachse, die zugleich die Schubrichtung angibt, heiBt die Schraub-
achse, der Proportionalititsfaktor p zwischen dem Drehwinkel ¢ und der
Schubstrecke z heit Parameter der Schraubung. Die Bahnkurven der Punkte
des Raumes bei einer Schraubung heiBen Sehraublinien.

Der Drehwinkel ¢ ist dabei im Bogenmaf zu messen (Winkeleinheit
1 Radiant), d. h. ¢ ist die Linge des zum Drehwinkel am Einheitskreis
gehérenden Bogens. Ist «° das GradmaB eines Winkels, ¢ sein BogenmaB,
80 besteht die Proportion

2) x°: @ =360°:27x = 180°: n
oder
o 180°
3) * ‘P P =1g5" O
aus der das Gradmap fiir 1 Radiant (p = 1) sich zu
(4) 1 Radiant & % — 57,2958° = 57°17'45"

ergibt. Da zu dem Winkel ¢ = 1 nach (1) die Schubstrecke z = p gehért,
ist der Parameter p der Schraubung gleich jener Schubstrecke, die zu einer
Drehung um den Winkel von 1 Radiant gehort.

Einer vollen Umdrehung um den Winkel ¢ = 2n entspricht nach (1)
eine Verschiebung um die Strecke

(8) h=2p=,
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die als Ganghohe der Schraubung bezeichnet wird. Aus ihr folgt fiir den
Schraubparameter p (oder die auf den Winkel ¢ = 1 reduzierte Ganghihe)
h
(6) P=3,-
Es gibt, wenn man auf den Schraubsinn achtet, zwei Arten von Schrau-
bungen:
Denkt man sich die Schraubachse als z-Achse eines rechtshindigen

rdumlichen cartesischen Koordinatensystems, und wihlt man als Schub-
richtung die Richtung der positiven z-Achse, dann ist die Schraubung eine

z

\J

Linksschraudung p=<0 b} Rechisschraubung P>0 {o}

Fig. 188. Schraubung des Raumes um die z-Achse {Ganghohe h, Parameter p = h/2x) mit
der Bahnschraublinie eines Punktes P und ihrem Schraubzylinder

positive Schraubung oder Rechtsschraubung, wenn die zugehérige Drehung
in der (z, y)-Ebene im mathematisch positiven Sinn erfolgt, d. h. in jenem
Drehsinn, der die positive z-Achse mit einer positiven 90°-Drehung (Links-
umdrehung) in die positive y-Achse tiberfiihrt (Fig. 188a). Zu einer Rechts-
schraubung gehort ein positiver Schraubparameter (p > 0). Eine Schraubung
mit gleicher (positiver) Schubrichtung aber entgegengesetztem (negati-
vem) Drehsinn (Rechtsumdrehung) ist eine negative oder Linksschraubung,

18*



276 XVI. Schraublinien und Schraubflichen

zu der ein negativer Parameter (p < 0) gehort (Fig. 188b). Steigt man lings
einer Schraublinie nach oben (pg@> 0), dann wandert man bei einer rechts-

h=2pT

(6) ]

X12

A

6,

Fig. 189.. Darstellung einer Schraublinie (Bahnschraublinie des Punktes 0). Grundri8: Kreis,
Aufri8: Sinuslinfe. Richtkegel (Scheitel R, H5he p). Fluchtpunkt T, und Drehfluchtpunkt T:

der Bahntangente des Punktes -P. Fluchtgerade o, und Drehfluchtgerade of“ der Bahn-
schmiegebene o des Punktes P. Begleitendes Dreibein (t, §, b) der Schraublinie in P
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géngigen Schraublinie rechts, bei einer linksgéingigen links von der Schraub-
achse.

Umléuft man die Schraubachse im positiven Sinn (¢ > 0), dann wandert
man auf einer rechtsgingigen Schraublinie (p>>0) nach oben (z=p¢g>0),
auf einer linksgingigen Schraublinie (p<0) nach unten (z=p@<0). Das
zeigen die Figuren 188a und 188b, in denen jeweils ein voller Gang der
Schraublinien dargestellt ist.

Von einer rechtsgingigen Schraublinie sei die Achse z, der Schraubradius a
und die Ganghohe b gegeben. Wihlt man die Schraubachse senkrecht zur
GrundriBebene, dann erscheint die Schraublinie im Grundrif als Kreis um 2’
mit dem Radius a (Fig. 189). Zur punktweisen Konstruktion des Aufrisses
eines Ganges der Schraublinie teilen wir den GrundriBkreis in 12 gleiche Teile
ein und unterteilen die auf der z-Achse im AufriB aufgetragene Ganghohe A
ebenfalls in 12 gleichgroBe Teilstrecken. Hat sich der verschraubte Punkt,
beginnend im Punkt 0 in der GrundriBebene, in positivem Sinn um den
Winkel 30° nach 1’ gedreht, so hat er sich im Aufrif} gleichzeitig um 1/,
der Ganghohe % aus der Lage 0” in die Lage 1" gehoben. Entsprechend
findet man die weiteren Punkte 2/, 3”,..., 12" der AufriBkurve, indem
man den Grundrif des Punktes jeweils um !/,, des Kreisumfanges weiter-
dreht und gleichzeitig seinen Aufri um jeweils %/12 hebt.

Zur analytischen Darstellung der Schraublinie fithren wir ein raumliches
cartesisches Koordinatensystem ein, dessen z-Achse auf der Schraub-
achse liegt, withrend die z- und die y-Achse so in der GrundriBebene liegen,
daB die positive z-Achse den Anfangspunkt 0 der Schraublinie enthilt. Ist
¢ der Drehwinkel (BogenmaB!) eines beliebigen Punktes P der Schraub-
linie, gemessen von der positiven z-Richtung aus, so lauten die Koordi-
naten von P

lx = a cosg,
(7) 1y=asintp,
Z2=Dpe@.

Aus dieser Parameterdarstellung der Schraublinie findet man als Para-
meterdarstellung bzw. als Gleichung fiir jhren Grundrif den Kreis
{Grundrifikreis oder Grundkreis)

Z = a cosg,
q)} also 22 + y2=a?, 2=0,

(8)

y=asing,
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und als Parameterdarstellung bzw. Gleichung fiir ihren Aufrif die Sinus-
linie
{9) y_asmq),} also y=asin>, z=0,

2=y, P
schlieBlich als Parameterdarstellung bzw. Gleichung fiir ihren Kreuzrif
die Costnuslinie
(10) x_acosqa,' also z = acos =, y=0.

2=7p@, P

Daraus folgt

Satz 1: Der Aufriff einer Schraublinie, deren Achse zur Grundrifebene
senkrecht steht, ist eine Sinuslinie, deren Amplitude gleich dem Schraub-
radius a und deren Wellenldnge gleich der Ganghihe 2p x der Schraublinie ist.

Da der verschraubte Punkt stets den konstanten Abstand @ von der
Schraubachse besitzt, liegt die Schraublinie auf einem Drehzylinder vom
Radius a, ihrem Schraubzylinder. Wickelt man den (etwa lings der Mantel-
linie des Punktes 0 aufgeschnittenen) Schraubzylinder samt der auf ihm
liegenden Schraublinie in die Ebene ab, dann geht die Schraublinie wegen
der Proportionalitédt zwischen z und ¢ in eine Gerade iiber.

Die kiirzeste Verbindungslinie z zwischen zwei (gentigend nahen) Punkten
einer Fliche heiBt eine geoddtische Linie der Fliche. LéBt sich die Fliche
{(wie das bei dem Schraubzylinder zutrifft) in die Ebene abwickeln, dann
gehen diese geodédtischen Flichenkurven in die geoditischen Linien der
Ebene, d. h. in Geraden tiber. Daher gilt

Satz 2: Die Schraublinien sind die geoditischen Linien des Schraubzylin-
ders.

Der Anstieg tg « der durch diese Abwicklung einer Schraublinie ent-
stehenden Geraden gegen den (in eine horizontale Gerade gestreckten)
Basiskreis des Schraubzylinders ist das Verhiltnis der Ganghéhe h=2pn
zum Umfang u =2an dieses Basiskreises

h  2p:
an wamdoizas,
Da bei der Abwicklung des Schraubzylinders der Winkel zweier Flichen-
kurven nicht geindert wird, folgt, daB die Schraublinie alle Erzeugenden

des Schraubzylinders unter dem konstanten Winkel % — & schneidet. Ihre

Tangenten schliefen daher mit der Grundrifiebene den konstanten Winkel «
ein. Raumkurven, deren Tangenten gegen eine feste Ebene konstante
Neigung besitzen, heiBen nach Emm MULLER Béschungslinien. Also gilt
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Satz 3: Die Schraublinie (7) ist beziiglich der zur Schraubachse normalen
Ebenen eine Boschungslinie mit der festen Steigung tg x = pla.

Uber den festen Schraubzylinder denken wir uns einen zweiten, beweg-
lichen Schraubzylinder gleicher Abmessung geschoben und auf beiden die-
selbe Schraublinie gezeichnet. Verschrauben wir nun den beweglichen
Zylinder um seine Achse mit dem Parameter p der Schraublinie, so ver-
schiebt sich jeder Punkt der beweglichen Schraublinie auf der festen
Schraublinie, d. h. die Schraublinie geht durch Verschrauben in sich iiber
oder

Satz 4: Die Schraublinie ist in sich selbst verschiebbar.

Die Tangente t, im Punkte 6 der Schraublinie, deren AufriB #, die Wende-
tangente im Punkte 6" der Sinuslinie ist (Fig. 189), liegt in der aufriBpar-
allelen (hinteren) Tangentenebene des Schraubzylinders. Der Steigwinkel o
dieser Tangente erscheint im AufriB in wahrer GréB8e. Trigt man daher
vom AufriB (" des Horizontalspurpunktes der Schraubachse aus auf
der RiBachse x,, den halben Umfang u/2=an des nach ADAM KOCHANSKY
rektifizierten Grundkreises auf, so geht die Tangente t;’ des Punktes 6",

dessen Erhebung gleich k/2 = p 7 ist, wegen tg & = % = Z_:: durch den
Endpunkt dieser Strecke. Die Wendetangenten ¢, und ¢, in den Wende-

punkten 0" und 12” der Sinuslinie findet man dann aus ; durch Spiegelung

an den horizontalen Geraden z = % bzw. 2 =§f4h .

Verschiebt man (Fig. 190) die Tangenten ¢ aller Punkte P der Schraub-
linie parallel zu sich so, daB sie alle durch den festen Punkt R = (0, 0, p)
s gehen, der auf der Schraubachse z

\ in der Héhe p iber bzw. unter der
Grundrifebene liegt (je nachdem
p> 0 oder p < 0 ist), so bilden
diese verschobenen Tangenten, da
sie alle dieselbe Neigung aufweisen,
einen Drehkegel, den Richtkegel
der Schraublinie. Weil die Spitze B
dieses Richtkegels auf der Schraub-
achse z in der Héhe p liegt und
die Neigung seiner Erzeugenden

Fig. 190. Konstruktion der Tangente ¢ der Schraub- gleich tg x = P ist. hat sein In
linie im Punkte P (Bahntangente ¢ des Punktes P) ’

mittels des Richtkegels (Scheitel R, Hohe p) und des der GrundriBebene z=10 ]iegender

Fiuchtpunktes T. der Bahntangente ¢ von P . . . .
" (Erlinterang) Basiskreis den Radius @ und fallt
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daher mit dem Grundrifkreis der Schraublinie zusammen. Also gilt
(Fig. 190)

Satz 5: Der Richtkegel einer Schraublinie (Radius a, Parameter p) ist
jener Drehkegel, welcher ihren Grundrifikreis (Radius a) mit dem Punkte
R = (0,0, p) der Schraubachse verbindet. Dieser fiir alle Bahnschraub-
linien der Schraubung (vom Parameter p um die Schraubachse z) feste Punkt
R = (0,0, p) liegt auf der Schraubachse z in der reduzierten Ganghihe
p = h[2x iiber (p > 0) oder unter (p << 0) der Grundrifebene z == 0. Die
Mantellinien des Richtkegels sind parallel 2u den Tangenten der Schraublinse.

Die Konturerzeugenden des Richtkegels im Aufriff sind parallel zu den
Wendetangenten des sinusformigen Aufrisses der Schraublinie. Daraus
ergibt sich die einfachste Konstruktion der Spitze R des Richtkegels.

Mit Hilfe des Richtkegels 1aBt sich auf einfache Weise die Tangente ¢
der Schraublinie in einem beliebigen Punkte P (z. B. in 4) konstruieren, die
man auch als die Bahntangente t des Punktes P bei der durch die Schraub-
achse z und den Parameter p gegebenen Schraubung bezeichnet (Fig. 189).
Die zu ¢ parallele Erzeugende des Richtkegels geht durch R und schneidet
den Grundkreis in einem Punkt T, der aus dem GrundriB8 P’ des Punktes P
durch eine negative Vierteldrehung um 2’ hervorgeht. Fait man die Spitze R
des Kichtkegels als Auge und die Grundrifebene als Bildebene auf, dann kann
man die zu ¢ parallele Erzeugende des Richtkegels als den zu ¢ gehorigen
Fluchtstrahl und den Spurpunkt T, dieses Fluchtstrahls als den Fluchtpunkt
der Tangente t ansprechen. Also gilt

Satz 6: Faft man die Spitze R des Richtkegels der Schraubung als Aug-
punkt und die Grundrifebene als Bildebene einer Perspektive auf, so erhilt
man den Fluchtpunkt T, der Bahntangente t der Bahnschraublinie
eines Raumpunktes P, indem man den Grundriff P’ von P um den Spurpunkt
der Schraubachse z’ = R’ im negativen Sinne (also rechtsum) um einen
rechten Winkel schwenkt. Die Bahntangente t von P ist dann zu der Geraden
[RT,] parallel.

Da die T'angente t der Bahnschraublinie des Punktes P in der Tangenten-
ebene des Schraubzylinders liegt, ist ihr Grundrif t' die Tangente an den
Grundkreis im Punkt P’ (Fig. 189). Thr Aufrip ¢’ ergibt sich durch folgende
Konstruktion: Man dreht den Punkt P’ im GrundriB im negativen Sinn
um 7/2 in den Fluchtpunkt T, - T, der Tangente t. Sein Aufri 7', liegt auf
der RiBachse x;, und bestimmt mit [R"7T, ] = " den AufriB des Flucht-
strakls it von t. Zu ihm ist der durch P” laufende AufriB ¢’ der Tan-
gente ¢ der Schraublinie im Punkte P parallel.
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Im Punkt 6 der Schraublinie legen wir durch die Bahntangente ¢, der
Schraublinie die zweitprojizierende Ebene gg. Die Schraublinie beriihrt
im Punkt 6 diese Ebene und durchsetzt sie zugleich, da o, mit der Wende-
tangente ¢, des AufriBbildes der Schraublinie zusammenfillt. Es liegt
also (dhnlich wie bei dem Schmiegkreis-einer ebenen Kurve) eine Beriihrung
héherer Ordnung zwischen der Schraublinie und dieser Ebene o4 vor, und
zwar eine Beriihrung 2. Ordnung oder eine dreipunktige Beriihrung. Unter
den Ebenen des Biischels mit der Bahntangente #; als Achse ist die Ebene
o, dadurch ausgezeichnet, da sie mit der Kurve nicht nur zwei sondern
drei in den Punkt 6 zusammengeriickte Punkte gemeinsam hat. Die
Ebene g, heiBt daher die Sechmiegebene der Schraublinie im Punkte 6.

Die Normalebene v der Schraublinie, die im Punkt 6 auf der Bahntangente
t, senkrecht steht, schneidet die Schmiegebene o in einer zweitproji-
zierenden Geraden h, Diese ausgezeichnete Normale der Schraublinie
heiBt ihre Hauptnormale k4 im Punkte 6. Es folgt

Satz 7: Die Hauptnormale b in einem Punkte P der Schraublinie ist das
Lot aus P auf die Schraubachse, d. h. ein Zylinderradius. Sie spannt zusam-
men mit der Tangente t die Schmiegebene ¢ der Schraublinie im Punkte P
( Bahnschmiegebene des Punktes P) auf.

Das orthogonale Zweibein aus Tangente und Hauptnormale im Punkt
P der Schraublinie kann man zu einem orthogonalen Dreibein erginzen,
indem man als zweite ausgezeichnete Kurvennormale die Normale zur
Schmiegebene in P hinzunimmt. Diese Binormale b liegt in der Tangenten-
ebene des Schraubzylinders. Das aus den Einheitsstrecken in Richtung
der Tangente, der Hauptnormalen und der Binormalen gebildete ortho-
normierte Dretbein t, §), b, das man sich in jedem Punkt der Schraublinie
angebracht denken kann, heiBt das begleitende Dreibein der Schraub-
linge.

Da die Bahntangenten ¢ der Schraublinie (mit dem Grundkreisradius a)
gegen die Grundriiebene die feste Neigung tg o = % haben und die

Zylinderradien der Punkte P erste Spurparallelen ihrer Schmiegebenen o
sind (diese Radien sind daher die Hauptnormalen % der Punkte P), sind
auch alle Schmiegebenen o der Schraublinie gegen di. Grundrifebene unter
dem festen Winkel x geneigt. Die durch die Spitze R des Richtkegels gelegte
Parallelebene “ o zur Schmiegebeneo eines beliebigen Punktes P der Schraub-
linie ist daher 7Tangentenebene des Richtkegels, und ihre Spur, d. h. die
Fluchtgerade (Fluchtspur) o, der Schmiegebene o beriihrt den Grund-
kreis im Fluchtpunkt T\ = T, der Bahntangente t (Fig. 189). Die zweite Spur
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(0,)g dieser durch R gelegten Parallelebene | o zur Schmiegebene o geht
dann durch R"” und den Aufrif K" des Schnittpunktes K von o, mit der
y-Achse. Auf (0,), steht schlieBlich der AufriB b"’ des Binormalenvektors b
des Punktes P senkrecht.

Die GrundriBspur o, der Schmiegebene o des Punktes P ist zur Flucht-
geraden o, der Schmiegebene parallel. Da sie die Tangente ¢ des Punktes P
enthilt, geht sie auBerdem durch den Horizontalspurpunkt H = H’ der
Bahntangente ¢, der auf dem Ordner des Punktes H" = [t", z,,] liegt. Da-
durch ist aber o; bereits festgelegt.

Mit Hilfe der Schmiegebene kann auch der Schmiegkreisradius g in den
Schesteln der Sinuslinie, die als Aufril der Schraublinie auftritt, gefun-
den werden. Die Schnittellipse der Schmiegebene eines Punktes der Schraub-
linie mit dem Schraubzylinder hat némlich den gleichen Schmiegkreis-
radius wie die Schraublinie selbst; dasselbe gilt daher auch fiir die Aufrisse
dieser Kurven. Die Schmiegebene o, im Punkte 9 hat eine zur RiBachse

z,4 parallele Horizontalspur und hat die Neigung tg o = % . Sie schneidet
den Schraubzylinder in einer Ellipse, deren halbe kleine Achse gleich
dem Zylinderradius @ ist und im AufriB in wahrer GroBe auftritt. Die

halbe grofie Achse dagegen, die mit tg o« = 17.: gegen die GrundriBebene ge-

neigt ist, projiziert sich im Aufrif als die Strecke atga = p. Daher
gilt fiir den Schmiegkreisradius ¢ im Scheitel 9:

(12) 9=%z oder g-a=p%

Errichtet man daher (Fig. 189) in der Spitze R’ des Richtkegels das Lot
auf_eine seiner Konturerzeugenden und schneidet es mit dem Aufrifi des
Basiskreises, d. h. mit der RiBachse z,, so ist die Projektion dieser Lot-
strecke auf die RiBachse gleich dem Scheitelkriimmungsradius g.

SchlieBlich fithren wir noch zwei wichtige Begriffe ein, die fiir die kon-
struktive Behandlung der Schraubiflichen sehr wirksam sind, und die von
TeEODOR ScHMID (1890) stammen, ndmlich den Drehfluchtpunkt einer
Geraden und die Drehfluchtgerade ( Drehfluchtspur) einer Ebene (Fig. 179).

Dreht man den Fluchtpunkt einer Geraden, etwa den Fluchtpunkt T,
der Tangente ¢ der Schraublinie im Punkte P (Fig. 189) um 2’ im posi-
tiven Sinn (linksum) um den Winkel /2, so erhélt man einen Punkt T,
der als Drehfluchtpunkt der Tangente ¢ bezeichnet wird. Da fiir die Tan-
gente ¢ der Schraublinie dieser Drehfluchtpunkt 7 mit dem GrundriB
P’ jhres Beriihrungspunktes zusammenfillt, gilt
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Satz 8: Der Grundrif P’ eines Punktes P der Schraublinie ist identisch
mit dem Drehfluchtpunkt T seiner Bahntangente t, d.h. P’ = TJ.

Eine beliebige Ebene, z. B. die Schmiegebene ¢ im Punkte P der
Schraublinie, hat eine bestimmte Fluchtspur o,, namlich die Horizontal-
spur der Parallelebene zu o durch die Spitze R des Richtkegels. Dreht
man diese Fluchtspur ¢, um 2’ im positiven Sinn (linksum) um den Winkel

k_’

Fig. 191. Schraubtorse (Tangentenfliche der Schraublinie s} mit Normalschnitt k
(Krelsevolvente)
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7/2, so erhilt man die Gerade o, die Drehfluchtspur der Ebene o. Fiir die
Schmiegebene o von P deckt sich die Drehfluchtspur o) mit dem Grund-
ri ¢ der Bahntangente ¢ an die Schraublinie im Punkte P. Also gilt
Satz 9: Der Grundrif t' der Bahntangente t eines Punktes P der Schraub-
linie vt identisch mit der Drehfluchtspuro, seiner Schmiegebene g, d.h.t' =0 .

71. Die Schraubtorse

Die Schar der Tangenten t an eine beliebige Raumkurve k bildet eine Fliche,
die als die Tangentenfliche oder als die Torse von k bezeichnet wird. Die
Raumkurve selbst hei3t die Gratlinie der Torse. Die Tangenten ¢ der Raum-
kurve sind die (geradlinigen) Erzeugenden oder Maniellinien der Torse; die
Torsen sind also Regelflichen. Insbesondere ist die Tangentenfliche einer
Schraublinie eine Schraubtorse. Wegen ihrer geradlinigen Erzeugenden ist
sie eine spezielle Regelschraubfliche.

Fig. 191 zeigt den GrundriB und den AufriB einer Schraublinie s. Die
Tangenten ¢ der Schraublinie, deren Risse nach 70. gewonnen werden, sind
die Erzeugenden der zu s gehérigen Schraubtorse. Um die Spurkurve
dieser Schraubtorse in der Grundrifebene zu finden, ermittelt man die
Grundrisse H' der Horizontalspurpunkte H der einzelnen Tangenten ¢,
die aus dem Aufri8 der Schnittpunkte H'' = [t ;,] sofort in den Grund-
rif} iibertragen werden konnen. Liegt dabei, wie im Punkte 3, die Tangente
in einer doppeltprojizierenden Ebene, dann verschraubt man die Tangente
um einen rechten Winkel (in die Tangente des Punktes 6), wodurch sie
Parallellage zur AufriBebene erlangt. Denkt man sich die GrundriBebene
bis in die Hohe des Punktes 3 mitverschraubt, so kann man den Abstand d
des Spurpunktes der Tangente vom GrundriB 3’ des Beriihrungspunktes 3
dem Aufrif entnehmen und in den GrundriB iibertragen.

Zur Erhohung der Anschaulichkeit sind in Fig. 192 die beiden Mdintel der
Tangentenfliiche (Schraubtorse) fiir einen halben Gang der Schraublinie s in
einem Schrigrif} dargestellt.

Die Spurkurve der Schraubtorse kann man auch kinematisch erzeugen:
Die Tangenten ¢ der Schraublinie liegen in den (erstprojizierenden) Tan-
gentenebenen 1 des Schraubzylinders und haben gegen die GrundriB-
ebene die feste Neigung tg« = pfa. Die in den Tangentenebenen t
liegenden rechtwinkeligen Dreiecke (PP H), deren Hypotenusen PH als
Bahntangenten ¢ von P die feste Horizontalneigung tg o« = p/a haben,
besitzen dann die vertikalen Katheten P'P = z = p @ und die horizontalen
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Katheten P'H = P'H' = po [tg o« = a@. Daher ist der GrundriB P'H’ des
Tangentenstiickes zwischen dem Beriihrungspunkt P und dem Spurpunkt H

gleich der von 0 aus gezihlten Lange des Kreisbogens 0'P' = a¢. Wickelt
man daher einen auf den Basiskreis s’ aufgewickelten gespannten Faden
go ab, daB er sich stets tangential vom Kreis ablost, dann beschreibt der
Punkt 0 des Fadens gerade die Spurkurve k =k’ der Schraubtorse.
Diese Spurkurve heiBt deshalb eine Fadenevolvente (Filarevolvente) des
Kreises s' oder kurz eine Kreisevolvente.

Fig. 192. Schriigbild der beiden Miintel einer Schraubtorse (Tangentenfliche eines halben Ganges der
Schraublinie 8).

Dieser Abwickelvorgang stellt in jedem Augenblick eine Drehbewegung
dar mit dem Berithrungspunkt P’ der Kreistangente ¢’ als momentanem
Drehzentrum. Daher sind die Kreistangenten t' zugleich die Normalen der
Kreisevolvente k. Die Kreisevolvente durchsetzt somit alle Kreistangenten ¢’
rechtwinklig, sie ist eine Orthogonaltrajektorie der Kreistangenten. Umge-
kehrt umhiillen die Normalen # der Kreisevolvente k' den Kreis s’, der
also die Evolute der Kreisevolvente k' ist. Daher sind die Berithrungspunkte
P’ der Normalen t' von k' auf dem Kreis s’ zugleich die Schmiegkreismitten
fir die entsprechenden Punkte H' der Kreisevolvente k'; man kann damit
die Kreisevolvente k' ziemlich gemau aus Bogenstiicken threr Schmiegkreise
ky (Mitte I’', Radius a-@) zusammensetzen.

Im Punkte 0 = 0’ hat die Kreisevolvente k', da sie den Basiskreis s’ senk-
recht trifft, eine Spitze mit zu s’ senkrechter Spitzentangente. Sie setzt
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gsich nach links symmetrisch beziiglich der Spitzentangente fort, wobei
diese Punkte die Spurpunkte der Tangenten an die unter die Grund-
riBebene fortgesetzte Schraublinie sind. Nach beiden Seiten umkreist
die Kreisevolvente k' den Kreis s’ spiralenférmig in unendlich vielen
immer weiter werdenden Windungen.

Die Tangentenebene o der Schraubtorse in einem Punkt P der Schraub-
linie enthilt die durch P gehende Erzeugende ¢ (== Tangente an die Schraub-
linie) und hat die Tangente an die Spurkurve k = ¥’ der Torse zur GrundriB-
spur o;. Da diese zur Hauptnormalen 2 des Punktes P der Schraublinie
{Zylinderradius) parallel ist, liegt die Hauptnormale % in der Tangenten-
ebene o der Schraubtorse (als erste Spurparallele). Diese Tangenten-
ebene o beriihrt die Schraubtorse nicht nur im Punkte P, sondern lings der
ganzen durch P gehenden Erzeugenden t, die eine erste Fallinie von o ist.
Daraus folgt:

Satz 1: Die Tangentenebene tn eingm beliebigen Punkte H der Schraub-
torse ist identisch mit der Schmiegebene o jenes Punktes P der Schraublinie s,
dessen Tangente (Erzeugende) t den Beriihrpunkt H enthdlt.

Die Tangentenebenen der Schraubtorse haben gegen die GrundriBebene
eine feste Neigung, nimlich die Neigung der Erzeugenden. Da diese Eigen-
schaft fir alle sogenannten Béschungsflachen kennzeichnend ist, zghlt
die Schraubtorse zu den Béschungsflichen.

Da alle Punkte einer Erzeugenden ¢ der Schraubtorse dieselbe Tangenten-
ebene haben, ist die Schraubtorse (wie iiberhaupt jede Torse) in die Ebene
abwickelbar, und zwar ist sie die einzige abwickelbare Regelschraubfliche. Sie
besteht aus zwei Minteln, herriihrend von den beiden Halbtangenten der
Schraublinie, die lings der Schraublinie miteinander einen scharfen Grat
bilden. Die Schraublinie, deren Tangentenfliche die Schraubtorse ist,
heilt daher auch die Gratlinie der Schraubtorse. Dieser Grat bewirkt auf
der Spurkurve der Schraubtorse, der Kreisevolvente, deren Spitze.

72. Die Wendelfliche

Die Schar der Hauptnormalen einer Schraublinie, welche die Schraubachse
senkrecht schneiden, bildet eine geschlossene gerade Regelschraubfliche
oder Wendelfliche. Sie kann durch Verschrauben einer Geraden erzeugt
werden, die die Schraubachse rechtwinklig schneidet. Auf der Wendel-
fliche liegen deshalb als ausgezeichnete Kurven die Schar der achsen-
normalen geradlinigen Erzeugenden und die Schar der Bahnschraublinien,
die die Bahnkurven der einzelnen Punkte der Erzeugenden bei der Schrau-
bung sind. Alle Bahnschraublinien haben die gleiche Ganghéhe b = 27p
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und denselben Parameter p, aber verschiedene Schraubradien a. Da
der Anstieg einer Schraublinie durch tg« = p/a gegeben ist, sind die
Bahnschraublinien um 8o steiler, je kleiner der Schraubradius a ist.

Fig. 1938. Wendelfliche, gebildet von den Achsenloten (Hauptnormalen) einer Schraublinie. Konstruktion
eines Punktes P der Wendelfliche mit Tangentenebene v und Flichennormale n

In Fig. 193 ist eine Bahnschraublinie s und eine Schar von Erzeugenden e
einer Wendelfliche, deren Achse z zur GrundriBebene senkrecht steht,
in Grundri und Aufri8 dargestellt. (Die Erzeugenden, die in Fig. 193 an
der Schraubachse enden, miiBten eigentlich {iber die Achse hinaus als
Vollgeraden fortgesetzt werden.)
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Da alle Bahnschraublinien der Wendelfliche denselben Schraubpara-
meter p haben, ist die Spitze R des zur Schraublinie s gehérigen Richt-
kegels zugleich auch Spitze der Richtkegel fiir alle Bahnschraublinien der
W endelfliche.

Zum GrundriB P’ eines auf der Erzeugenden e liegenden Punktes P
der Wendelfliche findet man den Aufri8 P” auf dem AufriB ¢ dieser Er-
zeugenden. Der GrundriB ¢ der Tangente t an die Bahnschraublinie im
Punkte P ist die Tangente an den GrundriBkreis dieser Schraublinie. Um
ihren . AufriB ¢/ zu konstruieren, bestimmt man den Grundri T, = T,
und den AufriB T, des Fluchtpunktes T, der Tangente. Die Erzeugende
[RT,] des zu dieser Bahnschraublinie gehorigen Richtkegels ist dann zur
Tangente ¢ parallel, so daB auch ¢ | [R"T,] ist.

Diese Tangente ¢ an die Bahnschraublinie und die Erzeugende e spannen
die Tangentenebene v der Wendelfliche im Punkte P auf. Ihre Fluchtspur
7,, d. h. die Horizontalspur der Parallelebene | = durch die Spitze R des
Richtkegels, ist Tangente im Punkt 7', an den GrundriBkreis der Bahn-
schraublinie des Punktes P. Die Horizontalspur 7; der Tangentenebene
ist zur Fluchtspur 7, parallel und geht durch den Horizontalspurpunkt H’
der Bahntangente ¢, der aus seinem Aufri8 H' = [t”, x;,] hervorgeht.
Aus dem Fluchtpunkt T, der Tangente und der Fluchtgeraden <, der
Tangentenebene gewinnt man durch eine positive 90°-Schwenkung den
Drehfluchtpunkt T, der Bahntangente ¢, der sich mit dem Grundri P’
des Beriihrungspunktes P deckt, und die Drehfluchtgerade ( Drehfluchtspur)
7, der Tangentenebene 7, die mit dem GrundriB ¢’ der Bahntangente ¢ zu-
sammenfillt. Daraus folgt, in Ubereinstimmung mit (70. Satz 7), der

Satz 1: Die Tangentenebene an die Wendelfliche vst identisch mit der
Schmiegebene der Bahnschraublinie im Beriihrungspunkt.

Die Richtung der zweiten Spurparallelen der Tangentenebene v erhilt man,
indem man sich die AufriBebene durch die Schraubachse gelegt denkt und
dann die AufriBspur (7,), =[R", K"'] der durch die Spitze R desRichtkegels
gelegten Parallelebene von 7 zeichnet (deren erste Spur die Fluchtgerade 7,
ist).

Die Flichennormale » im Punkte P der Wendelfliche steht auf der
Tangentenebene 7 senkrecht. Daher steht ihr GrundriB »’ auf der Hori-
zontalspur 7; von 7 senkrecht, d. h. »’ fallt mit ¢ zusammen, und ihr Aufri
n'’ steht auf der Vertikalspur (z,), von || 7 senkrecht.

Die Normale » kann auch mit Hilfe des Richtkegels, unter Verzicht
auf die Spuren der Tangentenebene 7 und | 7, dadurch konstruiert werden,
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daB man den Fluchtpunkt N, der Normalen n ermittelt. Dieser ergibt sich
leicht aus einem SeitenriB, der erstprojizierend durch den Fluchtstrahl
[RT,] der Bahntangente ¢ gelegt wird. Die neue RiBachse x5 fallt dabei
mit [R'T,] zusammen. Der Seitenri R’’’ der Kegelspitze R liegt im
Abstand p von R’ auf dem Lot zu x5, wihrend die zur Tangentenebene
parallele (drittprojizierende) Fluchtebene |7 durch R sich als Gerade
[R'”T,] darstellt. Da die Normale » auf der Tangentenebene T senkrecht
steht, ist das Lot zu [R"'T,] im Punkt R'” zum SeitenriB ="’ der Nor-
malen n parallel und schneidet auf x,; den Fluchtpunkt N, der Normalen n
aus. Sein auf der RiBachse x,, gelegener Aufril N, liefert den Aufri3
[R"N.] des zur Normalen n gehdrigen Fluchtstrahls; zu ihm ist der Aui-
ri »” der Normalen parallel.

Die Wendelfliche ist keine algebraische sondern eine transzendente Fliche.
Es gibt némlich Geraden, etwa die Parallelen zur Schraubachse z, die
die Fliche in unendlich vielen Punkten schneiden, ohne der Fliche anzu-
gehoren.

Da die Wendelfliche durch Verschrauben einer Geraden erzeugt werden
kann, ist sie eine Regelschraubfliche. Sie ist aber (im Gegensatz zur Schraub-
torse) nicht in die Ebene abwickelbar, also eine windschiefe Regelschraub-
fliche. Die Punkte einer festen geradlinigen Erzeugenden e der Wendel-
fliche haben némlich lauter verschiedene Tangentenebenen z, da der
Anstieg tg « = p/a der Bahntangente ¢ von der Achse z nach auBen hin
(d. h. mit wachsendem a) monoton abnimmt. Wandert ein Punkt P auf
einer festen Erzeugenden e, im Schnittpunkt mit der Schraubachse z be-
ginnend, nach auBlen, so dreht sich die Tangentenebene 7, mit vertikaler
Lage beginnend, monoton um die Erzeugende e und nahert sich immer mehr
der horizontalen Lage.

73. Die Durchdringung einer Wendelfliche mit einem Drehzylinder,
der die Schraubachse als Mantellinie enthilt.
(Zylindrische Kurven der Wendelfliiche)

Die Wendelfliche (Achse z) sei festgelegt durch eine Bahnschraublinie s
und eine Anzahl ihrer Erzeugenden, die einer Drehung um jeweils 30° ent-
sprechen (Fig. 194). Dabei sind die Erzeugenden wieder nur bis zur Schraub-
achse z herangefiihrt, und ihre Fortsetzung iiber die Achse hinaus ist weg-
gelassen. Der Drehzylinder, der mit der Wendelfliche zu schneiden ist,

7311 Strubecker, Geometrie 19
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Fig. 194. Jeder Drehzylinder durch dile Schraubachse schneidet die Wendelfléche in einer
Schraublinie vom Parameter p/2, lings der dle Wendelfliche von einem Zylinder beriihrt
wird (zylindrische Schraublinien der Wendelfliche)
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habe die Schraubachse z als Mantellinie, so daB seine Achse b zur Schraub-
achse parallel ist, wihrend sein Radius die (beliebig wihlbare) Entfernung
von b und z ist. In Fig. 194 ist der Durchmesser des Drehzylinders gleich
dem Schraubradius e der willkiirlich wahlbaren Bahnschraublinie s der
Wendelfliche angenommen.

Der Grundrif s’ der Durchdringungskurve s der Wendelfliche und des
Drehzylinders féllt mit dem Basiskreis des Drehzylinders zusammen.
Eine beliebige (etwa in Hohe des Punktes 1 von s gelegte) achsennormale
Hilfsebene ¢ schneidet die Wendelfiche in einer Erzeugenden e und
den Drehzylinder in einem Kreis. Der Schnittpunkt P dieser beiden
Kurven ist ein Punkt der Durchdringungskurve s. Der zweite (auf der
Schraubachse z liegende) Schnittpunkt kann auBer Betracht bleiben, da von
vornherein feststeht, daB die ganze Schraubachse ein (nicht weiter inter-
essierender) Bestandteil der Durchdringungskurve ist. Der Grundrifi
P’ ist unmittelbar als Schnitt von 5’ und ¢’ zu ersehen, und mit ihm kennt
man auch seinen Aufri8 P’ auf ¢”’. Nun ist aber der Drehwinkel p = < 0’ ' P/
als Peripheriewinkel iiber dem Bogen 0'P’ des Kreises s’ gerade halb so
groB wie der zugehérige Zentriwinkel o = < 0'6’P’, d. h. es ist @ = /2.
Daher gilt fiir die Verschiebung z des Punktes P auf s, die gleich der Ver-
schiebung des Punktes P auf s ist,

(1) r=pg=p-F=% o

Daraus folgt aber der

Satz 1: Beschreibt der Punkt P die Bahnschraublinie s mit dem Para-
meter p und dem Schraubradius a, so beschreibt der auf der gleichen Erzeugenden

liegende Punkt P auf dem Drehzylinder gleichfalls eine Schraublinie s,
jedoch vom halben Parameter p/2 und vom halben Schraubradius af2.

DemgemiB liegen auf einer Wendelfliche zwei Arten von Schraublinien:

1. die oo! Bakhnschraublinien s der Wendelfliche vom Parameter p und der
Ganghéhe h=2pn, die auf den zur Schraubachse koaxialen Zylindern
liegen. Sie sind festgelegt durch den beliebig wihlbaren Schraubradius a;

2. die o2 zylindrischen Schraublinien‘ 8 vom halben Parameter p|2 und der
Ganghohe h[2 = px, deren Schraubzylinder die Schraubachse der Wendel-
fliche als Mantellinie enthalten. Die Schraubachse b einer solchen zylin-
drischen Schraublinie ist parallel zur Achse z der Wendelfliche, aber
sonst beliebig; sie ist durch die zwei willkiirlich wahlbaren Koordinaten
ihres Spurpunktes in der GrundriBebene festgelegt.

19*
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In einem beliebigen Punkt P auf & legen wir die Tangentenebene v an
die Wendelfliche. Ihre Drehflucht ) deckt sich mit dem GrundriB ¢ der

Bahntangente ¢ der Schraubung im Punkte P. Diese Drehflucht 7 steht

auf dem GrundriB ¢’ der Erzeugenden e des Punktes P senkrecht und geht
daher durch den Punkt P,, der den Grundrissen s’ und s’ gemeinsam ist.

Da diese Tatsache unabhiingig ist von der speziellen Wahl des Punktes P

auf s, gehen die Drehfluchten 15 der Tangentenebene T aller Punkte P von s
durch denselben festen Punkt P,. Anderseits kann der Punkt P, als Dreh-
fluchtpunkt 7% der Bahntangente {, des gemeinsamen Punktes P, der beiden
Schraublinien s und 3 aufgefat werden. Daraus folgt aber, daB die zu der
Schar der Tangentenebenen 7 parallelen Ebenen || v durch die Spitze R des
Richtkegels ein Ebenenbiischel bilden mit der Fluchtgeraden ! der Bahn-
tangente ¢, von P, als Achse. Die Tangentenebenen v der Punkte P von §
sind daher alle zur Bahntangente ¢, des Punktes P, parallel und bilden
somit einen der Wendelfliche lings § berithrend umschriebenen Zylinder
mit der Erzeugendenrichtung ¢, oder I. Die Schraublinie 3 heit deshalb
eine zylindrische Kurve der Wendelfliche. Es folgt:

Satz 2: Jeder die Schraubachse enthaltende Drehzylinder schneidet aus der
Wendelfldche eine zylindrische Schraublinie von halbem Parameter und der
halben Ganghéhe k|2 aus. Dabei sind die Tangentenebenen an die Wendelfliche
in den Punkten dieser Schraublinie alle zu einer festen Richtung t, parallel.

Bei Parallelprojektion der Wendelfliche in Richtung t, oder in Richtung
{ = [RT,], wobei T, der Fluchtpunkt von ¢, ist, beriihren die zu [ paralle-
len Tangentenebenen v die Wendelfliche lings der zur Richtung I gehori-
gen wahren Umrifkurve. Diese Beriihrungslinie ist aber nach dem eben
bewiesenen Satz 2. gerade die zur Sehrichtung ! gehérige zylindrische
Schraublinie s der Wendelfliche. Die Schraublinie s kann daher auch als
Eigenschattengrenze der Wendelfliche aufgefaBt werden, wenn die Wendel-
flache in Richtung ! durch parallele Lichtstrahlen beleuchtet wird.

Ist die Lichtrichtung ! beliebig vorgegeben, dann findet man die als
Eigenschattengrenze (wahre UmriBkurve) der Wendelfliche auftretende
zylindrische Schraublinie s durch Umkehrung des geschilderten Kon-
struktionsganges: Man legt (Fig. 194) durch die Spitze R des Richtkegels
die Lichtrichtung I, die die GrundriBebene im Fluchtpunkt T, von /
schneidet. Durch eine positive 90°-Drehung gewinnt man aus T, den
Drehfluchtpunkt T, von I. Dann gibt der Kreis mit 2’T) als Durch-
messer den GrundriB s’ der Eigenschattengrenze s fiir die Lichtrichtung I,
aus der dann auch sofort ihr AufriB s’ zu gewinnen ist.
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74. Die scharfgiingige Regelschraubfliche.

Durch Verschrauben einer Geraden, welche die Schraubachse unter
einem von 90° verschiedenen Winkel trifft, entsteht eine schiefe geschlossene
oder scharfgingige Regelschraubfliche (Fig. 195).

Von der Schraubfliche sei die Achse z, senkrecht zur GrundriBebene,
sowie die Ganghohe & gegeben, und die verschraubte Gerade sei gegen
die GrundriBebene unter dem festen Winkel S+ 0 geneigt. Wir legen
durch die bziden auf der Schraubachse z in den Hohen A/2 und 4 iiber
der GrundriBebene liegenden Punkte (mit den Aufrissen 6" und 12”) die
Erzeugenden der Schraubfliche, von denen wir annehmen diirfen, daB sie
in der zur AufriBebene parallelen Meridianebene der Fliche liegen; davon
steigt eine nach links unter dem Winkel § an, die andere ab. Diese Er-
zeugenden schneiden sich in einem Punkt 9, der den Radius @ einer be-
stimmten Bahnschraublinie s der Schraubfliche festlegt, die nach Kon-
struktion der Punkte 0,1,..., 12 in beiden Rissen gezeichnet werden
kann (Fig. 195). Durch jeden Punkt von s gehen zwei geradlinige
Erzeugende der Schraubfliche, von denen die eine die Schraubachse in
einem um %/4 héher, die andere in einem um #%/4 tiefer gelegenen Punkt
trifft. In den Punkten der ausgezeichneten Bahnschraublinie s kreuzen
sich also jeweils zwei verschiedene Erzeugende der Fliche, d. h. diese
Bahnschraublinie ist eine Selbstdurchdringungskurve ( Doppelkurve, Doppel-
schraublinie) der scharfgangigen Regelschraubfliche.

AuBer der Schraublinie s liegen auf der Regelschraubiliche noch ool
andere Bahnschraublinien, die zu s koaxial sind und dieselbe Ganghdhe A
besitzen. Die zugehorigen Richtkegel haben zwar verschiedene Grund-
kreisradien, aber alle die gleiche Hohe p = h/27x. Wir wihlen daher wieder
den festen Punkt R =(0, 0, p) der Schraubachse als gemeinsame Spitze
der Richtkegel aller auf der scharfgingigen Schraubfliche liegenden Bahn-
schraublinien.

Ubrigens gibt es auBer s auch noch unendlich viele andere Doppel-
schraublinien, in denen sich die Regelschraubfliche selbst durchdringt;
es gibt nidmlich in jedem der unendlich vielen Génge der Regelschraub-
fliche eine neue zu [3,9] parallele Erzeugende, welche die Erzeugende
[9,15] in cinem Punkte trifft, dessen Bahn eine solche Doppelschraub-
linie ist. Die Doppelschraublinie s hat jedoch den kleinsten Radius und
liegt der Schraubachse z am nichsten.

Da es Geraden gibt, etwa die Parallelen zur Schraubachse, welche die
Fliche in unendlich vielen Punkten treffen, ohne der Fliche selbst ganz
anzugehoren, ist die scharfgingige Regelschraubfliche keine algebraische
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Iig. 195. Scharfgiéngige Regelsehr&ubtlache mit Erzeugenden, Doppelschraublinie, Flueht-
kreis k,, Tangentenebene ¥ im Punkte P und Normalschnitt ¥ (Archimedische Spirale)
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sondern eine transzendente Fliche. Sie ist eine Regelfliche, da sie sich
durch Verschrauben einer Geraden erzeugen lifit, und zwar, wie sich er-
weisen wird, eine windschiefe Regelfliche.

Die Tangentenebene 7 in einem beliebigen Punkt P der scharfgéngigen
Regelschraubfliche wird aufgespannt von der durch den Punkt P ge-
henden Erzeugenden e und der Tangente ¢ an die Bahnschraublinie dieses
Punktes. Der GrundriB ¢ der Bahntangente ¢ steht im Punkte P’ auf ¢’
senkrecht. Ihr Aufrif wird nach der in 70. behandelten Konstruktion
iiber den GrundriB 7', und den AufriB 7', des Fluchtpunktes der Bahn-
tangente gefunden: es ist ¢’ | [R"'T, ]. Die Fluchigerade 7, der Tangen-
tenebene 7, d. h. die Horizontalspur der Parallelebene | v durch die Spitze
R des Richtkegels, ist die Verbindungsgerade des Fluchtpunktes E, der
Erzeugenden e und des Fluchtpunktes T, der Bahntangente ¢ in P. Der
Fluchtpunkt T, entsteht aus P’ durch eine negative Vierteldrehung um 2’
Da alle Erzeugenden der Regelschraubfliche gegen die GrundriBebene
unter dem festen Winkel § geneigt sind, bilden ihre durch R gelegten
Fluchtstrahlen einen zweiten Drehkegel mit R als Spitze und einem in
der GrundriBebene liegenden Kreis um 2z’ vom Radius ¢ als Basis, wobei
nach Fig. 195

(1) plg=1tgh oder g=rp-ctgf

ist. Dieser Kreis k,, der Fluchtkreis der scharfgingigen Regelschraubfliche,
ist demnach der Ort der Fluchtpunkte der einzelnen Erzeugenden. Insbe-
sondere ist der Fluchtpunkt E, der zum Punkt P gehorigen Erzeugenden e
der Schnittpunkt von ¢’ mit dem Fluchtkreis k,. Damit ist die Fluchi-
spur 7, = [T E,] der Tangentenebene v der scharfgingigen Regelschraub-
fliche im Punkte P gefunden.

Die Horizontalspur t; der Tangentenebene t ist zur Fluchtspur ¢, par-
allel und geht durch den Punkt H, in dem die Erzeugende e die GrundriB-
ebene durchstoBt. Dabei wird H auf ¢’ tiber den Punkt H” = [e”, 2y,)
gewonnen.

Statt der Vertikalspur v, der Tangentenebene 7 von P geniigt es meist,
eine zweite Spurparallele oder die Richtung der Vertikalspur der Tangenten-
ebene T zu kennen. Um sie zu finden, denken wir uns die AufriBebene durch
die Schraubachse z gelegt und die in der Spitze R des Richtkegels ange-
brachte Parallelebene || 7, deren erste Spur 7, ist, mit der AufriBebene
geschnitten, wodurch die gesuchte Richtung (r,), der Vertikalspur von 7
gefunden ist.



296 X VI. Schraublinien und Schraubflichen

Die Konstruktion der Horizontalspur 7, wird wesentlich vereinfacht,
wenn man sich der Drehflucht T der Tangentenebene T bedient. Der Dreh-
fluchtpunkt T der Bahntangente ¢ von P fillt mit P’ zusammen. Der
Drehfluchtpunkt EJ der Erzeugenden e liegt auf dem Fluchtkreis %, und
auf dem GrundriB der im positiven Sinne (linksum) um 90° weitergedrehten
Erzeugenden; denn E entsteht aus dem Fluchtpunkt E, der Erzeugen-
den durch positive Viertelschwenkung. Auf der Drehflucht v = [P'E; ],
die zur Fluchtspur z, senkrecht ist, steht alsdann die Horizontalspur ;
der Tangentenebene 7 senkrecht und geht durch den Horizontalspurpunkt H
der Erzeugenden e.

Ist @ ein beliebiger, mit P auf derselben Erzeugenden e liegender
Punkt der Regelschraubfliche, dann hat seine Tangentenebene ¢ als Dreh-
flucht die Gerade o, = [Q'E;]. Die Horizontalspur ¢; der Tangenten-
ebene ¢ geht dann ebenfalls durch den Horizontalspurpunkt H und steht
auf ¢ senkrecht. Durchwandert @ alle Punkte der Erzeugenden e, dann
dreht sich gleichzeitig die Horizontalspur o, seiner Tangentenebene ¢ um
den Horizontalspurpunkt H von e so, daB o, stets auf o) = [Q'E]]
senkrecht steht. Liegt insbesondere @ auf der Schraubachse, so fillt oy
mit ¢’ zusammen, und geht @ gegen den Fernpunkt von e, so nihert sich g,
immer mehr dem Lot zu ¢’ in H. Also gilt

Satz 1: Wandert ein Punkt auf einer festen Erzeugenden, so dreht sich
die zugehorige Tangentenebene der scharfgingigen Regelschraubfliche um die
Erzeugende.

Die Tangentenebenen in den Punkten einer festen Erzeugenden sind
daher alle voneinander verschieden. Die scharfgingige Regelschraub-
fliche ist somit eine windschiefe Regelfliche, also eine Fliche, die nicht in
die Ebene abwickelbar ist.

Nach Konstruktion der Grundriffluchtspur 7, und der AufriBfluchtspur
{T4), der Tangentenebene 7 in einem beliebigen Flachenpunkt P kann man
sofort auch die Normalrisse n’' und '’ der in P errichteten Flichennormalen n
konstruieren; es ist n' | 71,, d. h. der Grundrif n’ der Flichennormalen in P
fallt mit der Drehflucht ty, der Tangentenebene T zusammen. Ferner ist
7" 1 (Tu)s

Um den Normalschnitt der scharfgingigen Regelschraubfliche, d. h. den
Schnitt mit einer beliebigen achsennormalen Ebene ¢, etwa in Hohe des
Punktes 3 gelegen, zu konstruieren, schneidet man im Auiri8 die einzelnen
Erzeugenden e der Regelschraubfliche mit ¢ und iibertrigt diese Schnitt-
punkte auf den GrundriB e’ dieser Erzeugenden. Dabei muB man sich
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fiir die auf den Erzeugenden 0, 6, 12 liegenden Punkte eines Seitenrisses
bedienen, da sich die genannten Erzeugenden in doppeltprojizierenden
Ebenen befinden. Die so gefundene Kurve &’ geht durch den Punkt 2’ und
hat die Gerade [2/, 3'] zur Symmetrieachse. Der Punkt 3’ auf s’ ist ein
Doppelpunkt der Kurve, da durch ihn zwei verschiedene Erzeugende der
Fliche, ndmlich die Gerade [3, 9] und die Gerade [3, —3] hindurchgehen.
Er kommt dadurch zustande, daB sich die scharfgiingige Regelschraub-
fliche lings der ausgezeichneten Schraublinie s selbst durchdringt, so daB
8 eine Doppelkurve (Doppelschraublinie) der scharigingigen Regelschraub-
fliche ist.

Bei der Schraubung einer Erzeugenden e wandert ihr Spurpunkt S in
der Ebene ¢ proportional mit dem Drehwinkel ¢ vom Spurpunkt der Schraub-
achse aus nach auBen. Die Polargleichung der Spurkurve lautet daher

(2) r=q-9,

wenn r der Polarradius und ¢ der von der Lage [2, 0'] aus gezihlte Polar-
winkel ist. Der Proportionalititsfaktor q ist dabei gerade gleich dem Radius q
des Fluchtkreises k,; denn einer Drehung um den Winkel ¢ entspricht eine
Hebung der Erzeugenden um p-¢ und folglich nach (1) der Polarradius

_PP_Pe_
(3) "= s P 9

q

Dreht sich eine Gerade e der Ebene um den auf e liegenden Punkt O mit
fester Winkelgeschwindigkeit (Bild 196a) und wandert gleichzeitig auf
ihr ein Punkt P mit fester Geschwindigkeit nach aulen, dann beschreibt
der Punkt P eine Kurve von der Gestalt unserer Spurkurve. Sie heifit
nach ARCHIMEDEsS (287—212 v. Chr., Syrakus) eine Archimedische Spirale.

Die Tangente t, in einem beliebigen Punkt 8 der Spurkurve (Fig. 195)
ist die Spur der Tangentenebene 7* in .S an die scharfgiingige Regelschraub-
fliche. Diese steht auf der Drehflucht 7* = [T';°, E°] der Tangenten-
ebene 7° senkrecht. Dabei ist 7';* = 8§, wihrend E}* auf dem Flucht-
kreis k, und auf dem GrundriB der um 90° im positiven Sinne weiter-
gedrehten Erzeugenden des Punktes S liegt. Insbesondere findet man auf
diese Weise auch die Tangenten im Doppelpunkt 3’ . ‘or Spurkurve k. Die
Strecke z'E}*, die die Normale der Kurve &’ im Punkt §’ auf jenem Polar-
radius ausschneidet, der zum Polarradius des Punktes S’ senkrecht steht,
heit Polarsubnormale der Kurve k'. Da fiir die Archimedische Spirale
mit der Polargleichung r = ¢ - ¢ diese Strecke stets gleich dem Radius ¢
des Fluchtkreises k, ist, gilt:
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Satz 2: Die Polarsubnormalen der Archimedischen Spirale mit der Gleichung
r = q - @ haben die konstante Léinge q.

Auch der Schmiegkretsradius g, tm Scheitel O der Archimedischen Spirale
148t sich leicht bestimmen (Fig. 196b). Ein beliebiger Kreis vom Radius p,
der die Archimedische Spirale im Punkt O beriihrt, schneidet die Spirale

in zwei beziiglich ihrer Achse symmetrischen Punkten P und P. Sind dann
4

my)
X

b4 f‘_'r 1
AL
0 X

b)

Y

po— O

p=0

Fig. 196. a) Die Archimedische Spirale hat in allen Punkten P eine Polarsubnormale konstanter Liinge ¢
b) Ermittlung des Schmiegkreisradius im Scheitel O der Archiimedischen Spirale

(z, y) die Koordinaten von P in dem nach Fig. 196b gelegten cartesischen
Koordinatensystem, so gilt nach dem Sehnensatz im Kreise

(4) Yy(20—y) =2 oder 2p =i':;'_y’ .
Da 22 + y2 = 72 und Y = rsin<p iSt, gilt:
r r
@ %=y e

Andererseits liegt der Punkt P auf der Archimedischen Spirale r =g¢ - ¢,
weshalb weiter

(6) 2g=l‘11= . ¥

sin @ sin @
ist. Wandert nun der Punkt P, und damit zugleich auch der symme-
trische Punkt P, auf der Archimedischen Spirale gegen den Punkt O,
so geht der Radius ¢ iiber in den Radius g, des vierpunktig beriihrenden

Scheitelschmiegkreises. Wegen der Grenzwertformel lim SN¢ _ 1 st
daher 70

= i =limZ%Z. % -2
0 % = 111-13109_51-{1})7 sing~ 2 °
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Also gilt (Fig. 195) der

Satz 3: Der Scheitelschmiegkreisradius der Archimedischen Spirale, welche
als Normalsehnitt der scharfgingigen Regelschraubfliche entsteht, ist halb
80 grof wie ihr Fluchtkreisradius.

Die Erzeugenden e der scharfgingigen Regelschraubfliche werden im
Aufri von einer bestimmten Kurve «'' umhiillt, dem schesnbaren Umrif
der Fliche fiir den Aufrif. Diesem entspricht auf der Fliche eine bestimmte
Kurve u, der wahre Umrif8 der Fliche fiir den Aufrif3. Sein AufriB «'' und
sein Grundri «’ sollen nun konstruiert werden.

Die Punkte der UmriBkurve « auf der Fliche sind durch die Eigenschaft
gekennzeichnet, daB in ihnen die Tangentenebene v an die Fliche zweit-
projizierend ist. Wir greifen eine bestimmte Erzeugende e der Fliche,
z. B. e, heraus (Fig. 197). Wandert ein Punkt lings dieser Erzeugenden e;,
beginnend auf der Schraubachse, nach auflen, dann dreht sich die zuge-
horige Tangentenebene monoton um diese Erzeugende. Zu jener ausge-
zeichneten Tangentenebene t in diesem Ebenenbiischel, die auf der AufriB-
ebene senkrecht steht, gehort als Beriihrungspunkt gerade jener gesuchte
Punkt V auf e;, der der Umrikurve » angehért. Die Horizontalspur T,
dieser zweitprojizierenden Tangentenebene 7 und damit auch ihre Flucht.-
spur 7, stehen zur RiBachse z,, senkrecht. Ihre Drehflucht v ist daher zur
Rifachse z,, parallel. Andererseits geht aber die Drehflucht 77 durchden
Drehfluchtpunkt E der gewdhlten Erzeugenden e; und durch den Grund-
ri V' des gesuchten Punktes V. Legt man also durch E, d.h. durch
den Punkt, in dem die Gerade, die aus e'5 durch eine positive Viertel-
drehung (Linksumdrehung) hervorgeht, den Fluchtkreis %, schneidet, die
Parallele 7 zur RiBachse z,, so schneidet diese aui ¢; den GrundriB
V' = T} des gesuchten UmriBpunktes V auf e¢; aus. Sein Aufri V"', der
auf dem AufriB e, der gewihlten Erzeugenden liegt, ist dann ein Punkt des
scheinbaren Umrisses «”’. Fiithrt man fiir die einzelnen Erzeugenden e der
scharfgingigen Regelschraubfliche diese Konstruktion durch, so erhilt man
weitere Punkte der gesuchten UmriBkurve u, z. B. den Punkt U auf e,.
Insbesondere fiihrt die Erzeugende ¢; zu dem Punkte W aui der Schraub-
achse und die Erzeugenden ez und ¢, auf die Fernpunkte der UmriBkurve.
Daher sind die horizontalen Tangenten an den Fluchtkreis k, Asymptoten
der Grundriflurve u’, und die Geraden [3",9"] und [12", 9] sind Asym-
ptoten der UmriBkurve '’ im Aufrif. Die Schnittpunkte 4’, B', ¢', D' der
Kurve ' mit dem GrundriB s’ der Selbstdurchdringungskurve s ergeben,
in den AufriB iibertragen, die UmriBpunkte 4", B", C"”, D" auf s"’. Be-
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Fig. 197. Konstruktion des wahren Umrisses u und scheinbaren Umrisses u’* fiir den Aufri8
einer scharfgingigen Regelschraubfliche. Der Grundri8 u’ des zwelten wahren Umrisses ist
eine Kappakurve
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trachtet man nur den innerhalb der Doppelschraublinie s liegenden Teil
der scharfgingigen Regelschraubfliche, dann sind diese Punkte Anfangs-
und Endpunkte des zweiten scheinbaren Umrisses %"’ der Fliche.

Der scheinbare Umrif u”’ der Fliche besteht aus unendlich vielen hyperbel-
artigen Zweigen (keine Hyperbeldste!), die ihre Scheitel auf der Schraub-
achse 2”’ haben und sich abwechselnd nach rechts und links 6éffnen; u’’ ist
keine algebraische sondern eine transzendente Kurve. Der Mittelpunkt K
des Scheitelschmiegkreises eines dieser Zweige wird folgendermafen ge-
funden (ohne Beweis): Man triigt auf der Schraubachse 2’ vom Scheitel W’
aus den doppelten Parameter 2p an, fillt von dem Endpunkt das Lot
auf die Asymptote von »” und schneidet dieses mit der durch W'’ gehenden
Symmetrieachse der Kurve «” im Punkt K.

Im Grundrif u’ iiberdecken sich die unendlich vielen Zweige der UmriB-
kurve u, so daB eine einzige algebraische Kurve mit horizontaler und verti-
kaler Symmetrieachse entsteht. Wegen ihrer Gestalt, die an den griechi-
schen Buchstaben x (Kappa) erinnert, heiBt diese Kurve %/, die (in anderem
Zusammenhang) um 1660 schon bei GERARD VAN GUTSCHOVEN, einem
Schiiler und Mitarbeiter von DESCARTES, vorkommt, nach A. AUBRY
(1895) Kappakurve. Aus der Konstruktion der Kurve «' in Fig. 186 liest
man sofort ihre Polargleichung zu

(8) tg<p=l oder r=gq-ctge

r

ab, aus der sich ihre Gleichung in cartesischen Koordinaten (z, y) ergibt:

(%) 1/2’2+?/2=q-% oder (224 y?) y2—q222=0.

Die Kappakurve ist somit eine algebraische Kurve 4. Ordnung, die so-
wohl beziiglich der z- wie der y-Achse symmetrisch liegt. Aus ihrer
Parameterdarstellung (mit dem Polarwinkel ¢ als Parameter)
cos? @
sing ’

Ix:rcosqv:q-
(10)

ly =rging =¢q-cosg
ist erneut zu entnehmen, daB
(11) imy=+4g¢, limy=—g¢q

¢—->0 p>n
ist, d. h. dal die Geraden y = ¢ Asymptoten der Kappakurve sind.
Durch eine dhnliche Uberlegung wie bei der Archimedischen Spirale findet
man als Schmiegkreisradius o, der Kappakurve im Scheitel den Wert

(12) 6o="1.
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75. Die schiefe offene Regelschraubfliiche

Wird eine zur Schraubachse z windschiefe Gerade e verschraubt, so entsteht
eine offene Regelschraubfliche. Im Gegensatz zu den geschlossenen” Regel-
schraubflachen (Wendelfliche und scharfgingige Regelschraubilidche) ge-
hort die Schraubachse jetzt nicht der Fliche an. Alle Erzeugenden der
offenen Regelschraubiliche verlaufen auBerhalb eines zur Schraubachse 2z
koaxialen Beriihrungszylinders, dessen Radius gleich dem kiirzesten Ab-
stand a der Erzeugenden e von der Schraubachse zist. Der Normalrif3 einer
offenen Regelschraubfliche in Richtung der Schraubachse (Grundri8)
weist daher eine von Erzeugenden nicht erfiillte kreisférmige Offnung auf.

Eine offene Regelschraubfliche heiBt gerade, wenn die zur Schraubachse
windschiefen Erzeugenden die Schraubachse senkrecht kreuzen, und schief,
wenn diese Erzeugenden gegen die Schraubachse einen von 0> und 90°
verschiedenen Winkel bilden.

Eine schiefe offene Regelschraubfliche besitzt (ihnlich wie die schiefe
geschlossene Regelschraubfliche) unendlich viele Bahnschraublinien als
Doppelkurven, lings denen sich die Flache selbst durchdringt. In Fig. 198
sei jene ausgezeichnete Doppelkurve s im GrundriB s’ und AufriB s" gegeben,
welche den kleinsten Radius hat und der Schraubachse z am n#chsten liegt.

Ihr Parameter p = L3 legt die Spitze R des Richtkegels der Schraubung fest.
2n € P

Damit nun s die Doppelkurve der Fliache ist, miissen durch s zwei verschie-
dene Méntel der Fliche und somit durch jeden Punkt von s zwei verschie-
dene Erzeugende gehen. Verfolgt man diese beiden Erzeugenden ins Innere
des zu s gehorigen Schraubzylinders, dann steigt die eine mit dem kon-
stanten Winkel 8 &+ 0 an, wihrend die andere mit demselben Winkel
fallt.

Wir wihlen e, = [2, 10] als Erzeugende in frontaler Lage (parallel zur
AufriBebene); ihr Neigungswinkel 8 gegen die GrundriBebene erscheint im
Auiri8 in wahrer GroBe. A4, sei der FuBpunkt des Lotes von der Schraub-
achse z auf ¢, und a die Linge dieses Gemeinlotes zwischen 2 und ¢, d. h.
der kiirzeste Abstand zwischen z und ¢,. Die Tangente an die Bahnschraub-
linie des Punktes 4, habe gegen die GrundriBebene den Neigungswinkel «.
Auch o« erscheint im AufriB in wahrer GroBe.

1. In Fig. 198 behandeln wir zunichst den Fall, daB die Winkel g
und x entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Die Erzeugende ¢,
gehe durch die Punkte 2 und 10 der Doppelkurve s. Durch Verschrauben

um jeweils % der Ganghohe h im Abwirts- bzw. Aufwirtssinn der Schrau-
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X12

Fig. 108. Schiefe offene Regelschraubfliiche mit Erzeugenden, Doppelkurve, Kehlschraublinie, Fluchtkreis,

Tangentenebene v im Punkte P, Normalschnitt k& (Verallgemeinerung der Kreisevolvente und der

Archimedischen 8pirale). Die Bahntangente der Kehlschraublinie und die Erzeugende der Regelschraub-
fliiche fallen nach verschiedenen Seiten (unter den Winkeln & bzw. ) gegen die Horizontalebene
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bung ergeben sich dann die weiteren Erzeugenden [1, 9], [0, 8], ... bzw.
{8, 11], [4, 12] usf. Durch den Punkt 8 auf s gehen dann z. B. die beiden
Erzeugenden [0, 8] und [8, 16]. In Fig. 198 sind diese Erzeugenden nur
soweit eingezeichnet, als sie innerhalb des zu s gehérigen Schraubzylinders
verlaufen. In Wirklichkeit setzen sie sich nach beiden Seiten unbegrenzt
fort, so daB auch die Fliche sich nach allen Seiten ins Unendliche erstreckt.

Im GrundriB umhiillen die Erzeugenden e einen Kreis ¢’, der den Grundrif3
eines Zylinders mit der Achse z und dem Radius a darstellt. Er wird von
den einzelnen Erzeugenden in jenen Punkten beriihrt, in denen die Er-
zeugenden die kiirzeste Entfernung von der Schraubachse haben. Jeder
solche Beriithrungspunkt heiit Kehlpunkt der betreffenden Erzeugenden.
Die Gesamtheit aller Kehlpunkte bildet eine Schraublinie ¢, nimlich die
Bahnschraublinie des Punktes Aj; sie heillt Kehllinie (Kehlschraublinie)
der offenen schiefen Regelschraubfliache.

Bemerkung 1: Allgemein ist die Kehllinie einer windschiefen Regelfliche folgender-
maBen definiert: Zwei benachbarte Erzeugende e, und e, einer windschiefen Regel-
fliche sind zueinander windschief. Sie haben ein Gemeinlot, d.h. eine Gerade, die
zugleich auf e, und e, senkrecht schneidet. Auf ihm liegt der kiirzeste Abstand
zwischen ¢; und e,. LafBt man nun die benachbarte Erzeugende e, auf der Fliche
gegen die Erzeugende e, riicken, so nédhert sich der FuBpunkt des Gemeinlotes auf e,
einer ganz bestimmten Grenzlage 4,, dem Kehlpunkt K der Erzeugenden ¢,. Die Ge-
samtheit der Kehlpunkte der einzelnen Erzeugenden bildet auf der Fliche die Kehi-
linie der windschiefen Regelfliche.

Bei einem einschaligen Drehhyperboloid ist die Kehllinie mit dem Kehlkreis iden-
tisch, bei einer geschlossenen Regelschraubfliche fillt sie mit der Schraubachse zusammen.
Bei einer abwickelbaren Regelfliche, d. h. bei einer Regelfliche, die sich in die Ebene
abwickeln (verebnen) lit (7orse, z.B. Schraubtorse), deckt sich die Kehllinie mit
der Gratlinie der Torse, bei einem Kegel artet sie in die Kegelspitze aus.

Um den Normalschnitt k der schiefen offenen Regelschraubfliche zu
konstruieren, legen wir etwa in der Hohe des Punktes 6 eine horizontale
Ebene ¢ und schneiden die einzelnen Erzeugenden e im AufriB mit ¢” (Fig.
198). Die Grundrisse dieser Schnittpunkte bestimmen den Grundrif %’
des Normalschnittes. Liegt dabei die Erzeugende, wie im Falle von [5, 13],
in einer doppeltprojizierenden Ebene, so findet man den Grundri P’ ihres
DurchstoBpunktes P mit ¢ durch Drehung von [5, 13] wm die z-Achse in
die aufriBparallele Lage [5,, 13,]. Dabei ist ¢ fest; 5 und 13 wandern im
GrundriB nach 5, = 8 und 13; = 16', im AufriB nach 5, und 13;. Aus
dem gedrehten Spurpunkt P, folgt dann sein GrundriB P’.

Die Tangente t in einem beliebigen Punkt des Normalschnittes &, z. B.im
Spurpunkt P von e = [b, 13] auf ¢, ist die Spur der Tangentenebene T in
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P an die Fliche auf der Normalschnittebene . Diese Tangentenebene 1
wird aufgespannt von der Erzeugenden e und der Tangente an die Bahn-
schraublinie im Punkte P. Die durch die Spitze R des Richtkegels
(Hohe p = h/27) gelegten Parallelen zu den Erzeugenden e bestimmen den
Fluchtkegel der Regelschraubfliche, dessen Basiskreis in der GrundriBebene
ihr Fluchtkreis k, (vom Radius ¢ = p-ctgp) ist. Die zu e parallele Mantel-
linie des Fluchtkegels legt den Fluchtpunkt E,, der Erzeugenden eauf k, fest,
aus dem durch eine positive Vierteldrehung der Drehfluchtpunkt E von e her-
vorgeht. Da der Drehfluchtpunkt T} der Bahntangente von P mit dem

k
\’\P(my)
:1 _
-X
2q
|
aq y
I
S |
A4
X
Q) bJ

Fig. 199.. a) Kinematisches Erzeugungsgesetz des Normalschnittes einer schiefen offenen
Regelschraubfliche, b) Ermittlung und Konstruktion des Schmiegkreises im Scheitel 4,
dleses Normalschnittes

GrundriB P’ zusammenfillt, ist [P, B ] = v die Drehflucht der Tangenten-
ebene tv. Die (in Fig. 187 nicht eingezeichnete) zu 7 senkrechte Gerade
durch E, ist dann die Fluchtspur v, der Tangentenebene, zu der die gesuchte
Tangente ¢’ an die Spurkurve ¥’ in P’ parallel ist. Man kann also (ohne
Beniitzung von 7,) sofort ¢’ | . einzeichnen.

Der Normalschnitt k der offenen schiefen Regelschraubfliche kann kine-
matisch auf folgende Weise erzeugt werden (Fig. 199a): Eine Gerade e
der Ebene dreht sich um einen festen Punkt O, der nicht auf e liegt, mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit. Gleichzeitig wandert ein Punkt P mit
konstanter Geschwindigkeit auf e. Dann beschreibt P die Kurve k.

Ist ¢, jene Lage von e, in welcher der Punkt P gerade mit dem LotfuB-
punkt 4, von O auf ¢y zusammenfillt, dann ergibt sich fiir den Polarradius

7311 Strubecker, Geometrie 20
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r=0P des wandernden Punktes P die Beziehung

M A=at g,

wobei a der Abstand der Erzeugenden e von O, ¢ der Winkel des Lotes
von O auf e (nicht der Polarwinkel von P!), gezéihlt von der Nullrichtung

O—A; aus, und ¢ eine Konstante, nimlich der Radius des Fluchtkreises k,
ist. Fithrt man ein rechtwinkliges cartesisches Koordinatensystem O(z, y)

ein, dessen z-Achse mit &; zusammenfillt, so gilt (Bild 188a):

@ [x:rcos(tp—{-z?)=r(cos<pcosz9—sin<psinz9),
y = rsin (p + &) = r (sin ¢ cos # + cos ¢ sin F).
Da nun
(3) cosz?:—:—, sin0=q—r—

ist, erhidlt man in

z=acosp —q@sing,
4 [

y=asing +qpcosg

eine Parameterdarstellung des Normalschnittes k der schiefen offenen Regel-
schraubfldche.

De dieses Gleichungspaar fiir den Sonderfall ¢ = — a der Schraubtorse
eine Kreisevolvente darstellt, ist der Normalschnitt k der schiefen offenen
Regelschraubfliche eine verallgemeinerte Kreisevolvente. Fiir den Sonderfall
a =0 der geschlossenen schiefen Regelschraubfliche geht die Kurve %
in eine Archimedische Spirale iiber, weshalb die Kurve k zugleich auch als
eine Verallgemeinerung der Archimedischen Spirale angesehen werden kann.

Fig. 1992 zeigt nochmals die bereits bewiesene und in Fig. 198 ein-
getragens Tangentenkonstruktion fiir die Kurve k: Die Normale n des
Kurvenpunktes P geht durch den Schnittpunkt E) des Fluchtkreises k,
(Radius ¢) mit dem iiber O hinaus verlangerten Lot von O aufe.

Auch der Schmiegkreisradius o, im Scheitel A, des Normalschnittes k
kann leicht ermittelt werden (Fig.199b). Ein beliebiger die Kurve im
Scheitel A4, beriihrender Kreis (Radius g) schneide die Kurve im Punkt
P(z, y) und dem dazu beziiglich der z-Achse symmetrischen Punkt

I-_’(x, —y). Dann gilt nach dem Sehnensatz fiir die lotrechte Sehne
durch P:

(5) (@a—2)(2p—a+ 2) =y
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oder
(6) o=

Setzt man hierin die Koordinaten z und y des Kurvenpunktes P aus (4)
ein, dann findet man:

¥+ @22
a—x

2a*(1 —cosgp) + P*¢?® + 2aqesing
20= ;
a(l —cosp) + gpsing

2 gin2 ¥ z(q’) 9 9 9
(7) _4a sin’ 5 + 4q 5 + 8aq sin 5 C08 5
- n® 9 @

2a si - +4q—2-sm—cos )

oder, wenn man Zshler und Nenner durch 2 - (%

\./

= 0 dividiert,

2
sin% sin% 9
2a2 —— 2¢2+4a cos —
7 +2¢°+4aq 7 3
2 2
(8) 20= 3

sm% sm% @

a v +2¢ i cos 5

2 2

sin /2 1

LaBt man nun ¢ — 0 gehen, dann erhélt man aus (8) wegen lim o2

¢—0

tiir den Scheitelschmiegkreisradius g, von k die Beziehung

. 2a® + 2¢* + 4aq (@a+gp?
9 20y = hm 2= a+2¢ a+2¢°

Es ist also a -+ ¢ das geometrische Mittel zwischen a - 2¢ und g,; daher
kann g, aus der Proportion

(10) % :(a+g)=(a+qg):(a+ 29
leicht (etwa mit Hilfe des Kathetensatzes im rechtwinkligen Dreieck)

konstruiert und die Schmiegkreismitte K des Normalschnittes k im Scheitel
4, gezeichnet werden (Fig. 199b).

Der scheinbare Umrif u'' der Regelschraubfliche im Aujrif ist die Hiill-
kurve der Aufrisse ¢’ ihrer Erzeugenden ¢. Thm entspricht eine bestimmte
Flichenkurve u, der wahre zweite Umrif der Fliche. Der Konstruktion
der Kurve u liegt die gleiche Uberlegung wie bei der geschlossenen schiefen
Regelschraubfliche in 74. zugrunde. Die Tangentenebene T in jedem
Punkt der UmriBkurve %, z. B. im Punkt U, der Erzeugenden e = [4, 12],
ist zweitprojizierend (Fig. 200). Thre erste Spur v; und damit auch ihre

20*
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V;

12' ol
Fig. 200, Konstruktion des wahren Umrisses u und scheinbaren Umrisses u’ fiir den AufriB einer
offenen schiefen Regelschranbfliche. (GrundriB u’' = veraligemeinerte Kappakurve)
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Fluchtspur 7, stehen auf der RiBachse z,, senkrecht, ihre Drehflucht t;
ist somit zur Rifachse parallel. Die Drehflucht r; geht durch den Dreh-
fluchtpunkt E; der Erzeugenden e, der iiber deren Fluchtpunkt E, auf
dem Fluchtkreis k, gewonnen wird. Der Schnittpunkt U =[e’, T¥] ist
der Grundrifl des Umrifpunktes U, von e. Der Ort der Punkte U, auf
den einzelnen Erzeugenden eist dann die gesuchte zweite wakre Umrifkurve u.
Frontale Erzeugenden, wie [2, 10) und [8, 16] fithren zu Fernpunkten
von % und weisen in die Asymptotenrichtungen von u. Der Grundriff v’
des zweiten wahren Umrisses u erweist sich als eine (beziiglich 2’ horizontal-
und vertikalsymmetrische) algebraische Kurve 4. Ordnung (Verallgemeine-

rung der Kappakurve) mit den Scheiteln W und W und den beiden
horizontalen Tangenten des Fluchtkreises k, als Asymptoten. Der
Aufrif w”, d.h. der scheinbare Umrifi der Fliche fiir den Aufriff ist
eine transzendente Kurve, die sich aus unendlich vielen hyperbelartigen Zweigen

(keine Hyperbeliste!) zusammensetzt. Die Punkte W' und W sind die
Scheitel zweier solcher Zweige, die Aufrisse [2, 10"} und [8”, 16"] der
frontalen Erzeugenden ihre Asymptoten. Die Punkte 4’, B, C’, D', in
denen die Kurve %' den GrundriB s’ der Doppelkurve ¢ schneidet, fithren,
in den AufriB iibertragen, zu den Punkten 4, B”, C"”, D”, in denen die
UmriBkurve %'’ den AufriB s” der Doppelkurve beriihrt. Zeichnet man
nur den Teil der Fliche, der sich ins Innere des Schraubzylinders von s
erstreckt, so sind diese Punkte Anfangs- und Endpunkte des zweiten
scheinbaren Umrisses u".

2. Nun behandeln wir noch den Fall einer schiefen offenen Regelschraub-
fliche, fiir die der Neigungswinkel § der Erzeugenden e dasselbe
Vorzeichen hat wie der Neigungswinkel x der Bahnschraublinie
des achsennéchsten Punktes 4, (Fig. 201).

Nach XKonstruktion der Selbstdurchdringungskurve s (Schraublinie
0,1,...,16) sei e, = [10, 14] die Erzeugende in frontaler Lage, deren Nei-
gungswinkel B im AufriB in wahrer Gré8e auftritt. Aus ihr gewinnt man
durch Verschrauben die weiteren Erzeugenden [9, 13], [8, 12],... bzw.
[11, 15], [12, 16] usf.

Die Kehllinie ¢ der Fliche, d. h. die Bahnschraublinie des Punktes A4,
wird wie in Fig. 198 konstruiert. In Fig. 201 ist nur ihr Grundrif3 ¢’ ein-
gezeichnet. Auch der Normalschnitt k, etwa in Hohe des Punktes 3, wird
punktweise wie in Fig. 198 gewonnen, und auch die Konstruktion der
Tangente ¢’ in einem beliebigen Punkt P’ von k' erfolgt wortwortlich
genau so wie zuvor. Der Normalschnitt k ist wieder eine verallgemeinerte
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Fig. 201. Schicefe offene Regelschraubfliche mit Erzeugenden, Doppelkurve, Kehlschraublinie, Fluchtkreis,

Normalschnitt, wahrem und scheinbarem zweiten UmriB. Die Bahntangente der Kehlschraublinie und

die Erzeugende der Regelschraubfliche fallen nach derselben Seite (unter den Winkeln a bzw. B) gegen
die Horizontalebene
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Kreisevolvente, wobei jedoch jetzt ¢ <C 0 ist. Im Sonderfall ¢ = — a sind
wegen tg & = % und tg g = _p = % die Winkel & und § einander gleich.

Der Normalschnitt & ist dann eine Kreisevolvente, die Fliche selbst eine
Schraubtorse. Fiir sie fallen die Doppelknurve s und die Kehllinie ¢ mit
der Gratlinie der Schraubtorse zusammen.

SchlieB8lich ist in Fig. 201 auch die Konstruktion des wahren Umrisses u
fir den Aufri durchgefiihrt, die ebenso wie in Fig. 189 verljuft.

76. Die sphiirische Abdrehung
einer scharfgiingigen Regelschraubfliche

Eine scharfgingige Regelschraubfliche sei durch ihre Doppelkurve

(Schraublinie 8) und ihre Ganghdhe h gegeben. Der Parameter p =%

legt die Spitze R des zu s gehérigen Richtkegels fest. Die Hiillkurve "
der Aufrisse der Erzeugenden [0, 6], [1, 7], ...,[8, 14], [9, 15], ... ist der
scheinbare UmriB der Fliche im AufriB, dessen Grundrif8 die Kappakurve
u’ ist (Fig. 202).

Diese scharfgingige Regelschraubfliche soll nun nack einer beliebigen
Drehfliche, deren Achse mit der Schraubachse zusammenfillt, abgedreht
werden. Als Beispiel einer solchen Drehfldche wiihlen wir eine Halbkugel
%, deren Mittelpunkt auf der Schraubachse in der Hohe des Punktes 6
liegt und deren Radius a gleich dem Radius der Schraublinie s ist.

Um diese sphirische Abdrehung zu konstruieren, haben wir die einzelnen
Erzeugenden e der Schraubfliche mit der Halbkugel x zu schneiden. Dazu
legen wir durch jede dieser Erzeugenden die erstprojizierende Ebene (Meri-
dianebene) ,die,da die Regelschraubfliache als geschlossen vorausgesetzt wird,
die Kugel x in einem vertikalen GroBkreis schneidet. Statt nun fiir jede
einzelne Erzeugende e diesen GroBkreis, der sich im Aufri8} i. a. als Ellipse
projiziert, zu konstruieren und ¢’ mit dieser Ellipse zu verschneiden, ist
es bequemer, die 2inzelnen Erzeugenden e der Regelschraubfliche und die
zugehorigen Meridiankreise der Kugel um die Schraubachse z zu drehen,
bis die Erzeugenden e die zur Aufrifebene parallele Lage e® erreicht haben.
Der gedrehte GroBkreis der Kugel deckt sich dann mit dem zweiten Um-
riBkreis »” der Kugel ». Die Schnittpunkte von e® mit diesem UmriBkreis
sind dann die gesuchten DurchstoBpunkte der Erzeugenden e durch die
Kugel in der gedrehten Lage. Dreht man die Erzeugenden €9 in die Aus-
gangslage e zuriick, dann wandern diese Schnittpunkte jeweils auf einem
horizontalen Kreis, der sich im AufriB als Lot zur Schraubachse projiziert.
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Fig. 202. Sphirische Abdrehung einer scharfgingigen Regelschraubfifiche
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Aus den so im Aufri konstruierten DurchstoBpunkten der Erzeugenden e
erhilt man dann auf ¢’ ihren GrundriB.

Die erste Erzeugende, die in Fig. 202 die Halbkugel trifft, ist e, =0, 6],
die die Schraubachse in der Hohe von 3 schneidet. Nach der Paralleldrehung
gelangt ¢, in die Lage ¢J | [3”, 9”]; der Schnittpunkt (° von e} mit dem Um-
riBkreis der Kugel fithrt zum Punkt 0 auf ¢] = 2”’. Entsprechend gehort
zur Erzeugenden e; = [1, 7] die Paralleldrehung e?, die den Punkt I° liefert.
Durch Zuriickdrehen findet man auf e; den Punkt I der Durchdringungs-
kurve k' im Aufrif. Die Erzeugende e; = [3, 9] befindet sich schon in
Parallellage, weshalb der Schnittpunkt ITT Beriihrungspunkt des Aufrisses
der Schnittkurve mit dem zweiten UmriBkreis der abdrehenden Halb-
kugel ist. Beginnend mit e;, weisen die Erzeugenden jeweils zwei Schnitt-
punkte mit der Halbkugel auf, z. B. ¢; die Punkte VI und XII (im Aufri
auf 2”’). Die hochste Erzeugende, die die Kugel » gerade noch trifft, ist jene,
deren Paralleldrehung ) den UmriBkreis »” im Punkte B%’ beriihrt. Der
Punkt B’ selbst ergibt sich dann unter Benutzung des Grundrisses: Der
Punkt B’ liegt nimlich 1. auf dem Kreis um 2’ mit dem Radius 2’ B% und
2. auf jener Erzeugenden e,, welche den Winkel zwischen ey und ¢y im
gleichen Verhiltnis teilt wie der Achsenschnittpunkt von e, die Strecke
zwischen den Achsenschnittpunkten von e; und ;. Ubertrigt man die
konstruierten Punkte 0,I,II,...,XII in den GrundriB, so erhidlt man
den GQrundrif k' der gesuchten Abdrehkurve. Die Schnittpunkte U’ und
V' mit dem GrundriB %' der zweiten wahren UmriBkurve « legen im
AufriB jene Punkte U’ und V" fest, in denen die Kurve k'’ den zweiten
scheinbaren UmriB »'* der Fliche beriihrt.

Die Abdrehkurve k ist eine tm Punkt 6 der Schraublinie s beginnende
und in diesen Punkt zuriicklaufende Kurve. Dabei ist die Tangente an k
im Punkte 6 mit der Tangente an s identisch. Die Erzeugende e, beriihrt
die Kurve k in beiden Rissen im Punkte B.

77. Die Schraubrohrfliche
(Serpentine, Archimedisches Schlangenrohr)

Wird eine beliebige (ebene oder réumliche) Kurve k verschraubt, so
erhiilt raan eine allgemeine Schraubfliche. Jeder Punkt der verschraubten
Kurve k beschreibt dabei eine Bahnschraublinie, und alle diese Bahn-
schraublinien haben denselben Parameter p und dieselbe Spitze R des
Richtkegels.

Unter den allgemeinen Schraubflichen sind von besonderer Bedeutung
die zyklischen Schraubflichen, die durch Schraubung eines Kretses k in
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beliebiger Lage zur Schraubachse entstehen. Liegt insbesondere der ver-
schraubte Kreis k in der Normalebene v der Bahnschraublinie m seines Mittel-
punktes (Mittenkurve der Fliche), dann ist die zugehorige zyklische Schraub-
fliche eine Schraubrohrfliche oder ein Archimedisches Schlangen-
rohr (Serpentine). Diese Schraubfliche kann auch durch Schraubung
einer Kugel %, die denselben Radius r wie der Kreis % hat, erzeugt werden,
deren Mitte dabei lings der Schraublinie m entlanggefiilhrt wird. Die
Schraubfliche ist dann die Hiillfliche der Schar der Kugeln x.

Gegeben sei (Fig. 203) die Mittenkurve m einer Schraubrohrfliche.
Ihre Ganghihe sei k, der Radius des verschraubten Kreises ¥ (bzw. der ver-
schraubten Kugel x) sei r, wobei r kleiner als der zu m gehdérige Schraub-
radius a vorausgesetzt wird.

Der scheinbare Umrif3 u1 der Fliche fir den Grundriff besteht aus zwei
zu m’ konzentrischen Kreisen vom Radius @ 4- r bzw. a — r, wihrend der
wahre erste Umriff u; von zwei auf der Flache liegenden Schraublinien der
Ganghohe h gebildet wird. (Ihr AufriB «] ist in Fig. 203 nicht eingezeich-
net.) Die innere Schraublinie, die von den der Schraubachse am niichsten
liegenden Punkten der Fliche gebildet wird, ist die Kehlschraublinie,
wihrend die von der Schraubachse am weitesten entfernt liegenden Flidchen-
punkte die Wulstschraublinie des Schlangenrohres bilden.

Der scheinbare Umrif u, der Schraubrohrfliche fiir den Aufriff ist die
Hiillkurve der Aufrisse der frontalen GroBkreise der Kugeln ». Er be-
steht aus den beiden Parallelkurven der Sinuslinie m'’ im Abstand r. Diese
lassen sich punktweise dadurch konstruieren, daff man auf den Normalen
der Sinuslinie m” nach beiden Seiten den Radius r abtrigt. Die Normalen
gewinnt man dabei iiber die Tangenten der Sinuslinie, deren Konstruktion
(mittels des Bahntangentenfluchtpunktes T, = T, = 1’ und seines Auf-
risses 7T',) in Fig. 192 fiir den Punkt 4 nochmals ausgefiihrt ist. Als Par-
allelkurve zum Aufri m” der Mittenkurve m hat die Kurve u, die gleiche
Evolute wie m'’. Insbesondere entsprechen den Wendepunkten 0", 6”,
12" der Sinuslinie Wendepunkte der Parallelkurve u,. Die Schmiegkreis-
mitten K in den Scheiteln der Sinuskurve (Konstruktion nach 70.) sind
zugleich auch Mittelpunkte fiir die Scheitelschmiegkreise der Kurve u;'. Da-
bei iiberkreuzt sich die innere UmriBkurve u,, wenn, wie in Fig. 192 ange-
nommen, P
Q=7<r, also p2<a-r
ist, jeweils in Doppelpunkten in der Hohe des Scheitels unter zweimaliger
Spitzenbildung, wihrend fiir p? = a - r Doppelpunkte und Spitzen ver-
schwinden.
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Fig. 203, Schraubrohrfliche (Archimedisches Schlangenrohr) mit Normalschnitt sowie
wahrem und scheinbarem zwelten Umri8 u, bzw. ui’
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Zu dem scheinbaren UmriB u; der Fliche fiir den Aufri gehort als
zweiter wahrer Umrif eine bestimmte Flichenkurve u,. Die Punkte von u,
liegen jeweils auf dem im AufriB gezeichneten, zur AufriBebene parallelen
Durchmesser der erzeugenden Kugel ». Da sich dieser Durchmesser im
Grundri8 als Parallele zur RiBachse x;, darstellt, findet man den Grund-
rif u; des zweiten wahren Umrisses u, punktweise dadurch, daB man durch
die Punkte von m', etwa durch 7', die Horizontale legt und auf diese die
Endpunkte der in 7" errichteten Normalen zu m’’ herunterlotet. Man er-
hilt zwei beziiglich der Vertikalen durch 2z’ symmetrische (algebraische)
Kurvenzweige u, von herzférmiger Gestalt.

Um den GrundriB =’ des achsennormalen Schnittes der Schraubrohr-
flicke (Schnitt mit einer Horizontalebene ¢), etwa in Hohe des Punktes 12
gefiihrt, zu konstruieren, zeichnet man im AufriB eine Anzahl der die Fliche
einhiillenden Kugeln ». Von der horizontalen Schnittebene ¢ wird jede
solche Kugel in einem horizontalen Kleinkreis ¢ geschnitten, der im
AufriB als horizontale Sehne ¢” des zweiten UmriBkreises x” von x er-
scheint. Sein GrundriB ¢’ ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt M’ auf m’
liegt und der samt seinem Radius aus dem Aufri hervorgeht. Der Grund-
riB n' des gesuchten Normalschnities n ist dann die Hiillkurve dieser
Kreise ¢. Aus Symmetriegriinden ist »n’ eine beziiglich der Vertikalen
durch 2’ symmetrische nierenférmige Kurve. Flédche und Normalschnitt-
ebene sind ndmlich axial symmetrisch beziiglich des Lotes, das man aus
dem Punkte 12 der Mittenlinie m auf die Schraubachse z fillen kann.

Der Normalschnitt n kann auch leicht punktweise samt Tangenten kon-
struiert werden. Die z. B. zum Punkte 13 der Mittenkurve m gehérende
Hiillkugel » wird von der Schnittebene ¢ in dem Kleinkreis ¢ geschnitten,
dessen Mittelpunkt M sich im Grundri8 mit 13’ deckt. Um die beiden
Punkte 4 und B zu finden, in denen der GrundriB »’ des Normalschnittes
n den Kreis ¢’ beriihrt, legen wir durch die Schraubachse z eine Seiten-
riBebene, deren RiBachse z;; auf [2/, 13'] senkrecht steht. In ihr fillt die
Schraubachse 2"’ auf [/, 13']. Die Spitze R’ des Richtkegels liegt um den
Parameter p tiber x,; auf 2"/, und die zur Tangente ¢ in 13 an die Schraub-
linie m parallele Erzeugende des Richtkegels ist die Gerade [R’’, 10'].
Die Normalebene » zur Schraublinie m im Punkte 13, in der jener GroBkreis
k der Kugel » liegt, lings dessen die Kugel » die Schraubfliche beriihrt,
ist drittprojizierend, erscheint also im SeitenriB als Lot +'"' zu [R'", 10'],
und geht durch jenen Punkt. 13" auf 2"/, der um dieselbe Strecke iiber 2’
liegt wie der Punkt 13" iiber ¢’. Durch den Schnittpunkt von »”’' mit
der RiBachse x5 verliuft dann die zu z,; senkrechte Spur »; der Normal-
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ebene ¥ in der Ebene &. Ihre Schnittpunkte 4 und B mit dem Kreis ¢’
sind die Grundrisse der Schnittpunkte des Beriihrungskreises k der Hiill-
kugel » mit dem Kreis ¢, d. h. die auf ¢’ liegenden Punkte von n’. Zugleich
sind die Tangenten ¢, und {5 an den Kreis ¢’ die Tangenten an #’ in den
Punkten 4 und B.

Verschraubt man die Kugel x, deren Mittelpunkt der Punkt 13 ist, weiter
nach oben, so wird der Schnittkreis ¢ kleiner und zieht sich schlieBlich,
wenn der Mittelpunkt von » gerade um r iiber £ liegt, auf einen Punkt
zusammen. Dieser Punkt liegt im Innern des Normalschnittes n. Da-
zwischen gibt es einen ausgezeichneten Kreis ¢,, fiir den die beiden Beriih-
rungspunkte 4 und B mit » gerade in einen Punkt § zusammengeriickt
sind. Da dieser Kreis c, die Kurve n in § vierpunktig beriihrt, ist S ein
Scheitel von n und ¢, sein Schestelschmiegkreis. Er wird von jener Hiill-
kugel s, aus ¢ ausgeschnitten, fir die der zu m normale GroBkreis (Beriihr-
kreis) k, gerade die Ebene & berithrt. Befindet sich der Mittelpunkt der
erzeugenden Kugel im Punkte 12 der Schraubenlinie m, so ist die Ebene
des zu m normalen GroBkreises zweitprojizierend, und der Hohenunter-
schied zwischen seinem Mittelpunkt und seinem tiefsten (oder hichsten)
Punkt ist im Aufri8 als Abstand des Punktes H" von &'’ zu ersehen. Die
Horizontale durch H'' schneidet daher auf m' den AufriB N” des Mittel-
punktes N jener Kugel », aus, deren Schnittkreis mit & der gewiinschte
Scheitelschmiegkreis ¢, (Mittelpunkt K, Radius gy) des Normalschnittes » ist.

78. Die gerade zyklische Schraubfliche

AuBler der Schraubrohrfliche gibt es noch zwei ausgezeichnete Typen
zyklischer Schraubflichen.

Die gerade zyklische Schraubfliche entsteht durch Schraubung eines
Kreises k,dessen Ebene zur Schraubachse normal ist. Sie tritt als gewundene
Sdule ( Barocksiule) auf, wenn der erzeugende Kreis k& die Schraubachse
umschlieBt.

Enthilt die Ebene des verschraubten Kreises k die Schraubachse, so
entsteht eine axziale zyklische Schraubfliche, deren obere Hilfte, falls der
Kreis k die Schraubachse nicht trifft, als Wolbung einer Wendeltreppe
auftritt (Wendelwilbfliche). Eine solche schraubenférmige Gewdlbefliche
mit halbkreisformigem Meridian wurde zuerst in der Abtei von Saint
Gilles in Siidfrankreich (in der Néhe von Arles) angewandt; éltere Biicher
nennen sie daher auch Schraubfliche von Saint Gilles.

Im folgenden soll einte gerade zyklische Schraubfliche konstruiert werden.
Ein horizontaler Kreis k, (Mittelpunkt 0, Radius r) werde um die vertikale
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Achse 2z verschraubt, wobei der Kreis die Schraubachse umfassen moge
(Fig. 204). Sein Mittelpunkt beschreibt dabei eine Schraublinie m, die Mitten-

Z.

Vs

Fig. 204, Gerade zyklische Schraubfliche, erzeugt von horizontalen Kreisen vom Radius r,
deren Mitten eine Bahnschraublinie m vom Radius a < r beschreiben (hier: a = r/2)
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kurve der Schraubfliche (Ganghthe der Schraubung k, Parameter p,
Schraubradius der Mittenkurve a < r).

Der erste wahre Umrifs u, der Fliche ist eine Schraublinie vom Parameter p
und dem Schraubradius r + a. Diese Wulstlinie projiziert sich im Grund-
riB als ein zu m’ konzentrischer Kreis u; vom Radius » + a (erster schein-
barer UmriB der Fliche) und im Aufri8 als Sinuslinie u,". (Ist die Fliche
durchsichtig, so gibt es noch als inneren ersten wahren Umrif eine Kehl-
schraublinie w, vom Schraubradius r — a.)

Der zweite wahre Umrif u, der Fliche besteht aus zwei zur Schraub-
linte m kongruenten Schraublinien wu, und u,, deren Achsen um r nach
rechts bzw. links gegeniiber z versetzt sind. Ihre Aufrisse u, und u,, d.h.
der scheinbare UmriB fiir den AufriB, stellen sich als zwei-zu m’’ kongruente
Sinuslinien dar, die gegen m'’ in horizontaler Richtung nach links und
rechts um r verschoben sind ; ihre Grundrisse u, und u, bestehen aus zwei
zu m’ kongruenten Kreisen vom Radius a. Die Fliche kann also auch durch
Schraubung einer solchen Schraublinie wu, oder u, erzeugt werden. In
Fig. 204 sind auch noch die Scheitelschmiegkreismitten K,, K,, K; und
K, der Sinuslinien u;, u,, m" und u, eingezeichnet.

Die gerade zyklische Schraubfldche trigt gem&B ihrer Erzeugung eine
Schar kongruenter Kreise k, die in parallelen (horizontalen) Ebenen liegen.
Die Fliche kann demnach statt durch Schraubung auch durch Parallel-
verschiebung eines Kreises k erzeugt werden, bei der der Mittelpunkt des
Kreises auf der Mittenschraublinie m der Fliche verschoben wird. Jeder
Punkt des Kreises & beschreibt bei dieser krummen Schiebung eine zu m
kongruente (aber zu m nicht koaxiale) Schraublinie; z. B. beschreibt der
duBerste rechte Punkt von k die rechte UmriBschraublinie u,. Daher ist
die gerade zyklische Schraubfliche auch eine Schiebfliche. Die Bahnkurven
der einzelnen Kreispunkte bei dieser krummen Schiebung sind zu m kon-
gruente Schraublinien vom Radius a, deren Achsen zu z parallel sind und
von z den Abstand r haben.

Auf der geraden zyklischen Schraubfliche liegt daher auler der Schar
kongruenter horizontaler Kreise & noch eine Schar zu m kongruenter und
gleichgestellter Schraublinien u. Die Fliche kann demnach auch umgekehrt
durch Schiebung einer solchen Schraublinie, etwa durch Schiebung von u,
erzeugt werden, wobei die Baknkurven dieser zweiten krummen Schiebung
die kongruenten horizontalen Kreise k vom Radius r sind. Die horizontalen
Kreise k¥ und die zu m kongruenten aber exzentrischen Schraublinien w,
von denen u, ein Vertreter ist, sind die beiden Scharen von Schiebkurven
der geraden zyklischen Schraubfliche.
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Zusammenfassend gilt somit

Satz 1: Jede gerade zyklische Schraubfliche ist auch auf zwei Arten als
Schiebfliche erzeugbar. Ihre beiden Scharen von Schiebkurven sind 1. hori-
zontale Kreise k vom Radius r und 2. zur Mittenkurve m kongruente und
gleichgestellte Schraublinien w vom Schraubradius a und Parameter p. Die
Fliche entsteht daber 1. durch krumme Schiebung eines der horizontalen
Kreise k (2. B. von k,} lings einer der gleichgestellten Schraublinien (z. B.
lings uy) oder 2. durch krumme Schiebung einer der gleichgestellten Schraub.
linien (z. B.von u,) lings eines der horizontalen Kreise (z. B. Lings k).
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Erginzungen zur Theorie der Flichenkriimmung

79. Der Satz von Meusnier

Im folgenden sollen einige Sitze aus der Flachentheorie, die fiir die
Darstellende Geometrie von Bedeutung sind, ohne Beweis!) zusammen-
gestellt und an einigen Beispielen erliutert werden. Bei friiherer Ge-
legenheit wurde von ihnen schon verschiedentlich Gebrauch gemacht
(z. B. in 43., 45., 63., 64., 67.).

Alle folgenden Uberlegungen setzen einen reguldren Punkt P der Fliche ¢
voraus, d. h. einen Flachenpunkt mit einer eindeutig bestimmten Tangenten-
ebene 7. Die Fliche ¢ soll iiberdies in P stetig gekriimmt sein.

Durch jeden solchen Punkt P lassen sich oo! in der Tangentenebene
liegende Geraden ¢ legen, die sich als Tangenten von reguliren Flichen-
kurven durch P ansehen lassen. Durch jede dieser Tangenten ¢ gibt es je
nach der Neigung zur Tangentenebene oo! ebene Schnitte ¢ der Fliche,
so daB also durch jeden Flichenpunkt oo® ebene Schnilte o der Fliche ge-
fithrt werden kénnen (Ebenenbiindel mit dem Scheitel P). Welche
Zusammenhiinge bestehen zwischen den Kriimmungen aller dieser ebenen
Flichenschnitte im Punkte P der stetig gekriimmten Flidche ¢ ?

Im folgenden sei zuniichst eine beliebige festgewdihlte Flichentangente ¢
in P vorausgesetzt. Zu ihr gehoren oo! ebene Flichenschnitte, die von
den durch ¢ gelegten Ebenen erzeugt werden (Ebenenbiischel mit der
Achse t). Wird die Fliache @ in der Richtung von ¢ senkrecht auf eine Bild-
ebene {AufriBebene) projiziert, so deckt sich die Achse ¢ dieses Ebenen-
biischels im Aufri3 mit dem Punkt P, und alle Ebenen ¢ des betrachteten
Ebenenbiischels sind projizierend. Sie stellen sich im AufriBl dar als ein
Geradenbiischel mit P’' =t als Mittelpunkt (Fig. 205). Diejenige Ebene
des Ebenenbiischels, die auf der Tangentenebene 7 senkrecht steht, die
also die Flichennormale n enthilt, liefert den zur Tangente ¢ gehdrenden

1) Beziiglich einer strengen und ausfiihrlichen Herleitung dieser Sitze sei ver-
wiesen auf: K. STRUBECKER, Differentialgeometrie 1/II/III, Sammlung Goschen,
Berlin 19652/1958/1959.

7311 Strubecker, Geometrie 21
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Normalschnitt v der Fliche im Punkte P, wihrend die Tangentenebene
selbst zum Tangentialschnitt v der Flache in P fiihrt. Jeder andere Schnitt
heiBt ein zur Tangente ¢ gehoriger schiefer Flichenschnitt g.

Die Normalebene v durch ¢ schneidet die Fléche ¢ in einer gewissen
Kurve, die in P einen bestimmten Schmiegkreis hat. Sein Mittelpunkt heifit
die zu ¢ gehorige Normalkriimmungsmitie
M,, sein Radius ist der Normalkriim-
mungsradius R, dessen reziproker Wert

¢ P Ry Mg T

als die Normalkriimmung 71?— der Fliche

im Punkte P fiir die Tangentenrichtung ¢
bezeichnet wird (Fig. 205).

" Ein beliebiger schiefer Schnitt o der

n' Fliche durch die festgewihlte Tangente

v’ ¢, der also die Flichennormale n mnicht
Fig-205. Satz von MEUSNIER. — enthylt, schlieBe mit dem Normal-

M, = Schmiegkrelsmitte des Normal- . . R .
schnittes », M, = Schmiegkrelsmitte schnitt v den Wlnkel 0 eln. Bel der Dar-

des Schiefschnittes o durch die (zur  gtelluyng in Fig. 205 erscheint dieser
Bildebene normale) Tangente ¢ der
Flache ¢ mit dem Berihrpunkte » Winkel ¢ in wahrer GréBe. M, sei der zu
diesem  schiefen Schnitt ¢ gehorige

Schmiegkreismittelpunkt ( Kriimmungsmitte ) und ¢ der zugehdrige Schmieg-
kreisradius. Dann besteht zwischen dem Normalkriimmungsradius R, dem
Krimmungsradius ¢ fiir den schiefen Schnitt ¢ und dem Winkel 4
zwischen der Ebene des Normalschnittes und des schiefen Schnittes der
folgende von JEAN-BaPTISTE MEUSNIER (1754 —1793) entdeckte einfache
Zusammenhang, den man als den Satz von MEUSNIER (1776) bezeichnet:
£ R=Eo—§§ oder 9= R-cosd.

Demnach ist M, der FuBpunkt des Lotes von M, auf die Ebene ¢ des
schiefen Schnittes, d. h. es gilt in Worten der

Satz von Meusnier: Die Krimmungsmitte M fir den schiefen Schnilt ¢
einer Fldche ist der Normalriff der Kriimmungsmitte M, des zur gleichen
Tangente t gehorigen Normalschnittes v auf die Ebene o des schiefen Schnittes.

Der Schmiegkreis fiir den Normalschnitt » (Mittelpunkt M,, Radius R)
und der Schmiegkreis fiir den beliebigen zur gleichen Flichentangente ¢
gehorigen schiefen Schnitt o (Mittelpunkt M, Radius p) liegen nach dem
Satz von MEUSNIER auf einer bestimmten die Fliche in P beriihrenden
Kugel » (Mittelpunkt M,, Radius R), die den Schmiegkreis des Normal-
schnittes v als GroBkreis besitzt. Sie heiBt die zur Tangente t gehorige
Meusniersche Kugel des Flachenpunktes P (Fig. 206).
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Der Schnittpunkt des Lotes, das man von M, auf die Ebeie des schiefen
Schnittes o fillen kann, mit der Tangentenebene 7 d{r Fliche im Punkte P
heiBt geoddtische Kriimmungsmitte M, des schiefen Schnittes o und die Strecke
PM, sein geoddtischer Krimmungsradius K,. Nach Fig. 205 und (1) ist

"

~1

2 R = ‘90=R-ctgz9. ¢t P’

g sin

Der geoddtische Kriimmungsradius R,
ist, wie zuerst F. A. MinpING (1830) R g
bewies, invariant gegeniiber Verbiegungen
der Fliche. Ist insbesondere die Flache ¢
in die Ebene abwickelbar, dann ist also "
R, der Schmiegkreisradius der Abwick-
lung des schiefen Schnittes ¢ von ¢ im
Punkte P. nl,

In  den bISherlgen Uberlf’gungen Fig. 206.. Dle MEUsNIERsche Kugel »
wurden stets nur ebene Schnitte der der Flachentangente ¢ enthalt die

8 : 3 Schmlegkreise aller Schnitte der Fiiche
Fliche betrachtet. Die Ergebnisse mit Bhenen durch dle. Tangente ¢

()
gelten aber auch fiir jede beliebige (mitte a1,, Radlus R = Schmiegkreis-
(doppeltgekrﬁmmte) Flachenkurve k, radius des Normalschnittes » der

. . Fliche)
wenn o die Schmiegebene der Kurve k
im Punkte P ist.

Beispiel 1: Elliptischer K\C

Schnitt eines Drehzylinders.
Es sei P ein beliebiger Punkt
der Konturerzeugenden eines
Drehzylinders mit vertikaler Achse

z und dem Radius R. Ferner sei Q e
t die (zweitprojizierende) Parallel- Ry 4
kreistangente des Drehzylinders in Ms b

P (Fig. 207). Der durch ¢ gelegte o

Normalschnitt v des Zylinders ist p+ 4
ein Kreis vom Radius R und dem ¢ R=b M.
Mittelpunkt M, auf der Zylinder- Fig. 207. Bestimmung des Scheftelschmlegkrelses
wchse . Der durch ¢ gelogto schicfe S Hliwe tatiter s ooe Dre
Schnitt 6, der mit der Normal- :
schnittebene v den Winkel ¢ einschlieBt, ist eine Ellipse, deren kleine
Halbachse die Lénge b = R hat, wihrend fiir die Lénge a der groBen
Halbachse gilt

b

(3) cosd = _-.

»*

21*
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Nach dem Satz von MEUSNIER hat die Schnittellipse ¢ im Punkte P
(Hauptscheitel) den Schmiegkreisradius

b_¥
@ a

(4) g=R-cosd=05b-
Dieses Ergebnis wurde schon in (11. 10) auf anderem Wege gewonnen.
Bei der Abwicklung des Zylinders geht der schiefe Schnitt ¢ in eine Sinus-
kurve iber, fiir die der Punkt P ein Scheitel ist. Ihr Scheitelschmiegkreis-
radius ist nach (2) gleich dem geoditischen Kriimmungsradius
b2
0 r . b b2

= & = = =7 ==
(5) Ra " gind V1 — cos?# Vl B Vaz — b2 e
a?

s

wobei e = Va? — B* die lineare Exzentrizitit der Ellipse ist. Da e gerade
gleich der Amplitude der Sinuslinie ist, erhalten wir ein Ergebnis, das mit
dem in 70. hergeleiteten iibereinstimmt.

Beispiel 2: Durchdringung zweier Drehzylinder, deren Achsen
sich schneiden. Die beiden Drehzylinder {, (Radius R;) und {, (Radius R,),
deren Achsen a; und a, sich im Punkt O schneiden und zur AufriBebene
parallel sind, durchdringen sich, wenn R, = R, ist, in einer nicht zer-
fallenden algebraischen Raumkurve 4. Ordnung ¢, die sich vm Aufriff als
doppelt iiberdeckte Hyperbel ¢’’ projiziert (Fig. 208). In einem beliebigen
Punkt der Kurve ¢ kann die Tangente v nach der Normalenmethode konstru-
iert werden (vgl. Fig. 173). Diese Methode fiihrt im Schnittpunkt P der
Konturerzeugenden der beiden Zylinder auf die zweitprojizierende Tangente
¢, deren AufriB ¢’ mit P zusammenfillt. Der AufriB #’ der Tangente ¢
an die Raumkurve ¢ in P ist daher nicht identisch mit der Tangente
an den AufriB ¢’ dieser Raumkurve. Die Tangente an ¢’ in P kann
daher nicht nach der Normalenmethode gefunden werden. Zu ihrer Kon-
struktion bedienen wir uns des Satzes von Meusnier.

Wegen der Symmetrie der Raumkurve ¢ beziiglich der AufriBebene ist
der Punkt P ein Scheitel von ¢, und seine Schmiegebene o beriihrt die Kurve ¢
in P nicht bloB drei- sondern sogar vierpunktig (stationdr). Diese Schmieg-
ebene ¢ von ¢ in P ist aus Symmetriegriinden zweitprojizierend und ihre
Aufrifispur o, = ¢"’ ist daher zugleich die gesuchte Tangente an ¢” in P".
Die Schmiegebene o schneidet sowohl die zur Flichentangente ¢t gelorige
Meusnier-Kugel x, (Mittelpunkt M, Radius R,) des Zylinders {; wie auch
die Meusnier-Kugel x, (Mittelpunkt M,, Radius R,) des Zylinders ¢,
in dem Schmiegkreis der Kurve ¢ in P. Daher liegt der den beiden Kugeln
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gemeinsame Kreis in der gesuchten Schmiegebene o. Ihr Aufrif o', der
mit der gesuchten Tangente an ¢’ zusammenfillt, ist daher die gemeinsame
Sehne der zweiten Umrifkreise x, und x, der Kugeln x; und x,. AuBer-
dem ist der LotfuBpunkt von M, bzw. M, auf o, d. h. der Schnittpunkt
der Geraden [M,M,] mit o, der Schmiegkreismittelpunkt M, der Durch-
dringungskurve ¢ in ihrem Scheitel P.

Fig. 208. Konstruktion der (vierpunktig berfihrenden) Schmiegebene ¢ im Scheitel P der Durch-
dringungskurve zweier Drehzylinder mit sich (rechtwinkelig) schneidenden Achsen

80. Der Satz von Euler

Im folgenden betrachten wir ausschiieflich Normalschnitte v einer stetig
gekriimmien Fliche @ in einem reguliren Flichenpunkte P, da die Kriim-
mungsverhiltnisse von schiefen Schnitten o sich durch den Satz von
MEeusNIER stets auf die von Normalschnitten » zuriickfiihren lassen.

Wir legen 1. in den Flichenpunkt P den Nullpunkt O eines rechtwinkli-
gen cartesischen Koordinatensystems (z, y, z), dessen (z, y)-Ebene 2. mit
der Tangentenebene 7 in P zusammenfillt (die z-Achse fillt dann in die
Flichennormale n von P), und entwickeln die Gleichung z = ¢(z, y) der
Fliche in eine TavyrLor-Reihe. Wegen 1. und 2. ist

(1 P(0,0) =0, @,(0,0)=g,(0,0)=0.
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Die TayrLor-Entwicklung der Fldchengleichung lautet daher

(2) z=¢(r,y)= —;— (a5 2% + 2ay, x ¥y + agp y*) + Glieder hoherer
Ordnung.

Fir die Untersuchung der Kriimmungseigenschaften der Fldche im Punkte
P(0,0,0), welche nur von den Gliedern 2. Ordnung abhiéngen, kann man
die Glieder 3. und hiherer Ordnung vernachlissigen, d.h. man kann sich
auf das Paraboloid

1
(3) =5 (ay 2% + 2a55 2y + ag y?)

beschrinken. Diese Ersatzfliche, die in ihrem Scheitel P (0, 0;0) diesel-
ben Kriimmungseigenschaften besitzt wie die gegebene Fliche ¢, heifit
das oskulierende Scheitelparaboloid der Fliche im Punkte P.
Falls a;; == 0 ist, kann die Gleichung des Paraboloids umgeformt werden
in
1

(4) 2= 2a;, @y * + a5 ¥)? + (a5 05— a3,) ¥21.

Aus dieser Darstellung entnimmt man, dafl die Gestalt des oskulierenden
Scheitelparaboloids (3) von dem Vorzeichen der Diskriminante

(5) D = ay ag — a,
abhingt. Es ergeben sich somit drei Mdoglichkeiten:

a) ein elliptisches Paraboloid liegt vor, wenn D > 0 ist.
Die Tangentenebene z = 0 im Punkte P hat mit dem Paraboloid
nur den Punkt P(0, 0,0) gemeinsam. Die zu dieser Tangentenebene
parallelen Schichtenebenen 2z = const schneiden das Paraboloid in
dhnlichen Ellipsen. Der Punkt P heiBt ein elliptischer Flichenpunkt.

Beispiele: Alle Punkte einer Kugel, eines Ellipsoids, eines Dreh-

paraboloids, die Wulstpunkte einer Drehfliche, z. B. die Wulstpunkte
eines Torus sind elliptische Flichenpunkte.

b) ein hyperbolisches Paraboloid liegt vor, wenn D < 0 ist.
Die Tangentenebene z = 0 im Punkte P hat mit dem Paraboloid zwei
reelle, sich in P schneidende Geraden a,, a, gemeinsam. Die zu dieser
Tangentenebene parallelen Schickicnebenen z = const schneiden das
Paraboloid in dhnlichen Hyperbeln, die a; und a, zu gemeinsamen
Asymptoten haben. Fiir z = const < 0 erhdlt man dabei die zu den
Hyperbeln z = const > 0 konjugierten Hyperbeln. Der Punkt P heillt
ein hyperbolischer Flichenpunkt.
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Beispiele: Alle Punkte eines einschaligen Drehhyperboloids, eines
hyperbolischen Paraboloids, einer Wendelflache oder windschiefen Regel-
fliche, die Kehlpunkte einer Drehfliche, z. B. die Kehlpunkte des
Torus sind hyperbolische Flichenpunkte.

c¢) ein parabolischer Zylinder liegt vor, wenn D = 0 ist.

Die Tangentenebene z =0 im Punkte P hat mit dem Paraboloid
eine einzige (doppelt zdhlende) Gerade a durch P gemeinsam. Die zu
dieser Tangentenebene parallelen Schichlenebenen z = const schneiden
das Paraboloid in 2u a parallelen Geradenpaaren. Der Punkt P heiBt
ein parabolischer Flichenpunkt.

Beispiele: Alle reguliren Punkte eines Zylinders, eines Kegels, einer

Torse, die Grenzpunkte zwischen elliptisch und hyperbolisch ge-
kriitmmten Fliachenstiicken, z. B. die Punkte des héchsten und tiefsten
Parallelkreises eines Torus sind parabolische Flichenpunkte.
In dem oben/zuniichst ausgeschlossenen Fall, a;; = 0 ist die Diskrimi-
nante D = —a%,, und das oskulierende Scheitelparaboloid ist ein hyper-
bolisches Paraboloid wie in b) oder ein parabolischer Zylinder wie in c),
je nachdem a,, #= 0 oder a;, = 0 ist.

Fig. 209a —c zeigt den Schichtenplan des oskulierenden Scheitelpara-
boloids, d. h. die Normalprojektion der Schnittkurven z = const auf die
Tangentenebene z = 0 in den drei Fillen eines elliptischen, hyperbolischen
bzw. parabolischen Flichenpunktes P. Diese Schichtenlinien, die ange-
nihert auch den zur Tangentenebene v parallelen ebenen Schnitten der gege-
benen allgemeinen Fliche ¢ entsprechen, hingen nach Charles Dupin
auf einfache Weise mit den Kriimmungsradien der oo! Normalschnitte der
Fliche tm Punkte P zusammen. Es gelten namlich die folgenden Sitze:

a) Elliptischer Flichenpunkt. Es seien ¢; und ¢, jene beiden aufeinander
senkrechten Flichentangenten in P, zu denen die Hauptachsen der Schar
von Schichtlinien des oskulierenden (elliptischen) Scheitelparaboloids
(ahnliche Ellipsen) gehoren. Fiir sie habe die Flache die Normalkriimmungs-
radien RB; bzw. R,. Ist t eine beliebige Flichentangente in P, die mit der
Tangente ¢, den Winkel ¢ einschlieBt, so gehort zu ¢ ein Normalkriimmungs-
radius R, der sich berechnet nach dem von LeongARD EULER (1707— 1783)
gefundenen Satz von Euler (1760):

1 _costep | sin?e
(6) F =S

Daraus folgt dann der von CHARLES Duprin (1784—1873) stammende
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Satz von Dupin (1813): Trdgt man tn dem elliptischen Flichenpunkt P
auf den einzelnen Flichentangenten t nach beiden Seiten die Strecke

(7N V' R =}/ Normalkrimmungsradius fir die Tangente ¢
auf, so liegen die Endpunkte auf einer Ellipse (Fig. 210a). Die Ellipse er-

>t

Fig. 209

<

az

t2

7
2
///3 |
Fig. 2092 und b. Schichtenplan (normale Projektion auf die Tangentenebeme 7 {n P) des
oskulierenden Scheftelparaboloids in einem a) elliptischen, b) hyperbolischen Flichenpunkt.

Die Hsauptachsen der &hnlichen und #hnlich gelegenen Schichtenlinien sind die beiden
aufeinander senkrechten Hauptkriimmungsrichtungen ¢,,f, der Fliche im Punkte P

g, 209
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weist sich als dhnlich zu der Schar der Schichienlinien des oskulierenden
Schestelparaboloids. Sie heift die Dupinsche Indikatrix des elliptischen Flichen-

punktes P,

Fig. 209c.  Schichtenplan (normale Projektion auf die Tangentenebene t in P) des oskulieren-

den Scheitelparaboloids in einem parabolischen Flichenpunkt. Die Hauptachsen (Symmetrie-

achsen) der zueinander #hnlichen und #hnlich gelegenen Schichtenlinien sind die beiden auf-
einander senkrechten Hauptkriimmungsrichtungen ¢£,, {, der Fliche im Punkte P

In der Richtung der Hauptachsen ¢, und #, hat der Normalkriimmungs-
radius R jeweils einen extremen Wert. Diese Richtungen ¢, und ¢,, die auf-
einander senkrecht stehen, heien die Hauptkriimmungsrichtungen der

Fliche, die zugehérigen Normalkrim-
mungsradien sind die Hauptkrimmungs-
radien R, und R, und ihre reziproken
Werte %, = 1/R;, und »x, = 1/R, die
Hauptkriimmungen in dem elliptischen
Flichenpunkte P. Sind sie bekannt,
dann folgt aus dem EuLERschen Satz
die Normalkrimmung » = 1/R fiir jede
beliebige Tangentenrichtung ¢, festgelegt
durch den Winkel ¢ gegen die erste Haupt-
kriimmungsrichtung ¢,.

ty

A

L,

1R,
¥
P

1R,

Fig. 210. a) DupinNsche Indikatrix
eines elliptischen Fldchenpunktes P
(Ellipse, Hauptachsen ¢,,t, = Haupt-

kriammaungsrichtungen)
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In einem elliptischen Flachenpunkt P liegen die Mitten M; und M,
der beiden Hauptkriimmungskreise stets auf derselben Seite der Tangenten-
ebene 7 von P. Die Hauptkriimmungsradien R; und R, haben daher das-
selbe Vorzeichen, etwa R, > 0, R, > 0. Nach dem EuLkrschen Satz ist

dann auch % > 0, d. h. die Normalkriimmungsmitte fiir eine beliebige

o, Tangentenrichtung ¢ von P
liegt auf derselben Seite der
Tangentenebene wie fiir die
Hauptkrimmungsrichtungen ¢,
und ¢,

4 ! b) Hyperbolischer Flichen-

punkt. Sind ¢, und ¢, jene bei-

den aufeinander senkrechten

Fléachentangenten in P, zu

denen die Hauptachsen der

Schichtenlinien des oskulieren-

Fig. 210, b) DUPINsche Indikatrix eines hyperbolischen den Scheitelparaboloidsgehéren

Flichenpunktes P (konjugiertes Hyperbelpaar, Haupt- . .
achsen?,, {; = Hauptkritmmungsrichtungen, Asymptoten (SCha'r dhnlicher Hy perbeln),

a,, @, = Schmiegtangenten = Doppelpunktstangentendes und hat fiir sie der Normal-

Tangentialschnittes der Fliche in P) kriimmungsra dius den Be trag

| Ry| bzw. |R,|, so gehort zu

der beliebigen Tangente t, die mit f; den Winkel ¢ bildet, der Normal-
kriimmungsradius |R|, fiir den nach dem Satz von Euler gilt:

tz t

J
3

AN\

Q;

cosp  sin® g

1

8 = — .
® R T ORI IR

Die Dupinsche Indikatrix des hyperbolischen Flichenpunktes ist daher
ein Paar konjugierter Hyperbeln. Man erhidlt sie nach (7), wenn man
von P aus in der Richtung von ¢ nach beiden Seiten jeweils die Quadrat-
wurzel aus dem Betrage des zugehorigen Normalkriimmungsradius R auf-
trigt (Fig. 210b).

Die Hauptkriimmungsmitten M; und M, liegen fiir einen hyperbolischen
Flachenpunkt P auf verschiedenen Seiten der Tangentenebene 7 in P.

Dies wird dadurch beriicksichtigt, dal man R; und R, verschiedene
Vorzeichen gibt, etwa RB; > 0, R, < 0. Nach dem EuLERschen Satz ist

dann die Normalkriimmung ;—2 der beliebigen Flidchenrichtung ¢ (je nach

dem Wert von ¢) positiv, null oder negativ. Versieht man in diesem Sinne
den Normalkriimmungsradius R mit einem bestimmien Vorzeichen, dann
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gilt der Satz von Euler in der Gestalt (6) auch fiir einen hyperbolischen
Flichenpunkt, in dem die Fliche daher sattelférmige Gestalt hat.
In Richtung der Asymptoten der hyperbolischen Indikatriz ist R = oo,

also die Normalkriimmung % = 0. Diese beiden ausgezeichneten Richtungen

in P, die sich aus

(9) cos?@ sin?e —0, dh tgo=- l//

EANNNEN R,

berechnen lassen, heiBlen die Asymptotenrichtungen oder Schmiegrichtungen
@,, a, des hyperbolischen Flichenpunktes P. Der Normalschnitt durch a,
baw. a, hat in P einen Wendepunkt.

Wihrend in einem elliptischen Flichen- a-tz /
punkt P die Tangentenebene die Flidche

. s 1R, <00
beriihrt, ohne sie (in der Umgebung von P)
zu schneiden, durchsetzt in einem hy-
perbolischen Flichenpunkt P die Tan- "
gentenebene die Fliche. Der Tangential- o l/e "

schnitt hat dabei in P einen Doppelpunkt, 77,
wobet die Doppelpunktstangenten  die
Asymptoten der hyperbolischen Indikatriz
(Schmiegtangenten der Fliche in P) sind.

c) Parabolischer Flichenpunkt. Als
Schichtenlinien des oskulierenden Scheitel-
paraboloids in einem parabolischen  Fig. 210. ¢) Dupivsche Indikatrix
Fliachenpunkt P erhielten wir eine Schar  eines parabolischen Flichenpunktes P

. (Parallelenpaar, Symmetrieachsen
paralleler Geradenpaare. Ist ¢, die zu 4 ; - Hauptkrimmungsrichtungen,
diesen Geraden senkrechte und ¢, die zu & =’ = einzige Schmlegtangente =

. Tangente an Tangentialschnitt der
den Geraden parallele Flichentangente Fliche in P)
und gehort zu ¢; der Normalkriimmungs-
radius R; > 0, zu ¢, der Normalkrimmungsradius R, = co, so ge-
hért zu der beliebigen Tangente ¢t in P, die gegen ¢, den Winkel ¢ bildet,

ein Normalkriimmungsradius B > 0, wobei nach dem Satz von Euler

(10) 1  cos’g

R~ R,

ist. Die Dupinsche Indikatrix des parabolischen Flichenpunktes besteht
aus zwei zu ¢, parallelen Geraden im Abstand | R, von P (Fig. 210c).
Die EurLErsche Gleichung (10) fiir den parabolischen Flachenpunkt ist

im allgemeinen Eurerschen Satz (6) fiir %— = 0 als Sonderfall enthalten.
2
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Man kann den parabolischen Flichenpunkt auch als Grenzfall eines
hyperbolischen Flichenpunktes auffassen, wenn die beiden Asymptoten-
richtungen a,, @, gegen {, riicken. Es gibt daher in dem parabolischen
Flichenpunkt P zwar zwes aufeinander senkrechte Hauptkriimmungsrichtungen
by, g, aber nur eine einzige Asymptotenrichtung a, die mit der einen Haupt-
krimmungsrichtung t, zusammenfillt.

Schneidet man die Fliche mit der Tangentenebene T des parabolischen
Flichenpunktes P, dann hat die Schnittkurve (der Tangentialschnilt) in P
i. a. eine Spitze oder einen Selbstberiihrungspunkt. Spitzentangente ist die
(einzige) Asymptotenrichtung a = t, des parabolischen Flachenpunktes.

81. Der Tangentialschnitt in einem Kehlkreispunkt des Torus

Die DuriNsche Indikatrix in einem beliebigen Punkt P einer Fliche ¢
ist symmetrisch beziiglich der beiden Hauptkriimmungsrichtungen # und ¢,.
Ist ¢ speziell eine Drehfliche (Fig. 211), dann ist die Meridiantangente in P,

Fig. 211. Hauptkriimmungsrichtungen und -radien einer Drehtliche ¢ im Punkte P

da die Drehflache zu jeder Meridianebene symmetrisch liegt, die eine Achse
seiner Dupinschen Indikatriz, also eine Hauptkriimmungsrichtung t,. Die
andere Hauptkriimmungsrichtung t,, die auf ¢, senkrecht steht, ist daher die
Parallelkreistangente. Die Normalebene v, von ¢ durch die Meridiantan-
gente , in P schneidet die Drehfliche ¢ in dem durch P gehenden Meri-
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dian. Daher ist der Hauptkrimmungsradius R, ¢tn P der Kriimmungsradius
des Meridians m in P. Den Kriimmungsradius R, des Normalschnittes »,
durch die Parallelkreistangente ¢; des Punktes P finden wir mit Hilfe des
Satzes von MEUSNIER. Der zur Drebachse normale Schnitt o ist ein Kreis,
dessen Kriimmungsmitte 3, auf der Drehachse liegt. Das Lot auf o im
Punkte M, trifft den Normalschnitt »; in der Krimmungsmitte M = M,
fir den Normalschnitt. Da dieses Lot aber mit der Drehachse z zusam-
menfillt, liegt die Krimmungsmitte M, des Normalschnittes #; durch
die Parallelkreistangente ¢, gleichfalls auf der Drehachse, und der zuge-
horige Hauptkriimmungsradius R, = R, = PM, ist gleich dem zwischen P
und der Drehachse z liegenden Stiick der Meridiannormalen n.

Fig. 212 zeigt einen Torus in Grund- und Aufri (Achse z, Mittenkreis m,
R, = Radius des Meridiankreises, R, = Radius des Kehlkreises). Im
vordersten Punkt P des Kehlkreises werde die (zur AufriBebene parallele)
Tangentenebene o gelegt und mit dem Torus geschnitten. Die Schniftkurve s
{Tangentialschnitt von P) fallt im GrundriB mit ¢’ zusammen, wiahrend
ihr AufriB s” eine beziiglich der Horizontalen und Vertikalen durch P”
symmetrische algebraische Kurve 4. Ordnung in Gestalt einer Acht ist.
Sie 148t sich mit Hilfe von horizontalen Hilfsebenen leicht punktweise kon-
struieren. In dem hyperbolischen Flichenpunkt P hat der Tangential-
schnitt s einen Doppelpunkt, dessen beide Tangenten sich nach den friither
besprochenen Methoden nicht konstruieren lassen, da die Tangentenebene t
an die Fliche in P mit der Schnittebene o identisch ist.

Wir finden die Doppelpunktstangenten a; und a, von 8 in P nach dem Satz
von EULER, demzufolge sie die Adsymptoten der zu P gehdrigen Dupin-
schen Indikatriz sind. Da der Torus eine Drehfliche ist, ist der erste Haupt-
kriimmungsradius gleich dem Stiick der Flichennormalen zwischen P und
der Drehachse z, d. h., da P auf dem Kehlkreis liegt, gleich dem Kehlkreis-
radius R,, wihrend der zweite Hauptkriimmungsradius gleich dem Radius R,
des Meridiankreises ist. Beide sind im Aufri zu ersehen, wenn man den
Punkt P durch eine Vierteldrehung um z in die Lage P° bringt. Die Dupin-
sche Indikatriz des Punktes P ist eine Hyperbel, deren Hauptachsen die
Parallelkreistangente t; und die Meridiantangente t, sind. Ihre Aufrisse
sind daher die horizontale Gerade ¢’ bzw. die vertikale Gerade ¢,
durch P”.

Die Halbachsen der DupiNschen Indikatrix haben die Linge V]_RTI_I bzw.

V @ Dabeihaben B,und R, verschiedene Vorzeichen. Wir kénnen R, > 0,
also R, < 0 annehmen.
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Um die Quadratwurzel aus einer Linge zu konstruieren, mu8 man zuvor
iiber die Linge der Einheitsstrecke e verfiigen. Wahlen wir als Einheitsstrecke
R,, indem wir

9y e = Rl >0
setzen, so ist

@ V|R|=Ve B,=VR, R=R,

t

Fig. 212, Konstruktion der Dupinschen Indikatrix im Kehlkreispunkte P der Ringfléche
(konjugiertes Hyperbelpaar). Die Asymptoten a;, a, der Indikatrix sind die Doppelpunkts-
tangenten des Tangentialschnittes der Ringfliche im Punkte P

die halbe Linge der Hauptachse der Hyperbel, withrend

(3) ViRy| =Ve-|Ry| =VBy-| Ry
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die halbe Ldnge der Nebenachse wird. Man findet mit Hilfe des Hhen-
satzes im rechtwinkligen Dreieck I/R1 - | Ry| als geometrisches Mittel aus
R; und | R,|. Die Geraden durch P mit der Steigung

(4) tgp =+ VR le’

sind dann die Asymptoten der hyperbolwchen Indikatriz des Punktes P,
d. h. die gesuchten Doppelpunkistangenten a, und a, der Kurve s in P,

Die Indikatriz des Kehlpunktes P selbst besteht dann aus den beiden
konjugierten Hyperbeln mit den Halbachsen R, (horizontal) und VRI PN
(vertikal).

Den Radius ¢ des Scheitelschmiegkreises im Punkte @ der Schnittkurve s
findet man nach dem Satz von Meusnier. Zu der {vertikalen) Tangente ¢
des Punktes @ gehort als Normalschnitt der Meridianschnitt », d. h. ein
Kreis vom Radius R = R,, dessen Mittelpunkt M, auf dem Mittenkreis m
liegt. Das Lot von M, auf die schiefe Schnittebene o, das im GrundriB
unmittelbar konstruiert werden kann, schneidet ¢ in dem Kriimmungs-
mittelpunkt M des schiefen Schnittes ¢. Dieser ist die Schmiegkreismitte
fiir den Scheitel @ des Tangentialschnittes s, sein AufriB M somit Schmieg-
kreismitte von s’ in Q”.

82. Konstruktion der Doppelpunktstangenten
der Schnittkurve zweier sich beriihrender Fliichen

Die beiden (reellen) stetig gekriimmten Flachen mit den Gleichungen
z=g@(z, y) und z = y(z, y) mogen sich im Nullpunkt O(0, 0, 0) des carte-
sischen Koordinatensystems beriihren und die Ebene z = 0 als gemeinsame
Tangentenebene v besitzen. Ihre TayrLor-Entwicklungen haben dann die
Gestalt

[e=p(my) =g @+ 2anzy +anyf) + -
(1)
lz:y)(x, y)=%(bux2+ 2bpxy + byg y?) 4 - - -

Wir nehmen an, dafl die quadratischen Glieder dieser beiden Entwick-
lungen nicht miteinander identisch sind.

Ist P(z, y, z) ein gemeinsamer Punkt der beiden Flichen (1), d. h. ein
Punkt threr Schnittkurve 8, so erfiillen seine Koordinaten jede der beiden
Gleichungen (1), also auch deren Differenz, aus der z herausfallt. Fiir den
Grundrif s’ der Schnittkurve s (ihre Normalprojektion auf die gemeinsame



336 XVII. Erginzungen zur Theorie der Flichenkriimmung

Tangentenebene z == 0) gilt somit
1
(2) ’%‘ (@ 2®+ 2ap2y +a5y?) + - = 5 (bya®+2bp 2y +byyy®) +-- .

Weil in (2) die konstanten und linearen Glieder fehlen, folgt

Satz 1: Der Grundrif s der Schnittkurve s der beiden sich beriihrenden
Flichen (1) weist sm Berihrungspunkt O einen Doppelpunkt auf, dessen
Doppelpunktstangenten (aufler z = 0) der Gleichung

1 > 1 ,
(3) S (@ 22+ 24,2y 4- G y?) = (byy 2® - bz y - by y?)
2 2

geniigen. Diese Doppelpunktstangenten beriihren, weil sie in der gemeinsamen
Tangentenebene z = 0 der Flichen (1) liegen, auch die Schnittkurve s dieser
Flichen und sind daher zugleich die Doppelpunktstangenten der Schnitt-
kurve s in threm Doppelpunkte O.

Unterdriickt man in (1) die Glieder dritter und hoéherer Ordnung, so
erhilt man die Gleichungen

z=—;—(anx2—{—2amxy—{—a22y2)
(4)
2= g (by 2+ 2b Y + byy 9)

der oskulierenden Scheitelparaboloide der Flichen (1), die sich ebenfalls
im Punkte O, auBerdem aber auch im Fernpunkt Z, der z-Achse beriihren.
Ihre algebraische Schnittkurve 4. Ordnung zerfillt daher in zwei Kegelschnitte
{ Parabeln ), die in Ebenen durch die Gerade [0Z,], d. h. durch die ge-
meinsame Flichennormale in O (z-Achse) liegen. Der Grundrifl dieser
beiden Ebenen ist ein Geradenpaar durch den Nullpunkt der (z, y)-Ebene,
dessen Gleichung mit (3) identisch ist. Also folgt

Satz 2: Die beiden oskulierenden Scheitelparaboloide (4) der sich beriihrenden
Flichen (1) schneiden sich in 2wei Parabeln (mit der z-Achse als Haupt-
achse), deren Spuren auf der gemeinsamen Tangentenebene z = 0 die Doppel-
punktstangenten der Schnitthurve s der beiden sich berihrenden Flichen (1)
sind.

Es geniigt also fiir die Konstruktion der gesuchten Doppelpunktstan-
genten, die oskulierenden Scheitelparaboloide miteinander zu schneiden.
Zu diesem Zweck legt man in der Hohe 2z = k == 0 eine Horizontalebene,
die aus den beiden oskulierenden Scheitelparaboloiden die beiden Kegel-
schnitte

2h =ay; 2® + 2a, T Y + G 4P

(5)
2h =by 22 4 by 2 y + by ¥?
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ausschneidet, die mit den (bei gemeinsamer Wahl der Einheitsstrecke ¢ er-
mittelten) Dupinschen Indikatrizen ibereinstimmen. Die Gleichung (3)
der gesuchten Doppelpunktstangenten ist dann mit der Gleichung der beidén

gemeinsamen Durchmessersehnen
der beiden Dupinschen Indi-
katrizen (5) der Flichen (1) im
Beriihrpunkt O identisch. Dar-
aus folgt

Satz 3: Um indem gemeinsamen
Beriihrpunkt O der beiden stetig
gekriimmten Fldchen ¢ und v die
beiden Doppelpunkistangenten der
Schnitturve s von ¢ und p zu
finden, zeichne man (mit derselben
Einheitsstrecke e) die Dupin-
schen Indikatrizen der beiden
Flichen im Punkte O; deren
gemeinsame  Durchmessersehnen
sind dann die gesuchten Doppel-
punktstangenten der Durchdrin-
gungskurve s vm Beriihrpunkte O.

Bemerkung 1: Wenn die beiden
(reellen) sich beriihrenden Flichen
sich sogar oskulieren, d.h. wenn sie
auch noch in den quadratischen
Gliedern ihrer TaAYLOR-Entwicklungen
(1) tbereinstimmen und ihre osku-
lierenden Scheitelparaboloide (4) daher
identisch sind, so heben sich in (2)
die quadratischen Glieder weg, und
das Verhalten der Schnittkurve s im
Oskulationspunkt O wird durch die
kubischen Glieder der Entwicklungen
(1) bzw. (2) beschrieben. Der Osku-
lationspunkt O ist dann ein dreifacher
Punkt der Durchdringungskurve s
(mit drei Tangenten), d. h. durch O
gehen drei Zweige von s, von denen
wenigstens einer reell ist (die beiden
anderen koénnen reell verschieden,
zusammenfallend oder konjugiert
komplex sein).

7311 Strubecker, Geometrie

T A

Fig. 213. Konstruktion der Doppelpunktstan-
genten der ViviaNischen Linie (Durchdringungs-
kurve der Kugel » mit einem sie im Punkte .1
beriihrenden Drehzylinder { durch die Kugel-
mitte 0). Die Doppelpunktstangenten sind die
gemeinsamen Durchmessersehnen der Indi-
katrizen ix und iz von x und ¢

22



338 XVII. Erganzungen zur Theorie der Flichenkriimmung

Die Bestimmung der Tangenten der Schnittkurve in einem gewdhnlichen Beriihr-
punkt O zweier (stetig gekriimmter) Flichen ist danach ein guadratisches Problem;
im Falle der Oskulation liegt jedoch ein kubisches Problem vor, das i.a. mit Zirkel
und Lineal allein exakt nicht erledigt werden kann. Zur konstruktiven Bewiltigung
dieses und aller dhnlichen kubischen Probleme der Flichentheorie mufl man die
(quadratische) Indikatrix von DuUPIN durch eine kubische Indikatriz der Fliche er-
setzen ).

Beispiel 1: Wir haben in 63. die Durchdringungskurve k einer Kugel %
{(Mittelpunkt O, Radius 7) und eines Drehzylinders { (Achse a, Radius r/2)
gezeichnet, die sich im vordersten Punkte A4 der Kugel berithren. Als
Durchdringungskurve entstand in Fig. 180 eine Vivianische Linie in
Gestalt einer sphirischen Acht, deren ¢m Beriihrpunkt A vorhandener
Doppelpunkt, wie wir rechnerisch zeigten, zwei zueinander orthogonale
Doppelpunktstangenten aufwies (Winkelhalbierende des Winkels von Par-
allelkreis und Meridian der Kugel » in A4).

Es ist nach obigem leicht, dieses rechnerische Ergebnis nunmehr kon-
struktiv zu bestidtigen. Dazu haben wir nur im Punkte 4 die Dupinschen
Indikatrizen ¢, der Kugel » und 4, des Zylinders { zu ermitteln und ihre
gemeinsamen Durchmessersehnen in A zu zeichnen. Beide Indikatrizen
sind dabei mit derselben Einheitsstrecke ¢ zu zeichnen; wir wihlen

r
(6) e==.

Die Dupinsche Indikatriz i, des Drehzylinders { (Radius r/2 = e) ist
dann ein zu der Mantellinie von A paralleles Geradenpaar in der Tangenten-
ebene T von 4, dessen horizontale Halbachse nach (80.10)

ist. Der Aufrif8 ':2, der Dupinschen Indikatriz i, des Drehzylinders { deckt
sich daher mit dem Paare seiner Konturerzeugenden (Fig. 213).

Die Dupinsche Indikatriz ¢, der Kugel x im Punkte 4 ist aus Symmetrie-
griinden ein Kreis in der Tangentenebene v von 4 mit der Mitte 4, dessen
Radius die Liinge

(8) Z=Ve-f=l/?-r=-l/?-

hat. Dieser Kreis ¢, erscheint im AufriB in wahrer GréBe und seine
gemeinsamen Durchmesser (d, d,) mit dem Parallelenpaar s, (d.h. die
Doppelpunktstangenten der Vivianischen Linie) bestehen tatsichlich aus
den beiden Winkelhalbierenden der Meridian- und Breitenkreisrichlung der
Kugel % in jhrem Beriihrpunkt 4 mit dem Zylinder {.

1) Eine lehrbuchmiBige Darstellung dieses Gegenstandes findet sich bei E. Kruppa,
Analytische und konstruktive Differentialgeometrie, Wien 1957.
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— — — Hyperbel 148

NysTRGOM, EVERT JORANNES (1895-1960)
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— T78Gera,den beziiglich eines Kreises
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Scawarz, HERMANN AMANDUs (1843-
1921) 118
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Tonnengewdlbe 261, 263

Toroide 273
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— Kurve 301, 309
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119
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WIENER, CHRISTIAN (1826-1896) 37
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314



Namen- und Sachverzeichnis

Wiirfel 95
— -ecke 115, 116

zZ

Zentralperspektive Dreiecke 98
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Zweipunktige Beriihrung 32

Zweischaliges Drehhyperboloid 214

Zweitafelverfahren 36
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