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Vorwort 

zur ersten und zweiten Auflage 

Das vorliegende Buch gibt, wenn man von einigen wenigen Ergänzungen 
absieht, nach Inhalt und Umfang genau die Vorlesungen über Darstellende 
Geometrie wieder, die ich seit dem Wintersemester 1953/04 an der Techni­
schen Hochschule Karlsruhe für die Studierenden der Mathematik und 
Physik, des Maschinenbaus und der Elektrotechnik sowie des Bauingenieur­
wesens und der Architektur (im UJIlfang von drei Wochenstunden) ge­

halten habe. 
Dem Manuskript. des Buches lag eine Ausarbeitung meiner Vorlesungen 

zugrunde, die von meinem früheren Assistenten, Herrn Oberstudiendirektor 
Dr. rer. nato ERWIN STEIN BACHER, stammt. Von ihm stammen auch einige 
ergänzende Bemerkungen, wie die einfache Herleitung einiger Schmiegkreis­
formeln, sowie die nach dem Vorbilde meiner Tafelzeichnungen angefertigten 
Bleistiftzeichnungen der meisten Bilder. Die Tuschezeichnungen hat für die 
1. Auflage Herr cand. ing. PAUL SPINDLER in sehr gewandter und sach­
kundiger Weise ausgeführt. Die 34 verbesserten und 11 ergänzten Bilder 
der 2. Auflage hat Herr cand. mach. PETER HOFMANN gezeichnet. Ich 
möchte den genannten Herren hier für ihre gewissenhafte Hilfe herzlich 
danken. 

Obgleich das Buch Vorlesungen wiedergibt, die hauptsächlich vor 
Technikern gehalten wurden, hat es sich auch für Studenten der Mathe­
matik und Physik (besonders für die Kandidaten des höheren Lehramtes) 
an Uni ver s i t ä t e n als geeignet erwiesen; vor allem wohl deswegen, weil 
ich mich an vielen Stellen bemüht habe, den mathematischen und geo­
metrischen Kern des Gegenstandes deutlich hervortreten zu lassen. Vielleicht 
trägt das Buch durch diese Haltung dazu bei, dem Fache Darstellende 
Geometrie, das an vielen Universitäten leider recht stiefmütterlich gepflegt 
wird, den so nötigen Auftrieb zu verschaffen. 

Ich möchte nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, daß in den Vorlesungen 
selbst neben den Tafelzeichnungen- viele Modelle vorgewiesen werden, 
welche dem Lernenden die räumliche Anschauung der geometrischen 
Fragen erleichtern. Auf ihre biIdliche Wiedergabe mußte verzichtet wer­
den. Eine moderne Vorlesung über Darstellende Geometrie arbeitet außer­
dem noch in erheblichem Umfange mit der Projektion von Dia-
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positiven, einerseits, um die Tafelzeichnungen durch Klarbilder der 
entworfenen Figuren und der dargelegten Konstruktionen zu ergänzen, 
andererseits, um die Fertigkeit im Lesen von Konstruktionszeichnungen zu 
schulen. 

Es ist der Hauptzweck einer V orles ung, dem Vers tändnis des Gegen­
standes den Weg zu bereiten_ Die Anwendung ist hauptsächlich Domäne 
der übungen, deren Objekte dann zweckmäßig dem speziellen Studien­
gebiete der Studenten (Maschinenbau, Bauwesen usw.) zu entnehmen sind. 
Auch diese, dem Interessenkreise des jeweiligen Faches angepaßten Übungen 
sowie geeignete theoretische Aufgaben bilden einen wesentlichen Teil der 
Ausbildung in der Darstellenden Geometrie. 

Um den inneren Zusammenhang der Darstellenden Geometrie und der 
Geometrie überhaupt mit den analytischen Disziplinen der Mathematik 
zu betonen, habe ich auch die analytische Behandlung des Gegenstandes 
und die komplexen Elemente in gewissem Umfange herangezogen. Ich hoffe, 
dadurch sowohl dem Techniker als auch dem Mathematiker zu zeigen, 

daß beide Betrachtungsweisen, die geometrische und die analytische, 
einander in hervorragender Weise unterstützen und ergänzen. Jede hat 
zugleich ihre Vorzüge und ihre Schwächen, die schon eARL FRIEDRICH 
GAUSS, der "princeps mathematicorum", in seiner Besprechung der "Geo­
metrie descriptive (nouvelle edition)" von GASPARD MONGE (1813) sehr klar 
wie folgt erläutert hat: "Man hat vor allem die Untersuchung der Raum­
geometrie lieber mit Hilfe der Analyse (analytischen Geometrie) behandelt, 
und sie so gleichsam der Geometrie entzogen, welche sich nur der unmittel­
baren Anschauung bedient. Es ist auch nicht zu leugnen, daß die Vor­
züge der analytischen Behandlung vor der geometrischen, ihre Kürze, 
Einfachheit, ihr gleichförmiger Gang und besonders ihre Allgemeinheit, 
sich gewöhnlich um so entschiedener zeigen. je schwieriger und verwickel­
ter die Untersuchungen sind. Inzwischen ist es doch immer von großer 
Wichtigkeit, daß auch die geometrische Methode fortwährend kultiviert 
werde. Abgesehen davon, daß sie doch in manchen einzelnen Fällen un­
mittelbarer und kürzer zum Ziel führt als die Analyse, besonders, wenn 
diese nicht mit Gewa.ndtheit gehandhabt wird, dann eine ihr eigentüm­
liche Eleganz hat, wird sie auch besonders in formeller Hinsicht und beim 
frühen jugendlichen Studium unentbehrlich bleiben, um Einseitigkeit zu 
verhüten, den Sinn für Strenge und Klarheit zu schärfen und den Ein­
sichten eine Lebendigkeit und Unmittelbarkeit zu geben, welche durch 
die analytischen Methoden weit weniger befördert. mitunter eher ge­
fährdet werden." 
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Indem wir uns dieser GAussschen Auffassung anschließen, wollen wir 
"analytischen und "geometrische" Methoden stets dort verwenden, wo 
dies vom heutigen Standpunkt aus zweckmäßig ist, dabei aber, wenn irgend 
möglich, der "geometrischen" Methode den Vorzug geben, wie dies für 
ein Lehrbuch der Darstellenden Geometrie von vornherein natürlich und 
angemessen ist. 

In Vorlesungen ist es meist zweckmäßig, gewisse höhere Dinge bei wieder­
holtem Auftreten von neuem auseinanderzusetzen und nicht einfach als 
allgemein bekannt vorauszusetzen. Damit erklärt sich, daß einige schwie­
rigere Gegenstände auch in der vorliegenden Wiedergabe meiner Vo~lesun­
gen in neuem Zusammenhang wiederhölt dargestellt werden. Aus der Ent­
stehung als Niederschrift von Vorlesungen erklärt sich auch die stets sehr 
genaue Begründung und ausführliche Beschreibung aller Konstruktionen, 
welche auch dem Leser ermöglichen soll, das Entstehen der zahlreichen 
Figuren bis ins letzte zu verfolgen. Nicht ein möglichst kurzes, sondern 
ein möglichst verständliches Lehrbuch der Darstellenden Geometrie sollte 
durch diesen engen Anschluß an die Vorlesungen geboten werden, das dem 
Lernenden den Zugang zu der neuen Wissenschaft möglichst erleichtert. 
Es bleibt dem Leser für eigene Gedanken dann immer noch genügend 
Spielraum. 

Die zweite Auflage enthält neben vielen kleineren Verbesserungen des 
Textes und der Bilder auch einige Ergänzungen, von denen hier nur der 
Schnellriß der Kugel erwähnt sei. Für ihre Mithilfe bei der Vorbereitung 
der zweiten Auflage habe ich besonders Herrn Akademischen Rat WOLFGANG 
GRIMM, ferner Herrn Oberstudienrat im Hochschuldienst WERNER KLEPPER 
und Herrn Kollegen Dr. rer. nato W ALTER O. VOGEL (Hannover) zu danken. 

Dem bewährten Verlag Vandenhoeck & Ruprecht und seinen Mitarbeitern 
danke ich für manches freundliche Entgegenkommen und ihr stets be­
reitwilliges Eingehen auf meine Wünsche. 

Karlsruhe, Frühjahr l~oo KARL STRUB ECKER 
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I 

Ahhildungsverfahren 

I. Aufgabe der Darstellenden Geometrie 

Die Darstellende Geometrie ist, nach der Erklärung von GASPARD MONGEl), 
die Lehre der exakten Methoden, die es ermöglichen, dreidimensionale Raum­
gebilde auf einer zweidimensionalen Bildebene darzustellen und räumliche 
Fragen in der Ebene auf konstruktiv-geometrischem Wege zu lösen. 

Historisch rein praktischen Zwecken, vor allem der Technik (Baukunst, 
Feldmessung, Schiffsbau, Maschinenkunde), aber auch der Astronomie 
(Abbildung der scheinbaren Himmelskugel), der Geographie (Karten­
projektion) und der Malerei (Perspektive) entwachsen, ist die Darstellende 
Geometrie heute zunächst eine der Grundwissenschaften der Technik. Ist, 
wie GASPARD MONGE gesagt hat, die zeichnerische Darstellung durch 
exakte Abbildungen (Pläne) die Sprache des Technikers, so kann man 

1) GASPARD MONGE (geb. 1746 in dem Weinhandelsstädtchen Beaune, gest. 1818 in 
Paris) wird als der eigentliche wissenschaftliche Begründer der Darstellenden Geo· 
metrie bezeichnet. Das Bauwesen besaß schon vor MONGE (besonders im Festungsbau, 
Straßen bau, Brückenbau und Steinbau) ziemlich bedeutende darstellend·geometrische 
Kenntnisse. Die von den einzelnen Fächern angewandten Methoden waren aber meist 
nur auf den jeweiligen besonderen Zweck zugeschnitten und ließen einheitliche all­
gemeine Ideen vermissen. Es war das Verdienst von G. MONGE, diese überkommenen 
Methoden zu einem einheitlichen System mit streng mathematischem Aufbau ver· 
knüpft und erweitert zu haben. Anfangs militärisches Geheimnis, durften seine über 
die neue "geometrie descriptive" zuurst an der Pariser Ecole Normale, später an der vo~ 
ihm geleiteten Ecole Polytechniq.,e gehaltenen Vorlesungen erst 1795 veröffentlicht 
werden. Wir werden diese MONGESChe Methode unten als Grund- und Aufrißverfahren 
in moderner Gestalt ausführlich kennenlernen. 

Daß man lange vor MONGE von dem Zusammenwirken von Grund· und Aufriß schon 
ziemlich gewandt Gebrauch zu machen wußte, zeigt das 1525 und 1538 in Nürnberg 
(~ateinisch 1532 in Paris) erschienene Büchlein von ALBRECHT DÜRER (1471-1528, 
N ürn berg) über die "Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit in Linien, 
Ebenen und ganzen Körpern", von dem manche Figuren auch heute noch in den ein· 
führenden Lehrbüchern der Darstellenden Geometrie wiederkehren. Die hauptsäch­
liche Bedeutung der "Unterweisung" DÜRERS liegt allerdings darin, der Verbreitung 
der Perspektive, die DÜRER aus Italien mitbrachte, gedient zu haben. 

7311 Rt.rubecker, Geometrie 1 



2 I. Abbildungsverfahren 

mit EMIL MÜLLER!) die Darstellende Geometrie auch als seine Sprach­
lehre bezeichnen. 

Sowohl der reinen als auch der angewandten Mathematik hat die Dar­
stellende Geometrie seit den Zeiten von MONGE weit über ihren ursprüng­
lichen methodischen Inhalt und praktischen Zweck hinaus wiederholt die 
natürlichen Grundlagen und Hilfsmittel zur Entwicklung einiger wichtiger 
Zweige geboten. So sind z. B. sowohl die affine Geometrie und die projek­
tive Geometrie als auch die Nomographie, Photogrammetrie und die Lehre 
von den Kartenprojektionen Kinder der Darstellenden Geometrie. 

Für den schöpferischen Ingenieur und Architekten, für den das geplante 
Werk anfangs nur im Geiste existiert, aber auch für den Mathematiker 
und Physiker ist die Beschäftigung mit der Darstellenden Geometrie zu­
gleich die beste Schule seines räumlichen Denkens und geometrischen 
Vorstellungsvermögens. Für den Techniker und den Mathematiker ist 
es überdies nach einem Worte von FELIX KLEIN 2) "eine ebenso würdige 
Aufgabe, richtig zu zeichnen wie richtig zu rechnen". In gleichem Sinne 
empfiehlt schon eARL FRIEDRICH GAUSS3 ) die Darstellende Geometrie als 
eine "kräftige Geistesnahrung zur Belebung und Erhaltung des echten 
(in der Mathematik der Neueren sonst manchmal vermißten) geometrischen 
Geistes". 

1) EMIL MÜLLER (geb. 1861 in Landskron/Böhmen, gest. 1927 in Wien), Prof. 
a. d. Techn. Hochschule in Wien, war der bedeutendste Vertreter der ,;Wiener Schule" 
der Darstellenden Geometrie. Man verdankt seinem Wirken vor allem den neuen 
Aufschwung der Darstellenden Geometrie durch ihre Weiterentwicklung im Sinne 
der höheren Geometrie, insbesondere den Anschluß an die grundlegenden Ideen des 
"Erlanger Programms" von FELIX KLEIN. 

2) FELIX KLEIN (geb. 1849 in Düsseldorf, gest. 1925 in Göttingen) war 1872 (mit 
23 Jahren) Ordinarius in Erlangen, danach in Leipzig, München und Göttingen. 
Durch Aufstellung des Gruppenbegriffes als Ordnungsprinzip der Geometrie (in 
seinem berühmten "Erlanger Programm") hat KLEIN der vorher zersplitterten geo­
metrischen Wissenschaft die klare, moderne Richtung gegeben und ihr damit in allen 
ihren Teilen die Bahn zu einem ungeahnten Aufschwung gewiesen. 

') C. F. GAUSS (geb. 1777 in Braunschweig, gest. 1855 in Göttingen), der "princeps 
mathematicOTum", hat Unsterbliches geleistet in der Zahlentheorie, der Analysis. 
der angewandten Mathematik, der Astronomie, vor allem auch in der Geometrie. 
So entdeckte GAUSS 1796 im Alter von 19 Jahren die Tatsache, daß man einem Kreise 
auch das regelmäßige 17-Eck mit Zirkel und Lineal (in einer endlichen Anzahl von 
Konstruktionsschritten) ein beschreiben kann; GAUSS ist auch der Entdecker der 
nichteuklidischen Geometrie und der Begründer der neueren Flächentheorie. Das 
obige Zitat findet sich in einer Besprechung der .. Geom~rie descriptive" von GAS­
PARD MONGE in den Göttinger gelehrten Anzeigen vom 31. Juli 1831 (vgl. C. F. GAUSS, 
Werke IV, 359/360). 
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Das zuerst der Darstellenden Geometrie entnommene und dann die neuere 
Geometrie so sehr befruchtende allgemeine Abbildungsprinzipl) erstreckt 
seine gedankliche Wirkung über alle Zweige der Mathematik, z. B. auch 
über die Mengenlehre (in der etwa zwei Mengen 9)( und !Tl gleichmächtig 
heißen, wenn man ihre Elemente M und N in beiderlei Sinn eindeutig 
[oder ein-eindeutig] aufeinander abbilden kann). Von besonderer Wichtig­
keit sind stets Abbildungen wesensverschiedener Mengen- und Begriffs­
bildungen aufeinander; z. B. besteht die Wurzel der Analytischen Geometrie 
der Ebene in einer Abbildung der Punkte der Ebene auf die geordneten 
Paare von Zahlen des Zahlenkontinuums, und das Wesen der sogenannten 
geometrischen Funktionentheorie ruht in der Abbildung des Werteverrats 
einer komplexen analytischen Funktion auf die Punkte einer gewissen RIE­
MANNschen Fläche. Von dem allgemeinen Abbildungsprinzip macht man 
über den engen Rahmen der Mathematik hinaus in allen Naturwissenschaften 
ausgiebig Gebrauch, wenn man Analogien zwischen zwei verschiedenen 
Erscheinungsgebieten aufstellt (z. B. die bekannten Analogien zwischen 
mechanischen und elektrischen Erscheinungen usw.). 

An das Bild eines räumlichen Gegenstandes kann man zwei Forde­
rungen stellen: 

1. Das Bild soll möglichst anschaulich sein, d. h. es soll im Beschauer 
eine möglichst genaue Vorstellung des Raumobjektes erwecken. 

2. Das Bild soll möglichst maßgetreu sein, d. h. Längen und Winkel 
des räumlichen Objektes sollen möglichst leicht in ihrer wahren Größe 
aus dem Bild entnommen oder in das Bild eingetragen werden können. 

Um Anschaulichkeit zu erreichen, muß man durch das Abbildungs­
verfahren den (einäugigen, monokularen) Sehprozeß, ähnlich dem foto­
grafischen Verfahren, möglichst gen au nachahmen. Vollkommene Maß­
treue kann nur ein zum räumlichen Objekt ähnliches Modell aufweisen. 
Die Abbildung eines dreidimensionalen Gegenstandes auf eine zweidimen­
sionale Fläche ist zwangsweise wegen des Dimensionsverlustes mit Verlust 
an Maßtreue in mindestens einer Richtung verbunden. Die Maßtreue 
hängt außer von der Wahl eines geeigneten Abbildungsverfahrens auch noch 
von der Lage des Raumobjektes zur Bildebene ab. 

1) Eine ausführliche Untersuchung der allgemeinen wissenschaftstheoretischen 
Funktion des Abbildungsprinzips findet man in der sehr lesenswerten Rektoratsrede 
von EMIL MÜLLER, "Das Abbildungsprinzip" Jahresbericht Deutsch. Math. Ver­
einigung 22 (1914) S.44-59. 

1* 



4 I. Abbildungsverfahren 

2. Zentralprojektion 

Als genaueste Nachahmung des Sehprozesses liefert die Zentralprojek­
tion oder Perspektive die anschaulichsten Bilder. Dabei wird der räum­
liche Gegenstand aus einem im Endlichen liegenden Punkte 0, dem Pro­
jektionszentrum (Auge oder Augpunkt), durch Projektionsstrahlen (Sehstrah­
len) auf eine Bildebene n projiziert (Fig. 1). Das Auge 0 soll dabei nicht 

in der Bildebene n liegen, 
sondern soll von n einen 
bestimmten Lotabstand 
OH =l= 0 besitzen. Das da­
bei in n entstehende ebene 

1::::.....~---:--:;~ Bild heißt Zentralriß (Zen­

Io'lg.1. Zentralprojektion (Perspektive) eines Punktes P 
und einer Geraden g aus dem Zentrum (Auge) 0 aur 
die BIldebene '" mit BIldspurpunkt G = Ge. VerschwIn-

dungspunkt Gf) und Fluchtpunkt G~, der Geraden 

tralbild oder perspektives 
Bild) des Gegenstandes. 

Jedem vom Projektions­
zentrum 0 verschiedenen 
Punkt P entspricht dabei 
genau ein eigentlicher (d. h. 
im Endlichen gelegener) 
Punkt pe in der Bildebenen 
als Zentralriß, sofern P 
nicht der Parallelebene nv 

zu n durch 0 angehört. 
Schreibt man jeder Geraden einen uneigentlichen Punkt oder Fern­
pltnkt zu, der durch ihre Richtung dargestellt wird, dann hat auch jeder 
Punkt G" in der Parallelebene n v zu .n durch 0 genau einen Zen­
tralriß G~, nämlich den Fernpunkt des zu n parallelen Projektionsstrahls 
[OG,.]. Man nennt die Ebene n,. die Verschwindungsebene der Zentral­
projektion, weil ihre Punkte G, Zentralbilder G~ haben, die im Unend-

- ---> 

lichfernen (in der Richtung OG,,) verschwinden. 

Jeder Geraden g, die nicht durch 0 geht (Fig. 1), entspricht als Zentralriß 
in n wieder eine Gerade 1/'. Insbesondere hat jede Gerade, die in der Ver­
schwindungsebene n" liegt, als Zentralriß die Ferngerade der Bildebene n, 
die die Fernpunkte aller zu n parallelen Projektionsstrahlen umfaßt. Die 
Zentralprojektion ist somit eine geradentreue Abbildung. Der Zentral riß I/' 
von g entsteht als Schnitt der projizierenden Ebene (Sehebene) der Geraden g, 
d.h. der durch 0 und g bestimmten Ebene [Og] mit der Bildebene n. Die 
Gerade g durchstößt die Bildebene in einem (eigentlichen oder uneigent-
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lichen) Punkt G = GC, der sein eigenes Bild ist. Er heißt Spurpunkt der 
Geraden g auf der Bildebene n oder Bildspurpunkt von g. Der Fern· 
punkt Gu von g hat i. a. einen eigentlichen Zentralriß G~, der Fluchtpunkt 
der Geraden g heißt. Er wird von dem zu g parallelen Sehstrahl [OG.,] aus 
der Bildebene ausgeschnitten. Der Fluchtpunkt einer Geraden g ist demnach 
das Zentralbild des Fernpunktes der Geraden. 

Spurpunkt und Fluchtpunkt sind ausgezeichnete Punkte des Bildes if 
der Geraden g, die zum bequemen Festlegen des Zentralrisses if von g 

dit.len können. Der Punkt Gv F 

der Geraden g, dessen Bild f7:, 
der Fernpunkt von if ist, wird 
als der Verschwindungspunkt 
von g bezeichnet. Der Ver­
schwindungspunkt G'V der Ge­
raden g ist der Schnittpunkt 
von g mit der Verschwindungs­
ebene nv • 

Nach Fig. 1 bilden der Aug­
punkt 0, der Verschwindungs­
punkt Gv ' der Bildspurpunkt G 
und der Fluchtpunkt G~ der 
Geraden g die Ecken eines 

Flg.2. Hauptsat2 der PerspektIve: Parallele Ge­
raden (J 11 h haben denselben Fluchtpunkt Fe 
(BIldpunkt Ihres gemeInsamen Fernpunktes F) 

Parallelogrammes. Daraus folgen die beiden Vektorgleichheiten: 
---+ 

( 1) OG~ = G,p, OG'V = G~G. 

Parallele Geraden g und h haben dieselbe Richtung (Fig. 2); wir sagen be­
quemer, sie haben denselben Fernpunkt Fl). Daher konvergieren ihre 
zentralperspektiven Bilder gC und hC in einem Punkte, nämlich in dem ge­
meinsamen Fluchtpunkt FC von g und h. Parallele Geraden besitzen somit 
denselben Fluchtpunkt. 

1) Schon JOHANNES KEPLER (1571-1630) spricht (1604) davon, daß parallele 
Geraden sich "im Unendlichfernen" schneiden. Aber erst GIRARD DESARGUES (1593 
bis 1662) führt die "unendlichfernen Punkte" wirklich als Schnittpunkte paralleler 
Geraden ein, in seinem für die Entwicklung der Darstellenden und Projektiven Geo­
metrie bedeutungsvollen "Brouillon projet d'une atteinte aua: evenements des renCQ1I­
tres d'un cone avec un plan" (Paris 1639, deutsch von M. ZACHARIAS, Leipzig 1922, 
Ostwaids Klassiker der exakten Wissenschaften Nr.197). Der kurze Name "Fern­
punkt" Htnmmt. von <l~;RHAR!) K()WAL~:WSKI (19311,). Den Namen "Fluchtpunkt" hat 
(lU(!)O H('Hlnallt:R (IS:J9) eingefiihrt., den Namen" Verschwindungspunkt" WILHELM 
Fn:llu:lt (lS7!;). 
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Dieser grundlegende "Satz vom Fluchtpunkt" oder "Hauptsatz der Per­
spektive" stammt von den Malern der italienischen Renaissance (15. Jahr­

hundert) oder ist zumindest von diesen neu entdeckt worden. In Deutsch­
land wurde er vonALBREcHT DÜRER (1471-1528), der ihn in Italien kennen­
lernte, in seinen Bildern angewandt und in seiner" Unterweisung der Messung 
mit dem Zirkel und Richtscheit" neben anderen grundlegenden Konstruk­
tionen der Darstellenden Geometrie für seine Zeitgenossen gelehrt. 

3. Parallelprojektion 

Läßt man (Fig. 3) das Projektionszentrum 0 in beliebiger (jedoch nicht 
zur Bildebene n paralleler) Richtlmg ins Unendliche rücken, wählt man 

Flg. 3. Parallelprojektion (Schrägriß) einer geraden 

also als Projektionszentrnm 
einen beliebigen Fernpunkt, 
der nur nicht auf der Fern­
geraden der Bildebene liegt, 
so geht das Bündel der Seh­
strahlen durch 0 in ein 
Parallelbündel über. An die 
Stelle des eigentlichen Pro­
jektionszentrnms 0 tritt eine 
feste Projektionsrichtung p. Da 
nunmehr das räumliche Ob­
jekt durch parallele Sehstrah­
len auf die Bildebene n ab­

Punktreihe aus dem Fernpunkt 0 aur die Blld- gebildet wird, heißt das Ab-
ebene n. Invarianz des TeIlverhältnisses von drei f h P, llel bildungsver a ren ara-Punkten der Geraden: (AB· P) = (A'B'· P') 

projektion und das dabei ent-
stehende Bild ein Parallelriß des Raumgegenstandes. Diese Projektions­
richtung p (Sehrichtung, Sehstrahlrichtung) ist in Fig. 3 und den folgen­
den Figuren die Gegenrichtung zur Richtung des Fernpunktes O. 

Fallen die Projektionsstrahlen p schräg auf die Bildebene n auf, so spricht 
man von allgemeiner oder schiefer Parallelprojektion oder auch vom Schräg­
rißverfahren. Das dabei gewonnene Bild heißt ein Schrägr-iß oder eine schiefe 
Projektion des Objektes. Auch bei einfachster Lage des abzubildenden 
Ob.iektes gegen die Bildebene entst.ehen beim Schrägrißverfahren anscha\'­
liehe Bilder, die auch maßtreu sind, sow(,it. Strecken und Winkel zur Bild­
ebene n parallel liegen. Man verwendet daher Schrägrisse gern zur raschen 
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Anfertigung von anschaulichen Handskizzen räumlicher Objekte. Alle 
unsere anschaulichen Bilder sind solche Schrägrisse. 

Fallen die Projektionsstrahlen p normal (senkrecht) zur Bildebene :n 
ein, dann erhält man (als wichtigsten Sonderfall der allgemeinen Parallel­
projektion) die nornude Parallelprojektion oder kurz die Normalprojektion. 
Das zugehörige Bild heißt ein Normalriß des räumlichen Objekts. Der 
Normalriß ist weitgehend maßtreu, nämlich für alle zur Bildebene :n par­
allelen Figuren; er ist aber auch für andere Lagen des Objektes konstruktiv 
besonders handlich. Normalrisse sind deshalb vor allem geeignet als Kon­
struktionszeichnungen in der technischen Praxis. Freilich sind solche 
Konstruktionspläne oft wenig anschaulich, und es verlangt eine gut ent­
wickelte Raumanschauung, sie richtig zu lesen. 



11 

Parallelprojektion und perspektive Affinität 

4. Invarianten der Parallelprojektion 

Der Schrägriß P' eines beliebigen Raumpunktes P ist nach 3. jener 
PWlkt, in dem der zur Projektionsrichtung p parallele Sehstrahl durch P 
die Bildebene n trifft (Fig. 3). Eine beliebige Gerade g im Raum, deren Rich­
tung von der ProjektionsrichtWlg abweicht, hat als Schrägbild in n wieder 
eine Gerade g'. Die untereinander parallelen Sehstrahlen durch g erfüllen 
nämlich eine Ebene, die Sehebene oder projizierende Ebene durch g, und diese 
schneidet die Bildebene in einer Geraden, der Spurgeraden g' der Seh-

9 

Fig. 4. Parallelprojektion einer zur BIldebene " 
parallelen Geraden 0 

ebene auf der Bildebene n. 
Der (eigentliche oderuneigent­
liche) Spurpunkt G der Ge­
raden g, in dem g die Bild­
ebene n durchstößt, ist sein 
eigener Schrägriß ; durch ihn 
geht deshalb auch das Schräg­
bild g' der Geraden g. 

Liegt der Raumpunkt P 
auf -ler Raumgeraden g, dann 
liegt auch der Bildpunkt P' 
auf der Bildgeraden g'. Diese 
Lageneigenschaft des I nein­

anderliegens, das Inzidieren zwischen Punkten und Geraden, bleibt bei 
Parallelprojektion unverändert erhalten; mit anderen Worten, es gilt 

Sat.z 1: nie Paralldprojektiolt ist eine geradentreue Abbildung. ])ie Inzidenz 
zwischen Pttnkten ttnd Oeraden ist ,eine Invariante der Parallelprojektion. 

Gibt es auch Maßbeziehungen, die bei Parallelprojektion unverändert 
pl'halten bleiben? 

Es sei AB eine beliebige Strecke a!lf einer zur Bildebene n parallelen 
Geraden g (Fig. 4). Dann ist (ier Parallelriß g' von g zu g parallel, da der 
Spurpunkt von g auf n der Fernpunkt von g ist. Andererseits sind auch 
die Projektionsstrahlen [AA'] und [BB'] zueinander parallel, so daß die 
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Punkte A, B, A', B'_ ein Parallelogramm bilden. Daher ist die Bildstrecke 
A' B' gleich der Originalstrecke AB. 

Sind weiter (Fig. 5) die Schenkel a, b eines Winkels q; zur Bildebene n 
parallel, dann ist a' i! a, b'li b, und die Bilder a', b' schließen denselben Winkel 
q; ein wie a und b. Also gilt: 

Satz 2: Strecken und Winkel und damit beliebige ebene Figuren, die in 
einer zur Bildebene n parallelen Ebene liegen, werden bei Parallelprojektion 
auf jt: kongruent abgebildet. 0 

Bei beliebiger Lage gegen 
die Bildebene n wird eine 
Strecke AB im Schrägbild i. a. 
verzerrt, d. h. verkleinert oder 
vergrößert wiedergegeben. 
Ebenso erfährt ein Winkel, 
dessen Ebene zur Bildebene 
nicht parallel ist, bei Parallel­
projektion i. a. eine Ver- '-;.;....---------,....--' 

Flg. 5. Parallelprojektion eines zur BIldebene " 
parallelen Winkels tp In einen gleichgroßen Winkel zerrung. 

Es gibt jedoch außer den 
zur Bildebene n parallelen Ebenen noch eine weitere ausgezeichnete 
Schar untereinander paralleler Ebenen n*, die mit allen in ihnen liegen­
den Figuren kongruent auf die Bildebene n projiziert werden. Spiegelt 
man nämlich die Bildebene n an einer be-
liebigen Normalebene (1 zur Projektions­
richtung p in die Lage n* (Fig. 6), dann 
hat jede in einer solchen Ebene n* liegende 
Figur in n ein kongruentes Bild. Also gilt 

Satz 3: Strecken und Winkel und damit 
beliebige ebene Figuren werden bei Parallel­
projektion auch dann kongruent abgebildet, 
wenn sie in einer Ebene n* liegen, die zur 
Bildebene n bezüglich einer Normalebene (1 

der Projektionsrichtung p symmetrisch ist. 
Von den beiden genannten Sonderfällen 

abgesehen, wird bei Parallelprojektion eine 
Strecke AB im Bilde verzerrt dargestellt. 
Die metrische Eigenschaft einer Strecke, 

o 

B' 

Flg.6. Die ParallelprojektIon eIner 
Ebene "., die zur BIldebene " be­
züglich dei Normalebene <1 der Seh­
strahlen p symmetrIsch Ist, ergibt 
In ". und " kongruente Figuren 

eine bestimmte Länge zu besitzen, bleibt bei Parallelprojektion nicht er­
halten. Nimmt man jedoch (Fig. 3) auf der (beliebig orientierten) Träger-
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geraden g zu A und B noch einen dritten Punkt P hinzu mit dem Bild­
punkt P' auf g', so gilt für die gerichteten Strecken auf g und g' nach 
dem Strahlensatz : 

(1) 
AP A'P' 
BP= B'P" 

Dieses Strecken verhältnis nennt man das Teilverhältnis der drei Punkte 
A, B, P (in dieser Reihenfolge) oder genauer das Teilverhältni.f des Punktes 
P bezüglich der Punkte A und B und schreibt dafür 

AP 
(2) BP= (AB. P). 

Damit können wir sagen: 
Satz 4: Das Teilverhältnis von drei Punkten einer Geraden bleibt bei 

Parallelprojektion erhalten, es ist eine Invariante gegeniiber Parallelprojek­
tion: 

(3) (AB· P) = (A'B'. P'). 

Das Vorzeichen des Teilverhältnisses des Punktes P bezüglich der Punkte 
A und B gibt über die Lage von P zu A und B Aufschluß. Liegt P außer-

D • g 
A 8 P 

(AB.P)>0 

A P B 
(AB.PJ<O 

• 9 

Flg.7. TeIlverhältnis (AB' P) = ~~ von drei Punkten A, B,P einer Geraden. Dabei ist 

(AB' P) > 0, wenn P außerhalb AB liegt, (AB' P) < 0, wenn P Innerhalb AB liegt 

halb der Strecke AB, so haben die Strecken AP und BP denselben Sinn, 
liegt P innerhalb AB, so haben AP und BP verschiedenen Sinn. Also 
gilt (Fig. 7) 

(4) 
(AB· P) > 0, wenn P außerhalb AB, und 

(AB· P) < 0, wenn P innerhalb AB liegt. 

Insbesondere gilt: 

(5) 
(AB· P) = - 1, wenn P der Mittelpunkt von AB ist, und 

(AB· P) ~ + 1, wenn P gegen den Fernpunkt der Träger­
geraden g strebt. 

Aus der Invarianz des Teilverhältnisses ergibt sich somit: 
Satz ö: Der Mittelpunkt einer Strecke bildet sich bei Parallelprojektion 

in den Mittelpunkt der Bildstrecke ab. 
Da der Fernpunkt einer Geraden durch das (invariante) Teilverhältnis 

+ 1 gekennzeichnet ist, gilt weiter: 



5. Der Satz von DESAROUES 11 

Satz 6: Der Fernpunkt einer Geraden bildet sich bei Parallelprojektion 
in den Fernpunkt der Bildgeraden ab. 

Zwei parallele Geraden g und h haben denselben Fernpunkt. Sein Bild 
ist ebenfalls ein Fernpunkt, und daher sind die Bildgeraden g' und h' eben­
falls parallel, d. h. es gilt 

Satz 7: Parallele Geraden 
haben parallele Schrägrisse ; 
oder: auch der Parallelismus 
von Geraden ist eine Invari­
ante bei Parallelprojektion. 

Diese wichtige Tatsache 
folgt auch unmittelbar aus 
Fig. 8. Die zueinander par­
allelen Geraden g und h wer­
den bei Parallelprojektion 
durch parallele Sehebenen fP 

0\ 
h 

/J-;-.y 
Flg. 8. ParaJlele Geraden (I 11 h haben parallele 

Schrägrisse (I' 11 h' 

und V' auf die Bildebene n projiziert. Die Spurgeraden g' und h' dieser 
Sehebenen sind daher ebenfalls zueinander parallel. 

5. Der Satz von Desargues 

In der Ebene (1 liege das Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C und den 
Seiten a, b, c. Durch pa.rallele Sehstrahlen werde es auf eine zweite Ebene 
(1' in das Dreieck A', B', C' 
mit den Seiten a', b', c' 
projiziert (Fig. 9). Die bei­
den Dreiecke sind dann in 
parallelperspektiver Lage. 
Die Seiten a, b, c des Drei­
ecks in der Ebene (1 treffen 
die Schnittgerade s der 
Ebenen (1 und (1' in den 
Spurpunkten ~, ~,~. Da 
die Seiten a', b', c' des 
Dreiecks in der Ebene (1' 

die Schrägrisse von a, b, c 
sind, gehen auch a', b', c' 
durch die Punkte ~ bzw. 
~ bzw.~. Entsprechende Flg.9. Satz von DESARGUES über parli'lelperspektlve 

Dreiecke 
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Seiten der beiden Dreiecke schneiden sich also paarweise auf der Schnitt­
geraden s der Ebenen (1 und (1'. Diese Gerade s heißt die Perspektivitiits­
achse oder die Desarguessche Achse der beiden parallelperspektiv auf­
einander bezogenen Dreiecke. Daraus folgt der 

Sat.z VOll I)t·sargut·s (I64S) über parallelpt'rspt~kf,ive Dreiecke: Sind 
zwei Dreiecke parallelperspektiv aufeinander bezogen, so schneiden sich 
entsprechende Seiten dc!' beiden Dreiecke paarweise in drei Punkten einer 
Geraden, der Desarguei'Jschen Achse der beiden parallelperspektiven 
Dreiecke. 

Projiziert man die in Fig. 9 dargestellte räumliche DEsARGuEssche 
Konfiguration durch Parallelprojektion in eine beliebige Ebene n (man 
denke sich die Umrahmung der beiden Ebenen (1 und (1' weggewischt), 
dann bleibt die parallelperspektive Lage zwischen den beiden Dreiecken 
(ABO) und (A' B'O') bestehen, und entsprechende Dreiecksseiten schneiden 
sich nach wie vor auf der Achse s. Der Desarguessche Satz gilt also auch 
dann, wenn die beiden parallelperspektiven Dreiecke in der gleichen Ebene 
liegen; er ist also auch ein Satz der ebenen Geometrie. 

Der nach GIRARD DESARGUES (1593-1662) benannte Satz ist ein 8chlie­
ßungssatz: Hat man in Fig. 9 außer dem Dreieck (ABO) und der Achse s 
einen Punkt (etwa 0') des Bilddreiecks (und damit die Projektionsrichtung 
p = [00') gewählt, dann ist der zweite Eckpunkt A' als Schnitt des 
Projektionsstrahls durch A mit der Seite b' = [O'~) bestimmt und ebenso 
B' als Schnitt des Projektionsstrahls durch B mit der Seite a' = [O'~{). 

Jetzt schließt sich die Figur: Nach dem DEsARGuEsschen Satz treffen 
sich die Seiten c' = IA' B'l und c = [A B] im Punkt<r der Achse s. 

6. Perspektive Affinität 

Zwei Ebenen (1 und (1', die sich in der Geraden s schneiden, seien durch 
parallele Projektionsstrahlen p parallelperspektiv aufeinander abge­
bildet (Fig. 10). Eine solche geometrische Verwandtschaft zwischen den beiden 
Ebenen nennt man eine perspektiv affine Verwandtschaft oder eine per­
spektive Affinitiit. Die untereinander parallelen Projektionsstrahlen, die 
Punkt für Punkt die Verwandtschaft zwischen den beiden Ebenen herstellen, 
heißen Affinitiitsstrahlen, ihre Richtung p heißt Affinitiitsrichtung und die 
Schnittgerade s der beiden perspektiv affin aufeinander bezogenen Ebenen 
Affinitiitsachse. Jedem Punkt P der einen Ebene (1 entspricht in der Affi­
nität gena.u ein Punkt P' der zweiten Ebene (1', und umgekehrt hat jeder 
Punkt P' von (1' genau einen Partner P in (1, d. h. es gilt 
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Satz 1: Die perspektive Affinität ist eine umkehrbar eindeutige oder eine 
ein-eindeutige Punktverwandtschaft zwischen zwei Ebenen. 

Aus den Eigenschaften der Parallelprojektion folgen die von J OHANN 

HEINRICH LAMBERT (1774) aufgestellten 
tlrllndt·i~enschaft.t·n dt'r pt'rspektivt'n Affinität. zwis('ht'n dt'n Ebem'n u 

lind u': 
1. Entsprechende Punkte 

liegen auf einem Affi­
nitätsstrahl. 

2. Die Punkte der Affi­
nitätsachse entsprechen 
sich selbst. 

3. Jeder Geraden ent­
spricht eine Gerade. 
Entsprechende Geraden 
treffen sich auf der 
Affinitätsachse, oder 
beide sind dazu par­
allel. 

4. Parallelen 
entsprechen 
Geraden. 

Geraden 
parallele 

Flg. 10. Perspektive Affinität zwischen zwei nicht 
parallelen Ebenen a und a' 

5. Das Teilverhältnis dreier Punkte einer Geraden ist invariant. 

$ 

Denkt man sich die der perspektiven Affinität zugrunde liegende räum­
liche Figur durch Parallelprojek-
tion in eine dritte Ebene n proji­
ziert (man entferne in Fig. 10 die 
Umrahmung der Ebenen (1 und (1'), 
so decken sich in diesem Bild die 
beiden perspektiv affinen Ebenen, 
und die Affinitätsstrahlen liegen 
gleichfalls in dieser Ebene n. In 
ein und derselben Ebene, die man 
sich aus zwei übereinander­
liegenden Exemplaren n = n' be­
stehend vorzustellen hat, ist da-

D 
------~------~~------~----S D' 

Flg. 11. Vervollständigung einer ebenen 
perspektiven Affinität 

dureh eine ein-eindeltti!!e P lln.ktv(~rwandt8chaft, eine geometrische Abbildung 
von n auf n', hergest.ellt. mit. den oben aufgezählten fünf Eigenschaften. 
Sie heißt eine ebene perspektive Affinität (Fig. 11). 
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Von einer ebenen perspektiven Affinität seien die Affinitätsachse sund 
ein Paar entsprechender Punkte P, P' gegeben. Ist dann X ein beliebiger 
Punkt, so ist der affin zugeordnete Punkt X' durch folgende einfache 
Konstruktion eindeutig festgelegt: 
1. X' liegt auf dem zu [PP'] parallelen Affinitätsstrahl durch X. 
2. Die Gerade g = [PX] treffe die Affinitätsachse s in dem (sich selbst 

entsprechenden) Punkte D = D'; dann liegt X' auf der zu g affinen 
Geraden g' = [P' D']. 

Diese Konstruktion versagt nur dann, wenn der Punkt Y auf dem Affi­
nitätsstrahl [PP'] liegt. Wie man dann den zu Yaffinen Punkt Y' über den 
beliebigen Hilfspunkt X und sein Bild X' findet, zeigt Fig. 11. Man kann 
die ebene perspektive Affinität also stets vervollständigen. Somit gilt 

Satz 2: Durch ihre Achse s und ein Paar entsprechender Punkte P, P' ist 
eine ebene perspektive Affinität eindeutig festgelegt. 

7. Analytische Darstellung einer ebenen perspektiven Affinität 

Eine ebene perspektive Affinität sei festgelegt durch die Affinitätsachse s 
und ein Paar entsprechender Punkte A, A'. Um sie analytisch darzustellen, 

y 

1------ X ----~I__- x'-x =----=i 
1--------- x'----------i---I 

P'(X/y') 

x 

Flg. 12. Herleitung der analytischen Darstellung einer ebenen perspektiven Affinität 

legen wir in die Affinitätsachse s die x-Achse und durch den Punkt A die 
y-Achse eines rechtwinkligen cartesischen Koordinatensystems (Fig. 12). 
Als Einheitspunkt auf der y-Achse werde der Punkt A gewählt, so daß 
dieser die Koordinaten (0; 1) hat. Der affin entsprechende Punkt A' habe 
die Koordinaten (p; q) mit q =l= O. Dann liegt der einem beliebigen Punkte 
P(x;y) affin entsprechende Punkt P'(x';y') nach 6: 

1. auf dem zu [AA'] parallelen Affinitätsstrahl durch P, 
2. auf der zu [OA'] parallelen Geraden durch den Fußpunkt Q des Lotes 

von P auf die Affinitätsachse. Die Gerade [OA] geht nämlich bei der 
Affinität in die Gerade [OA'] über; daher geht die Parallele zu [OA] 
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durch P, die die Affinitätsachse im Punkte Q trifft, in die Parallele zu 
[OA') durch Q über. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke (OAA') und (QPP') folgt: 

(1) 
x'-x .JL t... 

p 1 q 

oder 

x' = x + py 
(2) 

y'= qy 

Durch dieses Gleichungspaar, in dem q * 0 ist, sind die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes P (x;y) mit den Koordinaten des perspektiv 
affinen Punktes P' (x'; y') verbunden. Die Gleichungen (2) der ebenen 
per8pektiven Affinität stellen eine lineare Transformation der Koordinaten 
dar. 

y 

x 
Flg. 13. Orthogonale perspektive Affinität 

Von besonderer Bedeutung sind zwei Sonderfälle der allgemeinen 
perspektiven Affinität (2), nämlich: 

1. Eine orthogonale per8pektive Affinität liegt vor, wenn die Affinität8-
richtung [AA') zur Affinitätsachse 8 8enkrecht, also p = 0 ist. Aus Fig. 13 
liest man ihre analytische Darstellung ab; 

r;:::l 
(3) L.:c.:..:.:J . 

Wieder ist dabei q * O. Die x-Koordinate eines beliebigen Punktes P 
bleibt bei der orthogonalen perspektiven Affinität ungeändert, während 
die y-Koordinate in konstantem Verhältnis verändert wird. Dieser Sonder­
fall (3) der orthogonalen perspektiven Affinität findet sich schon bei LEON-
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HARD EULER (1748), von dem auch der Name Affinität (von affinitas = 
Verwandtschaft) stammt. 

2. Eine Scherung liegt vor, wenn die Affinitätsrichtung zur Affinitäts­
achse s parallel ist (Fig. 14). Jeder Punkt erfährt dabei eine Parallel ver­
schiebung in Richtung der Affinitätsachse, wobei der Betrag der Verschie­
bung proportional zur Entfernung des Punktes von der Affinitätsachse ist. 
Der Name Scherung erklärt sich aus der Analogie zum Mechanismus einer 

y 

A'(P.1) 

o s x 

Flg. 14. Scherung (perspektive Arrlnltät. deren Arrlnltätsstrahlen zur ArrJnltätsachse 
parallel sind) 

Schere. Die analytische Darstellung der Scherung ergibt sich aus der Dar­
stellung (2) der allgemeinen ebenen perspektiven Affinität für q = 1 zu: 

(4) 
x' = x + py 

y'= y 

Die perspektive Affinität ist ihrerseits ein Sonderfall der allgemeinen 
Affinität zwischen zwei ebenen Punktfeldern (1 (x; y) und (1' (x'; y'). 
Diese ist die allgemeinste ein-eindeutige Punktverwandtschaft zwischen den 
(sich überdeckenden) Ebenen (1 und (1', die Geraden in Geraden und parallele 

Geraden in parallele Geraden überführt. Die Ferngerade wird dabei (als 
Ganzes) in sich transformiert. 

Die allgemeine ebene Affinität wird analytisch durch eine lineare Transfor­
mation der Koordinaten dargestellt. 

( 5) 
x' = ao + a1 x + a2 Y I 
y' = bo + b1 X + b2 Y I 

Hierbei sind jetzt affin entsprechende Figuren nicht mdu in parallel­
perspektiver Lage, und es gibt keine punktweise sich selbst entsprechende 
Gerade (Affinitätsachse) mehr. Dagegen gilt nach wie vor die Invarianz des. 
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Teilverhiiltnisse8 dreier Punkte einer Geraden und die Invarianz des 

Parallelismus zweier Geraden. 
Die affinen Transformationen (5) haben die folgende wichtige Eigen­

schaft: Führt man zuerst durch die Affinität (5) die Punkte P (x; y) der­
Ebene 0' in die Punkte P' (x' ;y') der (0' überdeckenden) Ebene 0" über und 
danach durch die Affinität 

" ' " " 1 x = ao + a1 x + a2 y 

y" = b~ + b~ x' + b~ y' J 
(6) . , b' , b' 0 mIt a1 2 - a2 1 * 
die Punkte P' (x'; y') von 0" in die Punkte P" (x"; y") der (0' und 0" über­
deckenden) Ebene 0''' über, so ist auch der direkte Zusammenhang zwischen 
den Punkten P ( x; y) von 0' und den Punkten P" (x" ; y") von 0''' eine Affi­
nität der Gestalt 

(7) 
" " "-1-"\ x = ao -I- a1 x a2 y l 

y" = b~ -I- b~' x -I- b~' y J 
·t "b" - "b" ± 0 ml a1 2 a2 l' . 

1?ür die Vorzahlen dieser resultierenden Affinität (7), die man dann als das 
Produkt oder als die Zusammensetzung der beiden Affinitäten (5) und (6) 
(in dieser Reihenfolge!) bezeichnet, erhält man dabei durch Elimination 
von x' und y' aus (5) und (6) die einfachen Formeln 

a~' = a~ + a~ lto + a~bo, a~' = a~ a1 + a~bl' a~' = a~ a2 -I- a~b2' 

b" b' b' , b' b b" b' b' b "b' b' b (8) O=O+laOT20' 1=I Q'1+21' b2=la2+22' 

" b" " b" , b' , b' b b 0 a1 2 - a2 1 = (al 2 - a2 1) (~ 2 - a2 1) * . 
Die Eigenschaft, daß die Aufeinanderfolge zweier affiner Abbildungen 

immer wieder eine affine Abbildung ergibt, nennt man die Gruppeneigen­

schaft der affinen Abbildungen. Man sagt daher auch, die affinen Abbil­
dungen der Ebene bilden eine Gruppe 1). 

8. Das Rechtwinkelpaar einer ebenen perspektiven Affinität 

Eine perspektive Affinität sei durch die Affinitätsachse s und ein Paar 
entspreohender Punkte P, P' gegeben. Einem rechten Winkel, der seinen 
Scheitel in P hat, entspricht i. a. nicht wieder ein rechter Winkel mit dem 
Scheitel in P'. Wir fragen: Gibt es unter allen rechten Winkeln in P 
solche, die sich bei der Affinität wieder als rechte Winkel in P' abbilden 1 

1) Ausführlicheres darüber findet man in K. STRUBECKER, Einführung in die 
höhere Mathematik, Band I: Grundlagen, §97, 2. Aufl., München-Wien 1966. 

7:nl Strubecker, Geometrie 2 
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Sind x und y die Schenkel eines solchen rechten Winkels in P, x' und y' 
die Schenkel des Bildwinkels in P', so daß sich x mit x' in einem Punkte 
X = X' und y mit y' in einem Punkte Y ~ Y' der Affinitätsachse 8 trifft, 
dann muß <1: (x, y) = <1: (x', y') = rechter Winkel sein (Fig. 15). Die 
Punkte P und P' liegen daher auf dem THALEskreis über dem Durchmesser 
X Y. Der Mittelpunkt M dieses THALEskreises liegt 

1. auf der Affinitätsachse 8, 

2. auf der Streckensymmetralen von PP'. 
Daraus ergibt sich folgende K0n8truktion de8 Rechtwinkelpaare8 einer 

perspektiven Affinität (Fig. 15): Man schneidet die Streckensymmetrale 

von PP' mit der Affini­
tätsachse 8 im Punkte M 
und zeichnet um M den 
Kreis durch P und P', 

X~X' Y.r' der 8 in den Punkten X 
-.:......;~--4-~~=-----~....:-.:......;- Sund Y trifft. Dann sind 

p' 

Flg.15. KonstruktIon der entsprechenden rechten 
WInkel einer ebenen perspektIven AffinItät 

x = [PX] und y = [PY] 
die Schenkel des gesuchten 
rechten Winkels in P, des­
gleichen x' = [P'X] und 
y' = [P' Y] die Schenkel 
des affin entsprechenden 
rechten Winkels in P'. 

Diese Konstruktion des Rechtwinkelpaares zeigt, daß es i. a. genau einen 
rechten Winkel in P gibt, der bei der Affinität in einen rechten Winkel 

in P' übergeht. Ist die Streckensym­
Ph-_____ y metrale von PP' zur Affinitätsachse 8 

parallel, aber von ihr verschieden, 
so ist M der Fernpunkt von 8. 

Der THALEskreis artet in eine Senk-
x-x' --.....:;=-+.,---------- S rechte zu 8 aus, und P und P' sind 

p' ~.l....-_____ Y' 

FIg.16. RechtwInkelpaar eIner ebenen 
perspektIven AffinItät (Sonderfall) 

zueinander orthogonal-affin. Auch 
in diesem Sonderfall existiert nur 
ein Rechtwinkelpaar, und zwar ist 
der eine Schenkel zur Affinitäts­
achse 8 parallel, der andere zu ihr 
senkrecht (Fig. 16). 

Fällt jedoch die Streckensymmetrale von PP' mit der Affinitätsachse 8 

zusammen, so ist M nicht eindeutig bestimmt. Jeder der unendlich vielen 
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Punkte von s kann als Mittelpunkt M des THALEskreises durch P und P' 
gewählt werden. Die Affinität ist dann jener Sonderfall der orthogonalen 
Affinität, bei dem P und P' von s gleichen Abstand haben, d. h. es liegt 
eine Spiegelung an der Affinitätsachse s vor. Jedem rechten Winkel in P 
entspricht dann ein rechter Winkel in P'. Zusammenfassend gilt: 

Satz 1: In einer ebenen perspektiven Affinität gibt es in jedem affin ent­

sprechenden Punktepaar entweder genau ein oder unendlich viele einander affin 
entsprechende Rechtwinkelpaare. Das letzte trifft dann und nur dann zu, wenn 

die perspektive Affinität eine Spiegelung an der Aftinitätsac'hse ist. 

9. Die Ellipse als affines Bild des Kreises 

Die Punkte 0 und 0' in Fig. 17 seien ein beliebiges affin entsprechendes 
Punktepaar einer ebenen perspektiven Affinität mit der Achse s. Um eine 
möglichst einfache analy­
tische Darstellung der da­
durch bestimmten perspek­
tiven Affinität zu erhalten, x' 

legen wir nach 0 und 0' 

y' 

je ein rechtwinkliges car­
tesisches Koordinaten-

--~~~--~--~--------~~----s 

system, dessen Achsen x, y 
bzw. x', y' mit den Schen­
keln des affin entsprechen­
den Rechtwinkelpaares zu­
sammenfallen. Die Achsen 
beider Koordinatensysteme 
seien so orientiert, daß die 

y 

x 

0' 
Flg.17. Herleitung der auf das atf1ne Rechtwinkelpaar 
gestützten einfachsten analytischen DarstelJung einer 

atf1nen Abbildung 

Schnittpunkte X, Y mit der AffinitätRachse positive Koordinaten haben. Die 
Einheitsstrecken auf den Koordinatenachsen des (x; y)-Systems (Fig. 17) 
bilden sich ab in die Strecken a und b auf den Koordinatenachsen des 
(x'; y')-Systems. Die Einheitsstrecken von 0 werden also durch die Affi­
nität in 0' im Verhältnis a: 1 bzw. b: 1 verzerrt; dabei ist a > 0 und b:> O. 
Hat dann ein Punkt P im ersten Koordinatensystem die Koordinaten 
(x;y), und hat der affine Punkt P' im affin entsprechenden System die 
Koordinaten (x'; y'), so bestehen wegen der Invarianz des Teilverhältnisses 
die Beziehungen: 

(1) I:. :: I-
2* 
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Dies ist die einfachste Darstellung der Affinität zwischen zwei ebenen 
Punktfeldern. Sie gilt auch dann noch, wenn die perspektive Lage der beiden 
affinen Felder gelöst wird, indem man etwa das eine Feld (samt seinem 
Koordinatensystem) in eine beliebige neue Lage bringt. 

Ist der Bildpunkt P' (x'; y') koordinatenmäßig gegeben, so berechnen 
sich die Koordinaten (x; y) des zugehörigen Originalpunktes P(x; y) aus (1) 
durch die Umkehrtransformation: 

(2) I x=~, y=!f I· 
Ein Kreis k in der ersten Ebene (1 (x; y) mit dem Radius r und dem be­

liebigen Mittelpunkt 0 (Fig. 20) hat, wenn man 0 als Nullpunkt des 
(x; y)-Systems wählt, die Gleichung 

(3) 

Für sein affines Bild in der Ebene (1' (x'; y') erhält man in dem affin 
entsprechenden Koordinatensystem (x'; y') aus (2) und (3) die Gleichung 

(4) (X
a
')2 + { Y

b
')2 = r2 oder X'2 y'2 1 

\ (ar)2 + (br)2 = , 

d. h. eine Ellipse k' mit dem Mittelpunkt 0' und den beiden Halbachsen 
a' = ar und b' = b r. Damit ist bewiesen: 

Satz 1: Das affine Bild eines Kreises ist eine Ellipse. 
Damit gleichbedeutend ist 

Satz 2: Durch Parallelprojektion entsteht aus einem Kreis eine Ellipse. 
Beide Sätze waren schon ARcHlMEDEs (287-212 v. Ohr.), dem größten 

der antiken Mathematiker, bekannt. 

Aus der einfachen analytischen Darstellung (1) einer Affinität ist auch 
leicht der Zusammenhang zwischen den Flächeninhalten affiner Figuren 
zu erschließen. Einem Rechteck mit den Eckpunkten (0; 0), (x; 0), (x; y), 

(0; y), das den Flächeninhalt f = x y hat, entspricht in der Affinität das 
Rechteck mit den Ecken (0; 0), (x'; 0), (x'; y'), (0; y') mit dem Flächen­
inhalt r = x' y'. Für das Verhältnis der Flächeninhalte erhält man 

f' x'y' a x b y 
(5) -=-=--=ab, f x y x y 

d. h. einen konstanten, allein durch die Affinität bestimmten Wert. Da sich 
der Inhalt einer beliebigen geschlossenen ebenen Figur mit jeder gewünsch­
ten Genauigkeit durch eine Summe von Rechtecksinhalten approximieren 
läßt, gilt dieser Zusammenhang auch für beliebige affine Flächenstücke. Es 
folgt 
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Sat.z 3: Der Flächeninhalt f eines beliebig berandeten ebenen Flächen­
stückes .~teht zu dem Inhalt /' des affin entsprechenden Flächenstückes in einem 
festen, allein durch die Affinität bestimmten Verhältnis: 

(6) /'=ab·f· 

Da dem Kreis mit dem Radius 1 die Ellipse mit den Halbachsen a und b 
affin entspricht, errechnet sich insbesondere der Flächeninhalt der Ellipse 
mit den Halbachsen a und b zu 

(7) fEllivse = ab· fKrels = abn. 

10. Affine Eigenschaften der Ellipse 

Da die Ellipse als affines Bild eines Kreises aufgefaßt werden kann, 
lassen sich alle Kreiseigenschaften, die gegenüber einer affinen Transfor-

Q) b) 
Flg. 18. Kreis und Ellipse als affine Figuren (Mittelpunkt und Durchmesser) 

mation oder gegenüber Parallelprojektion invariant sind, in Eigenschaften 
der Ellipse umsetzen. 

Hierzu einige Beispiele: 

1. Der Kreis hat einen Mittel­
punkt O. Jede Kreissehne durch 
o (jeder Kreisdurchmesser) wird 
durch 0 halbiert (Fig. 18a). 

2. Zu jedem Kreisdurchmesser d 
gibt es einen orthogonalen Kreis­

durchmesser d. Er halbiert die zu d 
parallelen Kreissehnen und geht 
durch die Berührpunkte der beiden 
zu d parallelen Kreistangenten 
(Fig.19a). 

Die Ellipse hat einen M ittel­
punkt 0'. Jede Ellipsensehne durch 
0' (jeder Ellipsendurchmesser) wird 
durch 0' halbiert (Fig.18b). 

Zu jedem Ellipsendurchmesser d 
gibt es einen konjugierten Ellipsen-

durchmesser d. Er halbiert die zu d 
parallelen Ellipsensehnen und geht 
durch die Berührpunkte der beiden 
zu d parallelen Ellipsentangenten 
(Fig. 19b). Also gilt 
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Satz 1: Einem beliebigen Paar zueinander ortlwgonaler Kreisdurchmesser 
entspricht affin ein Paar zueinander konjugierter Ellipsendurchmesser. Jeder 
von bei den halbiert die zu dem konjugierten Durchmesser parallelen Sehnen 
und ist parallel zu den Tangenten in den Endpunkten des konjugierten Durch­

messers. 

B 

D 

0) b) 

Flg. 19. Kreis und Ellipse als atrlne Figuren (Paaren orthogonaler Kreisdurchmesser 
entsprechen arrIn Paare konjugierter EllIpsendurchmesserj 

Da unter allen orthogonalen Durchmesserpaaren des Kreises genau 
eines vorhanden ist, dem in der Affinität wieder ein orthogonales Ellipsen­

2 

k 

durchmesserpaar entspricht, gilt 
ferner: 

Satz 2: Unter allen Paaren kon-
jugierter Ellipsendurchmesser gibt 
es genau eines, das zugleich ortho­
gonal ist, das Paar der Haupt­

--:-::+~--T-::'-~":;""-----=~_Y- s achsen der Ellipse. 
Y' Die Ellipse k' wird als perspek-

F1g. :?O. Konstruktion der Hauptachsen deI' zu 
d"n! Kreise k perspektiv artlnen Ellipse k' 

tivaffines Bild eines Kreises k am 
einfachsten nach dem Satz über 
das Rechtwinkelpaar einer per­
spektiven Affinität konstruiert, 
der sofort die Hauptachsen der 
Ellipse liefert (Fig. 20). 

Aus der in 7. bewiesenen 
Gruppeneigenschaft der affinen 
Abbildungen folgt, daß aus der 
Ellipse k', wenn man auf sie 

wieder eine Affinität ausübt, eine neue zum Kreise k affine Kurve, also 
wieder eine Ellipse k" entsteht, wobei den Paaren orthogonaler Durch­
messer des Kreises k bzw. konjugierter Durchmesser der Ellipse k' 
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wieder Paare konjugierter Durchmesser der Ellipse k" entsprechen. So­
mit folgt 

Satz 3: Das affine Bild einer Ellipse ist wieder eine Ellipse, wobei kon­
jugierten Durchmessern der einen konjugierte Durchmesser der anderen 
Ellipse entsprechen. 

Insbesondere folgt 
Satz 4: Durch Parallelprojektion einer Ellipse entsteht (wenn die Pro­

jektionsstrahlen weder zur Ebene der Ellipse noch zur Bildebene parallel sind) 
immer wieder eine Ellipse. Konjugierten Durchmessern der Raumellipse 
entsprechen dabei konjugierte Durchmesser der Bildellipse (und umgekehrt). 

H. Ellipsenkonstruktionen 

1. In den Elementen wird die Ellipse definiert als der Ort jener Punkte 
der Ebene, die von zwei festen Punkten F1 und F 2, den Brennpunkten, 
eine konstante Abstandssumme 
haben (Fig. 21). Hat der Ellipsen­
punkt P von den Brennpunkten 
F1 und F 2 den Abstand r1 bzw. 
r2, dann ist 

(1) r1 + r2 = 2a = const. 

Die konstante Abstandssumme 
ist gleich der Länge 2a der 
großen Ellipsenachse, wie man 

8 

c 

D 

Fig. 21. Gärtnerkonstruktion der Ellipse 

erkennt, wenn P mit dem einen Hauptscheitel A identisch ist. Legt 
man P in den Nebenscheitel B der Ellipse, dann ist wegen r1 = ra = a 
die Beziehung 

(2) 

abzulesen, wobei 2b die Länge der kleinen Ellipsenachse und 2e = F 1 F2 die 
Entfernung der Brennpunkte ist. Auf dieser elementaren Definition be­
ruht die bekannte Gärtnerkonstruktion der Ellipse, die schon bei 
ApOLLONIOS von Pergae (262-190 v. Ohr.) vorkommt. 

Trägt man in der Verlängerung des Leitstrahls F1P über P hinaus die 
Länge r2 des zweiten Leitstrahls F 2P auf, dann hat der so erhaltene Punkt 
L von F1 den konstanten Abstand rl + r2 = 2a (Fig. 22). Er erzeugt 
also, wenn P die Ellipse durchläuft, einen Kreis II um F1 vom Radius 2a, 
den Leitkreis um F1• (Analog existiert ein Leitkreis l2 von gleichem Radius 
um F 2.) Die Symmetrielinie in dem gleichschenkligen Dreieck (F2PL) ist 
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die Ellipsentangente t im Punkte P. Denn wäre sie eine Ellipsensehne, 
dann läge auf ihr ein weiterer, von P verschiedener Ellipsenpunkt P*, für 
den ebenfalls die Beziehung F1P* + F2P* = F1P* + P*L = 2a gelten 
müßte. Dies ist aber unmöglich, da die geradlinige Verbindung F1L die Länge 

o 

Flg.22. Die EllIpsentangente t halbiert den 
äußeren Winkel der Leitstrahlen (rh r.), 
die EllIpsennormale n Ihren Inneren Winkel 

2a hat und daher F1P* + P*L> 
F1L = 2a ist. Damit ist bewiesen: 

Satz 1: Die Tangente t im Punkt P 
der Ellipse halbiert den äußeren, die 
Normale n den inneren Winkel der 
beiden Leitstrahlen von P. 

Eine andere, einfachere Tangenten­
konstruktion der Ellipse läßt sich 
durch affine Übertragung aus einer 
Tangentenkonstruktion des Kreises 
gewinnen. Es sei AB = d ein be­
liebiger Kreisdurchmesser, h die 
Kreistangente in A und P ein be­
liebiger Kreispunkt (Fig. 23a). Die 

Gerade [BP] schneide hin C. Die Kreistangente t in P. geht dann durch 
den Mittelpunkt H der Strecke AC. 

Beweis: Der Zentriwinkel <;.:AOP ist doppelt so groß wie der Peripheriewinkel 
<;.:ABP über dem gleichen Bogen AP. Schneiden sich die Tangente h des Punktes A 
und die Tangente t des Punktes P im Punkte H, so ist die Gerade rOH] die Win· 

Q) 

Flg.23. Einfachere Konstruktion der EllIpsentangente t' In P' aus einem beliebigen 
Durchmesser A'B' und der Tangente h' In A' 
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kelsymmetrale des Winkels <r.AOP und ist somit zu [BP] parallel. Nach dem Zwei­
strahlsatz ist dann AB: HC = AO: OB =.1: 1, d. h. B halbiert die Strecke AC. 

Durch affine Abbildung des Kreises in eine Ellipse erhält man die dazu 
analoge affine Konstruktion der Ellipsentangente t' im Punkt P', wenn von 
der Ellipse ein beliebiger Durchmesser d' (im Sonderfall auch eine Haupt­
achse) mit den Endpunkten A' und B' und die Tangente h' in einem End­
punkt A' bekannt sind (Fig.23b). Die Tangente t' geht durch den Mit­
telpunkt H' der Strecke A'e'. 

F1g. 24. Punktwelse Konstruktion einer Ellipse mittels Ihrer Atrlnltät zu den belden 
Scheitelkreisen 

Diese einfache Tangentenkonstruktion für die Ellipse gilt übrigens sinn­
gemäß auch für jeden anderen Kegelschnitt, also auch für die Parabel und 
die Hyperbel. 

2. Konstruktion einer Ellipse mit Hilfe ihrer beiden Scheitelkreise. Die 
beiden Kreise mit dem Radius a bzw. b um den Ellipsenmittelpunkt 0 
heißen großer bzw. kleiner Scheitelkreis. Die Ellipse selbst kann aufge­
faßt werden als orthogonal-perspektivaffines Bild ihrer beiden Scheitelkreise 
mit der großen bzw. kleinen Ellipsenachse als Affinitä ilachse. Ein belie­
biger Strahl durch 0 schneide den großen Scheitelkreis im Punkte P, den 
kleinen im Punkte P*. Die Parallele durch P zur kleinen Ellipsenachse 
und die Parallele durch P* zur großen Ellipsenachse schneiden sich dann 
in einem Punkt P' der Ellipse (Fig. 24). Damit ist eine einfache Punkt­
konstruktion der Ellipse gewonnen. 
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Gibt man nämlich in dem achsenrechten (x;y)-System dem Punkt P 
die Koordinaten (x;y), dem Punkt P' die Koordinaten (x';y'), so ist 

(3) x' = x, y':y = b:a. 

Durch diese Gleichungen ist eine orthogonale perspektive Affinität de­
finiert mit der x-Achse als Affinitätsachse, die den Kreis k 

(4) 

in die Ellipse k' 
a2 

(5) X'2 + b2 y'2 = a2 oder 

überführt. Der Punkt P' (x';y') ist also ein Ellipsenpunkt. 
Diese einfache Konstruktion der Ellipse aus ihren beiden Scheitelkreisen 

stammt von PmLIPPE DE LA HIRE (1685). Die Herleitung der Ellipse (5) aus 
dem großen Scheitelkreise 
(4) mittels der orthogo­

c 

Flg.25. Paplerstrel!enkonstruktlon der Ellipse 
(HerleItung) 

Q" 

nalen Affinität (3) war 
jedoch schon ARCHIMEDES 
von Syracus (287-212 
v. Ohr.) bekannt. 

Die orthogonale Affini­
tät zwischen der Ellipse 
und ihren Scheitelkreisen 
kann mit Vorteil auch 
bei anderen Konstruk­
tionen an der Ellipse 
herangezogen werden. 

Die Tangentenkonstruk­
tion im Ellipsenpunkt P' 
z. B. löst man zunächst 

im affinen Kreisbild, was mit Zirkel und Lineal allein möglich ist. Dann 
überträgt man die gefundene Kreistangente affin in die Ellipsenebene. 
Es seien (Fig. 24) t bzw. t* die Kreistangenten in den Punkten P bzw. p* 
der beiden Scheitelkreise, die dem Ellipsenpunkt P' affin entsprechen. 
Ihre Schnittpunkte T bzw. T* mit der jeweiligen Affinitätsachse (d. h. 
mit der x-Achse bzw. mit der y-Achse) sind dann weitere Punkte der ge­
suchten EIlipsentangente t' in P'. 

3. Papierstreifenkonstruktion der Ellipse. Es sei P ein beliebiger EIlip­
senpunkt, PI der dazu affine Punkt des großen, P2 der affine Punkt des 
kleinen Scheitelkreises (Fig. 25), so daß 

(6) 
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ist. Zieht man nun durch P die Parallele zu OPI , die die große Achse in 
Q, die kleine Achse in R trifft, dann ist, da (0 PI PR) und ( 0 P 2PQ) Parallelo­
gramme sind, die Strecke PR zwischen P und der kleinen Achse gleich 
der Länge der großen Halbachse a, die Strecke PQ zwischen P und der 
großen Achse gleich der Länge der kleinen Halbachse b der Ellipse, also 

(7) PR=a, PQ=b. 

Spiegelt man den Punkt R an der Horizontalen durch P in den Punkt 
R*, den Punkt Q an der Vertikalen durch P in den Punkt" Q*, so liegen 
die drei Punkte R*, P, Q* ebenfalls in einer Geraden, und es ist 

(8) PR*=a. PQ*=b. 

Die Ergebnisse (7) und (8) lassen sich konstruktiv in verschiedener Weise 
auswerten. 

3.1. Sind von einer Ellipse 
Lage und Größe einer Haupt­
achse und ein Punkt P bekannt, 
so ergibt sich die andere Haupt­
achse durch folgende Konstruk­
tion (Fig. 26): 

Ist z. B. die Lage OA und die 
Länge a dcr großen Halbachse 
gegeben, so ist zunächst auch 
die Lage der kleinen Haupt­

c a 

Flg. 26. Konstruktion der kleinen Halbachse b 
einer Ellipse aus der Länge und Lage der großen 

Halbachse a und einem EllIpsenpunkt P 

achse bekannt. Um ihre halbe Länge b zu finden, schlägt man um P 
einen Kreis mit dem Radius a, der die kleine Achse in den Punkten R 
und R* schneidet. Trifft nun die Gerade [RP] die große Achse in Q, oder 
die Gerade [R* P] die große Achse in Q*, dann ist PQ = PQ* = b. 

Diese einfache Konstruktion stammt von dem Flamen SIMON STEVIN 
(1548-1630), dem Erfinder des Segelschlittens und verdienstvollen Vor­
kämpfer der dezimalen Einteilung der Münzen, Maße und Gewichte. 

:1.2. Der gleiche Gedanke kann verwertet werden, um auf raschem Wege 
bei gegebener Lage und Länge der Hauptachsen beliebig viele Ellipsenpunkte P 
zu finden: 

Auf einem Papierstreijen der Gesamtlänge a markiere man drei 
Punkte P, Q, R so, daß PQ = b, PR = a ist. Legt man den Streifen so, 
daß Q auf die große, R auf die kleine Achse der Ellipse zu liegen kommt, 
so ist P stets ein Punkt der Ellipse (Fig.27a). Statt dessen kann auch 
ein Papierstreifen der Länge a + b verwendet werden mit den Markierun-
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gen R*, P, Q*, wobei PR* = a, PQ* = bist (Fig.27b). Dieser Streifen 
ist mit Q* auf die große und mit R* auf die kleine Achse zu legen, damit P 
ein Ellipsenpunkt ist. Wegen dieser Anwendungen führt die geschilderte 
Konstruktion den Namen Papierstreifenkonstruktion der Ellipse. Auch 
sie kommt schon im hellenistischen Altertum vor, nämlich bei dem bedeu­
tenden EUKLID-Kommentator und Vorsteher der Neuplatonischen Aka,­
demie zu Athen PROKLOS DIADOCHOS (410-485 n. Ohr.). 

c 

B 

a 

a) 

c a 

o 

b) 

Flg.27. PapierstreIfenkonstruktion einer Ellipse (Ausführung) 

Schließlich liegt die Idee der Papierstreifenkonstruktion auch den meisten 
Ellipsenzirkeln zugrunde, mittels deren eine Ellipse mechanisch gezeichnet 
werden kann. Eine Stange von der Länge a trägt im Punkte R und im 
Punkte Q (wobei RQ = a - b ist) je einen Führungsstift. Werden diese 
Stifte in zwei zueinander orthogonalen Schienen geführt, so beschreibt der 
Punkt P, dessen Entfernung von R gleich a ist, eine Ellipse mit den 
Halbachsen a und b. Natürlich kann auch die zweite PapierstreifensteI­
lung R* PQ* für die Konstruktion eines Ellipsenzirkels dienen. 

4. Rytzsche Achsenkonstruktion. Sehr oft hat man eine Ellipse zu kon­
struieren, von der ein konjugiertes Durchmesserpaar der Lage und Größe 
nach bekannt ist. Dann liefert die von dem Schweizer Gewerbeschullehrer 
DAVID Ry'l'Z (1845) angegebene Rytzsche Konstruktion die beiden Haupt­
achsen der Ellipse, und zwar der Lage und der Größe nach. 

Auf den beiden Scheitelkreisen der Ellipse mit den Hauptachsen AC 
und BD seien die Punkte PI' P2 und QI' Q2 auf zwei zueinander orthogo­
nalen Radien gelegen (Fig. 28). Sie bestimmen die beiden Ellipsenpunkte 
P und Q, deren Halbmesser p = OP und q = OQ zueinander konjugiert 
sind. Schwenken wir den Halbmesser q samt dem anhängenden Dreieck 

(QQIQ2) um 90° auf p zu, dann gelangt q = OQ in die neue Lage q = OQ, 
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während QI auf PI und Q2 auf P2 fällt. Wegen der Kongruenz der recht-
- -

winkligen Dreiecke (P PI P2) und (QP2P1) ist (P P1QP2) ein Rechteck, dessen 
Seiten parallel zu den Hauptachsen der Ellipse sind. Seine erste Diagonale 

[P1P 2] geht durch 0; seine zweite Diagonale [PQ] schneidet die große 
Ellipsenachse im Punkte M, die kleine im Punkte N. Dann ist aus 
Symmetriegründen und nach der Papierstreifenkonstruktion der Ellipse 

(9) NP=QM=OP1=a, MP=QN=OP2 =b. 

Der Diagonalenschnittpunkt R 
hat daher von den drei Punkten 
0, M, N den gleichen Abstand, 
d. h. die Punkte 0, M, Nliegen auf 

Kr · ( Rad' a + b) einem eIS vom lUS --2·_· 

um R. 

Aus Fig. 28 ergibt sich somit der cor----+--.::;;~'----+--~4 
folgende Ablauf der RYTzschen 
Achsenkonstruktion (Fig. 29). 

OP und OQ seien das gegebene 
konjugierte Halbmesserpaar der 
Ellipse. Dann findet man Lage 
und Größe ihrer Hauptachsen 
durch folgende Konstruktions­
schritte: 

Flg.28. RYTZSche Konstruktion der Haupt­
achsen 0..4, OB einer Ellipse aus zwei kon­
jugierten Halbmessern OP,OQ (Herleitung) 

1. Drehe den einen Halbmesser OQ (in beliebigem Sinn) um 90° in die 

Lage OQ. 

2. Verbinde P mit Q und halbiere die Strecke PQ im Punkte R. 

Flg.29. RYTZSche Konstrukt.lon der Hauptachsen 0..4, OB einer Ellipse aus. zwei 
konjugierten Halbmessern OP,OQ (Austührung) 
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3. Schlage um R als Mittelpunkt den Kreis durch O. 

4. Schneide diesen Kreis mit der Geraden [PQ] in den Punkten Mund N, 

wobei M dem Punkte P, N dem Punkte Q benachbart ist. Dann ist 

5. die Gerade [OM] die Lage der großen, die Gerade [ON] die Lage der 
kleinen Ellipsenachse und 

6. die Strecke QM = PN = a die Länge der großen und die Strecke 

QN = PM = b die Länge der kleinen Halbachse der Ellipse. 

c o 
Flg. 30a. Arrtnlnvarlante Konstruktion ein­
zelner Punkte P und Tangenten teines 
Kreises aus zwei konjugierten (orthogonalen) 

Halbmessern OA, OB 

5. Punkt- und Tangentenkonstruk­
tion einer Ellipse bei gegebenem 
konjugiertem Durchmesserpaar. Es 
sei AC ein beliebiger Kreisdurch­
messer und OB ein dazu orthogo­
naler Kreishalbmesser (Fig. 30a). 
Die Tangenten in den Endpunkten 
A und Bschneiden sich im Punkte E. 
Dann gilt für den Kreis die folgende 
Punktkonstruktion : Trägt man auf 
OB von 0 aus und auf EB von E 

aus dieselbe Strecke an, so daß OU = EV ist, so schneiden sich die 
Strahlen [CU] und [A V] in einem Punkte P des Kreises. 

Beweis: Die rechtwinkligen Dreiecke (OCU) und (EA V) sind kongruent, da sie 
in zwei Seiten und dem eingeschlossenen (rechten) Winkel übereinstimmen. Daher 
ist ~OCU=~EAV. Der Winkel ~OCU=~ACP ergänzt, genau wie ~EAV, 
den Winkel ~ P AC zu einem Rechten. Daher ist der dritte Winkel ~ APC im 
Dreieck (APC) ein Rechter. P liegt also auf dem THALEs·Kreis über dem Durch­
messer AC, w. z. b. w. 

Gleichzeitig gilt für den Kreis die folgende Tangentenkonstruktion: 
Trägt man auf der Tangente [AE] von A aus die schon bei der Punktkon­
struktion benutzte Strecke OU an, so daß A W = OU ist, dann geht die 
Tangente t in P durch den Punkt W. 

Beweis: Die rechtwinkligen Dreiecke (OCU) und (AOW) sind kongruent, da sie 
in zwei Seiten und dem eingeschlossenen rechten Winkel übereinstimmen. Daher 

ist ~ OCU = ~ AOW. Andererseits ist ~ OCU = ~ ACP = ! . ~ AOP nach dem 

Satz vom Peripheriewinkel und Zentriwinkel über demselben Bogen AP. Daraus 
folgt die Gleichheit der Winkel ~ AOW = ~ POW, und daraus die Kongruenz 
der Dreiecke (AOW) und (POW). Dem rechten Winkel bei A entspricht dabei ein 
rechter Winkel bei P, und dies besagt, daß die Gerade t = [PWJ die Kr'listangente im 
Punkte P ist, w. z. b. w. 
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Die damit für den Kreis bewiesene Punkt- und TangeHtenkonstruktion 
läßt sich nun affin auf die Ellip8e übertragen. Die Rolle des orthogonalen 
Kreisdurchmesserpaares übernimmt dabei ein konjugiertes Paar von Ellip­
sendurchmessern. Statt kongruenter Strecken müssen gleiche Teilverhält­
nisse verwendet werden. 

Von einer Ellipse sei 
ein beliebiger Durch­
messer AC und der dazu 
konjugierte Halbmesser 
OB gegeben (Fig. 30b). 
Man zeichnet zunächst 
die Ellipsentangente in 
AIIOB und die Tangente 
in BIIOA. Ihr Schnitt­
punkt sei E. Auf OB sei 
der Punkt U beliebig an-
genommen, auf EB be- C 
stimme man den Punkt V Flg.30b. Attlnlnvarlante Konstruktion einzelner Punkte P 

und Tangenten t einer Ellipse aus einem Paar 
konjugierter Halbmesser OA. OB 

so, daß (OB· U) = 

(EB· V)ist. Dann schnei­
den sich die Geraden [CU] und [A V] in einem Punkte P der Ellipse. 
Wählt man ferner auf AE den Punkt W so, daß (AE· W) = (OB· U) ist, 
d. h. macht man A W = OU, dann geht die Ellipsentangente t in P durch 
den Punkt W. 

Zur bequemen Übertragung derTeil­
verhältnisse teilt man die Strecken 
OB, EB und AE durch die Teilungs­
punkte 0, 1, 2, ... , n in n gleiche 
Teile; dann haben gleichnumerierte 
Punkte das gleiche Teilverhältnis. 

6. Schmiegkrei8e der Ellip8e. Für 
das praktische Zeichnen einer Ellipse 

Ir 

Flg.31. Kreis k durch drei Punkte P" PI. 
sind ihre Schmiegkreise von Bedeu- PI einer ebenen Kurve c 

tung, da sie gestatten, ein mehr oder 
weniger großes Stück eines Ellipsenbogens näherungsweise durch einen 
Kreisbogen zu ersetzen. 

Durch drei verschiedene Punkte PI' Pa' Ps einer Kurve c, die nicht in 
einer Geraden liegen, ist eindeutig ein Kreis k bestimmt (Fig. 31). Läßt 
man den Punkt Pa bei festgehaltenen Punkten PI und Ps auf der Kurve 
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unbegrenzt gegen PI wandern, dann nähert sich der Kreis kais Grenzlage 
einem Kreis durch Pa' der die Kurve c im Punkt PI berührt, dessen Mittel­
punkt M also auf der Kurvennormalen n des Punktes PI liegt (Fig. 32). 
Ein solcher Kreis berührt, wie man sagt, die Kurve c in PI zweipunktig. 
Je nach der Wahl des dritten Punktes Pa auf c erhält man unendlich viele 
derartige allgemeine Berührkrei8e im Punkte PI' die "zwei in PI zu­

Fig. 32. Der Schmlegkrels k. Im Punkte P, 
der ebenen Kurve c Ist die Grenzlage eines 
ein P, berührenden Kreises k; der Schmleg-

kreis k. durchsetzt die Kurve c In P, 

sammengerückte Punkte" der Kurve c 
enthalten oder die Kurve c in PI 
zweipunktig berühren. 

Läßt man nun auch den dritten 
Punkt Pa auf c gegen deu festen 
Punkt PI wandern, dann ergibt sich 
als Grenzlage von k ein ganz bestimm­
ter Kreis k, aus der Schar der Berühr­
kreise. Er heißt Sehmiegkreis der 
Kurve c im Punkte PI' Der Schmieg­
kreis ks kann aufgefaßt werden als 
jener Kreis, der "drei in PI zu­

sammengerückte Punkte" der Kurve c enthält oder der, anders aus­
gedrückt, die Kurve c im Punkt PI dreipunktig berührt. 

Der Schmiegkrei8 durchsetzt i. a. die Kurve im Berührpunkt, während ein 
gewöhnlicher Berührkreis in der Umgebung des Berührpunktes auf der­
selben Seite der Kurve verbleibt. Diese kennzeichnende Eigenschaft kann 
dazu dienen, den Schmiegkreis durch systematisches Probieren aus der 
Schar der Berührkreise auszulesen. 

Ist R der Radiu8 des Schmiegkreises, so nennt man" = l/R die Krüm­
mung der Kurve c im Punkte PI' Der Schmiegkreis besitzt in PI die­
selbe Krümmung wie die Kurve c und wird deshalb auch als Krümmung,'­
krei8 der Kurve c im Punkte PI bezeichnet. 

Für eine Ellipse findet man den Schmiegkrei8 ks in einem beliebigen 
Punkte P durch folgende Konstruktion (Fig.33a), welche die Kenntnis 
einer Hauptachse und eines Brennpunktes F auf ihr voraussetzt und von 
dem Schotten J OHN KEILL (1708) stammt. 

Gegeben sei von der Ellipse ein Brennpunkt F, die durch F verlaufende 
Hauptachse sowie die Tangente t im Punkte P. Man schneidet die Normale n 
des Punktes P mit der Hauptachse im Punkte N" errichtet in N das Lot 
auf die Normale n und bringt es im Punkte H mit dem Leitstrahl l = [F P] 
zum Schnitt. Schließlich errichtet man in H das Lot ,auf den Leitstrahl l. 
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Dieses schneidet die Normale n im Mittelpunkte M des gesuchten Schmieg­
kreises. Die Strecke M P ist der Schmiegkreisradius R, der a.uch K rümmungs­
radius der Ellipse im Punkt P heißt. 

Diese Konstruktion für den Schmiegkreis einer Ellipse gilt unverändert 
für jeden Kegelschnitt, also auch für die Parabel und für die Hyperbel, 
von dem eine Hauptachse und ein Brennpunkt F auf ihr bekannt sind. 

c 

k, 

--+i-+---t~---- Haupfachse 

Flg. 33. Konstruktion der Mitte M des Schmlegkrelses k, eines Kegelschnittes c Im Punkte P 
mit der Tangente t. a) mittels des Brennpunktes F und der Hauptachse durch F 

Houptoch5e ----o...:::..--+.r-~~---rr~-
o 

b) mittels des Mittelpunktes 0 und der Hauptachse 

Sie versagt nur dann, wenn P ein Scheitel des Kegelschnittes ist, da dann 
die Kurvennormale n mit der Hauptachse zusammenfällt und der Punkt N 
nicht bestimmt ist. 

Kennt man von der Ellipse eine Hauptachse und den Mittelpunkt 0, 
so kann man den Schmiegkreis k. in einem ihrer Punkte P mit der Tan­
gente t durch eine von KARL HEINRICH SCHELLBACH (1843) angegebene 
Konstruktion finden, die in Fig. 33 b dargestellt ist. 

73H 8 tru b eo k e r. Geometrie 3 
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Die Richtigkeit der beiden Konstruktionen bestätigt man am einfachsten 
rechneril'l~h 1) mit den Mitteln der Analysis (Infinitesimalrechnung). 

7. Von besonderer Bedeutung sind die Scheitelschmiegkreise der Ellipse. 
Ist k ein allgemeiner Berührkreis im Ellipsenscheitel A, der die 
Ellipse in dem weiteren Punkte Pa schneidet (Fig. 34), so trifft k aus 
Symmetriegründen die Ellipse auch in dem Spiegelpunkte P4 zu Pa bezüg­
lich der x-Achse. Beim Grenzübergang Pa ~ A geht von selbst auch 

y P4 ~ A, so daß der dabei aus k ent­
stehende Scheitelschmiegkreis k. die 
Ellipse in Asogar vierpunktig be­
rührt. 

Diese Eigenschaft (vierpunktige Be­
--O:::++---+--+-~--4·~A~)( rührung des Schmiegkreises k.) kenn­

Flg.34. Konstruktion der SCheltelschmleg­
kreismitten einer Ellipse (Herleitung) 

zeichnet übrigens allgemein die Scheitel­
punkte einer beliebigen Kurve. Da 
der Scheitelschmiegkreis ein Kreis 
durch "vier zusammengerückte Kur. 
venpunkte" ist, durchsetzt er die 
Kurve im Scheitel nicht. Er bleibt 

vielmehr in der Umgebung des Scheitels auf derselben Seite der Kurve. Der 
Scheitelschmiegkreis im Hauptscheitel A einer Ellipse liegt z. B. ganz im 
Innern, der Schmiegkreis im Nebenscheitel B ganz im Äußern der Ellipse 
(Fig.35). 

Da ein Scheitelschmiegkreis die Kurve noch besser annähert als ein ge­
wöhnlicher Schmiegkreis und da das Auge für die Symmetrie der Kurve 
im Scheitel besonders empfindlich ist, ist es zweckmäßig, beim Zeichnen 
einer Ellipse die Scheitelschmiegkreise stets zu verwenden. 

Die Schmiegkreisradien Ra' Rb in den Ellipsenscheiteln A, B haben die 
Längen: b2 

R = - im Hauptscheitel A, 
4· a 

a2 

Rb = b im Nebenscheitel B. 
(10) 

Beweis: Hat der Punkt Pa der Ellipse 

(11) 

in Fig. 34 die Koordinaten (.x; y), und ist R der Radius jenes Berührkreises k im 

') VgI. K. STRUBECKER, Einführung in die Höhere Mathematik, ll. Band, Nr. 167 und 
168, München/Wien 1967. 
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Scheitel A, der den Punkt Pa enthält, so gilt nach dem Sehnensatz im Kreise k wegen 
(11) zunächst 

(12) 

oder 

(13) 

b2 

y2 = (a - x) (2R - (a - x)) = a2 (a l - x2) 

b2 

2 R - (a - x) = "2 (a + x). a 

Läßt man nun Pa -+ A, d.h. x -+ agehen,so erhält man für den Radius Ra des Scheitel­
schmiegkreises k. in A aus (13) 

(14) 
b2 

Ra = !im R =-
p ...... " a 

Vertauscht man die Rollen von a und b, so folgt der in (10) angegebene Wert für Rb' 

Die aus (10) folgenden Proportionen 

Ra: b = b: a, 
(15) 

Rb: a = a: b 

lassen sich leicht in eine einfache geo- C 
metrische Konstruktion der Scheitelschmieg­
kreismitten umsetzen (Fig. 35). Ergänzt 
man das Dreieck (AOB) mittels der 
Ecke H zu einem Rechteck mit den Seiten 

A 

a und b, so schneidet das aus H auf die 
Diagonale [AB] gefällte Lot auf den 

Flg. 35. Konstruktion der Scheitel­
sChmlegkrelsmltten M a ,1Ifh einer 

Ellipse (Ausführung) 
Hauptachsen die gesuchten Schmiegkreis-
mitten Ma und Mb aus. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke (AMaH), 
(HAB) und (BHMb) liest man nämlich sofort die Proportionen (15) ab. 

Wie Fig. 35 deutlich zeigt, kann man die Ellipse beim Ausziehen in der 
Gegend ihrer Scheitel A,B,C, D in einem weiten Bereich durch ihre Scheitel­
schmiegkreise er"etzen. 



III 

Grund- und Aufrißverfahren 

12. Grundbegriffe 

Das von GASPARD MONGE systematisch entwickelte Abbildungsverfah­
ren zur Darstellung eines räumlichen Objektes benutzt zwei zueinander 
senkrechte Bildtafeln (Rißtafeln). Die er8te Bildebene, die man sich in hori­
zonta.ler La.ge denkt, heißt Grundrißebene :Ttl , die zweite Bildebene, die 
vertikal steht und dem Betrachter zugekehrt ist, heißt Aufrißebene :Tt2• 

Die Schnittgerade der beiden Rißtafeln ist die Rißachse x12• Das räum­
liche Objekt wird durch ortlwgonale Projektion gleichzeitig auf die beiden 
Rißtafeln geworfen, wodurch in :Ttl der Grundriß und in :Tt2 der Aufriß des 
Objektes entsteht (Fig. 36). Daher heißt das M onge8che Grund- und Auf­
rißverfahren auch das Zweitafelverfahren oder das Verfahren der zugeord­
neten Normalri88e. Die Ursprünge dieses Abbildungsverfahrens lassen 
sich jedoch bis ins Altertum zurückverfolgen l ). 

1) Schon den Bauten der Babyionier und .Ägypter lagen Pläne mit Maßangaben 
zugrunde. Genauere Urkunden über das antike Bauzeichnen verdanken wir jedoch 
erst dem römischen Baumeister und Ingenieur VITRUVIUS POLLIO, der in seinem 
25 v. ehr. dem Kaiser AUGUSTUS gewidmeten Werke "De architectura" erstmals von 
"Ichnographie" (d. h. Fußspurzeichnung = Grundriß) und "Orthographie" (d. h. 
Aufrechtzeichnung = Aufriß) spricht. Diese griechischen Namen kommen noch im 
18. Jahrhundert vor. Das Verfahren wurde dann als Summe von Zeichenregeln und 
Kunstgriffen in den mittelalterlichen Bauhütten als zunftgeheimes Erfahrungsgut 
weitergegeben; für genauere Begründungen oder Beweise der geometrischen Richtig­
keit dieser "Künste" bestand kein Bedürfnis. Vor allem forderte dabei der Steinschnitt 
genaue zeichnerische Darstellungen. Das erste dem Steinschnitt gewidmete Werk 
stammt VOll PHILIBERT DE L'ORME "Traite de l'architecture" (Paris 1567). Auch GIRARD 
DESARGUES (1591-1662) hat sich mit den konstruktiven Verfahren des Steinschnittes 
beschäftigt. Das größte Verdienst um die Heranbildung der Darstellenden Geometrie 
an Hand der konstruktiven Probleme des Stein- und Holzschnittes hat der französi­
sche Offizier und Ingenieur A. F. FRfZIER mit seinem Werke "La theorie et la pratique 
de la coupe des pierres et des bois, ou traite de stereotomie" (Straßburg 1738/39). FREZIER 
trennt darin als erster Theorie und Praxis und gibt erstmals genaue Begründungen 
und Beweise. Als wirklich methodisch geordneter Wissenszweig wurde das Grund­
und Aufrißverfahren unter dem Namen Geometrie descriptive erst von GASPARD MONGE 

(Fortsetzung der FuBnote ') auf SeIte 37) 
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13. Darstellung eines Punktes 

Ist P ein beliebiger Raumpunkt (Fig. 36), dann ist sein Grundriß (PI) 
der Normalriß von P auf die Grundrißebene nl' sein Aufriß pli der Nor­
malriß von P auf die Aufrißebene na' Grund- und Aufriß werden durch 
die zu ~ bzw. na normalen Projektion8strahlen aus den Rißtafeln aus­
geschnitten. Ist noch Pu die Normalprojektion von P auf die Rißachse 

1 

r, 

o z 

Flg.36. Grundriß P' und Aufriß P" eines Raumpunktes P (Entstehungswelse) 

X1:oI' SO bilden die vier Punkte P, (PI), P1a, pli ein Rechteck, dessen Seiten 
(P') Pa und pli P1a zur Rißachse Xu senkrecht sind. 

Wir legen ein rechtshändiges rechtwinkliges cartesisches Koordinaten­
system so, daß seine y-Achse mit der Rißachse ~a zusammenfällt, wäh­
rend die x-Achse in der Grundrißebene nl liegt und nach vorn orientiert 
ist, die z-Achse der Aufrißebene na angehört und nach oben zeigt. Dann 
kann aus den Vorzeichen der Koordinaten (Koten) des Raumpunktes 

(Fortsetzung der Fußnote ') von Seite 36) 

(1746-1818) geschaffen, dessen Bedeutung für die Begründung der Darstellenden 
Geometrie wir schon in 1. gedacht haben. 

In Deutschland wurde das MONGESche Verfahren zuerst durch GUIDO SCHREIBER 
(1799-1871), der von 1827-1852 Professor der Darstellenden und Praktischen Geo­
metrie an der Polytechnischen Schule (= Technischen Hochschule) Karlsruhe war, 
verbreitet durch sein "Lehrbuch der Darstellenden Geometrie nach Mo nges geometrie 
descriptive vollständig bearbeitet" (KarIsruhe und Freiburg 1828/29). Für die Ent· 
wicklung der Darstellenden Geometrie in Deutschland hat sich ferner sein in den Jah· 
ren 1852-1896 lehrender Amtsnachfolger an der Technischen Hochschule Karlsruhe 
CHRISTIAN WIENER (1826-1896) durch sein hervorragendes "Lehrbuch der Darstellen­
den Geometrie I/lI" (Leipzig 1884/87) große Verdienste erworben. 

Der modernen Gestaltung der Darstellenden Geometrie durch ElIIIL MÜLLER 
und seine Wiener Schüler wurde schon in 1. gedacht. 
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P (x; y;z) entnommen werden, welchem der vier Quadranten I-IV, in die 
der Raum durch die beiden Rißtafeln zerlegt wird, der Punkt Pangehört. 
Numeriert man die Quadranten so, daß der vordere obere der erste, der 
hintere obere der zweite, der hintere untere der dritte und der vordere 
untere der vierte Quadrant ist, dann gilt die folgende Vorzeichentafel: 

Quadrant x y I z 

I 
II 
III 
IV 

+ 

+ 

beliebig + 
beliebig + 
beliebig 
beliebig 

Um in einer einzigen Zeichenebene (Reißbrett) konstruieren zu können, 
vereinigt man die Grund- und Aufrißebene : man dreht die Grundrißebene 
nl um die Rißachse Xl2 so in die Aufrißebene n 2 hinein, daß ihr vorderer 

z 

.0 

p' p' 
p' z>O P' 

1>0 

x>O zco 

p' 
1<0 

p' 
p. p' 

I ][ !lI 
FIg.37. Grund- und AufrIß von Punkten Paus 

den vIer Quadranten I, 11, 111, IV 

Teil x > 0 auf den unteren 
Teil z < 0 der Aufrißebene 
zu liegen kommt. Der dabei 
aus dem wahren Grundriß 
(P') entstehende gedrehte 
Grundriß des Punktes P 
wird weiterhin ebenfalls kurz 
Grundriß genannt und mit 
P' bezeichnet. Da bei dieser 
Drehung das Lot von (P') 
auf die Rißachse X l2 in das 
Lot von P' auf die Riß-
achse übergeht, folgt: 

Satz 1: Grundriß P' und Aufriß pli eines Raumpunktes P liegen stets 
auf einer zur Rißachse xl2 senkrechten Geraden. Diese heißt Ordnungslinie 
oder kurz Ordner des Punktes P. 

Aus der Lage von P' und pli zur Rißachse X l2 geht eindeutig hervor, 
in welchem Quadranten der zugehörige Raumpunkt P liegt (Fig. 37). Zu 
beliebig auf dem gleichen Ordner gewählten Punkten P', pli gehört ein 
bestimmter Raumpunkt P. Liegt P' auf der Rißachse X12' so gehört P 
der Aufrißebene :Tl2 ari und deckt sich mit seinem Aufriß, d. h. es ist pli = P. 
Liegt pli auf der Rißachse X12' dann ist P ein Punkt der Grundrißebene :TlI , 

so daß er mit seinem Grundriß identisch ist: P' = P. Fallen P' und pli in 
einen einzigen Punkt der Rißachse xl2 zusammen, so liegt P selbst auf der 
Achse x12 und es ist P' = pli = P. 
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Decken sich Grundriß P' und Aufriß pli eines Punktes (Fig. 38), so 
gilt für die Koordinaten eines solchen Punktes x = -z oder 

(1) x + z = O. 

Dies ist die Gleichung der winkelhalbierenden Ebene des zweiten und vierten 
Quadranten. Es folgt 

T. Z 

Q'Q' 

IF 
)('1 

t, 

II 

..... 
b) p'p' 

Flg. 38. DIe Punkte P der Deckebene oder KoInzIdenzebene " haben zusammenfallende 
(sIch deckende) Grund- und AufrIsse P' = pli 

Satz 2: Alle Raumpunkte P, deren Grundriß und Aufriß zusammen/allen 
(PI = Pli), liegen in der Symmetrieebene des zweiten und vierten Quadran­
ten. Sie heißt Deckebene oder Koinzidenzebene x. 

I 
7{, z 

~--~,Q 

0) 
I 

b) 

Q' 
P' 

P' 

!!I 

Flg. 39. DIe Punkte P der SymmetrIeebene a haben bezüglich der RIßachse Xli 

symmetrIsche Grund- und AufrIsse 

Die Deckebene hat zuerst der Luxemburger JEAN BAPTISTE BRASSEUR 

(1853) in die Darstellende Geometrie eingeführt. 
Liegen Grundriß P' und Aufriß pli eines Raumpunktes P zur Rißachse 

symmetrisch (Fig. 39), so besteht zwischen den Koordinaten des .Pun ktea P 
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die Beziehung x = z oder 

(2) x-z= O. 

Dies ist die Gleichung der winkelhalbierenden Ebene des ersten und drit­
ten Quadranten. Also gilt 

Satz 3: Alle Raumpunkte, deren Grundriß und Aufriß zur Rißack8e 
symmetrisch liegen, gehören der Symmetrieebene des ersten und dritten Qua· 
dranten an. Sie heißt Symmetrieebene G. 

14. Darstellung einer Geraden 

Der Normalriß einer beliebigen Raumgeraden g ist wieder eine Gerade, 
fa.lls wir den Sonderfall, da.ß g auf einer der Bildebenen senkrecht steht, 
vorläufig ausschließen. Der Grundriß g' der Geraden g entsteht dadurch, 

Jt, 

a) 

Flg. 40. Grundriß g' und Aufriß g" einer Raumgeraden g. Erster Spurpunkt H (Horizontal· 
spurpunkt) und zweiter Spurpunkt V (Vertikalspurpunkt). H" und V' liegen au! der RIß· 

achse x". Dabei Ist H'· = H und V" = V 

daß die zu ~ normale projizierende Ebene durch g, die sogenannte erstpro· 
jizierende Ebene durch g, mit der Grundrißebene3f1geschnitten wird (Fig. 40a). 
(Daß eigentlich die Grundrißebene 3fl noch in die Aufrißebene 3fa um die 
Rißachse ~a hineingedreht werden muß, um zum Grundriß g' zu gelangen, 
erwähnen wir in Hinkunft, weil selbstverständlich, nicht mehr ausdrück­
lich.) Der Aufriß g" der Geraden g ist die Spur der zu 3fg normalen zweit. 
projizierenden Ebene durch g in der Aufrißebene 3fa. 

Ist die Gerade g zur Grundrißebene ~ nicht parallel, so hat sie einen 
(eigEmtlichen) Spurpunkt in ihr, der ihr erster Spurpunkt oder Horizontal­
spurpunkt H heißt. Der Grundriß H' von H fällt mit H zusammen, der 
Aufriß H" liegt auf der Rißachse. 

Ist die Gerade g zur Aufrißebene 3fa nicht parallel, so hat sie einen (eigent. 
lichen) zweiten Spurpunkt oder Vertikalspurpunkt V, nämlich den Du!'ch-
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stoßpunkt von g mit :lts. Er ist sein eigener Aufriß: V" = V, während 
sein Grundriß V' auf der Rißachse liegt. 

Ein beliebiger Punkt P der Geraden g ha.t dann seine Risse P' und P" 
auf g' bzw. g"; SIe liegen auf einem Ordner. 

Sind die beiden zugeordneten Normalrisse g' und g" einer" Geraden g in der 
Zeichenebene gegeben (Fig.40b), so findet man ihre Spurpunkte dem­
nach folgendermaßen: Der Schnittpunkt von g" mit xts ist der Aufriß H" 
des Horizontalspurpunktes H der Geraden. Sein Glundriß H' = H liegt 
auf dem Ordner durch H" auf g'. 
Andererseits schneidet g' die Riß­
achse im Grundriß V' des Vertikal­
spurpunktes V, und V" = V ist der 
Schnittpunkt des zugehörigen Ord­
ners mit g" . Liegt die Strecke 
zwischen H" und V" über der Riß­
achse Xu und die Strecke zwischen 
H' und V' unter dieser, dann geht 
die Gerade g durch den ersten 
Quadranten. Außerdem passiert sie 
die benachbarten (d. h. den zweiten 
und vierten) Quadranten, während 
sie den gegenüberliegenden dritten 
Quadranten meidet. 

Der (eigentliche oder uneigent­
liche, d. h. unendlich ferne) Schnitt-

XI' 

Flg. u. Deckpunkt Kund SymmetrIe­
punkt SeIner Raumgeraden D (Schnitt­
punkte von D mIt der Deckebene " und 

punkt K' = KU von g' und g" SymmetrIeebene a) 

(Fig. 41) ist der (zusammenfallende) 
Grund- und Aufriß jenes Punktes K der Raumgeraden g, der in der Deck­
ebene (Koinzidenzebene) " liegt, d. h. des Schnittpunktes K der Raum­
geraden g mit der Deckebene ", den man als den Deckpunkt oder Koinzi­
denzpunkt von g bezeichnet. Sind g' und g" zueinander parallel, so ist die 
Gerade g im Raum zur Deckebene " parallel, ihr Deckpunkt K ist der 
Fernpunkt von g. 

Um die Risse S', S" jenes Punktes Sauf g zu bestimmen, in dem g die 
Symmetrieebene (J durchstößt, hat man das Spiegelbild von g" bezüglich 
der Rißachse x12 mit g' zu schneiden. Dieser Schnittpunkt ist S', während 
8" in gleichem Abstand von der Rißachse auf g" liegt. Sind g' und g" unter 
entgegengesetzt gleichen Winkeln gegen die Rißachse geneigt, also zu einem 
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Ordner symmetrisch, so ist die Gerade g im Raum zur Symmetrieebene (J 

parallel. 
Wir betrachten nun die bisher ausgeschlossenen Sonderlagen einer Ge· 

raden bezüglich der beiden Bildebenen. 
Eine horizontale, d. h. zur Grundrißebene n 1 parallele Gerade heißt eine 

er 8 t e Hau p t l i nie ~. Während ihr Grundriß h~ beliebig ist, verläuft ihr 
Aufriß h~' zur Rißachse X 12 parallel (Fig. 42). Der Neigungswinkel <X von 

P' H' 

7r, 

Fig. 42. Erste Hauptlinie h, (Parallele zur Grundrißebene "')' Ihr Aufriß h;' Ist parallel zur 
RIßachse Xu 

h1 gegen die Aufrißebene n2 tritt in wahrer Größe als Winkel <X zwischen 
h~ und X 12 auf. Ihr Horizontalspurpunkt H = H ' ist der Fernpunkt von 
h1, ihr Vertikalspurpunkt V = V" liegt auf dem Ordner des Schnittpunktes 
V' von h~ mit der Rißachse x12• 

V' P' h/ 
FIg.43. Zweite Hauptlinie h, (Parallele zur Aufrißebene ",). Ihr Grundriß h; Ist parallel 

zur RIßachse Xu 

Eine frontale, d. h. zur Aufrißebenen2 parallele Gerade heißt eine zweite 
Hauptlinie h2• Ihr Aufriß h~ ist beliebig, ihr Grundriß h~ ist zur Riß· 
achse X12 parallel (Fig. 43). Der Winkel ß zwischen h~ und x12 ist gleich 
dem wahren Neigungswinkel ß zwischen h2 und der Grundrißebene n 1• 

Der Vertikalspurpunkt V = V" einer zweiten Hauptlinie ist der Fern· 
punkt von h2 ; ihren Horizontalspurpunkt H = H' findet man auf h~ 
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durch einen Ordner unter (oder über) dem Schnittpunkt H" von h~ mit 
der Rißachse X12• 

Ist eine Gerade g zu beiden Bildebenen, d. h. zur Rißachse Xl2 parallel, 
ist also die Gerade g zugleich erste und zweite Hauptlinie, dann ist sowohl 
ihr Grundriß g' als auch ihr Aufriß g" zur Rißachse parallel (Fig. 44). 

~---I---+---7}(', JI" 

9' P' 
Flg. 44. Zur RIJlachse Xli parallele Gerade (/ 

Eine zur Grundrißebene :Ttl senkrechte Gerade g heißt eine erstprojizie­
rende Gerade. Ihr Grundriß g' ist ein Punkt, ihr Aufriß g" eine zur Rißachse 
senkrechte Gerade durch g' (Fig. 45). 

Tz V Y·Y' 
~g' \ 

P' I 

! 
I 

g' Iv.; 

I 
I 

Po 
, V' I X,i I , I 

! P' I 

g' I 

! g'.gH ' H I 0 

'og' I 
I 

HeH' \h 
0 

Flg. 45. Eine Gerade, die In einer zur RIJlachse Xli normalen Ebene liegt, Ist durch die Risse 
Ihrer Spurpunkte H und V festgelegt. Projizierende Geraden 

Eine zweitprojizierende Gerade, d. h. eine zur Aufrißebene :Tt2 senkrechte 
Gerade, hat als Aufriß g" einen Punkt, als Grundriß g' eine zur Rißachse 
senkrechte Gerade durch g" (Fig. 45). 

Liegt schließlich eine Gerade in einer zur Rißachse Xl2 senkrechten 
Ebene in beliebiger Lage, so sind ihr Grundriß g' und ihr Aufriß g" 
zur Rißachse senkrecht; sie überdecken sich (Fig.45). Da es bei dieser 
Lage einer Geraden g nicht möglich ist, durch bloßes Ziehen eines 
Ordners zum Grundriß P' eines Punktes P der Geraden g seinen Aufriß P" 
zu bestimmen, muß man auf g die Lage zweier Punkte der Geraden, etwa 
die des Horizontalspurpunktes H und des Vertikalspurpunktes V angeben. 
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Dann ist die Lage der Geraden g im Raume eindeutig festgelegt und man 
findet unter Benutzung der Invarianz des Teilverhä.ltnisses 

(1) (HV· P) = (HV'· P') = (H"V· P") 

zum Grundriß P' auf g' leicht den Aufriß pli auf g", z. B. indem man, 
Parallelen durch H' und V' bzw. durch H" und V" ziehend, die Hilfsgerade 
ho = [Ho V 0] zeichnet. Die Parallelen durch P' und den gesuchten Punkt pli 
müssen sich dann ebenfalls in einem Punkt Po der Geraden ho treffen, für 
den wegen (1) (H' V'· PI) = (Ho V 0 • Po) = (H" V"· PlI) gilt. 

Zwei verschiedene Geraden im Raum schneiden sich entweder in einem 
eigentlichen Punkte P oder (wenn ,sie parallel sind) in einem Fernpunkte Pu' 
oder sie sind zueinander windschief. 

-----------r----~-----xu ------~---+--~~u 

Fig. 46. Zwei (nicht parallele) Geraden können sich a) schneiden oder b) nicht schneiden, 
d. h. zueinander windschief sein 

Zu parallelen Geraden fit und ga gehören wegen der Invarianz des Par­
allelismus gegenüber Parallelprojektion sowohl parallele Grundrisse g~ 11 g~ 
als auch parallele Aufrisse g~ 11 g~. 

Aus der Invarianz der Inzidenzverhältnisse von Punkten und Geraden bei 
Parallelprojektion folgt weiter: Haben die Geraden gl und ga einen eigent. 
lichen Schnittpunkt P, so ist sein Grundriß P' der Schnittpunkt von g~ 
mit g~, sein Aufriß P" der Schnittpunkt von g~' mit g~ (Fig.46a). Der 
Schnittpunkt P' der Grundrißbilder und der Schnittpunkt P" der Aufrißbilder 
der beiden Geraden liegen dabei auf einem Ordner. 

Sind die Geraden gl und Ua zueinander windschief, dann haben sie keinen 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt gemeinsam. Trotzdem schneiden 
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sich sowohl ihre Grundrisse g~, g~ wie auch ihre Aufrisse g~, g~ in je einem 
Punkt, und wenigstens einer von ihnen ist kein Fernpunkt. Es gibt nämlich 
einen auf nl senkrechten Sehstrah1 81, der nacheinander gl und ga in einem 
Punkte P und einem Punkte Q trifft. Die Grundrisse P' und Q' fallen in 
dem Kreuzungspunkt von g~ und g~ zusammen (der zugleich der Grund­
riß 8~ des Sehstrahls 81 ist), ihre auf dem Ordner 8~ liegenden Aufrisse 
P", Q" sind dagegen verschieden (Fig.46b). Entsprechend gibt es einen 
zu na senkrechten Sehstrahl 8a, der gl im Punkt Rund ga im Punkt S schnei­
det. Die Aufrisse R", S" dieser beiden Punkte decken sich in dem Kreu­
zungspunkt von g~' und g~ (der zugleich der Aufriß 8~ des Sehstrahls 8a 
ist), während ihre Grundrisse R' , S' verschiedene Punkte sind, die auf 
demselben Ordner 8~ auf g~ bzw. g; liegen. Für die windschiefe Lage zweier 
Raumgeraden ist kennzeichnend, daß der K reuzung8punkt ihrer A ufri88e und 
der Kreuzung8punkt ihrer Grundri88e nicht auf einem Ordner liegen. 

Man kann mit Hilfe der Sehstrahlen 81 und 8a auch leicht die Sichtbar­
keitsverhältni88e zweier windschiefer Geraden an den Kreuzungsstellen ihrer 
Grund- und Aufrisse klären. Der Kreuzungspunkt P' = Q' im Grundriß 
löst sich im Aufriß in die beiden verschiedenen Punkte P", Q" auf. Liegt 
dann z. B. (Fig. 46b) der Punkt P" auf dem Sehstrahl 8~ über dem Punkt 
Q", so liegt P über Q. Im Grundriß verdeckt daher der Punkt P' den 
Punkt Q', und die Gerade gl' die den Punkt P trägt, liegt in der Umge­
bung der Kreuzungsstelle über der Geraden ga; in der Zeichnung ist also 
g~ durchzuziehen, g~ zu unterbrechen. Eine analoge Überlegung unter Ver­
tauschung der Rollen von Grund- und Aufriß zeigt, daß bei der in Fig. 46 b 
vorliegenden Annahme im Kreuzungspunkt R" = S" zwischen g~' und 
g~ die Gerade gl vor der Geraden ga vorbeiläuft, so daß also der Kreuzungs­
punkt als Punkt R von gl sichtbar, als Punkt S von ga verdeckt ist. 

15. Darstellung einer Ebene 

Eine Ebene e, die weder zur Grundrißebene nl noch zur Aufrißebene n a 
parallel ist, schneidet diese beiden Bildebenen in je einer Geraden, den 
beiden Spurgeraden oder kurz Spuren der Ebene e. Die Schnittgerade 
von e mit n 1 heißt er8te Spur oder Grundriß8pur €t, die Schnittgerade von e 
mit na zweite Spur oder Aufriß8pur ea der Ebene e (Fig.47&). Von der 
Rißachse x1a wird die Ebene e in einem Punkte E durchstoßen, der Knoten­
punkt oder Knoten der Ebene'e heißt. Der Knotenpunkt E ist zugleich der 
Schnittpunkt der beiden Spuren €t und ea der Ebene e. 

Unter den in der Ebene e liegenden Geraden spielen jene Geraden eine 
besondere Rolle, die zur Grundrißebene n1 bzw. zur Aufrißebene na parallel 
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sind. Die zu J'll parallelen (also horizontalen) Geraden hl heißen erste Spur­
parallelen oder erste Hauptlinien der Ebene e, die zu J'l. parallelen Geraden 
h. sind die zweiten Spurparallelen oder zweiten Hauptlinien der Ebene. 
Die ersten Hauptlinien hl sind zur ersten Spur el , die zweiten Hauptlinien 
h. zur zweiten Spur e. parallel. Durch jeden Punkt P der Ebene e ver­
läuft eine erste und eine zweite Hauptlinie. 

Zur Darstellung einer Ebene e im Grund- und Aufrißverfahren können 
ihre beiden Spuren el und e. dienen, die sich im Knoten E auf der Rißachse 
Xl. schneiden, sonst aber beliebige Lage einnehmen könp.en (Fig.47b). 
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Flg.47. Darstellung eIner Ebene. durch Ihre Spuren e, (erste Spur, Grundrlllspur) und e. 

(zweIte Spur. Aufrlllspur) und Spurparallelen (HauptlInIen) h, und h. 

Die erste Spur ~ liegt in der Grundrißebene. Daher gilt für ihre Risse 
e~ = ~ und e~ = ~.. Die zweite Spur e. gehört der Aufrißebene an, 

dß ' d'" so a e. = Xl. un e. = e. 1st. 
Eine erste Spurparallele hl ist zur ersten Spur el der Ebene parallel. 

Daher ist 
(1) 

Satz 1: Der Aufriß einer ersten Spurparallelen ist zur Rißachse, ihr Grund­
riß zur Grundrißspur der Ebene parallel. 

Für jede zweite Spurparallele h. gilt entsprechend: 

(2) h~ 11 Xl.' h~ 11 e •. 

Satz 2: Der Grundriß einer zweiten Spur parallelen ist zur Rißachse, ihr 
Aufriß zur Aufrißspur der Ebene parallel. 

Ist (Fig. 47b) von einer ersten Spurparallelen h,. der Ebene e der Grund­
riß h~ 11 el gegeben, so findet man ihren Aufriß h~' 11 xl. leicht über ihren 
Vertikalspurpunkt V. Sein Grundriß V' ist der Schnittpunkt von h~ mit 
e~ = XIS' Sein Aufriß V = V" liegt dann auf dem Ordner durch V' auf es' 
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Durch V verläuft dann parallel zur Rißachse der Aufriß h~ der gegebenen 
ersten Hauptlinie. 

Die Zuordnung zwischen dem Grundriß h~ und dem Aufriß h~ einer 
zweiten Spurparallelen der Ebene e erfolgt über ihren Horizontalspurpunkt 
H. Sein Grundriß H ' = H ist der Schnittpunkt von h~ und ~, sein Auf­
riß H" der Schnittpunkt von h~ und x12• Beide Risse H ' , H" müssen 
auf einem Ordner liegen. 

Da die Hauptlinien hl und h2 der Ebene e angehören, schneiden sie sich 
in einem Punkte P von e. Der Schnittpunkt P' von h~ und h~ sowie der 
Schnittpunkt pli von h~ und h~ liegen daher auf einem Ordner. 

Unter Verwendung einer ersten oder einer zweiten Spurparallelen läßt 
sich nun leicht folgende Aufgabe lösen: 

Aufgabe: Von einem Punkt P der Ebene e mit den Spuren ~ und e2 ist 
bei gegebenem Grundriß P' der Aufriß pli zu konstruieren. 

Lösung: Man legt dazu durch P z. B. die erste Spurparallele hl der 
Ebene e. Ihr Grundriß h~ verläuft durch P' parallel zu el (Fig. 48) und trifft 

~iI"E::------'''k::---t--- x" Je" 

Flg. 48. KonstruktIon des AufrIsses P" Flg. 49. KonstruktIon des AufrIsses q" 
eInes Punktes P der Ebene • bel eIner Geraden q der Ebene • bel 

gegebenem GrundrIß P' gegebenem GrundrIß q' 

die Rißachse ~2 im Punkt V'. Der Aufrißspurpunkt V = V" liegt auf dem 
Ordner von V' auf e2• Durch ihn verläuft dann der Aufriß h~' von hl par­
allel zu X12• Der gesuchte Aufriß pli des Punktes P liegt dann 1. auf 
dem Ordner von P' und 2. auf dem Aufriß h~ der ersten Spurparallelen 
hl durch P. 

Selbstverständlich kann pli auch mit Hilfe der zweiten Spurparallelen 
h2 durch P gefunden werden. Ist umgekehrt der Aufriß pli gegeben, 
dann liefert eine analoge Konstruktion den Grundriß P' des in der Ebene e 
gelegenen Punktes P. 
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Liegt eine beliebige Gerade g in der Ebene e, die wir uns wieder durch 
ihre beiden Spuren e1, e2 festgelegt denken, so ist sie schon durch Vorgabe 
eines ihrer zugeordneten Normalrisse bestimmt. Ist z. B. der Grundriß 
g' gegeben, dann ist ihr Horizontalspurpunkt H = H' der Schnittpunkt 
von g' mit e1 und der Grundriß V' ihres Vertikalspurpunktes V der Schnitt­
punkt von g' mit X12 (Fig. 49). Der Aufriß H" des Horizontalspurpunktes 
H liegt dann auf :11.2' der Vertikalspurpnnkt V = V" auf e2• Die Verbin­
dnngsgerade [H" V] ist dann der gesuchte Aufriß g" der Geraden g der Ebene e. 

Ein beliebiger Punkt P der Ebene e kann dann auch mit Hilfe einer belie­
bigen durch P gelegten Hilfsgeraden g der Ebene e von einem in den an­
deren Riß übertragen werden (Fig.49). 

Weitere ausgezeichnete Geraden einer Ebene e sind die Spur1Wrmalen 
oder Fallinien. Alle Geraden der Ebene e, die auf ihrer ersten Spur ~ 
senkrecht stehen, heißen erste Spur1Wrmalen oder erste Fallinien 11 (ein 
Massenpnnkt in der Ebene fällt nnter dem Einfluß der Schwerkraft längs 
einer solchen Fallinie). Zweite Spur1WNTw,len oder zweite Fallinien 12 sind 
alle jene Geraden der Ebene e, die auf ihrer zweiten Spur e2 senkrecht 
stehen. 

Da die erste Fallinie 11 auf der ersten Spur ~ der Ebene e senkrecht 
steht, ist die erstprojizierende Ebene durch 11, die den Grnndriß I~ enthält, 
zu ~ normal. Daher steht auch I~ auf ~ senkrecht (Fig.50a). Also gilt: 

G) 
Flg.50. Darstellung einer ersten Spumormalen (ersten Falllnlel " der Ebene. 

Satz 3: Der Grundriß t~ einer ersten Fallinie ft der Ebene e ist senkrecht 
zur ersten Spur ~ der Ebene. 

Entsprechend gilt: 
Satz 4: Der Aulriß t~ einer zweiten Fallinie 12 der Ebene e ist senkrecht 

zur zweiten Spur e2 der Ebene. 
Daraus ergibt sich die Konstruktion einer ersten Fallinie 11 (Fig. 50b). 

Ihr Grundriß I~ ist zu ~ senkrecht nnd schneidet ~ in ihrem Horizontal. 
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spurpunkt H, die Rißachse xt2 im Grundriß V' des Vertikalspurpunktes V. 
Durch Übertragung von H und V in den Aufriß ist der Aufriß f~' der im 
Grundriß gewählten ersten Fallinie als Verbindungsgerade von H" mit 
V = V" bestimmt. 

Entsprechend verläuft die Konstruktion einer zweiten Fallinie f2 (Fig. 51). 

r." , 

~~=------+l--\~--X .. 

Flg.51. Darstellung einer zweiten Spur­
normalen (zweiten Falllnle) I. 

der Ebene E 

--":~=:---+------XI2 

Flg.52. Darstellung der Nor­
malen n (des Lotes) aus dem 
Raumpunkte P auf die Ebene , 

Ihr Aufriß f~ steht auf der zweiten Spur e2 senkrecht. Durch Über­
tragen der beiden Spurpunkte H und V aus dem Aufriß in den Grundriß 
erhält man den Grundriß f~ als Verbindungsgerade [HV']. 

Ais weitere wichtige Geradenschar, die mit einer Ebene verbunden ist, 
besprechen wir nun die Normalen der Ebene, d. h. jene Raumgeraden n, 
die auf der Ebene e senkrecht stehen. 

Die durch einen beliebigen Raumpunkt P gelegte Normale n auf die 
Ebene e steht auf allen Geraden der Ebene senkrecht, also auch auf ~ 
und e2• Die erstprojizierende Ebene durch n steht deshalb auf ~, die zweit­
projizierende Ebene durch n auf e2 senkrecht. Daher gilt (Fig. 52): 

Satz 5: Der Grundriß n' einer Normalen n zu einer Ebene e steht senkrecht 

auf der Grundrißspur ~ der Ebene und damit auch auf dem Grundriß h~ 
jeder ersten Spurparallelen ~. Ihr Aufriß n" steht senkrecht auf der Auf­

rißspur e2 der Ebene e und damit auch auf dem A ufriß h~ jeder zweiten 
Spurparallelen ha• 

SoU in einem durch Grundriß P' und Aufriß pli gegebenen Punkt P 
der Ebene e das Lot n errichtet werden, so hat man im Grundriß von P' 
das Lot n' auf die Grundrißspur ~ und im Aufriß pli von P das Lot n" auf 
die Aufrißspur e2 zu fällen (Fig. 53). 

7311 strubocker, Geometrie 4 
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Häufig nimmt die darzustellende Ebene zu den RißtafeIn eine Sonder­
lage ein. 

Eine Ebene e, die zur Rißachse X12 para.llel ist, heißt Pultebene (Fig. 54). 
Ihr Knotenpunkt E ist der Fernpunkt der Rißachse und ihre Spuren ~ 
und ea sind beide zur Rißachse xta parallel. 

~~----~~---+---x~ 

h~ 

Flg. 53. In einem Punkte P der 
Ebene • Ist das Lot n aur • 

zu errichten 

Ist die Ebene e parallel zur Aufriß­
ebene 7l2, man spricht dann auch von 
einer frontalen Ebene, so ist ihre Aufriß­
spur e2 die Ferngerade . der Bildebene, 
während ihre Grundrißspur ~ zur Riß­
achse xta parallel verläuft (Fig. 55). 

Für eine zu,. Grundrißebene 711 parallele 
Ebene, d. h. für eine horizontale Ebene e, 
verschwindet die Grundrißspur ~ im 
Unendlichen, während die Aufrißspur ea 
eine Parallele zur Rißachse X12 ist (Fig. 56). 

Besonders wichtig sind jene Ebenen, 
die auf einer Bildtafel senkrecht stehen. 

Da die projizierenden Sehstrahlen in bezug auf die Bildebene, auf der 
die Ebene senkrecht steht, ganz der Ebene angehören, heißen solche 
Ebenen projizierende Ebenen. 
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Flg.54. Darstellung einer zur RIJlachse z" parallelen Ebene. (Pultebene) durch Ihre Spuren 
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Flg.55. Darstellung einer zur AurrlJlebene X, parallelen Ebene. 

Eine Ebene e, die zur. Grundrißebene 711 senkrecht steht, heißt eine 
erstprojizierende Ebene. Während ihre erste Spur ~ beliebige Lage 



Ifl. Dnrst.cllung <'incr Ebene 

aufweisen kann, steht ihre zweite Spur ea im Knotenpunkt E auf der Riß. 
achse x1a senkrecht (Fig. 57). Jeder Punkt P, dessen Grundriß P' auf el 
liegt, während sein Aufriß P" irgendwo auf dem Ordner liegt, gehört der 
erstprojizierenden Ebene e an. 

Aus dem Aufriß P" kann dann sofort der Grundriß P' eines solchen 
Punktes von e gefunden werden. Ist dagegen der Grundriß P' eines 

e, 

e 
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Flg.56. Darstellung einer zur Grundrißebene ", parallelen Ebene e 
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F1g.57. Darstellung einer erstprojIzierenden Ebene e. Ihre zweite Spur e. Ist normal zur 
RIßachse x" 

Punktes von e auf el gegeben, dann verlangt die Konstruktion seines Auf. 
risses P" die Kenntnis seiner Höhenkote z. 

Eine zweitprojizierende Ebene e steht auf der Aufrißebene :Tra 
senkrecht. Ihre erste Spur el steht auf der Rißachse x1a senkrecht, während 
ihre zweite Spur ea beliebig durch den Knoten E verläuft (Fig. 58). Ein 
beliebiger Punkt P der zweitprojizierenden Ebene e hat seinen Aufriß 
P" auf ea, während sein Grundriß P' von der Rißachse den Abstand x hat. 

Ist eine Ebene e zugleich erst· und zweitprojizierend, d. h. steht sie sowohl 
auf der ersten Bildebene :TrI wie auf der zweiten Bildebene :Tra senkrecht, 
dann heißt sie doppeltprojizierend. Ihre Spuren el , ea fallen in einem Lot 
zur Rißachse zusammen (Fig.59). Nimmt man auf ihm die Punkte P' 
und P" beliebig an, so sind sie stets Grund· und Aufriß eines Punktes P 
dieser doppeltprojizierenden Ebene e. 

4* 



52 III. Grund- und Aufrißverfahren 

Solche doppeltprojizierende Ebenen spielen eine Rolle als Kreuzrißebenen; 

der Normalriß eines räumlichen Objekts auf sie heißt nämlich ein Kreuz­

riß des Objekts. 
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Flg. 58. Darstellung einer zweitprojizierenden Ebene.. Ihre erste Spur e, Ist normal zur 
RIßachse Xli 
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Flg. 59. Darstellung einer doppeltprojizierenden Ebene e. Ihre belden Spuren e, und e, sind 
normal zur RIßachse Xli 

16. Die Koinzidenzgerade oder Deckgerade einer Ebene 

Die Schnittgerade einer beliebigen Ebene 8 mit der Koinzidenzebene 
(Deckebene) " heißt die Koinzidenzgerade oder Declcgerade k dieser Ebene 8. 

Da der Knotenpunkt E der Ebene auf der Rißachse ~2 liegt, durch die 
auch die Koinzidenzebene " geht, verläuft die Koinzidenzgerade k stets 
durch den Knoten E der Ebene. Eine beliebige Gerade g der Ebene 8 

durchstößt die Koinzidenzebene " in einem Punkte K, der ebenfalls der 
Koinzidenzgeraden k von 8 angehört. Durch die Punkte E und K ist aber 
die Koinzidenzgerade k von 8 schon eindeutig festgelegt. Weil sie in der 
Deckebene " liegt, fallen Grund- und Aufriß der Deckgeraden k von 8 

miteinander zusammen: k l = k". 
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Die Ebene e sei durch ihre Spuren €t, e2 gegeben, die sich im Knoten E 
auf der Rißachse Xl2 schneiden (Fig. 60). Von der in e gelegenen Geraden g 
kann man den Grundriß g' beliebig wählen: ihr Aufriß g" ist über den 
Horizontalspurpunkt H und den Vertikalspurpunkt V zu konstruieren. Der 
Schnittpunkt von g' und g" i8t dann das zusammenfaUende Bildpaar X' = X" 

Fig. 60. Grund- und Aufriß einer (nichtprojizierenden) Ebene E sind zueinander perspektiv 
affin mit dem zusammenfallenden BIldpaar k' = k" der Deckgeraden k der Ebene als AffInI­

tätsachse und den Ordnern als Affinitätsstrahlen 

des Deckpunktes X der Geraden g. Grund- und Aufriß der Deckgeraden k 
der Ebene e sind jetzt als zusammenfallende Verbindungsgeraden 
k' = k" des Knotens E mit X' = X" bestimmt. 

Ist P ein beliebiger Punkt der Geraden g, dann liegt sein Grundriß 
P' auf g', sein Aufriß P" auf g". Nach Wahl des Grundrisses P' kann der 
Aufriß P" des Punktes unabhängig von g in der bekannten Weise auch 
mit Hilfe etwa der zweiten Hauptlinie h2 durch P konstruiert werden. 
Dabei müssen sich auch h~ und h~ auf dem zusammenfallenden Bilde 
k' = k" der Deckgeraden k schneiden, da h2 der Ebene e angehört. 

Zwi8chen Grund- und Aufriß der Punkte P und Geraden geine,. 
(nichtprojizierenden) Ebene e gelten somit die folgenden Beziehungen: 
1. Grund- und Aufriß eine8 beliebigen Punktes P der Ebene e liegen auf 

einer fe8ten Richtung, der Richtung der Ordnung8linien. 
2. Gr1tnd- und Aufriß einer beliebigen Geraden g der Ebene treffen 8ich auf 

einer festen Geraden k' =--= k", dem zU8ammenfallenden Bildpaar der Deck­
geraden k der Ebene. 

Dies sind aber die kennzeichnenden Eigenschaften einer per8pektiven 
Affinität, d. h. es gilt der grundlegende 



54 IH. Grund- und Aufrißverfahren 

Satz 1: Zwischen Grundriß und Aufriß einer ebenen Figur besteht eine 
perspektive Affinität. Affinitätsrichtltng ist dabei die Ordnerrichtung und 
Affinitätsachse das zusammenfallende Bildpaar k' = k" der Deckgeraden k der 

Ebene. 
Legt man die Ebene e dadurch fest, daß man das zusammenfallende 

Bildpaar k' = k" ihrer Deckgeraden k sowie den Grundriß P' und Aufriß P" 
eines beliebigen Punktes P der Ebene e vorschreibt (Fig. 61), so kann man 
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zu jedem weiteren Punkt Q der 
~bene e bei gegebenem Grund­
riß Q' sofort den Aufriß Q" mit 
Hilfe dieser perspektiven Affini­
tät konstruieren. Der Punkt Q" 

liegt nämlich auf dem Ordner 
X'l [Q'Q"]II[P' Pli] ; außerdem schnei­

den sich die Geraden g' = [P'Q'] 
und g" = [P"Q"] auf dem Deck­
geradenbilde k' = k". 

Flg. 61. Die zusammenfallenden RIsse k' = k" der 
Deckgeraden k und das BIldpaar (P', P") eInes 

Punktes P legen Grund- und AufrIß eIner 
Ebene eIndeutIg fest 

Sind weiter D' = D" und 
F' = F" die Schnittpunkte der 
Affinitätsstrahlen [P' Pli] bzw. 
[Q'Q"] mit dem Deckgeraden­
bilde, so sind die Teilverhältnisse 

(1) (P' pli. D') = (Q' Q" . F') = CJ 

einander gleich. Somit gilt 
Satz 2: Der Grundriß P' und Aufriß pli eines beliebigen Punktes P 

einer Ebene e bilden mit dem Schnittpunkt D' = D" des Ordners [P' Pli] 
von P mit dem Deckgeradenbilde k' = k" der Ebene ein festes Teilver­
hältnis, das charakteristische Teilverhältnis (1) der Ebene e. 

Bemerkung 1: Die Deckgerade k einer Ebene e kann im besonderen auch mit der 
Ferngeraden der Ebene e zusammenfallen. Das ist dann und nur dann der Fall, 
wenn die Ebene e zur Deckebene " parallel ist. Grund- und Aufriß einer solchen Ebene e 
und jeder ihrer Figuren entstehen dann auseinander durch eine bloße Parallelverschie­
bung in Richtung der Ordner. Das in (1) erwähnte charakteristische Teilverhältnis 
einer solchen Ebene E hat den konstanten Wert <5 = 1, weil die zusammenfallenden 
Bilder der Deckpunkte D' = D" und F' = F" jetzt die Fernpunkte der Ordner sind. 

17. Parallelverschiebung der Rißachse 

Gegeben HCiPIl d('r Raumpunkt P und die Rißtafeln 7lI> 7l2' die sich in der 
Rißachse X12 schneiden. In Fig. 62a sind 7l1, 712 und x12 normal zum Zeichen­
blatt 7l gewählt, so daß in der Normalprojektion auf 7l (im "Seitenriß") 
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die Grundrißebene n1 als horizontale Gerade, die Aufrißebene n 2 als ver­
tikale Gerade und die Rißachse x12 als Punkt erscheinen. Durch normale 
Projektion des Punktes P auf die Aufrißebene n2 entsteht der Aufriß pli, 
durch normale Projektion von P auf die Grundrißebene n1 der Grundriß 
(P') des Punktes P. Durch eine Drehung von 90° um die Rißachse ~2 
(oder durch eine gleichwertige schiefe Parallelprojektion unter 45° in 
Richtung der Drehsehnen der Drehungskreise) entsteht daraus der gedrehte 
Grundriß P' des Punktes P (Fig. 62a). 
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Fig. 62. Eine Parallelverschiebung der RIßachse Xu nach Xu bedeutet eine bloße Parallel­

verschiebung der Grundrißebene und der AufrIßebene bel fester Deckebene " und 
ungeändertem Raumobjekt 

Fig. 62b zeigt die Lage der Rißachse X12 und die der Punkte P' und P" 
in der Zeichenebene n = n2• Der Punkt P habe in einem mit n1 und n 2 in der 
üblichen Weise verbundenen rechtwinkligen cartesischen Koordinaten­
system die Koordinaten P (x,y, z). Die Koordinate x erscheint dann in 
der Zeichenebene als Abstand des Punktes P' von der Rißachse ~2 (posi­
tiv nach unten gezählt), die Koordinate z als Abstand des Punktes pli 
von X12 (positiv nach oben gezählt). 

Nun werde die Rißachse x12 in Fig.62b um h nach oben parallel zu 
sich in die neue Lage X12 gehoben, während die Lage von P' und pli un­
geändert bleibe. Die Grundrißebene n1 wird dadurch in Fig. 62a gleich­
falls um h in die Lage n1 gehoben. In welche neue Lage n2 ist nun die Auf-
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~ ~ 

rißebene n 2 zu verschieben, damit P' = P' und P" = P" Grundriß und 
Aufriß des alten Raumpunktes P in bezug auf die neuen Rißtafeln 
n1 und n2 sind 1 

Denken wir uns das Koordinatensystem 0 (x, y, z) in das neue mit 

n1, n2 verankerte System 0 (x, y, z) verschoben (Fig.62b), und hat der 
Punkt P in diesem System die Koordinaten P (x, y, z), so bestehen die 
Beziehungen 

(1) 

Aus diesen Transformationsgleichungen folgt 

(2) x + z = x + z, 

d. h.: Unabhängig von der Verschiebungsgröße h ist die Deckebene " 
der Rißtafeln n1, n 2 mit der Gleichung x + z = 0 identisch mit der Deck­
ebene " der neuen Rißtafeln n1, n2 mit der Gleichung x + Z = v. Die 
neue Rißachse ~2 liegt also in der Deckebene " der Rißtafeln ~,n2; die 
neue Aufrißtafel n2 liegt somit um dieselbe Entfernung h hinter n 2 wie die 
neue Grundrißtafel n1 über n1. Daraus folgt der 

Satz 1: Wird bei ungeänderter Lage des Grund- und Aufrisses eines Ob­
jektes die Rißachse X12 um eine Strecke h nach oben (oder unten) verschoben, 
dann bedeutet dies, daß 
1. die Grundrißebene n 1 um h gehoben (bzw. geocnkt) wird, 
2. die Aufrißebene n 2 um h nach hinten (bzw. vorn) verschoben wird, während 
3. die Lagen der Deckebene " und des Objektes im Raum ungeändert bldbe1t. 

Sind Grund- und Aufriß eines Objektes gegeben, so kann die Rißachse, 
ohne daß dadurch das Objekt im Raum beeinflußt wird, beliebig parallel 
verschoben werden. Bei vielen Konstruktionen (siehe z. B. Fig. 61) wird 
die Rißachse ~2 überhaupt nicht benötigt, so daß man auf das Einzeich­
nen der Rißachse verzichten kann. Wird die Rißachse ~2 jedoch benötigt, 
so kann man sie ohne Änderung des Raumobjektes in beliebiger Lage 
senkrecht zu der Ordnerrichtung wählen. Man hat dadurch oft die Möglich­
keit, durch geschickte Wahl der Rißachse die Konstruktion zu vereinfachen. 



IV 

Konstruktionsaufgahen im Grund- und Aufrißverfahren 

18. Lagen- und Maßaufgaben. Dualitätsprinzip des Raumes 

Die Darstellende Geometrie hat, wie einleitend beschrieben, nicht nur die 
(bisher allein erörterte) Aufgabe, vorhandene oder erdachte (dreidimen­
sionale) Raumfiguren in einer (oder mehreren) Bildebenen darzustellen; 
sie hat darüber hinaus auch noch die Methoden zu entwickeln, die 
es gestatten, Fragen über diese Raumgebilde (z. B. über deren gegensei­
tige Lage, ihre Abmessungen, ihre Durchdringung usw.) durch exakte geo­
metrische Konstruktion in den (zweidimensionalen) Bildern zu beantworten. 
Neben die bloß abbildende Tätigkeit tritt so die konstruierende Tätigkeit 
der Darstellenden Geometrie!). Erst beide zusammen gestatten dem Inge­
nieur und Geometer, den dreidimensionalen Raum wirklich auf dem 
zweidimensionalen Zeichenbrett vollkommen zu beherrschen. 

Die Konstruktionsprobleme im Raum, deren Lösung im Grund- und 
Aufrißverfahren im folgenden in einer den Bedürfnissen des Ingenieurs 
angepaßten Auswahl besprochen wird, gliedern sich in zwei große Klassen, 
in Lagenaufgaben und in Maßaufgabell. 

Für die Lagenaufgaben ist kennzeichnend, daß nach der gegenseitigen 
Lage zwischen den Grundelementen der räumlichen Geometrie, d. h. 
zwischen Punkten, Geraden und Ebenen gefragt wird. Bei Maßaufgaben 
dagegen werden metrische Eigenschaften gesucht, wie die Länge einer 

1) ERWIN KRUPPA (geh. 1885 zu Biala), Schüler und Nachfolger von EMIL MÜLLER 
an der Technischen Hochschule in Wien, hat daher vorgeschlagen, den zu engen 
Namcn Darstellend" Ueoll/e/rif, durch den umfas!!endert'n Namen Konstruktire Ueollletrie 
zu ertletzen. Dn!! hat den Vorteil, vide aus der Darstellenden Geometrie erwachsfne 
Zweig!' d(>r Mntlwlllatik und ihrl'r Änwt'ndungen (z. B. die graphische Statik, die 
~omogmphie, die Photogmmllwtril', die konstruktive Behandlting mehrdimensionaler 
Räumt' usw.) wi"dl'r unter l'illem l'infachen Namen zu vercinigen. Man kann der 
Kon"truktivl'n (l('ollletri,' überhaupt alll' amwhaulich-kom.truktin'n Methoden der 
f('inen lind angl'wandten Mathematik eingliedern. Ich habt' jedoeh (nieht zuldzt auch 
au" hi,,!orisclwn Oründen) für dil'se Yorlt'sungen dt'n hergebrnl'hten Namen Dars/ellende 
(lw/I/I'lrit' !lPih('llltltpn. nUl'h w('nn pr. wörtlieh genommen, nur einen Teil de!! behan­
delt,· .. <:,'g('!U<talllll's dl'l'kt. 
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Strecke, die Größe eines Winkels oder der Flächeninhalt eines ebenen 
Flächenstückes. 

Die Lagenaufgaben handeln nur von den Begriffen Punkt, Gerade, Ebene 
und von gewissen zwischen diesen auszuführenden Operationen, nämlich 
den Operationen Verbinden und Schneiden sowie der Eigenschaft des In­
zidierens. Geometrische Sätze, in denen nur die Begriffe Punkt, Gerade, 
Ebene, Verbinden, Schneiden und Inzidieren (d. h. Ineinanderliegen oder 
Einanderangehören) vorkommen, nennt man Lagensätze. 

Diese Elemente und Operationen stehen sich in der räumlichen Geometrie 
der Lage nach dem folgenden Schema. dual gegenüber 

Punkt 

I 
Ebene 

Ebene Punkt 
Gerade 

verbinden· 

I 
schneiden 

schneiden verbinden 
inzidieren. 

Punkt und Ebene sind demnach räumlich duale Elemente, ebenso die 
Operationen des Verbindens und Schneidens. Die Gerade und ebenso das 
Inzidieren entsprechen sich räumlich selbst dual. Diese Tatsache findet 
ihren Ausdruck in dem folgenden 

Dualitätsprinzip des Raumes: Verlauscht man in einem richtigen Lagen­
satz der räumlichen Geometrie die Begriffe Punkt und Ebene sowie Ver­
binden und Schneiden, behält aber die Begriffe Gerade sowie Inzidieren bei, 
so ergibt sich wieder ein richtiger Satz der räumlichen Lagengeometrie. 
Dieser neue Satz heißt der zu dem ersten duale Satz. 

Ist ein Lagensatz bewiesen, dann folgt die Gültigkeit des dualen Satzes 
aus dem Dualitätsprinzip ; er bedarf keines besonderen Beweises. 

Einige Beispiele sollen dieses räumliche Dualitätsprinzip erläutern: 

Satz 
1. Zwei verschiedene Punkte be­

stimmen eine Gerade, ihre Ver­
bindungsgerade. 

2. Drei Punkte, die keiner Ge­
raden angehören, bestimmen 
eine Ebene, ihre Verbindungs­
ebene. 

Dualer Satz 
1'. Zwei verschiedene Ebenen be­

stimmen eine Gerade, ihre 
Schnittgerade. 

2'. Drei Ebenen, die keine Gerade 
gemeinsam haben, bestimmen 
einen Punkt, ihren Schnitt­
punkt. 
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3. Eine Gerade und eine Ebcne 
haben einen Punkt gemeinsam, 
den Schnittpunkt der Geraden 
mit der Ebene. 

4. Zwei windschiefe Geraden a, b 
und ein Punkt P, der keiner 
dieser Geraden angehört, seien 
gegeben. Dann gibt es durch P 
genau eine Gerade t, die a und 
b trifft (Treffgerade t von P 
nach a und b). Denn a und P 
sowie bund P spannen zwei 
verschiedene Ebenen (X und ß 
auf, die sich in einer P ent­
haltenden Geraden t schneiden 
(Fig. 63a). 

3'. Eine Gerade und ein Punkt 
haben eine Ebene gemeinsam, 
die Verbindungsebene der Ge­
raden mit dem Punkt. 

4'. Zwei windschiefe Geraden a, b 
und eine Ebene n, die keine 
dieser Geraden enthält, seien ge­
geben. Dann gibt es in n ge­
nau eine Gerade t, die a und b 
trifft (Treflgerade t in n von 
a und b). Denn a und n sowie 
bund n schneiden sich in zwei 
verschiedenen Punkten A und 
B, die sich durch eine in n 
liegende Gerade t verbinden 
lassen (Fig. 63b). 

Flg. 63. Konstruktion der Treffgeraden t der belden windschiefen Geraden a und b, welche 
a) durch den Punkt P geht und dual b) In der Ebene " liegt 

Bemerkung 1: Voraussetzung für die Gültigkeit des räumlichen Duali­
tätsprinzips ist, daß die Mannigfaltigkeit der 003 eigentlichen (endlichen) 
Punkte des Raumes noch durch 002 u.neigentliche Punkte (unendlichferne 
Punkte oder Fernpunkte) abgeschlossen wird. Dabei soll gelten: 

1. Parallele Geraden schneiden sich in demselben Fernpunkt. 
2. Parallele Ebenen schneiden sich in derselben Ferngeraden (uneigent­

lichen Geraden), dem Träger der 00 1 Fernpunkte -·ller Geraden dieser 
Ebenen. 

3. Alle 002 Fernpunkte des Raumes bilden eine Ebene, seine Fernebene, 
welche auch die 002 Ferngeraden aller 003 Ebenen des Raumes enthält. 

In diesem (aus dem Raum der eigentlichen Punkte d'urch Hinzufügen der 
Fernpunkte entstehenden) pro j e k t i v e n Rau m gilt dann jeder Lagensatz 
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in gleicher Weise für eigentliche wie für Fernpunkte. Z. B. bestimmen so­
wohl zwei (verschiedene) eigentliche, wie ein eigentlicher und ein Fern­
punkt oder zwei (verschiedene) Fernpunkte stets eindeutig eine Verbin­
dungsgerade des projektiven Raumes (im letzten Falle eine Ferngerade). 
Ebenso bestimmen sowohl zwei (verschiedene) eigentliche (nicht parallele 
oder parallele) Ebenen als auch eine eigentliche Ebene und die Fernebene 
eindeutig eine Schnittgerade (in den beiden letzten Fällen eine Ferngerade). 

Bemerkung 2: In der projektiven Ebene (die neben den 002 eigent­
lichen Punkten noch 001 Fernpunkte trägt, die ihre Ferngerade bilden) 
enthält ein Lagensatz nur die Begriffe Punkt, Gerade, Verbinden, Schneiden 
und Inzidentsein. Durch Projektion auf eine andere (projektive) Ebene 
wird der Inhalt und Wortlaut eines Lagensatzes nicht geändert. Lagen­

sät z e drücken also Sachverhalte aus, die bei Projektion unverändert bleiben, 

d. h. projektiv invariant sind. 
Man nennt daher Lagensätze auch projektive Sätze und bezeichnet nach 

JEAN VICTOR PONCELET (1822) den Inbegriff aller projektiven Sätze der 
Ebene als die projektive Geometrie der Ebene. 

In der projektiven Ebene gilt dann das folgende, von J. V. PONCELET1) 

entdeckte: 
Dualitätsprinzip der Ebene: Aus jedem richtigen Lagensatze der Ebene 

erhält man wieder einen richtigen Lagensatz, wenn man in ihm die dualen 

Begriffe Punkt und Gerade sowie Verbinden und Schneiden vertauscht, den 
selbstdualen Begriff des Inzidierens aber ungeändert läßt. 

19. Erste Lagenaufgabe: Verbindungsebene von drei Punkten 

Drei beliebige Raumpunkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen, 
also ein Dreieck bilden, spannen eine Ebene:TI: auf. Die Punkte seien durch 
ihre Grundrisse A', B', C' und ihre Aufrisse A", B", C" gegeben (Fig. 64). 
Die Rißachse denken wir uns in beliebiger Lage senkrecht zur Ordnerrich-

1) JEAN VICTOR PONCELET (geb. 1788 in Metz, gest. 1867 in Paris), einer der her­
vorragendsten Schüler von MONGE, hat, 1813 beim Rückzuge der Großen Armee in 
russische Gefangenschaft geraten, die Grundgedanken seiner "projektiven Geometrie" 
in Saratow an der Wolgagefunden und später in seinem berühmten "TraUe des. 
proprUles projeclives des/igures" (Paris 1822) dargestellt. PONCELET hat in diesem 
Werke das ebene Dualitätsprinzip auf dem Umweg über das Polarsystem der Kegel­
schnitte gefunden. Eine einfachere Herleitung aus den Grundsätzen der projektiven 
Geometrie fand dann 1824 JOSEPH DIAZ GERGONNE (geb. 1771 in Nancy, gest. 1859 
in Montpellier). Zwischen den heiden Geometern herrschte wegen ihrer Entdeckung 
heftiger Prioritätsstreit. 
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tung, ohne sie einzuzeichnen, da wir sie für die folgende Konstruktion 
nicht benötigen. Es entsteht die 

Aufgabe 1: Von einem vierten Punkt P der Dreiecksebene n sei der eine 
Normalriß gegeben. Gesucht wird sein zugeordneter Normalriß. 

1. Lösung: Man verbindet P mit einem Eckpunkt des Dreiecks durch 
eine Hilfsgerade h. Diese trifft die dem Eckpunkt gegenüberliegende 
Dreieckseite in einem Punkte, dessen 
Risse auf einem Ordner liegen. Ist 
z. B. der Aufriß P" von P gegeben, so 
verbindet man P" mit B" durch h" 
und erhält als Schnitt mit [A" C"] 
den Punkt 1". Durch seinen Grund­
riß l' auf [A'C'] und den Punkt B' 
ist der Grundriß h' von h bestimmt. 
Auf A' und auf dem Ordner von P" 
liegt dann der gesuchte Grundriß P' 
von P. 

2. Lösung: Die gleiche Aufgabe 
läßt sich auch mit Hilfe der Deck­
geraden k der Dreiecksebene n lösen. 
Grund- und Aufriß des Dreiecks (ABC) 
sind nach (16. Satz 1) zueinander 
perspektivaffin . Affinitätsrichtung ist 
dabei die Ordnerrichtung, Affinitäts­
achse das Deckgeradenbild k' = k" 

8" 

Flg.64. Verbindungsebene • der drei 
Punkte A, B, O. Vervollständigung der 
Risse der Ebene. = [A, B, 01 mIttels 

Ihrer Deckgeraden 

der Dreiecksebene. Schneidet man die Grundrisse und Aufrisse entspre­
chender Dreieckseiten in den Punkten 2{, ~,~, so liegen diese Punkte 
nach dem parallelprojektiven Satz von Desargues auf einer Geraden. 
Diese Desarguessche Achse ist das Bild k' = k" der Deckgeraden k der 
Dreiecksebene n. Die drei Punkte 2{, ~, ~ sind nämlich die zusammen­
fallenden Bilder der Deckpunkte der Dreiecksseiten und liegen daher auf 
dem Bilde k' = k" der Deckgeraden k von n. Legt man, nachdem man die 
Deckgerade von n konstruiert hat, durch P eine beliebige HiIIsgerade h 
in der Dreiecksebene, so schneiden sich ihre Risse h' und h" ebenfalls 
auf dem Bilde k' = k" der Deckgeraden k. Ist z. B. der Aufriß P" von P 
beliebig gegeben, so schneidet man die Hilfsgerade h" = [Pli B"] mit dem 
Deckgeradenbilde im Punkt t). Der Grundriß h' ist dann die Verbindungs­
gerade von t) mit B'. Auf ihm und auf dem Ordner von pli liegt der ge­
suchte Grundriß P' des Punktes P. 
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20. Zweite Lagenaufgabe: Schnittgerade zweier Ebenen 

Aufgabe 2: Zwei Ebenen e und <p seien durch ihre Spuren gegeben. Ge­
sucht sind Grund- und Au/riß ihrer Schnittgeraden s. 

Sind €t, e2 die Spuren der ersten Ebene e, die sich im Knoten E auf der 
Rißachse ~2 schneiden, /1' /2 die Spuren der zweiten Ebene <p mit dem 
Knoten F auf ~2' dann liegt der Schnittpunkt H von €t und /1 in beiden 
Ebenen und zugleich in der Grundrißebene, d. h. H ist de.r Horizontal­
spurpunkt der gesuchten Schnittgeraden s (Fig. 65). Entsprechend er-

scheint der Vertikalspur­
punkt V von s als Schnitt­
punkt von e2 und /2. Damit 
kennt man von s zwei Punkte. 
H" liegt auf dem Ordner 

_....::~ ___ -\-_--l~ _____ ~;- durch H und V' auf dem 
X'2 

Fig. 65. Schnittgerade 8 zweier Ebenen , und tp 

Ordner durch V auf der 
Rißachse x12• Der Grundriß s' 
von s ist daher die Gerade 
[HV'), ihr Aufriß s" die 
Gerade [H"V). 

Von besonderer Bedeutung 
ist der Sonderf alI, daß 
eine der Ebenen auf einer 
Rißtafel senkrecht steht. 

Ist die Ebene <p zweitprojizierend, also zur zweiten Rißtafel :Tt2 senkrecht, 
dann steht ihre erste Spur /1 auf der Rißachse ~2 senkrecht, während ihre 
zweite Spur /2 zugleich der Aufriß <p" der Ebene ist (Fig. 66). Der Aufriß 

Flg.66. Schnittgerade 8 der Ebene E mit Flg.67. Schnittgerade 8 der Ebene tp mit 
der zweitprojizierenden Ebene tp der erstprojizierenden Ebene • 
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jeder in q; liegenden Geraden, also auch der Aufriß s" der gesuchten Schnitt­
geraden s von 8 und q;, deckt sich mit 12' Der Vertikalspurpunkt V von s 
ist der Schnittpunkt von e2 und 12; der Aufriß H" des Horizontalspur­
punktes H ist der Schnittpunkt von s" = 12 mit der Rißachse. Damit 
kennt man die Grundrisse V' auf :Z;a und H' = H auf ~ und damit auch 
den Grundriß s' = [HV'] der gesuchten Schnittgeraden s. 

Ist die Ebene 8 erstprojizierend, d. h. steht sie auf der ersten Rißtafel1l} 
senkrecht, dann findet man Grund- und Aufriß ihrer Schnittgeraden s 
mit der beliebigen zweiten Ebene q; durch eine entsprechende Konstruk­
tion (Fig. 67). Der Grundriß s' der Schnittgeraden s deckt sich mit der 
ersten Spur ~ der Ebene 8, die mit dem Grundriß 8' von 8 zusammenfällt 
(ei = 8' = s'). 

21. Dritte Lagenaufgabe: Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene 

Aufgabe 3: Gegeben sind eine Gerade g und eine Ebene 8. Gesucht ist der 
Schnittpunkt S der Geraden g mit der Ebene 8 (Durchstoßpunkt von g durch 8, 

Spurpunkt von gaul 8). 

Lösung: Zur Lösung dieser Aufgabe führt der folgende Grundgedanke: 
Durch die Gerade g, deren Schnittpunkt S mit der Ebene 8 gesucht wird, 
legt man eine beliebige Hilisebene q;. Diese Hilfsebene schneidet 8 in 
einer Geraden s. Der Schnittpunkt von g mit s ist dann der gesuchte 
Durchstoßpunkt S der Geraden g durch die Ebene 8 (Fig.68a). Das 
Problem wird demnach zurückgeführt auf die zuvor behandelte Aufgabe, 
die Schnittgerade zweier Ebenen zu bestimmen. 

Die Ebene 8 sei durch ihre beiden Spuren ~ und ea gegeben, die Gerade g 
durch ihren Grundriß g' und Aufriß g" (Fig. 68b). Als Hilisebene q; durch g 

0) 

F-H­
--~ __ ------~~~--~--x~ 

D) 
Flg.68. Schnittpunkt (Spurpunkt, Durchstoßpunkt) S einer Geraden fI mit einer Ebene •• 

die durch Ihre Spuren (eh e,) gegeben Ist 
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wählt man zweckmäßigerweise eine projizierende Ebene, z. B. die zweitpro­
jizierende Ebene durch g. Ihre Aufrißspur 12 fällt mit g" zusammen, ihre 
Grundrißspur 11 steht im Knoten F auf der Rißachse X12 senkrecht. Der 
Schnittpunkt von e1 und 11 ist der Horizontalspurpunkt H der Schnittgera­
den s von e und q;, der Schnittpunkt von e2 und 12 = g" der Vertikalspur­
punkt V von s. H" und V' sind durch die Ordner festgelegt. Die 
Gerade [H"V] = g" ist daher der Aufriß s" von s (er fällt mit g" zu­
sammen, da sund g Geraden der zweitprojizierenden Ebene q; sind), wäh­
rend [HV'J ihren Grundriß s' darstellt. Der Grundriß S' des gesuchten 
Durchstoßpunktes 8 von g durch e ist jetzt der Schnittpunkt von s' 

mit g', sein Aufriß 8" liegt auf dem zugehörigen Ordner auf s" = g". 
Statt der zweitprojizierenden Ebene durch g hätte man sich ebensogut 

der erstprojizierenden Ebene 1p durch g bedienen können. Die Konstruktion 
verläuft entsprechend; man hat lediglich die Rollen von Grundriß und Auf­
riß zu vertauschen. Unter den beiden Konstruktionsmöglichkeiten wird 
man sich jeweils für jene entscheiden, die mit besseren Schnitten arbeitet 
und daher genauer ist. 

Ist die Ebene e durch zwei beliebige in ihr liegende Geraden u und v gegeben, 

80 läßt sich der Spurpunkt 8 der Geraden g auf der Ebene e unmittelbar 
konstruieren, ohne zuvor die Spuren der Ebene zu ermitteln. Die Riß­
achse ~2 muß daher nicht verwendet werden. Man legt dazu durch g 
wieder eine beliebige HiHsebene q; (Fig. 69a); diese schneidet die Gerade u 

in einem Punkte 1, die Gerade v in einem Punkte 2. Die Gerade [12] ist 

g"S'=tph 

LI' 

0) bJ 

Flg.69. Schnittpunkt S einer Geraden g mit einer Ebene " die durch zwei schneidende 
Geraden (u, v) aufgespannt Ist 
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dann die Schnittgerade s von e und q;, und der gesuchte Durchstoß­
punkt 8 ist der Schnittpunkt von sund g. 

Wählt man als HiIfsebene q; wieder die zweitprojizierende Ebene durch g, 

dann deckt sich ihr Aufriß q;" und ebenfalls der Aufriß s" der Schnitt­
geraden s von e und q; mit g" (Fig. 69b). Die Schnittpunkte 1 und 2 von s 
mit u bzw. v erscheinen daher im Aufriß als Schnitte 1" und 2" von 
8" = g" mit u" bzw. v", während ihre Grundrisse 1',2' auf u' bzw. v' 
durch Ordner gefunden werden. Der Grundriß s' = [1'2'] trifft dann g' im 
Grundriß 8' des gesuchten Durchstoßpunktes 8; sein Aufriß 8" liegt auf 
dem Ordner von 8' auf g". 

Durch mehrmaliges Anwenden der soeben besprochenen Lagenaufgabe 
löst man auch die 

Aufgabe 4: Die Durchdringung zweier Dreiecke zu konstruieren. 

Sind die beiden Dreiecke (ABC) und (DEF) durch Grund- und Aufriß 
gegeben (auf die Rißachse kann wieder verzichtet werden), so schneiden 
sich die beiden Dreiecksebenen in einer Geraden s. Das Stück von s, 
das im Innern beider Dreiecke liegt, ist die Kante, in der sich die Drei­
ecke durchdringen. 

Die Gerade s ist bestimmt, sobald 
zwei Punkte auf ihr bekannt sind. 
Solche Punkte sind z. B. die Durch­
stoßpunkte 8 und T der Dreieckssei­
ten [DE] bzw. [DF] durch die Ebene 
[ABC] des ersten Dreiecks (ABC). A" 
Diese Punkte 8 und T lassen sich aber 
nach der dritten Lagenaufgabe kon­
struieren. In Fig. 70 wurde dazu als 
Hil/sebene jeweils die erstprojizierende 
Ebene durch [DE] bzw. [DF] gelegt 
und mit der Ebene [ABC] des Drei­
ecks (ABC) geschnitten. Der Durch- A' 
stoßpunkt T der Seite [DF] liegt im 
Innern beider Dreiecksflächen, ist also 
bereits ein Endpunkt der Verschnei­
dungsstrecke. Der Durchstoßpunkt 8 
der Seite [DE] dagegen liegt außer­
halb der Dreiecksfläche (ABC). Die 
Ve1'8chneidungsstrecke endet daher 

Flg. 70. Durchdringung zweier Dreiecke 
(A, B, C) und (D, E, F). Entscheidung der 

SIchtbarkeitsverhältnisse 

7311 H t r 11 be c k e r, Geometrie 5 
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bereits in dem Punkt U, in dem s die Dreiecksseite [BO] trifft. Grund­
und Aufriß von U müssen dabei auf einem Ordner liegen. Durch Auflösen 
der Kreuzungspunkte zwischen den Seiten der beiden Dreiecke im anderen 
Riß wird die Sichtbarkeit der Figur im Grund- und Aufriß geklärt. Sicht­
bare Strecken werden voll, unsichtbare Strecken werden gestrichelt aus­

gezogen. 

Die beiden Dreiecke (A' B' 0') und (A" B" 0") haben in Fig. 70 verschie­
dene Umlaufsinne; daher sind im Grund- und Aufriß verschiedene Seiten 
der Dreiecksebene [ABO] sichtbar. 

Die beiden Dreiecke (D'E'F') und (D"E"F") haben dagegen gleiche 
Umlaufsinne ; daher ist im Grund- und Aufriß dieselbe Seite der DreieclCsebene 
[D E F] sichtbar. 

22. Einführung einer neuen Rißtafel. Seitenriß und Kreuzriß 

Oft befindet sich das darzustellende Objekt zur Grundrißebene :11'1 und 
zur Aufrißebene :71:2 in einer für die Konstruktion ungünstigen Lage. Anderer­
seits sind die Risse des Objektes bei spezieller Lage zu den Rißtafeln 
häufig wenig anschaulich. In beiden Fällen kann man sich durch Einführen 
einer oder mehrerer neuer Rißtafeln heHen, deren Lage den jeweiligen Er­
fordernissen angepaßt ist. Wird die neue Rißtafel in günstiger Lage 
zum Objekt gewählt, so vereinfachen sich durch diese U mprojektion die 
auszuführenden Konstruktionen. Wird sie in allgemeiner Lage angenommen, 
so erhält man einen anschaulich wirkenden Normalriß des Objektes. Grund­
sätzlich hat man dabei aber darauf zu achten, daß die beiden als neue Riß­
tafeln gewählten Bildebenen aufeinander senkrecht stehen, um ein neues Paar 
zugeordneter Normalrisse zu erhalten. 

Behält man die Grundrißebene :71:1 bei und ersetzt die Aufrißebene :71:2 

durch eine neue Bildebene :n:a, dann muß :n:a zusammen mit :71:1 ein neues 
System orthogonaler Rißtafeln bilden. Die neue Bildebene J'la muß daher 
senkrecht zur Grundrißebene :71:1 gewählt werden, während sie gegen die 
Aufrißebene unter beliebigem Winkel geneigt sein kann. Die Aufrißebene 
wird dann nicht mehr benötigt und kann weggelassen werden. Selbstver­
ständlich kann man auch die Grundrißebene :71:1 wegfallen lassen und die neue 
Bildebene orthogonal an die Aufrißebene :71:2 anhängen. Die Überlegungen 
sind dann mutatis mutandis die gleichen. Jede derartige sich an die 
Grundrißebene oder an die Aufrißebene anschließende neue Bildebene :n:a 
heißt. Seitenrißebene und die Normalprojekt.ion (Umprojektion) des 
Objekt.es auf sie ein Seiten riß des Objektes. 



22. Einführung einer neuen Rißtafel. Seitenriß und Krcllzriß 6i 

An die Seitenrißebene 713 läßt sieh, wenn nötig, eine zweite Seitenriß­
ebene 7l, anhängen, wobei Jl:, auf 713 senkrecht stehen muß. Dadurch ge­
langt man zu einem völlig neuen, von der Grundrißebene und Aufrißebene 
unabhängigen orthogonalen Tafelsystem 7l3,71,. Der zweite Seitenriß in 7T4 

ist dabei die Normalprojektion des Objektes auf die zweite Seitenrißebene 7l,. 

Ist die Lage von 7l, vorgeschrieben, so ist die erste Seitenrißebene 713 so 
zu wählen, daß 713 sowohl auf 711 (bzw. 7l2 ) als auch auf 7l, senkrecht steht. 

Wir erläutern das beim Einführen einer neuen Rißtafel (Un/projizieren) 
anzuwendende Verfahren in dem Falle, daß an die Grundrißebene :Tl eine 

Seitenrißebene 713 angeschlossen wird, während die Aufrißebene 7l2 wegfallen 
soll. Die neue Rißtafel713 muß dabei eine beliebige erstprojizierende Ebene 
sein. Ihre beliebig wählbare Grundrißspur ist dann die neue Rißacltse .r I3 für 
das von 711 und 713 gebildete neue orthogonale Tafelsystem. 

Ist in 711 die neue Rißachse X I3 · upd damit die zu 711 normale Seitenriß­
ebene 713 gewählt (Fig. 71a), dann ist der Seitenriß (Pli') eines beliebigen 

p. 

z 

--.....,----'-+-'=----'- X,1 

c) b) 
Flg.71. Einführung eines Seitenrisses (dritten Risses) auf die erstprojizierende 8eltenrlU· 
ebene .... nIe neuen Koten z = Pu P'" sind gleich den wegfallenden Koten z = Pli 1'" 

Raumpunktes P der Fußpunkt des Lotes von P auf 7l3. Dreht man die 
Seitenrißebene 713 um die neue Rißachse XIS nach der einen oder nach der 
anderen Seite in die (als Zeichenebene anzusehende) Grundrißebene 711 
hinein, so gelangt der Punkt (Pli') in den gedrehten Seitenriß P"', den 
wir weiterhin ebenfalls kurz als Seitenriß pli' des Punktes P bezeichnen. 
Da die Ebene des Bahnkreises, den der Punkt (Pli') bei dieser 
Drehung beschreibt, auf X 13 senkrecht steht, liegt der Seitenriß pli' mit 
dem Grundriß P' von P auf einem Lot zur neuen Rißachse XI3. Die Höhen­
kote z des Punktes P wiederholt sich als Abstand des Punktes (Pli') und 

5* 
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damit auch des Punktes P'" von der Rißachse X 13' da 

(1) z = PP' = P"P12 = (P"') P13 = P"'PI3 

ist. Der Seitenriß P'" hat also von der neuen Rißachse xJ3 den gleichen 
Abstand wie der Aufriß pli von der alten (wegfallenden) Rißachse xl!' 

Damit ist folgende einfache Regel für die Konstruktion des Seitenrisses 
(das Umprojizieren) eines Punktes P, dessen Grund· und Aufriß gegeben 
sind, bewiesen (Fig. 71 b). 

Regel: Wird durch Wahl der neuen Rißachse x13 an die Grundrißebene Jl:l 

eine Seitenrißebene Jl:3 angehängt, so gilt: 
1. Grundriß P' und Seitenriß p", eines Raumpunktes P liegen auf einem 

Lot zur neuen Rißachse XI3 (nämlich auf der Ordnerrichtung zwischen 
Grundriß und Seitenriß). 

2. Der Abstand des neuen Risses von der neuen Rißachse ist gleich dem 
Abstand des wegfallenden Risses von der wegfallenden Rißachse. 

Die Seitenrißebene Jl:3 kann nach der einen oder anderen Seite um die 
neue Rißachse x13 in die Grundrißebene Jl:l hineingedreht werden. Für 
das räumliche Objekt ergibt sich dabei je nach der Wahl der Drehrichtung 
eine Ansicht von der einen oder der anderen Seite. Um die Drehrichtung 
festzulegen, bringt man an der alten Rißachse X 12 und an der neuen Riß· 
achse X:13 je einen Pfeil an, der jeweils nach der Seite positiver z·Koten weist. 
Ein Punkt, dessen Aufriß auf dem positiven (negativen) Ufer der alten 
Rißachse x12 liegt, hat dann seinen Seitenriß auf dem positiven (negativen) 
Ufer der neuen Rißachse X:13. 

Wir greifen als Anwendung nochmals die Lagenaufgabe: Schnitt einer 
Geraden g mit einer Ebene e auf, die wir jetzt mit Hilfe einer Seitenriß· 
ebene lösen wollen. Die Ebene e sei durch ihre Spuren e1, e2, die Gerade g 
durch ihren Grundriß g' und ihren Aufriß g" gegeben (Fig. 72). Als Seiten· 
rißebene Jl:3 wählen wir eine solche Ebene, die zugleich auf der Grundriß· 
ebene Jl:1 und auf der Ebene e senkrecht steht. Die neue Rißachse x13 muß 
dann senkrecht zur Horizontalspur e1 der Ebene e angenommen werden. 
Die Seitenrißspur oder dritte Spur es von e ergibt sich durch Übertragen 
des Knotens E und eines beliebigen Punktes W von e2 in den Seitenriß 
(Eil' liegt auf x13 und W'" in der Höhe z über X:13); e3 ist zugleich der Seiten· 
riß e'" der Ebene e, da e eine drittprojizierende Ebene ist. Der 
Seitenriß g"l der Geraden g ist ·wieder eine Gerade; .g'" ergibt sich da· 
durch, daß man zwei Punkte von g, etwa ihren Horizontalspurpunkt H 
und einen beliebigen Punkt P in den Seitenriß überträgt (HilI liegt auf 
x13 und p", in derselben Höhe über x13 wie P" über x12). Im Seitenriß 
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erscheint nun der gesuchte Durchstoßpunkt S unmittelbar als Schnitt 
von g'" mit es = e"'. Seinen Grundriß S' und seinen Aufriß S" findet 
man, wenn man in Ordnerrichtung auf g' bzw. g" zurückgeht. Außerdem 
muß S" von X12 denselben Abstand haben wie S'" von ~ (Kontrolle !). 

W" 

Fig. 72. Konstruktion des Schnittpunktes S einer Geraden fI mit einer Ebene. mit Hilfe einer 
erstprojlzlerenden zu • normalen Seitenrißebene na. Die neue RIßachse Zu Ist normal zur ersten 

Spur e. der Ebene. 

Diese Lösung der Aufgabe ist offensichtlich umständlicher als die in 21. 
besprochene, die ohne Seitenriß arbeitet. Sie ist jedoch dann empfehlens­
wert, wenn man mehrere Geraden mit derselben Ebene e zu schneiden hat. 

Von besonderer Bedeutung ist der spezi- Xu 

elle Seitenriß, der durch Normalprojektion ~ 
c· A P' auf eine doppeltprojizierende Ebene :Tt3 ,,11 

entsteht. Dazu hat man die Seitenriß-
ebene :Tt3 so Z. B. an die Aufrißebene :Tt2 

anzuschließen, daß die neue Rißachse X23 x 
auf der alten Rißachse x12 senkrecht steht P' 

(Fig. 73), Dieser spezielle Seitenriß, dessen I'ig, i:l. ginfUhrunl! eine. Krellzri_sc. 

Projektionsrichtung ZU x
12 

parallel ist, (ScitenriU. "c .. cn gbene ", norlllal zur 
ItiUa('}l~e .t l :! i:it. UlH.l (lpr ('utw\'t!t'r aB ."'TI 

heißt Kr e u z riß des Objektes. ",It'r an ", ang<,,,'hlo •• cn wird) 
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23. Erste Maßaufgabe: Wahre Länge einer Strecke 

Zwei beliebige RaumpWlkte A, B seien in Grund- Wld Aufriß gegeben. 
Gesucht wird der Abstand der Punkte A und B, d. h. die wahre Länge l 

der Strecke AB. 
Die Strecke l ,= AB ist (Fig. 74a) Hypotenuse in einem rechtwinkligen 

Dreieck (ABC), dessen eine Kathete BC gleich dem Grundriß l' der 
Strecke l ist, während die zweite Kathete CA gleich der Differenz L1z 
der Höhenkoten der Punkte A und Bist. 

~tA'-=-------?)('l 

0/ bJ 

Fil(. ;~. Konstruktion ,h'r wnhr,'" Liinl(" I dn"r Streck,· Allmiltcl' S"itcnrill d('s ~tiltzdr('ie('k" (ABC) 

Dieses Stützdreieck (A BC) liegt in der durch die StreckeA B bestimmten 
erst.projizierenden Ebene, die man als eine an die Grundrißebene 111 ange­
hängte Seitenrißebene 1ls betrachten kann. Klappt man 1ls um die neue 
Rißachse XIS' die sich mit dem Grundriß [A' B'] der Raumgeraden [A B] 
deckt., in die Grundrißebene 111 um, dann erscheint das Stützdreieck (A BC) 
in diesem Seitenriß in wahrer Größe (Fig. 74b). Der Seitenriß A'" B'" =l'" 
gibt daher die wahre Länge l der Strecke AB. Zugleich erhält man in dem 
Winkel .'X zwischen [A'" B'''] und der Rißachse XIS den Neigungswinkel .x 
der Geraden [A B1 gegen die Grundrißebene 1l1" 

Durch geschickte Wahl der Rißachse xl2 läßt sich die Konstruktion 
noch vereinfachen. Legt man nämlich die Rißachse xI2 durch B", so 
erhält man die in Fig. 75 dargestellte einfachere Konstl"'~ktion für die 
wahre Lä.nge l der Strecke AB und ihres Neigungswinkels .x gegen die 
GrWldrißebene 1l1• 

Ein zweites noch bequemeres Verfa.hren zur Bestimmung der wahren 
Ui1/!JI' (,i.npr Strech~ ist. die /) reh k01/,8trll kt ion von Monge. Das Stütz-
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dreieck (A BG), dessen Seite AB die gesuchte wahre Längel der Strecke A B 
angibt, wird um die lotrechte Achse [AA'] gedreht, bis es zur Aufrißebene 
parallel Mt (Fig.76a). Während der Punkt A als Punkt. der Drehachse 
dabei festbleibt, wandert der Endpunkt B auf einem KreMbogen in einer 
horizontalen Ebene in die Lage Bo. Der Drehungskreis erscheint im Grundriß 
als Kreis um A' mit dem Radius l' = A' B', im Aufriß als eine zur Rißachse 
parallele Strecke durch B" (Fig. 76 b). Die 
Endlage der Drehung ist dadurch bestimmt, 
daß die gedrehte Strecke ABo zur Aufriß- • 

ebene J'l2' ihr Grundriß A' B~ also zur Riß- KfZ 

achse X 12 parallel ist. Der Aufriß B~ des 
gedrehten Punktes Bo liegt auf dem Ordner 
durch B~. Die parallelgedrehte Strecke 
A" B~ = l~ = lo ist dann die wahre Länge 
1 = lo der Strecke AB. Außerdem stellt der 
Winkel .x zwischen den Seiten [A" B~] und 
[G" B~] den Neigungswinkel .x der Geraden 
[AB] gegen die Grundrißebene J'll dar. Die [o'il(. 75. Konstruktion der wahren 

Liinge I einer Strecke AB mittels 
Paralleldrehung (A" B~G") gibt die wahre 8dtenriU des Stützdreiecks bei ge. 

Gestalt des Stützdreiecks (A BG) wieder. gesehiekter Wahl der Rißachse :r .. 

Natürlich kann man die Strecke AB auch um eine zur Aufrißebene senk­
rechte Achse in eine zur Grundrißebene parallele Lage drehen. Die wahre 
Länge der Strecke AB ist dann aus dem Grundriß der gedrehten Strecke 
zu entnehmen, aus dem auch der Neigungswinkel ß der Geraden [AB] 
gegen die Aufrißebene hervorgeht. 

---'-----If---I--- X" 

G; 
Fig. 76. KOrl8truktioll (h'r wahrt'1l Länge I t'itwr Str('('k(~ All Ilul'h MO~UE (lurch I'arallcldrt'hcn dC8 

8tiltzdreieeks (A Be) zur AufriUehellc 
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24. Zweite Maßaufgabe: Abstand eines Punktes VOIa einer Ebene 

Der Abstand 1 eines Punktes P von einer Ebene e ist als senkrechter Ab­
stand (Lotabstand l) von P und e erklärt und auf der durch den Punkt P 
gelegten Normalen n auf die Ebene e zu messen. Dpmllach gliedert sich die 
Lösung der Aufgabe in drei Schritte: 

1. die Normale n von P auf die Ebene e zu fällen, 
2. den Fußpunkt F dieser Normalen n in e zu ermitteln und 
3. die wahre Länge des Lotes 1 = PF zu bestimmen. 

Die Normale n zu e durch P steht auf e senkrecht; ihr Grundriß n' ist 
deshalb zur Grundrißspur ~, ihr Aufriß n" zur Aufrißspur ez der Ebene e 
senkrecht. 

Die beiden folgenden Konstruktionsschritte 2. und 3. können nun ent­
weder unmittelbar im Grund- und Aufriß oder auch durch Einführung 
einer Seitenrißebene durchgeführt werden. 

Besprechen wir zunächst das erste Konstruktionsverfahren. Grundriß 
F' und Aufriß F" des Fußpunktes (Spurpunktes) F, in dem die Normale 

~ ______ ~I.~" ______ -rF.· 

" X '1 --~::......-+---It-~+-'~---+-+---

e, 

n die Ebene e durchstößt, sind 
nach der dritten Lagenaufgabe 
(Schnittpunkt einer Geraden 
mit einer Ebene) wie in 21. zu 
konstruieren. In Fig. 77 ist da.zu 
die erstprojizierende Ebene 
durch n gelegt, welche die 
Ebene e in einer Geraden s 
schneidet, deren Horizontal­
spurpunkt H und Vertikalspur­
punkt V im Grundriß unmittel­
bar zu ersehen sind. Aus ihnen 
gewinnt man den Aufriß H" 
bzw. V" = V und mit [H"V] = 

s" den Aufriß der Schnittgera­
den s. Der Schnittpunkt von s" 

Fig. 77. Konstruktion des Lotabstandes Z eines und n" ist der Aufriß F" des 
Punktes P von der Ebene , 

gesuchten Lotfußpunktes F, 
während sein Grundriß F' auf dem Ordner von F" auf n' liegt. 

Die wahre Länge 1 des Lotes P F kann schließlich nach MONGE durch 
Paralleldrehen der Strecke P F ermittelt werden. In Fig. 77 ist die Strecke 
1 = PF um die zur Aufrißebene 1lz normale Achse durch P" so lange ge-
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dreht worden, bis sie zur Grundrißebene J'll parallel (horizontal) wird. Der 
Lotfußpunkt F wandert dabei auf einem Kreise, dessen Ebene zu J'l2 parallel 
ist. Sein Aufriß F" beschreibt also einen Kreis mit der Mitte P", und sein 
Grundriß F' eine zur Rißachse x12 parallele Gerade. In der gedrehten 
Lage lo hat das Lot den horizontalen Aufriß l~ = P"F~', und sein Grund­
riß l~ = p' F~ gibt die gesuchte wahre Länge des Lotabstandes l = PF 
von P und e. 

Will man dieselbe Aufgabe durch Um projizieren mit Hilfe eines Seiten­
risses lösen, so führt man die erstprojizierende Ebene durch n, in der das 
gesuchte Lot l liegt, als Seitenrißebene J'la ein. 

Die neue Rißachse x13 deckt sich mit dem Grundriß n' der Normalen n 
(Fig. 78). Da die Ebene e dann auf der Seitenrißebene J'la senkrecht steht, 

X'2 ....I._-~F--+-----t-=-----:'lIE----

V" 

X'J 

I 

pli' 

}o'i~. i'X. KOII=--truktioll tlt·~ Lotab:-:tnlltll's I ('ines Ptlukft's /) YOI! dt'r ":ht'fll' I" dllrt'h l'lIIprojizh'rt'lI mit 

lIilft' t'iI!(':o{ St'itt'nrisst'l'O 

also drittprojizierend ist, ist ihre dritte Spur es zugleich der Seitenriß 
e fll von e. Diese Seitenrißspur ea verläuft durch den neuen Knoten H 
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(Schnittpunkt von e1 und XIS)' Um sie festzulegen, genügt es, einen 
weiteren beliebigen Punkt der Ebene e, etwa den in der Aufrißebene ge­
legenen Punkt V = V", dessen Grundriß V' der Rißachse X12 angehört, 
in die Seitenrißebene zu übertragen. Der Seitenriß V'" liegt mit V' auf 
einem Ordner senkrecht zu XIS und hat von XIS den gleichen Abstand z 
wie der Aufriß V" von x12• Verschafft man sich nach dem gleichen Kon­
struktionsverfahren den Seitenriß P'" des Punktes P, dann ist der Seiten­
riß n'" der Normalen n das Lot von P'" auf es = e"'. Sein Schnittpunkt 
mit es ist der Seitenriß F'" des Lotfußpunktes F, und die Strecke P'" F'" 

ist der gesuchte Abstand l des Punktes P von der Ebene e. Seinen Grundriß 
l' = P' F' und seinen Aufriß l" = P" F" findet man jetzt sehr einfach 
durch Rückübertragen des Punktes F aus dem Seitenriß in den Grundriß 
und Aufriß von n mit Hilfe von Ordnern. 

25. Dritte Maßaufgabe: Abstand eines Punktes von einer Geraden 

Der Abstand l eines Punktes P von einer Geraden g ist auf der zu g normalen 

Geraden durch P zu messen. Diese Gerade (Lot l von P auf g) liegt in 

jener Normalebene 'V zu g, 

welche den Punkt P enthält 
(Fig.79a). 

Die räumliche Lös ung der 

Flg.79a. Konstruktion des Lotab­
standes 1 eines Punktes P von einer 

Raumgeraden (J (Erläuterung) 

Fig. 79 b. Konstruktion des Lotabstandes leines 
Punktes P von einer Raumgeraden (J 

(Durchführung) 

Aufgabe geschieht daher in den folgenden drei Schritten: 

1. Konstruktion der Normalebene 'V zu g durch P, 
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2. Konstruktion des Fußpunktes F des Lotes von P auf g als Durchstoß­
punkt von g durch 'V, 

3. Konstruktion der wahren Länge des Lotes l = PF von P auf g. 

Die Normalebene 'V steht auf der Geraden g senkrecht und enthält den 
Punkt P. Die Grundrißspur und damit auch der Grundriß h~ jeder 
ersten Spurparallelen ltl der Normalebene 'V steht daher auf dem Grundriß 
g' der Geraden g senkrecht, und ebenso ist die Aufrißspur und der Aufriß 
h~ jeder zweiten Spurparallelen h2 von 'V zum Aufriß g" der Geraden g 
senkrecht. Daher kann man Grund- und Aufriß der beiden durch P ver­
laufenden Hauptlinien hl , h2 sofort angeben: h~ verläuft durch P' senkrecht 
zu g', h~ durch P" parallel zur (weggelassenen) horizontalen Rißachse 
X12 ; h~ verläuft durch P" senkrecht zu g", h~ durch P' parallel zu X12• 

Der Fußpunkt F des Lotes von P auf g kann nun entweder unmittel­
bar in Grund- und Aufriß oder mit Hilfe einer Seitenrißebene gefunden 
werden. Im ersten Fall hat man den Schnittpunkt F der Geraden g mit 
der durch ~ und h2 festgelegten Ebene 'V zu konstruieren (zweite Lagen­
aufgabe). In Fig. 79b ist dazu durch g die zweitprojizierende Hilfsebene 'P 
gelegt. Die Punkte 1 und 2, deren Aufrisse 1" und 2" die Schnittpunkte 
von g" mit h~' bzw. h~ sind, sind zwei Punkte der Schnittgeraden s der 
Ebenen 'V und 'P' Ihre Grundrisse l' und 2' liegen auf h~ bzw. h~ und bestim­
men den Grundriß s' der Schnittgeraden s von 'V und 'P. Der Schnittpunkt 
von g' und s' ist der Grundriß F' des gesuchten Lotfußpunktes, während 
sein Aufriß F" auf dem Ordner 
und auf g" liegt. Mit P' F' = l' und 
P" F" = l" hat man Grund- und 
Aufriß des Lotes l von P auf g. 

Seine wahre Länge findet man 
wieder durch Paralleldrehen der 
Strecke PF nach MONGE. In 
Fig. 79b wurde das Lot PF zur 
Aufrißebene n 2 parallel gedreht; 
seine wahre Länge ist l = P" F~. 

Die gleiche A ulgabe läßt sich auch 
ohne vorherige Konstruktion der 

Normalebene 'V lösen. Wäre näm­
lieh die Gerade g zu einer Riß­
ebene (z. B. zu nl) senkrecht (proji­
zierend), 80 daß die Normalebene 'V 

zu dieser Rißebene parallel liegt, 

0" 

y' F' P' 

/4" --'''------.&.--------XfZ 

g' F' 

~. 
N' ~P' 

Fi~. I"\Oa. Konstruktion dt's Lotal)~talH.1eM I eines 

Punkte8 /) von ('im'r ltalllngeradl'u (J. 

So ndprfa 11 : !/ projizi('rt'1H1 (normal zn :TI) 
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dann wäre in diesem Riß (Grundriß) der wahre Abstand l des PWlktes P 
von der Geraden g direkt als die Strecke l = P'g' zu entnehmen (Fig. 80a). 
Dieser Fall läßt sich auch bei allgemeiner Lage von g durch zweirrwliges 
Umprojizieren erreichen. 

Führt man nämlich als erste Seitenrißebene ns eine zu g parallele erst. 
projizierende Ebene ein (die Rißachse x13 muß dazu parallel zu g' angenom. 
men werden) und als zweite Seitenrißebene n, eine zu g senkrechte Ebene 
(die Rißachse Xa, muß dazu auf g'" senkrecht stehen), dann ist g viert· 
projizierend und erscheint in n, als ein Punkt. Das Lot lIV von p IV auf gIV 

ist dann zu n, parallel und gleich dem wahren Abstand l des Punktes P von g. 

Fig.80b. Konstruktion des Lotabstandes l eines Punktes P von einer Raumgeraden g all­
gemeiner Lage. Lösung durch UmproJlzleren mittels zweier SeitenrIsse (". parallel g und n. 

normal g). Im vierten RIß wird g projIzierend 
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Fig. 80b zeigt die Ausführung der Konstruktion. Nach beliebiger 
Wahl der Rißachse X12 (senkrecht zur Ordnerrichtung für den Grund­
und Aufriß), z. B. durch pli, überträgt man den Punkt P in den ersten 
Seitenriß P'" und in den zweiten Seitenriß p IY und ebenso die Gerade g 
mit Hilfe zweier ihr angehörender Punkte, z. B. der Punkte Q und R 
nach g'" und glY. Beim Rückübertragen des Lotfußpunktes F aus dem 
zweiten Seitenriß F 1V in den ersten Seitenriß F'" hat man zu beachten, 
daß g viertprojizierend ist und folglich l"' = p'" F'" auf g'" senkrecht 
steht. lIV = l stellt dann die wahre Länge des Lotes von P auf g, d. h. 
den gesuchten Abstand l = P g dar. 

Man kann übrigens bei der Lösung dieser Aufgabe den vierten Riß 
einsparen. Der dritte Riß l"' des Lotes l ist nämlich als Lot P"'F"' auf 
g'" bekannt. Aus dem Seitenri13 F'" des Lotfußpunktes F findet man durch 
Ordner F' und F" und dara.us wieder durch Paralleldrehen des Lotes zu 
einer Rißebene den wahren Lotabstand l = P g. Die Konstruktion wird 
a.m einfachsten, wenn Ulan die Rißachse x13 = g' wählt. 

Bemerkung 1: Auch das Gemeinlot und der Abstand zweier windschiefer Geraden 
a,o kann leicht mit Hilfe zweier Seitenrisse gefunden werden. Wählt man die erste 
Seitenrißebene 3l:a parallel zu a und normal zu 11:1 (also XI8 II a') und' die zweite Seitenriß· 
ebene 11:, normal zu a und normal zu 3l:a (also xS4.l a"'), so erscheint a im vierten Riß 
als Punkt a IV und 0 als Gerade olV, und das Gemeinlot n von a und 0 erscheint 
als Lot nIV vom Punkte AIV = a IV auf die Gerade oIV. Ist BIV der Fußpunkt dieses 
Lotes auf oIV, so ist nIV = AIV BIV der vierte Riß des gesuchten Gemeinlotes n von a 

und O. Im dritten Riß wird B'" duroh einen zu xM senkrechten Ordner auf b'" gefun· 
den; A'" ist der Lotfußpunkt aus B'" auf a"'. Daraus folgt schließlich der Grundriß 
fI' = A'B' und der Aufriß n" = A"B" des gesuchten Gemeinlotes AB, und daraus 
der Lotabstand n = AB der Geraden a und O. 

Eine direkte Konstruktion des Gemeinlotes n der windschiefen Geraden a und 0 zeigt 
Fig. 81. Das Gemeinlot n ist normal auf a und 0, also auch auf jeder zu a und b par· 
allelen Ebene. Wird der Schnittpunkt P; = P; der Grundrisse a' und 0' von a und 0 
im Aufriß in die Punkte P;' auf a" und P~ auf 0" aufgelöst, und z. B. durch den 
Raumpunkt P2 die Parallelebene e zu a und 0 gelegt, d. h. a" parallel durch P~' nach 
äff verschoben, so ist e durch die Geraden ä (mi~den Rissen G' = a' und äff II a") und 

o (mit den Rissen 0' und b") festgelegt. Sind~, ~ und }8 die zusammenfallenden Risse 
der Deckpunkte der Geraden a, alla und b, so kann man, um die Richtung der Haupt. 
linien ~ und 112 der Ebene e = [ä 0] zu finden, z. B. durch den Deckpunktriß }8 die 

(a in 1 treffende) erste Hauptlinie hl und durch den Deckpunktriß ~ die (0 in 2 tref· 
fende) Hauptlinie h2 legen. 

Das Gemeinlot n von a und b ist dann normal zur Ebene e = [ab], d. h. der Grund· 
riß n' des Gemeinlotes n von a und 0 ist normal zu 11~ = [1'}8] und der Aufriß n" 

normal zu h; = [i 2"]. Damit ist die Ri c h tun g des Gemeinlotes n bestimmt. 
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Um noch die Lage des Gemeinlotes n von a und b zu finden, projizieren wir a und b 
in der nunmehr bekannten Richtung von n auf die Deckebene. Ist ~I die in beiden 
Rissen identische Projektion des Punktes PI von a (Projektionsstrahl nI) und ~2 die 
des Punktes Pa von b (Projektionsstrahl na), so ist a = [~ ~I] die sich in heiden Rissen 
deckende Projektion von a auf die Deckehene, und b = [\8 ~a] die von b. Der Schnitt· 
punkt 91 = [ab] ist dann der in heiden Rissen identische Deckpunkt 91 des gesuchten 

Flg.81. Konstruktion des Gemeinlotes n und des Lotabstandes zweier wlndscbleter 
Raumgeraden a und b 

Gemeinlotes n, dessen Grundriß n' 1. 11: und dessen Aufriß n" 1. h~ ist. Zur Pro be 
müssen die Schnittpunkte A' = [n' a'] und A" = [n" a"] bzw. B' = [n' b'] und 
B" = [n" b"] auf Ordnern liegen. Die wahre Länge der Strecke AB gibt dann 
den Lo ta b s ta n d der beiden windschiefen Geraden a und b. 

Die Konstruktion kann noch dadurch etwas vereinfacht werden, daß man auch 

die erste Hauptlinie 111 der Ehene e = [ab] durch den Deckpunkt "i legt. Trifft diese 

Hauptlinie h1 dann ~b in 2. so ist h~ = ["i2']. Der Grundriß n' des Gemeinlotes n ist 

wieder normal zu h~. 
Bemerkung 2: Man kann als Maß für die Einfachheit einer geometrischen K onstruk· 

tion den Aufwand an Elementarkonstmktionen nehmen. Die zuletzt beschriebene 
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Konstruktion des Gemeinlotes n der Geraden a und b erfordert (auf dem Reißbrett 
mit Reißschiene und zwei Zeichendreiecken ausgeführt): 3 Ordner, 1 Horizontale, 
-1 Verbindungsgeraden, 1 Parallele und 5 Lote. 

Allerdings ist bei solchen, auf einen Grundgedanken VOll EMILE LEMOINE (1888) 
zuriickgehenden, "gemnetrographischen" Beurteilungen einer Konstruktion der gedank­
liche Aufwand der Lösungsmethode nicht berücksichtigt. Oft ist er bei einer zeichnerisch 
kiirzeren Lösung eines Problems erheblich größer als bei einer zeichnerisch längeren 

Lö'mng. 
26. Vierte Maßaufgabe: Wahre Größe eines Winkels 

Zur Bestimmung der wahren Größe ebener Figuren verwendet man eine 
Drehung (Umlegung oder Umklappung) der Ebene e, in der die Figur liegt, 
in die Zeichenebene, z. B. in die Grundrißebene nl' in der dann alle Abmes­
sungen in wahrer Größe erscheinen; Dreha.chse ist dabei die Spur ~ der 
Ebene e in der Grundrißebene n 1. Die Punkte E der Drehachse bleiben 
bei der Drehung fest (E = Eo)' Jeder andere Punkt P von e beschreibt 
dabei einen Kreisbogen, dessen Ebene zur Drehachse e1 normal ist, dessen 
Mittelpunkt M der Schnittpunkt dieser Normalebene durch P mit der 
Drehachse, und dessen Radius r gleich dem Abstand des Punktes P von 
der Drehachse ist (Fig. 82). 

Diese Drehung des Punktes P 
in e nach dem Punkt Po in nl 

kann ersetzt werden durch eine 
Projektion in Richtung der 
Sehne [PPo] des Drehungskrei­
ses, der sogenannten D reh -
sehne. Aus Ähnlichkeitsgrün­
den gehören zu verschiedenen 
Punkten P und Q aus e par­
allele Drehsehnen, d. h. es gilt 
der wichtige 

Satz 1: Die Drehung einer Ebene 
in eine zweite Ebene ist äquivalent 
einer Parallelprojektion in Rich­
tun( der Drehsehnen. Zwischen 
den beiden Ebenen besteht daher 

Flg. 82. DIe Drehung eIner Ebene, In dIe Ebene "" 
um dIe Spur e, von. auf "" Ist äquIvalent einer 

ParallelprojektIon von , auf '" In RIchtung der 
Drehsehnen [P p.l 

eine räumliche perspektive Affinität, wobei als Affinitätsachse die Schnitt­
gerade der beiden Ebenen (Drehachse), als Affinitätsrichtung die Richtung 
der Drehsehnen wirkt. 

Diese Drehkonstruktion soll nun zur Lösung der Aufgabe, die wahre 
Größe eines Winkels zu bestimmen, verwendet werden. Der Winkel l' 
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werde von den heidcn Geraden a und b gebildet, die sich im Punkt P schnei­
den. Diese Geraden spannen dic Winkelebene E auf, auf deren Horizontal­
spur ~ die Spurpunkte A und B diescr Geraden in der Grundrißebene .1l1 

liegen (Fig. 83). 
Wird nun die Ebene t um die Spur ~ (in der einen oder anderen Richtung) 

E __ 

A , 

" 
." . 83. Konl truktloD der wahren GrlIJle eines WInkeli • _ i: !o bl durch D~hen der Winkel· 

ebene. In die OruDdtlBebene "I 

in die Grundrißebene ~ hineingedreht, dann gelangt P nach Po' während 
die Punkte A und B als Punkte der Drehachse festbleiben. Die gedrehten 
Gera.den Ilo = [PoA] und bo = [Po B] schließen nach wie vor den Winkel 

q; ein, der jetzt in der Zeichenebene :1ft liegt und folglich im Grundriß in 
wahrer Größe erscheint. 

Sind Grund- und Aufriß der Geraden a und b und ihres Schnittpunktes 
P sowie die Rißachse xa gegeben, so kOIl8tnUert man sich mit Rine der 
Horizontalspurpunkte A und B zunächst die Horizontalspur '1. der von 
a und b aufgespannten Winkelebene e (Fig. 84). Der Drehungskreis, der 
den Punkt P in den Punkt Po der Grundrißebene .1lt überführt, licgt in 
jener NormaJcbene zur Drehachse ~, die den Punkt P enthält. Da diese 
Ebene erstprojizierend ist, erscheint sie und damit auch der in ihr liegende 
Drehungskreis im Grundriß als das Lot von P' auf '1.. Kreismitte1punkt M 
ist der Lotfußpunkt, Drehradius r das Lot PM. Um den Drehradius zu 
erhalten, führt man die Kreisebene als Seitenrißebene ~ ein, wobei die neuc 
Rißachse ~ mit der Geraden [P' M] zusammenfällt. Der Seitenriß P''' 
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des Punktes P wird durch Übertragen der z-Kote aus dem Aufriß gewonnen, 
während die dritte Spur ea der Ebene e zugleich der Seitenriß e'" dieser 
drittprojizierenden Ebene ist. Der Drehradius r = M P'" und der Drehungs­
kreis als Kreis um M durch P'" erscheinen im Seitenriß in wahrer Größe. 

Flg. 8'. Bestimmung der wahren Größe des Winkels 'P = ~ (a, b) der Geraden a, b durch 
Drehung der Winkelebene • In die Grundrißebene 11, 

Die gedreh te Lage (Umlegung) Po des Punktes P liegt nun 
1. auf dem Lot von P' auf €t (Grundriß des Drehungskreises), 
2. auf dem Kreis um M dur~h P'" (Seitenriß des Drehungskreises). 

Mit [PoA] = ao und [PoB] = bo hat man auch die gedrehten Winkel­
schenkel und mit -1: (ao' bo) die wahre Größe des Winkels q; gefunden. 

27. Fünfte Maßaufgabe: Wahre Größe einer ebenen Figur 

Um die wahre Größe einer ebenen Figur, deren Grund- und Aufriß ge­
geben sind, zu bestimmen, dreht man die Ebene e der Figur um ihre Hori­
zontalspur €t in die Grundrißebene :11:1 hinein. Die einzelnen Punkte P der 
ebenen Figur beschreiben dabei wieder Kreisbogen in Ebenen normal zur 
Drehachse e1 ; die Kreismitten M liegen auf der Drehachse e1 und die Dreh­
kreisradien r = PM sind jeweils gleich dem Abstand der Punkte P von 
der Drehachse €t. 

7311 Strubecker, Geometrie G 



82 IV. Konstruktionsaufgaben im Grund· und Aufrißverfahren 

In Fig. 85 ist nach diesem Verfahren als Beispiel die wahre Größe eines 
Dreiecks (PQR) konstruiert, dessen Grundriß (P'Q' R') und Aufriß 
(P"Q" R") gegeben sind. Dabei ist von der Freiheit in der Wahl der Rißachse 
~2 Gebrauch gemaoht, indem diese zur Vereinfachung der Konstruktion 

A 

Flg. 85. Bestimmung der wahren Größe einer ebenen Figur [Dreieck (PQR) 1 durch Drehung 
der Dreiecksebene • In die Grundrißebene '" 

durch den Punkt R" gelegt wurde. Außerdem wurde die wahre Größe 
des Drehradius r = PM für den Punkt P nicht aus dem Seitenriß sondern 
durch Paralleldrehen der Strecke PM gewonnen. Hat man die Umle­
gung Po eines einzigen Punktes P der ebenen Figur ermittelt, dann findet 
man die Umlegung aller anderen Punkte (in Fig. 85 die des Punktes Q) 
am einfachsten unter Benutzung des Satzes: 

Satz 1: Zwischen dem Riß einer ebenen Figur und ihrer Umlegung in 
die Rißebene besteht eine ebene orthogonale perspektive Affinität. Affini­
tätsachse ist dabei die Achse, um welche die Umlegung erfolgt. 

Der Beweis dieses Satzes folgt sofort aus der Tatsache, daß entspre­
chende Punktepaare P' Po' Q'Qo, ... jeweils auf einem Lot zur Drehachse 
E1. liegen, und daß sich entsprechende Geraden, z. B. [P'Q'] und [PoQo] , 
auf e1 schneiden. 
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Als weiteres Beispiel zur Umlegung einer Ebene diene die folgende 
Aufgabe: Von einer Ebene e sind gegeben: 

1. Grund- und Aufriß eines Punktes A, 
2. Grund- und Aufriß einer zur Grundrißebene parallelen Geraden hl 

(ersten Hauptlinie), die A nicht enthält. 
Gesucht wird Grund- und Aufriß sowie die wahre Gestalt desjenigen 

Quadrates in e mit der Ecke A, dessen nicht durch A gehende Diagonale 
auf h1 liegt. 

Nach beliebiger Wahl der Rißachse Xl2 senkrecht zur Ordnerrichtung 
drehen wir die durch A und ~ bestimmte Quadratebene e in die Grundriß­
ebene ~ hinein (Fig. 86). Um die Drehachae ~ (= Horizontalspur der 
Quadratebene e) zu finden, konstruieren wir den Horizontalspurpunkt F der 

Fig. 86. Darstellung eines Quadrates, von dem eine Ecke A und eine (zu n. parallele) 
DIagonalgerade h. durch Grund· und Aufriß gegeben sind 

6* 
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durch A gehenden Diagonalen des Quadrates. Diese ist, da die andere 
Diagonale auf h1 eine erste Spurparallele ist, eine erste Fallinie 11 der 
Quadratebene e. Ihr Grundriß I~ steht somit auf h~ senkrecht. Nachdem 
man über den Mittelpunkt M des Quadrates (Schnittpunkt von h1 

und 11) den Aufriß I~' = [A"M"] dieser Fallinie 11 gefunden hat, erhält 
man zunächst den Aufriß F" des Spurpunktes F der Fallinie 11 als Schnitt 
von I~' mit X12 und damit durch einen Ordner auch den Grundriß F' auf I~. 
Jetzt kann die Umlegungsachse ~ 11 h~ durch F' gezeichnet werden. Nach 
beliebiger Wahl der neuen Rißachse Xm senkrecht zu e1 kann die Seitenriß· 
spur ea der Quadratebene e durch Übertragen des Punktes A in den Seiten· 
riß nach A'" konstruiert werden. Da. die Ebene e drittprojizierend ist, also 
e'" = ea ist, fallen alle Eckpunkte des Quadrates im Seitenriß auf e3• Die 
Gerade h1 erscheint als Punkt, und es ist h~' = M'" = B'" = D'" ; außerdem ist 
A"'M'" die halbe Quadratdiagonale. Macht man A"'M'" = M"'C"', so 
erhält man durch Ordner den Grundriß C' und Aufriß C" der zu A dia· 
metralen Ecke C, für die auch A'M' = M'C' und A"M" = M"C" gilt. 
Trägt man die halbe Quadratdiagonale A"'M'" = M"'C'" von M' auf h~ 
nach beiden Seiten auf, so erhält man die Grundrisse B' bzw. D' und durch 
Ordner auf h~' die Aufrisse B" bzw. D" der restlichen Ecken B bzw. D 
des Quadrates. Damit ist das gesuchte Quadrat (AB CD) allein mit Hilfe 
des Seitenrisses e'" seiner Ebene e gefunden. 

Bei der Drehung der Ebene e um ihre erste Spur e1 in die Grundrißebene 
n1 wandern die Punkte M, A, B, C, D je auf einem Kreisbogen, der sich 
im Grundriß als ein Lot zur Drehachse ~ projiziert, im Seitenriß dagegen 
in wahrer Gestalt erscheint (Fig.86). Damit sind zunächst die Punkte 
Mo, Ao, Co in der Umlegung bestimmt. Die beiden anderen Eckpunkte 
Bo und Do liegen auf ~o (= Parallele zu ~ durch Mo) und haben von Mo 
den gleichen Abstand wie Ao und Co. Damit ist die Umklappung 
(AoBoCoDo) des Quadrates (ABCD) und seine wahre Gestalt gefunden. 
Zwischen der Umlegung und dem Grundriß des Quadrates besteht eine 
orthogonale Affinität: Entsprechende Quadratseiten, z. B. [AoBo] und 
[A' B'], schneiden sich in je einem Punkte der Affinitätsachse ~. Schließlich 
findet man wieder aus dem Grundriß den Aufriß der Quadratecken auf 
den Ordnern. C" liegt außerdem auf f", B" und D" liegen auf h~. Der 
Grundriß des Quadrates ist ein Rhombus, sein Aufriß ein allgemeines 
Parallelogramm. 

Die Grundrißebene n 1 = e' und die Umlegung eo der Quadratebene e sind 
perspektivaffin auleinander bezogen. Dabei ist e1 die Affinitätsachse, und 
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die Affinitätsstrahlen sind zu ~ normal. In jedem Punkte des einen Feldes 
gibt es daher genau einen rechten Winkel, dem ein rechter Winkel im 
entsprechenden Punkte des anderen Feldes zugeordnet ist. Dieses Paar 
eiMnder entsprechender rechter Winkel wird von der er8ten Hauptlinie und 
der er8ten Fallinie des betreffenden Punktes gebildet. So entspricht z. B. 
dem rechten Winkel zwischen h~ und I~ der rechte Winkel zwischen 71,10 

'md 110' 

Eine Strecke auf einer ersten Hauptlinie 71,1 erscheint, da sie zur Affi. 
nitätsachse ~ parallel ist, in beiden Feldern B' und BO gleichgroß. Eine 
Strecke auf einer ersten Fallinie 11 dagegen ist im Grundrißfeld stets kleiner 
als in der Umlegung. Daher gilt: 

Satz 2: Ein 8pitzer Winkel (x, von dem ein Schenkel eine er8te Hauptlinie 
i8t, wird im Grundriß verkleinert ((X' < (X). 

Satz 3: Ein 8pitzer Winkel p, von dem ein Schenkel eine er8te Fallinie 
ist, wird im Grundriß vergrößert (P' > P). 

Satz 4: Ein rechter Winkel y, von dem ein Schenkel eine er8te Hauptlinie 
(oder er8te Fallinie) i8t, bleibt im Grundriß ein rechter Winkel (y' = y). 
Jeder andere rechte Winkel <5 wird im Grundriß geändert W > <5 oder <5' < <5). 

Fig. 86 illustriert diese Tatsachen am Beispiel der Winkel zwischen einer 
Quadratseite und den Diagonalen. Es ist 

(x' < (X = 45° und P' > P = 45° • 

28. Sechste Maßaufgabe: Wahre Größe des Winkels zweier Ebenen 

Als Winkel zweier Ebenen (X und P definiert man den Winkel 'P, unter 
dem 8ich zwei zur Schnittgeraden 8 der Ebenen normale Geraden a und b 
der Ebenen (X bzw. P 8chneiden. Demnach kann die Aufgabe in folgenden vier 
Konstruktionsschritten gelöst werden: 
Man bestimmt 

1. die Schnittgerade 8 der gegebenen Ebenen (X und p, 
2. die Normalebene " zu 8 in einem beliebigen Punkt Sauf 8, 

3. die Schnittgeraden a und b der Ebenen" und (X bzw. 'V und p, 
4. die wahre Größe des Winkels 'P zwischen a und b. 

Diese Methode zur Lösung der Aufgabe verlangt einen nicht geringen 
Konstruktionsaufwand. Wesentlich einfacher wird die Konstruktion, 
wenn man beachtet, daß der Winkel zwi8chen den Ebenen (X und P gleich 
dem Winkel zwi8chen irgend zwei Normalen n .. und np der Ebenen ist. Man 
erspart sich dabei sowohl die Konstruktion der Schnittgeraden 8 als auch 
die der Normalebene 'V. 
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Die Ebenen ~ und ß seien durch ihre Spuren a1, a2 bzw. b1, b2 gegeben. 
Das Lot n", von einem beliebig gewählten Punkt P auf die Ebene ~ steht 
im Grundriß auf a1, im Aufriß auf a2 senkrecht. Für das Lot n/~ von P 
auf die Ebene ß gilt entsprechend n~.l b1, n~ .1 b2 (Fig.87). Damit 

A 

Flg.87. Konstruktion des Winkels tp zweier (nicht paralleler) Ebenen", und {J 

hat man schon Grund- und Aufriß des Winkels q; zwischen n", und np• 

Der erste Spurpunkt von n", ist dann X, der von np ist Y, und e1 =[XY] 
ist die erste Spur der Ebene e = [n"" n{J]' Die wahre Größe des Winkels q; 
zwischen n", und np kann nun mit Hilfe eines Seitenrisses oder einfacher 
durch Paralleldrehen der Strecke PM (= Abstand des Punktes P von 
der Drehachse [XY] =~) nach MONGE bestimmt werden. (Die Strecke 
MP wurde in Fig. 87 um die Achse [MM"] in die Grundrißebene n1 nach 
M P~ gedreht; dabei beschreiben P" in n 2 einen Kreisbogen um M" und 
P' in n 1 eine horizontale Gerade.) Der um die Spur e1 in die Grundriß­
ebene hineingedrehte Punkt po ist dann der Scheitel, die Geraden 
n~ = [POX] und n~ = [POY] sind die Schenkel des gesuchten Winkels q;. 
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29. Schnitt eines dreiseitigen Prismas nach einem Dreieck 

vorgegebener Gesialt 

Eine berühmte und theoretisch sehr wichtige Aufgabe der Darstellenden 
Geometrie ist die folgende, zuerst (1811) von SIMON LHUILIER (1750 -1840) 

gelöste, 
Prismenschnittaufgabe: Ein gegebene8 drei8eitige8 Prisma i8t 80 mit eine,. 

Ebene zu 8chneiden, daß das entstehende Schnittdreieck vorgegebene Gestalt 
hat, d. h. zu einem gegebenen Dreieck ähnlich i8t. 

Stellt man das Prisma mit seinen Kanten senkrecht zur Grundrißebene, 
so deckt sich der Grundriß seines Basisdreiecks (= Normalschnitt des 
Prismas) mit dem Grundriß des Schnittdreiecks, dessen Gestalt vorge­
geben ist. Äquivalent der Prismenschnittaufgabe ist daher die folgende 

Aufgabe: Zu einem Dreieck vorgegebener Gestalt i8t bei gegebenem Grund­
riß der Aufriß zu konstruieren. 

Da parallele ebene Schnitte eines dreiseitigen Prismas zueinander kon­
gruente Schnittdreiecke ergeben, da ferner Schnittebenen, die zu einer 
Normalebene des Prismas spiegelbildlich liegen, ebenfalls zu dazu kon­
gruenten Schnittdreiecken führen, können wir feststellen: 

Falls die Prismenschnittaufgabe überhaupt lö8bar ist, gibt es zwei bezüg­
lich der Normalebene der Kantenrichtung 8ymmetri8che Ebenenstellungen, 
d. h. zwei Scharen von parallelen Ebenen, die das drei8eitige Prisma nach 
einem Dreieck der vorgegebenen Gestalt 8chneiden. 

Zur Analyse der Aufgabe denken wir uns die Aufgabe gelöst: Das 
Dreieck (ABO) im Raum, dessen Gestalt und dessen Grundriß (A' B'O') 
gegeben sind, liege in einer Ebene e, deren Horizontalspur ~ sei. Drehen 
wir die Ebene e um ~ in die Grundrißebene :11:1 hinein, so stellt (AoBoOo) 
die wahre Größe des Dreiecks (AB 0) dar. Zwischen dem Grundriß (A' B'O') 
und der Umlegung (AoBoOo) des Dreiecks besteht dabei eine orthogonale 
per8pektive Affinität mit der Spur ~ als Affinitätsachse. Das Rechtwinkel­
paar dieser Affinität wird jeweils von einer er8ten Hauptlinie ~ 11 e1 

und einer er8ten Fallinie f1 .l ~ gebildet. Wird das Feld (AoBoOo) beliebig 

ähnlich verändert und z. B. in das (gestaltgleiche) Feld (ABO) oder (siehe 
unten) in das Feld (AoB'O') verwandelt, dann sind diese untereinander 
ähnlichen Felder und das Grundrißfeld (A' B'O') immer noch affin verwandt, 
und von ihren ent8prechenden rechten Winkeln gehört der eine Schenkel zur 
Hauptlinie, der andere zur Fallinie des Grundrißfeldes. 

Diese Tatsache verwerten wir nun durch Umkehren der Schlußfolge­

rungen, um zunächst aus dem Grundriß (A' B'O') und der Gestalt (ABO) 
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des Dreiecks (ABC) seine wahre Größe (AoBoCo) zu finden und daraus die 
Lage der gesuchten Ebene e zu bestimmen, welche aus dem Prisma ein 

Dreieck der Gestalt (ABC) und der Größe (AoBoCo) ausschneidet. 

Gegeben sei der Grundriß (A' B'C') und die Gestalt (ABC) des im Raum 
über (A' B' C') gelegenen Dreiecks (AB C), dessen genaue räumliche Lage, d. h. 
dessen Aufriß gesucht wird (Fig.88). An die Seite B'C' legen wir ein 

C 
Gestalt des Dreiecks 

ABC 

e" 

B" 

Zr 

Flg.88. Prlsmenscbnlttaufgabe: Ein drelseltlges Prisma [Normalschnitt (...('B'O')] durch eine 

Ebene. nach einem Dreieck (ABO) zu schneiden, das einem gegebenen Dreieck (ABO) 
ähnlich Ist 

Dreieck (AoB'C') an, das zu dem Dreieck (ABC) ähnlich ist (dieselbe 
Gestalt aufweist), so daß 

(A oB'G') ...., (.1 BC),.., (A BO) 
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ist. Die Dreiecke (A'B'C') und (AoB'C') sind dann zueinander perspektiv­
affin mit [B'C'] als Affinitätsachse und [A'Ao] als Affinitätsrichtung. 
Die einander entsprechenden Rechtwinkelpaare dieser Affinität im Punkte 
A' bzw. Ao werden nach 8. (mittels des T1L\LEskreises durch A' und Ao 
mit der Mitte M auf [C' B']) konstruiert und führen auf die Punkte D' 
und F' auf der Affinitätsachse [C'B'], die sowohl von A' wie von Ao aus 
unter einem rechten Winkel erscheinen. Der eine durch A' gehende Schenkel 
des rechten Winkels muB dann nach (27. Sat.z 4) der Grundriß der ersten 
Hauptlinie h1 der Schnittebene e, der andere Schenkel der Grundriß der 
ersten Fallinie 11 des Punktes A sein. Die Entscheidung darüber, welcher 
Schenkel der Hauptlinie, welcher der Fallinie von e entspricht, ist nun 
nach (27. Satz 2 und 3) leicht zu fällen. In Fig. 88 ist der Winkelc<' zwischen 
[4' B'] und [.1'0'] kleiner als der wahre Winkel :>. zwischen [.'loB'] und 
[4 0 D'1 Folglich ist. [.'1' D'] = h~ der Grundriß der erst.en Hauptlinie und 
[A' F'l = I~ der GrundriB d('r erst.en Fallinie der Schnit.t.ebene e im Punkte A. 

Die Strecke A' D', die auf der Hauptlinie ~ liegt, ist nun gleich 
ihrer wahren Länge und kann auf der zu h~ affinen Geraden ~o = [AoD'] 
von Ao aus angetragen werden, so daß 

AaDo=A'D' 

ist. Vergrößert man nun das Dreieck (AoB'C') zentrisch ähnlich aus Ao 
so, daß der Punkt D' in den Punkt Do übergeht, d. h. zieht man durch Do die 
Parallele zu [B'C'], welche auf [AaB'] den Punkt Bo' auf [AaC'] den Punkt 
Co und auf der zu I~ affinen Geraden 110 = [AoF'] den Punkt Fo ausschneidet, 
so erhält man mit dem Dreieck 

(AoBi!o)"" (AoB'C') 

die wahre Größe des Dreiecks (ABC). 

Um nun den Aulriß (A" B"C") des Dreiecks (ABC) zu konstruieren, 
d. h. um die Lage der Dreiecksebene e im Raum festzulegen, führen wir die 
erstprojizierende Ebene durch die Fallinie 11 als Seitenrißebene n3 ein. 
Die neue Rißachse x,,3 deckt sich dabei mit I~; wenn man A" auf der 
Rißachse X12, d. h. A in n1 wählt, so deckt sich A'" mit A'. Der Seitenriß 
F'" des Punktes F der Falfinie 11 liegt mit F' auf einem Ordner senkrecht 
zu x"a und hat von A'" den wahren Abstand 

F"'A'" = FoAo. 

Mit F'" kennt man aber die dritte Spur ea der Dreiecksebene e, die zu­
gleich deren Seitenriß e'" darstellt. Auf e'" liegen auch die Seitenrisse 
B'" und C'" der beiden restlichen Eckpunkte des Dreiecks, und zwar auf 
den Ordnern durch B' bzw. C'. 
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Aus dem Seitenriß (A'" B"'O"/) des Dreiecks (ABO) kann man nun 
sofort die Erhebungen za und Za der Eckpunkte Bund 0 über der Grundriß­
ebene entnehmen und von der durch A" laufenden Rißachse ~a aus in 
den Aufriß übertragen. Dadurch erhält man den Aufriß des Dreiecks 
(ABO). Je nachdem ma.n die z-Koten der Eckpunkte von der Rißachse 
~a nach oben oder nach unten anträgt, erhält man den Aufriß (A" B"O") 
oder den dazu bezüglich der Grundrißebene :11:1 spiegelbildlich gelegenen 
Aufriß «A") (B")(O")). 

Damit i8t die LÖ8barkeit der Pri8menschnittaufgabe nachgewiesen und zu­
gleich ein Weg angegeben, auf dem die Lösung gefunden werden kann. 
Da die Wahl von A" und der (zur Ordnerrichtung senkrechten) Rißachse 
~a beliebig war, ergeben sich, wie schon eingangs festgestellt, zwei (zu :11:1 

8ymmetri8che) Scharen von Schnittebenen, die das über dem Dreieck (A' B'O/) 
errichtete Prisma nach einem Dreieck (ABO) schneiden, das zu dem vor-

K' 

gegebenen Dreieck (ABO) 
ähnlich ist. 

30. Darstellung eines Kreises 

Ist zunächst die Ebene des 
K rei8es zweitprojizierend, so 
erhält man für ihn im Grund­
und Aufriß die in Fig. 89 
wiedergegebene einfache Dar­

-71Tt;:==:t:='Q:"::::::!~::::t----X12 stellung. Von der Kreisebene e 

e, A' 

K' f/ 

seien die Grundrißspur el senk­
recht zur Rißachse xla und die 
Aufrißspur ea durch den Kno­
ten E gegeben, vom Kreis 
selbst Grund- und Aufriß des 
Mittelpunktes M und der 
Radius r. Der Aufriß M" des 
Kreismittelpunktes M liegt 
dabei auf ea = e", während 
der Aufriß des Krei8es 
als Strecke B" D" = 2 r auf es 
erscheint. Der Grundriß des h,' 
Krei8es ist eine Ellipse mit 

Flg.89. Darstellung eines Kreises, der In einer zweit-
projizierenden Ebene. liegt dem Mittelpunkt M', deren 
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senkrechte konjugierte Durchmesser, d. h. deren Hauptachsen sofort an­
gegeben werden können. Der Kreisdurchmesser AC, der auf der ersten Haupt­
linie ktll~ durch M liegt, gibt im Grundriß mit A'C' = 2r = 2a die in 
wahrer Größe erscheinende große Ellipsenachse ; der dazu senkrechte Kreis­
durchmesser BD, der auf der ersten Fallinie 11 ..1 e1 liegt, führt im Grund­
riß mit B' D' = 2 b zur kleinen Ellipsenachse. Da1pit ist das Grundriß­
bild des Kreises, die Ellipse mit den Scheiteln (A'B'C'D'), bestimmt. 

Wir knüpfen an Fig. 89 einige Be m e r ku n gen an: 
Der Neigungswinkel ex der Kreisebene e gegen die Grundrißebene Xl 

erscheint im Aufriß als Winkel von e2 = e" gegen die Rißachse Xt2 in wahrer 
Größe. Für die Halbachsen a, b der Grundrißellipse entnimmt m(l.n dem 
Bild die Beziehungen 

(1) a=r, b=rcosex=acosex 

während die lineare Exzentrizität e der Ellipse (d. h. der Abstand ihrer 
Brennpunkte F1 und F 2 vom Mittelpunkt M') 

(2) e = V a2 - b2 = V r2 - r2 cos2 ex = r sin ex 

im Aufriß als Strecke M" F" auftritt. Mit ihr kann die Grundrißellipse 
auch einfach über die Brennpunkte F1 und F 2 konstruiert werde,n. 

Das Lot in M auf die Kreisebene (die Achse des Kreises) ist parallel zur 
Aufrißebene. Schneidet man seinen Aufriß mit der Parallelen zur Riß­
achse durch den Punkt D" im Punkt K", so erhält man mit 

(3) D"K,,=_r_=_a_=~= a2 =R" 
cos <X cos <X a oos <X b b 

den Schmiegkreisradius lür den EUip8enscheitel D' und folglich mit dem 
Punkt K' auf [B' D'] den Schmiegkreismittelpunkt für D'. 

Fällt man von F" das Lot auf e2 (Lotfußpunkt N"), dann ist die Strecke 

(4) D" N" = b cos ex = b a cos <X = b
2 

= R 
a a a 

gleich dem Schmiegkreisradius für den Ellipsenscheitel A'. 
Hat die Ebene e des Kreises k beliebige Lage, dann sind sein Grundriß- und 

sein A ulrißbild je eine Ellipse. Führt man eine auf Xl normale Seitenriß­
ebene x 3 so ein, daß die Kreisebene e in ihr projizierend erscheint, so hat 
der Kreis k im Grundriß und Seitenriß wieder die zuvor besprochene !'in­
fachere Lage. 

Die Kreisebene e sei durch ihre Spuren e1, e2, und vom Kreis k seien der 
Mittelpunkt M in Grund- und Aufriß sowie der Radius r gegeben. Damit 
M der Ebene e angehört, müssen M' und M" auf den Bildern einer ersten 
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oder zweiten Hauptlinie h1 oder h2 der Ebene e liegen (Fig. 90). Auf 
h' erscheinen alle Strecken in wahrer Länge, so daß M'A' = M'G' dem 
:Kreisradius r gleich ist. Entsprechend tritt auf h~ der Kreisradius r in 
wahrer Größe auf. Da alle anderen Kreisradien verkürzt werden, liegen 
auf den Hauptlinien die großen Achsen der Grundriß- bzw. der Aufrißellip8e. 
Die Länge dieser Halbachsen ist gleich dem Kreisradius r. 

X'J + 

Flg. 90. Darstellung eines Kreises, der In einer beliebigen Ebene • liegt 

Die kleine Achse der Ellipse k' bzw. k" liegt daher auf dem Grundriß f~ der 
ersten Fallinie bzw. dem Aufriß f~ der zweiten FaHinie durch M. Führt man 
eine Seitenrißebene Jl:a so ein, daß die Kreisebene e drittprojizierend ist -
die neue Rißachse x13 muß dann senkrecht zu e1 angenommen werden, die 
dritte Spur ea = eil' wird durch übertragen des Kreismittelpunktes M 
in den Seitenriß gewonnen -, so erscheint auf ea der Falliniendurchmesser 
BD des Kreises im Seitenriß in wahrer Größe: M'" B'" = M'" D"' = r. 
Führt man die Punkte B"' und D"' in den Grundriß zurück, so erhält 
man mit B' D' die kleine Achse der GrundrißeIlipse k'. 
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Für die Aufrißellipse k" steht außer der auf h~ liegenden großen Achse 
der Länge 21' mit A" auf h~ ein weiterer Ellipsenpunkt zur Verfügung. Die 
Länge b der kleinen Ellipsenhalbachse ergibt sich somit nach der Papier­
streitenkonstruktion. Schlägt man mit dem Zirkel den Kreisradius I' von 
A" aus auf der kleinen Ellipsenachse ab, so gibt sein von A" bis zur 
großen Halbachse reichendes Stück die Länge b der kleinen Halbachse. 

Sind die Grundriß- und die Aufrißellipse gezeichnet, so bietet sich noch 
die folgende Kontrolle für die Genauigkeit der Zeichnung an: Entspre­
chende Punkte der beiden Ellipsen k' und k" liegen jeweils auf einem Ord­
ner. Da dies auch für die äußersten rechten und linken Punkte gilt, müssen 
die beiden Ellipsen k' und k" gemeinsame Tangenten in Ordnerrichtung 
hahen. 

31. Konstruktionen mit unzugänglichen Punkten 

In der Zeichenpraxis kommt es immer wieder vor (vgl. Fig.81), daß 
man mit Punkten, die außerhalb des Zeichenblattes liegen, mit sogenann­
ten unzugänglichen Punkten, Konstruktionen auszuführen hat. 

Ist zunächst ein Punkt P 0 

mit dem unzugänglichen Schnitt­
punkt S zweier Geraden a und 
b zu verbinden (Fig. 91), so 
betrachtet man den (außerhalb 
des Zeichenblattes liegenden) 
Punkt S als Zentrum einer 
zentrischen Ähl1lichkeit. Zwi-
sehen den Geraden a und b 
spannt man ein beliebiges 

5 

Flg.91. KonstrUktion der Verbindungsgeraden des 
Punktes P mit dem unzugänglichen Schnitt­

punkt S der Geraden a und b 

Dreieck ( PA B) auf, das eine Ecke in P hat, während die beiden anderen Ecken 
A und B auf a bzw. b liegen. Nun verschiebt man dieses Dreieck in ein 
dazu ähnliches und in bezug auf S ähnlich gelegenes Dreieck (P' A' B'), 
d. h. man zeichnet die beliebige Gerade [A'B'] 11 [AB] und legt durch A' 
(auf a) die Parallele zu [AP] und durch B' (auf b) die Parallele zu [BP]. 
Dann liegt der Schnittpunkt P' dieser heiden Parallelen auf dem Ähn­
lichkeitsstrahl des Punktes P, d.h. P' ist ein weiterer (zugänglicher) Punkt 
der gesuchten Verbindungsgeraden [PS]. 

Sind sodann zwei unzugängliche Punkte P und Q durch eine Gerade s zu 
verbinden, so wendet man zur Lösung gleichfalls eine zentrische Ähnlich­
keit an. Ist der Punkt P als Schnittpunkt der Geraden a und p, der Punkt 
Q als Schnittpunktder Geraden bund q gegeben, wobei heide Punkte außerhalb 
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des Zeichen blattes liegen sollen, so übt man auf die gesamte Figur eben­
falls eine zentrische Ähnlichkeit aus, d. h. man verkleinert nach Wahl eines 
beliebigen Ähnlichkeitszentrums 0 alle Entfernungen von 0 aus in irgend­
einem festen Verhältnis Ä '* O. In Fig. 92 ist der Schnittpunkt von 
p mit q als Ähnlichkeitszentrum 0 und der Ähnlichkeitsmodul Ä = 1/2 

6' 

6 

~'ig. 92. Konstruktion der Verbindungsgeradeu • 
zweier unzugänglicher Punkte P und Q, die als (unzu· 

gängliche) Schnittpunkte zweier Geradenpaare 
I' ~ [a,pl und Q ~ [b,ql, gegeben sind 

gewählt. Dadurch werden die Gera­
denaundbaufdiehalbeEntfernung 
in die Lage a' 11 a bzw. b'" b heran­
geholt, während p und q in sich 
übergehen. Die (zugänglichen) 
Schnittpunkte P' von a' und p 

bzw. Q' von b' und q entsprechen 
dann zentrisch ähnlich den Punk­
ten P undQ und ihre Verbm:dungs­
gerade s' der gesuchten Geraden s. 
Diese erhält man demnach da-
durch, daß man s' parallel mit 
sich in die doppelte Entfernung 
von 0 hinausschiebt, indem man 
OX = 2· OX' und slls' macht. 

d 
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und Aufrißverfahren 

32. Die regulären Polyeder 

Die einfachsten räumlichen Körper sind solche, die von Ebenen be­
grenzt werden. Sie heißen Vielflache oder Polyeder. Je zwei benachbarte 
SeitenfTiichen eines solchen Polyeders schneiden sich in einer Kante, je 
drei zusammenstoßende Seitenflächen in einer Ecke des Polyeders. 

Für ein konvexes Polyeder, d. h. ein solches, bei dem die Verbindungs­
strecke von irgend zwei Ecken stets ganz im Innern oder auf der Begren­
zung des Polyeders liegt, gilt der 

Eulersche Polyedersatz: Zwischen der.Anzahl e der Ecken, der Anzahl k 
der Kanten und der Anzahl f der SeitenfTiichen eines konvexen Polyeders 
besteht die nach Leonhard Euler (1707-1783) benannte, aber nach dem Zeug­
nis von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) schon Rene Descartes 
(1596-1680) bekannte Beziehung: 

(1) e-k+f=2. 

Konvexe Polyeder, deren sämtliche Seitenflächen reguläre Vielecke 
gleicher Art sind, heißen reguläre Polyeder oder Platonische Körper. Es 
gibt nach EmrLlD (300 v. Ohr.) insgesamt fünf solche reguläre Polyeder, 
nämlich: 

I die 
Reguläre Polyeder e k f Sei tenflächen 

sind 

Tetraeder 4 6 4 Dreiecke 
Hexaeder (Würfel) 8 12 6 Quadrate 

Oktaeder 6 12 8 Dreiecke 
Dodekaeder 20 30 12 Fünfecke 
Ikosaeder 12 30 20 Dreiecke 

Wie dieser Zusammenstellung zu entnehmen ist, stehen sich der Würfel 
(Hexaeder) und das Oktaeder sowie das Dodekaeder und das Ikosaeder 
im Sinne des räumlichen Dualitätsprinzips dual gegenüber, während das 
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Tetraeder se[bstdual ist. Vertauscht man in einem Lagensatz z. B. des Wür­
fels die Begriffe Ecken und Seitenflächen und die des Vel'bindens und 
Schneidens, so erhält man als dualen Satz einen für das Oktaeder gültigen 
Sat,z. Die;;e [)Ila,fitiit der I' I ato 11 isrlten Körper war sehon (l5:~2) dem I t.aliencr 
FRANCESCO MAI1IWLlCO (U!l-t. 1575) bekannt.. 

Das reguläre Tetraeder, das von 4 gleichseitigen Dreiecken begrenzt 
wird, kann man auf folgende Weise erzeugen: 

Zeichnet man in einem Würfel gemäß Fig. 93 die Diagonalen der 6 
Seitenflächen, so bilden je drei von ihnen 
ein gleichseitiges Dreieck. Da insgesamt 4 
solche Dreiecke entstehen, sind die 6 Diago­
nalen die Kanten eines Tetraeders. 

Aus der Symmetrie des Würfels gehen leicht 
einige Eigenschaften des Tetraeders hervor. 

Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte 
zweier Gegenflächen des Würfels steht auf 
diesen Flächen senkrecht und ihre Länge ist 

Fig. 03. Regulär". Trtra.'<!cr un<! 
IIIUb.'s .. hricbellrr Wilrf .. l gleich dem Abstand dieser Würfelflächen. Für 

(Hexar<!,'r) das Tetraeder folgt daraus: 

Satz 1: Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte zweier Gegenkanten 
eines Tetraeders ist deren Gemeinlot; auf ihm liegt der kürzeste Abstand 
zwischen diesen Gegenkanten. 

Da diese Gemeinlote zu den Würfel.kanten parallel sind und durch den 
Würfelmittelpunkt gehen, folgt weiter: 

Satz 2: Die drei Gemeinlote der Gegenkanten eines Tetraeders schneiden 
sich in einem Punkt, dem Mittelpunkt M des Tetraeders, und stehen paar­
weise aufeinander senkrecht. 

Auf den vier Raumdiagonalen des Würfels liegen die Höhen des Tetraeders. 
Daher gilt für das Tetraeder der 

Satz 3 (Höhensatz): Die vier Höhen eines Tetraeders (Lote von den Ecken 
auf die Gegenflächen) schneiden sich im Tetraedermittelpunkt. 

Das Oktaeder besteht aus 8 gleichseitigen Dreiecken, in jeder Ecke 
stoßen 4 Kanten und 4 Seitenflächen zusammen. 

Benachbarte Mittelpunkte der 6 Seitenflächen des zum Oktaeder dualen 
Würfels spannen zu je dreien gleichseitige Dreiecke auf und bilden die 6 Eck­
punkte eines Oktaeders (Fig.94). Die 8 Mittelpunkte der Seitenflächen 
eines Oktaeders bilden ihrerseits wieder die Ecken eines Würfels. 
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Das Dodekaeder ist aus 12 regulären Fünfecken aufgebaut; in jeder 
Ecke stoßen 3 Kanten und 3 Seitenflächen zu.sammen. Fig.95 zeigt ein 
mit einer Seitenfläche auf der Grundrißebene 
stehendes Dodekaeder. 

Das Ikosaeder besitzt als Seitenflächen 
20 gleichseitige Dreiecke. In jeder Ecke 
stoßen 5 Kanten und 5 Seitenflächen zu­
sammen. Es kann gemäß Fig.96 aus dem 
dualen Dodekaeder dadurch erzeugt werden, 
daß man die Mit.telpunkt.e benachbarter Dode­
kaederflächen miteinander verbindet. Um­
gekehrt bilden die FIächenmitten des Ikosa­
eders ein Dodekaeder. 

Flg. 94. Würfel (Hexaed"r) und 
Oktaeder, dessen Ecken In den 
Mitten der WürfeIrlächen liegen 

Flg.95. Dodekaeder Flg.96. Ikosaeder, dessen Ecken In den 
Mitten der DodekaederrIächen liegen 

33. Der allgemeine Satz von Desargues. Perspektive Kollineation 

Eine dreiseitige Pyramide mit dem in der Ebene (1 gelegenen Basisdrei­
eck (ABC) und der Spitze 8, die ein allgemeines Tetraeder (mit beliebigen 
Dreiecken als Seitenflächen) darstellt, werde mit einer zweiten Ebene (1' 

geschnitten, die zu (1 nicht parallel sei (Fig. 97). Die Ebene (1' sei festgelegt 
durch die (eigentliche) Schnittgerade 8 von (1 und (1' und den Schnittpunkt 
C' von (1' mit der Seitenkante [8C] der Pyramide. Um die Schnittpunkte 
B' und A' der weiteren Pyramidenkanten [SB] und [SA] mit der Ebene 
(1' zu finden, schneiden wir die Pyramidenfläche [SCB] mit der Ebene (1'. 

Die gesuchte Schnittgerade a' geht durch C' und durch den Punkt 2(, 

in dem die Seite a = [BC] des Basisdreiecks die Gerade 8 trifft. Der 
Punkt B' ist nun als Schnitt von a' und der Kante [SB] bestimmt. Der 
dritte Eckpunkt A' des Schnittdreiecks (A'B'C') kann nun nach demselben 

7311 Strubecker, Geometrie 7 



98 V. Darstellung ebenflächig l)egrenzter Körper im Grund- und Aufrißverfahren 

Verfahren über den Punkt <r, in dem die Seite c = [BA] die Gerade s 
trifft, konstruiert werden. Dann muß die dritte Seite b' = [A'C'] des 
Schnittdreiecks sich mit der Seite b = [AC] in einem Punkt 58 treffen, 
der gleichfalls der Geraden s angehört. Diese Tatsache ist der Inhalt des 
berühmten Satzes von DESARGUES in seiner folgenden allgemeinen Fassung. 

Satz von Desargues 
(1648) über zentralper­
spektive Dreiecke: Sind 
zwei Dreiecke zueinander 
zentralperspektiv gelegen, 
d. h. gehen die drei Verbin­
dungsgeraden entsprechen­
der Punkte der beiden 
Dreiecke durch einen festen 
Punkt S, so schneiden sich 
entsprechende Seiten der 
beiden Dreiecke in drei 
Punkten einer festen Ge­
raden s. Diese Gerade 
heißt die Perspektivitiits­
achse oder Desarguessche 
Achse der beiden zentral-

Flg. 97. AllgemeIner Satz von DESARGUES. PerspektIve 
KollineatIon zwIschen zweI Ebenen a und a' (KollIneatlons- perspektiv aufeinander be-
zentrumS, KollIneatIonsachses; Kolllnel\tlonsstrahlen [AA'j' zogenen Dreiecke. 

laufen durch S, kollineare Geraden a, a' schneIden 
sIch auf s) Der in 5. bewiesene 

DEsARGuEssche Satz für 
zwei zueinander parallelperspektiv gelegene Dreiecke ist ein Grenzfall des 
allgemeinen DEsARGuEsschen Satzes, der aus diesem dadurch hervorgeht, 
daß man das Zentrum S der Zentralperspektive in einen Fernpunkt 
rücken läßt. 

Durch die Zentralprojektion der Ebene (J aus dem Projektionszentrum S 
auf die Ebene (J' wird zwischen diesen Ebenen eine wichtige ge 0 met r i s ehe 
Verwandtschaft hergestellt. Sie heißt nach LUDWIG IMMANUEL MAGNUS 
(1833) eine persp('ktiv(' Kollill(·ation. Der Punkt S heißt Zentrum, die 
Gerade s Achse der perspektiven Kollineation (Fig.97). Punkte wie A 
und A', die auf einer Geraden durch S, auf einem Kollineationsstrahl 
liegen; bilden ein Paar kollinear ent.sprechender Punkte. Aus dem DEsAR­
GUEsschen Satz entnimmt man die folgenden schon GIRARD DESARGUES 
bekannten Grundeigenschaften einer perspektiven Kollineation zwischen den 
Ebenen 0 und 0': 
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1. Entsprechende Punkte liegen auf einem Kollineati01l88trald durch das 
Zentrum S. 

2. Die Punkte der Kollineationsachse entsprechen sich selbst. 
3. Jeder Geraden .entspricht eine Gerade (daraus erklärt sich die Bezeichnung 

"Kollineation") . 
4. Entsprechende Geraden treffen sich auf der Kollineationsachse. 

Die in 6. besprochene perspektive Affinität zwischen zwei Ebenen ist 
ein Grenzfall der perspektiven Kollineation; sie entsteht aus dieser, 
wenn das Kollineationszentrum S ins Unendliche rückt. 

Um die Eigenschaften einer perspektiven Kollineation in der oben ge­
wählten Weise ohne Einschränkung allgemein formulieren zu können, muß 
man die Fernpunkte der beiden Ebenen als gleichberechtigt zu den eigent­
lichen Punkten hinzunehmen. Im Gegensatz zur perspektiven Affinität, 
bei der Fernpunkte stets wieder in Fernpunkte übergehen, gibt es bei der 
perspektiven Kollineation eigentliche Punkte V der einen Ebene (1, deren 
kollineare Punkte V' in der anderen Ebene (1' im Unendlichen liegen (im 
Unendlichen "verschwinden"), nämlich alle jene Punkte V in (1, deren 
Kollineationsstrahlen [SV] zu (1' parallel sind. Diese Punkte V in (1 heißen 
daher die Verschwindungspunkte der Kollineation. Umgekehrt haben die 
Fernpunkte U der Ebene (1 eigentliche Punkte U' in (1' als kollinear zu­
geordnete Punkte; denn ein zur Ebene (1 paralleler Kollineationsstrahl 
[SU] trifft die Ebene (1' in einem eigentlichen Punkt U', einem sogenannten 
Fluchtpunkt der Kollineation. 

Die Gesamtheit der Verschwindungspunkte V in (1 bildet dabei eine Ge­
rade v, die Schnittgerade von (1 mit der durch das Zentrum S laufenden 
Parallelebene zu (1', welche die Ebene (1' in ihrer Ferngeraden v' schneidet. 
Auch diese V ersch wind ungsgerade v von (1 und die Ferngerade v' von 
(1' entsprechen sich in der perspektiven Kollineation. 

Die Gesamtheit der Fluchtpunkte U' in (1' bildet ebenfalls eine Gerade 
u', die Schnittgerade von (1' mit der durch das Zentrum S laufenden Par­
allelebene zu (1, welche die Ebene (1 in ihrer Ferngeraden u schneidet. Auch 
diese Fluchtgerade u' von (1' ist der Ferngeraden u von.(1 in der per­
spektiven Kollineation zugeordnet. 

Zusammenfassend gilt der VOll dem Holländer WILHELM JAKOB S'GRAVE­
SANDE (1711) und dem Engländer BROOK TAYLOR (1719) stammende 

Satz 1 : In einer perspektiven Kollineation zwischen zwei Ebenen (1 und (1' 

entspricht 
1. der Verschwindungsgeraden v t'on (1 die Ferngerade v' von (1' und 
2. der Ferngeraden u von (1 die Fluchtgerade u' von (1'. 

7* 
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Aus der Tatsache, daß gegenüber Zentralprojektionen eigentliche Ge­
raden (wie v und u') und Ferngeraden (wie v' und u) gleichberechtigt sind, 
weil eigentliche Geraden durch Zentralprojektion in Ferngeraden verwan­
delt werden können (und umgekehrt), folgt jetzt auch die Rechtfertigung 
der seinerzeitigen Festsetzung, daß die Fernpunkte einer (projektiven) 
Ebene insgesamt eine Ferngerade bilden sollen. 

Projiziert man die in Fig. 97 dargestellte räumliche Konfiguration 
durch parallele Sehstrahlen in eine Ebene (man denke sich in Fig. 97 die 
Umrahmungen der Ebenen a und a' weggelöscht), dann erhält man eine 
ebene Figur, für die gleichfalls der DEsARGuESsche Satz gilt. Die durch 
Zentralprojektion aus S hergestellte Verwandtschaft zwischen den beiden 
(jetzt ineinanderliegenden) ebenen Feldern a und a', die man sich als zwei 
einander überdeckende Ebenen, als kollokaie Ebenen vorzustellen hat, ist 
eine ebene perspektive Kollineation. Sie besitzt genau dieselben 
Eigenschaften, wie sie oben für die räumliche perspektive Kollineation 
zwischen den Ebenen a und a' angeführt wurden. Insbesondere gilt 

Satz 2: Eine ebene perspektive Kollineation ist eindeutig durch das Zentrum 
S, die .Achse s und ein Paar entsprechender Punkte P, P' bestimmt. 

Aus Fig. 98 ist leicht zu ersehen, wie man die so bestimmte ebene per­
spektive Kollineation vervollständigen kann, d. h. wie man zu einem belie­

~'Ig. 98. Ebene perspektive Kollineation, festgelegt durch 
das KollIneationszentrum S. die Kolllneat.1onsachse 8 

und ein Paar kollinearer Punkte (P. P'). Vervollstän-
digung der ebenen perspektiven KollIneation 

bigen Punkte 4, der nicht 
auf dem Kollineationsstrahl 
[PP'] liegt, ferner zu einem 
Punkte Y auf diesem Strahl 
und schließlich zu einer be­

liebigen Geraden g die per­
spektiv -kollinearen Bilder 
X', bzw. Y' und g' findet. 

Bemerkung 1: Für den axio­
matisehen Aufbau der ebenen 
projektiven Geometrie ist bemer­
kenswert, daß es nicht möglich 
ist, den DESARouESschen Satz 
der Ebene allein mit Hilfe der 
Lagensätze der ebenen projek­
tiven Geometrie zu beweisen. 
Wie FELIX KLEIN (1873) ver­
mutet und DAVID HILBERT 

(1899) bewiesen hat, braucht man bei diesem Beweise auch noch gewisse Lagensätze 
der projektiven Geometrie des Raumes. 
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34. Ebener Schnitt einer Pyramide 

Eine dreiseitige Pyramide mit der Spitze 8 stehe mit dem Basis­
dreieck (ABO) auf der Grundrißebene 1l1• Gesucht wird der Schnitt der 
Pyramide mit einer beliebigen Ebene e. 

Es bedeutet keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn wir die 
Schnittebene e als zweitprojizierend annehmen. Den Fall allgemeiner 
Lage der Ebene e kann man nämlich durch Wahl einer erstprojizierenden 
Seitenrißebene 1ls senkrecht zur Grundrißspur ~ der Ebene e auf diesen 
Sonderfall zurückführen, da die Ebene e dann drittprojizierend ist. Die 
Grundrißspur ~ der zweitprojizierenden Ebene e steht im Knoten E auf 
der Rißachse x12 senkrecht, während ihre Aufrißspur es beliebig durch E 
verläuft (Fig. 99). Im Aufriß stellt sich das Schnittdreieck (A1B101) als 
Strecke auf es dar, und die Aufrisse A~', B~', O~' der Eckpunkte' sind die 
Verschneidungen zwischen es und den Aufrissen [8"A"], [8"B"], [8"0"] 
der Pyramidenkanten. Den Grundriß (A~B~O~) der Schnittfigur findet 
man nun durch Ordner. 

Ergeben sich dabei, wie in Fig. 99 für den Punkt A~, schleifende Schnitte, 
dann gibt es verschiedene Möglichkeiten, sich den Punkt im Grundriß 
auf andere Weise genauer zu verschaffen. Z. B. kann man von der Invarianz 
des Teilverhältnisses dreier Punkte Gebrauch machen, nach der 

(1) 

ist. Oder man benutzt die Tatsache, daß nach 33. das Schnittdreieck 
(A1B101) und das Basisdreieck (ABO) zueinander perspektiv kollinear sind, 
wobei die Pyramidenspitze 8 das Kollineationszentrum und die Schnitt.­
gerade s = e1 = [e, 1ld von e und 111 Kollineationsachse ist. Die gleiche 
Eigenschaft kommt auch ihren Grundrissen zu, d. h. zwischen den 
Dreiecken (A' B'O') und (A~B~O~) besteht eine ebene perspektive Kolli­
neation mit 8' als Kollineationszentrum und s = ~ als Kollineationsachse. 
Entsprechende Seiten des Schnittdreiecks und des Basisdreiecks schneiden 
sich daher jeweils in einem Punkt von~. Hat man demnach einen Punkt 
des Schnittdreiecks, etwa B~, im Grundriß bestimmt, dann ergeben sich die 
heiden anderen Punkte A~ und O~ durch Konstruktion der den Geraden 
[B'A'] bzw. [B'O'] perspektiv kollinear entsprechenden Geraden [B~A~] 
bzw. [B~O~]. Die Geraden [B'A'] und [B~A~] müssen sich somit in 
einem Punkt <r, ebenso [B'O'] und [B~O~] in einem Punkt ~ und 
schließlich (Kontrolle!) [A'O'] und [A~O~] in einem Punkt 58 der 
Kollineationsachse ~ treffen. 
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Will man von der Pyramide ein Mo delI herstellen, dann benötigt 
man die Abwicklung, das Netz der Pyramide. Die wahre Gestalt des Basis-

E 

()[ 

~_'-':::~::r--~8' 

e,=s 
Bo 

Bo&-------------------------~ 
Co 

Flg.99a (ollen). Konstruktion des ebenen Schnittes einer dreiseitlgen Pyramide 
Fig. 99b (unten). Abwicklung des Mantels und des ebenen Schnittes der dreiseitlgen 

Pyramide In Fig. 99a 
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dreiecks (ABC) geht unmittelbar aus dem Grundriß (A'B'C') hervor. 
Um die Abwicklung des Pyramidenmantels zu konstruieren, benötigt man 
die wahren Längen der drei Pyramidenkanten. Diese findet man durch 
Paralleldrehen der Kanten, was man zweckmäßig in einer besonderen Zeich­
nung ausführt. Man hat dazu die rechtwinkligen Dreiecke (SOFOAO) , 
(SOFO BO) und (SOFOCO) zu konstruieren, deren gemeinsame Kathete SOFo 

gleich der Pyramidenhöhe, ist, während die Basiskatheten FOAo = S'A', 
FO BO = S' B', FOCo = S' C' in wahrer Größe dem Grundriß zu entnehmen 
sind. Die Hypotenusen sind dann die wahren Kantenlängen der Pyramide. 
Dreht man mit den Eckpunkten des Basisdreiecks (AB C) zugleich auch 
die Eckpunkte des Schnittdreiecks (A1B1Cl ) in die Parallellage zur Aufriß­
ebene, dann legen die gedrehten Punkte A~, .J3If, C~ und So die wahren 
Abstände der Punkte Al' BI' Cl von der Pyramidenspitze S fest. 

Nun kann man sofort das Netz des (längs der Kante SA aufgeschnitte­
nen) Pyramidenmantels samt den darauf liegenden Seiten des Schnitt­
dreiecks (A1B1Cl ) zeichnen, da von den dreieckigen Pyramidenseiten­
flächen jeweils die Längen der Dreiecksseiten bekannt sind (Fig.99b). 

35. Ebener Schnitt eines Prismas 

Ein dreiseitiges Prisma mit dem Grunddreieck (ABC) und dem 
Deckdreieck (A1B1Cl ) soll mit einer Ebene e senkrecht zur Kantenrichtung 
geschnitten werden. Ohne EinschränJmng der Allgemeinheit können wir 
das Prisma in einer solchen Lage annehmen, daß seine Kanten zur Aufriß­
ebene parallel sind. Denn bei allgemeiner Lage läßt sich diese Sonderlage 
stets durch Einführen einer Seitenrißebene parallel zur Kantenrichtung 
herstellen. 

Um einen Normalschnitt des Prismas zu erhalten, muß die Horizontal­
spur el der Schnittebene e senkrecht zum Grundriß, ihre Vertikalspur e. 
senkrecht zum Aufriß der Prismenkanten liegen (Fig. 100). Die Schnitt­
ebene e ist also bei der gewählten Prismenlage zweitprojizierend, weshalb 
das Schnittdreieck (123) sich im Aufriß als Strecke (1"2"3") abbildet. 
Seinen Grundriß (1' 2' 3') findet man mit Hilfe der Ordner. 

Die Grundrißebene :11:1 und die Schnittebene e schneiden das Prisma je 
in einem Dreieck. Da entsprechende Punkte der beiden Dreiecke einer 
Prismenkante angehören, sind die Dreiecke in parallelperspektiver Lage. 
Zwischen dem Grunddreieck (ABC) und dem Schnittdreieck (123) besteht 
daher eine perspektive Affinität, und das gleiche gilt auch für deren Grund­
risse. Affinitätsrichtung ist dabei die Kantenrichtung, Affinitätsachse die 
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Horizontalspur el der Schnittebene. Daher müssen sieh entsprechende Seiteu 
des Basisdreiecks lind des Schnittdreieeks in Punkten 2f, 58, ~ der Achse 
el schneiden (Kontrolle !). 

Um das Netz des Prisma.s zu erhalten, benötigt man zunächst die wahre 
Größe (10 20 30) des NOrIlHLlsehnittes. Diese findet. man durch Umlegen 
der Schnittebene e um ihre erste Spur el in die Grundrißebene 7l1. Bei 
der Abwicklung des längs der Kante CUI aufgeschnittenen Prismen­
mantels wird der Normalschnitt (123) geradegestreckt. Dadurch ergeben 
sich zunächst die Punkte 3°, 2°, 1°, 3° der Abwicklung (Fig. 100). Die 
Prismenkanten ersehein(·n in der Abwicklung als Lote zu dieser Geraden; 
die wahren Entfernungen der Punkte des Grund- und des Deckdreiecks 
von dieser Geraden sind dem Aufriß zu entnehmen. 

36. Durchdringung zweier ebenflächig begrenzter Körper 

Als Beispiel für die Durchdringqng zweier eben flächig begrenzter Körper 
behandeln wir die Durchdringung eines dreiseitigen Prismas mit einer 
dreiseitigen Pyramide. Bei beliebiger Lage der Körper kann durch zwei­
maliges Umprojizieren stets erreicht werden, daß die Kanten des Prismas 
in bezug auf die zweite Seitenrißebene projizierend sind, so daß sein 
Normalschnitt in dieser Ebene in wahrer Größe erscheint. Es bedeutet 
daher keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn wir die Prismen­
kanten u, v, w Von vornherein zur Aufrißebene senkrecht annehmen. Die 
dreiseitige Pyramide mit der Spitze S und dem Basisdreieck (PQR) stehe 
auf der Grundrißebene (Fig.101). Die beiden Körper durchdringen sich 
je nach ihrer Lage in einem oder zwei geschlossenen windschiefen 
Polygonen, deren Gestalt im Grundriß gesucht wird. Ihr Aufriß deckt 
sich mit dem Aufriß des Prismas. 

Das räumliche Du rchd ringu ngs poly gon kann auf zweierlei 
Weise bestimmt werden: 

1. Kantenmethode: Schneidet man sämtliche Kanten des Prismas mit 
den Seitenflächen der Pyramide und umgekehrt sämtliche Pyramiden­
kanten mit den Prismenflächen, so erhält man die Ecken des Polygons. 

2. Ebenenmethode : Schneidet man jede Seitenfläche des Prismas mit 
jeder Seitenfläche der Pyramide, so ergeben sich die Seiten des Polygons. 

Nach der Kantenmethode ergeben sich die Eckpunkte des Poly­
gons durch folgende Konstruktionsschritte : 

In Fig. 101 trifft von den Pyramidenkanten lediglich die Kante [BQ] 

das Prisma, wie der Aufriß zeigt. Die Durchstoßpunkte T und T sind 
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SI 

Flg.101. Durchdringung einer Pyramide und eines Prismas 
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im Aufriß unmittelbar zu ersehen, womit auch die Grundrisse T' und T' 
auf [S'Q'] festliegen. Um eine Prismenkante mit den Pyramidenflächen 
zu schneiden, legen wir eine Hilfsebene durch die Prismenkante und 
die Pyramidenspitze S. Diese schneidet die Pyramide in Mantellinien, 
auf denen die gesuchten Durchstoßpunkte der Prismenkante liegen. Die 
durch die Prismenkante u und die Pyramidenspitze S gelegte Hilfsebene 
iflt zweitprojizierend. Ihre Aufrißspur, zugleich ihr Aufriß, ist die Gerade 
[S"u"]. Auf ihrer Grundrißspur (die im Knoten auf der Rißachse X12 

senkrecht steht) und auf den Seiten des Pyramidenbasisdreiecks (PQR) 
liegen die Horizontalspurpunkte derjenigen beiden Mantellinien, die von 
der Hilfsebene aus den Pyramidenseitenflächen ausgeschnitten werden. 

Ihre Schnittpunkte U bzw. U mit der Prismenkante u sind deren Durchstoß­
punkte mit den Pyramidenflächen [SPQ] bzw. [SPR]. Ebenso findet 

man die Durchstoßpunkte V, V der Prismenkante v und W, W der Prismen­
kante w mit der Pyramide. Damit sind sämtliche Eckpunkte der Durch­
dringurtU.stigur im Grundriß gefunden. Sie besteht aus dem windschiefen 

- ---
Polygon (U'T'V'W'T'U') und aus dem Dreieck (U'V'W'). Dabei sind 

die Seiten (U'T'V') und (U'V') unsichtbar, da sie auf der Unterseite luv] 
des Prismas liegen. 

Demgegenüber liefert die Ebenenmethode die SeitendesSchnittpoly­
~ons. Man wird sie an den Stellen anwenden, an denen die Kantenmethode 
3chlechte Schnitte liefert; vor allem aber ist sie zur Kontrolle des gefundenen 
Polygons sehr geeignet. Drei Ebenen allgemeiner Lage schneiden sich 
paarweise in drei Geraden, die durch einen Punkt, den gemeinsamen 
Schnittpunkt der drei Ebenen, gehen. Wählt man als eine Ebene die Grund­
rißebene, als zweite Ebene eine Prismenseitenfläche und als dritte Ebene 
eine Pyramidenseitenfläche, dann treffen sich die Grundrißspur der Prismen­
ebene, die Grundrißspur der Pyramidenebene und die Polygonseite, welche 
diesen beiden Ebenen angehört, in einem Punkt (Dreie benenverfahren). 

In Fig. 101 ist diese Kontrolle für sämtliche Seiten des Schnittpolygons 
:lurchgeführt. So schneiden sich z. B. auf der Horizontalspur e der Prismen­
ebene luv] die Horizontalspur [Q'R'] der Pyramidenfläche [SQR] und der 

Grundriß [T' V'] der Polygonseite [T V] in einem Punkte 1, ebenso 
-- -

[P'R'] und [U'V'] in einem Punkte 2 und schließlich [P'Q'] und rUfT'] 
in einem Punkte 3. 

Der Grundgedanke, der jeder Durchdringungskonstruktion zwischen einem. 
Pri8ma und einer Pyramide zugrunde liegt. ist der folgende: 
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Man legt geeignete Hilisebenen durch die Pyramidenspitze paraUel zu den 
Kanten des Prismas. Jede derartige Ebene, die außerdem durch eine 
Prismenkante gelegt wird, schneidet die Pyramidenflächen in Mantel· 
linien, auf denen die Durchstoßpunkte der betreffenden Prismenkante 
liegen. Entsprechend schneidet jede Ebene dieses Ebenenbüschels, die 
gleichzeitig eine Pyramidenkante enthält, das Prisma in Mantellinien, 
auf denen die Durchstoßpunkte der betreffenden Pyramidenkante liegen. 

Eine analoge überlegung führt zu den Eckpunkten des Durchdringungs. 
polygons zwischen zwei Prismen: Als Hilisebenen sind Ebenen parallel zu 
den Kanten beider Prismen zu wählen. Sie schneiden beide Prismen in 
Mantellinien. Insbesondere schneidet jede Ebene dieser Parallelebenen­
schar, die eine Prismenkante enthält, die Seitenflächen des anderen Pris­
mas in Mantellinien, auf denen die Durchstoßpunkte der gewählten 
Prismenkante liegen (und umgekehrt). 

Ist schließlich das Durchdringungspolygon zwischen zwei Pyramiden 
zu konstruieren, so kommen als Hilisebenen solche Ebenen in Bet.racht, die 
durch beide Pyramidenspitzen gehen. Diese Hilfsebenen bilden ein Ebenen· 
büschel mit der Verbind ungsgeraden der beiden Pyramidenspitzen als Achse; 
man spricht deshalb auch von den durch diese Achse gehenden Pendelebenen. 
Jede Ebene dieses Ebenenbüschels (jede Pendelebene) schneidet beide 
Pyramiden in Mantellinien. Die Durchstoßpunkte der Kanten der einen 
Pyramide durch die Seitenflächen der anderen Pyramide findet man dann 
dadurch, daß man diejenigen Pendelebenen auswählt, die eine Pyramiden. 
kante enthalten. 

Die 8eitenkanten des Durchdringungspolygons ergeben sich in allen diesen 
Fällen nach der oben dargelegten Ebenenmethode; insbesondere erhält man 
die 8purpunkte der Polygonkanten wieder nach dem sehr einf8~hen Drei· 
ebenenverlahren. Aus Gründen der Genauigkeit der Konstruktion ist es 
zweckmäßig, sowohl die Kantenmethode als auch die Ebenenmethode anzu· 
wenden und alle dabei möglichen Kontrollen zu beachten. 
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37. Das Scbrägrißverlahren 

Zur anschaulichen Erläuterung räumlicher Konstruktionen und zur sinn­
fälligen Darstellung räumlicher Objekte haben wir uns bisher in unseren 
anschaulichen Bildern einer schiefen Parallelprojektion bedient., die einen 
Schrägriß der räumlichen Figur liefert. Ein besonders einfaches, diesen 
Erläuterungsskizzen zugrunde liegendes Konstruktionsverfahren, das bei 
gegebenem Grundriß und Aufriß des Objektes seinen Schrägriß zu kon­
struieren gestattet, ist das folgende Schrägrißverfahren. 

Wir denken uns in der üblichen Weise mit dem aus der Grundrißebene 37;1 

und der Aufrißebene 37;2 gebildeten orthogonalen Tafelsystem ein recht­
winkliges cartesisches Koordinatensystem O(x, y, z) verbunden, so daß 
sich seine y-Achse mit der Rißachse ~2 deckt, während die x-Achse der 
Grundrißebene und die z-Achse der Aufrißebene angehört (Fig. 102). 

p' 
z.ZS 

P' 
P' 

P' 
~--------------~ 

l<'Ig. 102 (links). 8chrägrIßverfahrcn (8chiefe Projektion auf die Aufrißebene "t) 8ehrichtung p und 
ProJektion.dreieck (konstruktive Erklärung) 

Fig. 103 (rechts). 8chrägrißverfahren. Drchsehnen. Yerkürzungsdreleck (anschauliche Ausführung) 

Eine beliebige schräge Richtung p (Grundriß p', Aufriß p") sei als Pro­
jektionsrichtung, die Zeichenebene (Aufrißebene 37;2) als Bildebene gewählt. 
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Ein beliebiger Punkt X auf der x-Achse, gegeben durch seinen Grund­
riß X' und seinen Aufriß X", hat dann seinen Schrägriß X' in dem Ver­
tikalspurpunkt des durch X gelegten Projektionsstrahls p. Der Schräg­
riß x' der x-Achse ist daher die durch 0 und X' bestimmte Gerade, wäh­
rend der Schrägriß der y-Achse und der der z-Achse sich mit der y-Achse 
bzw. z-Achse deckt (y' = y, z' = z). 

Da die Projektionsrichtung p beliebig gewählt werden kann, ist sowohl 
die Richtung r des Schrägrisses der x-Achse als auch die Lage des Punktes 
X' auf r beliebig wählbar. Das von den Punkten 0, X', X, gebildete Dreieck 
heißt das Projektionsdreieck oder Verkürzungsdreieck für den 
Schrägriß. Seine Seiten liegen auf der (vertikalen) x-Achse, dem (beliebig 
gerichteten) Schrägriß r der x-Achse und auf der beliebigen Geraden 
[X'X']. Die dritte Seite [X'X'] ist der Schrägriß der Drehsehne jener 
Vierteldrehung um die Rißachse X 12' welche die (horizontale) Grundriß­
ebene :11:1 in die (vertikale) Zeichenebene (Aufrißebene :11:2 ) hineindreht 
(Fig.103). 

Ist Q ein beliebiger Punkt der Grundrißebene, dann kann sein Schräg­
riß 0' aus dem Grundriß Q' und Aufriß Q" entweder mit dem durch Q 
gelegten Projektionsstrahl p oder einfacher' über das Verkürzungsdreieck 
für den Punkt Q konstruiert werden. Die Verkürzungsdreiecke aller in der 
Grundrißebene :11:1 liegenden Punkte sind zueinander ähnlich, und entsprechende 

Seiten sind zueinander parallel. 

Zur Konstruktion des Schrägrisses P' eines beliebigen Raumpunktes P, 
dessen Grundriß P' und Aufriß pli bekannt sind, kann man sich ebenfalls 
wieder des Projektionsstrahls p durch P bedienen und seinen Bildspur­
punkt P' suchen; zweckmäßiger konstruiert man mit Hilfe des Ver­
kürzungsdreiecks zunächst den Schrägriß P" des Grundrisses pI, den 
sogenannten Schr.äggrundriß P" des Punktes P. Dann liegt der Schrägriß P' 
um die wahre ~Kote des Punktes P lotrecht über dem Schräggrundriß P". 
Liegt der Raumpunkt P insbesondere in der Aufrißebene (Blldebene :11:2 ), 

so fällt er mit seinem Schrägriß P' zusammen. 
Wir fassen zusammen: 
Um den Schrägriß eines beliebigen Raumpunktes P zu konstruieren, 

wähle man das Verkürzungsdreieck für seinen Grundriß P' so, daß eine 
Ecke der Grundriß P' und die andere Ecke der Fußpunkt Pu des Lotes 
von P' auf die Rißachse X 12 ist, während die dritte Ecke P" beliebige Lage 
hat. Dadurch entsteht zwischen dem Grundriß und dem Schräggrundriß eine 
schiele perspektive Affinität, wobei die Rißachse x 12 die Affinitätsachse und 
der Schrägriß [PI PI,] der Drehsehne die Affinitätsrichtung ist. Der Schrägriß p. 
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des Punktes P liegt dann um die wahre Erhebung z über dem Schräg­
grundriß P". Die Punkte der Bildebene (Aufrißebene 7l2) sind mit ihren 
Schrägrissen identisch. 

Das Verkürzungsdreieck (P' P12P") kann ansieh beliebig gewählt werden. 
Um jedoch ein nicht zu verzerrt wirkendes Bild zu erhalten, muß man 
darauf achten, daß der Sehstrahl p nicht zu flach gegen die Bildebene 712 

einfällt. Als allgemeine Regel gilt, daß der Einfallswinkel des Sehstrahls 
gegen die Bildebene nicht kleiner als 60° sein soll. Zweckmäßig ist es, bevor 
man von einem Objekt einen Schrägriß nach diesem Verfahren konstruiert, 
den Schrägriß eines Würfels zu entwerfen und das Verkürzungsdreieck 
so abzustimmen, daß der Schrägriß dieses Würfels anschaulich wirkt, 
wie dies z. B. in Fig. 94 der Fall ist. 

Als Bei~piel diene die 
Aufgabe 1: Es soll der Schrägriß eines regulären Tetraeder8 konstruiert 

werden, das auf der Grundrißebene steht. 
Die Eckpunkte A, B, G des Basisdreiecks des Tetraeders bilden im Grund­

riß ein gleichseitiges Dreieck (A' B' G'), im Aufriß liegen sie auf der Riß­
achse:21.2 (Fig. 104). Die Spitze 8 des Tetraeders deckt sich im Grund­
riß mit dem Mittelpunkt M'=8' des Dreiecks (A'B'G'). Um denAufriß8" 
zu finden, führen wir als Seitenrißebene 7la die erstprojizierende Ebene 
durch die Tetraederkante [8A] ein, deren Horizontalspur die neue Riß­
achse :21.a = [M'A'] ist. In diesem Seitenriß liegt die Spitze 8'" auf dem 
Lot zu x13 durch M' so, daß A'8'" = A'B', d. h. gleich der wahren Länge 
der Tetraederkanten ist. Die wahre Höhe z = M' 8'" = M" 8" des Te­
traeders kann nun in den Aufriß übernommen werden, womit Grund­
und Aufriß des Tetraeders gezeichnet sind. 

Um von dem Objekt einen Schrägriß nach dem Schrägrißverfahren zu 
konstruieren, nimmt man das Verkürzungsdreieck (P' p" pa) beliebig an. 
Nun legt man das Verkürzungsdreieck im Punkte A an, d. h. man zieht 
durch A" die Parallele zur Richtung x' = [p" pa], durch A' die Parallele 
zum Schrägriß [P'pa] der Drehsehne. Ihr Schnittpunkt ist der Schräg­
riß A' des Punktes A. Entsprechend findet man die Schrägrisse B', 
G' und M' der beiden anderen Eckpunkte und des Mittelpunktes des Basis­
dreiecks. Die (lotrechte) Höhe z des Tetraeders erscheint im Schrägriß 
in wahrer Größe, weshalb der Schrägriß 8' der Tetraederspitze 8 um 
die Strecke z = M"8" über MB liegt. Nach Klärung der Sichtbarkeit 
(die im Punkte G' zusammenlaufenden Kanten sind unsichtbar) ist der 
Schrägriß des Tetraeders fertig. 
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Als Kontrolle kann die Tatsache herangezogen werden, daß der Grund­
riß (A' B'O') des Basisdreiecks und sein Schrägriß (AB ßBO·) perSpektiv 
a.ffin zueinander sind (Affinitätsachse :11.2' Affinitätsrichtung [P' PS]), 
d. h. daß sich entsprechende Seiten dieser b~iden Dreiecke wie [A'O'] 
und [ABOS] auf der Rißachse x12 schneiden. 

x' 

p' 

X'J 

Flg.10'. SChrAgrlJl eines auf der G'undrlJlebene '"' stehenden regulAren 'retraeders 

Die Konstruktion des 8chrägrisse8 eines räumlichen Objekts nach dem 
Schrägrißverfahren kann vorteilhaft auch unmittelbar erfolgen, ohne daß 
man sich vorher den Grund- und Aufriß des Objekts in allen Einzelheiten 
verscha.ffen muß. 

Als Beispiel hierfür diene die folgende 
Aufgabe 2: Es ist der 8chrägriß eines Drehkegels zu konstruieren, wenn 

1. der Schrägriß der Ebene e des Basiskreises, 
2. der Schrägriß des Basiskreismittelpunktes M, 
3. die wahre Länge des Radius r des Basiskreises k, 
4. die wahre Höhe h des Kegels und 
5. das Verkürzungsdreieck (P' pli PB) gegeben sind. 
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Der Schrägriß der Basisebene e sei durch die Aufrißspur es und den 
Schrägriß e~ der Grundrißspur €t festgelegt, wobei sich diese heiden Spuren 
im Knoten E auf der Rißachse x12 schneiden (Fig. 105). Ferner ist der 
Schrägriß MB des Basiskreismittelpunktes M gegeben. Zunächst ist be-

/'1' 

Flg.I05. SchrägrlJl eines Drehkegels der Höhe h. dessen Basiskreis In der Ebene, (Spuren 
e, und e.) liegt 

kannt, daß der Schrägriß k' des Basiskreises keine EUipse mit dem Mittel­
punkt M' ist. Unter allen Kreisdurchmessern wird jener in wahrer Länge 
abgebildet, der zur Bildebene, d. h. zur Aufrißebene na parallel ist. Er 
liegt auf der durch M gehenden zweiten Hauptlinie ha der Ebene e; sein 
Schrägriß h~ geht durch MB und ist zur Spur ea parallel. Durch den 
Schnittpunkt H; von h~ mit dem Schrägriß e~ der ersten Spur von e 
(d. h. durch den Schrägriß H; des HOl'izontalspurpunktes Ha von h'lJ kann 

;311 :;tl'ubccker. Geometrie 8 
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nun parallel zur Rißachse x12 der Schräggrundriß h~8 dieser zweiten Haupt­
linie h

2 
gezeichnet werden. Auf ihr liegt senkrecht unter Mg der Schräg­

grundriß M'· des Kreismittelpunktes M. Auf h~ liegen die Ellipsen­
punkte AB und E" in einer Entfernung von MB, die gleich dem wahren 

Kreisradius rist. 
Der zum Ellipsendurchmesser AB B" konjugierte Durchmesser OB D" 

ist der Schrägriß jenes Kreisdurchmessers CD, der zum Kreisdurch­
messer AB orthogonal ist. Er liegt auf der zweiten Fallinie 12 der Ebene 8 

durch den Kreismittelpunkt M. Um deren Schrägriß I; zu bekommen, 
verschaffen wir uns zunächst ihren Aufriß I~. Dazu konstruieren wir 
mit Hilfe des Verkürzungsdreiecks (P' P" PS), das wir ähnlich an den 
Schräggrundriß M'B anlegen, den Grundriß M' des Kreismittelpunktes. 
Mit ihm kennen wir auch seinen Aufriß M", der auf dem Ordner durch 
M' und auf der durch MB gelegten Paralleien zur Seite [PB P"] des Ver­
kfuzungsdreiecks liegt. Der Aufriß I~ der zweiten Fallinie 12 durch Mist 
nunmehr das Lot von M" auf die Vertikalspur e2 der Ebene 8. Durch 
ihren Vertikalspurpunkt V" auf e2 geht auch der Schrägriß I~ = [V"M'] 
dieser Fallinie. Damit kennt man zunächst die Richtung des zu ABE" konju­
gierten Ellipsendurchmessers. Seine Endpunkte Os und D" ergeben sich 
nun mit Hilfe einer an die Aufrißebene angehängten Seitenrißebene n3' deren 
Rißachse X 23 mit I~ zusammenfällt. In dieser Seitenrißebene erscheint 
nämlich die Ebene 8 projizierend. Ihre Lage 8'" = e3 = I~" legen wir durch 
Übertragen der x-Kote des Punktes M aus dem Grundriß in diesen Seiten­
riß fest. M'" liegt auf dem Ordner durch M" senkrecht zur Rißachse x23' 

und der Abstand des Punktes M'" von der neuen Rißachse x23 ist gleich 
dem Abstand x des Punktes M' von der alten Rißachse ~2. In diesem 
Seitenriß liegen die Endpunkte 0 und D des Falliniendurchmessers in der 
Entfernung 0'" M'" = D'" M'" = r vom Seitenriß M'" des Kreismittel­
punktes. Der Aufriß 0" bzw. D" dieser Endpunkte liegt auf I~ = x23' der 
Schrägriß OB bzw. D" auf I~, wobei [O"OB) 11 [D" D") I! [M" MB) 11 [P" P] 
ist. Mit Hilfe des konjugierten Durchmesserpaares AB E", OB D" kann jetzt 
nach der RYTzschen Achsenkonstruktion der Schrägriß k" des Basis­
kreises k gezeichnet werden. 

Die Kegelachse a geht durch M und steht auf der Ebene 8 senkrecht. 
Im Seitenriß erscheint a als das Lot a'" zu e3 durch M"', während der 
Aufriß a" mit I~ zusammenfällt. Der Schnittpunkt A'" der Geraden a'" 
mit x23 liegt in der Aufrißebene n 2 und ist daher zugleich sein eigener Schräg­
riß AS. Damit ist der Schrägriß aB der Kegelachse als Gerade [MBA·] 
bestimmt. Um auf ihr die Höhe h des Kegels ab:wtragen, bestimmt man im 
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Seitenriß die Kegelspitze S'" auf a'" so, daß M"'S'" = 11, ist, und über­
trägt, analog wie beim Punkt M"', den Punkt S'" über S" in den Punkt 
S' auf aS. Nach Einzeichnen der Konturerzeugenden (= Umrißmantel­
linien) des Kegels, d. h. der Tangenten von S8 an die Ellipse k8 und nach 
Klärung der Sichtbarkeit des Basiskreises ist, das Schrägbild der Kegels 
fertiggestellt. 

Bemerkung 1: Bei der Konstruktion der Punkte C', D' und S' wurde, ausgehend 
vom Seitenriß, zunächst der Aufriß und dann der Schrägriß dieser Punkte konstruiert. 
Nun kann man sich aber die Konstruktion des Aufrisses dabei ersparen, da auch 
zwischen dem Seitenriß und dem Schrägriß der Ebene [af2] eine perspektive Affinität 
besteht mit x28 als Allinitätsachse und [M'" M'] als Allinitätsrichtung. Diese ein· 
fachere Konstruktion ist in Fig. 105 gestrichelt eingezeichnet. 

Bemerkung 2: Zur Bestimmung von C' und D' kann man auch die Ebene e um 
ihre Aufrißspur es in die Aufrißebene na hinein drehen. De.r Kreismittelpunkt M 
gelangt dabei in die Lage MO, wobei V"Mo = V"M'" ist, und der Kreis k erscheint 
in 3ts als Kreis kO um-Mo in wahrer Größe (Radius r). Daf~ sich mitf;' deckt, sind die 
Punkte Co und DU die Schnittpunkte des gedrehten Kreises kO mit der Fallinie f~, 
während die Punkte AO und lJO auf dem dazu orthogonalen Kreisdurchmesser liegen. 
Die Paralleldrehung und der Schrägriß der Ebene e sind ebenfalls zueinander perspektil> 
affin mit es als Allinitätsachse und [MOM'] als Allinitätsrichtung. Daher liegen ent· 
sprechende Punkte, z. B. AO und A' oder Co und C', auf Parallelen zu [MOM'1, die. 
in Fig. 105 ebenfalls gestrichelt eingezeichnet sind. 

38. Der Satz von Pohlke 

Drei von einem Raumpunkt 0 ausgehende, beliebig gerichtete und be­
liebig lange Strecken OX, OY, OZ, die nicht in einer Ebene liegen 
(die nicht komplanar sind), bilden ein räumliches Dreibein O(X, Y, Z). 
Sind diese drei Strecken zudem gleichlang und stehen sie paarweise auf­
eina.nder senkrecht, dann nennt man ein solches rechtwinkliges gleich­
schenkliges Dreibein ein orthonormiertes Dreibein O(X, Y, Z). Die 
auf den Achsen eines räumlichen rechtwinkligen cartesischen Koordinaten­
systems O(x, y, z) liegenden Einheitsstrecken OX, OY, OZ bilden ein 
solches orthonormiertes Dreibein oder, wie wir kurz sagen wollen, eine 
Würfelecke. Fig. 106 zeigt den Parallelriß O' (X', Y', Z') einer solchen 
Würfelecke O(X, Y, Z), der sogleich zum ParallelbiId des Einheitswürfels 
vervollständigt ist. 

Das Pa.rallelbild der Wiirfelecke ist ein gewisses ebenes Dreibein 
08(X', P, Z'), bestehend aus drei vom Punkt O· a-/Ulstrahle.nden Strecken 

(l) 

die nicht sämtlich auf einer Geraden liegen; d. h. die vier Punkte 0', X·, 

8* 
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P, Z· liegen nicht auf derselben Geraden. Man nennt. ein solches ebenes 
Dreibein O'(X", P, Z"), das &lträyriß einer Wiirfelecke O(X, r, Z) ist, ein 
Po h I k e sches Dreibein. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob man in der Wahl der Gestalt des 
ebenen Dreibeins (y(X', Y', Z') völlig freie Hand hat, wenn dieses der 

Zs Schrägriß einer Würfelecke, d. h. 
ein POHLKEsches Dreibein sein soll. 

lS 

Fig. 106. ParalIelrlJl einer WOorfelecke. 
POHLXEllches Dreibein O' (X'. Y·. Z') 

Diese Frage wird entschieden durch 
einen berühmten Satz der Darstel­
lenden Geometrie, durch den 

Satz von Pohlke (1853): Jedes 
ebene Dreibein (Y (X', P, Z') kann, 
wenn die vier Punkte 0', X', Y', Z' 

yS nicht alle auf einer Geraden liegen, 
als der Parallelriß eines orthonor­
mierten Dreibeins O(X, Y, Z) im 

Raum au/ge/aßt werden. Oder kür­
zer: Jedes solche ebene Dreibein 

0' (X" P, Z') ist ein Pohlkesches Dreibein. 
Den Beweis dieses grundlegenden Satzes führen wir dadurch, daß wir 

1. die Projektionsrichtung p und 2. die Stellung der Bildebene n so angeben, 
daß das in Fig. 107 a in beliebiger Weise vorgegebene ebene Dreibein 
0' (X', P, Z') für diese Projektionsrichtung p der Schrägriß einer 
Würfelecke O(X, Y, Z) im Raum ist. Als Ersa.tz für ein räumliches Modell 
einer solchen Würfelecke O(X, Y,Z) diene die Erläuterungsfigur 107b, 
die eine wirkliche Würfelecke in einem beliebigen Parallelriß darstelle. 

Die zu dem Schrägriß 107a gehörige Sehstrahlrichtung p läßt 
sich zunächst sehr leicht angeben: Der Schnittpunkt H' der Geraden 
[O'Y'] und [X' Z'] ist der Deckpunkt der beiden windschiefen Geraden 
[OY] und [XZ] des räumlichen Objektes, d. h. der Punkt H' ist der 
Schrägriß sowohl eines Punktes H 1 auf [OY] als auch eines Punktes H 2 

auf [XZ], und die Gerade [H1Hsl ist die zu dem Schrägriß in Fig. 107a 
gehörige Sehstrahlrichtung p. Diese Punkte H1 und H 2 lassen sich mit 
Hilfe der invarianten TeiIvel'hältnisse 

(1) 

(2) 

(Oy· H1) = (O'Y'· HB) = m:n, 

(XZ . H 2 ) = (X'Z·· H') = r:s 

an der Würfeleeke angeben. Wenn also da8 ebene Dreibein OB (X', Y', Z') 
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iiberha-npt Schrägriß der Wiirlelecke O(X. r. Z) sein t.lOll, duuu muß die 

Hir./tlung p~lHIH21 die Projektionsriclttlll/!18eiJ/. 

Die zu [H1H 2J parallelen Sehstrahlen p durch die Punkte 0, X, Y, Z 
bilden ein Prisma. Jeder ebene Schnitt dieses Sehstrahlenprismas ist ein 

aJ 

Fig.107. Beweis des Satzes von POHLKE: Jedes ebene Dreibein O'(X',Y',Z') In" Ist 
rür eine bestimmte Sehrlchtung p Parallelprojektion einer bestimmten Würtelecke 0 (X, Y, Z) 

Schrägriß der Würfelecke O(X, Y, Z). Wir wollen nun in einem zweiten 
Schritte nachweisen, daß diese Schnittebene 7l stets so gelegt werden kann, 
daß die entstehende Schnittfigur zu dem in Fig. 107a vorgegebenen ebenen 
Dreibein 0' (X', Y', Z') ähnlich ist, d. h. wir wollen die zu diesem Schräg­
riß gehörige Stellung der Bildebene 7l ermitteln. Das durch die Kan­
ten der drei Punkte 0, X und Z bestimmte dreiseitige Prisma gestattet 
nun in der Tat einen solchen ebenen Schnitt. Nach der Prismenschnitt­
aufgabe in 29. gibt es nämlich zwei reelle Stellungen von Ebenen 7l, die 
das dreiseitige Sehstrahlenprisma durch (OXZ) nach einem Dreieck 
schneiden, das zu dem Dreieck (0' X' Z') ähnlich ist. Der Schnitt des 
vollständigen (vierseitigen) Sehstrahlenprismas durch O(X, Y, Z) mit 
diesen Ebenen 7l ist dann aber wegen der Invarianz oer Teilverhältnisse 
(OY . H1) und (XZ . H 2) gewiß zu oem Viereck O'(X', P, Z') in Fig. 107a 
ähnlich. 

Verkleinert oder vergrößert man schließlich die in Fig. 107b dargestellte 
Würfelecke in geeigneter Weise ähnlich, behält aber im übrigen die Seh­
strahlenrichtung p und die gefundene Stellung der Bildebene 7l bei, dann 
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ist der Schnitt der Bildebene mit dem Sehstrahlenprisma zu der Figur 
in Fig. 107a kongruent, d. h. dIeses beliebig angenommene ebene 
Dreibein 0" (X', P, Z') entsteht tatsächlich durch Parallelprojektion in 
der Richtung p aus einem orthonormierten Dreibein O(X, Y, Z) im Raum 
und ist somit stets ein POHLKEsches Dreibein, w. z. b. w. l ) 

39. Die schiefe Axonometrie 

Schließt man das abzubildende räumliche Objekt an ein räumliches car­
tesisches Achsenkreuz O(x, y, z) an und projiziert es samt diesem Achsen­
kreuz auf eine Bildebene, so entsteht ein axonometrisches Bild des Objektes; 
das Abbildungsverfahren selbst nennt man Axonometrie. Wählt man dabei 
die Projektionsrichtung p senkrecht zur Bildebene n, so spricht man von 
normaler Axonometrie. Das normal-axonometrische Bild eines Objektes 
ist daher stets ein Normalriß. Bei schräger Einfallsrichtung der Sehstrahlen 
p gegen die Bildebene n liegt eine schiele oder allgemeine Axonometrie vor, 
die einen Schrägriß des Objektes liefert. 

Nach dem Satz von POHLKE kann bei schiefer Axonometrie, die 
wir weiterhin allein behandeln wollen, das Bild des räumlichen Achsen 
dreibeins O(X, Y, Z) als beliebiges ebenes Dreibein 0" (X', Y', Z') an 
genommen werden; die vier Punkte 0', X·, Y', Z' dürfen dabei auf keine; 
Geraden liegen. Die Bilder der drei Einheitsstrecken OX = OY = OZ = 1 
auf den Koordinatenachsen liefern die drei Verzerrungseinheiten 

(1) O'X' = e~ = e",; O"Y' = e~ =-, eil; 0" Z· = e; = ez 

für die Achsenrichtungen (Fig. 108). Hat man sie, d.h.dieBilder X', Y',Z' 
der Einheitspunkte X, Y, Z, in beliehiger Entfernung von O' auf den be­
liebig gerichteten Achsenbildern x', y', z' willkürlich, jedoch so gewählt, 

1) Diesen Satz, den man auch als den Hauptsatz der Axonometrie bezeichnet, hat 
KARL WILHELM POHLKE (1810-1876, Berlin) im Jahre 1853 gefunden, aber erst 
1860 (zunächst ohne Beweis) veröffentlicht. In der allgemeinen Fassung, die ihm 
HERlIIANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921, Berlin) im Jahre 1864 gab, besagt der 
Satz, daß die Parallelprojektion eines beliebig gegebenen (unregelmäßigen) räumlichen 
Tetraeders O(ABC) bei geeigneter Wahl der (reellen) Projektionsrichtung p auf eine 
geeignete Bildebene n stets ein ebenes Viereck 0' (A' B'C') gibt, das zu einem vorgege· 
benen ebenen Viereck OO(A0.8OCO) ähnlich ist, vorausgesetzt, daß nicht alle vier Ecken 
00, AO, .80, Co auf einer Geraden liegen. SCHWARZ bewies diesen Satz im wesentlichen 
auf dem oben dargestellten Wege. Seither ist der POHLKEsche Satz unzählige Male 
bewiesen und in verschiedenen Richtungen ergänzt und erweitert worden. ERWIN 
KRUPPA (geb. 1885, Wien) entdeckte im Jahre 1907, daß es außer den beiden 
(oben dargelegten) reellen Lösungen des POHLKESchen Problems noch zwei kon· 
jugiert-komplexe Lösungen gibt. 
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daß 0', X', Y', Z' nicht auf einer Geraden liegen, so findet man das 
axonometrische Bild p' eines Raumpunktes P(x;y;z) auf folgende Weise: 
Man trägt die verzerrten Koordinatenstrecken 

(2) x' = e", . x; y' = e1/ . y; z' = ez • z 

auf den Bildern der Koordinaten­
achsen auf und vervollständigt im Bild 
diese Quaderecke zu einem Quader. Das 
Bild der dem Punkt 0" gegenüberliegen­
den Quaderecke ist dann das axonome­
trische Bild ps des Punktes P. Zur Be-
gründung der Richtigkeit dieser Kon­
struktion von ps genügt es, auf die 

X' Invarianz der Teilverhältnisse und des 
Parallelismus bei ParaIlelprojektion hin- X' 

ZS 

Zs 

zuweisen. Flg. 108. Sch1etaxonometrlsches Bild 
O' (XI. Y'. Z') einer Würtelecke 

Die Bilder der senkrechten Projek- 0 (X. Y. Z) und des Koordinatenquaders 

tionen des Raumpunktes P auf die drei des Raumpunktes P ( ~ • } • -}) 

Koordinatenebenen sind der Reihe nach (Fig. 108): 

pi' = Projektion von P in die xy-Ebene = aX01wmetrischer Grundriß, 

pli' = Projektion von P in die yz-Ebene = aX01Wmetrischer Aufriß, 

p" l
' = Projektion von P in die zx-Ebene = axonometrischer Kreuzriß, 

während die senkrechten Projektionen von P auf die Koordinatenachsen 
im Bilde zu den Punkten 

.P;a = Projektion von P auf die x-Achse, 

Pa1 = Projektion von P auf die y-Achse, 

~2 = Projektion von P auf die z-Achse 

führen. In Fig. 108 sind diese Punkte dargestellt für den Fall, daß P die 

Koordinaten (!' !' !) hat. 

Zur schnellen Konstruktion eines axonometrischen Bildes bedient man 
sich gern eines Strahlenmaßstabes, aus dem die verzerrten Koordinaten 
xl, y', z' eines Punktes P sofort entnommen werden können, wenn seine 
wirklichen Koordinaten x, y, z bekannt sind (Fig. 109). Nach beliebiger 
Wahl zweier paralleler Geraden, auf denen man die Bilder e"" e

1l 
der Ein­

heitsstrecken 01 in x· bzw. li-Richtung aufträgt, ordnet man eine dritte 
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da.zu parallele Gerade, auf der man ez aufträgt, so an, daß die Anfangs­
und die Endpunkte aBer drei Einheitsstrecken auf je einem Strahl liegen. 
Durch ihren Schnittpunkt S laufen alsdann alle Strahlen, die zu gleich­
bezifferten Punkten auf den drei Maßstäben gehören. 

Die drei Verzerrungsmaßstäbe für die Achsenrichtungen können 

s 

Flg.I09. Strahlenmaßstab (Verzerrungsmaßstäbe e",. e •• el ) für die Achsen eines trlmetrl­
sehen POHLXE8chen AChsenkreuzes 

voneinander verschieden oder teilweise gleich oder alle einander gleich ge­
wählt werden. Demnach sind drei Fälle möglich: 

1. e., '* eil; eil '* e.; e. '* e.,: trimetri8ches Achsenkreuz, 

2. e., = eil '* e. (und ähnlich): dimetri8ches Achsenkreuz, 

3. e., = eil = e.: i8ometri8ches Achsenkreuz. 

ZS 

Z' A-----;l/p. 

ps 

P' 

Wählt man außerdem noch die Achsen­
richtungen in spezieller Weise, so erhält 
man die folgenden wichtigen Sonder­
fälle der schiefen Axonometrie: 

1. Das Schrägrißverfahren , das 
y$ bereits aus 38. bekannt ist, ist eine dime­

tri8che 8chiete Axonometrie mit eil = e;. = 1, 
bei der außerdem y'.l z' gewählt. ist, 
während der Maßstab ez und die Rich-

F1g.110. Frontale Axonometrie oder 
Schräg riß verfahren 

tung der ~-Achse beliebig sind (Fig.ll0). 
Man bezeichnet dieses Verfahren auch als 
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frontale Axonometrie, weil die (y, z)-Ebene, deren Figuren ihre Gestalt 
beibehalten, dabei als (frontale) Bildebene dient. 

2. Die Kavalierperspektive ist cine isometrische Axonometrie mit 
er. = eil = ez =-= 1, bei der y' 1. z· IUld <}: (x', y') = 1350 gewählt sind 
(Fig. Ill). Sil' st.ellt zugleich eincn Sondl'r/all dl'8 Srhrägri/Jvl'r/ahrl'lI.~ dar, 
bei dem die (!I,z)-Ebenc (Aufrif3t'bmt') als Bildebt'lH' dient .. 

z' 

Fig. 111. KavalIerperspektive Fig. 112. MIlItärperspektive 

(Die Bezeichnung stammt aus dem alten Befestigungswesen, bei dem ge­
wisse überhöhte Teile der Bastionen "Kavaliere" hießen.) 

3. Die Militärperspektive ist gleichfalls eine isometrische Axono­

metrie mit e., = eil = ez = 1, bei der x' 1. y' ist und z· vertikal gewählt 
ist (Fig. 112), wohei die (.r, y)- Ebene (Grundrißebene) als Bildebene dient. 
Sie liefert eine Art Vogelschau und kann z.B. zur räumlichen Belebung eines 
karten mäßig gegebenen Grundrisses verwendet werden. 

Bemerkung 1 : Modelle und Risse einer Raumfigur pflegt man stets in 
gewissen Maßstäben anzufertigen; die Abmessungen der Raumfigur werden 
dabei ähnlich verkleinert oder vergrößert, ihre "Ue8taU'" bleibt also unge­

ändert. Das axonometrische Bild eines Körpers ist daher in Wahrheit der 
Parallelriß eines bestimmten zur Raumfigur ähnlichen Körpermodells, dessen 

Maßstab nicht weiter interessiert. 

40. Das Schnellrißverfahren 
Das von LUDWIG ECKHART (1890-1938, Wien) im Jahre 1937 angegebene 

Schnellrißverfahren (auch Einschneideverfahren genannt) ist ein 
besonders bequemes Verfahren, um von einem beliebigen räumlichen Ob­
jekt ein axonometrisches Bild zu gewinnen. Es müssen dazu zwei zuge­
ordnete Normalrisse des Objektes vorliegen, die sich auf zwei verschiedenen 
Blättern befinden; sie können auch in zwei verschiedenen Maßstäben ge­
zeichnet. sein. 
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Die Konstruktionsvorschrilt für ein axonometrisches Bild nach dem 
ECKHARTschen Einschneideverfahren ist einfach: 

Man legt die beiden gegebenen zugeordneten Normalrisse des Objekts, 
z. B. seinen Grundriß und seinen Aufriß, ganz beliebig auf das Zeichenblatt, 
wählt für jeden Riß, ebenfalls ganz beliebig, je eine Ordnerrichtung (Ein­
schneiderichtung) p' bzw. pli und schneidet die Ordner entsprechender 
Risse P' und pli der einzelnen Objektpunkte P. Dann ist der Schnitt­
punkt P jedes solchen Ordnerpaares ein axonometrisches Bild (der Schnell­
riß ) des zugehörigen Raumpunktes P (Fig. 113). 

Beweis: Zunächst beweisen wir, daß das Einschneideverfahren eine 
lineare Abbildung des Gegenstandes liefert, d. h. daß das durch Einschneiden 
gewonnene Bild einer Raumgeraden g wieder eine Gerade g' ist. 

Fig. 113. Schnellrißverfahren (EInschneideverfahren von ECKHART) 

Sind A und B zwei beliebige Punkte auf der Raumgeraden g, so findet 
man aus ihrem Grundriß und Aufriß durch Einschneiden in der Richtung 
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p' bzw. p" die Punkte AB und B" (Bild 114). Wählt man einen beliebigen 
weiteren Punkt X auf g, so ist 

(AB. X) = (A'B'. X') = (A"B". X"), 

und zwa.r auch dann, wenn den beiden Rissen verschiedene Maßstäbe zu­
grunde liegen. Der Ordner durch X' 
liefert auf der Geraden [A· B·] einen 
Punkt X~, der Ordner durch X" einen 
Punkt X;, wobei 

(A'B"· X~) = (A'B'· X'), 

(ABBB. X~) = (A"B". X") 

ist. Wegen der Gleichheit dieser Teil­
verhältnisse fallen die Punkte X~ 

und X; auf der Geraden [A" B"] in 
einen einzigen Punkt X' zusammen. 
Daraus folgt nun, daß der Punkt X' 
auf der Geraden [AB B"] durch Ein­
schneiden aus dem Punkt X auf g ent­
steht. Das besagt aber, daß der 

Flg.114. BeweIs der LInearItät des Schnell­
rIßverfahrens. Der SchnellrIß eIner geraden 
PunktreIhe fI (GrundrIß fI'. AufrIß fI") Ist 

eIne ähnliche PunktreIhe fI' 

Schnellriß von X auf der Geraden [A· B'] liegt. Daher ist der Schnellriß 
einer Geraden g wieder eine Gerade g. und das Teilverhältni8 von drei Punkten 
einer Geraden ist. eine Schnellrißinvariante. Daraus folgt unmittelbar, daß 
der Schnellriß eines Parallelogramm8 (Viereck mit sich halbierenden Dia­
gonalen) wieder ein Parallelogramm ist. Parallele Raumgeraden haben daher 
parallele Schnellri88e. 

Als nächstes weisen wir nach, daß das durch Einschneiden gewonnene 
Bild eines Gegenstandes ein axonometrisches Bild ist. Aus dem Grund­
riß 0' (X', Y', Z') und dem Aufriß 0" (X", Y", Z") des orthonormierten 
Dreibeins O(X, Y, Z), die in beliebigen Maßstäben gezeichnet sind und 
in denen Z' = 0' und X" = 0" ist, findet man durch Einschneiden in 
den Ordnerrichtungen p' und p" zunächst die Punkte 0·, X', Y', ZB 
(Fig. 113). Da die z-Achse erstprojizierend, die x-Achse zweitprojizierend 
ist., fällt das Bild ZB der z-Achse auf [O"Z8] und das Bild x' der x-Achse 
auf [O"X·]. Wegen der Linearität der Abbildung ist aber auch das Bild y. 
der y-Achse die Gerade [O"Y·]. Als Schnellriß des orthonormierten Dreibeins 
O(X, Y,Z) erhält man also ein ebenes Dreibein O"(X·, Y',Z'), das nach 
dem POHLKEschen Sat.z stets als Parallelprojektion (axonometrisches Bild) 
eines räumlichen Dreibeins O(X, Y, Z) aufgefaßt werden kann. 
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Was damit für die Punkte des Achsenkreuzes nachgewiesen ist, gilt 
aber auch für jeden beliebigen Raumpunkt P. Denn P ist vermöge der 
Projektionen von OP auf die Koordinatenachsen durch Strecken auf den 
Koordinatenachsen festlegbar, die sich beim Einschneiden als Parallel. 
projektionen dieser Koordinatenstrecken darstellen. Somit gilt 

Satz 1: Der Schnellriß eines räumlichen Objektes, der nach dem Einschneide· 
verfahren von Eckhart aus zwei zugeordneten Normalrissen erzeugt wird, 
ist ein axonometrisches Bild des Objekts, d. h. der Parallelriß eines gewissen 
zum Objekt ähnlichen Jfodells (dessen Maßstab nicht weiter interessiert). 

z' 

AufriSS 

Fig. 115. Schnellriß E'lnes ',"ürfels 

Fig. 115 zeigt den Schnellriß eines Würfels, gewonnen aus seinem 
Grund. und Aufriß, die verschiedene Maßstäbe haben, Fig. 116 zeigt den 
Schnellri ß einer Balken ver bind ung. 

Bt'merkuug I: In den Anwendungen ist es meist zweckmäßig, di{' Einschneide. 
richtung p' vertikal zu wählen. Man erreicht dadurch, daß das Bild der räumlich 
vertikalen z·Achse auch im SchlleIlriß v{'rtikal erscheint. 
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Bei ungeschickter 'Vahl der Lage der beiden zugeordneten Normal­
risse und der beiden Eillschneiderichtungen liefert das Schnellrißverfahren 
eine sehr verzerrte Parallelprojektion des räumlichen Objektes. Es ist 
deshalb von Bedeutung, daß man auch umgekehrt zunächst das ebene 
Pohlkesche Dreibein 0 8 (XB

, P, Z') beliebig wählen kann (natürlich so, 
daß die Punkte 0', X', Y', Z' nicht auf einer Geraden liegen, und so, daß 

z· 

k--".L--~---:--":;""-+-- y" 

y' 

X' Flg.I1O. Schnellriß einer Balkenverbindung 

das Bild des Einheitswürfels den anschaulichen Eindruck eines Würfels 
vermittelt), um dann erst nachträglich die zugehörige Lage seiner beiden 
Normalrisse zu bestimmen. 

Ist nämlich das ebene POHLKEsche Dreibein OS (X', Y', Z') angenom­
men, so liegen zunächst mit [O'Z'] = pi und [OSX8] = pli die beiden 
für den Grundriß und Aufriß maßgebenden Ordnerrichtungen fest (Fig. 117). 
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Nach beliebiger Wahl der Punkte 0' und 0" auf den durch O' verlaufen­
den Ordnern p' und p" sind der Grundriß O'(X', Y') und der Aufriß 
0" (Y", Z") des räumlichen Dreibeins O(X, Y, Z) in einer solchen Lage 
in die Zeichenebene hineinzulegen, daß die Punkte X', P, ZS durch 
Einschneiden aus den Punktepaaren X', X" =·0" bzw. Y', Y" bzw. 
Z' = 0', Z" entstehen. Die Lage des orthonormierten Zweibeins 0' (X', Y') 
im Grundriß findet man auf folgende Weise: Die Ordner durch X S und ys 

ZS 

Z/ll D 

'! ZS 

p'" / 
O~y· 

Flg. 117. Rekonstruktion des zu einem beliebigen gegebenen Schrägriß (PoHLKEschen Drei­
bein O' (X', Y', Z'» rßssenden Grund- und Aufrisses 

schneiden die Normale zu p' durch 0' in den Punkten A bzw. B. Trägt 
man die Strecke 0' A von B aus und die Strecke 0' B von A aus nach unten 
in Richtung p' (oder in der Gegenrichtung) an, so erhält man die Punkte 
Y' und X', die (als Hypotenusen kongruenter rechtwinkeliger Dreiecke) 
von 0' gleichen Abstand O'X' = O'Y' haben. Da außerdem<}: X'O'Y' 
= 90° ist, stellt 0' (X', Y') in der Tat den Grundriß des räumlichen Drei­
beins O(X, Y, Z) dar. Genauso verschafft man sich die Lage des Auf-
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risses 0" (Y", Z") des Dreibeins O(X, Y, Z). Zeichnet man Grund- und 
Aufriß des Objektes in diese Zweibeine ein (deren Einheitsstrecken und 
Maßstäbe i. a. voneinander verschieden sind: 0' Y' =f= 0" Y"), dann kann 
man aus ihnen den Schnellriß des Objekts mit dem vorgegebenen Achsen­
kreuz OS(X', y s, ZS) entwickeln. 

Nach demselben Prinzip kann man sich auch nach beliebiger Wahl des 
Punktes 0'" auf p'" = y. (Kreuzriß des Sehstrahls p) die Lage des Kreuz­
risses 0'" (X"', Y"',Z"') des Achsenkreuzes O(X, Y, Z) verschaffen (Fig. 117). 
Entsprechende Punkte P'" und p. des Kreuzrisses und Schnellrisses einer 
Figur hängen durch Ordner der Richtung p'" = yS (dritte Einschneiderichtung) 
zusammen. Grund-, Auf- und Kreuzriß haben i.a. verschiedene Maßstäbe 
(e' ~ e" ~e"'). 
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Drehzylinder 

41. Ebener Schnitt eines Drehzylinders 

Läßt man eine Gerade g um eine feste. dazu para.llele Achse a rotieren, 
so beschreibt g einen Drehzylinder. Die Achse a der Drehung ist die Zylinder­

achse, die Gerade g ist eine Erzeugende oder 111 antellinie des Zylinders 
und der Abstand r der Geraden g von der Achse ader Zylinderradius. Jeder 
Punkt P von g beschreibt bei der Erzeugung des Drehzylinders einen 
Kreis k, dessen Ebene zur Zylinderachse a senkrecht steht. Der Dreh­
zylinder entsteht daher auch dadurch, daß man einen Kreis k in der Richtung 
der (zu seiner Ebene normalen) Zylinderachse a parallel verschiebt. Die 
Kreisebenen sind untereinander parallel. Man nennt diese Kreise k daher 
Parallelkreise des Zylinders. 

Jede achsennormale Ebene v schneidet den Drehzylinder in einem 
Kreis (Parallelkreis), jede achsenparallele Ebene, wenn überhaupt, in 
zwei (verschiedenen oder zusammenfallenden) parallelen Geraden (Mantel­
linien). 

Eine beliebige Ebene e, die zur Zylinderachse weder parallel noch senk­
recht ist, schneidet den Drehzylinder in einer Kurve, die durch die 
Zylindererzeugenden auf einen Normalschnitt des Zylinders, also einen 
Parallelkreis, perspektiv affin bezogen ist. Daraus folgt 

Satz 1 : Jeder ebene weder achsenparallele noch achsennormale Schnitt eines 
Drehzylinders ist eine Ellipse. 

Fig. 118 zeigt das axonometrische Bild eines Stücks eines Drehzylinders, 

dessen Achse a mit der z-Achse des Achsenkreuzes O(x, y, z) zusammen­
fällt. Der in der (x, y)-Ebene liegende Basiskreis k des Zylinders erscheint 
dabei als Ellipse Tc', deren auf x' bzw. y' liegende Durchmesser AB RB 
und C· D· zueinander konjugiert sind. Die Tangenten in A· und RB a.n 
die Ellipse Tc' sind daher parallel zu y', die Tangenten in CB und D' sind 
parallel zu x". Die Umrißmantellinien oder Konturerzeugenden des Zylin­
ders erscheinen als die zu aB parallelen Tangenten der Ellipse k'. 

Die beiden Konturerzeugenden [U, Ud und [V, VI] bilden im Raum 
den sogenannten wahren Umriß des Zylinders, d. h. jene Flächenkurve. 
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längs deren der Zylinder von Sehebenen (projizierenden Ebenen) berührt 
wird. Das Bild des wahren Umrisses bezeichnet man als den scheinbaren 
U mri ß des Zylinders. Dieser besteht in Fig. 118 aus den beiden paralle­
len Geraden [U', UD und [V., VD· 

~·Ig. 118. Axonometrlsches Bild eines DrehzylInders (Basiskreis k) mit ebenem elliptischem 
Schnitt k. 

Trifft eine auf dem Zylinder liegende Flächenkurve k den wahren Umriß 
in einem Punkte U, so berührt sie in diesem Punkte U die (projizierende) 
Tangentenebene der Fläche. Wenn dann 1. die Tangente der Kurve k im 
Umrißpunkte U kein Seh8trahl ist, fällt ihre projizierende Ebene mit der 
Tangentenebene der Fläche in U zuss.mrnen und die Kurventangente er­
scheint im Bilde als Spur dieser projizierenden Tangentenebene, d. h. sie 
deckt sich im Falle des Zylinders mit dem Bilde der durch U' laufenden 
Konturerzeugenden. Das Bild k" der Flächenkurve k berührt 80mit in dem 
Konturpunkte U' den 8cheinbaren Umriß der Fläche. Ist dagegen 2. die 
Tangente von k im Umrißpunkt U ein Seh8trahl, so erscheint sie im 
Bilde bloß als der Punkt U' und eine Berührung der Bildkurve k' von k 
mit dem 8cheinbaren Umriß der Fläche muß i. a. nid:! vorhanden 8ein. 

Die durch den beliebig gewahlten Punkt 0] auf der Zylinderachse a und 
die Spur e I[ x in der Basisebene festgelegte Ebene e schneidet den Zylinder 
7311 S tru b ecker, Geometrie 9 
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in einer Ellip8e k1, deren Schrägriß k~ eine Ellipse mit dem Mittelpunkt 
O~ ist. Zwischen der Schnittellipse k1 und dem Basiskreis k besteht eine 
räumliche perspektive Affinität. Folglich besteht zwi8chen den Schräg­

ris8en k' und k~ des Basi8kreise8 k und der Schnittellip8e ~ eine ebene per-
8pektive Affinität. Dabei ist e' die Affinität8aehse und a' = [O'OD = z' 
die Affinität8richtung. Die Punkte A~, B~ sowie C~, D~ des Schrägbildes 
k; der Schnittellipse k1 liegen auf den Schrägbildern der Mantellinien 
durch die affin entsprechenden Punkte A" B' bzw. C', D' des Basiskreis­
bildes kS. Außerdem ist der Durchmesser A~B: j' e', da A S B S I! eS ist, während 
der Durchmesser C~D~ sich mit CSD' auf eB trifft. Die Tangenten in 
den Punkten C~ und DI an k~ sind zu eS parallel, da dies für die affinen 
Tangenten in CS und D' an k' gilt, während die Tangenten in A: und B~ 
an k! sich mit den affin entsprechenden Tangenten in AB und B' an k S auf 
der Affinitätsachse e' schneiden. A:B~ und C~D~ ist ein konjugiertes Durch­
me88erpaar der Ellipse k~, deren Hauptachsen sich nach RYTZ konstru­
ieren lassen. Auch die Berührungspunkte U~, V~ der Ellipse k~ mit 
den beiden Umrißerzeugenden (dem 8cheinbaren Umriß) des Zylinders 
lassen sich einfach über die Affinität konstruieren, nach der sich der 
Durchmesser [U~VD mit dem affin entsprechenden Durchmesser [USP] 
auf eS schneiden muß. 

Die Konstruktion de8 ebenen Schnittes eine8 Drehzylinder8 in Grund­

und Aufriß zeigt Fig. 119. Der Drehzylinder, dessen Achse azur Grund­
rißebene Jl:1 senkrecht steht und der nach unten durch die Grundrißebene, 
nach oben durch die dazu parallele Deckebene begrenzt ist, projiziert sich 
im Grundriß als Kreis, im Aufriß als ein zwischen den bei den Kontur­
erzeugenden (dem zweiten 8cheinbaren Umriß des Zylinders) liegendes 
Rechteck. 

Als Schnitt des Drehzylinders mit einer beliebigen Ebene E, festgelegt 
durch ihre beiden Spuren €t und e2, ergibt sich eine Ellip8e e, deren Grund­
riß e' sich mit dem Grundkreis k = k' des Zylinders deckt. Das Aufriß­
bild e" der Schnittellip8e e i8t wieder eine Ellip8e. Um von ihr ein konju­
giertes Durchmesserpaar zu erhalten, konstruieren wir Grund- und Aufriß 
der Hauptachsen der Schnittellip8e. Diese gehen durch den Ellipsen­
mittelpunkt M und liegen auf der ersten Hauptlinie ~ (kleine Achse) 
bzw. auf der ersten Fallinie f1 (große Achse) der Ebene E. Im Grundriß 
erscheinen sie als der zu €t parallele Kreisdurchmesser A' B' bzw. als der 
zu e1 senkrechte Kreisdurchmesser C' D'. Nachdem man mit Hilfe ihrer 
Spurpunkte Vi> H, und V, die erste Hauptlinie ~ und erste Fallinie f1 in 
den Aufriß übertragen hat, findet man auf h~' außer dem Ellipsenmittel-
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punkt M" noch die Endpunkte A", B" und auf f~' die Endpunkte C", D". 
Diese Durchmesser sind als NormaIrisse der Hauptachsen der Schnitt­
ellipse e konjugierte Durchmesser der Aufrißellipse eil. Insbesondere sind 
die Tangenten in C" und D" zu h~' parallel, also horizontal. überträgt 

Flg.119. Ebener SchnItt eInes DrehzylInders (Grund- und Aufrlßverfahren) 

9* 
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man den zur Aufrißebene parallelen Durchmesser [UV], der auf der 
zweiten Hauptlinie h2 von e liegt, vom Grundriß in den Aufriß, so erhält 
man die Punkte U", V", in denen die Aufrißellipse e" die Umrißerzeugen­
den des Zylinders berührt, und die Sichtbarkeit von eil wechselt. 

Die Hauptach8en der Aufrißellipse e" können mit der RYTzschen 
Achsenkonstruktion aus den bei den konjugierten Durchmessern A" B" und 
C" D" ermittelt werden. Bequemer ist es, die Hauptachsen von eil mit 
Hilfe der zwischen dem Grundriß e' und dem Aufriß e" der Schnittellipse 
bestehenden perspektiven Affinität direkt zu konstruieren. Achse dieser 
Affinität ist nach 16. das zusammenfallende Bildpaar k' = k" der Deck­
geraden k der Ebene e, die durch den Knoten E = [eI' e2 ] und die Punkte 
[h~, h~'] sowie [h;, h;] geht, Affinitätsrichtung ist die Ordnerrichtung. Die 
Hauptachsen von e" und e' sind identisch mit jenem Rechtwinkelpaar 
in M" bzw. M', das sich in der Affinität entspricht und das nach 8. mittels 
des TXALEs-Kreises durch M' und M", dessen Mitte auf k' = k" liegt, 
sofort konstruiert werden kann. Die Scheitel 1", 2", 3", 4" der Aufriß­
ellipse eil findet man aus den entsprechenden Punkten 1', 2', 3', 4' des 
Grundkreises e'. 

Um die wahre Gestalt der Schnittellipse e zu erhalten, dreht man die Schnitt­
ebene e um ihre Horizontalspur ~ in die Grundrißebene :Ttl hinein. Die einzel­
nen Punkte beschreiben dabei je einen zu el normalen Drehkreis, der 
sich im Grundriß als Lot zu el , im Seitenriß :Tt3 (neue Rißachse Xl3 = f~) 
in wahrer Größe darstellt. Die Durchmesser AoBo und CoDo sind die 
wahren Hauptachsen der in :Ttl hineingedrehten Schnittellipse eo' 

Bemerkung 1: Der Raumpunkt P (x, y, z) heißt reell, wenn seine Koordinaten 
(x, y, z) reelle Zahlen sind, und er heißt komplex, wenn wenigstens eine seiner Ko­
ordinaten (x, y, z) komplex ist. 

Ein reeller Raumpunkt P (x, y, z) hat stets einen reellen Grundriß p' (x, y) und 
einen reellen Aufriß P" (y, z). 

Auch ein komplexer Raumpunkt P (x, y, z) kann einen reellen Grundriß P' (x, y) 
haben; das ist dann (und nur dann) der Fall, wenn x und y reell, aber z komplex ist. 
Sein Aufriß P" (y, z) ist dann 8tet8 komplex. 

Ein komplexer Punkt P (x, y, z) kann auch einen reellen Aufriß P" (y, z) haben; 
das ist dann (und nur dann) der Fall, wenn y und z reell sind, x aber komplex ist. 
Sein Grundriß P' (x, y) ist dann 8tet8 komplex. 

Bemerkung 2: Zwei komplexe Raumpunkte PI (Xl' Yl' Zl) und Pa (xa, Ya, za) heißen 
zueinander konjugiert komplex, wenn ihre Koordinaten zueinander konjugiert 
komplex sind, d. h. 

(1) 

ist. Man schreibt dann Pa = PI' 
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Die Vcrbindungsgerade zweier konjugiert· komplexer Raumpunkte PI und PI ist stets 
reell, weil 1. der Mittelpunkt 

(2) M = (Xl ~ Xl, Yl + fit -2--

reell ist und 2. auch ihr Fernpunkt U, gegeben durch den reellen Richtungsvektor 

(3) 

reell ist. 
Bemerkung 8: Der Basiskreis k des Drehzylinders 

(4) Xl + yl = rl 

in Fig. 119 bildet sich im Aufriß nur dann als die (doppeltüberdeckte) Strecke 

(5) - r :::;: y :::;: + r, z = 0 

auf der Rißachse x12 (der Länge 2r) ab, wenn man bloß seine reellen Punkte im Auge 
hat. Die reellen Punkte P" der Rißachse X12' die außerhalb dieser Strecke (5) liegen, 
für die also I yl > r ist, sind Aufrisse von je zwei zueinander konjugiert komplexen 
Punkten des Basiskreises k 

(6) x 2 + y2 = r 2 , z = 0, 

nämlich der beiden zueinander konjugiert komplexen Kreispunkte 

(7) Pl =(+iVy2- r2, y,O) und P 2=Pl=(-iVyl-r2, y,O), 

deren Aufrisse in dem reellen Punkt P;' = P; = (0, y, 0) zusammenfallen (vgl. 
Bem.2). 
Daraus folgt 

Satz 2: Wenn man neben den reellen Punkten des Basiskreises (6) auch noch seine 
komplexen Punkte betrachtet, so ist sein Au/riß k" nicht bloß die reelle (doppeltüberdeckte) 
Strecke (5) derLänge 2r, sondern die ganze reelle (doppeltüberdeckte) Rißachse Zu (die 
nnbegrenzte reelle doppeltgezählte y-Achse) . 

.Ähnlich kann überhaupt jeder beliebige reelle Punkt P" (y, z) der Aufrißebene 
:T2 als Aufriß zweier zu 11:2 symmetrischer Punkt.e 

(8) 

des Drehzylinders (4) aufgefaßt werden, die für I yl < r reell verschieden, für y = r 
reell zusammenfallend und für lyl > r konjugiert komplex sind. 

42. Die Rektifikation des Kreises 

Man kann den Mantel eine8 Drehzylinder8 (aber auch jedes anderen Zy­
linders mit rektifizierbarem Normalschnitt) in die Ebene abwickeln. Schneidet 
man den Drehzylinder längs einer Mantellinie auf, so ist die Abwicklung de8 
Zylindermantel8 in die Ebene ein Rechteck, dessen Höhe gleich der Höhe 
des Zylinders und dessen Breite gleich dem Umfang u = 2rn des Basiskreises 
ist. 



134 VII. Drehzylinder 

Die Zahl:rr = 3,14159265 ... ist, 'wie FERDINAND LINDEMANN (1882) be­
wiesen hat, eine transzendente Zahl, d. h. es gibt keine algebraische Glei­
chung mit ganzzahligen Koeffizienten, welche die Zahl :r zur Wurzel hat. 
Deshalb ist es (nach den Lehren der analytischen Geometrie und der Algebra) 
unmöglich, die Zahl :rr aus der Einheitsstrecke 1 allein mit Benutzung von 
Zirkel und Lineal in endlich vielen Schritten exakt zu konstruieren. Daher 
ist auch die Rektifikation des Kreises, d. h. die Kmlstruktion einer Strecke 
"on der Länge des Kreisumfangs u = 2r:rr bei gegebenem Kreisradius 1', 

mit Zirkel und Lineal allein in einer endlichen Zahl '1-'on Konstruktions­
schritten nicht möglich. 

Das Rektifikationsproblem hängt zusammen mit dem Problem der 
Quadratur des Kreises. Dieses verlangt, eine Kreisfläche von gegebenem 
Radius r in ein inhaltsgleiches Quadrat zu verwandeln. Ist a die Seiten-

länge des Quadrates, so folgt a2 = r2 :rr oder a = r ~!;. Wäre die Zahl :rr mit 

Zirkel und Lineal in endlicher Schrittzahl konstruierbar, so könnte man 

auch V; (etwa mittels des Höhensatzes in einem rechtwinkligen Dreieck 
mit den Hypotenusenabschnitten 1 und :rr) konstruieren, und umgekehrt 

kann aus V; auch :rr selbst konstruiert werden. Daher sind die Rektifi­
kation und die Quadratur eines Kreises äquivalente Probleme. Auch 
die Quadratur des Kreises ist somit nach Lindemann mit Zirkel und Lineal 
in einer endlichen Anzahl von Schritten nicht möglich. 

Bemerkung 1: Das Pro blem der Quadratur des Kreises hat schon die Griechen 
~eit ANAXAGORAS (um 450 v. Chr.) in hohem Maße beschäftigt und war so allgemein 
bekannt, daß der Lustspieldichter ARISTOPHANES in seinen "Vögeln" (414 v. Chr.) 
darauf anspielen konnte. Die Versuche zu seiner Lösung waren später so zahlreich, 
daß sich im Jahre 1775 die Pariser Akademie der Wissenschaften offiziell weigerte, 
Arbeiten anzunehmen, die sich damit befaßten. Ebenso verweigerte die Pariser Aka· 
demie die Nachprüfung angeblicher Lösungen der Dreiteilung eines Winkels (belie­
biger Größe), der Verdoppelung des Würfels und der Konstruktion eines perpetuum 
mobile. 

Seit LINDEMANN ist die Unlösbarkeit der Quadratur des Kreises (mit Zirkel und 
Lineal in endlicher Schrittzahl) bewiesen. Auch das Problem der Dreiteilung eines 
(beliebigen) Winkels und das der Würfelverdoppelung ist unter den gleichen Voraus­
setzungen nicht lösbar, wie man schon sehr viel früher bewiesen hat. Dessenunge­
achtet suchen auch heute noch viele Nichtmathematiker nach Lösungen; ihre Ver­
suche sind jedoch von vornherein zum Scheitern verurteilt. 

Was man mit Zirkel und Lineal in einer endlichen Anzahl von Konstruktionsschrit­
ten erreichen kann, sind nur näherungsweisc Lösungen dieser Probleme. Exakte Lö­
sungen, die den genannten Bedingungen genügen, sind unmöglich. 

Das schließt natürlich nicht aus, daß es exakte Lösungen dieser Probleme mit höheren 
Konstruktionsmitteln geben kann. Tatsächlich kann man mittels eines sogenannten 
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Evolventenzirkels das Problem der Quadratur des Kreises exakt lösen, ebenso mit 
Hilfe eines Ellipsenzirkels das Problem der Dreiteilung des Winkels und das der Ver­
doppelung des Würfels. 

Unter den zahlreichen Nähterungskonstruktionen zur Rektifikation des 
Kreises ist die von dem polnischen Jesuitenpater ADAM KOCHANSKI (1685) 
gefundene besonders einfach und sehr genau. Sie erfordert nur wenige 
Konstruktionsschritte und arbeitet mit konstanter Zirkelöffnung. 

In den zu rektifizierenden Kreis trägt man zwei orthogonale Durch­
messer (etwa horizontal und vertikal) ein und zeichnet im Endpunkt des 
einen (etwa im tiefsten Punkt des vertikalen) Durchmessers die (horizontale) 

~~~ 

Tangente (Fig. 120). An den 
vertikalen Durchmesser trägt 
man im Kreismittelpunkt M 

einen Winkel von 30° an (das 
kann, vom horizontalen Durch­
messer ausgehend, mit der alten 
Zirkelöffnung geschehen) und 
schneidet den zweiten Schenkel 

"'U/, 

~ 
8 dieses Winkels mit jener Tan-

A r r r 
gente im Punkte A. Nun trägt 

Flg.120. Näherungswelse Rektifikation des Kreis-
man auf der Tangente von A 
aus in Richtung zum Berüh­

rungspunkt dreimal den Radius r ab und erhält den Punkt B. Dann ist die 
Strecke zwischen B und dem Kreispunkt C, der dem Berührungspunkt 
gegenüberliegt (d. h. dem höchsten Punkt des Kreises), näherungswei8e 
gleich dem halben Kreisumfang 

(1) 

umfanges nach ADAM KocHAxi'Kr 

1t 
BC~2=rn. 

Für die genaue Länge der Strecke BC gilt nämlich nach PYTHAGORAS 

(2) 

woraus wegen tg 30° = l/VS folgt 

(3) .,/40 - 6 Vii BC= r ······3 = r· 3,14153336 .... 

Gegenüber dem halben Kreisumfang 

(4) ; = rn = r· 3,14159265 ... 
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ergibt sich demnach ein Fehler F von der Größenordnung 

( 5) F ~ 6 . 10-5 . r. 

Da das unbewaffnete Auge erfahrungsgemäß zwei Punkte, die um. 
weniger als 1/20 [mm] voneinander entfernt sind, nicht mehr zu trennen 
vermag, bleibt der Rektifikationsfehler F de8 halben Krei8umfanges uj2 = rn 
so lange unter die8er Schranke der Zeichengenauigkeit, als 

(6) 
1 F ~ 6 . 10-5 • r [mm] < - [mm] 

20 

ist. Dies ist der Fall, wenn der K rei8radiu8 

(7) 
1()i 5 5 r< I> .-20 [mm] ="6' 103 [mm] ="6 [m] < 83,4 [cm] 

ist, d. h. aber für fast alle auf dem Zeichenblatt auftretenden Kreise. 

Auch ein Krei8bogen (Radius r, Zentriwinkel 9') ist mit Zirkel und Lineal 
(in endlich vielen Konstruktionsschritten) nicht exakt rektifizierbar. Zur 
angenäherten Rektifikation verwendet man am besten die einfache Konstruk­
tion, durch die WILLEBRORD SNELL (1621) eine sehr genaue Näherung8-
formel für die Länge r9' de8 Krei8bogens ausgewertet hat, welche der 1401 
in Kues an der Mosel geborene, als Philosoph und Kirchenpolitiker bedeu­
tende Kardinal NICOLAUS CUSANUS (1458) angegeben hat. Diese Formel 
lautet 

(8) 3rsin rp 
r9' ::::: -=-----'-

2 + cos rp' 

Um nach ihr den zum Zentriwinkel 9' und Radius r gehörigen Kreisbogen 
~ 

. tB angenähert zu rektifizieren (Fig. 121), trägt man nach SNELL ( = SNEL-

LIUS) den Radius r von A aus in 
der Richtung zum Kreismittel­
punkt M dreimal an und proji­
ziert aus dem Endpunkt eden 
Punkt B auf die Kreistangente 
im Punkt t. Dann ist die 
Länge AD des Tangentenstücks 
näherungsweise gleich dem 

~ 

Kreisbogen AB: 

(9) 

~D 
~~~ 

C r r M r A 
I-r C05f{' ~ 

Fig.121. Näherung.weise Rektiftkation eine. Kreiabogens 
nach NICOLArs ('USANUS lind WILI.EBRORD SNELL 

~ 

AD:::::AB. 
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Die wirkliche Länge der Strecke ADerrechnet 
lichen Dreiecken in Fig. 121 entspringenden 
Proportion 

sich aus der den ähn-

(10) AD:rsinq; = 3r:(2r + r cosq;) 

zu 

(ll) A D = r .. 3 sin fF • 
2 + C'OS!p 

Daraus findet man für den relativen Fehler 

Winkel I relativer Fehler 

rp= 0° 
rp ~ 15° 
rp ~ 30° 
rp ~ 45° 
rp ~ 60° 

Fr=O 
Fr< '/25 % 0 
Fr< '/2 % 0 
Fr< 2,5% 0 

Fr< 8% 0 

F,= AB =-AD dieser Näherungskonstruktion die beistehenden Schranken. 
AB 

Die Näherungskonstruktion ist um so genauer, je kleiner der Winkel cp 
ist. Praktisch brauchbar ist diese Konstruktion von CUSANUS bis zu einem 

Winkel von 30° bei Kreisen, deren Radius r< 600/:rr< 191 [mm] ist. 

43. Die Abwicklung eines ebenen Schnittes des Drehzylinders 

Zur Abwicklung des Drehzylinders in Fig. 119 samt der auf ihm liegen­
den Schnittellipse e schneiden wir den Zylindermantel längs der Mantel­
linie durch den tiefsten Punkt D der Schnittellipse auf und breiten ihn 
in die Ebene aus. Es ergibt sich ein Rechteck, dessen Höhe gleich der Höhe 
des Zylinders, dessen Basis gleich dem Umfang des Zylinders ist. Dieser 
Umfang wird nach KOCHANSKY durch Rektifikation des Basiskreises ge­
funden. Um die einzelnen Punkte der Schnittkurve e auf dem Zylinder­
mantel in die Abwicklung zu übernehmen, führt man eine Seitenrißebene 
:rra so ein, daß die Schnittebelle e drittprojizierend ist, d. h. man wählt 
die Rißachse x13 ..l €t . 

In Fig.122 wurde dieser Seitenriß gleich als Aufriß gewählt, so daß 
sich die Schnittellipse e im Aufriß als die Strecke elf = 0" D" auf e2 = elf 

projiziert, während ihr Grundriß e' mit dem Basiskreis des Drehzylinders 
zusammenfällt. Die Abwicklung des Zylindermantels, die rechts neben den 
Aufriß gezeichnet ist, trägt auf der Grundseite die Punkte D'o, B'o, 0 '°, 
A'o, D'o, jeweils im Abstand u/4, die aus den Punkten D' , B', 0 ' , A', D' 
des Basiskreises e' (Umfang u) hervorgehen. Die Punkte no, SO, 00, AO, no 
der Ellipsenahwicklung eO liegen auf den (vertikalen) Mantellinien durch die 
gleichhezeichneten Punkte des abgewickelten Basiskreises, jeweils in 
einer Höhe, die dem Aufriß zu entnehmen ist. Aus der Symmetrie der 
Ellipse e bezüglich des ersten Falliniendurchmessers OD und des ersten 
Hauptliniendurchmessers AB folgt, daß die Abwicklung der Ellipse eine 
Kurve eO ist, die zur Mantellinie [0'°0°] axial-symmetrisch, und zu den 
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Punkten AO und J30 zentrisch-symmetrisch ist. Die Tangenten im höchsten 
Punkt 0° und im tiefsten Punkt DO sind horizontal. Um auch im Punkte 
J30 die Tangente an die Abwicklung eO der Ellipse zu finden, zeichnen wir 
den Grund- und Aufriß der Tangente tB im Punkt B an die Ellipse. Ihr 
Grundriß t~ deckt sich mit der Tangente an den Basiskreis e' im Punkt 
B'. Da die Tangente tB in der Schnittebene e liegt, hat sie ihren Horizontal­
spurpunkt T~ auf der Horizontalspur e1 von e. Bei der Abwicklung des 
Zylindermantels denken wir uns gleichzeitig die Tangentenebene an den 
Zylinder im Punkt B, die zur Aufrißebene parallel ist und den Zylinder 
längs der Mantellinie durch B berührt, mit abgewickelt. Dabei geht die in 
dieser Tangentenebene liegende Ellipsentangente t R in die Tangente t~1 

an die Abwicklung eO in J30 über. überträgt man daher die Strecke B''1T~ 
nach B'oT'1 in die Abwicklung, so geht die Tangente t'1 in J30 durch den 
Punkt T'1. 

Schließlich wollen wir auch noch den Schmiegkreis im Scheitel 0° der 
abgewickelten Kurve eO ermitteln. Die wirkliche Schnitt.kurve e ist eine 
Ellipse mit den Halbachsen 

(1) _ 1 O"D" _ r a--, ---
2 coscx' 

b = ~ A'B' = r, 

wobei", der Neigungswinkel der Schnittebene e gegen die Grundrißebene 
ist. Daher hat der Schmiegkreis im Scheitel 0 der Ellipse e nach (11.10) 
den Radius 

'(2) 
b2 r2 

() =-= = rcoscx. 
~ a r/cos <X 

Man kann demnach (! auf folgende 'Veise kOllstruieren: Man legt in 0 
die Normalebene v zur Zylinderachse, die den Zylinder in einem Kreis 
vom Radius r schneidet, der seinen Mittelpunkt K ,. auf der Zylinderachse 
hat. Das Lot von K ,. auf die Schnittebene e schneidet aus e den Punkt K. 
aus, dessen Abstand von 0 

(3) o K. = 0" K. = r cos '" = (! 

gleich dem Schmiegkreisradius der Ellipse im Scheitel 0 ist. 

Bemerkung 1: Diese Konstruktion ist ein Sonderfall eines wichtigen allgemeinen 
Satzes der Differentialgeometrie, des 

Satzes von Meusnier: Legt man in einem regulären Punkt P einerstetiggekrümm­
ten Fläche q, eine beliebige Flächentangente t, dann schneidet jede durch t gelegte 
Ebene e die Fläche in einer bestimmten Flächenkurve. In dem Ebenen büschel 
mit t als Achse gibt es genau eine Ebene v, die die Flächennormale n in P enthält, 
die Normalebene v der Fläche in P durch t. Hat nun der hierzugehörige Normalschnitt 
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der Fläche 4i an der Stelle P den Schmiegkreismittelpunkt Kv, 50 ist der Schmiegkreis­
mittelpunkt K. eines beliebigen schielen Schnittes E von 4i durch t im Punkte P der 
Fußpunkt des Lotes von K v auf E. 

Um auch noch den Schmiegkreisradius ,l der Abwicklung eO im Punkte Co 
zu finden, beachten wir, daß die Abwicklung eO der Kurve e in der unmittel­
baren Umgebung des Punktes C mit der Normalprojektion der Kurve e 
auf die Tangentenebene T des Drehzylinders in C zusammenfällt. Die 
Normalprojektion des Schmiegkreises der Schnittellipse in C (Schmieg­
kreismittelpunkt K., Schmiegkreisradius e) auf die Tangentenebene T in 
C ist nach (30. Fig. 89) eine Ellipse mit den Halbachsen 

(4) aO = e = r cos x, bO = e sin tX = r sin tX cos tX, 

woraus man nach (11.10) für den Schmiegkreisradius eO der Abwicklung eO 

in Co erhält: 

(5) 
(aO)2 r 2 C05 2 'X 

f)0 = - = = r ctg tX. 
<.: bO r sin '" C05 'X 

Daraus ergibt sich die folgende 

Konstruktion tür den Schmiegkreisradius ,l der Abwicklung eO im Punkte 

Co, die sinngemäß auch für die Abwicklung eO des ebenen Schnittes e 

einer beliebigen in die Ebene abwickelbaren Fläche gilt: Man legt in dem 
betreffenden Flächenpunkt C jene Normalebene 'V der Fläche, welche 
in C die Kurve e berührt. Aus dem Schmiegkreismittelpunkt K ,. dieses 
Normalschnittes 'V fällt man das Lot auf die Schnittebene e, das die Tan­
gentenebene T von C im Schmiegkreismittelpunkt KO des Punktes Co der 
Abwicklung eO trifft. Die Strecke C KO = Co KO ist der Schmiegkreisradius eO 
der Abwicklung eO im Punkt Co. 

Bemerkung 2: Diese Konstruktion des Schmiegkreismittelpunktes KO der Abwick­
lung eO von e folgt auch ohne Rechnung aus dem Satze von Me usn ier, wenn man wieder 
die Tatsache verwendet, daß KO die Schmiegkreismitte der Normalprojektion von e 
auf die Tangentenebene T des Drehzylinders im Punkte eist. 

Für den zugehörigen (elliptischen) Projektionszylinder ist nämlich die Ellipsenebene E 

ein schieIer Schnitt und die Ebene Tein Normalschnitt, welche zur gleichen Flächen­
tangente gehören. Nach dem Satze von MEUSNIER schneidet das in der Schmiegkreis­
mitte K. der Ellipse 6 auf die Ellipsenebene E errichtete Lot aus der Normalschnitts­
ebene T die gesuchte Schmiegkreismitt6 KO der Abwicklung 6° aus. Nach Fig. 122 folgt 
daraus nochmals für den Scltmiegkreisradius (10 der Abwicklung die Formel 

(6) ° e rC05IX 
(1 = sin IX = -ein -!X - = r ctg IX. 

Zur analytischen Darstellung der Abwicklung des ebenen Schnittes e eines 
Drehzylinders legen wir im Raume ein (ausFlahmsweise linkshändiges) car-
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tesisches Koordinatensystem O(x, y, z) so, daß sein Nullpunkt auf M fällt, 
seine z-Achse sich mit der Zylinderachse deckt, während seine x-Achse 
auf AB liegt (Fig. 122). Dann gilt für die Koordinaten der Punkte P der 
Schnittellipse 

x=rcosg; 

(7) y = r sing; 

z =py, 

wobei das erste Gleichungspaar den Basiskreis und zugleich den Dreh­
zylinder beschreibt, während die dritte Gleichung die (zweitprojizierende ) 
Ebene e mit p = tg'" darstellt. Daraus erhält man in 

(8) 

x=rcosg; 

y=rsing; 

z=prsing; 

eine Parameterdarstellung der schief im Raum gelegenen Ellipse e mit 
g; als Parameter. 

Legt man andererseits in die Ebene des abgewickelten Zylindermantels 
ein ebenes cartesisches Koordinatensystem O(X, Z), dessen Nullpunkt 
in IJO liegt, während die Z-Achse sich mit der durch IJO gehenden abgewickel­
ten Zylindererzeugenden deckt, dann besteht der Zusammenhang (Fig. 122) ---(9) Z = z, X = B'P'=rg;. 

Daraus folgt nach (8) 

(10) 
X = rg; } 

Z = pr sing; 
oder Z = pr· sin ( ;) 

als Gleichung der abgewickelten Kurve eO. Es gilt also 
Satz 1: Die Abwicklung de!J ebenen Schnittes eines Drehzylinders ist eine 

Sinuslinie. Die Wellenlänge dieser Sinuslinie ist 2r n, ihre .Amplitude pr 
und ihre Steigung in den Wendepunkten tg:x = p. 
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Drehkegel 

44. Die Kegelschnitte als ebene Schnitte eines Drehkegels. 
Der Satz von Dandelin 

Ein Drehkegel entsteht dadurch, daß eine Gerade g um eine feste, sie 
unter einem spitzen Winkel schneidende Achse a rotiert. Die Drehachse a ist 
die Kegelachse, der Schnittpunkt S VOll g mit a die Kegelspitze (der Kegel­
scheitel). Die Gerade g und alle Lagen, die sie bei der Drehung um a ein­
nimmt, heißen Erzeugende oder Mantellinien, der Winkel zwischen g und a 
ist der halbe 0Un/( ngsll'inkel des Drehkegels. Die Bahnkurven der einzelnen 
Punkte von g bei der Drehung um a sind achsennormale Kreise und heißen 
Parallelkreise des Kegels. 

Jeder ebene Schnitt eines Drehkegels heißt K e gels c h n i t t. 
Je nachdem die Schnittebene e durch die Kegelspitze S oder nicht durch 

S gelegt wird, ist die Schnittkurve ein zerfallender oder ein nicht zerfallen­
der Kegelschnitt. Dabei sind drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
der Neigungswinkel '" der Schnittebene e gegen eine beliebige Parallelkreis­
ebene 7l des Drehkegels kleiner, gleich oder größer als der Neigungswinkel 
ß der Kegelerzeugenden gegen 7l ist. Wir finden so der Reihe nach bei 
einem reellen Drehkegel folgende ebene Schnittfiguren : 

I. Zerfallende Kegelschnitte: 

1. tX < ß: Kegelspitze S (algebraisch: ein Paar konjugiert komplexer Ge­
raden mit dem reellen Schnittpunkt S). 

2. '" = ß: eine Kegelerzeugende (algebraisch: eine doppeltzählende reelle 
Gerade). 

3. LX> ß: zweiKegelerzeugende (algebraisch: zwei verschiedene reelle Geraden 
mit dem reellen Schnittpunkt S). 

11. Nichtzerfallende Kegelschnitte: 

1. C( < ß: Ellipse, im Sonderfall ('" = 0) ein Kreis. 
2. '" = ß: Parabel. 
3. '" > ß: Hyperbel. 
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Zur En tscheid ung, von welchem Typ der Kegelschnitt ist, der von einer 
nicht durch die Kegelspitze S gelegten Ebene e aus dem Drehkegel ausge­
schnitten wird, verschiebt man die Schnittebene parallel zu sich, bis sie 
durch die Kegelspitze S geht. Je nachdem, ob diese Ebene ,; e den Kegel 

~: ------~~~+---~~--------~~ 

Flg. 123. Satz von DANDELIN für den elliptischen Schnitt eines Drehkegels. Die Brennpunkte 
F" F. der SchnittellIpse sind die Berührpunkte der belden dem Kegel eingeschriebenen 

DANDELINschen Kugeln "1. ", mit der Schnittebene • 

nur in einem Punkt, einer einzigen (doppeltzählenden, reellen) Mantellinie 
oder in zwei verschiedenen (reellen) Mantellinien schneidet, ist der 
Kegelschnitt eine Ellipse (im Sonderfall ein Kreis), eine Parabel oder 
eine Hyperbel. Der Beweis hierfür wird im folgenden erbracht. 

1. Ein Drehkegel mit der Achse a und der Spitze S werde von einer 
Ebene e geschnitten, die nicht durch S geht und deren Parallelebene I: e durch 
S den Kegel nur in S trifft. Fig. 123 zeigt den Aufriß des Kegels, dessen 
Achse azur Grundrißebene senkrecht steht. Der Aufriß des Kegels ist 
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unten von dem streckenförmigen Aufriß seines Basiskreises ,und seitwärts 
vom üufriß seiner beiden Umrißerzeugenden (Konturerzeugenden) begrenzt, 
welche zusammen den zu·eiten scheinbaren Cmriß des Kegels bildell. Die 
Schnittebene eist zweitprojizierend angenommen. Die Schnittkurve er­
scheint dann als die doppeltüberdeckte Strecke AB auf e". 

In das Kegelinnere legen wir die zwei Kugeln Xl und x2' die den Kegel 
und zugleich die Schnittebene e von der einen bzw. anderen Seite berühren. 
Ihre Mittelpunkte .. MI und M2 liegen auf der Kegelachse. Den Kegel berüh­
ren sie längs je eines Kreises, der in einer achsennormalen Ebene GI bzw. 
G2 liegt, und die Ebene e berühren sie in je einem Punkt F l bzw. F 2, den 
Fußpunkten der Lote aus MI bzw. M 2 auf e. 

Von einem beliebigen Punkt P der Schnittkurve von e mit dem Kegel 
legen wir alle Tangenten an die Berührungskugel Xl. Diese berühren Xl 

längs eines Kreises, und aus Symmetriegründen haben alle Punkte dieses 
Berührungskreises von P gleichen Abstand, insbesondere also auch der 
Punkt F l in e und der auf der Mantellinie des Kegels durch P liegende 
Punkt III in GI. Entsprechend sind auch F 2 in e und H 2 in G2 von P gleich 
weit entfernt. Die wahre Länge dieser Abstände findet man durch Heraus­
drehen der Punkte P, H l , H 2 auf die Konturerzeugende des Kegels in die 

Lage PO, H~, H~. 
Demnach ist 

(1) 
f r l = PFI = PHI = POH~, 
1 r2 = PF2 = PH2 = POH~. 

Die Summe dieser beiden Strecken ist aber gleich der festen Länge 
H~ H~ der Mantellinien zwischen den beiden Ebenen GI und G2 , so daß 

(2) r l + r2 = PFI + PF2 = PHI + PH2 = Hl H 2 = 2a ::::;::: AB = const 

ist, und zwar für alle Punkte P der Schnittkurve. Dies besagt aber, daß 
P einer Ellipse mit den Brennpunkten F l und F2 angehört. Die Punkte A 
und B sind die Scheitel dieser Ellipse. Daher ist AFI = BF2 und AF2 = BFp 

Daraus folgt leicht, wenn man (2) auf den Scheitel A anwendet 

wie schon am Ende von (2) vermerkt wurde. 

Die in (2) bewiesene Tatsache ist der Inhalt des Satzes von Germinal 
Pierre Dandelin (1794-1847, Brüssel) im Falle des elliptischen Schnittes 
eines Drehkegels. Nach ihm heißen die Berührungskugeln "I und x2 auch 
die Dandelinschen Kugeln der Schnittellipse. 
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Die Ellipsenebene 8 schneidet die Ebenen 0"1 und 0"2 der Berührkreise 
der beiden DANDELINschen Kugeln Xl und %2 in je einer Geraden II bzw. 
12 , den beiden zu den Brennpunkten F I bzw. F2 gehörigen Leitgeraden 
lI' l2 der Ellipse, die sich in Fig. 123 zweitprojizierend, d. h. als Punkte 
1~' und l~' darstellen. Die durch ( gelegte Parallele zur Mantellinie [H~ H~] 
schneide die Gerade [P"po] im Punkte P*. Ist dl der räumliche (senk. 
rechte) Abstand des Punktes P von der Leitgeraden 11, also dl = PlI = 

P"'(, so ist wegen des Sinussatzes das Verhältnis 

(3) 
TI PFt plHr P*Z;' sin<x 1 
d

l 
= PLI =P;'l;' = pUL;' = sin ß = const < 

eine feste Zahl, also unabhängig von der Lage des Punktes P auf der Ellipse; 
denn !X ist der feste Neigungswinkel der Schnittebene 8 und ß der feste Nei­
gungswinkel der Kegelerzeugenden gegen die Horizontalebene. Da !X< ß 
vorausgesetzt wurde, ist das Verhältnis der Sinus dieser Winkel eine 
feste Zahl kleiner als 1. 

Dreht man in Fig. 123 auch den Punkt B auf die rechte Umrißerzeugende 
in die Lage IJO, so erhält man andererseits aus dem zum Dreieck (l~ pli P*) 
ähnlichen Dreieck (ABIJO) für dieses Verhältnis den festen Wert 

(4) Tl sin<x AßO 2e e 
-=--=_ .. =-=-=8 
d l sin ß AB 2a a ' 

weil nach (2) H IH 2 = ~H~ = 2a, ferner 

(0) 

und folglich 

(6) AIJO = H~~ - (AH~ + IJOH~) = AB - (A F I + B F2 ) = F I F2 = 2e 

ist. Man nennt das (dimensionslose) Verhältnis des halben Brennpunkts­
abstandes e zur halben großen Achse a die numeri8che Exzentrizität 
8 = e/a der Ellipse; es stellt eine reine Zahl dar, die auch als die Formzahl 

der Ellipse bezeichnet wird. Ahnliche Ellipsen haben dieselbe Formzahl 

8 = e/a< 1. 
Damit ist die folgende wichtige Eigenschaft der Ellipse nachgewiesen: 
Satz 1: Für jeden Pu,nkt einer Ellipse ist das Verhältnis r:d seiner Ab-

8tände von einem Brennpunkt und der zugehörigen Leitgeraden eine Konstante, 
die< 1 und gleich der numeri8chen Exzentrizität oder Formzahl 8 = e/a der 
Ellipse ist. 

Ist LI der Schnittpunkt der Leitgeraden tl mit der großen Ellipsenachse 
[AB], so gilt (Fig. 124), wenn man auf den Streckensinn achtet, für die 

7311 S t r u b ecke r, Geometrie 10 
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Ellipsenscheitel A und B nach (4) 

BF I _ rB _ e > 0 1!~ _ rA - -- e < 0 
BL

I 
- 1B - 'ALl - 14 - • 

d.h.: 
Der Schnittpunkt einer Leitgeraden mit der großen Ellipsenachse und der 
zugehörige BrennpWlkt teilen den großen Ellipsendurchmesser AB außen 
und innen in gleichem Ver-
hältnis. P, d, 

Die Leitgeraden heißen 
daher auch die Polaren der 
Brennpunkte bezüglich der 
Ellipse. 

1z l, 

Bemerkung 1: Zur plani­
metrischen Konstruktion eines 
beliebigen Punktes der Leit­
geraden genügt es, die Tangen­
ten in den Endpunkten einer 
belie bigen Brennpunktsehne 
der Ellipse miteinander zu 
schneiden. Dieser Schnitt­

Flg.124. Die EJllpse als Ort der Punkte P, deren Ab· 
stände rund d von einem Brennpunkt F und seiner 

Leltgeraden l festes Verhältnis 1'ld - const < 1 haben 

punkt liegt dann auf der Leitgeraden. 

2. Wird ein Drehkegel von einer Ebene e so geschnitten, daß die Par­
allelebene II e durch die Kegel8pitze den Kegel in zwei reellen und ver8chie­
denen Mantellinien 8chneidet (Fig. 125), dann läßt sich ganz analog wie 
beim elliptischen Schnitt nachweisen, daß der ebene Schnitt des Kegels 
eine Hyperbel ist. 

Die Dandelin8chen Kugeln "I und "2 berühren den Kegel in je einem 
Kreis, der in der Normalebene 0"1 bzw. 0"2 zur Kegelachse a liegt, Wld die 
Schnittebene e in den Punkten FI Wld F 2, den Brennpunkten der Hyper­
bel. Wenn nämlich P ein beliebiger PWlkt der Schnittkurve ist, so gilt, 
weil alle Tangenten aus P an die Kugel "I bzw. "2 gleiche Länge haben, 

{

r l = PFI = PHI = POlft 
(8) 

r2 = PF2 = PH2 = poHg, 
also 

(9) r1 - 1'2 = PFI - PF2 = poH~ - poHg = H~Hg = 2a = AB = const, 

d. h. die Schnittkurve i8t eine Hyperbel mit den Brennpunkten FI und F 2 • 
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Der Satz von Dandelin gilt daher sinngemäß auch tür jeden hyper­
bolischen Schnitt eines Drehkegels. 

Unter den Erzeugenden des Drebkegels gibt es genau zwei, die die Schnitt­
ebene e in keinem eigentlichen Punkt treffen. Sie werden aus dem Kegel 
von der Parallelebene zu e durch die Kegelspitze S ausgeschnitten und 

, 
\ 

\ , 
, 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

p. (p\ P/f 
.+-~--~----------- --~ 

FIc.126. Satz von DANDELIN für den hyperbollschen Schnitt eines Drehkegels. Die Brenn­
punkte F .. F. der Schnitthyperbel sind die Berührpunkte der belden dem Kegel 

eingeschriebenen DANDELIN8Chen Kugeln Klo K. mit der Schnittebene • 

legen die Richtungen nach den beiden Fernpunkten der Schnitthyperbel, 
d. h. die Richtungen ihrer Asymptoten fest. Also gilt 

Satz 2: Die Asymptoten ~, a2 des Hyperbelschnittes eines Drehkegels sind 
parallel zu jenen beiden Erzeugenden des Drehkegels, die von der zur Schnitt­
ebene e parallelen Ebene 11 e durch die Kegelspitze S ausgeschnitten werden. 

10* 
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Kennt man den Mittelpunkt M der Hyperbel (etwa als Mitte zwischen 
ihren beiden Scheiteln A, B), so hat man damit auch ihre Asymptoten. 

Die Schnittgeraden der Schnittebene 8 mit den Ebenen 0"1,0"2' in denen 
die Berührungskreise der DANDELINschen Kugeln "I, "2 mit dem Kegel 
liegen, sind die Leitgeraden ~, l2 der Hyperbel, die den bei den Brennpunkten 
F 1, F 2 zugeordnet sind. Die Parallele zur Mantellinie [~H~] durch l~' 
(Fig. 125) bestimmt mit der Horizontalen durch pli das Dreieck (l~' pli P*), 
in dem als Basiswinkel der Neigungswinkel IX der Schnittebene 8 und der 
Neigungswinkel ß der Kegelerzeugenden gegen die Horizontalebene auf­
treten. Ist r l = PF1 und d.r = PlI der räumliche (senkrechte) Abstand 
des Hyperbelpunktes P von der Leitgeraden ll' so gilt: 

(10) 
TI PFI pom P*l;' sin LX 1 
d

l 
= Pl~ = P"l;' = pi'l;' = sillp = const > , 

wobei der Wert dieser Konstanten unabhängig von der speziellen Wahl 
des Punktes P auf der Hyperbel iJlt. Andererseits ist im Dreieck 
(ABAO): 

(11) 
Tl sin LX AOB 2e e 
-=--=-=-=-=8 
~ sin ß AB 2a a ' 

da nach (9) AB = 2a und (aus 
analogen Gründen wie beim ellip­
tischen Schnitt) AOB = F1F2 = 2e 
ist. Es folgt 

Satz 3: Für jeden Punkt einer 
Hyperbel ist das Verhältnis r: d der 
Abstände von einem Brennpunkt 
und der zugehörigen Leitgeraden 
eine Konstante> 1 und gleich der 
numerischen Exzentrizität oder Form­
zahl 8 = eja der Hyperbel. 

Ferner gilt, entsprechend wie bei 
der Ellipse (Fig. 126): 

Die beiden Leitgeraden ll' l2 einer 

0 , 

l. 

Flg.126. DIe Hyperbel als Ort der Punkte p. 
deren Abstände rund d von eInem Brenn­
punkt F und seIner Leltgeraden l festes Ver-

hältnis rld = const > 1 haben 

Hyperbel sind die Polaren der Brennpunkte F1, F2 bezüglich der Hyperbel. 
3. Ist schließlich (Fig. 127) die Schnittebene 8 so gewählt, daß die Par­

allelebene 118 durch S den Kegel längs einer Erzeugenden berührt, so ist der 
Kegelschnitt eine Parabel. Diese einzige zu 8 parallele Kegelerzeugende 
legt die Richtung nach dem (einzigen) Fernpunkt der Parabel, d. h. die Rich­
tung der Parabelachse und aller Parabeldurchmesser fest. 
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In diesem Fall gibt es nur eine einzige Dandelinsche Berührkugel "-, die den 
Kegel längs eines Parallelkreises (Ebene (1) und die Schnittebene e im 
Brennpunkt F der Parabel berührt. Ist dann P ein beliebiger PWlkt der 
Schnittkurve, so gilt: 

(12) 
r r = PF = PH = PlHo, 

l d = Pl = P"Z" , 

wobei 1 die Schnittgerade der Ebenen e Wld <1 ist. 

Flg. 127. Satz von DANDELIN fIlr den parabolischen Schnitt eines DrehkegeJs. Der Brenn­
punkt F der SchnlttparabeJ Ist der Berührpunkt der (einzigen) dem Kegel eingeschriebenen 

DANDELINschen Kuael " mit der Schnittebene • 

Aus dem gleichschenkligen Dreieck (l" P" P*) folgt aber, da jetzt (X = ß ist, 

r PF PlHO sin <X 

(13) d = Pt = P"l" = sin ß = 1, 

d. h. die Schnittkurve ist in der Tat eine Parabel mit F als Brennpunkt 
Wld laIs Leitgerade. 

Der Satz von Dandelin gilt daher sinngemäß auch tür den parabolischen 
Schnitt eines Drehkegels, und wir können ihn nun zusammenfassend all· 
gemein so aussprechen: 

Satz von Dandelin (1822): Jeder ebene Schnitt eines Drehkegels, dessen 
Ebene e nicht durch die Kegelspitze geht, ist ein (nicht zerfallender) Kegel. 
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schnitt k. Unter den Kugeln ", welche dem Kegel eingeschrieben sind, gibt 
es solche, welche die Ebene e des Kegelschnittes berühren. Die Berührungs­
punkte dieser Dandelinschen Kugeln mit der Schnittebene e sind die Brenn­
punkte des Kegelschnittes k. Die Schnittgeraden der Ebenee mit jenen Ebenen, 
welche die Berührungskreise der Dandelinschen Kugeln mit dem Kegel ent­
halten, sind die Leitgeraden des Kegelschnittes k. 

p,: fJ; < 1 Ellipse 

11: ft = 1 Parabel 

~: rJ > 1 
dlJ Hyperbel 

Fig. 128. Ellipse, Parabel, Hyperbel als Ort der Punkte P, deren Abstände rund d von einem 
Brennpunkt F und seiner Leltgeraden l festes Verhältnis "r/d = const haben 

Für alle drei Arten von Kegelschnitten gilt dabei die folgende ge­
meinsame Definition (Fig. 128), die sich schon bei APOLLONIOS von PEBGE 
(262-190 v. Ohr.) findet: 

Satz 4: Ein (regulärer) Kegelschnitt ist der Ort aller Punkte der Ebene, 
die von einem festen Punkt F ( Brennpunkt) und einer (F nicht enthaltenden) 
festen Geraden l (Leitgerade) konstantes Abstandsverhältnis r/d = e haben. 
Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, eine Parabel oder eine H yperb~l, je nachdem 
dieses Abstandsverhältnis e kleiner, gleich oder größer als 1 i8t. 

45. Der elliptische Schnitt eines Drehkegels 

Der Drehkegel (Spitze S) stehe mit einem Parallelkreis (Basiskreis) auf 
der Grundrißebene, so daß seine Achse a erstprojizierend ist. Die Schnitt­
ebene e, die mit der Grundrißebene :11:1 einen Winkel (X bilde, der kleiner 
als der Neigungswinkel ß der Kegelerzeugenden gegen :11:1 sei, werde 
zweitprojizierend angenommen (Grundrißspur ~, Aufrißspur ea = elf). Im 
Aufriß stellt sich dann die Schnit~ellip8e e (genauer: der reelle Zug der 
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Schnittellipse e) als die doppelt überdeckte Strecke A"B" dar (Fig. 129). 
Aus Symmetriegründen trägt die erste Fallinie h eine Hauptachse der Ellipse 
im Raum und die Strecke A' B' ist eine Hauptachse ihres Grundrißbildes e'. 
Der Mittelpunkt M von e ist die Mitte des großen Ellipsendurch­
messers AB, also ist M" der Mittelpunkt von A"B" und M' der Mittel­
punkt von A' B'. Die kleine Achse der Ellipse e deckt sich mit der ersten 
Hauptlinie hl durch M, ihre Endpunkte C und D sind die Durchstoßpunkte 
von ~ durch den Kegel. Sie liegen auf dem zu M gehörenden Parallel­
kreis k des Kegels, dessen Aufriß k" zweitprojizierend ist, während sein 
Grundriß k' ein Kreis um S' ist mit einem Radius, der dem Aufrißbild 
zu entnehmen ist. Mit Hilfe der Hauptachsen A' B' und C' D' kann nun 
der Grundriß e' der Schnittellipse e gezeichnet werden. 

Zur Punktkonstruktion der Grundrißellipse e' stehen verschiedene Ver­
fahren zur Verfügung, die sämtlich geeignete Hil/sebenen verwenden. 

1. Man legt beliebige achsennormale Hil/sebenen; diese schneiden den 
Kegel in einem Kreis, die Schnittebene e in einer ersten Spurparallelen. 
Die Schnittpunkte beider sind Punkte der Ellipse (Beispiel: Punkt C'). 

2. Man legt beliebige Hil/sebenen durch aie KegelacMe. Sie schneiden den 
Kegel in zwei Mantellinien, die Schnittebene e in einer Geraden. Im 
Grundriß decken sich diese Geraden; im Aufriß dagegen sind sie verschie­
den, und ihre Schnittpunkte ergeben zwei Punkte der Schnittellipse, die 
in den Grundriß übertragen werden können (Beispiel: Punkt P'). Die 
Methode versagt allerdings dann, wenn die Hilfsebene doppeltprojizierend 
ausfällt (Mantellinien durch 3 und 9). 

3. Man legt beliebige z/()eitproji~ierende Hil/sebenen durch die Kegelspitze S, 

welche den Kegel in zwei Mantellinien und die Ebene e in einer Geraden 
schneiden. Deren Treffpunkte gehören der Schnittellipse e an (Beispiele: die 
Punkte A' und B' sowie W' und W'). 

Zur 'l'angentenk0n8truktion in einem Punkt P' der Grundrißellipse e' 
hat man die Tangentenebene 'f im Punkte P des Drehkegels mit der Schnitt­
ebene e zu schneiden. Die Grundrißspur ~ von 'f ist die Tangente an 
den Grundkreis in dem Spurpunkt PI = P~ der ManteIlinie des Punktes 
P. Der Schnittpunkt T = T' von ~ mit ~ ist dann der Grundrißspur­
punkt der Tangente tin P, und seine Verbindung mit P' ist der gesuchte 
Grundriß t' dieser Tangente oder die Tangente an die Grundrißellipse e' 
im Punkt P'. 

Der Basiskreis (Ebene Jl1) und jeder nicht zerfallende ebene Schnitt 
(Ebene e) des Drehkegels sind im Raum durch seine Mantellinien perspektiv 
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kollinear aufeinander bezogen. Kollineationszentrum ist die Kegelspitze S, 
Kollineation8strahlen sind die Jlantellinien, Kollineationsachse ist die 
Spur e1 der Schnittebene e auf der Basisebene 7l1' 

Diese Beziehung ergibt im (ir1tndriß eine ebene perspektive Kollinea~en 
zwi8chen dem in 711 liegenden Ha8i.9kreis des Drehkegels und dem Grundriß e' 
des ebenen Schnittes e. Kollineation8zentrum ist dabei der Grundriß S' der 
Kegel8pitze S, Kollineation8strahlen sind die Grundrisse der Mantellinien und 
Kollineationsach8e ist die Spur e1 der Schnittebene e auf der Basiskreis­
ebene 711 (Grundrißspur von e). 

Auch diese perspektiv-kollineare Beziehung kann oft mit Vorteil konstruk­
tiv zur Ermittlung von Punkten und Tangenten des ebenen Schnittes e oder 
seines Orundri88es e' ausgenutzt werden. Im Grundriß entspricht dabei z. B. 
in Fig. 129 dem Kreispunkt p~ der Ellipsenpunkt P'. Die Ellipsentangente t' 
in P' ist daher das perspektiv-kollinea.-e Bild der Kreistangente t 1 in P;. 
Die Geraden t' und t) schneiden sich dabei in einem Punkte T' der Kollinea­
tionsachse e1• Damit kann man sofort in jedem Punkte P' der Ellipse e' 
die Tangente t' zeichnen. 

Für den Grunclriß der Schnittlinie des Drehkegels und der Ebene I' gilt 
allgemein der folgende wichtige 

Satz 1: Der ebene SchniU eines Drehkegels, der auf der Grundrißebene 
steht, ist ein nicht zerfallender KegelschniU, sofern die Schnittebene e die 
Kegelspitze nicht enthält. Der Grundriß dieser SchniUkurve ist ein Kegel­
schnitt vom gleichen Typ. Dabei ist der Grundriß der Kegelspitze ein Brenn­
punkt für den Grundriß des Kegelschnitts. Die zugehörige Leitgerade ist 
der Grundriß jener Geraden, in der sich die Schnittebene e und die zur 
Grundrißebene parallele Ebene durch die Kegelspitze schneiden. 

Beweis im Falle eines elliptischen Schnittes' Die Ebene e und die Hori­
zontalebene durch die Kegelspitze S schneiden sich in einer Geraden I, 
deren Grundriß l' in Fig. 129 eingezeichnet ist. Der Abstand eines belie­
bigen Punktes P' der Grundrißkurve e' vom Grundriß S' der Kegelspitze 
sei mit r, der Abstand von l' mit d bezeichnet. Ist h der Höhenunterschied 
zwischen Sund P, so folgt aus dem Aufriß, wenn (X der Neigungswinkel 
der Schnittebene e und ß der Neigungswinkel der Kegelerzeugenden gegen 
die Grundrißebene ist: 

(1) 

oder wegen (X < ß 
(2) 

h 
-=tgß r 

r tg '" d = tgß= const < 1. 
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t' 

t, 

T' 

Fig. 129. Konstruktion der Schnltte1l1pse e eines Drehkegels mit einer Ebene <. 

Der Grundriß S' des Kegelscheitels S Ist Brennpunkt des Grundrisses e' der SchnittellIpse 
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Da das Verhältnis r/d für jeden Punkt P' des Grundrisses e' der Schnitt­
kurve denselben festen Wert< 1 hat, folgt, daß die Grundrißkurve e' 
eine Ellipse ist, die B' zum Brennpunkt und I' zur Leitgeraden hat, w. z. 
b.w. 

Dieser Satz gilt, ebenso wie sein Beweis, sinngemäß auch für einen 
hyperbolischen und einen parabolischen Schnitt des Drehkegels, d. h. für 

IX > ß und IX = {J. 

Die Abwicklung des von einem Parallelkreis begrenzten Stückes des 
Kegelmantels, der längs einer Mantellinie (etwa län~s der Mantellinie des 
Punktes A) aufgeschnitten ist, ist ein Kreissektor (Fig. 130). Der Radius 
dieses Kreissektors ist gleich der Länge s der Mantellinien, seine Bogen­
länge gleich dem Umfang 2rn des Kegelgrundkreises. Wir bezeichnen dabei 
mit r jetzt (anders als oben) den Radius des Basiskreises des Kegels. Man 
hat nun diesen Umfang auf dem Bogen des Kreissektors abzutragen. Da­
zu rektifiziert man etwa einen 30°-Bogen des Grundkreises nach CUSANUS 

und SNELL (Radius r, Mittelpunkt M r) durch Projektion aus Or und verbiegt 
die so auf der Tangente erhaltene Strecke auf den Bogen des Kreises mit 
dem Radius s (Mittelpunkt M,) durch Rückprojektion aus 0,. Damit ist 
zunächst die Abwicklung des Kegelmantels samt den Erzeugenden, die 
einer Zwölfereinteilung des Grundkreises entsprechen, gewonnen. 

Um die Punkte P der Schnittellipse in die Abwicklung zu ilbertragen, 
dreht man diese im Aufriß (Fig. 129) auf eine Umrißmantellinie nach PO" 
und erhält dadurch ihre wahre Entfernung BP = B" PO" von deI Kegel­
spitze B; diese Länge kann in die Abwicklung übernommen werden 
(BO Po = B'.' PO"). Da der Drehkegel und die Schnittebene e und damit 
auch die Schnittellipse e eine zur Aufrißebene parallele Symmetrieebene 
durch B haben, ist auch die Abwicklung eO der Ellipse bezüglich der 
Mantellinie durch J10 und - falls man sicH die Kurve über AO hinaus fort­
gesetzt denkt - auch bezüglich der Mantellinien durch AO symmetrisch. 
Diese Punkte sind daher Scheitel der Abwicklung eo, und die Kurve eo 
durchsetzt in ihneri die Mantellinien senkrecht. 

Um die Tangente tO in einem beliebigen Punkt Po der abgewickelten Kurve 
eO zu konstruieren, hat man die (in der Tangentenebene T des Kegels im 
Punkte P liegende) Tangente t von e zu übertragen. Die Tangentenebene T 

breitet sich, wenn sie zusammen mit dem Kegelmantel abgewickelt wird, 
so aus, daß sie mit dem Kegelmantel nach wie vor die Kegelerzeugende 
des Punktes P gemeinsam hat. Die Tangente tl an den Kegelgrundkreis 
im Spurpunkt P~ dieser Kegelerzeugenden geht bei der Abwicklung der 
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Tangentenebene über in die Tangente an die Abwicklung des Grundkreises 
im Punkt~. Dabei kann der Spurpunkt T' der Tangente t sofort in die 
Abwicklung nach TO mit übernommen werden, da P~T' = ~TO ist. Mit 
[POTO] hat man damit die Tangente tO im Punkte po der Abwicklung eO 
der Ellipse e gefunden. 

Die 8cheitelschmiegkreise in den Scheitehl J30 und AO der abgewickelten 
Schnittkurve eO lassen sich nach den in 43. entwickelten überlegungen 
auf folgende Weise finden (Fig. 129): Der Parallelkreis des Kegels für den 
Punkt B hat seinen Mittelpunkt auf der Kegelachse a, und folglich hat 
nach dem Satz von M eusnier der zugehörige Normalschnitt v seinen 
Schmiegkreismittelpunkt in dem Punkt Mv' in dem die Kegelnormale 
des Punktes B (= Normale zur Umrißerzeugenden) die Kegelachse trifft. 
Das Lot von diesem Punkt Mv auf die Schnittebene e schneidet die Er­
zeugende des Punktes B in einem Punkte K B , dessen Entfernung von B 
gleich dem Schmiegkreisradius (!B = B"K~ = J30K~ für den Punkt J30 in 
der Abwicklung ist. Genau so wird der Schmiegkreisradius (!.J. für den 
Scheitel AO gefunden. 

Da die Schmiegkreismittelpunkte K B und K.J. in den Punkten J30 und AO 
auf verschiedenen Seiten der Kurve eO liegen, hat diese zwischen den Punk­
ten AO und J30 einen Wendepunkt. Zur Konstruktion dieses Wendepunktes 
benutzt man die (hier nicht bewiesene) Tatsache, daß nur jene Punkte ur 
oer Schnittkurve e zu einem Wendepunkt Wo der abgewickelten Kurve eO 
führen, deren Tangentenebenen 'f an den Drehkegel auf der Schnitt­
ebene e senkrecht stehen. Da die Schnittebene e zweitprojizierend ist, muß 
die zweite Spur dieser Tangentenebene 'f und damit auch ihre zweite 
Spurparallele hZT: durch die Kegelspitze Sauf elf senkrecht stehen. Ihr 
Aufriß h~'T: ist das Lot von S" auf elf, ihr Grundriß h~T: die Parallele zur 
Rißachse X12 durch S'. Der Grundrißspurpunkt H~ von h2 T: liegt auf h;T: 
und auf dem Ordner des Punktes H~ = [h~p X12]. Die Grundrißspur 'I der 
Tangentenebene 'f ist dann die Tangente von H~ an den Basiskreis des 
Kegels; da es zwei solche Tangenten 'I und Tl gibt, gibt es zwei zu e 
normale Tangentenebenen , und i. Die gesuchten Punkte Wl und W2 

der Schnittkurve e liegen auf den Kegelerzeugenden, längs denen die 
Ebenen 'f und T den Kegel berühren. Die genaue Konstruktion ihrer 
Risse W~, W~' bzw. W~, W~ und ihre übertragung in die Abwicklung ge­
schieht nach den bereits geschilderten Verfahren. Man erhält in Fig. 130 
zwei Wendepunkte W~ und W~ der Abwicklung eO. Auch die Wende­
punktstangenten können nach dem dargelegten Verfahren leicht gefunden 
werden. 
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46. Der hyperbolische Schnitt eines DrehkegeJs 

Ein Drehkegel mit der erstprojizierenden Achse a und der Spitze S werde 
von einer Ebene e so geschnitten, daß die Parallelebene : e durch S aus dem 
Kegel zwei reelle Erzeugende ausschneidet. Dann ist die Schnittkurve 
eine Hyperbel. Insbesondere kommt auch dann ein Hyperbelschnit.t zu­
stande, wenn die Schnittebene e parallel zur Kegelachse liegt. Die Kegel­
erzeugenden, die der Parallelschnitt i; e durch S liefert, geben dabei die 
Richtungen der Fernpunkte der Hyperbel an, d. h. die Asymptoten der 
Hyperbel sind zu ihnen parallel. 

X23 + 

h: r---- e3 "e'" 

I 
lo'u 

--r_--r--.----~----r_-+---+~x~ 

e,'C' 
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Fig.131 zeigt die Konstruktion eines Hyperbelschnittes in dem Fall, 
daß die Schnittebene 8 zur Aufrißebene parallel ist. Ihr Grundriß 8' ist 
dann eine zur Rißachse Xl2 parallele Gerade. Der Grundriß der Hyperbel 
deckt sich mit 8', ihr Aufriß ist eine zur wahren Hyperbel kongruente 
Hyperbel. Aus Symmetriegründen ist 8" der Mittelpunkt und a" die 
reelle Ach8e der Aufrißhyperbel. Ihre A.'Jymptoten fallen mit dem Aufriß 
der Konturerzeugenden (dem zweiten scheinbaren Umriß) des Kegels zu­
sammen. Diese Konturerzeugenden sind nämlich zur Hyperbelebene 8 

parallel und weisen daher nach den Fernpunkten der Hyperbel. Die Kon­
turebenen des Kegels sind Tangentenebenen in diesen Fernpunkten und 
projizierend; ihre Aufrisse, die Konturerzeugenden, sind daher die Asym­
ptoten der Hyperbel. 

Zur Punktkonstruktion der Aufrißhyperbel legt man achsennormale 
Schnitte. Jede solche Ebene (1 schneidet den Kegel in einem Parallel­
kreis, der im Grundriß in wahrer Größe erscheint. Seine Schnittpunkte 
P' und Q' mit 8' liefern im Aufriß die Punkte P" und Q" der Aufrißhyperbel 

auf (1". Der zu (1 bezüglich der Kegelspitze 8 symmetrische achsennormale 
Schnitt;;: führt im Grundriß zum gleichen Kreis, weshalb die Punkte P' 

und Q' auch die Grundrisse der Hyperbelpunkte P und Q in ;;: sind. Zu 
dem Grundrißkreis, der 8' gerade (im Punkt A' = B') berührt, gehören 
die Scheitel A" und B" der Aufrißhyperbel. 

Die Tangente t im Punkte P der Hyperbel ist die Schnittgerade der Schnitt­
ebene 8 und der Tangentenebene T des Kegels im Punkte P. Die Ebene T 

berührt den Kegel längs der Erzeugenden des Punktes P. Drehen wir 
den Kegel samt dieser Tangentenebene T um seine Achse a, bis der Punkt 
P die Lage po auf der Konturerzeugenden erreicht hat, dann ist die Tangen­
tenebene tJ zweitprojizierend und ihr Aufriß tJ" deckt sich mit jener 
Konturerzeugenden. Ihre Normale n° im Punkte po steht auf tJ und damit 
auf der Konture.rzeugenden tJ" senkrecht und schneidet die Kegelachse a 
in einem Punkt N. Dreht man den Punkt po in seine ursprüngliche Lage P 
zurück, dann bleibt der Punkt N als Punkt der Drehachse a fest. Die Kegel­
normalen aller auf demselben Parallelkreis des Kegels liegenden Punkte P 
bilden einen Drehkegel mit jenem Parallelkreis als Basiskreis und dem 
Punkt N als Spitze, den sogenannten Normalenkegel des Parallelkreises. 
Die Gerade [NP] ist daher die Kegelnormale n des Punktes P, und [N" PlI] 
ist ihr Aufriß n". Auf dieser Normalen n steht die Tangentenebene T des 
Punktes P senkrecht. Da die Tangente t die Schnittgerade der Tangenten­
ebene T und der zur Aufrißebene X 2 parallelen Ebene 8 ist, ist t die zweite 
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Hauptlinie der Tangentenebene T im Punkte P, und ihr Aufriß t" steht 
folglich auf n" senkrecht. Dieses Verfahren zur Tangentenkonstruktion 
heißt, da. es die Kegelnormale n benutzt, N ormalenmetlwde. 

Statt dieser konstruktiv einfachen Methode kann auch ein anderes Ver­
fahren verwendet werden, das die Tangente als Schnitt der Tangenten­
ebene an den Kegel mit der Ebene e ohne Zuhilfenahme der Kegelnormalen 
n liefert: Metlwde der Tangentenebene. Sie ist in Fig. 131 für den Punkt 

Q" ausgeführt. Die Tangentenebene T des Punktes Q schneidet die Deck­
kreisebene des Kegels in einer ersten Spurparallelen hl . Ihr Grundriß h~ 

ist die Tangente an den Grundriß des Deckkreises in dem Punkte Ql' in 

dem die Erzeugende des Punktes Q diesen Kreis schneidet. Der Schnitt­
punkt V' = [h~, e'] ist dann der Grundriß eines Punktes V, der sowohl 
der Tangentenebene :r wie auch der Schnittebene e angehört, also ein Punkt 

- -
der gesuchten Tangente t des Punktes Q. Sein Aufriß V", der auf dem Auf-

riß der Deckkreisebene liegt, ist ein Punkt der Tangente t" an die Aufriß­

hyperbel; t" ist somit als Verbindungsgerade der Punkte V" und Q" be­
stimmt. 

Führen wir noch einen Kreuzriß mit der Rißachse x23 ein, so erscheint 
in ihm der Kegel in einer zu seinem Aufriß kongruenten Gestalt, während 
der Kreuzriß e'" der Schnittebene e eine Parallele zum Kreuzriß a'" der 
Kegelachse a ist, wobei der Abstand der Geraden e'" von a'" aus dem 
Grundriß hervorgeht. Der Seitenriß der Hyperbel fällt auf e'" = /la, und 
die Schnittpunkte von e'" mit den Konturerzeugenden des Kegels sind 
die Kreuzrisse A'" und B'" der heiden Hyperbelscheitel. 

Um den für das genaue Zeichnen wichtigen Scheitelschmiegkreis der 
Hyperbel im Scheitel A zu gewinnen, gehen wir von einer beliebigen, den 
Kegel längs eines Parallelkreises (z. B. längs des Parallelkreises durch P) 
berührenden Kugel aus. Ihr Mittelpunkt ist die Spitze N des zu dem 
Parallelkreis gehörigen Normalenkegels, ihr scheinbarer Umriß ist im Auf­
riß und im Kreuzriß ein Kreis. der die Konturerzeugenden des Kegels 
berührt. Die Kugel hat in jedem Punkt des Berührungskreises die gleiche 
Tangentenebene wie der Kegel. Daher ist der Kleinkreis, den die Ebene e 
aus der Kugel ausschneidet und dessen Mittelpunkt und Radius aus dem 
Kreuzriß zu ersehen sind, ein Kreis, der die Hyperbel im Punkt P und 
zugleich auch im symmetrisch gelegenen Punkt Q (je zweipunktig) berührt. 
Sein Aufriß berührt daher die Aufrißhyperbel in den Punkten P" und Q" 
(woraus sich nebenbei eine dritte Konstruktion für die Tangente t" im 
Punkte P" ergibt). Wandert nun der Punkt P gegen den Hyperbelscheitel A, 
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dann wandert auch der Punkt Q gegen A, und die Kugel geht in jene Kugel 
x über, die den Kegel längs des Parallelkreises des Scheitels A berührt. 
Der von der Ebene e aus dieser Kugel " ausgeschnittene Kreis k berührt 
dann die Hyperbel im Scheitel A vierpunktig, ist also der Scheitelschmieg­

kreis der Hyperbel. Sein zunächst dem Kreuzriß zu entnehmender Mittel­
punkt K und sein Radius kann auch unmittelbar im Aufriß konstruiert 

werden. 

Damit ist die folgende Konstruktionsvorschritt tür den Scheitelschmieg­

kreis einer Hyperbel bewiesen (Fig. 132): 

Von der Hyperbel seien die beiden 
Asymptoten a1, a2 und der Scheitel A 
gegeben. Man schneidet die Scheiteltan­
gente s mit der einen Asymptote und 
errichtet in diesem Schnittpunkt das Lot 
auf die Asymptote. Dieses Lot schneidet 
auf der reellen Hyperbelachse den Schmieg­
kreismittelpunkt K für den Hyperbel­
scheitel A aus. 

Fig. 132. Konstruktion des ScheItel­
schmiegkreises einer Hyperbel 

Sind a und b die Längen der beiden Halbachsen der Hyperbel, dann 
ergibt sich nach dem Höhensatz im Dreieck für den Radius e des Scheitel­
schmiegkreises 

(1) a· e = b2 oder 

genau so wie in (11. 10) bei der Ellipse für Ra. 

47. Der parabolische Schnitt eines Drehkegels 

Ein Drehkegel (Spitze S, erstprojizierende Achse a) werde von einer Ebene 
e so geschnitten, daß die Parallelebene zu e durch die Kegelspitze eine Tan­
gentenebene des Kegels ist (Fig. 133). Dann ist die Schnittkurve eine 
Parabel k. Zu ihrer Konstruktion im Grund- und Aufrißverfahren genügt 
es ohne Verlust an Allgemeinheit, die Ebene e zweitprojizierend voraus­
zusetzen. Sie sei durch ihre Spuren ~..l X12 und e2 = e" parallel zur 
linken Konturerzeugenden des Kegelaufrisses festgelegt. Der höchste Punkt 
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Fig. 133. Parabelschnitt eines Drehkegels. Der Grundriß S' des Kegelscheitels S 

Ist Brennpunkt des Grundrisses k' der SChnittparabel k 

7311 Rtrubecker, Geometrie 11 

161 



162 VIII. Drehkegel 

.1 der Schnittkurve (auf der rechten Konturerzeugenden gelegen) ist der 
Parabelscheitel, und die durch A gehende erste Fallinie 11 der Ebene e, 
die zur linken Konturerzeugenden des Kegelaufrisses parallel ist, ist die 
Parabelachse. 

Im Aufriß erscheint die Parabel (genauer: ihr reeller Zug) als eine von 
.1" ausgehende doppeltüberdeckte Halbgerade k" auf elf. Ihr Grundriß 
ist gleichfalls eine Parabel k' mit .1' als Scheitel und dem Grundriß I~ der 
räumlichen Parabelachse 11 als Achse. Der Brennpunkt dieser Grundriß­
parabel k' fällt mit dem Grundriß S' der Kegelspitze zusammen, wälirend 
der Grundriß l' der Schnittgeraden 1 der Parabelebene e mit der Hori­
zontaleoene n durch die Kegelspitze S ihre Leitgerade ist. Da die Ebene e 
und die Kegelerzeugenden gegen die Grundrißebene gleichgeneigt sind 
(.~= {J), ist das Dreieck (S" A" I") gleichschenklig (.-1" S'; = A "l"); folglich 
liegt der Parabelscheitel .-1' in der Mit.te zwischen dem Brennpunkt S' und 
der Leitgeraden [', ferner ist S'l'=2·S'.-1' gleich dem Parameter p der 
Grundrißparabel. 

Zur Punktkonstruktion der Grundrißparabel k' legt man achsennormale 
ebene Schnitte (1, die den Kegel in einem horizontalen Kreis (Parallel­
kreis), die Ebene e in einer zweitprojizierenden ersten Spurparallelen 
schneiden. Beide können 'aus dem Aufriß sofort in den Grundriß übertragen 
werden. Der Parallelkreis und die erste Spurparallele schneiden sich in 

zwei Punkten P und P, deren Grundrisse P' und P' zwei Punkte der Grund­
rißparabel k' sind. Wählt man (1 =n1' so erhält man die Schnittpunkte Q,Q 
der Parabel k in nl; sie liegen auf der Spurgeraden e1 von e und auf dem 
Basiskreis k1 des Drehkegels. 

Die Tangente in einem beliebigen Punkte der Parabel (z. B. im Punkte 
Q auf dem Basiskreis k1 des Kegels) ist die Schnittgerade der Tangentenebene 
T an den Kegel mit der Parabelebene e. Die Tangentenebene T des Kegels 
im Punkte Q enthält die Erzeugende [SQ] und (als Horizontalspur) die Tan­
gente t] an den Basiskreis k1 im Punkte Q. Der Grundriß h~ ihrer zweiten 
Hauptlinie h2 durch die Kegelspitze S geht durch S' und ist zur Rißachse 
X12 parallel. Der Horizontalspurpunkt H 2 = H~ von h2 ist der (in Fig. 
133 nicht zugängliche) Schnittpunkt von h~ mit der Horizontalspur t

1 
der 

Tangentenebene T. Sein Aufriß H~ liegt auf ~2 und liefert, mit S" verbun­
den, den Aufriß h~ dieser Hauptlinie. Weil H 2 in Fig. 133 unzugänglich 
ist, wurde zur Ermittlung von h~ statt der Grundrißebene n1 die Parallel­
kreisebene (1 verwendet. An die Stelle der ersten Spur ~ von T tritt dann 

die dazu parallele Kreistangente t1, und an die Stelle des Spurpunktes H 2 

tritt der Spurpunkt H2 • 



47. Der parabolische Schnitt eines Drehkegels 163 

Ist U der Schnittpunkt von h2 mit der Ebene e, also U" der Schnitt­
punkt von h~ mit elf, so ist die Verbindungsgerade von U' (auf h~) mit Q' 

der Grundriß t' der Tangente t an die 
Parabel k, d. h. die Tangente an die 
Grundrißparabel k' im Punkte Q'. (Diese 
Tangente läßt sich auch mit Hilfe der 
ersten Spurparallelen ~ durch 8 kon- U 
struieren, wobei keine unzugänglichen ....:".~ __ ~-4'--_--='---+ __ 

Schnittpunkte auftreten. Dabei ist h~ 
zur Horizontalspur ~ der Tangenten­
ebene T und h~ zur Rißachse X12 par­
allel.) Der Punkt U', in dem die Tan-
gente t' die Gerade h~ schneidet, deckt Flg.134. 

Tangentenkonstruktion der Parabel 
sich dabei mit dem Punkte 6' des Basis-
kreises k l , so daß im Aufriß die Punkte U" und 6" auf einem Ordner liegen. 
Das zeigt die folgende Betrachtung. 

Zwischen dem Basiskreis kl (Ebene 7l'I) des Drehkegels und der Schnitt­
parabel k (Ebene e) besteht im Raum eine perspektive Kollineation~, welche 
die Kegelspitze 8 als Kollineationszentrum, die Mantellinien des Kegels als 
Kollineationsstrahlen und die Spurgerade el = [7l'Ie] als Kollineationsachse 
besitzt. In dieser Kollineation ~ haben die Fernpunkte der Ebene e ihr 
Bild auf der Fluchtgeraden eu, welche (als Spur der durch 8 parallel zu e 
gelegten Ebene) den Basiskreis k i im Punkt 0 berührt. Die durch 8 gelegte 
Parallelebene 7l' zu 7l'I schneidet e in der Verschwindungsgeraden ev der 
Kollineation ~, welche mit der Geraden 1 identisch ist; ihren Punkten ent­
sprechen die Fernpunkte von 7l'1" 

Im Grundriß (in der Ebene 7l'I) ergibt sich daraus eine ebene perspektive 
Kollineation~' zwischen dem Basiskreis k i des Drehkegels und dem Parabel­
grundriß k', welche den Grundriß 8' der Kegelspitze 8 als Kollineations­
zentrum, die Grundrisse der Mantellinien als Kollineationsstrahlen und die 
Spurgerade el = [7l'Ie] als Kollineationsachse besitzt. Fluchtgerade dieser 
Kollineation ~' ist wieder die Kreistangente e", V erschwindungsgerade e~ ist 
die Leitgerade l' der Parabel k'" 

In der perspektiven Kollineation ~' entspricht der Schnittpunkt Q =Q' 

des Basiskreises k1 mit der Kollineationsachse el sich selbst; der Kreis­
tangente t l in Q' ist die Parabeltangente t' in Q' zugeordnet. Zu den Fern­
punkten dieser beiden Tangenten gehören auf t l der Fluchtpunkt Tu = [eutrJ 
von t' und auf t' der Verschwindungspunkt T~ = [e~t'] von t l . Das Viereck 
(8' T uQ' T~) ist dabei ein Parallelogramm; insbesondere ist also t' 11 [8' Tu]. 

11* 
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Schneidet t' den horizontalen Kreisdurchmesser h~ in U', so bilden die 
parallelen Geraden [S' Tu] und [Q' U'] mit ihm denselben Winkel.x. Weil die 
beiden aus Tu an den Basiskreis gelegten Tangenten an den Kreis k 1 längen­
gleich sind, ist (S' 0' Tu) ~ (S' Q' Tu). Die Gerade [ S' Tu] halbiert daher den 
über dem Bogen (O'Q) des Basiskreises k1 ruhenden Zentriwinkel 
2.x = 1: (0' S'Q'). Nach dem Satz vom Peripherie- und Zentriwinkel im Kreis 
ist daher der über dem Bogen (0' Q') ruhende Peripheriewinkel 1: (0'6' Q') =.x. 
Die Geraden [Q'6'] und [Q' U'] fallen daher zusammen, folglich auch die 
auf h~ liegenden Punkte 6' und U'. Im Aufriß liegen somit die Punkte 6" 
und U" auf demselben Ordner. W.z. b. w. 

Bemerkung 1: Daraus ergibt sich die folgende einfache Tangentenkonstruktion für 
die Parabel, von der der Brennpunkt F, die Achse a, und ein Punkt P gegeben sind 
(Fig. 134): Der Kreis k1 um F durch P schneidet die Parabelachse a in Punkten U 
und V; durch U geht die Tangente t = [PU] des Punktes P, durch V geht die Normale 
n =[PV] der Parabel k in P. 

Um den Scheitelschmiegkreis der Pa.rabel zu finden, zeichnen wir zunä.chst 
einen beliebigen, die Para.bel im Scheitel A berührenden Kreis (Fig. 135). 
Er schneidet die Parabel mit der Scheitelgleichung 

(1) 11' = 2px 

im Punkte P und in dem bezüglich der Parabela.chse (y = 0) symmetri­

schen Punkte P. Ist fl der Radius dieses Kreises, und sind (x, y) die ca.r­
tesischen Koordinaten von P, so gilt nach dem Sehnensatz im Kreise 

(2) 

oder wegen x =f: 0 

(3) 

x(2fl - x) = 11' = 2px 

Wandert nun P und damit zugleich 
auch P auf der Parabel gegen den 
Parabelscheitel A, dann strebt fl gegen 
den Scheitelschmiegkreisradius 

(4) fld = lim fl = p. 
x z~o -t'-+;--+"---""1-.,.:-+---"+- Es folgt 

FIg.135. 
SCheltelschmlegkrels der Parabel 

Satz 1: Der RadiU8 fl d de8 Scheitel­
schmiegkreises der Parahel ist gleich 
ihrem Parameter p, d. h. der Schmieg­

kreismittelpunkt K A hat vom Scheitel A 
einen doppelt so großen Abstand wie der 
Brennpunkt F. 
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Die Abwicklung des Drehkegels samt der auf ihm liegenden parabolischen 
Schnittkurve k zeigt Fig. 136. Sie wird auf entsprechende Weise gewonnen 
wie in Fig. 130 die Abwicklung des Drehkegels mit elliptischem Schnitt. 

Nachdem man den längs der linken Aufrißkonturerzeugenden [08] auf­
geschnittenen Kegelmantel samt den zwölf Mantellinien von Fig. 133 in die 

o 

S·~~------~--~~~~--------------~6 

o 

Flg. 136. Abwicklung des Drehkelels und seines ParabelschnIttes aus Fig. 133 In die Ebene 
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Ebene ausgebreitet hat, gewinnt man die abgewickelte Kurve kO durch 
übertragen der wahren Abstände der einzelnen Parabelpunkte von der 
Kegelspitze S in die Abwicklung (SP = SOpo). 

Die Abwicklung des Parabelscheitels A ergibt den Scheitel AO der Kurve 
kO. Den SchmiegkreisradiU8e~ der Abwicklung kfJ in AO findet man wieder 
durch folgende Konstruktion (Fig.133): Die Normalebene 'JI im Punkte A 
des Drehkegels, die durch die Parabeltangente und die Kegelnormale in 
A bestimmt ist, schneidet den Kegel in einem Kegelschnitt, der nach 
dem Satz von M eusnier seinen Schmiegkreismittelpunkt M. auf der 
Kegelachse a hat. Das Lot aus M. auf die Parabelebene e trifft die 
Kegelerzeugende des Punktes A in einem Punkte K, dessen Abstand von 
A gleich dem Schmiegkreisradius e~ im Scheitel AO der abgewickelten 
Kurve kO ist. 

Die Wendepunkte Wo und Wo der Kurve kO gehen wieder aus jenen Punkten 
der Parabel hervor, in denen die Tangentenebene T an den Kegel auf der 
Parabelebene e senkrecht steht. Die Aufrißspur und jede zweite Spurparallele 
einer solchen ausgezeichneten Tangentenebene T muß auf e" senkrecht 
stehen. Die Tangentenebene T werde festgelegt durch ihre die Kegelspitze S 
enthaltende zweite Hauptlinie h

2
T: und ihre in der Horizontalebene ades 

Punktes P liegende erste Hauptlinie h1 T:; dann ist h~/T: das Lot von S" auf 

e", während h~/T: mita" identisch ist. Im Grundriß ist h~T: die Parallele zur Riß­
achse X 12 durch S', während h; T: eine Tangente an den Grundriß des Parallel­
kreises durch den Punkt P' ist. Der Schnittpunkt HaT: von hIT: und haT: kann 
nun sofort aus dem Aufriß in den Grundriß auf h~T: übernommen werden, wo-

durch sich im Grundriß zwei erste Hauptlinien h~ T: und h~ T: als Tangenten 
an jenen Kreis ergeben. Die durch die Berührungspunkte gelegten Mantel­
linien des Kegels tragen dann jene Punkte W und ur der Parabel k, welche 

bei der Abwicklung in die Wendepunkte Wo und Wo von kO übergehen. 

Die Wendetangenten wO und WO gehen aus den Tangenten wund w der 
Parabel k hervor und lassen sich durch übertragen des rechtwinkligen 

Dreiecks, das aus der Kegelerzeugenden des Punktes W bzw. W, der 
Tangente an den Basiskreis und der Tangente w bzw. w gebildet wird, in 
die Abwicklung gewinnen. 



IX 

Schiefer Kreiszylinder und schiefer Kreiskegel 

48. Der ebene Schnitt eines schiefen Kreiszylinders 

Ein 8chiefer Kreiszylinder wird dadurch erzeugt, daß eine Gerade e 
längs eines Kreises k parallel zu sich verschoben wird, wobei die Gerade 
weder in der Kreisebene liegt noch auf der Kreisebene senkrecht ßteht. 
Der Kreis k heißt Leitkrei8, die Gerade e und alle von ihr bei der Verschie­
bung eingenommenen Lagen sind die Erzeugenden oder M antellinien des 
schiefen Kreiszylinders. Alle zum Leitkreis k parallelen ebenen Schnitte 
sind zu k kongruente Kreise. Die Verbindungsgerade der Kreismittel­
punkte ist die Achse a des schiefen Kreiszylinders. 

In Fig. 137 ist ein solcher schiefer Kreiszylinder im Grund- und Aufriß 
dargestellt. Man erkennt den Ba8i8krei8 und Deckkrei8, die in zwei hori­
zontalen Ebenen liegen, und die Ach8e a des Zylinders, die parallel zur 
Aufrißebene ist. Der Grundriß wird außerdem noch begrenzt von zwei 
zu a' parallelen Kreistangenten, den Grundrissen jener beiden Erzeugenden, 
längs denen der Zylinder von er8tprojizierenden Tangentenebenen berührt 
wird; diese beiden Erzeugenden bilden zusammen den er8ten wahren U m­
riß, ihre Grundrisse den er8ten 8cheinbaren Umriß de8 Zylinder8. Der 
Aufriß des Zylinders wird ebenso von zwei zu alt parallelen Geraden be­
grenzt, den Aufrissen jener beiden Erzeugenden, längs denen der Zylinder 
von zweitprojizierenden Tangentenebenen berührt wird; diese beiden Er­
zeugenden bilden zusammen den zweiten wahren Umriß, ihre Aufrisse den 
zweiten 8cheinbaren Umriß des schiefen Kreiszylinders. 

Ein beliebiger ebener Schnitt eines schiefen Kreiszylinders ist eine Kurve, 
die mit dem Leitkreis k durch eine schiefe perspektive Affinität verbunden 
ist, also eine Ellip8e. Insbesondere ist auch jeder Normalschnitt kv senk­
recht zur Achse eine Ellip8e. Außer den ebenen Schnitten (1, die parallel 
zur Ebene n1 des Leitkreises k geführt werden, liefert auch jeder Schnitt 0-, 
der zu (1 in bezug auf die Ebene v eines Normalschnitts kv symmetrisch 
ist, wieder einen Kreis (Fig. 137). Ein 8chiefer Krei8zylinder kann dem­
nach auf zwei Arten nach Krei8en ge8chnitten werden. 
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Wird ein schiefer Kreiszylinder so aufgestellt, daß seine Achse auf der 
Grundrißebene senkrecht steht, so ist seine Basiskurve (Normalschnitt) eine 
Ellipse, und er selbst heißt auch elliptischer Zylinder. Die beiden Ebenen­
steIlungen G, G, die zu Kreisschnitten führen, lassen sich dann auf folgende 
Weise ermitteln (Fig. 138). Es bedeutet keine Einschränkung der All­
gemeinheit, wenn wir die kleine Achse b der Basisellipse zur Rißachse X12 

Fig. 137. Kreisschnitte eines schiefen Kreis­
zylInders (elliptischen Zylinders) 

6" 

__ --I ____ .-L __ ...... __ x 12 

Flg.138. Konstruktion der KreIs­
schnitte eines elliptischen Zylinders 

parallel annehmen; denn in einem geeigneten Seitenriß läßt sich dieser 
Fall stets verwirklichen. Durch einen beliebig gewählten Punkt M auf 
der Zylinderachse lassen sich nun zwei zweitprojizierende Ebenen G. und G 
legen, die aus dem Zylinder Kreise k bzw. k ausschneiden. Ihre Neigung 
gegen die Grundrißebene muß so angenommen werden, daß der Fallinien­
durchmesser der Schnittkurve gleich dem großen Durchmesser 2a der 
BasiseIIipse ist. 

49. Der ebene Schnitt eines schiefen Kreiskegels 

Gegeben sei ein Kreis k und ein Punkt S, der weder in der Kreisebene 
noch auf der (im Kreismittelpunkt M zur Kreisebene senkrechten) Kreis­
achse liege. Die Verbindungsgeraden e des Punktes S mit den Punkten P 
des Kreises k bilden dann einen schiefen Kreiskegel. Der Kreis k ist der 
Leitkreis, die Geraden e sind die Erzeugenden oder Mantellinien, und S ist 
die Spitze oder der Scheitel des schiefen Kreiskegels. 



49. Der ebene Schnitt eines schiefen Kreiskegels 169 

Die Normalebene (1, welche man durch die Gerade [SM] senkrecht zur 
Ebene n des Kreises k legen kann, ist eine Symmetrieebene des Kegels. 
Sie schneidet den schiefen Kreiskegel in zwei Scheitelerzeugenden s1> S2 

(seiner längsten und kürzesten Mantellinie). Die beiden aufeinander senk­
rechten Winkelhalbierenden w1' w2 der Scheitelerzeugenden SI' S2 und das auf 
sie in S errichtete Lot Ws sind drei (paarweise senkrechte) Symmetrieachsen 
(Hauptachsen) des schiefen Kreiskegels, und ihre drei Verbindungsebenen 
(also neben (1 = [SI S2] = [w1 w2] auch noch die Ebenen (11 = [w1 Ws] 

und (12 = [w2 Ws]) sind drei paarweise aufeinander senkrechte Symmetrieebenen 
des schiefen Kreiskegels. Durch Spiegelung an der Symmetrieebene (1 geht der 
Kreisschnitt k des Kegels in sich über, durch Spiegelung an den Symmetrie­
ebenen (11 und (12 jedoch in zwei neue Kreisschnitte k1 und k2, die in unter­
einander, aber nicht zu n parallelen Ebenen liegen. Jeder schiefe Kreiskegel 
trägt somit zwei verschiedene Scharen von ebenen Kreisschnitten. 

Man kann jeden geraden Kreiskegel (Drehkegel der Höhe h und des Basis­

radius r) durch eine räumliche Affinität in einen schiefen Kreiskegel ver­
wandeln. Es genügt dazu sogar eine räumliche Scherung, die man als 
Gegenstück zu (7.4) in der Form 

(1) 

, 
x = X 

y'= 
z'= 

y + pz 
z 

schreiben kann. Bei dieser Scherung bleibt die Ebene z = 0 punktweise 
fest (Affinitätsebene) ; entsprechende Punkte P(x, y, z) und P' (x', y', z') 
liegen auf y-parallelen Geraden (Affinitätsstrahlen). Der Punkt P wird da­
bei in y-Richtung um das p-fache seines Abstandes von der Affinitäts­
ebene z = 0 nach dem Punkte P' verschoben. 

Ist dann 
(2) 

der in der Affinitätsebene z = 0 liegende Basiskreis k und S = (0,0, h) der 
Scheitel des Drehkegels mit der Gleichung 

(3) 
x2 + y2 (Z-h)2 
--r2- - -h-2- = 0, 

so entspricht diesem Drehkegel durch die Scherung (1) der 8chiefe Kreis­
kegel mit der Gleichung 

X'2 + (y' - P %')2 (z' - h)2 
(4) r2 - h2 =0, 

der in der Ebene z' = 0 denselben Basiskreis k' = k mit den Gleichungen (2) 
besitzt, und dessen zu S = (0, 0, h) affiner Scheitel der Raumpunkt 
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S' = (0, ph, h) ist. Die Ebene x' = 0 ist dabei die Symmetrieebene (J des 
schiefen Kreiskegels. Durch geeignete Wahl von p kann man jeden sehiefen 
Kreiskegel aus dem Drehkegel (3) durch eine räumliche Affinität (Scherung) 
der Darstellung (1) erzeugen. 

Aus diesem einfachen Zusammenhang zwischen Drehkegel und schiefem 
Kreiskegel folgt der wichtige 

Satz 1: Jeder ebene Schnitt eine8 8chielen Krei8kegels i8t ein Kegelschnitt, 
im regulären Falle also (wenn die Schnittebene die Kegelspitze nicht enthält) 
eine Ellip8e, oder eine Parabel, oder eine Hyperbel. 

Beweis: Weil in der räumlichen Affinität (1) jeder Ebene stets wieder 
eine Ebene entspricht, sind den (regulären) ebenen Schnitten des Dreh­
kegels (3), d. s. Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln, die (regulären) ebenen 
Schnitte des schiefen Kreiskegels (4) affin zugeordnet, die daher wieder 
Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln sind. 

Zur Konstruktion des ebenen Schnittes eines 8chielen Krei8kegels in irgend­
einer Parallelprojektion benutzt ma~ zweckmäßigerweise die zwi8chen dem 
Basi8kreis und der ebenen Schnittkurve bestehende per8pektive Kollineation. 
Kollineationszentrum 0 i8t dabei die Kegelspitze, Kollineationsachse die 
Spurgerade e der Schnittebene in der Ebene de8 Ba8iskreise8, während die 
Kegelerzeugenden die Kollineations8trahlen 8ind. 

Dazu benötigen wir, ähnlich wie beim ebenen Schnitt von Pyramide und 
Drehkegel wieder die BegriU8bildungen der per8pektiven Kollineation, an die 
wir daher etwas ausführlicher erinnern. 

Fig. 139 zeigt eine Ebene e (Originalebene) und eine beliebige zu e nicht 
parallele Ebene ee (Bildebene) sowie einen außerhalb dieser Ebenen ge­
legenen Punkt O. Wählt man 0 als Zentrum einer räumlichen Per8pek­
tive (Zentralprojektion, per8pektiven Kollineation), dann ist jedem Punkt 
Pin e durch den Projektionsstrahl (Kollineations8trahl) [OP] ein bestimmter 
Punkt pe in ee als perspektives (perspektiv-kollineares) Bild zugeordnet. 
Die Schnittgerade e der beiden Ebenen e und ee ist dabei die Kol­
lineationsachse, die sich Punkt für Punkt selbst entspricht. Das perspek­
tiv-kollineare Bild einer Geraden g in e ist eine Gerade tf in ee, die sich 
mit g in dem Spurpunkt G auf e trifft. 

Der Fernpunkt Gv. von g hat als Bild jenen eigentlichen Punkt G;, der 
von dem zu g parallelen Kollineationsstrahl durch 0 aus ee ausgeschnitten 
wird. Dieser Bildpunkt G; de8 Fernpunkte8 Gv. von g heißt der Fluchtpunkt 
der Geraden g. Eine beliebige andere zu g parallele Gerade gin e hat den­
selben Fernpunkt Gv. und folglich auch denselben Fluchtpunkt G;'. Ihr 
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Bild "fl ist durch den Spurpunkt G = [g, e] und den Fluchtpunkt G~ ein­
deutig festgelegt. 

Umgekehrt entspricht dem Fernpunkt G~ der Bildgeraden ge ein bestimm­
ter eigentlicher Originalpunkt G" auf g, nämlich jener Punkt, der von dem 
zu if parallelen Kollineationsstrahl aus e ausgeschnitten wird. Dieser 
Originalpunkt G", de88en G. 

Bild der Fernpunkt G~ der 
Bildgeraden if i8t, heißt 
der Verschwindungspunkt 
der Geraden g. Fluchtpunkt G. 

G~ und Verschwindungs­
punkt G" einer Geraden g 
sind die zur Geraden g 
gehörigen Gegenpunkte der 
perspektiven Kollineation. 

Wegen OG~ [I g und 
OG" [[ if ist das Viereck 
(OG.aG~) ein Parallelo­
gramm, dessen Gegenseiten 
der Länge und Richtung 
nach einander gleich sind: 

(5) 
~.-+ --+ 
OG~ = G"G. 

Die Fluchtpunkte aller 
Originalgeraden in e liegen 
auf einer Geraden e~, die 
von der zu e parallelen 
Fluchtebene durch 0 aus ee 
ausgeschnitten wird. Dieser 
Ort der Fluchtpunkte aller 

p 

G.C 

Flg. 139. Perspektive Kollineation zwischen zwei 
Ebenen ",e, die durch Zentralprojektion aus dem 
Zentrum (Auge) 0 aufeinander abgebildet sind. Kolllne-
atlonszentrum O. Kolltneatlonsachse e, KollIneatIons­
strahlen [P pel, Verschwindungsgerade e~ In " Flucht­

gerade e~ In ,e 

Geraden in e ist das Bild der Ferngeraden der Originalebene e und heißt 
die Fluchtgerade der per8pektiven Kollineation. Entsprechend liegen die 
Verschwindungspunkte aller BiIdgeraden aus ee auf einer Geraden ev in 
c, die von der zu ee parallelen Ver8chwindung8ebene durch 0 ausge­
schnitten wird. Diese Gerade e" in e, deren Bild die Ferngerade der Bild­
ebene ee ist, heißt Versehwindungsgerade der per8pektiven Kollineation. 
Die Fluchtgerade e~ und Verschwindungsgerade e" werden als die Gegen-
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achsen der perspektiven Kollineation bezeichnet. Sie sind zur Kollinea­
tionsachse e parallel, und es gelten für sie und das Kollineationszentrum 
o die Vektorgleichungen (Abstände jeweils senkrecht gemessen): 

(6) 
----+ ----+ ----+ ----+ 
Oe" = e~e; Oe~ = e"e. 

Projiziert man die in Fig. 139 dargestellte räumliche Figur durch irgend­
eine Parallelprojektion in eine Ebene n (man denke sich in Fig. 139 die 
Umrahmungen der Ebenen E und EC entfernt), so entsteht in n eine ebene 
perspektive Kollineation, für die alle genannten Eigenschaften unverändert 

zutreffen. 

Es sei nun in einem 8chrägriß der Basiskreis k und die Spitze 8 eines 
schiefen Kreiskegels gegeben (Fig. 140). Der Basiskreis k liege dabei in der 
Bildebene n =E. Er deckt sich dann mit seinem Schrägbild, das daher 
ebenfalls mit k bezeichnet werden kann. Die Konturerzeugenden des Kegels 
sind im Schrägriß die beiden von 8 an k gelegten Tangenten, die k in den 
Punkten U und V berÜhren. Im Raume wird der Kegel längs der Mantel­
linien [8, U] und [8, V] von Sehebenen (projizierenden Ebenen) berührt. 
Diese beiden Mantellinien bilden daher im Raum den wahren Umriß 
des Kegels (für die gewählte Sehstrahlrichtung) und in dem Schrägriß 
der Fig. 140 den scheinbaren Umriß des Kegels. Ebenso wie in 41. 
beweist man, daß eine auf dem Kegel liegende Flächenkurve, welche den 
wahren Umriß schneidet, im Schrägbild den scheinbaren Umriß berühren 
muß, ausgenommen den Fall, daß die Kurventangente in diesem Punkte 
zufällig ein 8ehstrahl ist. 

Eine beliebige Schnittebene EC des Kegels sei festgelegt durch ihre Spur e 
in der Basisebene E und die (zu e parallele) Spur e" ihrer Parallelebene 
durch die Kegelspitze 8 auf E. Da diese Parallelebene in Fig. 140 den Basis­
kreis k nicht trifft, ist die Schnittkurve der Ebene EC mit dem Kegel im Raum 
und damit auch im Schrägriß eine Ellipse. Das Schrägbild kC dieser Ellipse 
ist das perspektiv-kollineare Bild des Basiskreises k und kann nach den für 
eine solche Kollineation gültigen Gesetzen rein planimetrisch konstruiert 
werden. Kollineationsachse ist dabei die Gerade e, Kollineationszentrum 
der Punkt 8 und Verschwindungsgerade die Gerade e". Die Fluchtgerade e~ 
läßt sich nach (6) sofort auf Grund der Vektorbeziehung 

(7) 

parallel zu e konstruieren. 
Um nun das kollintare Bild kC des Kreises k zu finden, bilden wir den zur 

Achse e senkrechten Kreisdurchmesser AB ab. Er liegt auf der Geraden 
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g ..l e, deren Spurpunkt G der Schnittpunkt von g mit e ist, während ihr 
Fluchtpunkt G~ von der Parallelen zu g durch S aus der Fluchtgeraden e~ 

Xf 

~'Ig. 140. Der ßaslskrels k eines schiefen Kreiskegels Ist zu jedem ebenen Schnitt k< (hier: Ellipse) des 
Kreiskegels perspektiv kollinear; KollIneatIonszentrum Ist der Kegelscheitel S, KollIneatIonsachse die 
Basl.spur e der Schnittebene '<. KollIneatIonsstrahlen sind die Mantellinien des Kegels. Nach Annahme 

liegt der Basl.krels k in der BIldebene " = • und deckt sich daher mit seinem Schrägbild. 

ausgeschnitten wird. Spurpunkt G und Fluchtpunkt G~ bestimmen das 
Bild g" von g. Die Kollineationsstrahlen [SA] und [SB] schneiden g" in 
den Bildpunkten AC und H' von A und B. Da die Tangenten in A und B 
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an den Kreis k zur Achse e parallel sind, sind auch die Tangenten an 
die Ellipse kC in AC und ßC zu e parallel. Das heißt aber, daß AC ßC ein 

Durchmesser der Ellipse kC ist. Um den dazu konjugierten (zu e parallelen) 
Durchmesser CC U der Ellipse k" zu finden, legen wir vom Verschwindungs­
punkt Ge = [g, ev] der Geraden g die Tangenten an den Kreis k, die den 
Kreis in den Punkten C und D berühren, wobei [CD] parallel e ist. Diesen 
Tangenten entsprechen zwei zu ( parallele Tangenten an die Ellipse kC

• 

Daher ist das Bild hC der Berührungssehne h = CD der zu ( konjugierte 

Durchmesser der Ellipse k". Der Schnittpunkt J von g und h geht in den 
Ellipsenmittelpunkt Je über, der von dem Kollineationsstrahl [SJ] auf ( 
ausgeschnitten wird. Das Bild hC der Kreissehne h ist wie diese zur Kollinea­
tionsachse e parallel, und die EllipsenpWlkte ce und U auf hC sind durch 
die Kollineationsstrahlen [SC] bzw. [SD] bestimmt. Nun kann die Ellipse k" 
aus dem konjugierten Durchmesserpaar AC ßC, ce U nach RYTZ konstruiert 
werden. 

Um die Berührungspunkte UC und VC der Ellipse k" mit den Kontur­

erzeugenden des Kegels zu finden, bildet man die Kreissehne x = [UV] 

kollinear ab. Ihr SpurpWlkt X ist der Schnittpunkt von x mit e, ihr Flucht­
punkt X~ liegt auf der Fluchtgeraden e~ und wird von der Parallelen 
zu x durch S ausgeschnitten. Die Gerade [XX~] ist nun das kollineare 
Bild XC von x; auf ihr liegen die gesuchten Umrißpunkte UC und VC. 

Unter den in Fig. 140 getroffenen Annahmen ist die Schnittkurve k" 
eine Ellipse. Allgemein ergibt sich der 

Satz 1: Der Schnitt des schielen Kreiskegels mit einer Ebene ist ein Kegel­
schnitt, und zwar eine Ellipse, (ein Kreis), eine Parabel, oder eine Hyper­

bel, je nachdem die in der Basisebene (Kreisebene ) liegende Verschwindunys­
gerade e, .. der Schnittebene den Basiskreis k nicht schneidet, berührt oder 
schneidet. 

Der Beweis beruht darauf, daß die Verschwindungspunkte des Basis­

kreises k (Schnittpunkte von k mit der Verschwindungsgeraden el') durch 
die perspektive Kollineation in die Fernpunkte des ebenen Schnittes k" ver­
wandelt werden, deren Realitätsverhältnisse die Art dieses Kegel­
schnittes kC bestimmen. 
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Kugel 

50. Die Kugel im Grund- und Aufrißverfahren 

Eine Kugel ist der Ort aller Punkte im Raum, die von einem festen 
Punkt, dem Kugelmittelpunkt 0, einen festen Abstand haben, der gleich 
dem Kugelradius r ist. Eine Ebene durch den Kugelmittelpunkt schneidet 
die Kugel in einem Großkreis, dessen Mittelpunkt mit der Kugelmitte 0 
zusammenfällt und dessen Radius gleich dem Kugelradius r ist. Das Lot 
im Mittelpunkt auf die Großkreisebene, d. h. die Achse des Großkreises, 
ist ein Kugeldurchmesser, der aus der Kugel die beiden zu dem Großkreis 
gehörigen Pole ausschneidet. Eine beliebige Ebene schneidet die Kugel, 
wenn überhaupt, in einem Kleinkreis, dessen Mittelpunkt M auf dem 
zur Kleinkreisebene senkrechten Kugeldurchmesser liegt. 

Der Normalriß einer Kugel auf eine Ebene :t bedeckt die Fläche eines 
Kreises vom Radius der Kugel; denn der in Sehrichtung berührend an die 
Kugel gelegte Drehzylinder (Umrißzylinder, Konturzylinder) schneidet jede 
zur Sehrichtung normale Bildebene in einem solchen Kreis. Der Groß­
kreis der Kugel, längs dessen der berührende Sehstrahlenzylinder die Kugel 
berührt, heißt der wahre Umriß, seine Projektion in die Bildebene der 
scheinbare Umriß der Kugel. Die wahren und scheinbaren Umrißkreise der 
Kugel bezeichnet man auch als ihre wahren und scheinbaren Kontur­
kreise. 

Im Grund- und Aujrißverfahren ist der wahre Umriß einer Kugel (Mittel­
punkt 0, Radius r) der Großkreis ~ .. der zur GrWldrißebene :111., bzw. der 
Großkreis u2' der zur Aufrißebene :7t2 parallel ist. Der GrWldriß u~ des 
ersten wahren Umrißkreises u1' d. h. der erste scheinbare Umriß der 
Kugel ist ein Kreis um 0' mit dem Radius r, und entsprechend ist der 
zweite scheinbare Umriß der Kugel im Aufriß ein Kreis u~' um O" vom 
gleichen Radius. Der Aufriß u~' von u1 und der Grundriß u~ von u2 erschei­
nen als zur Rißachse parallele Kreisdurchmesser (Fig. 141). 

Zum Grundrißpunkt P' (im Innern von u~) gehören zwei verschiedene 

Kugelpunkte P und P auf der oberen und Wlteren Halbkugel, und einem 
Aufrißpunkt Q" (im Innern von u~) entsprechen ebenfalls zwei verschiedene 
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Kugelpunkte Q und Q auf der vorderen und hinteren Kugelhälfte. Ist 
beispielsweise der Grundriß P' eines Kugelpunktes P gegeben, so findet 
man seinen Aufriß pli nach folgender Konstruktion: P liegt auf einem 

Flg. 141. Darstellung der Kugel H. Wahre Umrisse 11, und 11,. scheinbare Umrisse 11; und 11;. 
Grund- und Aufriß eines Kugelpunktes P. Tangentenebene T In P. 

horizontalen Kleinkreis k1, dessen Grundrißk~ der Kreis um 0 ' durch P' ist. 
Sein Aufriß k~' ist eine horizontale Sehne des Konturkreises u~, deren 
Länge gleich dem Durchmesser von k~ ist. Da es zwei der-
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artige Sehnen k~' und k~' gibt, gibt es auch zwei zu P' gehörige Aufriß­

punkte pli und Pli. Andererseits kann man diese Aufrißpunkte auch da­
durch gewinnen, daß man den zur Aufrißebene parallelen Kleinkreis ka 
durch P in den Aufriß überträ.gt, der im Grundriß als horizontale Sehne k~ 
des Grundrißkonturkreises u~, im Aufriß in wahrer Gestalt als Kreis k~' 
um 0" erscheint. 

Bemerkung 1: Die Gleichung der reellen Kugel mit dem Mittelpunkt 0 = (0,0,0) 
und dem reellen Radius r > 0 lautet 

(1) 

Die Grundrißebene 3f1 mit der Gleichung z = 0 schneidet aus ihr den ersten Umriß­
kreis UI mit den Gleichungen 

(2) x2 + y2 = r2, z = 0 

aus. Für reelle Punkte P'(x, y, 0) im Innern dieses Umrißkreises u1 ist 

(3) x2 + y2 < r2 und z = 0; 

sie sind die (reellen) Grundrisse P' der beiden reell-verschiedenen Kugelpunkte P 

und P mit den Koordinaten {x, y, z = ± Vr2 - x2 - y2) mit den reell-verschiedenen 

Aufrissen plI(O, y, + Vr2 - x2 - y2) und pll(O, y, - Vr2 - x2 - y2). 
Für die reellen Punkte P' (x, y, 0) im Äußeren des ersten Bildes u~ des Umrißkreises u1 

in 3f1 ist 

(4) x2 + y2 > r2 und z = 0; 

sie sind die reellen Grundrisse je zweier konjugiert-komplexer (verschiedener) Kugel­

punkte P und P mit den Koordinaten (x, y, ± iV x2 + y2 - r2) und den konjugiert­

komplexen Aufrissen pli (0, y, + iV x2 + y2 - r2) und pli (0, y, - i V x2 + y2 - r2). 
Ähnlich sind auch die reellen Punkte Q" (0, y, z) im Äußeren des zweiten Bildes u; 

des Umrißkreises u2, für die y2 + Z2 > r2 ist, Aufrisse von Paaren konjugiert-kom-

plexer Kugelpunkte Q bzw. Q mit den Koordinaten (± iV y2 + Z2 - r2, y, z), 
deren Grundrisse Q' bzw. Q' die ebenfalls konjugiert-komplexen Koordinaten 

(± iV y2 + Z2 - r2, y, 0) haben. 

Bemerkung 2: Die reellen (zweitprojizierenden) Ebenen 

(5) z = Zo = reelle Konstante 

schneiden 1., wenn I zol < r ist, die Kugel in einem Kreis (Parallelkreis) kl mit 

reeUem Radius (! = + V r2 - z~; sie berühren 2. die Kugel (schneiden sie in einem 
Nullkreise vom Radius (! = 0), wenn 1 zol = r ist; und sie schneiden 3. die Kugel. 

wenn 1 zol > r ist, in einem Kreise kl mit rein imaginärem Radius (! = + i V z~ - r2, 
der jedoch als Aufriß k" die reelle (doppeltüberdeckte) Gerade z = zo, x = 0 hat. 
Man bezeichnet diese letzten Kreise, die in reellen Ebenen liegen sowie einen reellen 
Mittelpunkt und rein imaginären Radius haben, auch als nullteilige Kreise, weil 
sie keinen einzigen reellen Punkt enthalten. Auch die zur Aufrißebene 3f2 ( x= 0) 

7311 Strubecker, Geometl"le 12 
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parallelen reellen Ebenen x = Xo = const mit IXol > r und die zur Kreuzrißebene 
ns (y = 0) parallelen reellen Ebenen y = Yo = const mit I Yo I > r schneiden die 
Kugel (1) in nullteiligen Kreisen ks bzw. kl' deren Grundrisse bzw. Grund- und 
Aufrisse reelle (doppeltüberdeckte) Geraden sind. 

Die Tangentenebene -r im KWJelpunkt P ist jene Ebene durch P, die 
auf dem Kugelradius [OP] senkrecht steht. Sie enthält die Tangenten 
aller durch P gehenden Kurven der Kugel. Um die Spur t~ dieser Tangenten­
ebene -r in der Horizont&lebene durch den Kugelmittelpunkt, d. h. in der 
Äquatorebene, zu konstruieren (Fig. l41), wählen wir diese Äquatorebene 
zur Grundrißebene :71:1, die Gerade u~' also zur Rißachse ~2' und führen 
die erstprojizierende Ebene durch n = [OP] als Seitenrißebene :7I:s mit der 
Rißachse x13 = n' ein. Die Seitenrißkontur u~' der Kugel deckt sich dann 
mit dem Kreise u~, und der Seitenriß P'" des Punktes P liegt auf diesem 
Kreis u~'. Da die Tangentenebene -r der Kugel in P nWl drittprojizierend 
ist, ist ihre dritte Spur ts = -r'" die Tangente an u~' in P'" und ihre erste 
Spur t~ steht im Knoten T = [ta, x13] auf der Rißachse x13 senkrecht. 

Der Zusa.mmenhang zwischen dem GrWldriß P' des Kugelpunktes P 
und der Spur t~ der Tangentenebene -r im Punkt P auf der Äquatorebene 
kann rein planimetrisch (d. h. ohne BenutzWlg des rä.umlichen Sachver­
haltes) folgendermaßen beschrieben werden: Man zeichnet den Radius 
n' = [0' P'], sodann durch P' die auf n' senkrecht stehende Sehne des Um­
rißkreises u~. In den Sehnenendpunkten konstruiert man die Tangenten 
an den Kreis, die sich auf 11.' im Punkte T schneiden. Dann ist t~ das Lot 
auf n' durch T. Man nennt die auf diese Weise gewonnene Gerade t~ die 
Polargerade oder Polare de8 Punkte8 P' und den PWlkt P' den Pol der Ge­
raden t~ bezüglich de8 K reise8 u~. 

Also gilt 

Satz 1: Die Spur t~ der Tangentenebene -r eine8 KWJelpunkte8 P auf der 
zur Grundrißebene parallelen Großkreisebene (Ebene de8 ersten Umrisse8 uJ 
der K WJel ist die Polare seine8 Grundrisse8 P' bezüglich de8 Grundrisse8 u~ 
de8 ersten Umrißkreise8 u1 der KWJel. 

Entsprechend gilt 

Satz 2: Die Spur t~ der Tangentenebene -r eines K WJelpunktes P auf der 
zur Aufrißebene parallelen Großkreisebene (Ebene de8 zweiten Umrisse8 uaJ 
der J[ WJel ist die Polare seine8 A ufrisse8 P" bezüglich de8 A ufrisse8 u~' des 
zweiten Umrißkreise8 u2 der KWJel. 

Wählt man nämlich als neue Rißachse (xI2 ) die Horizontale durch 0' 
Wld führt mit (x24 ) = [0" P"] = n" eine zweitprojizierende Seitenriß­
ebene :71:, ein, so liegt der vierte Riß p IV von P auf dem Umrißkreis 
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u!V = u~ und auf dem in pli errichteten Lot zu (x24). Die Tangenten­
ebene T in P ist viertprojizierend; deshalb ist t, = T

1V .1 n iV• Daher ist 
die Aufrißspur t~ von T die Polare des Punktes pli bezüglich des zweiten 
Umrißkreises u~. 

Eine Ebene (1 schneide die Kugel x in einem (reellen) Kleinkreis k 
(Fig. 142). Da sämtliche Normalen einer Kugel durch deren Mittelpunkt 0 
gehen, erfüllen die Kugelnormalen In den Punkten des Kugelkreises k 

Fig. 142. Tangentenkegel und Normalenkegel längs eines Kleinkreises k der Kugel " 

einen Drehkegel, der seine Spitze in 0 hat, den Normalenkegel der Kugel x 
längs des Kleinkreises k. Auf diesen Normalen stehen die Tangentenebenen, 
die die Kugel längs k berühren, senkrecht. Sie umhüllen einen zweiten 
Drehkegel, dessen Spitze S auf der Aches a des Kreises k liegt, den 
Tangentenkegel der Kugel x längs des Kleinkreises k. 

Jeder Ebene (1 des Raumes ist so durch Vermittlung der Kugel x ein 
bestimmter Raumpunkt S zugeordnet. Die Kugel stiftet zwischen den 
Ebenen und Punkten des Raumes eine geometrische Verwandtschaft, die 
man als das Polarsystem oder als die Polarität der Kugel bezeichnet. Der 
Punkt S heißt der Pol der Ebene (1, die Ebene (1 die Polarebene des Punktes 
S bezüglich der Kugel x. 

Deutet man in Fig. 142 den Punkt S als Augpunkt einer Zentralprojek­
tion, so erkennt man, daß der Kleinkreis k für sie der wahre Umriß der Ku~ 
gel x ist. Seine Zentralprojektion aus dem Augpunkt Sauf irgendeine 
Ebene ~ ergibt dann als scheinbaren Umriß der Kugel einen Kegelschnitt. 

12* 
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Rückt der Augpunkt S in bestimmter Richtung ins Unendliche, so wird 
aus der Zentralprojektion eine Parallelprojektionh Der wahre Umriß der 
Kugel wird dann ein Großkreis (in der zur Sehrichtung normalen Groß­
kreisebene) und der scheinbare Umriß der Kugel a~f irgendeine Ebene 
wird eine Ellipse oder ein Kreis. Als Schrägumriß der Kugel auf irgendeine 
Ebene :n: erhält man also eine Ellipse oder einen Kreis. 

Sei schließlich k eine beliebige auf der Kugel" liegende Flächenkurve 
(sphärische Linie). Ist dann in irgendeiner Parallel~rojektion oder Zen­
tralprojektion k' das Bild der Kugelkurye kund u' der scheinbare Umriß 
der Kugel (parallelbild bzw. ZentralbiId des wahren Kugelumris8es u), so 
folgt aus der überlegung in 41. wieder der 

Satz 3: Überschreitet eine sphärische Linie k den wahren Umriß (Groß­

kreis oder Kleinkreis u) der Kugel " in einem Punkte U, so berührt ihre 

Projektion k' den scheinbaren Umriß u' der Kugel (Ellipse, Kreis oder 

Kegelschnitt) in dem Bilde U' von U, ausgenommen den Fall, daß die Kur­

ventangente in diesem Umrißpunkt U zufällig ein Sehstrahl ist. 

Dieser grundlegende Satz gilt sinngemäß auch für das Parallel- oder Zen­

'ralbild einer beliebigen Fläche und die Bilder der auf ihr liegenden Flächen­

curven. 

Man bestätigt den Satz 3 auch in Fig. 142 für das Bild des Klein­
kreises k der Kugel, das in zwei Punkten berührend an den schein­
baren Umrißkreis der Kugel" herantritt. 

51. Der ebene Schnitt einer Kugel 

Eine Kugel (Mittelpunkt 0, Radius r) sei im Grundriß (erster Kontur­
kreis u1' Grundriß u~) und im Aufriß (zweiter Konturkreis u2' Aufriß u~') 
gegeben. Sie werde von einer Großkreisebene e geschnitten, die wir erst­
projizierend (~= e') annehmen. Der von der Ebene e aus der Kugel 
ausgeschnittene Großkreis k stellt sich dann (mit seinem reellen Zug) im 
Grundriß als der auf e' liegende (doppeltüberdeckte) Durchmesser k' des 
Konturkreises u~, im Aufriß als eine Ellipse k" dar (Fig. 143). Die große 

Achse der AufrißelJipse k" geht aus dem zur Aufrißebene parallelen Durch­
messer NS (Achse des Äquatorkreises u1) hervor und verbindet den Aufriß 
N" des Nordpols N und den Aufriß S" des Südpols S, während die kleine 
Achse dem horizontalen Kreisdurchmesser AB entspricht, dessen Aufriß 
auf u~' liegt. Ihre Endpunkte A" Wld B" findet man durch Ordner aus 
den PWlkten A' bzw. B' im Grundriß, in denen e' den Grundriß u~ des 
Konturkreises u1 schneidet. Die Brennpunkte F 1, F 2 der Aufrißellipse k" 
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ergeben sich dadurch, daß man die Länge der großen Halbachse O"N" mit 
dem Zirkel von A" aus auf der großen EIlipsenachse N"S" abschlägt. 

Die Brennpunkte FI , F 2 der AufrißeIlipse k" des Großkreises klassen 
sich auch mittels seiner heiden Pole finden. Pole des Großkreises k heißen 

die Schnittpunkte EI' E2 seiner (im N' 

Kugelmittelpunkt 0 zur Ebene 
von k normalen) Achse mit der 
Kugel, die in Fig. 143 auf dem 
Umrißkreis u1 der Kugel liegen. 

I Af ' E"E" f "dh hre u risse I ' 2 ,au ul ( • . 

auf der kleinen Achse der Auf­
rißellipse) gelegen, haben vom 
Ellipsenmittelpunkt 0" die gleiche 
Entfernung e wie die Brenn­
punkte F I , F 2' Denn aus dem 
Grundriß entnimmt man, wenn a 

und b die Längen der Halbachsen 
der Aufrißellipse sind, die Be-
ziehung: 

O"E~' = V;2 - b2 = e = 0"F1 . 

Die auf der kleinen EIlipsenachse 
in der Entfernung e von 0" lie­
genden Punkte E~' und E~' heißen 
die Antibrennpunkte der Ellipse k". 
Daher können wir feststellen; 

Satz 1: Die Antibrennpunkte der 
Aufrißellipse k" sind "die Auf"isse 
der beiden Pole des Großkreises k. 

Ist r der Kugelradius und ader 
Neigungswinkel der erstprojizie­
renden Großkreisebene e gegen 

SN 

e,·e' 

Fig. 143. :ochnltt einer Kugel mit einet· erst­
projizierenden Großkreisebene •. Die Kugelpole 
EI' E, des Großkreises k erscheinen Im Aufriß 

als Anti brennpunkte der AufrlCelilpse k" 

die Aufrißebene, so gilt nach Fig. 143 für das Aufrißbild k" des Groß­
kreises k: 

(1) a=r, b=rcosa, e=rsina. 

Der Schnitt der Kugel (Mittelpunkt 0, Radius r) mit einer beliebigen 
Ebene e ist ein Kleinkreis k. Durch übergang zu Seitenrissen kann man 
stets erreichen, daß die Schnittebene e projizierend wird, so daß wir ohne 
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Einbuße an Allgemeinheit e von vornherein zweitprojizierend (e2 = e") an­
nehmen können. Das Lot von 0 auf die Ebene e bestimmt in (J den Mittel­
punkt M des Kleinkreises k und auf der Kugel seine Pole N und S (Fig. 144). 

e, 

Fig. 144. Darstellung eines Kleinkreises k der Kugel In 
zweitprojizierender Ebene l. Die Brennpunkte F 1 und F. der 
Grundrl6elllpse k' liegen auf dem KreIse über den Grund-

rissen N', S' der Kugelpole N, S des Kleinkreises k 

Im Aufriß erscheint der 
Kleinkreis k (mit seinem 
reellen Zug) als doppeltüber­
deckte Sehne k" = C" D" 
des scheinbaren Umriß­
kreises u;, sein Mittelpunkt 
M als Fußpunkt M" des 
Lotes von 0" auf e", wäh­
rend M"C" = M"D" = a 

sein Radius ist. Der Grund­
riß k' de8 Kreises k ist eine 
Ellipse, deren Mittelpunkt 
M' auf dem zur Rißachse x12 

parallelen Grundriß [N'S'] 
der Kreisachse [NS] liegt. 
Der horizontale Kreisdurch-
messer AB, der zweitproji­
zierend ist, geht dabei in die 
große Achse der Grundriß­
ellipse k' über, wobei 
M'A' = M'B' = a ist. Die 
dazu senkrechte Gerade 
[N'S'] trägt die kleine 
Ellipsenachse, deren End­
punkte C', D' aus den Auf­
rißpunkten C", D" hervor­
gehen. Die Brennpunkte der 
Grundrißellipse k' liegen auf 
der großen Achse A' B' so, 
daß C' F1 = C' F 2 = a ist. Die 
Umrißpunkte U', V' der 

Grundrißellipse k', die ihren sichtbaren Teil von dem unsichtbaren 
trennen, liegen auf der Schnittgeraden der Kreisebene e mit der Umriß­
ebene :Tt1 der Kugel, also auf der ersten Spur e1 von e, die man aus 
dem Schnittpunkt U" = V" von e" mit dem Aufriß u~' des Äquator­
kreises ~ gewinnt. 
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Für die Grundrißellipse k' ist M'A' = a die halbe große, M'G' = b die 
halbe kleine Achse und M'}'l = M'F2 = e der halbe BrennpWlktsabstand, 

wobei e = Va2 ~-b2 ist. Der Abstand d der Kleinkreisebene e vom Kugel­
mittelpunkt 0 tritt im Aufriß als Strecke d = O" M" in wahrer Größe 
auf, seine Projektion p in die GrWldrißebene erscheint als Strecke GO" 
auf X12 und zugleich im GrWldriß als Strecke p = M'O'. Ist (X der NeigWlgs­
winkel der Ebene e gegen die GrWldrißebene, so bestehen die BeziehWlgen 

(2) e = M'F2 = Va2 - b2 = EGli =a sin.(X, p=M'O' = GO" = d sin (x. 

Daraus folgt für den Abstand (! der Brennpunkte F l und Fa von 0': 

(3) (! = Ve2 + p2 = Va2 + d2 sin (X = r sin (x. 

Dies besagt aber, daß (! von d unabhängig ist, d. h. daß (! für alle zu e 
parallelen Schnittebenen denselben Wert hat. Für den zu e parallelen 
Großkreisschnitt insbesondere sind die Grundrisse N',8' der beiden zu 
der Parallelebenenschar gehörigen Pole N und 8 die Antibrennpunkte 
der zugehörigen Grundrißellipse, so daß O'N' = 0'8' = (! ist. Damit ist 
gezeigt: 

Satz 2: Die Brennpunkte F l' F 2 aller Ellipsen k', die die Grundrisse einer 
Schar paralleler Kugelschnitte sind, liegen auf einem festen Kreis um den 
Grundriß Q' des Kugelmittelpunktes O. Dieser Kreis geht durch die Grund­
risse N' und 8' der beiden Pole N und 8, die zu jenen parallelen Kugel­
schnitten gehören. 

Von dieser Tatsache macht man mit Vorteil Gebrauch, wenn eine größere 
Anzahl paralleler Schnitte einer Kugel in Grund- und Aufriß zu zeichnen ist. 

Sehr oft kommt die A u fga be vor, auf einer Kugel (MittelpunktO, Radiusa) 
jenen Oroßkreis zu zeichnen, dessen Ebene e zu einer gegebenen Richtung p 
normal ist. Beleuchtet man die Kugel mit parallelen Lichtstrahlen (Sonnen­
licht) der Richtung p, so trennt der Großkreis k den beleuchteten und den 
unbeleuchteten Teil der Kugel; k heißt deshalb die zur Lichtrichtung p 

gehörige Eigenschattengrenze der Kugel. 
In Fig. 145 ist die Kugel im Grund- und Aufriß durch ihren Mittelpunkt 

o = (0' , O") sowie durch ihren ersten U mriß u 1 = (u~, u;) und zweiten U mriß 
ua = (u~, u~) dargestellt. Durch 0 läuft die Gerade p = (p',pd). Der gesuchte 
Großkreis k erscheint im Grundriß als eine Ellipse k', deren große Achse 
(A ~,B;) normal auf p' steht und die Länge 2a hat; der Aufriß k" des Groß­
kreises k ist eine Ellipse k", deren große Achse (A ~,B~) normal zu p" steht 
und die Länge 2a hat. Der im Grundriß in wahrer Größe erscheinende zur 
Grundrißebene ]1;1 parallele Durchmesser (A ~,B~) des Kreises k bildet sich im 
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Fig. 145. Kugel mit Großkreis k, dessen Achse p vorgegeben Ist. 
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Aufriß als horizontaler Durchmesser (A;', B~) der Aufrißellipse k" ab. Ebenso 
bildet sich der im Aufriß in wahrer Größe erscheinende frontale Durch­
messer (A~,B~) des Kreises k im Grundriß als horizontaler Durchmesser 
(A~,B~) der Ellipse k' ab. 

Man kennt also von den beiden Bildellipsen k' und k" des Großkreises k 
jeweils die Endpunkte der großen Achsen (A ~, B~) und (A ~,B~) sowie je 
zwei diametrale Punkte A~,B~ und A~',B~; die Längen der kleinen Halb­
achsen b1 und b2 folgen daraus mit Hilfe der Papierstreifenkonstruktion von 
Fig. 26. Damit kann man den Grundriß k' und den Aufriß k" des Groß­
kreises keinzeichnen; k' berührt u~ in den Scheiteln A ~,B; und k" berührt 
u~ in den Scheiteln A~, B~. Beim Ausziehen ist noch die Sichtbarkeit zu 
beachten; weil A ~ vor u~ liegt, befindet sich im Aufriß A; auf dem sichtbaren 
Teil von k"; weil ebenso B~ über u; liegt, gehört im Grundriß B~ dem sicht­
baren Teil von k' an. 

In Fig. 145 sind auch noch die beiden Brennpunkte F 1 bzw. F 2 der 
Ellipsen k' und k" eingetragen. Schwenkt man sie um 0' bzw. 0" um einen 
rechten Winkel, so erhält man nach Satz 2 die Grundrisse (N',S') bzw. die 
Aufrisse (N",S") der Pole N,S des Großkreises k, d.h. jener beiden Punkte 
N,S, in denen die Achse p des Großkreises k die Kugel trifft. Für die Be­
leuchtung in Richtung p ist N der hellste und S der dunkelste Punkt der 
Kugel. Natürlich müssen die Punktpaare (N',N") und (S',S") jeweils auf 
einem Ordner liegen (Kontrolle!). 

Es gibt noch verschiedene weitere Kontrollen für die Richtigkeit und 
Genauigkeit der Konstruktion und es ist ratsam, einige dieser Kontrollen 
zu beachten. Die wichtigste Kontrolle besteht in der Tatsache, daß die 
beiden Ellipsen k' und k" in der (vertikalen) Ordnerrichtung gemeinsame 
Tangenten besitzen müssen. Um die genaue Lage dieser Tangenten und ihrer 
Berührpunkte (U', U") und ( V', V") zu ermitteln, kann man die orthogonale 
perspektive Affinität Q{l heranziehen, welche zwischen der Ellipse k' und 
ihrem Scheitelkreis u~ besteht. In dieser orthogonalen Affinität Q{l (Achse 
[A~,B;]) entspricht dem Punkt C; und der Sehne [A;,C;] der Ellipse k' 
der Punkt C~ und die Sehne [A~,C~] des Kreises u~; der vertikalen Ge­
raden g' ist die Gerade g* zugeordnet. Sind dann U* und V* die Berühr­
punkte des Kreises u~ mit den zu g* parallelen Tangenten, deren Berühr­
punkte U*, V* auf dem zu g* normalen Kreisdurchmesser liegen, so sind 
die dazu affinen Punkte V' und V' bereits jene gesuchten Punkte von k', 
deren Tangenten zur vertikalen Ordnerrichtung g' parallel sind. Ebenso 
kann man im Aufriß mittels der orthogonalen perspektiven Affinität Q{2' 

welche zwischen der Ellip8e k" und ihrem Scheitelkreis u~ besteht (Achse 
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LA ~,B~]), die Berührpunkte U" und V" der zur vertikalen Ordnerrichtung 
g" parallelen Tangenten von k" finden. Die Kontrolle besteht nun darin, 
daß die so im Grundriß und Aufriß entstehenden vertikalen Tangenten 

jeweil~ zusammenfallen. 

Mittels der Affinitäten Ql1 (Grundriß) und Ql2 (Aufriß) kann man auch die 
Schnittpunkte PI und P 2 des Kreises k mit der durch den Mittelpunkt 0 
laufenden doppeltprojizierenden Ebene na finden. Diese Ebene n a schneidet 
die Ebene e des Kreises k in einer 0 enthaltenden Geraden g = (g', g"), mit 
vertikalem g' und g". Die dazu in den Affinitäten Ql1 bzw. Ql2 entsprechenden 
Geraden g* schneiden dann die Kreise u~ bzw. u~ in Punkten pi bzw. P:, 
denen auf g' bzw. g" die Risse P~, P~ bzw. P';, P~ der gesuchten Schnitt­
punkte PI = (P~, P~) und P 2 = (P~, P~) der doppeltprojizierenden Ebene n a 
mit dem Kreis k entsprechen. 

Bemerkung 1: Dreht man den in der doppeltprojizierenden Ebene n3 liegenden 
Großkreis der Kugel um seinen zur Aufrißebene normalen Durchmesser in die Grundriß­
ebene, so geht er in den Kreis u; über. Aus den Punkten PI und Pt werden dabei die 
Punkte P~ und P:. Man hat nun die Kontrolle, daß die z-Koten der Punkte PI und Pt 
im Grundriß als die gleichlangen Strecken P~ pe; und P~ ~ abgelesen werden können. 

Die Tangenten t~ und t~ der Ellipse k" in den Punkten P~ und P~ sind 
parallel zu dem Durchmesser [U" V"] von k"; die Durchmesser [P~ P~ J 
und [U" V"] sind nämlich in k" zueinander konjugiert, weil sie in der 
Affinität Ql2 den beiden orthogonalen Durchmessern [pip:] und [U* V*] 
des Kreises u~ entsprechen. Analoges gilt im Grundriß für die Tangenten t~ 
und t~ der Ellipse k' in den Punkten P~ und P~. In Fig. 145 ist nur die 
Tangente t1 des Punktes PI des Großkreises keingezeichnet. 

Man kann sich die doppelte Ausführung solcher Konstruktionen für den 
Grundriß k' und den Aufriß k" des Großkreises k zumeist ersparen, wenn 
man die in 16. gefundene perspektive Affinität Ql zwischen dem Grundriß ty' 
und dem Aufriß ty" einer ebenen Figurty (Ebene e) heranzieht. Deren Affini­
tätsrichtung ist die Ordnerrichtung, während die Affinitätsachse das zu­
sammenfallende Bildpaar d' =d" der Deckgeraden d der Ebene e von ty ist 
(d ist die Schnittgerade von e mit der Deckebene ,,). Diese Deckgerade d 

trägt die Deckpunkte aller Geraden h der Ebene e, d. h. ihr Grundriß h' und 
Aufriß h" schneiden sich immer auf dem zusammenfallenden Bildpaar 
d' = d" der Deckgeraden d von e. In Fig. 145 verbindet das Deckgeradenbild 
d' = d" den Schnittpunkt l' = 1" von Grundriß h' und Aufriß h" des horizon­
talen Kreisdurchmessers h = [Al' BIl mit dem Schnittpunkt 2' = 2" von 
Grundriß f' und Aufriß f" des frontalen Kreisdurchmessers f = [A 2' B 2 ]. 
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In unserem Fall besteht zwischen den beiden Ellipsen k' und k" die 
genannte perspektive Affinität Q{. Hat man dann z. B. im Grundriß die 
beiden Berührpunkte U', V' der vertikalen Tangenten der Ellipse k' ge­
funden, so sind deren Aufrisse U", V" zu U', V' in Q{ affin entsprechend. 
Der (bekannte) Durchmesser [U', V'] von k' und der (noch unbekannte) 
Durchmesser [U", V"] von k" schneiden sich dabei in einem Punkt 3' = 3" 
des zusammenfallenden Bildpaares d' = d" der Deckgeraden d. Damit ist 
die Gerade [U", V"] gefunden und mittels der Ordner auch U" und V". 
Ähnlich kann man mittels ihres Deckpunktbildes 4' = 4" aus der Tangente t~ 
an k' im Punkt P~ sofort den Aufriß t~' (Tangente an k" in P~) finden. 

Um die Aufrisse C~ und D~ des tielsten und höchsten Punktes Cl und D1 

des Großkreises k zu finden, die im Grundriß als die Endpunkte C~ und D; 
der kleinen Achse der Ellipse k' erscheinen, hat man nur für die erste Fallinie 
Ix = [Cl,Dxl zum Grundriß I~ = [C~,D~] mittels des Deckpunktbildes 5' = 5" 
den Aufriß I~ zu zeichnen. Damit ist I~ und durch Ordner auch C~ und D'; 
gefunden. Weil Cl der tiefste und D l der höchste Punkt des Großkreises k 

sind, müssen die Tangenten an k" in C~ und D~ horizontal sein. 
Analog liegen der hinterste Punkt C 2 und der vorderste Punkt D2 des Groß­

kreises k auf der durch 0 gehenden zweiten Fallinie 12 der Ebene E. Die 
Geraden I~ = [C~,D~] und I~ schneiden sich im Punkt 6' = 6" des Deck­
geraden bildes d' = d". Damit ist I~ und durch Ordner auch C~ und D~ 
gefunden. Die Tangenten von k' in C~ und D~ sind wieder horizontal. 

52. Umriß der Kugel im Schrägriß und Schnellriß 

Der scheinbare Umriß einer Kugel ist bei Normalprojektion auf eine Bild­
ebene n ein Kreis vom Radius der Kugel. Dies trifft bei schiefer Parallel­
projektion nicht mehr zu. Wird nämlich eine Kugel" in der schiefen Rich­
tung p auf die Bildebene n projiziert, dann ist zwar der berührende 
Sehstrahlenzylinder stets ein Drehzylinder vom Radius der Kugel und 
der wahre Umriß u jener Großkreis der Kugel, der auf der Sehrichtung 
p senkrecht steht. Der scheinbare Umriß der Kugel, ihr Schrägumriß u8 

jedoch, den der Umrißzylinder aus der Bildebene n ausschneidet, ist als 
schiefer Schnitt eines Drehzylinders eine Ellipse. Der Mittelpunkt 0 8 der 
Schrägumrißellipse u' ist das Schrägbild der Kugelmitte O. Ihre kleine 
Achse geht aus dem zu n parallelen Durchmesser des wahren Umrißkreises 
u hervor und ist gleich dem Kugeldurchmesser, ihre große Achse A 8 B' ent­
springt aus dem Falliniendurchmesser AB von u bezüglich der Bildebene 
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n (Fig. 146). Den Brennpunkten F l , F 2 des Schrägumrisses u' der Kugel 
schließlich entsprechen jene Punkte N und S der Kugel, die auf dem zur 
Bildebene n senkrechten Kugeldurchmesser liegen und den größten und 
kleinsten Abstand von n haben. Denn verschiebt man die Kugel" um eine 
beliebige Strecke in Richtung der Sehstrahlen, dann ändert sich ihr 

N 
scheinbarer Schrägumriß u' 
nicht. Insbesondere liefern 
auch die beiden Kugeln "1 und 
"2' die dem Sehstrahlenzylin­
der einbeschrieben sind und 
die Bildebene n von der einen 
bzw. anderen Seite berühren, 
den gleichen scheinbaren 
Schrägumriß u'. Ihre Berüh­
rungspunkte F1 bzw. F 2 mit 
der Bildebene n sind aber 
nach dem Satz von Dandelin, 
der auch für den Drehzylinder 
(als Sonderfall eines Dreh­
kegels) gilt, gerade die Brenn­
punkte des ebenen Schnittes 
u' des Drehzylinders mit n. 

Daraus folgt 
Satz 1: Der scheinbare U m-

Flg. 146. Der Schrägumrlß einer Kugel für die Seh' 
richtung p auf die Ebene n Ist eine Ellipse, deren 
kleine Halbachse b gleich dem Radius r der Kugel 
Ist und deren Brennpunkte F" F. die Bilder der End­
punkte des bIldnormalen Kugeldurchmessers NS sind riß u8 einer Kugel bei schiefer 

Parallelprojektion auf eine 
Ebene n ist eine Ellipse. Ihre kleine Achse ist gleich dem Kugeldurchmesser. 
Ihre Brennpunkte sind die Projektionen der Endpunkte N und S des zu n 
normalen Kugeldurchmessers. 

(F, = N",F. = S") 

Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich nun leicht der Schrägumriß einer Kugel" 
im Schrägri/3verfaltren konstruieren (Fig. 147). Die Kugel (Mittelpunkt 0, 
Radius r) sei durch ihren Grundriß ,,' und Aufriß ,," gegeben, ebenso die 
Projektionsrichtung p, die zum Schräg bild "s der Kugel in der Bildebene n 
(Aufrißebene) führt. Mit Hilfe von p' und pli verschaffen wir uns das zu 
einem Punkt P der Grundrißebene gehörige Projektionsdreieck (P' pli PS). 
Der Schrägriß 0' der Kugelmitte ergibt sich über den Schräggrundriß O'S 
und das Projektionsdreieck (0' 012°") in bekannter Weise (0' 0'811 P' PS, 
0" O' :1 pli p' und 0"0'1 P' Pli). Der zur Aufrißebene parallele Durch­
messer CD des wahren Kugelumrisses u geht bei der schiefen Parallel-
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projektion in die kleine Achse der Schrägumrißellipse u' über Wld erscheint 
als jener Durchmesser C" D" der Aufrißkontur u~, der zum Aufriß pli der 
Projektionsrichtung senkrecht steht. Damit ist von der Umrißellipse 

S' 

Flg.147. Darstellung einer Kugel (~lItte O. RadIus r) Im Schrägrlßvertahren. 
Projektionsdreieck (P' P" p') 

u' die Lage der kleinen Achse D' C'..L pli und zugleich ihre Länge 
CBD' = 2b = 2r gefWlden. Der zur Aufrißebene normale Kugeldurchmesser 
schneidet die Kugel in den Punkten N Wld S, deren Grundrisse N' und S' 
der hinterste bzw.vorderste Punkt der GrWldrißkontur u~ sind, während 
ihre Aufrisse Nil und S" sich mit 0" decken. Ihre Schrägrisse N' = F 1 
und 8' = F2, die sich so wie 0' konstruieren lassen, sind die Brennpunkte 
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der Schrägumrißellipse uB. Aus der kleinen Achse CB DB und den Breml­
punkten F1, F 2 läßt sich nun sofort die Lage und Länge der großen ACMe 
AB B 8 finden. 

Die Konstruktion der Brennpunkte F1, F 2 des Schrägumrisses uB läßt 
sich durch die folgende überlegung wesentlich vereinfachen: Verschiebt 
man die Kugel" in Projektionsrichtung, bis ihr Mittelpunkt 0 in der Auf­
rißebene :71:2 (= Bildebene für den Schrägriß) liegt, bis er sich also mit OB 
deckt, dann liefert diese verschobene Kugel den gleichen Schrägumriß 
u8 wie die Kugel ". Der Aufriß der verschobenen Kugel ist ein Kreis um 
OB vom Radius r. Legen wir den zu :71:2 normalen Kugeldurchmesser 
mit einer Vierteldrehung um den zu Xl2 parallelen (horizontalen) Kugel­
durchmesser um, dann erhalten wir seine Durchstoßpunkte N und 8 in 
der Umlegung als höchsten und tiefsten Punkt NO und 8° auf dem Um­
rißkreis der verschobenen Kugel. Die Parallelen zu [PI PB] durch N° 
und 8° schneiden auf der großen Achse [O"OS] der Umrißellipse u B die 
Brennpunkte F1 bzw. F 2 von uB aus. 

Auch bei der Darstellung des Raumes nach dem ECKHARTschen Ein­

schneideverfahren (Schnellrißverfahren) , das nach 40. zu einem axonometri­
schen Bild, also zu einer bestimmten (i.a. schiefen) Parallelprojektion führt, 
ergibt sich als scheinbarer Umriß der Kugel eine Ellipse. Das ist ein gewisser 
Nachteil des sonst überaus einfachen und anschaulichen Schnellrißver­
fahrens, der aber nicht allzu schwer wiegt, weil es möglich ist, den ellip­
tischen Kugelumriß schnell und bequem zu konstruieren, wenn man die 
beiden zum Einschneiden verwendeten Normalrisse (meist Grundriß und 
Aufriß) im gleichen Maßstab annimmt. In Fig. 148 ist nach 40. der Schnellriß 

(OB,XB, y., ZB) eines rechtwinkelig-gleichschenkeligen Achsenkreuzes 

(O,X, Y,Z) unter der Annahme gleicher Maßstäbe für den Grundriß 
(O',X', Y',Z/) und Aufriß (O",X", Y",Z") gezeichnet. Es gilt also 

(1) 0 ' X' = 0 ' Y ' =0" Y" =0" Z". 

Die Einschneiderichtungen p' und p" sind dabei mit dem Grundriß und 

Aufriß der Projektionsrichtung p identisch; das folgt sofort aus der Tatsache, 
daß der Schnellriß ZB der z-Achse die Richtung von p' und der Schnellriß xl 

der x-Achse die Richtung von p" hat, oder noch einfacher daraus, daß der 
8chnellriß pB ckr Geraden p = (p', p") der Punkt O' ist. 

Wir wollen nun den 8chnellriß der Kugel gewinnen, deren Mittelpunkt 0 
ist und welche die Ecken X, Y, Z des gegebenen Dreibeins enthält. Der 
wirkliche Radius dieser Kugel spielt vorerst keine Rolle; wir werden ihn 
aber später (ebenso wie die genaue Lage des Sehstrahls p zur Bildebene :71:) 
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Flg.148. Darstellung einer Kugel (Mittelpunkt 0, Kugelpunkte X, Y, Z) nach dem EInschneidever· 
fahren (Im Schnellriß). Konstruktion des scheinbaren Kugelumrisses u' nach E. J. N YSTRÖM. Schnitt 
der Kugel mit den drei Koordinatenebenen und Ermittlung der Konturpunkte der drei entstehenden 
orthogonalen Großkreise u .. u., u •. Konstruktion der wahren Größe der EInheitsstrecke e = OX = OY = 

OZ und der möglichen Sehrlchtungen p des Schnellrisses. 

aus dem Schnellbild u' des Kugelumrisses u ermitteln können. Man beachte 
dabei, daß das Schnellrißverfahren (wie jedes axonometrische Bild) aus 
gegebenem Grund- und Aufriß den 8chrägriß einer Raumfigur erzeugt, die 
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zu der durch diese beiden Normalrisse festgelegt.en Figur i.a. nicht, kongruent, 
sondern zu ihr nur ähnlich ist. 

Wir zeichnen zuerst für den Grund· und Aufriß die scheinbaren Umrisse 
u 1 und u2 der Kugel: u~ ist der Kreis um 0' durch X' und Y', während u'; 
sich mit y" deckt; u~ ist der Kreis um 0" durch r" und Z", während u~ 
sich mit y' deckt. Der wahre Umriß u der Kugel für den Schnellriß ist dann 
jener Großkreis, dessen Ebene e auf dem durch die beiden Einschneide· 
richtungen p' und p" des Schnellrisses festgelegten Profektionsstrahl 
p = (p', p") normal steht. Der Schnellriß u' dieses Kreises u ist dann eine 
Ellipse, welche den scheinbaren U mriß der Kugel im Schnellbild darstellt. 
Nur wenn der Projektionsstrahl p zur Bildebene normal ist, ergibt sich für 
u8 ein Krei8. Die Lage der Projektionsrichtung p gegen die Bildebene ist 
aber von vornherein nicht bekannt und kann erst nach Ermittlung des 
Schnellbildes u8 der Kugel angegeben werden. 

Die Umrißellipse u8 der Kugel kann nun nach dem folgenden sehr ein· 
fachen Verfahren gefunden werden, das 1942 von dem Finnen EVERT 
JOHAN)/ES NYSTRÖM (1895-1960) angegeben wurde. Vom Schnellumriß u' 
der Kugel kennt man von vornherein vier Tangenten, nämlich die beiden 

zu p' parallelen Tangenten Pi und ql an den Umrißkreis u~ des Grundrisses 
(Berührpunkte U~ und V~) sowie die beiden zu p" parallelen Tangenten P2 
und q2 an den Umrißkreis u~ des Aufrisses (Berührpunkte U~ und V~). 
Diese vier Tangenten bilden (wegen der gleichen Radien der Kreise u~ 

und u~) einen Rhombus 9t8 mit dem Mittelpunkt 0 8
, welcher der gesuchten 

Umrißellipse u8 des Kugelschnellrisses umschrieben ist.. Wir behaupten 
nun, daß auf den beiden (zueinanger normalen) Diagonalen; und 'fJ dieses 
Rhombus 9t8 bereits die Hauptachsen der Umrißellipse liegen. 

Beweis: Das folgt erstens schon daraus, daß diese Diagonalen ~,7J sowohl für den 
Rhombus ~8 als auch für alle ihm eingeschriebenen Ellipsen Symmetrieachsen sind. Es 
folgt aber zweitens auch daraus, daß in der perspektiven Affinität, welche zwische~ der 
Ellipse u8 des Schnellumrisses der Kugel und deren wahrem Umrißkreis u besteht 
(u' ist ein Schrägbild von u in der Projektionsrichtung p), dem Tangentenrhombus~' 
von u8 ein Tangentenparallelogramm des Kreises u (also wieder ein Rhombus ~) 
entspricht. Weil die Diagonalen dieses Rhombus ~ aufeinander senkrecht stehen, also 
konjugierte Durchmesserrichtungen des Kreises u sind, müssen auch die Diagonalen ~,7J 
des Tangentenrhombus ~. der Ellipse u' konjugierte Durchmesserrichtungen von u' 
sein; weil ihr Winkel ein rechter ist, sind es sogar die Richtungen der Hauptachsen der 
Umrißellipse u8 • 

Um die Umrißellipse u' der Kugel zeichnen zu können, brauchen wir 
noch die Längen a und b der Halbachsen der Ellipse u8 • Dazu benötigen wir 
auf einer der vier Seiten des Rhombus 9t. den Berührpunkt mit u8 • 
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Um z. B. in Fig. 148 die Berührpunkte der zu p' parallelen Rhombus­
seiten PI und ql zu finden, bemerken wir mit. E. J. NYSTRÖ:u. daß dem 
wahren Umrißkreis u der Kugel genau zwei Punkte U I' r I ihres erste?/ wahren 
Umrißkreises u1 angehören. Ihre Grundrisse U~, r~ sind gerade jene beiden 
Punkte des ersten scheinbaren Umrißkreises u~, deren Tangenten Pl'qI die 
zu p' parallelen Seiten des Rhombus~' sind. Hat nun U~ in dem Achsen· 
kreuz (x',y') der Grundrißebene 7/:1 die Koordinaten U~ = (.I'I'YI)' so ist. 
sein Aufriß U~ jener Punkt des Aufrisses u~ von ul' dessen Ordinate YI 

ist. Man hat also, um U~ zu finden, nur den (vorzeichenbe{Jabten) Abstand YI 

des Punktes U~ von der x'·Achse vom Punkt. O" aus (illl richtigen Sinn) 

auf y" abzutragen. Der Aufriß V~ des Umrißpunkt.es V I der Kugel ist dann 
zu U~ bezüglich O" diamet.ral. Aus U~ und V~ findet. man dann durch 
Einschneiden in der Richtung pli auf den zu p' parallelen Seit.en PI und qI 

des Rhombus ~s (den Einschneiderichtungen von U~ und r~), die (zuein. 
ander bezüglich Os diametralen) Schnell1'isse U~ und .. ~ der Umrißpunkte U I 
und V I der Kugel; sie st.immen mit den gesuchten Berührpunkten der beiden 
(zu p' parallelen) Seiten PI und ql des Rhombus ~s überein. 

Mittels derselben überlegung kann man übrigens auch die Berührpunkte 
der beiden zu pli parallelen Seiten P2 und q2 des Rhombus ~s mit der 
Umrißellipse u' finden. Der wahre Umrißkreis u der Kugel enthält. nämlich 
auch genau zwei Punkte U 2' V 2 ihres zweiten wahren U mrißkreises u2. Ihre 
Aufrisse U~, V~ sind gerade jene beiden Punkte des zweiten scheinbaren 
Umrißkreises u~, deren Tangenten P2 und q2 die zu pli parallelen Seiten 
des Rhombus~s sind. Hat nun U~ in dem Achsenkreuz (y",Z") der Aufriß­
ebene7/:2 die Koordinaten U~ = (Y2,z2)' so ist sein (;rundriß U~ jener Punkt. 
von u~, dessen Ordinate Y2 ist. Man hat also, um lJ~ zu finden, nur den 
(vorzeichenbegabten) Abstand Y2 des Punktes U~ von der z"·Achse vom 
Punkt 0' aus (im richtigen Sinn) auf y' abzutragen. Der Grundriß r~ des 
Umrißpunktes V 2 der Kugel ist dann zu U~ bezüglich ()' diamet.ral. Aus 
U~ und V~ findet man dann durch Einschneiden in der Richt.ung p' auf den 
zu pli parallelen Seiten P2 und q2 des Rhombus ~s (den Einschneiderich· 
tungen von U~ und V~) die (zueinander bezüglich O' diametralen) Schnell­
risse U~ und V~ der Umrißpunkte U 2 und V 2 der Kugel; sie stimmen mit 
den gesuchten Berührpunkten der beiden (zu pli parallelen) Seiten P2 und q2 
des Rhombus m' überein. Wegen der Symmetrie der Ellipse u' und des 
Rhombus 9ts bezüglich der beiden Hauptachsen ~ und rJ liegen die UlIIriß­
punkte U~ und U~ bzw. V~ und V~ bezüglich der einen Jlanptach8e (~), dit> 
Umrißpunkte U~ und V~ bzw. U~ und V~ bezüglich der anderen Jlaupta.chse 
(rJ) symmetrisch. Die vier Umrißpunkte U~, U~, r~, J ~ bilden also ein der 

7311 strubeoker, Geometrie 18 
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Ellipse u8 eingeschriebenes zu den Achsen ~ und '1J seitenparalleles Rechteck. 
Sind also durch die erste der obigen Konstruktionen die Umrißpunkte U~ 
und U~ gefunden, so kann man daraus die Umrißpunkte ,.; und ,.~ dur<>h 
Spiegelung an den beiden Hauptachsen ~ und rJ finden. 

Wir kennen jetzt von der Umrißellipse u8 der Kugel die beiden Haupt­

achsen ~ und rJ (Diagonalen des umschriebenen Rhombus 9t8 = (PI' qI' P2' q 2» 
ferner den Punkt U~ mit seiner Tangente PI (sowie die drei dazu symmetrisch 
liegenden Punkte von u8 samt Tangenten). Hat dann in dem auf die Haupt­
achsen ~, rJ gestützten cartesischen Koordinatensystem der Punkt U~ die 
Koordinaten U~ = (~I,rJI)' haben ferner die Halbachsen der Ellipse u8 die 
(noch unbekannten) Längen a und b, so besitzt die Tangente PI der Ellipse 
u8 in U~ die Gleichung 

(2) 

Ihre Schnittpunkte mit den Hauptachsen sind auf der ~-Achse: B = (~R,O) = 

(f" 0) und auf der rJ-Achse: S = (0, rJs) = (O,~). Daraus folgen die Formeln 

(3) 

Damit kann man die Längen a und b der Halbachsen der Umrißellipse u' 
in einer Nebenfigur leicht konstruieren. 1. Die zur ~-Achse gehörende 
Länge a ist das geometrische Mittel aus der Abszisse ~I des Umrißpunktes U~ 
und der Abszisse ~R des Schnittpunktes R seiner Tangente PI mit der 
~-Achse. 2. Die zur rJ-Achse gehörende Länge b ist das geometrische Mittel 

aus der Ordinate rJI das Umrißpunktes U~ und der Ordinate 'fj8 des Schnitt­
punktes S seiner Tangente PI mit der 'fj-Achse. Die Strecken a und b sind 
somit elementar mit Hilfe der rechtwinkeligen Dreiecke (0' RM) und (0' SN) 
konstruierbar. Damit ist die Umrißellipse u8 der Kugel für den gegebenen 
Schnellriß vollkommen bestimmt. 

In Fig. 148 sind auch noch der Grundriß u' und der Aufriß u" des wahren 
Umrißkreises u der Kugel für die Sehrichtung P eingezeichnet. Weil u jener 
Großkreis der Kugel ist, dessen Ebene e zu P normal ist, sind die zu p' 

bzw. p" normalen Durchmesser U~ V~ bzw. U~ V~ der Umrißkr~ise u~ 
bzw. u~ die großen Achsen der Ellipsen u' und u". Weil wir durch die 
NysTRöMsche Konstruktion auch noch die Grundrisse U~ und V~ der Punkte 
U 2 und V 2 des Umrißkreises u kennen und ebenso auch die Aufrisse U'; 
und V~' der Punkte U 1 und VI von u, liefert die Papierstreijenkonstruktion 
die noch fehlenden Längen der Nebenachsen der Ellipsen u' und u". Damit 
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sind auch der Grundriß u' und der Aufriß u" des wahren Umrisses u der 
Kugel für die Sehrichtung p gefunden. 

Auch die von den drei Koordinatenebenen, nämlich der Grundrißebene 
3r1(z=O), der Aufrißebene 3r2(X=0), und der Kreuzrißebene 3rs(y=O), aus 
der Kugel ausgeschnittenen Großkreise U I ,U2 und U s finden sich in Fig. 148 
dargestellt. Es ergeben sich im Schnellriß die Ellipsen u;,u~ und u~, deren 
jede das Bild eines Achsenpaares des Koordinatendreibeins (O,X, Y, Z) als 
konjugierte Durchmesser besitzt. Z. B. sind für die Bildellipse u; des in der 
Ebene z = 0 liegenden Großkreises u l der Kugel die Strecken OB XB und OB ys 

konjugierte Halbmesser . Jede der drei Ellipsen u;, u~ und u~ berührt den 
scheinbaren Umriß der Kugel (die Ellipse uB) in zwei diametralen Punkten, 
nämlich in den Schnellrissen jener Punkte der Kugel, in denen die Ebene e 
des wahren Kugelumrisses u die drei Großkreise ul' U 2 und U s schneidet. 
Das sind auf dem Großkreis u l der Grundrißebene 3r1 die schon bekannten 
Punkte U I und VI' ferner auf dem Großkreis u 2 der Aufrißebene 3r2 die 
ebenfalls schon bekannten Punkte U2 und V;. Die Schnellrisse u~ bzw. u~ 
dieser beiden Großkreise berühren daher die Umrißellipse uB der Kugel 
genau in den beiden schon bekannten Punkten U~ und V~, deren Tangenten 
PI und ql zu p' und z' parallel sind, bzw. in den ebenfalls schon bekannten 
Punkten U~ und V~, deren Tangenten P2 und q2 zu p" und x' parallel sind. 

Um schließlich auch noch die beiden Berührungspunkte W; und W~ des 
Bildes u~ des Großkreises U s von 3rs mit der Umrißellipse uB zu ermitteln, 
kann man erstens nach dem Verfahren von Fig. 117 den Grund- und 
Aufriß des Dreibeins (O,X, Y,Z) und seiner umschriebenen Kugel durch 
den zugehörigen Kreuzriß ergänzen, dessen Maßstab allerdings i. a. von dem 
gemeinsamen Maßstab des Grund- und Aufrisses verschieden sein wird. 
Der Kreuzriß p'" der Projektionsrichtung p ist dann zum Schnellriß ys der 
y-Achse parallel. Wird der Kreuzriß u~' des dritten Umrißkreises U s der 
Kugel von den zu p'" parallelen Tangenten (die auch uB tangieren) in den 
Punkten W;" und W~' berührt, so liefert das Verfahren von NYSTRÖM 

leicht die Schnellrisse W~ und W~ dieser Umrißpunkte der Kugel, welche 
zugleich die gesuchten Berührpunkte des Großkreisbildes u; mit der Umriß­
ellipse uB sind. Aus Raumgründen wurde diese Konstruktion in die Fig. 148 
nicht eingezeichnet. 

Zweitens kann man bemerken, daß die Umrißpunkte WI und W2 in 
der Kreuzrißebene 3rs(Y = 0) liegen, also ihren Grundriß auf x' und ihren 
Aufriß auf z" haben. Die Punkte W I und W 2 haben daher als Grundrisse 
W~ und W~ die' beiden Schnittpunkte von x' mit der Ellipse u' und als 
Aufrisse die Schnittpunkte W~ und W~ von z" mit u", die allesamt auch 

13* 
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leicht genau konstruiert werden können. Man kann dazu die beiden perspek­

tiven Affinitäten Qtl undQt2 der Ellipsen u' und u" zu den Kreisen u~ und u~ 

verwenden. In der Affinität Qt2 entspricht der Geraden z" die Gerade g* 

und dem Schnittpunkte wi von g* mit u~ ist der gesuchte Schnittpunkt W'; 
von z" mit u" zugeordnet. W~ liegt dazu diametral. Die zugehörigen Grund­
risse W~ und W~ kann man ohne die AUinität Qtl finden, weil man aus dem 

Aufriß W~ durch eine Umlegung des Kreises u 3' bei der u~ = u~ ist und W 1 

nach W~ gelangt, die x-Kote x3 von W 1 gewinnt; W~ ist dann zu W~ dia­

metral. Durch Einschneiden in den Richtungen p' und p" findet man dann 

aus (W~, W~) und (W~, W~) die gesuchten Konturpunkte W~ und W~ des 
Großkreises U:l' und zwar diesmal ohne Verwendung des Kreuzrisses. 

Bemerkung 1: Es ist bemerkenswert, daß man den SchneIlumriß einer Kugel 
(ähnlich auch den scheinbaren Umriß einer Kugel für eine beliebige schiefe Axono­
metrie) konstruieren kann, 1. ohne den wahren RadiU8rder Kugel zu kennen und 2. ohne 
die gen~ue L~e der Sehstraklrichtung p der zugrunde liegenden Parallelprojektion 
gegen die Bildebene 11: zu kennen. 

Hat man jedoch einmal in der Bildebene 11: (Zeichenebene) den scheinbaren Umriß 
der Kugel (die UmrißelIipse u') konstruiert, so kann man sowohl den RadiU8 r der 
dargestellten Kugel als auch die richtige Lage der Projekti0n8straklen p gegen die Bild­
ebene n angeben. Beides kann man nämlich aus der Umrißellipse u' mit Hilfe von Satz 1 
ablesen. Nach Satz 1 ist nämlich der wirkliche RadiU8 r der im Schnellriß (Fig. 148) 
dargestellten Kugel gleich der Länge der kleinen HalbacMI' b der Umrißellipse u', also 
r=b. 

Ferner sind nach Satz 1 die beiden Brennpunkte F 1 und F I der U mrißellipse u' die 
Projektionen jener beiden Kugelpunkte A und B, welche auf dem zur Bildebene 11: 

normalen Kugeldurchmesser liegen. Man kann sich dabei die Kugel in der Richtung 
der Sehstrahlen p so lange verschoben denken, bis ihr Mittelpunkt 0 in der Zeichen­
ebene n liegt. Der Kreis über der kleinen Achse der Ellipse u' ist dann der Äquatorkreis 
dieser Kugel "; die Endpunkte A, B des zu 11: normalen Kugeldurchmessers sollen als 
ihr Nord- und Südpol bezeichnet werden. Die möglichen Projektionen gehören dann 
zu einer der beiden, diese Pole mit den Brennpunkten von u' verbindenden, (reellen) 
Projektionsrichtungen 

(4) 

deren Lage gegen die Bildebenen damit vollkommen bestimmt ist. Nur bei Betrachtung 
in einer dieser Richtungen p (mit unendlich fernem Auge) erscheint die Kugel auf der 
Bildebene n als Ellipse von der besonderen Gestalt u'. 

übrigeM ist auch die genau6 Lage des in Fig. 148 dargestellten Raumobjekts [Dreibein 
(O,X, Y, Zn gegen die Bildebenen beim Schnellrißverfahren von vornherein unbekannt. 
Man ki5nnte diese Lage nun leicht ermittei n, indem man in dergefundenen Sehrichtung p 
die Bilder X', Y', Z' der Ecken X, Y, Z des Dreibeins auf die genannte Kugel" (Mittel­
punkt 0) zurückführt und die entstehenden sechs Punkte zu orthogonal-normierten 
Dreibeinen (0, X, Y, Z) zusammenfaßt. Nach den Ergebnissen von 88. gibt es dafür 
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genau zwei Möglichkeiten. Die beiden entstehenden Dreibeine (0, X .. Y" Zt) und 
(O,X s, Y s, ZI) sind zueinander bezüglich der zu p normalen Ebene e (Ebene des wahren 
Kugelumrisses u für die Sehrichtung p) symmetrisch. Wegen der beiden Möglichkeiten 
des Sehstrahls p existieren also (wenn man 0 = 0' annimmt) insgesamt vier mögliche 
räumliche Lagen des Dreibeins (O,X, Y, Z) welche da8 ebene Dreibein (O',X-, P, Z') als 
Parallelprojektion (Schnellriß) besitzen. 

Bemerkung 2: Sonderfall des orthogonalen Schnellrisses. Nach dem 
Ergebnis von Bem. 1 steht der Projektionsstrahl p des Schnellrisses dann und nur dann 
auf der Bildebene n normal (ist der Schnellriß genau dann eine orthogonale Axonometrie), 
wenn in Fig.148 die beiden Brennpunkte F"F, der Ellipse des Kugelumrisses u' mit 
0' identisch sind, d.h. wenn der Kugelumriß u' ein Krei8 ist. Dieser Fall tritt in Fig. 148 
und ihrer Wiederholung in Fig. 149 genau dann ein, wenn die auf den Seiten P .. q .. Ps,qs 
des Rhombus ~, liegenden Umrißpunkte U:, V:, U!, V! die Fußpunkte der aus 0' 
gefällten Lote sind; wegen der vorhandenen Symmetrien bezüglich der Rhombus· 
diagonalen ~ und 1] genügt es, daß z.B. [0', U:l zu Pt normal ist. 

Man kann dieser Bedingung nach E.J. NYSTRÖM auch eine einfache analytische 
Gestalt geben. Bezeichnet man nämlich in Fig. 149 mit w = -t (p' pli) den 8pitzen 
Winkel der beiden Einschneiderichtungen p' und pli. mit qJ = -t (x' p') den spitzen 

p* 

pI 

Flg. 149. Ermittlung der NYSTRÖMSchen Bedingung für orthogonale Schnellrisse 
(Projektionsrichtung p zur BIldebene normal) 
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Winkel der Richtungen x' und p' und mit tp = <j:: (z" p") den spitzen Winkel der Rich­
tungen z" und p", so lautet die NysTRöM8che Bedingung für ortlwgonale Schnellri88e 

(5) cos w = cos rp' cos tp. 

Man kann diese Formel leicht geometrisch gewinnen. Einfacher 1st es, sich zu ihrem 
Beweis der Hilfsmittel der analyti8chen Geometrie zu bedienen. Legt man durch O' 
eine horizontale X *-Achseundeinevertikale Y*-Achse,sind ferner m l = 0'0', m. = 0'0" 
die Abstände der Punkte 0' und 0" von 0' und ist schließlich d = 0' V; der gemeinsame 
Radius der Kreise u; und u~', dann haben (Fig. 149) der Grundriß V;, der Aufriß V;' 
und der Schnellriß V~ des Punktes VI des K ugelumri88es u die in der folgenden Tafel 
angegebenen Koordinaten: 

X* Y* 

V' 
1 d -mi 

---
V" 

1 -m.·sin w +d'cosrp cos (w-rp) m.· cos w-d· cos rp sin (w-rp) 

v' 1 d d· (cos w-cos rp costp) 

Im Falle eines ortlwgonalen Schnellri88es liegt V~ auf der X*-Achae; das ist dann und 
nur dann der Fall, wenn cos w-cosrp costp =0 ist, also (5) gilt. W.z.b. w. 

Der Vorteil eines solchen orthogonalen Schnell risses (Fig.150) liegt vor allem darin, 
daß der Schnellriß u' der Kugel ein K rei8 ist_ Dieser Kreis u' ist dem Rhombus ~, der 
Einschneidetangenten p.,q.,P.,q. eingeschrieben. Man erkennt, daß die Krei8e u',u; 
und u~' alle den gleichen Radiu8 d besitzen, der gleich dem Radiu8 r der darge8tellten 
Kugel (r =d) ist. Natürlich würde sich auch im Kreuzriß als Kugelumriß ein Krei8 u;" 
vom gleichen Radiu8 r = dergeben. 

Man kann nach beliebiger Wahl der beiden Einschneiderichtungen p' und p" und 
des Grundrisses x',y' der x- und y-Achse stet8 den Aufriß y",z" der y- und z-Achse so 
bestimmen, daß der zugehörige Schnellriß orthogonal wird. Die vier Punkte (0', 0', U;, U~) 
müssen dann ein Rechteck bilden. Nach beliebiger Wahl von 0" auf der durch 0-
laufenden Geraden p" kann dann nämlich der Punkt U;' auf y" (zweideutig!) als 
Schnittpunkt der zu p" parallelen Einschneidegeraden durch U; mit dem Kreis um 0" 
vom Radius YI konstruiert werden. Damit sind auch y" und z" gefunden. Der dabei 
entstehende Schnellriß ist orthogonal; der Kugelumriß u· ist ein zu den Umrißkreisen 
u; und u:' der Kugel kongruenter Krei8 vom Radiua r=d. 

Bemerkung 3: Das Verfahren von NYSTRÖM zur Ermittlung des Schnellumrisses u· 
einer Kugel setzt voraus, daß der zum Schnellriß gehörige Grundriß und Aufriß gleiche 
Maß8täbe besitzen. Nur dann ist nämlich das von· den vier Geraden (P.,ql; P.,q.) 
gebildete Parallelogramm ein Rhombua~' und seine Diagonalen ~,7J sind die Haupt­
achsen der Umrißellipse u' der Kugel. 

Wenn dagegen der Grund- und Aufriß in ver8chiedenen Maß8täben gezeichnet sind, 
haben die Krei8e u; und u:' ver8chiedene Radien und ihre zu p' und p" parallelen 
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Tangenten Puql; PI,q. bilden ein allgemeines Parallelogramm $'. Man überlegt sich 
dann mittels obiger Schlußkette leicht, daß jetzt die Diagonalen ~,7J de8 Parallelogramm8 
konjugierte Durchmes8er der Umrißellip8~ u' sind. Bei der Ermittlung des auf PI Iie· 
genden Umrißpunktes U~ (Berührpunkt von PI mit der Umrißellipse u") kann wieder 

Flg. 150. Einrichtung eines orthogonalen SchnellrIsses. wenn die belden EInschneiderichtungen p', p" 
und der Grundrill (0', X', Y', Z') des Achsenkreuzes (0, X, y, Z) gegeben sind. 

das NYSTROMSche Verfahren angewandt werden; man muß jetzt nur bei der Ermittlung 
von U;' aus U; die Maß8tabänderung beim Obertragen der Ordinate YI von U I von y' 
nach y" beachten. Die Längen a,b der halben, auf den Diagonalen ~ und 7J von $' 
liegenden, konjugierten Durchmes8er kann man sodann durch affine übertragung der 
alten Ermittlung der Halbachsen gewinnen. Hat in einem auf die Geraden ~ und 7J 
gestützten affinen Koordinatensy8tem der Umrißpunkt U~ die affinen Koordinaten 
U~ = (~l,7Jtl und haben die Schnittpunkte Rund 8 der Tangente PI mit ~ und 7J die 
affinen Koordinaten R = (~R'O) sowie 8 = (0,1/8) dann gilt wieder 

(6) 

Da.mit sind die Längen a und b der beiden konjugierten Halbmes8er auf ~ und 7J gewonnen 
und die Umrißellip8e u' kann in bekannter Weise (RYTzsche Achsenkonstruktion) 
gezeichnet werden. 
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Algebraische Kurven und Flächen 

53. Algebraische Kurven in der Ebene 

(reellen oder komplexen) Punkte P(x, y) der Ebene, deren 
Koordinaten einer algebraischen Gleichung 

f(x, y) --- ~ aik xiyk = 0 
i,k 

carte-

mit reellen konstanten Vorzahlen ai k und ganzen positiven Exponenten -i 
und k (einschließlich der Null) genügen, bilden in der (x, y)-Ebene eine 

reelle algebraische Kurve cll . Der Größtwert der Exponentensummen i + k, 
die dabei in den einzelnen Gliedern aik xi yk mit aik*' 0 vorkommen, d. h. 
Max (i + k) = n, heillt. die Ordnung der algebraischen Kurve Cf!' Die Ordnung n 
von c" ist. gegenüber affinen Abbildungen (7.5), insbesondere Bewegungen, 
invariant.: sie ist daher auch unabhängig von der Wahl des Koordinaten­
systems. 

Eine reelle algebraische Kurve braucht keine reellen Punkte zu enthalten, 
wie man am Beispiel des Kreises x2 + y2 + 1 = 0 (Mitte = Kullpunkt, 

Radius r = ~/ - 1) sieht. Eine solche "reelle" algebraische Kurve, deren 
Punkte sämtlich komplex sind, heißt eine nullteilige algebraische Kurve. 

Jede reelle algebraische Kurve enthält neben jedem komplexen Punkt P(x, y) 

von selbst auch den konjugiert komplexen Punkt P (x, y), dessen Koordinaten 
(x, y) zu denen von P(x, y) konjugiert komplex sind. 

Es ist zweckmäßig, sich auch bei der Entwicklung der Theorie der ebenen 
algebraischen Kurven, von der hier nur ein kurzer überblick gegeben 
werden kann, auf den Standpunkt der projektiven Geometrie zu stellen 
und die Ebene durch Hinzunahme der Fernpunkte ihrer Geraden zur 
projektiven Ebene n zu erweitern. Der Inbegriff der Fernpunkte von n wird 
als die Ferngerade von n bezeichnet. Analytisch geschieht diese Erweiterung, 
indem man von den gewöhnlichen (inhomogenen) cartesischen Koordinaten 
(x, y) der Ebene zu den lwmogenen cartesischen Koordinaten (xo: Xl : x2 ) 

übergeht, wobei gilt 

(2) 

Für eigentliche Punkte P(x, y) ist dann 

(3) 



53. Algebraische Kurven in der Ebene 201 

für Fernpunkte, festgelegt durch die Richtung eines Vektors! = (x, y), gilt 

(4) 

Die lineare Gleichung einer Geraden 

(5) 

der projektiven Ebene n nimmt dann in homogenen Koordinaten die lineare 
homogene Gestalt 

(6) Uo Xo + ul xl + u2 X 2 = 0 

an. Die lineare Gleichung der Ferngeraden lautet 

(7) xo=O. 

Die Gleichung der algebraischen Kurve n-ter Ordnung (1) nimmt in homo­
genen Koordinaten die in xo' xl' x2 homogene Gestalt 

(8) 

an, in der alle auftretenden Glieder denselben Grad n aufweisen. 
Die reelle algebraische Kurve n.Ordnung cn heißt zerfallend (reduzibel) 

oder nicht zerfallend (irreduzibel), je nachdem das reelle Polynom n. Grades 
f(x, y) in (1) bzw. die reelle ternäre Form n. Grades f(xo, Xl' x2) in (8) in ein 
Produkt von (reellen oder komplexen) Polynomen bzw. Formen niedrigeren 
Grades zerfällt werden können oder nicht. Ist etwa 

(9) f(x, y) = h(x, y). f2(X, y) ... f,(x, y) 

und sind die Grade dieser Polynome n bzw. n l , n2, ... , n" so zerfällt die 
reelle algebraische Kurve 

(10) f(x,y)=O 

der Ordnung n in die r (reellen oder komplexen) algebraischen Teilkurven 

(11) h(x, y) = 0, f2(X, y) = 0, ... , f~(x, y) = 0 

der Ordnungen ~,n2' ... , n r, wobei 

(12) n = n l + n2 + ... + n, 

ist, d. h. die Summe der Ordnungen der Teilkurven ist gleich der Ordnung n 
der Gesamtkurve cn. 

Die Ordnung n einer reellen algebraischen Kurve cn mit der Gleichung (1) 
hat eine einfache geometrische Bedeutung: Sie gibt die Anzahl der Schnitt­
punkte der algebraischen Kurve cn mit einer beliebigen (reellen oder komplexen) 
Geraden g mit der Gleichung 

(13) y=cxx+ß 
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«(X, ß beliebige reelle oder komplexe Konstanten) an. Dabei ist voraus­
gesetzt, daß die Gerade g kein (einfacher oder mehrfacher) Bestandteil der 
Kurve cn ist; andernfalls zerfällt cn in die einfache oder k-fache Gerade g 
und in eine Restkurve cn - 1 bzw. cn_l: der Ordnung n - 1 bzw. n- k, wobei 
{:n alle PWlkte von g einfach bzw. k-fach enthält. 

Zur BestimmWlg der Abszissen x der Schnittpunkte P(x, y) der Geraden 
(13) mit der (reellen) algebraischen Kurve (1) hat man die algebraische 
Gleichung noten Grades 

(14) f(x, (X x + ß) - .I ail: Xi ((X x + ß)k = 0 
i,k 

nach x aufzulösen, die nach dem Fundamentalsatz der Algebra 
genau n Wurzeln Xl' x2' ••• , xn besitzt. Diese Abszissen liefern genau n 
SchnittpWlkte 

(15) i = 1,2, .. . ,n 

der algebraischen Kurve cn mit der Geraden g (Fig. 151). 
Diese SchnittpWlkte brauchen dabei keineswegs alle reell zu sein. Ein 

Teil von ihnen, oder sogar alle, können komplexe Punkte, d. h. Punkte 
mit komplexen Koordinaten sein. y 

Ist die Schnittgerade (13) jedoch g 

reell (d. h. (X und ß reell), dann ist 
mitjedemkomplexenPWlktP(x,y) 
auch der konjugiert komplexe 

Punkt P(x, y), d. h. der Punkt 
mit den konjugiert komplexen 
Koordinat,en, ein SchnittpWlkt. )( 
Einzelne Schnittpunkte können j<'lg. 51. Schnittpunkte einer Geraden g mit 
auch zusammenfallen, nämlich einer ebenen algebraischen Kurve 5. Ordnung c, 

dann, wenn die Gerade g die Kurve 
berührt oder durch einen mehrfachen Punkt (Doppelpunkt, dreifachen 
Punkt usw.) der Kurve geht. Die Schnittpunkte müssen auch nicht alle 
eigentlich sein, sie können vielmehr für besondere Lagen von g, für die 
sich der Grad von (14) erniedrigt, auch (einfach oder mehrfach) in den 
Fernpunkt der Geraden g fallen. Ist g z. B. eine Asymptote von cn' so be­
rührt sie cn zweipunktig in ihrem FernpWlkt. Eine Wendeasymptote g be­
rührt cn in ihrem FernpWlkte sogar dreipWlktig. Insgesamt folgt 

Satz 1: Die Ordnung n einer ebenen (reellen) algebraischen Kurve cn ist 
gleich der Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen (reellen oder kom­
plexen) Geraden g. Die Schnittpunkte können reell oder komplex, eigentlich 
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oder uneigentlich, einfach oder mehrfach sein. Mehrfache Schnittpunkte sind 
entsprechend ihrer algebraischen V ielfachheit zu zählen. 

Daraus folgt, wieder nach dem Fundamentalsatz der Algebra 1), 

Satz 2: Hat eine Gerade g mit einer ebenen algebraischen Kurve cn der 
Ordnung n mehr als n Punkte gemeinsam, so muß sie unendlich viele Punkte 
mit der Kurve gemeinsam haben. Die Gerade g gehört dann ganz der cn an, 
sie ist ein Bestandteil von ihr. Die Kurve Cn zerfällt dann in die Gerade g 
(algebraische Kurve 1. Ordnung) und eine algebraische Restkurve cn -1 der 
Ordnung n - 1. 

Beispiel1: Ein Kegelschnitt, d. h. eine ebene alge braische Kurve zweiter 
Ordnung C2 mit der Gleichung 

(16) 

ist durch 5 verschiedene Punkte PI"'" Pa der Ebene eindeutig bestimmt, sofern 
keine 4 Punkte auf einer Geraden liegen. Liegen davon 3 Punkte, z. B. die Punkte 
PI' P2, Pa, auf einer Geraden gl' dann gehört diese Gerade ganz dem Kegelschnitt 
an. Die Restkurve ist eine Kurve erster Ordnung, d. h. eine zweite Gerade gs, 
nämlich die Gerade durch P, und PI' Der Kegelschnitt c2 zerfällt dann also in 
zwei Geraden gl und g2 (Fig. 152). 

In der Gleichung (1) einer allgemeinen algebraischen Kurve cn kommen 
1 

s = 1 + 2 + 3 + .. , + (n + 1) = "2 (n + 1) (n + 2) reelleVorzahlenvor, 

{l, 

von denen aber nur 

(17) 
1 

sn = s - 1 = "2 n (n + 3) 

wesentlich sind. Daraus folgt der 
1 

Satz 3: Durch sn = "2 n(n + 3) reelle 

Punkte kann stets eine reelle algebraische 
Kurve n. Ordnung cn gelegt werden, die im 
allgemeinen durch diese Punkte eindeutig be­
stimmt ist. Flg.152. Fünf Punkte bestim­

men einen Kegelschnitt. Liegen 
drei davon auf einer Geraden, so 
zerfällt der Kegelschnitt In ein 

Geradenpaar 

Beispiel 2: Ein Kegelschnitt C2 ist daher, wie 
oben erwähnt, durch 8 2 = 5 Punkte allgemeiner 
Lage, eine algebraische Kurve 3. Ordnung Ca ist 

durch 83 = 9 Punkte allgemeiner Lage, eine algebraische Kurve 4. Ordnung c, ist 
durch 8, = 14 Punkte allgemeiner Lage eindeutig bestimmt. 

Projiziert man eine ebene algebraische Kurve c", die mit einer (beliebi­
gen) Geraden g genau n Schnittpunkte gemeinsam hat, durch Parallel-

I) Vgl. dazu K. STRUBECKER, Einfiihrung in die höhere Mathematik, Band I 
(Grundlagen) Nr.46, 2. Aufl., München 1966. 
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oder Zentralprojektion aus einem nicht der Kurvenebene n angehörenden 
(uneigentlichen oder eigentlichen) Punkte 0 in eine andere Ebene n', so geht 
die algebraische Kurve c .. in eine Bildkurve c:' die Gerade g in eine 
Bildgerade g' über. Den n Schnittpunkten von cll und gentsprechen 
dann n Schnittpunkte von c: und g' (wobei ein eigentlicher Schnittpunkt 
in einen uneigentlichen verwandelt werden kann und umgekehrt). Daralls 
folgt aber nach den Lehren der Funktionentheorie, daß c: gleichfalls eine 
algebraische Kurve n-ter Ordnung ist. Also gilt 

Satz 4: Der Parallelriß und der Zentralriß einer ebenen algebraischen 
Kurve n-ter Ordnung ist wieder eine algebraische Kurve gleicher Ordnung. 
Die Ordnung einer ebenen algebraischen Kurve ist also gegen Parallelprojektion 
und gegen Zentralprojektion invariant. 

Für die Anzahl der Doppelpunkte einer irreduziblen, d. h. nicht zerfallen­
den algebraischen Kurve n-ter Ordnung cn der projektiven Ebene gilt der 

Satz von Mac-Laurin (1720): Eine irreduzible ebene algebraische Kurve 

n-ter Ordnungcn der projektiven Ebene hat höchstens dn = (n-l)2(n-2) Doppel-

punkte. Dieser Satz gilt, wenn mehrfache Punkte vorhanden sind, mit der 

Maßgabe, daß ein s-facher Punkt dabei d. = 8(8
2 

I) Doppelpunkten äquiva­

lent ist. 

Hat eine cn mehr als dn Doppelpunkte, so muß sie in Kurven niederer 
Ordnung zerfallen, wobei die Summe der Ordnungen der Teilkurven gleich n ist. 

BeispielS: Für n = 2 ist d2 = O. Ein nicht zerfallender Kegelschnitt hat keinen 
Doppelpunkt. 

Beispiel 4 : Für n = 3 ist da = 1. Eine nicht zerfallende algebraische Kurve 3. Ord­
nung hat höchstens einen Doppelpunkt. Bei 2 Doppelpunkten zerfällt sie in einen Kegel­
schnitt und eine Gerade, bei 3 Doppelpunkten in 3 Geraden. 

~'ig. 153a zeigt eine nicht zerfallende algebraische Kurve 3. Ordnung ohne Doppel­
punkt. Ihre Gleichung ist 

(18) (Xl + y2 - 1) Y + Ä = 0, 

wobei Ä eine beliebige reelle Konstante ist (für die gezeichnete Kurve ist A = - 1/10). 
Die x-Achse (y = 0) ist eine Wendeasymptote der Kurve. 

Fig.153b zeigt eine nicht zerfallende algebraische Kurve 3. Ordnung mit einem 
Doppelpunkt D. Sie hat die Parameterdarstellung 

(19) Ä = reell, konstant, 
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woraus durch Elimination des Parameters t die parameterfreie Darstellung 

(20) (Xl + y2 - 1) Y + Ä { ~ y3 + (x + 2) y2 - 2 (x + 1) } = 0 

folgt. Für die gezeichnete Kurve ist Ä = 1/10 gewählt. Die z-Achse (y = 0) ist 
eine Asymptote der Kurve. 

y y 

11.) b) 

y y 

c) d) 

Fig. \,,3. Ebene algebraische Kurven 3. Ordnung 

a) ohne Doppelpunkt, b) mit einem Doppelpunkt. 

x 

c) ebene algebraische Kurve 3. Ordnung mit 2 Doppelpunkten, die In einen Kreis und 
eine Gerade zerfällt, 

d) ebene algebraische Kurve 3. Ordnung mit 3 Doppelpunkten, die In drei Geraden zer­
fällt 

Für den Wert Ä = 0 erhält man aus (18) und (20) die algebraische .K urve 3. Ord. 
nung 

(21) (Xl + yl - 1) y = 0, 

die in einen Kegelschnitt (Kreis x 2 + yl - 1 = 0) und in eine Gerade (y = 0) zerfällt 
(Fig. 153c). Sie hat zwei Doppelpunkte, nämlich die bei den Schnittpunkte Db DI 

des Kreises und der Geraden. Umgekehrt kann man die nicht zerfallenden algebra­
ischen Kurven in Fig. 15311. und Fig. 153b aus der zerfallenden in Fig. 153c dadurch 
gewinnen, daß man durch eine geringe Abwandlung des Kurvenverlaufes den einen 
oder beide Doppelpunkte "auflöst". 
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Fig. 153d schließlich zeigt eine algebraische Kurve 3. Ordnung mit drei Doppel. 
punkten mit der Gleichung 

(22) x y(x + y - 1) = 0, 

die in drei Geraden mit. den Gleichungen x = 0, y = 0 und x + y - 1 = 0 zerfällt. 
Beisplel6: n = 4. Nach dem Satz von MAC· LA URIN ist dann d, = 3. Eine nicht 

zerfallende algebraische Kurve 4. Ordnung hat höchstens 3 Doppelpunkte. 

Für die Anzahl der Schnittpunkte zweier nicht zerfallender ebener 
algebraischer Kurven gilt, wie die Algebra lehrt, der nach ETIENNE BEZOUT 

(1730-1783, Paris) benannte 

Satz von Be Z 0 u t (1764): Zwei nicht zerfallende ebene algebraische Kurven 
cm und c .. von 111Aer bzw. n-ter Ordnung lwhen genau m· n Schnittpunkte. 
Die Schnittpunkte können dabei eigentlich oder uneigentlich, reell oder komplex, 
einfach oder mehrfach sein. Mehrfache Schnittpunkte sind entsprechend ihrer 
V ielfachheit zu zählen. 

Daraus folgt wieder 

Satz 0: Haben die beiden ebenen algebraischen Kurven cm und c
II 

mehr 
als m· n Schnittpunkte, so lwhen sie unendlich viele Schnittpunkte. Dieser 
Fall tritt nur ein, wenn entweder die beiden Kurven überhaupt identisch. 
sind, oder wenn wenigstens eine von ihnen zerfällt und eine ihrer Teilkurven 
ganz der anderen Kurve angehört. 

g, 

a) b) 

I<'ig. 154. a) Zwei nicht Identische Kegelschnitte haben vier Schnittpunkte. 
b) Existieren mehr als vier Schnittpunkte, so zerfallen die belden Kegelschnitte In zwer 

Geradenpaare (0" 0.), (0.,0,) mit einer gemeinsamen TeUge~den O. = 0, 

Beispiel 6: Zwei Kegelschnitte schneiden sich in 2·2=4 Punkten (Fig.l54a). 
Haben sie 5 Punkte gemeinsam, dann sind sie entweder identisch oder beide zerfallen 
in je 2 Geraden gH g. bzw. gs, g" wobei etwa g. mit g, zusammenfällt (Fig. 154b). 

Beispiel 7: Ein nicht zerfallender Kegelschnitt Cs und eine ebene algebraische Kurve­
c, der Ordnung der schneiden sich wegen 2·4 = 8 in acht Punkten. Haben sie 9-
Punkte gemeinsam, dann ist die Cs ein Teil der ca, d. h. die c, zerfällt in den Kegel-
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schnitt C2 und eine Restkurve, die ein zweiter (irreduzibler oder reduzibler) Kegel· 
schnitt c~ ist. 

BeispielS: Nach dem Satz von MAC· LA URIN hat eine nicht zerfallende algebraische 
Kurve 4. Ordnung höchstens drei Doppelpunkte. 

Eine algebraische Kurve 4. Ordnung mit vier Doppelpunkten zerfällt daher, und zwar 
in zwei Kegelschnitte (Fig. 155a); denn ein beliebiger fünfter Punkt P bestimmt zu· 

a) b) c) 

Fig.155. Zerfallende ebene algebraische Kurven 4. Ordnung mit 

a) genau 4 Doppelpunkten, 
b) genau 5 Doppelpunkten (Kegelschnitt und Geradenpaar), 
c) genau 6 Doppelpunkten (zwei Geradenpaare) 

sammen mit den vier Doppelpunkten eindeutig einen Kegelschnitt c2, der mit der 
Kurve c, insgesamt neun Punkte gemeinsam hat, nämlich den Punkt P und die vier 
doppeltzählenden Doppelpunkte. Daher ist der Kegelschnitt C2 eine Teilkurve der c,. 

Be' fünf Doppelpunkten ist das Zerfallsprodukt ein Kegelschnitt und zwei Geraden 
(Fig. 155b), bei sechs Doppelpunkten sind es vier Geraden (Fig. 155c). 

54. Algebraische Flächen im Raum 

Die (reellen oder komplexen) Raumpunkte P(x, y, z), deren (inhomo­
gene) cartesische Koordinaten einer algebraischen Gleichung 

(1) 

mit reellen konstanten Vorzahlen aiJk und ganzen positiven Exponenten 
i, j, k (einschließlich der Null) genügen, bilden im Raum eine reelle alge­
braische Fläche. Der Größtwert der Exponentensumme in den einzelnen 
Gliedern aijk* 0, d. h. Max (i + j + k) = n, ist die vom Koordinatensystem 
wieder unabhängige Ordnung der algebraischen Fläche (/Jn' 

Eine reelle algebraische Fläche (1) muß nicht unbedingt reelle Punkte 
enthalten. So ist z. B. die Fläche 2. Ordnung x2 + y2 + z2 + 1 = 0 

(nulUeilige Kugel vom Radius r = V - 1 mit dem Nullpunkt als reellem 
Mittelpunkt) eine reelle algebraische Fläche, die keinen reellen Punkt 
iirägt. 
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Beispiel 1: Eine reelle algebraische Fläche 2. Ordnung 412 wird von allen (reellen 
und komplexen) Punkten P(x, y, z) gebildet, deren Koordinaten einer reellen 
Gleichung der Form 

aooo + (aloo;t + aOIO Y + aOOI z) + 
(2) + (a 200 x2 + a 020 y2 + aOO2 Z2 + a ou y z + alOI z x + a UO x y) = 0 

genügen. 

Die algebraische Fläche n. Ordnung (1) heißt zerfallend (reduzibel) oder 
nicht zerfallend (irreduzibel), je nachdem das Polynom n. Grades f(x, y, z) 
in (1) in ein Produkt von Polynomen niedrigeren Grades zerfällt werden 
kann oder nicht. Ist etwa 

(3) f (x, y, z) = f1 (x, y, z) . f2 (x, y, z) ... f,(x, y, z), 

und sind die Grade dieser (reellen oder komplexen) Polynome n bzw. 
n1, n2, .. . ,n" so zerfällt die algebraische Fläche (1) der Ordnung n in 
die r (reellen oder komplexen) algebraischen TeiIflächen 

( 4) ft(x, y, z) = 0, f2(X, y, z) = 0, ... , f,(x, y, z} = ° 
der Ordnungen n1, n2, ... , n" wobei wieder 

(5) 

ist. 
Die Ordnung n einer reellen algebraischen Fläche f/J .. der Gleichung (1) 

hat eine einfache geometrische Bedeutung. 
Schneidet man die reelle algebraische Fläche f/J .. mit einer beliebigen 

reellen oder komplexen Geraden g, dargestellt durch das Gleichungspaar 

(6) 
y=exx+P 

z=yx+b, 

(ex, p, y, b beliebige reelle oder komplexe Konstanten), so erhält man die 
x-Koordinaten der Schnittpunkte aus der algebraischen Gleichung noten 
Grades 

(7) 

Diese hat aber, algebrai';-0h gezählt, genau n Wurzeln, denen n Schnitt­
punkte entsprechen. Es folgt 

Satz 1: Eine beliebige (reelle oder komplexe) Gerade im Raum schneidet 
eine reelle algebraische Fläche n-ter Ordnung, algebraiBch gezählt, in genau n 
Schnittpunkten. Die Schnittpunkte können dabei wieder reell oder komplex, 
einfach oder mehrfach, eigentlich oder uneigentlich (unendlichfern) sein. 



54. Algebraische Flächen im Raum 209 

Schneidet eine reelle Gerade die neUe Fläche in einem kamplexen Punkt P, 

dann enthält sie auch den dazu konjugiert kamplexen Flächenpunkt P. 

Um die unendlichfernen Punkte der Fläche analytisch zu erfassen, muß 
man wieder von den inhomogenen Koordinaten (x, y, z) zu homogenen 
Koordinaten (xo:x1:xa:xs) = (l:x:y:z) übergehen. Die Gleichung xo= 0 
kennzeichnet dann den Inbegriff der Fernpunkte des Raumes, die soge ... 
nannte Fernebene, welche den eigentlichen Punktraum zu dem projek­
tiven Raum ergänzt. 

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt weiter 

Satz 2 : Hat eine (reelle oder kample xe ) Gerade g mit einer algebraischen 
Fläche n-ter Ordnung mehr als n Punkte gemeinsam, so hat sie mit ihr alle 
ihre Punkte gemeinsam; sie gehört dann ganz dieser Fläche an. 

Beisplel2: Ein Drehzylinder 

(8) 

vom Radius r > 0 ist eine Fläche 2. Ordnung und wird daher von einer reellen Ge­
raden gin n = 2 Punkten geschnitten. Diese Punkte können, je nach der Lage 
der Geraden, reell-verschieden, reell-zusammenfallend oder konjugiert· komplex sein, 
oder schließlich, wie das z. B. bei der Drehachse (z = 0, y = 0) zutrifft, in dem 
(doppeltzählenden) unendlich fernen Scheitel des Drehzylinders (8), d. h. im Fern­
punkt der z-Achse zusammenfallen. Hat die Gerade g, wie das z. B. bei der Geraden 
(z = r, y = 0) zutrifft, mit dem Drehzylinder (8) mehr als zwei Punkte gemeinsam, 
so liegt sie ganz auf ihm und ist eine Erzeugende (Mantellinie) der Fläche. 

Aus Satz 1 folgt unmittelbar 

Satz 3: Eine (nicht zerfallende) reelle algebraische Fläche tP" der Ordnung 
n wird von jeder Ebene e in einer ebenen algebraischen Kurve n. Ordnung Cn 

geschnitten. (Zerfällt tP n' so kann die Ebene e ein Bestandteil von tP n sein.) 

Jede beliebige Gerade g von e trifft nämlich, wenn sie nicht ganz auf 
tP" liegt, den Schnitt von tP n und e in genau n (reellen oder komplexen, 
eigentlichen oder uneigentlichen, einfachen oder mehrfachen) Punkten. 

Umgekehrt gilt 

Satz 4: Eine algebraische Fläche tP, welche von einer (einzigen) Ebene 
(insgesamt) in einer ebenen algebraischen Kurve n. Ordnung Cn geschnitten 
wird, besitzt die Ordnung n. 

Daraus folgt sofort der 

Satz 1): Besitzt eine reelle ebene algebraische Kurve c" der Ordnung n eine 
Symmetrieach8e a, so erzeugt sie bei Drehung um a eine reelle algebraische 
Drehfläche tP fI der gleichen Ordnung n. 

7311 Strubecker, Geometrie 14 
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Beweis: Die Ebene von C'n und jede andere (die Drehachse a enthaltende) Meridian­
ebene e schneiden die Drehfläche in einer zu cn kongruenten algebraischen Meridian­
kurve n. Ordnung. 

Allgemeiner folgt 
Satz 6: Ist die reelle algebraische Meridiankurve cn bezüglich der reellen 

Drehachse a nicht symmetrisch, so erzeugt sie bei Drehung um a eine reelle 
algebraische Drehfläche <P2n der Ordnung 2n. 

Beweis: Der Halbmeridian Cn bildet zusammen mit seinem Spiegelbild c~ an a den 
(bezüglich asymmetrischen) Vollmeridian 2n-ter Ordnung der algebraischen Dreh­
fläche, deren Ordnung daher nach Satz 4 gleichfalls 2n ist. 

Daraus folgt als Beispiel 
Satz 7: Durch Drehung eines Kegelschnittes c2 um eine seiner H aupt­

achsen entsteht stets eine algebraische Drehfläche 2. Ordnung. Umgekehrt 
kann jede algebraische Drehfläche 2. Ordnung auf diese Weise erzeugt werden. 

Beweis der Umkehrung: Jeder Meridianschnitt der Drehfläche cI>, muß nämlich 
ein Kegelschnitt sein, der (weil die Ordnung der Fläche 2 ist) die Drehachse als Symme­
trieachse (Hauptachse) besitzt. 

Beispiel 8: Durch Drehung eines Kreise8 um eine in der Kreisebene gelegene Achse, 
die den Kreismittelpunkt nicht enthält, entsteht eine RingfläcAe oder ein Toru8. 
Die Ringfläche ist eine algebraische Fläche 4. Ordnung. 

Als Schnitt ( Durchdringungskurve) zweier reeller algebraischer Flächen 
entsteht eine reelle algebraische Raumkurve k. Unter ihrer Ordnung versteht 
man die (algebraisch gezählte) Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer be­
liebigen Ebene. Diese Schnittpunkte können dabei wieder reell oder kom­
plex, eigentlich oder uneigentlich, einfach oder mehrfach sein. Sind die bei­
den reellen algebraischen Flächen <Pm und <Pn , deren Schnittgebilde die 
Raumkurve k ist, von m-ter bzw. n-ter Ordnung, so werden sie von einer 
beliebigen Ebene e in einer ebenen algebraischen Kurve cm bzw. cn 

der Ordnung m bzw. n geschnitten. Diese Kurven schneiden sich, al­
gebraisch gezählt, nach dem Satz von BEzouT in genau m· n Schnittpunkten, 
welche beiden Flächen <Pm und <P n und somit auch ihrer Durchdringungs­
kurve k angehören. Daraus folgt 

Satz 8; Eine reelle algebraische Fläche m-ter Ordnung <Pm 'und eine reelle 
algebraische Fläche n-ter Ordnung <P n schneiden sich in einer reellen alge­
braischen Raumkurve (mn)-ter Ordnung kmn• 

Trifft eine besondere Schnittebene (J die Raumkurve kmn in mehr als 
mn Punkten, so ist dies nur dadurch möglich, daß die Raumkurve k ent­
weder ganz in dieser Ebene (J liegt, also eine ebene algebraische Kurve 
in (J ist, oder daß eine oder mehrere algebraische Teilkurven der Raumkurve 
Ic in dieser Ebene (J liegen. Die Raumkurve k zerfällt dann in diese ebenen 
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algebraischen Teilkurven und in eine gewisse algebraische Restkurve k'. 
Wir erwähnen schließlich noch den 
Satz 9: Ber-ühren 8ich zwei algebrai8che (allgemeiner: zwei 8tetig gekrümmte) 

Flächen f/J und 'P in einem Punkte P, dann hat ihre Durchdringungskurve k 
im Bernhrungspunkt P einen Doppelpunkt. 

Durchdringen sich dabei die beiden Flächen in der Umgebung des Be­
rührungspunktes P in zwei reellen Kurvenzügen, dann durchläuft ihre 
Durchdringungskurve k den Doppelpunkt P in zwei reell verschiedenen 
Richtungen (Doppelpunktstangenten) oder in zwei zusammenfallenden 
RichtWlgen (Rückkehrtangente). Findet jedoch in P nur eine Berührung 
ohne reelle DurchdringWlg der Flächen f/J Wld 'P statt, dann ist der Berüh­
rungspunkt ein Einsiedlerpunkt der Durchdringungskurve k, d. h. ein 
Doppelpunkt von k mit zwei konjugiert komplexen Tangentenrichtungen. 

Beispiel 4: Zwei algebraische Flächen 2. Ordnung f/J2 und 'PI durchdringen 
sich in einer algebraischen Raumkurve 4. Ordnung k" d. h. in einer Kurve, 
die von einer beliebigen Ebene in 4 Punkten geschnitten wird. Die Schnitt. 
kurve k4 kann dabei auch in zwei oder mehr algebraische Teilkurven zer­
fallen. Dabei bestehen die folgenden vier Zerfallsmöglichkeiten: 

1. k4=k1 +ka; 2. k4=kl+k~ +k2; 
3. k4=k1 +k~ +k~ +k~'; 4. k4=k2+k~, 

wobei k1, k2, ka der Reihe nach eine Gerade, einen (nicht zerfallenden) Kegel­
schnitt und eine (nicht zerfallende) algebraische Raumkurve 3. Ordnung 
bezeichnen. 

Bernhren sich die beiden Flächen f/JI und 'PI in zwei Punkten D1 und DI , 

ohne eine Erzeugende gemeinsam zu haben, dann sind diese heiden Punkte 
Doppelpunkte der Durchdringungskurve k4. über eine solche Raumkurve 

4. Ordnung mit 2 Doppelpunkten, 
die keine Gerade als Teil enthä.lt, 
läßt sich nWl die wichtige Tat­
sache feststellen, daß sie stets 
in zwei Kegelschnitte zerfällt. 

Beweis: Ein beliebiger Punkt P 
der k. bestimmt nämlich mit den 
beiden Doppelpunkten D., D I eine 
Ebene e, die mit der Raumkurve k., 
algebraisch gezählt, fünf Punkte ge· 

Fig.156. Eine algebraische Raumkurve 4.0rd· 
nung mit zwei Doppelpunkten D" D. zerfAllt meinsam hat (Fig. 156). Dann haben 
In zwei sich In D, und D. 8chneldende Kegel- aber e und k. unendlich viele Punkte 

8chnltte (k •• k;) gemeinsam, d. h. die Ebene e enthält 
eine ebene Teilkurve der Raumkurve k •. Die Fläche <PI (ebenso '1'1) wird aber von ein 
einer algebraischen Kurve 2. Ordnung geschnitten. die keine Gerade al~ Teil enthält. 
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so daß jene ebene Teilkurve von k. ein nicht zerfallender Kegelschnitt k l ist. Die in k. 
noch enthaltene Restkurve ist dann ein zweiter nicht zerfallender Kegelschnitt k~. Er 
liegt in einer zweiten Ebene e', die ebenso von den beiden Doppelpunkten Du D. und 
einem nicht in e gelegenen weiteren Punkt Q' der k. aufgespannt wird. Diese zweite 
Teilkurve k~ ist der Schnitt von e' mit der Fläche t[>. (oder 'PI)' Da k. und k~ zusammen 
eine (zerfallende) k. ergeben, kann die Durchdringungskurve 4. Ordnung der Flächen 
t[>1 und 'P. außer diesen beiden keine weiteren Teilkurven besitzen. Somit folgt. 

Satz 10: Berühren sich zwei algebrrzische Flächen 2. Ordnung, welche keine 
Gerade gemeinsam haben, in zwei Punkten D1, D 2 , so zerfällt ihre Schnitt­
kurve k4 in zwei reguläre Kegelschnitte k2 , k~, deren Ebenen e, e' sich in der 
Verbind nngsgeraden [D l' D 21 der beiden Berührungspunkte schneiden. 

Eine algebraische Raumkurve n-t.er Ordnung kn wird per definitionem 
von einer Ebene E in n (algebraisch gezählten) Punkten geschnitten. Pro­
jiziert man nun diese Raumkurve durch Parallel- oder durch Zentral­
projektion (aus einem der k ll nicht angehörenden Zentrum) in eine Bild­
ebene n, so entsteht in n eine ebene algebraische Kurve k~. Auch jede 
zur Projektionsrichtung parallele Ebene E, bzw. auch jede durch das 
Projektionszentrum gelegte Ebene E schneidet die Raumkurve k" in 
genau n Punkten. Der Riß einer solchen (projizierenden) Ebene E in der 
Bildebene n ist aber eine Gerade g = E', die den ebeneh Riß k~ der Raum­
kurve ebenfalls in n Punkten trifft. Für den Riß k:, von kfl gilt daher 
nach den Lehren der Funktionentheorie 

Satz 11: Der Parallelriß und der Zentralriß einer algebraischen Raum. 
kurve n-ter Ordnung ist eine ebene algebraische Kurve n-ter Ordnung. 

Bemerkung 1: Ist das (eigentliche oder uneigentliche) Projektionszentrum 0 ein 
(einfacher) Punkt der algebraischen Raumkurve n. Ordnung, so ernif'drigt sich 
die Ordnung der Projektion von n auf n-l (bei Projektion aus einem Doppelpunkt 0 
von n auf n-2). 

Bemerkung 2: Es ist möglich, daß alle aus dem (eigentlichen oder uneigentlichen) 
Projektionszentrum 0 an die algebraische Raumkurve kn gelegten Projektionsstrahlen 
Bi8ekanten der Kurve kn sind, d. h. die Kurve kn jeweils in zwei Punkten Pi und Ps 
f,reffen. Deren Projektionen auf die Bildebene n fallen dann in denselben Punkt 
P; = P; = pi zusammen. Die Projektion k' von kn auf n ist in diesem Falle eine doppelt­
iiberdeckte ebene algebrai8cke Kurve, deren Ordnung (falls 0 kein Punkt von kn ist) 
daher bloß n/2 ist; die Kurvenordnung n muß in diesem Falle also eine gerade Zahl 
!'ein. 

Beispielli: Wie die algebraische Geometrie lehrt, kann man durck die algebraiBcke 
Schnittkurve k, vierter Ordnung zweier allgemeiner algebrai8cker Fläcken 2. Ordnung 
vier Kegel legen; drei davon kÖnnen Zylinder 2. Ordnung (mit elliptischem, hyper­
bolischem oder parabolischem Querschnitt) sein. Die Mantellinien dieser Kegel (Zylin­
der) sind dann Bi8ekanten der Raumkurve k,. Projiziert man die Raumkurve k, 0"" 
einem die8er vier Kegel8cheitel (Zylinder8ckeitel) auf eine beliebige Bildebene n, 80 erhält 
lIIan einen doppeltüberdeckten Kegel8chnitt. 
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Drehflächen 

55. Die Drehflächen zweiter Ordnung 

Aus 54. wissen wir, daß jede reelle algebraische Drehfläche 2. Ordnung 
dadurch entsteht, daß man einen reellen Kegelschnitt um eine seiner 
Symmetrieachsen (Hauptachsen) rotieren läßt. 

Eine beliebige reelle Gerade g schneidet eine solche reelle algebraische 
Drehfläche zweiter Ordnung in zwei (reellen oder konjugiert-komplexen, 
eigentlichen oder uneigentlichen, einfachen oder zusammenfallenden) Punk­
ten. Jede reelle Ebene e schneidet sie in einem reellen Kegelschnitt, ins­
besondere jede achsennormale Ebene in einem Kreis (Parallelkreis). 

Jede Berührebene schneidet die Drehfläche in einem in zwei Geraden €t, e2 

zerfallenden Kegelschnitt, die sich im Berührpunkt P von e kreuzen. 

Daraus folgt 

Satz 1 : Jede reelle algebrailJche Drehfläche 2. Ordnung trägt zwei Scharen 
von geradlinigen Erzeugenden, die entweder 1. reell getrennt oder 2. reell 
zusammenfallend oder 3. konjugiert-komplex sind. 

Zu diesen algebraischen Dreh flächen zwei ter Ordnung zählen die 
folgenden bereits behandelten Flächen: 

1. Der Drehzylinder. Er wird erzeugt durch Drehuug einer zur Dreh­
achse parallelen Geraden. 

2. Der Drehkegel. Er wird erzeugt durch Drehung einer Geraden, 
welche die Drehachse schneidet. 

3. Die Kugel. Sie wird erzeugt durch Drehung eines Kreises um einen 
Durchmesser als Achse. 

Alle übrigen algebraischen Drehflächen zweiter Ordnung entstehen, wie 
in 54. bewiesen, dadurch, daß ein nicht zerfallender Kegelschnitt um eine 
seiner Hauptachsen gedreht wird. 

4. Das eiförmige (oder verlängerte) Drehellipsoid entsteht bei 
Rotation einer Ellipse um ihre große Achse (Fig. 157). 

5. Das linsenförmige (oder abgeplattete) Drehellipsoid entsteht 
bei Rotation einer Ellipse um ihre kleine Achse (Fig. 158). 
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Jeder ebene Schnitt eines Drehellipsoids ist ein Kegelschnitt ohne reelle 
Fernpunkte, d. h. im allgemeinen eine Ellipse, im Sonderfa.ll, wenn die 
Schnittebene zur Drehachse normal ist, ein Kreis. Parallele Ebenen 
schneiden ein Drehellipsoid nach ähnlichen Ellipsen. 

\----I~--I Kreis 

~----~--~Kre~ 

c.b 
I 

i 
Fig.15;. Filii. 15!!. 

Verlängertes (eiförmiges) DrehellIpsoid Abgeplattetes (llnsenförmiges) DrehellIpsoid 

6. Das zweischaIige Drehhyperboloid entsteht bei Rotation emer 
Hyperbel um ihre, die reellen Scheitel verbindende Hauptachse (Fig. 159). 

Die Asymptoten der MeridianhyperbeJ beschreiben dabei einen Dreh­
kegel, der die Fläche in ihren Fernpunkten von außen berührt, den Asym-

"'yperbel Parabel 

ili w 
I I 
i i 

Fig. 159. Zwelschallges Drehhyperboloid Fig.160. ElnschaUges Drehhyperboloid 

ptotenkegel des zweischaligen Drehhyperboloids. Der ebene Schnitt der Dreh­
fläche ist dabei ein Kegelschnitt vom gleichen Typ wie jener Kegelschnitt, 
den die Schnittebene aus dem Asymptotenkegel ausschneidet. Das heißt, 
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er ist eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel, je nachdem die Par­
allelebene durch die Spitze des Asymptotenkegels (= Mittelpunkt der 
Fläche) den Kegel, reell gesehen, in einem Punkt oder in zwei verschie­
denen Geraden schneidet oder ihn längs einer Erzeugenden berührt. 

7. Das einschalige Drehhyperboloid 
entsteht bei Rotation einer Hyperbel um 

ElliPse ihre Nebenachse (Fig. 160). 

Fig.16L Drehparaboloid 

Der von den Asymptoten der Meridian­
hyperbel erzeugte .Asymptotenkegel der Fläche 
ist ein Drehkegel und berührt das einschalige 
Drehhyperboloid im Unendlichen von innen. 
über den Typ des Kegelschnitts, den eine 
Ebene aus der Fläche ausschneidet, entschei-
det genau wie beim zweischaligen Drehhyper­
boloid die Parallelebene durch die Spitze des 

Asymptotenkegels. Das einschalige Drehhyperboloid trägt daher ebenfalls 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. Weitere Eigenschaften dieser Fläche 
werden in 66. behandelt. 

8. Das Drehparaboloid entsteht bei Rotation einer Parabel um ihre 
Achse (Fig. 161). Jeder ebene Schnitt schräg zur Achse liefert einen Kegel­
schnitt ohne reelle Fernpunkte, d. h. eine Ellipse (oder einen Kreis), ein zur 
Achse paralleler Schnitt einen Kegelschnitt mit genau einem Fernpunkt, 
d. h. eine Parabel. Alle Parabelschnitte sind sogar un~ereinander kongruent. 
Das Drehparaboloid entsteht daher auch durch Schiebung zweier kon­
gruenter, gleichgestellter Parabeln in normalen Ebenen aneinander; es 
ist ein Beispiel einer Schie bfläche. 

56. Das eioschalige Drehhyperboloid 

Gegeben sei in der Aufrißebene :71:2 eine Hyperbel durch ihren Mittel­
punkt 0 und ihre Halbachsen a und b. Ihre Asymptoten sind die Geraden 

durch 0 mit der Steigung tg IX = ± !!.., ihre Brennpunkte F1, Fa haben 
a 

von 0 die Entfernung e = Va-2-+-b-2 • Mit Hilfe der Brennpunkte lassen 
sich beliebige Hyperbelpunkte konstruieren, wobei die Kurve in der Ge­
gend der Scheitel durch die Scheitelschmiegkreise (Mittelpunkte MI' M 'I'> 
angenähert werden kann (Fig.162). 

Bei Rotation um ihre Nebenachse erzeugen die Hyperbel ein einscha­
liges Drehhyperboloid, ihre Asymptoten den zugehörigen Asymptotenkegel. 
Jeder Hyperbelpunkt beschreibt dabei einen zur Drehachse normalen 
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Parallelkreis. Der kleinste unter ihnen, der aus dem Scheitel hervorgeht, 
ist der Kehlkreis k des Drehhyperboloids. Die durch die Drehachse ge­
legten Meridiane benen schneiden die Fläche in kongruenten Meridian­
hyperbeln. Parallel zur Aufrißebene :71:2 liegt die Hauptmeridian­
hyperbel h. 

~'-----t~~-----------+------------~~ 

, • y' 
/1, 

-----~-----,-----+---__ Y I 

, x' 

~'ig. 162. Elnschallges Drehhyperboloid. Durch Jeden seiner Punkte gehen zwei geradlinige 
Erzeugende. Durch Drehung dieser Erzeugenden um die z-Achse entstehen die belden gerad­

linigen Erzeugendenscharen der Fläche 
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Die Tangentenebene in einem beliebigen Punkt des Drehhyperboloids 
wird aufgespannt von der Tangente an die Meridianhyperbel und der Tan­
gente an den Parallelkreis des betreffenden Flächenpunktes. 

Insbesondere ist die Tangentenebene e im vordersten Punkt E des 
Kehlkreises k zur Aufrißebene parallel, so daß ihr Grundriß e' die Tangente 
im Punkte E' an den Grundriß k' des Kehlkreises k ist (Fig. 158). Diese 
Tangentenebene e soll nun mit der Fläche geschnitten werden. 

Führen wir ein räumliches cartesisches Koordinatensystem O(x, y, z) 

ein, dessen Nullpunkt 0 im Mittelpunkt der Hauptmeridianhyperbel 
(= Mittelpunkt des Drehhyperboloids) liegt und dessen z-Achse mit der 
Drehachse zusammenfällt, während die x-Achse in der Kehlkreisebene 
nach vorn, die y-Achse nach rechts gerichtet ist, dann lautet die Glei­
chung der Hauptmeridianhyperbel in der (y, z)-Ebene x = 0: 

(1) 

Bei der Drehung um die z-Achse ist y durch den Polarradius r = V xl + y2 
zu ersetzen, so daß 

(2) 

die Gleichung des einschaligen Drehhyperboloids ist. Die Tangentenebene e 

im Punkt· E(a, 0, 0) des Kehlkreises hat die Gleichung x = a, so daß 
das Gleichungspaar 

(3) 

1 
x=a 

X2+y2_~_ 
a2 b2 - 1. 

oder 

(4) I 
x= a 

y2 _~= 0 
a2 b2 

die 8chnittkurve der Tangentenebene e mit der Fläche darstellt. Da die 
zweite Gleichung in (4) sich zerlegen läßt in 

(5) 

zerfällt die Schnittkurve zweiter Ordnung in ein Geradenpaar ~,e2 

(6) 
(

x=a 

e1 z y 

b=+a' 
d. h. es gilt 
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Satz 1: Die Tangentenebene e im Punkte E des Kehlkreises k schneidet 
das einscluilige Drehhyperboloid in zwei Geraden (Erzeugenden) el , es' die 
sich im Berührungspunkt E 8chneiden. 

Die Aufrisse e~, e~ dieser bei den Geraden decken sich mit den Asympto. 
ten der Hauptmeridianhyperbel h. 

Die Erzeugenden ~, ea, haben gegen die Grundrißebene die feste Nei· 
b 

gung tg1X=±a-' 

Dreht man die Tangentenebene e samt den erzeugenden Geraden ~ 
und ea um die Drehachse z des einschaligen Drehhyperboloids, dann bleibt 
diese Ebene stets Tangentenebene in einem Kehlkreispunkt dieser Fläche, 
und die mitgedrehten Geraden ~ und ea verbleiben stets auf der Fläche. 
Man kann daher das einschalige Drehhyperboloid auch dadurch erzeugen, 
daß man die Gerade ~ oder die Gerade es um die z-Achse rotieren läßt. 
Damit gilt der von CHRISTOPHER WREN (1632-1723), dem Erbauer der 
St. Paul's Kathedrale in London, entdeckte 

Satz von Wren (1669): Eine Gerade e, die um eine feste, zu e windschiefe 
Achse z rotiert, erzeugt ein einscluiliges Drehhyperboloid. 

Auf dem einschaligen Drehhyperboloid liegen somit zwei Scharen von 
Geraden. Da die Fläche durch Bewegung einer Geraden der einen oder 
der anderen Schar erzeugt werden kann, nennt man diese Geraden die Er­
zeugenden der Fläche. Durch jeden Punkt P der Fläche gehen genau eine 
Erzeugende ~ der einen Schar und eine Erzeugende ea der anderen Schar, 
nämlich jene Geraden, welche die Tangentenebene 't' dieses Flächenpunktes P 
alM der Fläche ausschneidet. Da zwei derselben Erzeugendenschar ange­
hörende Geraden durch Drehung um die (zu ihnen windschiefe) z-Achse 
auseinander hervorgehen, können sie sich nicht schneiden und auch nicht 
zueinander parallel sein. Durch Spiegelung an einer Meridianebene oder an 
der Kehlkreisebene geht jede Erzeugende ~ der ersten Schar in eine 
Erzeugende ea der zweiten Schar über (und umgekehrt). Also gilt 

Satz 2: Das einschalige Drehhyperboloid trägt zwei Scharen von gerad­
linigen Erzeugenden. Je zwei Erzeugende derselben Schar sind zueinander 
windschief, während jede Erzeugende der einen Schar jede Erzeugende der 
anderen Schar in einem Punkt der Fläche trifft. 

Ein anschauliches Bild des einschaligen Drehhyperholoids und seiner 
heiden Erzeugendenscharen zeigt die Fig. 163, welche einen Schrägriß der 
Fläche darstellt. Drehachse ist wieder die z-Achse, die (x,y)-Ehene enthält 
den Kehlkreis der Fläche. 
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Man nennt jede Fläche, die durch stetige Bewegung einer Geraden e (bei 
der e nicht bloß in sich selbst verschoben wird) erzeugt werden kann, die also 
(wenigstens) eine stetige Schar von Geraden enthält, eine Regelfläche. 
Einfache Beispiele von Regelflächen sind der Kreiskegel und der Kreis­
zylinder; bei ihnen schneiden sich alle Erzeugenden in einem eigent­
lichen bzw. uneigentlichen Punkte. Diese beiden Flächen können daher 
in die Ebene abgewickelt werden und sind Beispiele abwickelbarer 
Regelflächen. Im Gegensatz dazu ist jedoch da8 einschalige Drehhyper­
boloid eine windschiefe oder nicht abwickelbare Regelfläche, da bei ihm zwei 
benachbarte Erzeugenden zueinander windschief sind. 

Wandert man beim Zylinder oder beim Kegel eine Erzeugenden e ent­
lang, dann bleibt dabei die Tangentenebene T längs der ganzen Erzeugen-

z 

Fig. 163. Schrägriß eines einschaligen Drehhyperboloids. seines Kehlkrelses und seiner belden Scbaren 
von Erzeugenden. 



220 XII. Drehflächen 

den ungeändert. Anders beim einschaligen Hyperboloid. In den einzelnen 
Punkten einer festen Erzeugenden, z. B. der ersten Schar, werden die Tan­
gentenebenen T von dieser (festen) Erzeugenden el und den (veränderlichen) 
Erzeugenden e2 der zweiten Schar aufgespannt. Da diese aber zueinander 
windschief sind, sind die Tangentenebenen T längs einer festen Erzeugenden 
alle voneinander verschieden. Die Tangentenebene T des ein$chaligen Dreh­
hyperboloids dreht sich also um die feste Erzeugende, wenn man dieser ent­
lang geht. Aus diesem Grunde ist das einschalige Hyperboloid (im Gegen­
satz zum Kegel und Zylinder) nicht in die Ebene abwickelbar. 

Jede durch eine Erzeugende gl des Drehhyperboloids gelegte Ebene T 
ist eine Tangentenebene der Fläche und berührt sie in einem Punkte von gl. 
IFlsbesondere berqh.rt die durch gl gelegte erstprojizierende Ebene Tl das 
Drehhyperboloid in einem Punkte G des Kehlkreises k, der somit den ersten 
wahren Umriß des Drehhyperboloids darstellt. Ähnlich berührt die durch 
gl gelegte zweitprojizierende Ebene T2 die Fläche in einem Punkte T ihres 
zweiten wahren Umrisses, der von der Ebene x = 0 ausgeschnittenen 
Hauptmeridianhyperbel h. Jede Erzeugende g der Fläche berührt daher mit 
ihrem Grundriß g' den Grundriß k' des Kehlkreises k und mit ihrem Aufriß g" 
den Aufriß h" der Hauptmeridianhyperbel h. 

Die Erzeugenden el , e2 in dem hintersten Punkt E des Kehlkreises k 
fallen (unter Vertauschung der Rollen) im Aufriß gleichfalls mit der, Asym­
ptoten der Meridianhyperbel h zusammen (Fig. 162). Die zur ersten Schar 

gehörige Erzeugende gl' die durch den Punkt G des Kehlkreises k geht, 
erscheint im Grundriß als Tangente g~ in G' an den Grundriß k' des Kehl-

kreises k. Ihr Aufriß g~' is~ die Verbindungsgerade der Aufrisse U" und Ti" 
jener Flächenpunkte U, U, in denen gl die Erzeugenden e2 bzw. e2 der 

zweiten Schar trifft. Deren Grundrisse U' = [g~, e~] und Ti' = [g~, e~] sind 

'ttelb h'h A f . U" [" "] d U-" [g" -"] unml ar zu erse en, I re u risse = gl' e2 un = 1 • e2 

liegen auf den Asymptoten der Meridianhyperbel h = h". Die Erzeugende gl 
berührt mit ihrem Aufriß g~' die Meridianhyperbel h = h" in einem Punkt T", 
dessen Grundriß T' auf y' = h' liegt. Dieser Punkt T liegt im Grundriß 
wie auch im Raum und damit auch im Aufriß in der Mitte zwischen den 

Punkten U und U. Damit ist die folgende planimetrische Eigenschaft 
der Hyperbel bewiesen (Fig. 164): 

Satz 3: Der Berührungspunkt P einer Hyperbeltangente t ist die Mitte 
der von den Asymptoten el , e2 auf der Tangente t ausgeschnittenen Strecke 

Ul U2 • 
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Eine beliebige Normalebene (1 zur Achse des 
Drehhyperboloids schneidet die Erzeugenden €t 
und e2 in zwei Punkten PI und P 2 (Fig. 162). 
Ihre Aufrisse P~' und P~' liegen auf den Asym­
ptoten e~' bzw. e~' der Umrißhyperbel h", ihre 
Grundrisse P~, P~ auf den Ordnern und auf 
e~ = e~, d. h. auf der Horizontalen, die von 0' 
den Abstand a hat. Die Ebene (1 schneidet 
das Hyperboloid in einem horizontalen Kreis 
(Parallelkreis), dessen Grundriß ein Kreis um 0' 
durch P~ und P~ ist, und die Meridianhyperbel h 
in zwei Punkten P und Q. Der Grundriß P' 
bzw. Q' dieser beiden Punkte ist der äußerste 
rechte bzw. linke Punkt jenes Parallelkreises. 
Sie liefern, in den Aufriß übertragen, 
die Punkte P" und Q" der auf (1" ge­
legenen Punkte der Umrißhyperbel h. 

Darr,it ist eine neue Punktkon­
struktion der Hyperbel gewon­
nen (Fig. 165). Sind von einer Hy­
perbel der Mittelpunkt 0, die Asym­
ptoten el und e2 sowie ein Scheitel A 
gegeben, wobei OA = a ihre halbe 
Hauptachse ist, so findet man beliebige 
weitere Hyperbelpunkte P durch 

e, 

Fig. IU~. Der Berührpunkt P 
einer Hyperbeltangente t hlUt­

tet den Tangentenabschnitt 
U, U. zwischen den belden 
Hyperbelasymptoten eh e. 

folgende Konstruktion: Man legt an Fig. 165. Konstruktion der reellen Halb-
achse a einer Hyperbel aus Ihren belden 

beliebiger Stelle eine Parallele (1 zur Asymptoten e,. e. und einem Hyperbel-

Hauptachse der Hyperbel, schneidet punkt P 

sie mit der Nebenachse im Punkte M und mit einer Asymptote im 
Punkte PI. In PI errichtet man das Lot auf (1 und trägt auf ihm die 
Strecke PIP~ = a an. Dann_schneidet der Kreis um M durch P~ auf (1 

die Hyperbelpunkte P und Paus. 

Sind von der Hyperbel der Mittelpunkt 0, die Asymptoten el und e2 

sowie ein Punkt P gegeben, dann kann man umgekehrt nach dieser Kon­
struktion auch ihre halbe Hauptachse a und ihren Scheitel A finden. 

In der Technik spielt das einschalige Drehhyperboloid eine Rolle bei der 
Aufgabe, eine gleichförmige DreIWewegung um eine Achse in eine gleich­
förmige Drehbewegung um eine zweite Achse zu verwandeln. Sind die beiden 
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Achsen parallel, so lösen zwei sich berührende Drehzylinder (zylindrische 
Reibräder, Zylinde"äder) die Aufgabe. Schneiden sich die Achsen (bzw. 
ihre Verlängerungen), dann sind zwei sich berührende Drehkegel (Kegel­
räder) zu verwenden. Sind die Achsen jedoch windschief, so erfolgt die 
übertragung der Drehbewegung durch zwei Hyperboloidräder, d. h. 
durch zwei einschalige Drehhyperboloide, die sich in jedem Augenblick 
längs einer Erzeugenden berühren. Die Gleichförmigkeit der Drehbewegung 
bleibt dabei erhalten, und durch geeignete Wahl der Kehlkreisradien 
der beiden Hyperboloide kann jedes gewünschte übersetzungsverhältnis 
erzielt werden. Während jedoch bei der übertragung der Drehbewegung 
durch Zylinder- oder Kegelräder ein reines Abwälzen der einen Fläche auf 
der anderen erfolgt (längs der gemeinsamen Erzeugenden haben beide 
Flächen ein- und dieselbe Tangentenebene), handelt es sich bei den Hyper­
boloidrädern um ein Schroten der beiden Drehhyperboloide aufeinander (die 
Tangentenebene längs der gemeinsamen Erzeugenden ist dabei von Punkt 
zu Punkt eine andere). Bei dem Schroten der beiden Drehhyperboloide 
aufeinander fallen in jedem Augenblick die Kehlpunkte der gemeinsamen 
Erzeugenden aufeinander, und wegen der Berührung der beiden Flächen 
in den Kehlpunkten decken sich auch deren Tangentenebenen und Flächen­
normalen, die mit dem Gemeinlot der beiden windschiefen Hyperboloid­
achsen übereinstimmen. 

Im Falle der Zylinder- und Kegelräder ist die relative Bewegung der beiden 
Drehzylinder und Drehkegel in jedem Augenblick ein bloßes. Abrollen 
dieser "Achsenflächen" aufeinander, ohne daß dabei diese Flächen an­
einander gleiten (0. h. in Richtung der jeweiligen Berührungserzeugenden 
verschoben werden); man sagt darum, daß die beiden Zylinder bzw. Kegel 
sich aufeinander abwälzen (= ohne Gleiten aufeinander abrollen). Im 
Falle der Hyperboloidräder dagegen sc h rot e n die beiden Achsenflächen ( Dreh­
hyperboloide) in jedem Augenblick aufeinander, d. h. sie rollen und gleiten 
in jedem Augenblick um bzw. längs der jeweiligen Berührungserzeugenden 
aneinander. 

57. Die allgemeine Drehfläche 

Eine beliebige ebene Kurve m beschreibt bei Rotation um eine in der 
Kurvenebene gelegene Achse zeine Drehfläche. Die erzeugende Kurve m 
und jede von ihr bei der Rotation um die Drehachse z eingenommene Lage 
heißt ein Meridian der Drehfläche, während die Bahnkurve eines beliebi­
gen Punktes P auf m ein Parallelkreis p der Drehfläche ist. 



57. Die allgemeine Drehfläche 223 

Fig. 166 zeigt die Achse z senkrecht zur Grundrißebene und den zur Auf­
rißebene parallelen beliebigen Meridian mo (Hauptmeridian) einer Dreh­
fläche cp. Der Hauptmeridian mo und der durch eine halbe Umdrehung 
daraus entstehende Meridian mo bilden den wahren Umriß der Drehfläche 

! 

Fig.166 .. Darstellung der al'lgemelnen Drehfläehe mit dem Hauptmerld1an m •• Konstruktion 
der Risse p'. P" eines Fläehenpunktes P und seiner Tangentenebene T an die Drehfläehe 

bezüglich des Aufrisses, ihre Aufrisse m~ und m~ bilden den zweiten schein­
baren Umriß der Drehfläche cp. Trifft der Meridian, wie in Fig. 161 an­
genommen, die Drehachse z in einem Punkte A, und ist sein Winkel mit 
der Drehachse in A kein rechter Winkel, so ist dieser Punkt A ein singu­
lärer Punkt der Drehfläche, da in ihm keine eindeutige Tangentenebene 
vorhanden ist. Die Fläche zeigt in A ein ähnliches Verhalten wie ein Kegel 
in seiner Spitze, weshalb A ein konischer Knotenpunkt der Fläche heißt. 
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Ein Parallelkreis p der Drehfläche erscheint im Grundriß als Kreis p' 
mit dem Mittelpunkt z', im Aufriß als doppeltüberdeckte horizontale Strecke 

p" = P~ p~ zwischen m~ und m~. Die Meridiane der Drehfläche sind im 
Grundriß Radien m' der Parallelkreise, im Aufriß Kurven m", die zum 
Aufriß m~ des Hauptmeridians mo orthogonal affin sind mit z" als 
Affinitätsachse. 

Ist der Aufriß P" eines beliebigen Punktes P der Dreh/läehe gegeben, 
so liegt sein Grundriß 1. auf dem Ordner durch P" und 2. auf dem Grund­
riß p' des zu P gehörigen Parallelkreises p, dessen Radius M" P~ dem Auf­
riß zu entnehmen ist. Durch Umkehren des Konstruktionsganges gewinnt 
man aus dem Grundriß P' den Aufriß P" des Punktes P der Drehfläche. 
Zu einem im Grundriß als Radius beliebig gewählten Meridian m' findet 
man den Aufriß m" dadurch, daß man eine genügende Anzahl Punkte P 
des Meridians aus dem Grundriß in den Aufriß nimmt. 

Die Meridiantangente t im Punkte P fällt im Grundriß mit dem Meridian­
bild zusammen (t' = m'), da der Meridian m in einer erstprojizierenden 
Ebene liegt. Um ihren Aufriß t" zu erhalten, denken wir uns die Dreh­
fläche um die Drehachse gedreht, bis der Meridian m zum Hauptmeridian 
(Umrißmeridian) mo wird. Dabei geht die Tangente t in die Tangente to 
im gedrehten Berührungspunkt Po auf mo über, die im Aufriß eingezeichnet 
werden kann. Alle Meridiantangenten, die die Dreh/läehe längs desselben 
Parallelkreises p berühren, sind die M antellinien eines Drehkegels, des zu dem 
Parallelkreis p gehörigen Tangentenkegel.s der Drehfläche. Seine auf der 
Drehachse z liegende Spitze 8 ist als Schnittpunkt von to mit z bestimmt, 
und durch sie geht auch die Meridiantangente t des Punktes P. Daraus 
ergibt sich ihr Aufriß t" als Verbindungsgerade von P" mit 8". 

Die Parallelkreistangente s der Drehfläche im Punkte P fällt im Aufriß 
mit dem Aufriß p" des Parallelkreises p von P zusammen (s" = p"). Ihr 
Grundriß s' ist die Tangente an p' im Punkte P'. 

Die Tangentenebene T der Drehfläche im Punkte P wird aufgespannt 
von zwei beliebigen Flächentangenten in P, z. B. von der Meridian­
tangente t und der Parallelkreistangente s. Ihre Spur h1 auf der Ebene 
des Parallelkreises p von P ist mit der Tangente s an den Parallelkreis p 
identisch, so daß h~ = s' und h~' = s" ist. Ihre Spur h2 in der durch die 
Drehachse z gelegten Parallelebene zur Aufrißebene (Hauptmeridianebene) 
deckt sich im Grundriß mit m~. Der Aufriß h~ dieser Spur h2 geht durch 
den Aufriß 8" der Spitze 8 des Tangentenkegels längs p und durch den 
Aufriß V" des Spurpunktes V der Parallelkreistangente s auf der Ebene 
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des Hauptmeridians mo. Durch die beiden Hauptlinien hl und h2 ist aber 
die Tangentenebene 't' der Drehfläche in P festgelegt. 

Die Normale n der Drehfläche im Punkte P ist das Lot auf die Tangenten­
ebene 't' im Punkte P. Aus Symmetriegründen ist die Flächennormale n 
zugleich die Normale der Meridiankurve m in P und schneidet daher die Dreh­
achse z in einem Punkte N. Ihr Grundriß n' steht auf dem Grundriß h; 
der ersten Hauptlinie hl , ihr Aufriß n" auf dem Aufriß h~' der zweiten 
Hauptlinie h2 der Tangentenebene senkrecht. Beide lassen sich auch un­
mittelbar ohne Benutzung der Hauptlinie konstruieren. Der Grundriß n' 
der Normalen fällt mit dem Radius [8' P'] zusammen. Um ihren Aufriß n" 
zu finden, dreht man die Fläche um ihre Achse, bis der Flächenpunkt P 
auf den Punkt Po des Hauptmeridians mo fällt. Da in dieser Lage die 
Tangentenebene 't'o zweitprojizierend ist, ist die mitgedrehte Flächen­
normale no zur Aufrißebene parallel, so daß ihr Aufriß n~ das Lot auf 
't'~ = t~ im Punkte P~' ist. Bei der Drehung beschreibt die Flächen­
normale n einen Drehkegel um die z-Achse, den zu dem Parallelkreis p 
gehörigen Normalenkegel, dessen Spitze N von der gedrehten Normalen 
no aus der Drehachse z ausgeschnitten wird. Die Erzeugende [NP] des 
Normalenkegels ist die Normale n des Flächenpunktes P, und [N" P"] = n" 
ist ihr Aufriß. 

7311 Strubecker, Geometrie 16 
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Ebene Schnitte von Drehflächen 

58. Der achsenparallele Schnitt einer Drehfläche 

Eine Dreh/läche (Achse z senkrecht zu 71:1> Hauptmeridian mo) werde 
von einer zur Drehachse parallelen, also von einer er8tprojizierenden Ebene 8 

ge8chnitten, die gegen die Aufrißebene geneigt sei. In Fig. 167 wurde als 

tZ/I 

Fllli. 167. Schnitt einer DrehflAche (HauptmerIdian m. = Parabel) mit einer vertikalen Ebene. 
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Meridian der Drehfläche eine Parabel mo angenommen, deren Achse nicht 
mit der Drehachse zusammenfällt (Brennpunkt F, Leitgerade l). Die Dreh­
fläche ist dann nach (54. Satz 5) eine algebraische Fläche 4. Ordnung. Jeder 
ebene Schnitt k und damit au()h sein Aufriß k" ist daher eine ebene algebraische 
Kurve 4. Ordnung. 

Zur Punktkonstruktion des Aufrisses k" der Schnittkurve k (der Grund­
riß k' deckt sich mit E') legt man achsennormale, also horizontale Hilfs­
ebenen (1. Jede derartige Ebene schneidet die Drehfläche in einem oder 
mehreren Parallelkreisen p und die Schnittebene e in einer ersten Haupt­
linie. Beide Kurven fallen im Aufriß auf (1". Im Grundriß dagegen er­
scheint der Parallelkreis als Kreis p' um Zl, wobei der Radius dem Aufriß 
zu entnehmen ist, während die erste Hauptlinie der Ebene e sich mit 
e' = el deckt. Die Schnittpunkte P~ 
und P~ von p' und e' sind daher 
Punkte des Grundrisses k' der Schnitt-
kurve k. Sie legen auf (1" die zugehö­
rigen Punkte P~' und P~' der Aufriß­
kurve k" fest. Bei schleifenden Schnitten 
von p' und e' kehrt man den Konstruk­
tionsgang um, d. h. man wählt z. B. den 
Punkt R~ auf e' beliebig, schlägt um z' 
den Kreis durch R~ und überträgt den 
Punkt R~, in dem dieser Kreis den 
Grundriß m~ des Hauptmeridians mo 
schneidet, in den Aufriß auf m~' nach 
R~. Dadurch ist die achsennormale 
Hilfsebene festgelegt, auf der der Punkt 
R~' der Aufrißkurve k" liegt. Insbeson­
dere liefert jener Kreis um z', der e' ge­

Fig. 168. Konstruktion der Tangente t 
an die Schnittkurve k zweier FlAchen 

'P • ., Im Schnittpunkt P als SchnItt­
gerade der Tangentenebenen T'P und T., 

von 'P und ., In P 
(Methode der Tangentenebenen) 

rade (in S') berührt, den Grundriß des tiefsten Punktes S der Schnitt­
kurve k, dessen Aufriß S", auf dem Wege über die Punkte S~ undS~ kon: 
struiert, der tiefste Punkt von k" ist. In S" hat k" eine horizontale 
Tangente. Die vertikale Gerade a durch S ist Symmetrieachse von k, da 
jeweils zwei in gleicher Höhe liegende Punkte von k, wie PI und P2 , 

von dieser Geraden a gleichweit entfernt liegen. Der Punkt S" ist daher 
ein Scheitel der Aufrißkurve k", und a" i z" ist Symmetrieachse von k". 

Der Tangentenkonstruktion in einem beliebigen Punkt der Scbnittkurve 
stellen wir die folgenden allgemeinen überlegungen voran. 

15* 
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1. Es sei k die Durchdringungskurve der beiden Flächen q; und 'P 
und der Punkt P auf k sei für beide Flächen ein regulärer Punkt, d. h. 
ein Punkt mit eindeutig bestimmter Tangentenebene (Fig. 168). Dann ist 
die Tangente t im Punkte P an die Schnittkurve k die Schnittgerade der Tan­
gentenebenen T<p und T'I' der beiden Flächen im Berührungspunkt P, d. h. 
t = [T'I" T'I']' Sofern die Tangentenebenen T'I' und T'I' verschieden sind, d. h. 
die Flächen q; und VJ sich im Punkte P nicht berühren, ist die Tangente t 

somit eindeutig bestimmt. Dieses Verfahren zur Tangentenkonstruktion 
der Durchdringungskurve heißt die )Iethode der Tangentenebenen. 

ViI(. IU9. Konstruktion der Tangente t 
an die :5chnlttkurve k zweier Flächen 
<P. 'I' Im Schnittpunkt P als Normale 
auf die Verbindungsebene .. der belden 
Flächennormalen 1I<p und 11'1' von <p und 

'I' In P (Normalenmethode) 

2. Ein zweites Verfahren bedient sich 
der Flächennormalen (Fig. 169). Es seien 
n'l' die Flächennormale der Fläche q; und 
n'l' die Flächennormale der Fläche 'P im 
Punkt P der Schnittkurve k, d. h. jene 
Geraden durch P, die auf der Tangenten­
ebene T'I' bzw. auf der Tangentenebene T'I' 

senkrecht stehen: n'l'.l T'I" n".l T'I" Wenn 
die Tangentenebenen T'I' und T" ver­
schieden sind, d. h. wenn sich die Flächen 
q; und VJ im Punkt P nicht berühren, 
sind auch die Normalen n'l' und n" ver­
schiedene Geraden durch P und spannen 

eine Ebene, die Normalebene v = [nil" n"J 
im Punkte P auf. Da die gesuchte Tan­
gente t an die Schnittkurve k sowohl 
der Tangentenebene T<p als auch der 

Tangentenebene T'I' angehört, steht die Tangente t der Schnittkurve k 

in P zugleich auf n<p und auf n'l" d. h. auf der Normalebene v senkrecht: t .1 v. 
Dieses Verfahren zur Tangentenkonstruktion heißt Normalenmethode. 

Während die Methode der Tangentenebenen stets anwendbar ist, ist 
die Normalenmethode als das bequemere Verfahren dann empfehlenswert, 
wenn die Flächennormalen leicht konstruierbar sind. Dies trifft vor allem 
bei Drehflächen zu. 

In Fig. 167 ist im Punkt P~ die Tangente t" an die Aufrißkurve k" nach 
der Normalenmethode konstruiert. Die Normale n. auf die erstprojizierende 
Schnittebene e steht auf dieser Ebene senkrecht und ist folglich zur Grund­
rißebene parallel. Ihr Aufriß n:' ist also horizontal, ihr Grundriß n; zu e' 
senkrecht. Die Normale n'l' auf die Drehfläche q; ist die durch P 2 gehende 
Erzeugende des Normalenkegels. Seine Spitze N deckt sich im Grund-
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riß mit z'. Der Aufriß N" der Normalenkegelspitze N auf z" wird dadurch 
bestimmt, daß man den Punkt Pa auf den Umrißmeridian mo in die Lage 
Po dreht; dabei rückt P~ nach P~', und die mitgedrehte Normale n;o.l m~ 

hn ·d ". N" E· d ' [N'P'] " [N"P"] D· b·d sc el et z In . s 1st ann nq> = a ' nq> = 2. Ie el en 
Normalen n. und nq> spannen die Normalebene v auf, auf der die Tangente 
t von k senkrecht steht. Der Aufriß t" der Tangente im Punkte P~' an 
die Aufrißkurve steht daher auf dem Aufriß h~ einer beliebigen zweiten 
Hauptlinie ha der Normalebene v senkrecht. Eine beliebige Parallele zur 
Rißachse im Grundriß (z. B. durch N') kann als Grundriß h~ einer zweiten 
Hauptlinie ha der Normalebene v aufgefaßt werden. Sie schneidet n; und 
n~ in zwei Punkten V' bzw. N', deren Aufrisse V" auf n;' und N" auf 
n; den Aufriß h~' = [V"N"] dieser zweiten Hauptlinie ha festlegen. Auf 
dieser Geraden h~ steht t" senkrecht. 

Schließlich ist in Fig. 167 noch im Punkte R~. an k" die Tangente r nach 

der Methode der Tangentenebenen konstruiert. Weil e selbst eine Ebene ist, 
muß man nur die Spur der Tangentenebene der Drehfläche im Punkte Ra 
auf der Ebene e zeichnen. Dazu wurde die Ebene des tiefsten Parallel­
kreises der Fläche als Grundrißebene :7t1 gewählt und der Punkt Ra um die 
Drehachse z in den Hauptmeridian mo nach Ro gedreht. Die Meridian­
tangente t~ in R~ deckt sich dann mit der zweiten Spur und dem Aufriß 7:~' 
der Tangentenebene 7:0 in Ro (7:~ = t~). Deren durch H~ gehende lotrechte 
erste Spur geht bei der Rückdrehung von Ro nach Ra in die erste Spur 7:1 

der Tangentenebene 7: des Punktes Ra über. Die Spur 7:1 schneidet~ be­
reits in dem Horizontalspurpunkt H' der gesuchten Tangente r an k in Ra' 

deren Aufriß r" dann die Gerade [R~,H"] ist. 

59. Der schiefe Schnitt einer Drehfläche 

Als Drehfläche werde eine Ringfläche (ein Torus) gewählt. Ihre Meri­
diankurve (Hauptmeridian mo) ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt Mo nicht auf 
der Drehachse liegt. Der Kreis mo liegt in der Hauptmeridianebene tra. Istdie 
Drehachse z zur Grundrißebene senkrecht, so besteht der scheinbare Um­
riß des Torus im Aufriß aus den beiden (symmetrisch zu z" gelegenen) 
Meridiankreisen, und den beiden zur Rißachse parallelen Tangenten an 
diese Kreise (Fig. 170). Der Kreis, der die Mittelpunkte aller Meridian­
kreise trägt, heißt Mittenkreis des Torus. Er ha.t z als Achse und liegt 
zusammen mit dem Kehlkreis (= kleinster Parallelkreis) und dem Wulst. 
kreis (= größter Parallelkreis) in der Mittenebene ft (Jfquatorebene) des 
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Torus. Der höchste und der tiefste Parallelkreis, die beide zum Mittenkreis 
kongruent sind und sich im Grundriß mit ihm decken, trennen die Kehle 
(= innerer Teil) von dem Wulst (= äußerer Teil) der Ringfläche. 

Die Ringfläche entsteht auch durch Drehung einer Kugel um die Ring­
achse z, wobei der Kugelmittelpunkt den Mittenkreis des Torus beschreibt. 

5-·h: 

6' 

)1.* 

v.;' 
2 

~. 

4, 

~·ig. 1 iO. Schiefer ebener Schnitt keiner RIngfläche (Torus) samt Tangenten t und B an die 
SchnIttkurve k In den Punkten P (Normalenmethode) und R (Methode der Tangentenebenen) 
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Die Ringlläche ist dabei die Hülllläche dieser KWJelschar. Jede Kugel 
dieser Drehschar berührt die Ringfläche längs eines Meridiankreises. 

Der Torus soll nun mit einer gegen die z-Achse geneigten Ebene e geschnitten 
werden. Die Schnittebene e legen wir fest durch ihre Spurgerade f1. auf der 
Grundrißebene:Tt1 (= Ebene des tiefsten Parallelkreises) und ihren Schnitt­
punkt F mit der z-Achse (Fig. 170). 

Der Torus ist nach (54. Beisp. 3) eine algebraische Fläche 4. Ordnung, da 
er durch Rotation einer Kurve 2. Ordnung entsteht. Daher sind der ebene 
Schnitt k und seine beiden Risse k' und k" ebene algebraische Kurven 
4. Ordnung. Die Schnittkurve k ist bezüglich jener erstprojizierenden Ebene, 
die durch die Drehachse z geht und auf der Schnittebene 8 senkrecht 
steht, d. h. bezüglich der durch F gehenden Fallinie f der Ebene 8, 

symmetrisch. Daher zeigt ihr Grundriß k' gerade Symmetrie bezüglich des 
Grundrisses /' dieser Fallinie. Der Aufriß k" ist bezüglich f" schief sym­
metrisch (mit horizontalen Symmetriestrahlen). 

Zur Konstruktion der Scknittkurve k in den beiden Rissen kann man einen 
Seitenriß einführen, in dem 8 projizierend wird. Zeichnerisch ist es je­
doch bequemer, den Torus samt Schnittebene E um die z-Achse zu drehen, 
bis die gedrehte Schnittebene 80 zur Aufrißebene senkrecht steht. Bei 
dieser Drehung gelangt die durch den Punkt F gehende erste Fallinie I 
der Ebene 8 (ihr Grundriß /' = [F'G'] steht auf e1 senkrecht, ihr Aufriß 
f" = [F"G"] wird über den Grund- und Aufriß des Horizontalspurpunktes 
G von I gewonnen) in die Lage 10 = [FGo] , die zunächst im Grundriß 
I~ = [F'G~] und damit auch im Aufriß I~' = [F"G~] bestimmt ist. 

In der gedrehten Lage sind die Punkte 1 und 2, in denen die Fallinie I 
den Torus trifft, als Schnittpunkte 10 und 20 zwischen 10 und dem Haupt­
meridian mo im Aufriß unmittelbar zu ersehen. Beim Zurückdrehen wandern 
sie auf horizontalen Kreisen nach den Punkten 1 und 2 auf I. Wegen der 
Symmetrie der Schnittkurve k bezüglich der Fallinie I, die im Grundriß k' 
als Symmetrie bezüglich /' erscheint, hat k in den Raumpunkten 1 und 
2 horizontale Tangenten, die sich im Aufriß als Horizontale, im Grundriß 
a.ls zu e1 parallele Tangenten darstellen. Um beliebige weitere Punkte der 
Schnittkurve zu erhalten, legt man achsennormale, d. h. horizontale HilIs­
ebenen a. Jede solche Ebene schneidet den Torus in zwei Parallelkreisen 
Pl und P2' die Ebene 8 in einer ersten Hauptlinie~. Im Aufriß decken 
sie sich mit a". Im Grundriß erscheinen die Parallelkreise als Kreise p~ 
und P~ um z', deren Radien aus dem Aufriß zu entnehmen sind. Der Grund­
riß h~ der ersten Spurparallelen h1 ist zu e1 parallel und geht durch den Punkt 
3' auf /" der mit dem Punkt 3" = [h~, f"] auf einem Ordner liegt. (Bei 



232 XIII. Ebene Schnitte von Drehdäche.n 

schleifendem Schnitt bedient man sich des parallelgedrehten Punktes 30 
auf /0.) Die Schnittpunkte P', Q', R', S' von h~ und P~ bzw. P~ sind 
Punkte der Schnittkurve k' im Grundriß ; ihre auf h~' = 11" liegenden 
Aufrisse P", Q", R", S" sind die entsprechenden Punkte der Aufrißkurve k". 
Insbesondere werden durch die höchste Hilfsebene, die den Torus längs 
des höchsten Parallelkreises berührt, die höchsten Punkte H1 und Ha der 
Schnittkurve k festgelegt. Zugleich erkennt man, daß in Fig. 170 die tiefste 
Hilfsebene keine Schnittpunkte liefert. Der Punkt 2 auf der Fallinie / ist 
tiefster Punkt von k. Wählt man die Äquatorebene (Mittenebene p) des 
Torus als Hilfsebene, so erhält man auf dem Wulstkreis die Punkte W1 

und W 2' während der Kehlkreis in Fig. 170 keine Schnittpunkte trägt. 
Der Punkt 1 auf der Fallinie / ist der tiefste Punkt des Kehlteiles von k. 

Die Punkte W~ und W~ sind die Konturpunkte der Schnittkurve k' im 
Grundriß. Die Punkte H~ und H~ und zwei weitere (in Fig. 170 nicht be­
sonders bezeichnete) Punkte (Schnittpunkte der Aufrißspur [F"6"] von e 
mit dem linken Umrißmeridian m~) sind die Konturpunkte der Schnitt­
kurve k" im Aufriß. Diese Punkte klären die Sichtbarkeitsverhältnisse: 

Im Grundriß ist jener Teil der Schnittkurve k' zwischen W~ und W~ sicht­
bar, der auf der oberen Torushälfte liegt, im Aufriß jener Teil von k", der 
auf dem vorderen Wulstteil des Torus verläuft. 

Die Tangentenkonstruktion an die Schnittkurve k kann wieder nach 
zwei Methoden durchgeführt werden. Für die Tangente t im Punkte P 
ist die Normalenmethode, für die Tangente s im Punkte R die Methode 
der Tangentenebenen angewandt. 

Bei der Normalenmethode benötigt man die Normale nT der Ringfläche 
und die Normale ne der Schnittebene. nT ist die durch P gehende 
Erzeugende des Normalenkegels der Ringfläche. Die Spitze N dieses 
Normalenkegels liegt auf der Drehachse z. Ihr Grundriß N' deckt sich 
daher mit z', und der Grundriß n~ der Torusnormalen nT ist die Gerade 
[N' P']. Um den Aufriß N" zu erhalten, dreht man den Punkt P auf den 
Hauptmeridian mo in die Lage Po, für die die Torusnormale n

TO 
mit dem 

Radius [MoPo] des Umrißkreises zusammenfällt. Ihr Aufriß n~o = [M~' P~'] 
schneidet auf z" den Punkt N" aus, durch den der Aufriß n~ = [N" P"] 
der Torusnormalen nT von P geht. Der Grundriß n~ der Normalen ne 
auf die Schnittebene e steht auf der Grundrißspur el senkrecht, ihr Aufriß 
n~' auf der Aufrißspur €a oder auf irgendeiner, z. B. auf der durcc den Punkt 
F gelegten zweiten Spurparallelen. Die beiden Normalen n

T 
und 11.8 spannen 

die Normalebene v auf, auf der die gesuchte Tangente t der Kurve kin P 
senkrecht steht. Der Grundriß t' der Tangente steht daher auf dem Grund-
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riß v~ jeder ersten Spurparallelen VI' der Aufriß t" auf dem Aufriß v~' jeder 
zweiten Spurparallelen V2 der Normalebene V senkrecht. Um vI zu erhalten, 
legt man im Aufriß eine beliebige Parallele v~' zur Rißachse, z. B. in der 
Höhe des (in n1 liegenden) tiefsten Parallelkreises (v~' = n~'), und schneidet 
sie mit n~ und n~ in 7" und 8". Die Grundrisse 7' und 8' dieser 
Punkte 7 und 8 auf n~ und n~ (erste Spurpunkte von nT und ne auf nl) 

legen den Grundriß v~ = [7', 8'] der ersten Spurparallelen vI fest, womit 
der Grundriß t' ..L v~ der Tangente t in P gefunden ist. Entsprechend 
verfährt man, um ihren Aufriß t" zu erhalten. Der Grundriß v~ einer 
beliebigen zweiten Spurparallelen va (etwa die in n 2 liegende Parallele 
zur Rißachse durch N') schneidet n~ und n~ in den Punkten N' und 8', 
deren Aufrisse N" auf n~ und 8" auf n~' den Aufriß v~ = [N", 8"] dieser 
zweiten Spurparallelen festlegen. Auf v~ steht dann der Aufriß t" der 
Tangente t von k in P senkrecht. 

Um im Punkte R nach der Methode der Tangentenebenen die Tangente 8 

an die Schnittkurve k zu konstruieren, haben wir die Tangentenebene T 

an den Torus mit der Ebene e zu schneiden. In der parallelgedrehten Lage 
Ro ist die Tangentenebene TO zweitprojizierend und fällt im Aufriß mit der 
Tangente T~ im Punkt R~ an den Hauptmeridian mo zusammen. Ihre 
erste Spur T01' etwa in der Äquatorebene p des Torus, erscheint im Aufriß 
als ein Punkt, im Grundriß als ein Lot T~1 zur Rißachse. Die erste Spur Tl 

der Tangentenebene T des Punktes R wird nun dadurch gewonnen, daß man 
den Punkt Ro mitsamt seiner Tangentenebene TO in die ursprüngliche 
Lage R zurückdreht. T~1 kommt dabei nach T~. In der Äquatorebene p 
hat die Schnittebene e die durch den Punkt [) laufende Parallele [W~ W~] 
zu ~ als Spur. Ihr Schnittpunkt H mit Tl ist ein Punkt, der gleichzeitig der 
Tangentenebene T und der Schnittebene e angehört, also ein Punkt der 
gesuchten Tangente 8. Im Grundriß ist er als Schnittpunkt B' von T~ mit 
der Geraden [W~ W~] sofort zu ersehen, im Aufriß liegt er als Punkt H" 
auf T~' = p". Dann ist [H' R'] = 8' die Tangente an den Grundriß k' und 
[H" R"] = 8" die Tangente an den Aufriß k" der Schnittkurve k im 
Punkte R. 



XIV 

Durchdringung von zwei Drehflächen 

60. Das allgemeine Verfahren zur Konstruktion 

der Durchdringungskurve zweier Flächen 

Die Durchdringungskurve k zweier Flächen fP und "P kann punktweiBe nach 
folgendem allgemeinem Verfahren konstruiert werden. 

Man wählt eine Schar geeigneter HiljBflächen (1, die beide Flächen fP und 

"P schneiden. Ist k", die Schnittkurve einer solchen Hilfsfläche (1 mit der 

Fig. 17 J. Allgemeine Konstruktion 
der Durehdrlngunl8kurve k zweier 
Flächen 'P und '1'. Eine Schar von 
Bllfsflächen t1 schneidet., und 'I' 

In Kurven ktp und "". deren 
Schnittpunkte P auf der Durch­
dringung k von 'P und 'I' liegen 

ersten Fläche fP und k", die Schnittkurve der 
gleichen Hilfsfläche (1 mit der zweiten Fläche 
"P, dann schneiden sich diese Kurven k", und 
k", in gewissen Plmkten P, die zugleich auf 
der Fläche fP und auf der Fläche "P liegen, 
d. h. in Punkten P der gesuchten Durch­
dringungskurve k (Fig.I71). Aus konstruk­
tiven Gründen kommen dabei nur solche 
Hilfsflächen (1 in Betracht, die möglichst 

einfache Schnittkurven k", und k"" d. h. in 
erster Linie Geraden oder KreiBe, liefern. 
Kreise werden dabei nur dann mit Vorteil 
verwendet, wenn sie sich als Strecken oder 
wieder als Kreise projizieren. Als Hilfs­

flächen (1 wählt man daher hauptsächlich 
geeignete Hilfsebenen oder Hilfskugeln. 

Hat man so eine genügende Anzahl Punkte P der Durchdringungs­
kurve k gefunden, dann ist es im Interesse einer möglichst genauen Zeich. 
nung des Kurvenverlaufs zweckmäßig, in einzelnen Kurvenpunkten 
auch die Tangente an die Kurve k zu konstruieren. Dazu hat man die be. 
reits in 58. beschriebenen zwei Methoden zur Tangentenkonstruktion zur 
Verfügung, nämlich die Normalenmethode, die allerdings mit Vorteil nur 
bei Drehflächen anwendbar ist, und die Methode der Tangentenebenen, die 
allgemeiner Anwendung fähig ist. 
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61. Die Durchdringung zweier Drehzylinder 
mit sich schneidenden Achsen 

Die beiden Drehzylinder q; und "P, deren Achsen a bzw. b sich in einem 
Punkt M schneiden, können ohne Verlust an Allgemeinheit in einer solchen 
Lage zu den Rißtafeln angenommen werden, daß die von den Achsen 
aufgespannte Ebene zur Aufrißebene parallel ist und daß überdies die Achse 
a auf der Grundrißebene senkrecht steht. 

Wir behandeln zunächst den Sonderfall, daß beide Drehzylinder 
gleichen Radius haben, und begnügen uns damit, die Durchdringungskurve k 
dieser beiden Flächen lediglich im Auf-
riß zu konstruieren (Fig. 172). Die 
Raumkurve k ist algebraisch und von 
4. Ordnung. Da sich aber die beiden 
Drehzylinder in zwei (vor und hinter 
M gelegenen) Punkten berühren, hat 
die Raumkurve zwei Doppelpunkte und 
zerfällt somit nach (54. Satz 9) in zwei 
Kegelschnitte, d. h. da diese Kurven 
auf Drehzylindern liegen, in zwei 
Ellipsen~, ~. Außer den beiden Doppel­
punkten, die sich im Aufriß mit M" 
decken, gehören auch die in der Ver­
bindungsebene [a, b] der beiden Achsen 

Fig. 172. Zwei DrehzylInder 'P, 'P mit 
sich schneidenden Achsen a, bund 

gleichem Radius schneiden sich In zwei 
liegenden Schnittpunkte U1, U2 und VI' Ellipsen e"e. In orthogonalen Ebenen 

V 2 der Konturerzeugenden der beiden 
Zylinder der Schnittkurve k an. Da ferner die Ebene [a, b] eine ge­
meinsame Symmetrieebene der beiden Zylinder und d.a.mit auch ihrer 
Schnittkurve k ist, ist jeder Punkt der Aufrißkurve k" Aufriß von zwei 
bezüglich dieser Ebene symmetrischen Punkten von k. Jeder Punkt 
der Aufrißkurve ist also doppelt zu zählen, weshalb die Aufrißkurve k" 
eine doppeltüberdeckte Kurve 2. Ordnung ist. Wegen des (doppeltüber­
deckten) Doppelpunktes M" zerfällt k" zudem in 2 Geraden e~', e~, 
nämlich in die Diagonalen des von den Konturerzeugenden der Zylinder 
gebildeten Rhombus. Diese Geraden, und damit auch die Ebenen der 
heiden Ellipsen el , ~ im Raum, stehen somit aufeinander senkrecht. 
Also gilt 

Satz 1: Die Durchdringungskurve k zweier Drehzylinder, deren Achsen 
sich schneiden, zerfällt, wenn die Zylinder gleiche Radien haben, in zwei 
Ellipsen, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen. 
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Dabei haben wir, gestützt auf (54. Bem.2), Gebrauch gemacht von 

dem folgenden 

Satz 2: Wird eine algebraiBche Raumkurve 2n-ter Ordnung k 80 in eine 
Ebene Jl projiziert, daß in der Projektion je zwei Punkte der Raumkurve in 
einen einzigen Punkt zusammenfallen, d. h. die Projektion der Raumkurve 
doppelt überdeckt wird, dann ist der Riß der Raumkurve in Jl eine, ebene 

algebraische Kurve der Ordnung n. 

Nun behandeln wir unter sonst gleichen Voraussetzungen den allge­
meineren Fall, daß die beiden Drehzylinder mit sich schneidenden Achsen a 
und b verschiedene Radien haben. Der Radius des Zylinders q; mit verti­
kaler Achse a sei der größere, so daß der Zylinder"" den Zylinder q; durch­
bohrt (Fig. 173). Die Durchdringungskurve k ist eine algebraische Raumkurve 
4. Ordnung, die aus zwei getrennten (unebenen) Zweigen k1 und k2, den 
Randkurven der Bohrungen, besteht. Der Grundriß k' der Raumkurve k 
gehört dem Basiskreis des Zylinders q;, der Kreuzriß k'" dem Basiskreis 
des Zylinders "" an. Aber auch im Aufriß halbiert sich die Ordnung der 
Raumkurve: Wegen der Symmetrie der Figur bezüglich der Ebene [a, b] 
projiziert sich k im Aufriß als doppeltüberdeckte ebene Kurve der Ord­
nung 4/2 = 2, d. h. als doppeltüberdeckter Kegelschnitt k". 

Um die Art dieses Kegelschnitts zu bestimmen, bedient man sich 
folgender Tatsache: 

Satz 3: Die Fernpunkte der Durchdringungskurve zweier Flächen bleiben 
ungeändert, wenn eine der beiden erzeugenden Flächen 

1. paralJel verschoben oder 
2. zentrisch ähnlich vergrößert oder verkleinert wird. 

Beweis: Bei diesen Umformungen bleiben alle Fernpunkte des Raumes /68t, also 
auch die Fernkurven der beiden Flächen und die Fernpunkte ihrer Durchdringungs­
kurve. 

Verkleinert man nun den Zylinder q; aus dem Zentrum M heraus ähn­
lich, bis sein Radius r., gleich dem Radius rop des Zylinders"" ist, dann 
liegt der in Fig. 172 behandelte Sonderfall vor. Die Aufrißkurve k" geht 
bei dieser zentrischen Ähnlichkeit in das orthogonale Geradenpaar ~,u2 
über. Da diese Geraden dieselben Fernpunkte wie k" haben, ist die Auf­
rißkurve k" ein Kegelschnitt mit zwei reell-verschiedenen Fernpunkten, 
d. h. eine Hyperbel, und zwar eine gleichseitige Hyperbel, da Ul und ~ auf­
einander senkrecht stehen. Aus Symmetriegründen ist M" der Mittelpunkt 
der Aufrißhyperbel, und daher geben die Geraden u1 und u 2 nicht nur ihre 
Asymptotenrichtungen an, sondern sie sind die Asymptoten selbst. 
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Zur Konstruktion einiger Punkte der Aufrißkurve k" legt man geeignete 
Hilfsflächen, die beide Zylinder in einfachen Kurven schneiqen. Schnitt­
punkte dieser Kurven sind dann Punkte der Durchdringungskurve. 

X'2 b' 

+ 

ly' 
€'-e, 

(el' 

«'Ig. 173. Durchdr[ngungskurve k zweier DrehzylInder '1'," mit sich senkrecht schneidenden 
Achsen a, bund verschiedenen Rad[en (algebra[sche Raumkurve 4. Ordnung, die [m Auf­

r[ß a[s doppeltüberdeckte gleichseitige Hyperbel erscheint) 

Als solche Hilfsflächen kann man eine Sc1w.r von Hilfsebenen e wählen, 
die beide Zylinder in Erzeugenden fnt, m2 bzw. ~,n2 schneiden. Dazu 
müssen die Hilfsebenen zu den beiden Zylinderachsen a und b, d. h. zur A uf­
rißebene parallel sein. Nach diesem Verfahren sind in Fig. 168 unter Ver-

wendung des Kreuzrisses die Punkte P~/, P~' und ~/, ~' konstruiert. 
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Insbesondere liefert jene Hi1fsebene (e), die den Zylinder 1jJ längs der vorder­
sten Erzeugenden berührt, die Scheitel A", B" der Aufrißhyperbel. 

Eine zweite Methode benutzt eine Schar von Hilfskugeln "um den Achsen­
schnittpunkt M. Jede derartige Kugel schneidet sowohl den Zylinder q; 
wie den Zylinder 1jJ in je zwei achsennormalen Kreisen. Die Schnitt­
punkte von je zweien dieser Kreise sind Punkte der Durchdringungskurve k 
im Raum. Die Kontur einer solchen Hilfskugel " im Aufriß ist ein Kreis 
um M" von beliebigem Radius, während die Schnittkreise mit den beiden 
Zylindern sich als die achsennormalen Sehnen dieses Kreises, die zwischen 
den Konturerzeugenden der Zylinder liegen, darstellen. Die vier Schnitt­
punkte dieser beiden Sehnenpaare sind Punkte der Aufrißhyperbel k" 
der Durchdringungskurve k. Nach diesem Hilfskugelverfahren sind in 

Fi~. 173 die Punkte Q~,Q~ und Q~,Q~ konstruiert. 

Eine Hi1fskugel, deren Radius kleiner ist als der große Zylinderradius r'P' 
liegt ganz im Innern des Zylinders q; und schneidet, reell gesehen, den 

Zylinder q; nicht mehr. Eine Hi1fskugel,derenRadiusgrößeristals Vr: + r:, 
schneidet zwar beide Zylinder nach reellen Kreisen, aber diese Kreise 
haben keine reellen Schnittpunkte mehr. Trotzdem kann man das Ver­
fahren der Hi1fskugeln im Aufriß rein planimetrisch auch für größere 

Radien fortsetzen und erhält dadurch reelle Punkte R~/, R~' und ii~/, ii~/, 
die zwar außerhalb der Konturerzeugenden beider Zylinder liegen, aber 
der nach außen fortgesetzten Aufrißhyperbel k" angehören. Diesen Sach­
verhalt hat man sich folgendermaßen geometrisch zu erklären: Dem 
reellen Punkt R~' z. B. entsprechen im Raum zwei konjugiert komplexe 
Punkte der Raumkurve k. Ihre Verbindungsgerade ist reell und steht 
auf der Aufrißebene senkrecht. Der Punkt R~' ist dann der reelle Spur­
punkt dieser Geraden in der Aufrißebene, also der reelle Normalriß zweier 
sich überdeckender konjugiert komplexer Punkte der Durchdringungskurve k. 

Die Tangente t" in einem Punkt der Aufrißhyperbel k" konstruiert man 
am einfachsten nach der Normalenmethode. Diese ist in Fig. 173 für den 
Punkt P~' durchgeführt. Die Normale n'P des Zylinders q; steht im Raum 
auf der Achse a, die Normale n'l' des Zylinders1jJ auf der Achse b senkrecht. 
Dasselbe gilt auch für die Aufrisse: n; 1. a" und n~ ..1 b". Die Schnitt­
punkte N 'P und N'I' dieser Normalen mit den Achsen liegen in der zur Aufriß­
ebene parallelen Ebene [a, b], so daß die Gerade [N ~ '1'] eine zweite Haupt­
linie "2 der Normalebene ,,= [n'P' n'l'] der Durchdringungskurve k und 
t·~ = [N; N~] ihr Aufriß ist. Auf ,,~ steht deshalb die Tangente t" im 
Punkte P~ von k" senkrecht. 
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Als Anwendung wollen wir den besonderen (konvexen) Körper ~ mit 
dem Mittelpunkt 0 behandeln, dessen Grund-, Auf- und Kreuzriß Fig. 174 
zeigt. Der Anfänger hat zunächst einige Mühe, sich eine Vorstellung von 

Flg. 174. Konvexer Körper~. de8sen GrundrIß ~'. Aufriß ~ .. und Kreuzriß ~ ... zueinander kongruent 
81nd (Le8eübung). 

diesem Körper ~ zu verschaffen. Man erkennt aber aus den drei gezeichneten 
kongruenten Kreisen, daß es sich um die Durchdringungsfigur von drei 
(massiven) Drehzylindern mit gleichem Radius r handelt, deren Drehachsen 
x,y,z den Punkt 0 = (0',0",0''') enthalten und zu den drei Bildebenen n 1 

(Grundrißebene), n 2 (Aufrißebene), ns (Kreuzrißebene) normal sind. Die 
Oberflächen dieser drei untereinander kongruenten Drehzylinder durch­
dringen sich paarweise, weil ihre Drehachsen sich orthogonal schneiden, nach 
je zwei Ellipsen, deren Ebenen jeweils auf einer Projektionsebene normal 
sind und die daher in dem betreffenden Riß als orthogonale Paare von 
( doppeltüberdeckten) Geraden erscheinen. Die Halbachsen der sechs Ellipsen 
haben die Längen 

(I) 

Allerdings sind an der Begrenzung des Körpers ~ nicht die vollen Durch­
dringungsellipsen beteiligt, sondern jeweils nur zwei symmetrische Bogen­
stücke, deren Endpunkte ein Rechteck mit den Seitenlängen 2r und r V2 
bilden. 

Um diese Verhältnisse noch etwas besser zu erkennen, sind in Fig. 175 
in den drei Rissen neben dem konvexen Körper ~ auch noch die drei ihn 
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erzeu6enden Drehzylinder CI'C2,CS samt ihren Drehachsen x,y,z und ihren 
secM vollständigen Durchdringungsellipsen dargestellt. Man erkennt z. B., 
daß sich die beiden Drehzylinder Cl und C 2 in den beiden Ellipsen el und e2 

durchdringen. Die Ellipse el besitzt die große Achse Al BI' die Ellipse e2 

die große Achse A 2 B 2 ; beide Ellipsen haben die gemeinsame kleine Achse 
CD. Man bestätigt auch an der Figur leicht die Formeln (I). Die Ellipse el 

verbindet der Reihe nach die acht Punkte (Al 8 C 6 BI 2 D 4 Al)' die 
Ellipse es geht reihum durch die acht Punkte (A 2 7 C 5 B 2 1 D 3 A s)' Aber 
nur die beiden Bogen (8 (' 6) und (2 D 4) der Ellipse el und die beiden 
Bogen (7 C 5) und (1 D 3) der Ellipse e2 liegen innerhalb des Zylinders Cs 

." 

I---r-_- r----.< 

.. ' 
Flg. 175. Der konvexe Körper ~ aus Flg. 174 als Durchdrlngungsftgur der achsen parallelen kongruenten 
DrehzylInder C" CI, CI' die sich In 12 Ellipsenbogen schneiden, welche den 6 Durchdringungs-Ellipsen der 
Zylinder angehören. Je drei Ellipsenbogen stoßen In den 8 Ecken eines Würfels (1,2,3,4, S, 6, 7, 8) 
zusammen, Je 2 Ellipsenbogen kreuzen sich In 6 Ecken, die paarweise auf der Z', 1/' und .-Achse lieKen. 

und sind daher als krumme Kanten an der Berandung des Körpers ~ be­
teiligt. Insgesamt haben so an der Berandung des von den drei Drehzylindern 
Cl' C2 ,C 3 begrenzten Körpers ~ zwölf untereinander kongruente Ellipsen­
bogen teil. Diese Ellipsenbogen stoßen zu je dreien in acht Punkten 
(1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8) zusammen, welche Ecken des Körpers ~ sind. Diese 
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Ecken bilden die Figur eines W ürlels, dessen zwölf Kanten zu je vieren als 
Mantellinien den drei Zylindern C1'C 2,C3 angehören. Verbindet man dia­
metrale Ecken, so erhält man in jeder der sechs Ellipsen zwei Durchmesser, 
welche zueinander konjugiert sind. Z. B. trägt die Ellipse el die diametralen 
Ecken 4 und 6 sowie 2 und 8, welche zu den beiden Durchmessern [4, 6] und 

[2, 8] gehören; diese sind gleichlang und außerdem zueinander konjugiert, 
weil ihre Aufrisse [4', 6'] und [2', 8'] im kreisförmigen Aufriß e~ von el 

zueinander orthogonal sind. 
Außer diesen acht, von je drei Ellipsenbogen gebildeten Körperecken 

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) gibt es noch sechs weitere (in Form eines Oktaeders 
angeordnete) Körperecken, welche (wie C und D) als Endpunkte der kleinen 
Achsen der Schnittellipsen jeweils Treffpunkte von je vier Kanten (halben 
Ellipsenbogen) sind. Der Körper ~ besitzt also insge8amt e = 14 Ecken, die 
durch k = 6·4 = 24 krummlinige Kanten verbunden sind. Er wird von insge-

z 

y 

Flg. 176. Schiefaxonometrlsches Blld~' des konvexen Körpers!i!. Die Schnitte/llpsen dcr Begrenzungs· 
;;yilnder haben je zwei Diagonalen des WllrfeJs (1, 2, 3, 1,5,6,7,8) als konjugierte Durchmesser. 

7311 S t r u b eck e r, Geometrie 16 
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samt f = 12 untereinander kongruenten viereckigen krummen Seitenflächen be­
grenzt, welche zu je vier einem der drei Zylinder C1>C2,C3 angehören. Die 
Anzahl e der Ecken, k der Kanten und f der Flächen des konvexen Körpers 
genügt der aus 32. bekannten EULERSchen Formel 

e-k+f=2, 

die also nicht bloß für konvexe Polyeder (mit ebenen Seitenflächen und 
geradlinigen Kanten) gültig ist. 

Mit Hilfe dieser Feststellungen ist es nun sehr leicht, einen Schrägriß, 
ein axonometrisches Bild oder einen Schnellriß des Körpers zu zeichnen. Es 
genügt, sich das betreffende Bild des Würfels der acht Ecken (1,2,3,4,5,6,7,8) 
zu verschaffen. Ist 0 der Mittelpunkt dieses Würfels, so sind die sechs (sich 
in 0 schneidenden) Paare von Würfeldiagonalen 

[(1,7)(2,8)], [(3,5)(4,6)]; [(1,7)(4,6)], [(2,8)(3,5)1; [(1,7)(3,5)], [(2,8)(4,6)] 

jeweils Paare konjugierter Durchmesser der sechs untereinander kongruenten 
Schnittellipsen der Zylinder C1>C 2 ,C3• Die Ebenen der beiden ersten Ellipsen 
enthalten die x.Achse, die Ebenen der beiden mittleren Ellipsen enthalten 
die y-Achse und die Ebenen der beiden letzten Ellipsen, die wir oben mit el 

und e2 bezeichnet haben, enthalten die z-Achse. 
Die Fig. 176 zeigt ein nach diesem einfachen Verfahren hergestelltes 

schiefaxonometrisches Bild des konvexen Körpers~, das auf das POHLKEsche 
Dreibein (O·,X·, P, Z·) gestützt ist. 

Die Fig. 177 zeigt einen nach derselben Methode konstruierten Normalriß 
des konvexen Körpers ~, den man z.B. als Grundriß ~' von ~ auffassen 
kann, wobei als Projektionsrichtung p die Richtung der Diagonalen p = [3,5] 
gewählt ist und die Bildebene n zu p normal ist. Der Würfel der Ecken 
(1,2,3,4,5,6,7,8) hat dann als Bilder seiner zwölf Kanten die Seiten und 
Halbdiagonalen eines regelmäßigen Sechsecks. Die drei Ellipsen, welche die 
projizierende Diagonale [3,5] als Durchmesser enthalten, erscheinen dabei 
als doppeltüberdeckte Strecken auf den Bildern x', y' , z' der Koordinaten­
achsen. Die restlichen drei Ellipsen haben als Grundrisse drei zueinander 
kongruente Ellipsen, für welche die Paare der Sechseckdiagonalen 

[(1',7') (2',8')], [(1',7') (4',6')], [(4',6') (2',8')] 

konjugierte Durchmesser sind. Weil diese Paare konjugierter Durchmesser 
(z.B. der Ellipse e~) gleiche Länge haben (0'6'=0'8'), sind ihre Winkel­
halbierenden die Hauptachsen; außerdem entsprechen ihnen in der ausFig. 24 
bekannten orthogonalen Affinität der Ellipse zu ihrem großen Scheitelkreis 
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jene heiden orthogonalen Kreisdurchmesser, welche gegen die (horizontale) 
große Achse von e~ unter Winkeln von 45° geneigt sind. Nach der Papier­
streifenkonstruktion (Fig.25) schneidet daher die durch den Punkt 6' 
gelegte 45°-Gerade die beiden Hauptachsen der Ellipse e~ in Punkten Q 
und R so, daß 0' A = R6' =a und 0' Z' =Q6' =b die Halhachsenlängen a 
und b der Ellipse e~ sind. 

z' 

7' 

)(' 

I' 

..... " ..... \.\ 

., 

......~A 

0!4=R6~a 
dz~Q(j=b 

•... 

J 
...... /i 

Fig. 177. Normalriß ~'des konvexen Körpers S~. Projektion.rlchtung p ist die Würfeldiagonale p ~[3.51. 
DIe BIldebene ist zu p normal. 

Die drei sichtbaren Bogen dieser Ellipsen decken sich im Grundriß fast mit 
den Schmiegkreisen der Ellipsengrundrisse in den Scheiteln X', Y', Z'. Die 
drei Paare paralleler Seiten des Sechsecks bilden die scheinbaren ersten 

Umrisse der drei den Körper ~ erzeugenden Drehzylinder ,"1',"2',"3' 
Die Fig. 178 zeigt schließlich noch einen nach dem Einschneideverfahren 

(mittels der Einschneiderichtungen p' und pli) konstruierten 8chnellriß des 
sichtbaren Teiles des konvexen Körpers ~. Grundriß ~' und Aufriß ~" 
von ~ sind in gleichem Maßstab gezeichnet und zeigen die acht Ecken 
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) des eingeschriebenen Würfels, die auf den drei Ko­
ordinatenachsen liegenden sechs Ecken X, X; Y, Y; Z, Z sowie die sie ver­
bindenden 12 Ellipsenbogen. Der Schnellriß zeigt nur die sichtbaren Teile 
dieser Figuren. Die sechs 8chnittellipsen der drei Zylinder '1"2',"3 können 

w* 
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+ 

ZS 

z' 

pI! 
3'=7' A' 

Flg. 178. Konstruktion des Schnellrisses !i!' des konvexen Körpers ~. Ermittlung der (sichtbaren) 
Ellipsenbogen seiner Begrenzung, der Umrlßerzeugenden der drei Ihn begrenzenden DrehzylInder und der 
insgesamt 12 Konturpunkte auf den einzelnen Ellipsenbogen. 
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im Schnellriß leicht gezeichnet werden, weil man ihre in den Würfeldiago­
nalen liegenden Paare von konjugierten Durchmessern kennt. Z. B. besitzt 
der Ellipsenbogen e1 =(6,Z,8) die beiden konjugierten Halbmesser [06] 
und [08], ebenso der Ellipsenbogen e3 = (1, Y,6) die konjugierten Halb­
messer [01] und [06]. 

An der Kontur des Schnellrisses ~, des Körpers ~ sind neben gewissen 
Teilen der sechs Umrißerzeugenden der drei Zylinder C1,C2,C3 auch noch 
gewisse sie verbindende Bogen der Schnittellipsen beteiligt. Dabei entsteht 
im Schnellriß das Problem der Konstruktion der zwölf Berührpun1cte dieser 

Ellipsen mit den sechs Konturerzeugenden der drei Zylinder C1,C2,C3• Wir 
wollen als Muster diese Berührpun1cte für die Schnell risse e~ und e~ der beiden 
Ellipsenbogen e1 = (6, Z, 8) und es = (1, Y, 6) konstruieren. 

Der Ellipsenbogen e~ = (1' P6') berührt z. B. den Schnellriß .m~ der 
Konturerzeugenden m 1 des vertikalen Zylinders C3 in einem Punkt U', 
dessen Grundriß U' auf dem Kreis e~ und auf dem zu p' normalen Kreis­
durchmesser liegt. Sein Aufriß U" kann leicht auf dem Kreis e~ durch 
übertragen der aus dem Grundriß bekannten (positiven) y-Koordinate Yu 
des Punktes U gefunden werden. Durch Einschneiden in den Richtungen p' 
und pli erhält man aus U' und U" den auf der vertikalen Umrißerzeugenden 

m~ liegenden Konturpun1ct U' des Ellipsenbogens e~. 
Auf die gleiche Art kann man jenen Punkt va konstruieren, in dem der 

Ellipsenbogen e~ = (6' Z'8') den Schnellriß m~ der Konturerzeugenden m 2 des 
x-parallelen Zylinders Cl berührt. Das Lot auf p" in 0" schneidet den 
Kreis e~ in den zusammenfallenden Aufrissen V" = m~ von V und m 2• Der 
Grundriß V' liegt auf dem Kreisdurchmesser e; und besitzt die aus dem 
Aufriß bekannte (negative) y-Koordinate Yv' Durch Einschneiden erhält 
man aus V' und V" den auf m~ liegenden Konturpun1ct va der Ellipse e~. 

Die Ellipse e~ berührt auch den Schnellriß m~ der Konturerzeugenden m 3 

des y-parallelen Zylinders C2 in einem Punkt W'. Diesen könnte man mit 
Hilfe eines (nach dem Muster von Fig. 117 zu zeichnenden) Kreuzrisses ~'" 
des Körpers ~ nach dem eben zweimal angewandten Verfahren ermitteln. 
Man kann diesen Kreuzriß (der zudem einen neuen Maßstab aufweist) ver­
meiden, indem man an den Grundriß einen Seitenriß anhängt, dessen Achse 
XI3 = x' ist. Man braucht dann den Seitenriß p'" des zum Schnellriß ge­
hörenden Sehstrahls p = [0, P], dessen Grundriß p' und Aufriß p" sich mit 
den beiden durch 0' und 0" gelegten Einschneiderichtungen decken. Nach 
(spezieller) Wahl des Aufrisses P" von P auf p" erhält man (durch über­
tragen der y-Koordinate von P") auf p' den Grundriß P' von P. Aus P' 
und P" ergibt sich durch übertragen der wegfallenden z-Kote von pli der 
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Seitenriß P'" von P und der Seitenriß p'" = [0'" P"'] des Sehstrahls p. Der 
Seitenriß C~' des y-parallelen Zylinders C2 deckt sich mit dem Kreis C~. Der 
zu p'" normale Durchmesser schneidet dann C~' im (projizierenden) Seiten­
riß m~' der y-parallelen Konturerzeugenden ms von C2 , deren Grundriß m~ 
durch m~' geht und parallel zu y' ist. Ihr Aufriß m~ ist zu y" parallel und 
hat von y" denselben z-Abstand wie m~' von x13. Der Konturpunkt W des 
Ellipsenbogens el hat nun den Schnittpunkt W' der Geraden e~ mit m~ als 
Grundriß und den Schnittpunkt W" des Kreisbogens e~ mit m~ als Aufriß. 
Durch Einschneiden ergibt sich aus W' und W" der Schnellriß WB des 
gesuchten Berührpunktes des Ellipsenbogens e~ mit der (y-parallel durch 
WB laufenden) Konturerzeugenden m~ von C 2. 

Weitere Konturpunkte der sichtbaren Ellipsenbogen liegen in deren 
Schnittpunkten mit den Mantellinien m l , m 2, ms sowie mit den dazu bezüg­
lich 0 symmetrischen Mantellinien 1n1,1n2,1nS' deren Grund- und Aufrisse 
uns sämtlich bekannt sind. Zu jedem Konturpunkt existiert dabei ein bezüg­
lich OB symmetrischer Konturpunkt; so sind zu UB, V·, WB bezüglich O· 
symmetrisch die Konturpunkte U·, VB, WB. 

62. Die Durchdringung eines Drehzylinders 

mit einem Drehkegel bei sich schneidenden Achsen 

Der Drehzylinder fP habe die vertikale Achse a, der Drehkegel "P die hori­
zontale A~hse b, und 0 sei der Schnittpunkt dieser Achsen. Die Durch­
dringungskurve k ist eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung, die aus zwei 
getrennten unebenen Zweigen k1 und k2 besteht (Fig. 179). Ihr Grundriß 
k' deckt sich mit einem Teil des Basiskreises des Zylinders fP (k' = doppelt 
überdeckte Kurve 2. Ordnung). Auch im Aufriß projiziert sich k wegen 
der Symmetrie bezüglich der Ebene [a, b], die zur Aufrißebene parallel 
ist, als ein doppelt überdeckter Kegelschnitt k". Ihr Kreuzriß k'" dagegen 
ist eine nicht zerfallende ebene algebraische Kurve 4. Ordnung, die aus zwei 
ovalen Zweigen k~" und k~" besteht. 

Der Aufriß k" der Durchdringungskurve k erweist sich als eine Hyperbel. 
Verkleinert man nämlich den Drehzylinder fP von 0 aus zentrisch ähnlich, 
bis er als Drehzylinder fPo im Punkte M und einem zweiten bezüglich 
der Ebene [a, b] dazu symmetrischen Punkte den Kegel"P berührt, dann 
zerfällt die Durchdringungskurve 4. Ordnung ko vonfPo und "P in zwei Ellipsen, 
die sich im Aufriß als die beiden Geraden u1, u2 (Diagonalen des Kon­
turvierecks von fP~ und "P") projizieren. Da die zentrische Ähnlichkeits­
transformation das Unendlichferne nicht ändert, hat die Aufrißkurve k" 
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zweiter Ordnung nach (61. Satz 3) zwei reell verschiedene Fernpunkte, ist 
also eine Hyperbel. Die Geraden ~, U2 geben dabei die Richtungen ihrer 
Asymptoten an. Da ihr Schnittpunkt M" zugleich der Mittelpunkt der 

k'ig. 179. Durchdringungskurve keines DrehzylInders tp und eines Drehkegels " mit sich 
eenkrecht schneidenden Achsen a. b (algebraische Raumkurve 4.0rdnuni. die Im Aufriß 

als doppeltüberdeckte Hyperbel erscheint) 
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Hyperbel ist (es ist nämlich M"A" = M" B", ,"'obei A" und B" die 
Scheitel der Hyperbel sind, die man aus den bezüglich M' symmetrischen 
Punkten A' und B' im Grundriß sofort gewinnt), so sind u1 und U2 sogar 
die Asymptoten der Aufrißhyperbel selbst. 

Zur Punktkonstruktion der Durchdringungskurve k im Aufriß und im 
Kreuzriß hat man wieder zwei Methoden zur Verfügung. Entweder wählt 
man eine Schar 'von Hil/sebenen, die zur Zylinderachse a parallel sind und 
durch die Kegelspitze S gehen, oder eine Schar von Hil/skugeln um den 
Achsenschnittpunkt 0 der beiden Flächen. 

Das, Hilfsebenenverfahren ist für die Punkte P durchgeführt. 
Die beliebig durch die Kegelspitze S gelegte erstprojizierende Ebene B 

schneidet den Zylinder in zwei Erzeugenden m1 und m2, den Kegel 
in zwei Erzeugenden 11,1 und 11,2' Diese fallen im Grundriß mit B' = ~ 
zusammen und können leicht in den Kreuzriß und in den Aufriß übertragen 
werden. Die Geradenpaare ~, m2 und 11,1' 11,2 schneiden sich in den 4 Punk-

ten PI' P2 , PI' P2 , deren Aufriß und Kreuzriß Punkte der Aufrißkurve k" 
bzw. Kreuzrißkurve k'" sind. Insbesondere führt die HiIfsebelle, die den 
Kegel längs der vordersten Erzeugenden berührt, zu den Scheiteln A" 
und B" der Au/rißhyperbel, die aus Symmetriegründen a.uf b" liegen. Die 
HiIfsebene durch die Kegelachse b schneidet den Zylinder und den Kegel 
in den Konturerzeugenden der beiden Flächen bezüglich des Aufrisses, 
deren Schnittpunkte zu den höchsten und tiefsten (reellen) Punkten der 
Aufrißkurve k" und der Kreuzrißkurve k'" führen. 

Das Hilfskugelverfahren, das Kugeln um 0 mit beliebigen Radien 
verwendet, ist in Fig. 179 für die Konstruktion der Punkte Q im Aufriß 
ausgeführt. Die Kugel Y. schneidet beide Flächen in achsennormalen 
Kreisen, deren Aufrisse Sehnen des Konturkreises der Kugel "sind. Sie 

schneiden sich in den vier Punkten Q~', Q~', Q~', Q~' der Aufrißhyperbel k". 
Über den Grundriß findet man dann auch leicht den Kreuzriß dieser 
Punkte. 

Auch hier ergeben sich bei genügend großem Radius der Hilfskugel 
reelle Punkte der Aufrißkurve (z. B. Q~'), denen im Raum keine reellen 
Punkte der Durchdringungskurve entsprechen. Sie sind als doppelt über­
deckte reelle Projektion von zwei konjugiert komplexen Punkten Q der räum­
lichen Durchdringungskurve anzusehen. 

Die Tangente t im Punkte Q2 der Durchdringungskurve k konstruiert man 
wieder am einfachsten nach der Normalenmethode. Die Normale 11,'1' des 
Zylinders (jl ist das Lot von Q2 auf die Achse a (Lotfußpunkt Nq»' Die 
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Normale n", des Kegels 11' ist die durch Q2 gehende Erzeugende des Normalen­
kegele von 11' (Spitze des Normalenkegels N",). Beide lassen sich im Aufriß 
und im Kreuzriß leicht einzeichnen. Um N", = N~ zu gewinnen, hat man den 
Punkt Q2 um die Acll'Se b auf die Konturerzeugende des Kegels nach 
Q20 = Q~o zu drehen und in diesem Punkt die mitgedrehte Normale 
n",o = n~o senkrecht zur Konturerzeugenden von 11' zu zeichnen. Diese 
schneidet aus b" den Aufriß der Spitze N", = N~ des Normalenkegels aus. 
Da die Punkte Ntp und N", in der Aufrißebene liegen, ist ihre Verbindungs. 
gerade "2 die Aufrißspur der von ntp und n", aufgespannten Normal-
b A f " [N"N"] h d· T " Tc'" Q" k e ene". U"2 = tp '" ste t le angente t von m 2 sen -

recht. Um ihren Kreuzriß t'" zu finden, zeichnen wir mit [N~K"] = ,,~' 
den Aufriß und mit [N;' K"'] = ,,;' den zugehörigen Kreuzriß einer belie­
bigen dritten Spurparallelen "3 der Normalebene ". Dann steht t"' auf 
,,;' senkrecht. Oder wir übertragen den Vertikalspurpunkt V der Tan­
gente t aus dem 'Grundriß (V' = [t', x12]) in den Aufriß (V" auf t") 

und in den Kreuzriß (V'" auf ~). Dann ist [Q~'V"'] der Kreuzriß t'" der 
Tangente t der Durchdringung Tc im Punkte Q2" 

63. Die Durchdringung einer Kugel mit einem Drehzylinder 

Die Kugel" (Mittelpunkt 0, Radius r) und ein Drehzylinder C (Achse a, 

Radius r/2) durchdringen sich in einer solchen Lage, daß der ZyUnder die 
Kugel in ihrem vordersten Punlcte A berührt. Der Zylinder enthalte die 
z-Achse als Erzeugende, und der Berührungspunkt A liege auf der vor­
dersten Zylindererzeugenden, so daß sich A" mit 0" deckt (Fig. 180). 

Die DurchdringungsTcurve Tc ist im Raum eine algebraische Raumkurve 

4. Ordnung mit einem DoppelpunTct in A, die sowohl bezüglich der Äquator­
ebene der Kugel als auch bezüglich der von A und a gebildeten Kreuzriß­
ebene symmetrisch ist. Daher ist der Grundriß Tc' und der Kreuzriß Tc'" eine 
doppelt überdeckte algebraische Kurve 2. Ordnung, nämlich der Grundriß k' 

ein Kreis (Basiskreis des Zylinders) und der Kreuzriß k'" eine Parabel. 

Das letzte erkennt man nach (61. Satz 3) leicht durch folgende Überlegung: 
Wird der Zylinder C vom Punkt A aus zentrisch ähnlich mit dem Längenver­
hältnis 2 vergrößert, dann berührt er die Kugel" läng::- . lues Äquatorkreises. 
Im Kreuzriß geht dabei der Kegelschnitt k'" in die doppeltüberdeckte 
Gerade [A'" 0"'] über, die bezüglich der Fernelemente dasselbe Verhalten 
aufweisen muß wie k"'. Die Kreuzrißkurve ist somit ein Kegeh'lchnitt mit 
zwei zusammenfallenden Fernpunkten, d. h. eine Parabel. Ihre Achsen­
ri~htung ist durch [A'" 0"'] festgelegt, und wegen der Symmetrie der Kurve 
bezüglich dieser Geraden ist [A'" 0"'] die Parabelachse selbst. 
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Fig. J~O. Durchdringungs· 
kurve einer Kugel " und 
eines sie Im Punkte A be­
rührenden DrehzylInders , 

vom halben Radius: 
VIVIANlsche Linie k (al-

gebraische Raumkurve 
4. Ordnung, die Im Grund­
riß als Kreis k', Im Kreuz­
riß als Parabel k'" er­
scheint und Im Berühr­
punkt A einen Doppel­
punkt mit rechtwinkelIgen 

Doppelpunktstangenten 
besitzt) 

X15 

Die Aufrißprojektion der Raumkurve k ist eine ebene algebraische Kurve 
4. Ordnung k" mit einem Doppelpunkt in A"_ Sie ist bezüglich der horizon­
talen und vertikalen Achse durch den Doppelpunkt A" symmetrisch. 

Zur Konstruktion von Punkten der Durchdringungskurve im Aufriß und 
im Kreuzriß kann man eine Schar horizontaler Hilfsebenen wählen. Jede 
solche Ebene (] schneidet den Zylinder' in einem Kreis vom Radius r/2 
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und die Kugel " in einem horizontalen Kleinkreis. Im Aufriß liegen 
beide Kreise zusammen auf (1", im Grundriß erscheinen sie als der Kreis k' 
um a' bzw. als ein Kreis um Z', dessen Radius aus dem Aufriß zu entnehmen 
ist. Den Schnittpunkten pI, Q' im Grundriß entsprechen im Aufriß die 
Punkte P", Q" auf (1" und im Kreuzriß der Punkt P"'= Q'" auf (1"'. 
Insbesondere liefert die Tangentenebene im höchsten und im tiefsten 
Punkt der Kugel die Pole N und S als Punkte der Durchdringungskurve. 

Hilfsebenen E parallel zur Aufrißebene schneiden den Zylinder C in 
zwei Erzeugenden el'~' die Kugel " in einem Kleinkreis. Diese Schnitt­

kurven bestimmen, im Aufriß eingetragen, die vier Punkte plI, P" und 

Q", Q" der Aufrißkurve und im Kreuzriß die Punkte P'" = Q'" und 
- -
P'" = Q"'. Wählt man als Hilfsebene speziell die Ebene durch die Zylinder-
achse a, die den Zylinder in den Konturerzeugenden seines Aufrisses 

- -
schneidet, so erhält man die vier Punkte U, U, V, V, die im Aufriß 
den sichtbaren Teil. der Kurve k" vom unsichtbaren trennen. 

Die Tangente t an die Kurve k konstruiert man nach der Normalenmethode. 
Sie ist in Fig. 180 für den Punkt P ausgeführt. Die Normale n" der 
Kugel in P geht durch den Kugelmittelpunkt 0, die Normale n~ des 
Zylinders in P steht auf der Zylinderachse a senkrecht. Die Schnittpunkte 
0 ' von n: und l' von n~ mit der Rißachse ~2 bestimmen, in den Aufriß 
auf n~ und n~ übertragen, die Aufrißspur 'JI~' = [0"1"] der Normalebene '11, 

auf der t" in P" senkrecht steht. Zur Konstruktion der Kreuzrißtangente t'" 
an k'" in P'" brauchen wir schließlich noch eine dritte Spurparallele J'3 

der Normalebene l' = [n" nd. Dazu schneiden wir die Normalen n" und n~ 
mit der Ebene [x, z] in den Punkten 0 und 2 mit den Aufrissen 0" und 2" 

d d f '" d'" I' d Kr . 0'" d 2'" D . un en au n" un n~ legen en eUZrIssen un . ann Ist 
'11;' = [0'" 2/''] der Kreuzriß einer dritten Spurparallelen 1'3 der Normal­
ebene 1', und die gesuchte Tangente t'" von k'll in P'" steht auf 1';" senkrecht. 

Im Doppelpunkt Ader Durchdringungskurve k versagen die bekannten 
Methoden der Tangentenkonstruktion, da dort die Tangentenebenen der 
Kugel und des Zylinders und damit auch die beiden Flächennormalen 
zusammenfallen. Um die Doppelpunktstangenten zu finden, gehen wir 
rechneriBch vor. Wählt man das in Fig. 180 eingezeichnete cartesische 
Achsenkreuz (x, y, z), so lautet die Gleichung der Kugel 

(1) x2 + y2 + Z2 = r2 

und die Gleichung des Zylinders 

(2) I r)2 (r )2 x2 + y2 = rx oder \ x - 2' + y2 = 2' . 
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Führt man den in Fig. 180 angegebenen Winkel ~ (geographische Länge 
des Kugelpunktes P) als Hilfswinkel ein, so lauten die Koordinaten (x, y, z) 

des Punktes P der Durchdringungskurve k wegen 0' P' = r cos ~ 

(3) x = r cos2 ~, Y = r cos ~ sin ~, z = r sin ~. 

Es ist nämlich x = 0' P' . cos~, y = 0' P' . sin ~ und z = VI r 2 - x2 _ y2 

= r sin~. 
Aus der letzten Gleichung Iolgt übrigens, daß ~ auch gleich der geo­

graphischen Breite des Punktes P ist. Die Kurve k ist also der Ort aller 
Kugelpunkte P mit gleicher geographischer Länge und Breite. 

Eliminiert man in der Parameterdarstellung (3) von k den Winkel ~ 
aus x und y, so erhält man als Grundriß k' von k den Kreis mit der Gleichung 
(2). Eliminiert man ebenso ~ aus x und z, so erhält man als Kreuzriß k"' 
von k die Parabel mit der Gleichung 

( 4) Z2 + r(x-r) = O. 

Entfernt man schließlich ~ aus y und z, so erhält man als Aufriß k" 

von k die ebene algebrailJche Kurve 4. Ordnung mit der Gleichung 

(5) 

welche im Nullpunkte O" einen Doppelpunkt besitzt. Dessen Doppelpunkts­

tangentenpaar ist durch Nullsetzen der quadratischen Glieder von (5) 
gegeben und lautet daher 

(6) y2 _ Z2 = 0 oder (y - z) (y + z) = 0 ; 

es besteht somit aus den beiden Winkelhalbierenden y - z = 0 und 
y + z = 0 der y- und z-Achse. 

In der Parameterdarstellung (3) von k ergibt sich der Doppelpunkt 
A = (r, 0, 0) einmal für ~ = 0 und zum zweiten für ~ =:71:. Für die 
Steigung der Aufrißsehne [A" Pli] folgt aus (3) allgemein 

z 1 (7) 
y COS qJ 

Insbesondere ergibt sich, wenn der Punkt P auf k gegen A strebt, also 
~ -+ 0 bzw. ~ --+:71: strebt, 

(8) lim !...- = + 1 bzw. 
'1' ..... 0 y 

lim!...- = -1, 
'1' ..... " Y 

woraus nochmals (auf eine einfachere Art) folgt, daß die beiden Doppel­
punktstangenten des Aufrisses k" der Durchdringungskurve k im Doppel­
punkte A die Winkelhalbierenden der y- und z-Richtung sind. 
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Um schließlich noch den Schmiegkreismittelpunkt der Aufrißkurve k" im 
Scheitel N" zu finden, hat man nach dem Satz von M eusnier im Kreuz­
riß vom Mittelpunkt M:" des Zylinderkreises auf die Parabeltangente im 
Punkte N'" das Lot zu fällen und mit z'" zu schneiden. Der Schnittpunkt 
fällt mit 0'" zusammen. Daher fällt die gesuchte Schmiegkreismitte nach 
0", und der K ugelumriß ist zugleich der Schmiegkreis der Aufrißkurve k" 
im Scheitel N" (und S"). 

Die Durchdringungskurve k der Kugel" (Radius r) und des Zylinders C 
(Radius r/2) heißt nach VINCENZO VIVIANI (1622-1703, Schüler von 
GALILEO GALILEI) V ivianische Linie. VIVIANI entdeckte nämlich an 
ihr (im Jahre 1692) die folgende bemerkenswerte Eigenschaft, die seiner­
zeit großes Aufsehen erregte: Entfernt man aus der vorderen Halbkugel 
x:;;;: 0 das von der VIVIANI6Chen Linie umschlossene Flächenstück, so 
bleibt ein sphärische8 Flächenstück übrig, dessen Inhalt 0 = 4r2 = (2r)2 
ist und das somit exakt quadrierbar ist, d. h. das man, ausgehend vom 
Kugelradius r, durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal in ein flächen­
gleiches Quadrat (der Seitenlänge a = 2r) verwandeln kann. 

64. Die Durchdringung eines Drehparaboloids mit einer Kugel 

Die Achse z des Drehparaboloids n stehe auf der Grundrißebene senkrecht, 
sein Hauptmeridian (Umrißmeridian für den Aufriß) sei die Parabel m 
mit dem Brennpunkt F (auf z) und der (horizontalen) Leitgeraden l. Der 
Mittelpunkt 0 der Kugel " liege in der zur Aufrißebene parallelen Ebene 
des Hauptmeridians m von n. aber nicht auf der Achse z von m (Fig. 181). 
Dann ist die Durchdringungskurve k dieser beiden (algebraischen) Flächen 
2. Ordnung eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung. Da sie bezüglich der 
Ebene des Hauptmeridians m von n symmetrisch ist, projiziert sie sich im 
Aufriß als doppelt überdeckter Kegelschnitt k". Um dessen Art zu bestimmen, 
verschieben wir die Kugel" in Gedanken, bis ihr Mittelpunkt auf der 
Achse z des Drehparaboloids n liegt, und verkleinern oder vergrößern sie 
vom Mittelpunkt aus zentrisch ähnlich, bis sie das Drehparaboloid in zwei 
Parallelkreisen schneidet, die sich im Aufriß als zwei horizontale Geraden 
projizieren. Da diese beiden parallelen Geraden denselben (doppelt zu 
zählenden) Fernpunkt haben, ist der Kegelschnitt k" eine Parabel mit 
horizontaler Achse. 

Zur Konstruktion von einzelnen Punkten der Durchdringungskurve k 
kann man sich einer Schar horizontaler Hilfsebenen bedienen. Jede solche 
Hilfsebene e schneidet das Parabol(\id in einem Kreis k", die Kugel 
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Fig.l!ll. DurchdrIngungskurve eIner Kugel" und eInes (offenen) DrehparaboloIds " (algebra­
Ische Raumkurve 4. Ordnung k. dIe Im AufrIß als doppeltüberdeckte Parabel k" erscheInt). 
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in einem Kreis k", die sich in zwei Punkten P und P der Durchdringungs­
kurve k schneiden. Im Grundriß kann man die beiden Kreise k: um z' 
und k: um 0', deren Radien aus dem Aufriß hervorgehen, einzeichnen 

und ihre Schnittpunkte P' und P' festlegen. (In Fig. 181 ist im Grundriß 
nur die vordere Hälfte der beiden bezüglich der Ebene des HauptmeridiaJUI 
m von :n: symmetrischen Flächen gezeichnet.) Der Aufriß dieser beiden 
Schnittpunkte überdeckt sich im Punkt P" auf e". Insbesondere sind die 
Schnittpunkte A" und B" der zweiten Umrißkonturen der beiden Flächen 
auch Punkte der Aufrißkurve k". In den zugehörigen Grundrißpunkten A' 
und B' hat die Grundrißkurve k' eine vertikale Tangente. Da die Gerade 
[A' B'] Symmetrieachse von k' ist, sind A' und B' Scheitel der Grundriß­
kurve. Im Raum ist A der tiefste und B der höchste (reelle) Punkt der 
Durchdringungskurve k. 

Eine zweite Methode zur Punktkonstruktion von k verwendet Hilfs­

kugeln um einen beliebigen Punkt auf der Achse z des Paraboloids, z. B. 
um den Brennpunkt F. Jede solche Hilfskugel schneidet das Paraboloid 
:n: in einem Parallelkreis und die Kugel " in einem Kleinkreis mit 
der Achse [OF]. Beide Kreise erscheinen im Aufriß als Sehnen des Umriß­
kreises der Hilfskugel. Ihr Schnitt ist ein Punkt der Aufrißkurve k". 
In Fig. 181 wurde auf diese Weise der Punkt Q" gewonnen. Sein 
Grundriß Q' liegt dann 1. auf dem Ordner durch Q" und 2. auf dem 
Grundriß des Parallelkreises des Drehparaboloids. 

Zur Konstruktion der Tangente t an die Schnittkurve k im Punkte Q 
kann man die N ormalenmetlwde verwenden. Die Kugelnormale n" geht 
durch den Kugelmittelpunkt O. Die Normale n" des Paraboloids geht durch 
die Spitze N des Normalenkegels. Dabei liegt N' auf z', während N" 
durch Paralleldrehen des Punktes Q" nach Q~ und durch KOJUltruktion 
der Parabeltangente in diesem Punkt (nach Fig. 134) sowie der Normalen 
n~o gewonnen wird. Dann steht der Aufriß t" der Tangente t von k in Q 
auf dem Aufriß der zweiten Hauptlinie v;' = [O"N"] der Normalebene 
von k in Q senkrecht. Überträgt man eine beliebige erste Hauptlinie VI aus 
dem Aufriß v~' I x12 in den Grundriß, dann steht der Grundriß t' der Tan­
gente t. von k in Q auf dem Grundriß v~ dieser ersten Hauptlinie senk­
recht. 

Die Normalenmethode, als räumliche Konstruktion angewandt auf den 
Punkt B (oder A), liefert in diesem Punkt eine zweitprojizierende Tangente, 
da die Normalebene [n"B' n"B] zur Aufrißebene parallel iljt. Im Punkte B 
verkürzt sich daher der Aufriß der Tangente an die Durchdringungskurve k 
in den Punkt B" und ist nicht identisch mit der Tangente t~ an den 
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Aufriß k" der Durchdringungskurve k. Trotzdem kann man die Normalen­
methode, aufgefaßt als rein planimetrische Konstruktion, auch im Punkte 
B durchführen und erhält dadurch die Tangente t~ an die Aufrißkurve 
(Parabel) k" in B". Die zweitprojizierende EbE!ne 11 durch t~ = 11" ist dann 
die Schmiegebene der Durchdringungskurve k in ihrem Scheitel B. 

Schließlich soll noch der Schmiegkreis im Scheitel B' der Grundrißkurve k' 
konstruiert werden. (Für den Scheitel A verläuft die Konstruktion ent­
sprechend.) Der Normalschnitt der Kugel im Punkt B hat seinen Mittel­
punkt in O. Das Lot von 0 auf 11 bestimmt dann nach dem Satze von MEUS­
NJER auf 11 den Schmiegkreismittelpunkt K a = K~ des schiefen Schnittes 
11 der Kugel und auf der Horizontalebene durch B den Punkt K, dessen 
Grundriß K' die Schmiegkreismitte für den Scheitel B' von k' ist. Der 
Punkt K ist nämlich nach dem Satz von MEUSNIER die Schmiegkreis­
mitte des (horizontalen) Normalschnittes des erstprojizierenden Zylinders 
der Durchdringungskurve k. 

65. Der Schnitt einer Ringfläche mit einem Drehzylinder 

Die Achse z der Ringfläche cp stehe auf der Grundrißebene senkrecht 
und berühre den Meridiankreis kl , du~ch dessen Rotation um z die Ring­
fläche erzeugt wird. Die Achse ades Drehzylinders C stehe auf der Aufriß­
ebene senkrecht, und der Meridiankreis kl des Torus liege auf dem Zylinder 
(Fig.182). 

Da der Torus cp eine algebraische Fläche 4. Ordnung, der Zylinder C eine 
Fläche 2. Ordnung ist, ist die räumliche Durchdring-ungskurve von 4 . 2 = 

8. Ordnung. Da sich die beiden Flächen cp und C aber längs des Meridian­
kreises kl des Torus berühren, gehört dieser doppelt zu zähl~mde Kreis 
ga.nz der Durchdringungskurve k an, so daß k in einen doppelt zählenden 
Kreis k l und eine algebraische Restkurve k2 4. Ordnung zerfällt. Im 
Aufriß projiziert sich diese zerfallende Schnittkurve kaIs vierfach über­
deckter Kreis. Ihr Grundriß ist, da die Raumkurve k bezüglich der Äquator­
ebene des Torus symmetrisch ist, gleichfalls doppelt überdeckt. Der in 
k enthaltene Kreis kl erscheint dabei (mit seinem reellen Zuge) alb ein 
doppelt überdecktes Stück k~ einer horizontalen Geraden, die Restkurve 
4. Ordnung k2 als doppelt überdeckter Kegelschnitt k~. Man kann zeigen, 
daß k~ eine Parabel mit dem Brennpunkt M' = z' ist. 

Der Nachweis dafür, daß der doppeltüberdeckte Kegelschnitt k; <line Parabel 
ist, möge hier durch Rechnung erbracht werden. In einem rechtwinkligen 
cartesischen Koordinatensystem (x, y, z), dessen Ursprung in . M liegt, dessen z-
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~·Ig. HS2. Schnitt einer Rlngtläche q> mit einem DrehzylInder C, der sie längs eines Meridian­
kreises k, berührt. Die Schnittkurve k. Ist eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung, die Im 

Grundriß als doppeltüberdeckte Parabel k~ erscheint 

7311 Strubecker, Geometrie 17 
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Achse auf die Drehachse des Torus fällt und dessen y-Achse zur Aufrißebene parallel 
ist, lautet die Gleichung des M eridianlcrei8e8 in der (g, z)-Ebene (x = 0) allgemein: 

(1) 

Dabei ist R, der Radius des Kehlkreises, R2 der Radius des Meridiankreises, also 
R l + R I der Radius des Mittenkreises m. (In dem Sonderfall der Fig. 182 i8t R l = 0 
zu 8etzen.) 

Aus der Gleichung (1) des Hauptmeridialls m erhält man die Gleichung der durch 
Drehung von m um die z-Achse erzeugten Drehfläche (f, d. h. die Gleichung der Ring­

jUiche qJ, indem man in (1) die Koordinate y durch den Polarradius r = V Xl + gl 

ersetzt, in der Gestalt 

(2) 

oder, wenn- mall die Wurzel isoliert, quadriert und umordnet, in der Gestalt 

(3) 

Diese Gleichung bestätigt. daß die Ringfläche eine algebraische Fläche 4. Ord­
nung ist. 

Der über dem Meridiankreis kl errichtete zweitprojizierende Drehzylinder l; hat 
die mit (1) übereinstimmende Gleichung 

(4) 

Die beiden Flächengleichungen (3) und (4) stellen zusammen die räumliche Schnitt­
kurve k der Ringfläche (f und des Drehzylinders l; dar. Eliminiert man aus ihnen die 
Koordinate z, so erhält man die Gleichung des erstprojizierenden Zylinders durch die 
Raumkurve k. Seine Gleichung, zusammen mit z = 0 auch die Gleichung des Grund­
risses k' der Raumkurve k, lautet somit 

oder 

(6) 

Demnach ist k' eine (in der Ebene z = 0 liegende) ebene algebraische Kurve 4. Ord­
nung, die in die doppeltzählende y-Achse x 2 = 0 und in die Parabel 

(7) 

zerfällt. Diese Parabel ist zur y-Achse symmetrisch und nach links geöffnet. Ihr 
Scheitel liegt im Punkt (0, RI + R 2) auf dem Grundriß m' des Mi tten kreises, ihr 
Parameter ist p = 2(RI + R 2), so daß der Punkt M'(O,O), d. h. der GrundriB z' 
der Torusachse, ihr Brennpunkt ist. Die Scheiteltangente der Parabel k; fällt in den 
Grundriß a' der Zylinderachse a, und ihre Leitgerade ist zu a' parallel und von a' 
ebenso weit entfernt wie z'. übrigens kann man alle die"e Eigenschaften der Kurve 
k; auch ohne Rechnung einsehen. 
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Zur Punktkonstruktion der Durchdringungskurve k kann man horizontale 

Hilfsebenen legen. Jede solche Ebene (] schneidet den Torus cp in zwei 
Parallelkreisen PI' P2' den Zylinder i; in zwei Erzeugenden el , e2. Die 
Schnittpunkte QI' Q2' Q und R dieser beiden Kurvenpaare sind Punkte der 
Durchdringungskurve k. 

Auch das Hilfskugelverfahren ist anwendbar. Man verwendet dabei 
Hilfskugeln x, welche den Torus cp in Meridiankreisen und den Drehzylinder 

i; in Parallelkreisen schneiden. Hat man einen Meridiankreis des Torus 
im Grundriß beliebig gewählt, so muß der Mittelpunkt 0 der Hilfskugel x 
auf der Achse dieses Meridiankreises, d. h. auf der Tangente an ~en Mitten­

kreis m des Torus und auf der Zylinderachse a liegen. Zu jedem Meridian­
kreis ist daher sowohl der Mittelpunkt 0 als auch der Kugelradius jedes­
mal neu so auf der Zylinderachse a zu ermitteln, daß die Hilfskugel x 
den Torus gerade in dem ausgewählten Meridiankreis schneidet. Da alle 
Meridiankreise in Fig. 182 die Torusachse z berühren, gehen alle Hilfskugeln 
x durch den Mittelpunkt M des Torus; ihre ersten Konturkreise x' gehen 
daher durch M'. Jede solche Hilfskugel x schneidet daher den Torus 
1. nach dem ursprünglich angenommenen Meridiankreis und 2. in dem 
rechten Hauptmeridiankreis kl , wobei dieser zweite Kreis allen Hilfs­
kugeln x gemeinsam ist. Im Grundriß erscheinen beide Kreise als Radien 
durch M'. Die gleiche Hilfskugel x schneidet den Drehzylinder i; gleich­
falls in zwei Kreisen (Parallelkreisen), wobei der eine sich mit dem 
Hauptmeridiankreis kl des Torus deckt. Beide Zylinderkreise erscheinen 
dabei im Grundriß als zu a' normale Sehnen des Umrißkreises der Hilfs­
kugel x. Der Hauptmeridiankreis Ai. ist ein Bestandteil der räumlichen 

Durchdringungskurve k. Die Schnittpunkte P, P der beiden anderen auf 

x gelegenen Kreise überdecken sich im Grundriß im Punkte P' = P' 

doppelt; P und P sind zwei weitere Punkte von k, der Punkt P' = P' 

somit ein Punkt der gesuchten Grundrißparabel k~ der eigentlichen Durch­

dringungskurve k2 des Zylinders i; und der Ringfläche cp. 

Die Tangente t im Punkt P der Durchdringungskurve k2 konstruiert 
man nach der Normalenmethode. Die Normale ne des Zylinders i; in P steht 
auf der Zplinderachse a senkrecht und trifft sie imPunkt Ne' Die Normale 
nq:> des Torus q; steht auf dessen Mittenkreis m senkrecht und trifft ihn 
im Punkt Nq:>' Beide Punkte lassen sich im Grundriß sofort angeben. Da 
die Gerade [Ne,Nq:>] zur Gruadrißebene parallel ist, ist sie eine erste Haupt­
linie VI der von den beiden Flächennormalen nq:> und nc aufgespannten 

17* 
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Normalebene v von k2 in P. Daher steht auf ihrem Grunru-iß v~ = [N~,N~] 
der Grundriß t' der Tangente t der Durchdringungskurve k2 im Punkte P 
senkrecht. 

66. KugeJiormige Stichkappe in einer zylindrischen Tonne 

In ein drehzylirulrisches Tonnengewölbe C mit der Achse a soll eine Öffnung 
(seitlicher Eingang oder Fenster), eine sogenannte Stichkappe, eingeführt 
werden, die als Durchdringung der Tonne mit einer Kugel" (Mittelpunkt 0) 
entsteht. Zylinder C und Kugel " seien im Aufriß und im Kreuzriß ge­
geben (Fig. 183). 

Die Durchdringungskurve k im Raum ist eine algebraische Raumkurve 
4. Ordnung. Im Kreuzriß fällt sie, da der Zylinder drittprojizierend ist, 
auf den Basiskreis des Zylinders C, d. h. es ist k'" = C'. Ihr Aufriß k" ist 
eine ebene algebraische Kurve 4. Ordnung, die bezüglich der durch 0 gehen­
den Parallelebene zur Kreuzrißebene symmetrisch ist. 

Zur Punktkonstruktion der Durchdringungskurve k kann im Aufriß und 
im Kreuzriß die Hilfskugelmethode nicht angewandt werden. (Im Grund­
riß wäre sie möglich!) Dagegen kann man Hilfsebenen so wählen, daß sie 
den Zylinder in Erzeugenden oder Kreisen und die Kugel in Kreisen 
schneiden. Jede zur Kreuzrißebene parallele Hilfsebene (X schneidet aus 
dem Zylinder einen Normalschnittkreis und aus der Kugel einen Klein­
kreis k" aus. Diese Kurven erscheinen im Kreuzriß in wahrer Gestalt, 
während sie im Aufriß mit (x" zusammenfallen. Der Schnittpunkt P 
dieser beiden Kreise ist ein Punkt der Durchdringungskurve k. Sein 
K 'ß . t P'" . A f 'ß . t P" p" reuzn 1S ,sem unIs = 2 • 

Jede zur Aufrißebene parallele Hilfsebene ß schneidet den Viertelzylinder 1; 
in einer Erzeugenden e, die Kugel in einem Kleinkreis kfJ' Im Kreuz­
riß ist die Erzeugende e und die Ebene des Kleinkreises k{J projizierend, 
beide liegen auf ß'" und gehen durch P'" = e"'. Im Aufriß erscheinen 
die Erzeugende e als Parallele e" zur Zylinderachse a und der Kugelkreis k{J 
in wahrer Gestalt als Kreis k~ um 0"; ihre Schnittpunkte P~' und P~' 
sind zwei Punkte des Aufrisses k" der Durchdringungskurve k. Insbeson­
dere erhält man für spezielle Hilfsebenen den höchsten Punkt A und die 
heiden tiefsten Punkte BI' B2 der Durchdringungskurve k. 

Die Tangente t in einem Punkt der Durchdringungskurve k kann ent­
weder nach der Normalenmethode oder nach der Methode der Tangenten­
ebenen konstruiert werden. Die Normalenmethode ist im Punkte P2 durch-
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geführt. Die Kugelnormale n" geht durch die Kugelmitte 0, die Zylinder­
normale n; durch den Fußpunkt N, des Lotes von P2 auf die Zylinder­
achse a. Eine zweite Spurparallele "2 der von diesen beiden Normalen auf­
gespannten Normalebene v fällt im Kreuzriß in die Rißachse x23 = ,,~', und 

die Schnittpunkte 0'" und ii';" von ,,~" mit n~" und nt bestimmen, in den 

Aufriß übertragen, den Aufriß ,,~ = [O"ii';'] dieser zweiten Hauptlinie. 
Auf ihr steht der Aufriß t~ der Tangente t2 von k in P 2 senkrecht. 

Die Metlwde der Tangentenebenen ist für den Punkt PI angewandt. Als 
Aufrißebene :Tt2 denken wir uns die Großkreisebene der Kugel" gewählt, 
die im Kreuzriß als lotrechter Durchmesser :Tt~" des dritten Umrißkreises 
,,'" etscheint. In dieser Ebene ~ hat die Tangentenebene T an den Zylinder C 
die Spurgerade T2, die im Kreuzriß als Schnittpunkt Tt der Tangente t'" 
an den Basiskreis k'" des Zylinders in P~" = P'" mit der Rißachse ;, 
im Aufriß als Parallele T2 zu a" erscheint. Die Tangentenebene 11 an die 
Kugel" in PI schneidet die Aufrißebene :Tt2 in der Spurgeraden 112' die im 
Aufriß die Polare von P~' bezüglich des Umrißkreises ,," von " ist. 
Der Schnittpunkt Tl = T~' der Vertikalspuren T2 und 112 der beiden Tan­
gentenebenen T und 11 ist der Aufrißspurpunkt der gesuchten Tangente ~ 
von k in PI' Daher ist t~' die Verbindungsgerade von P~' mit T~'. 

Um ein anschauliches Bild der Tonne samt Stichkappe zu erhalten, ent­
werfen wir unter Benutzung der beiden konstruierten Normalrisse einen 
Schnellriß des Objektes. Dazu wählen wir zwei beliebige Einschneide­
richtungen p" und p'" und schneiden die in diesen Einschneiderichtungen 
verlaufenden Ordner der einzelnen Objektpunkte, z. B. von P~' und von 
Pt = pli' in ~. Auch die Tangente t an die Durchdringungskurve k 
läßt sich leicht im Schnellriß einzeichnen, wenn man außer dem Berührungs­
punkt PI noch einen weiteren Punkt von t, z. B. den Punkt Tl' in den 
Schnellriß überträgt. Die vertikalen und horizontalen Radien der Rand­
kreise des Zylinders C liefern konj1Lgierte Halbmesser der elliptischen 
Schnellrisse dieser Randkreise. 
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Durchdringung zweier beliebiger Flächen 

67. Schiefe kreiszylindrische Stichkappe 

in einer drehzylindrischen Tonne 

Das in 60. entwickelte allgemeine Verfahren zur Konstruktion der Durch­
dringungskurve zweier Flächen ist, erforderlichenfalls nach Einführung neuer 
zugeordneter Rißtafeln, stets anwendbar, wenn die Flächen Drehflächen 
sind und die Achsen der beiden Drehflächen sich schneiden oder zueinander 
parallel sind. Man kann nämlich dann stets eine Schar von HiIfskugeln 
bzw. HiIfsebenen so wählen, daß beide Flächen in Parallelkreisen ge­
schnitten werden. Bei windschiefer Lage der Achsen ist es jedoch im all­
gemeinen nicht mehr möglich, solche Hilfsflächen ausfindig zu machen, 
die die beiden sich durchdringenden Flächen in einfachen Kurven, 
d. h. in Geraden und Kreisen, schneiden. Lediglich dann, wenn die 
Meridiankurven Geraden (Drehzylinder, Drehkegel) oder Kreise (Torus) 
sind, besteht Aussicht, (lie Durchdringungskurve trotz windschiefer Dreh­
achsen auf einfache Weise konstruieren zu können. 

Demgegenüber kann das allgemeine Verfahren mit erträglichem zeich­
nerischem Aufwand manchmal auch dann noch angewandt werden, wenn 
eine der beiden Flächen oder auch alle beide keine Drehflächen sind, 
nämlich dann, wenn die sich schneidenden Flächen eine Schar von Geraden 
(Regelfläche) oder eine Schar von Kreisen tragen. 

Als erstes Beispiel hierfür konstruieren wir tür eine drehzylindrische 
Tonne ~ eine Stichkappe, die dadurch entsteht, daß die obere Hälfte eines 
8chiefen Kreiszylinders 1jJ in die Tonne einsticht (Fig. 184). Beide Flächen 
~ und 1jJ seien im Aufriß und im Kreuzriß gegeben. Die Tonne ~ habe 
die zur Aufrißebene parallele horizontale Achse a, während der schiefe 
Kreiszylinder 1jJ durch seine Achse b (parallel zur Kreuzrißebene) und den 
Leitkreis k (in der Aufrißebene) festgelegt sei. 

Die Durchdringungskurve des schiefen Kreiszylinders mit der dreh­
zylindrischen Tonne ist eine algebraische Raumkurve 4. Ordnung. Im Kreuz­
riß projiziert sich ihr reeller Zug doppeltüberdeckt als ein Stück des Basis-
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kreises der Tonne q;, während ihr Aufriß eine ebene algebraische Kurve 

4. Ordnung ist, die b" als Symmetrieachse hat. 

Zur punktweisen Konstruktion der Aufrißkurve verwenden wir als Hilfs­
flächen entweder drittprojizierende Ebenen e, die zu den Erzeugenden des 
schiefen Kreiszylinders, d. h. zu seiner Achse b parallel sind, oder dritt­
projizierende Ebenen CX, die zum Leitkreis k des schiefen Kreiszylinders, 
d. h. zur Aufrißebene parallel sind. 

Eine auf der Kreuzrißebene senkrechte Hilfsebene e, die zur Achse b par­

allel ist, schneidet nämlich die Tonne q; in einer Erzeugenden eq> und den 
Zylinder VJ in zwei Erzeugenden etp und e,/," Die Erzeugende eq> ist dritt­
projizierend, so daß ihr Kreuzriß e~' der Schnittpunkt von e'" mit dem 
Kreuzriß q;'" des Basiskreises der Tonne ist. Ihr Aufriß e~ ist zur Tonnen­
achse a" parallel. Die Erzeugenden e" und e" fallen im Kreuzriß auf e"'. 

Ihre Spurpunkte E und E in der Aufrißebene können aus dem Kreuzriß 

als Schnittpunkt E'" von e'" mit k'll in den Aufriß nach E" und E" auf k" 
übertragen werden. Damit hat man auch ihren Aufriß e; und e; parallel zu 

b" durch E" bzw. E" gefunden. Die Schnittp~nkte P" und p" von e~ 
mit e; bzw. e; sind zwei Punkte des Aufrisses der Durchdringungskurve. 
Insbesondere liefert jene HiIfsebene, die den schiefen Zylinder längs der 
höchsten Erzeugenden berührt, den höchsten Punkt A" und die Hilfs­
ebene durch die Achse b den äußersten rechten Punkt B" und den äußer-

sten linken Punkt B" der Aufrißkurve. 

Eine zur Aufrißebene parallele Hilfsebene cx schneidet die Tonne q; in 
einer Erzeugenden e", und den schiefen Kreiszylinder VJ in einem Kreis 
k". Die Erzeugende e", ist drittprojizierend ; ihr Kreuzriß e:" ist der Schnitt­
punkt von ~'" mit dem Kreuzriß q;'" des Basiskreises der Tonne, ihr Aufriß 
e~ ist parallel zu a". Der Kreis ka , der zum Leitkreis k des schiefen Zylin­
ders kongruent ist, projiziert sich im Kreuzriß als doppeltüberdeckter 
Durchmesser k:" auf ~'" und hat seinen Mittelpunkt M", auf b. Im 
Aufriß erscheint k", als ein zu k" kongruenter Kreis k~ um M~. Die Schnitt-

punkte Q" und Q" von e~ und k~ sind zwei Punkte des Aufrisses der Durch­
dringungskurve. 

Die Tangente t" im Punkte P" der Aufrißkurve konstruiert man nach 
der Methode der Tangentenebenen. (Da der schiefe Kreiszylinder VJ keine 
Drehfläche ist, wäre die Normalenmethode wesentlich umständlicher.) 
Die· Tangentenebene T'I' an die Tonne q; ist drittprojizierend; ihre dritte 
Spur t; ist mit T;" identisch. Die zweite Spur t; geht durch den Knoten 
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T'" = [t;, X23] der Tangentenebene Tq> und steht auf der Rißachse x23 

senkrecht. Die Tangentenebene T" an den einBtechenden schiefen Zylinder 'P 

wird von der Erzeugenden €" des Punktes P und der Tangente t; an den 

Leitkreis k im Spurpunkt E der Erzeugenden e" aufgespannt. Im Kreuz­
riß fällt tr' auf x23, d. h. t; ist die Aufrißspurder Tangentenebene T". Der 
Schnittpunkt T" = [t;, t;] ist ein beiden Tangentenebenen Tq> und T" 

gemeinsamer Punkt und damit ein Punkt der gesuchten Tangente t, nämlich 

ihr Aufrißspurpunkt. Damit ist die Tangente t" = [P"T"] im Punkte P" 

der. Aufrißkurve bestimmt. 

Um den Mittelpunkt K des Scheitelschmiegkreise8 im Scheitel A" der Auf­

rißkurve zu konstruieren, bedienen wir uns wieder des Satzes von M eus­

nier. Wir betrachten im folgenden eine Reihe von ebenen Schnitten des 
schiefen Kreiszylinders 'P durch den Punkt A, die alle die (drittprojizierende) 
Tangente im Punkt A an die Durchdringungskurve enthalten, die also 
sämtlich drittprojizierend sind und sich im Kreuzriß als Geraden durch 
A'" darstellen. Zunächst ist der zur Aufrißebene parallele Schnitt von 'P 
ein Kreis, der seinen Mittelpunkt M,A. auf der Achse b hat. Der Normal­
schnitt v,derdieZylindernormaleimPunkt A enthält, also auf der Achse b 
senkrecht steht, ist eine Ellipse, deren Schmiegkreismitte K. aus M A = M~' 
nach dem Satz von MEUSNIER gewonnen wird: [K.M:~'] 1- [A'" M~']. 
Für den schiefen Schnitt (J, der von der Tangentenebene an die Tonne f{J 

in A auf dem schiefen Zylinder 'P erzeugt wird, erhält man den Schmieg­
kreismittelpunkt K a als Fußpunkt des Lotes von K. auf (J. Da die 
Ebene (J die.. Schmiegebene der Durchdringungskurve im Punkt A ist, ist K a 

zugleich der Schmiegkreismittelpunkt für die Durchdringungskurve in A. Den 
Schmiegkreismittelpunkt K im Punkte A" ihrer Aufrißprojektion findet 
man nun nach MEUSNIER aus dem Kreuzriß über den Punkt K = K"', 
in dem das Lot von K. auf (J die Parallele zur Rißachse x23 durch A'" trifft. 
Für den durch die Raumkurve gelegten aufrißprojizierenden Zylinder ist 
nämlich K a die Schmiegkreismitte des schiefen Schnittes (] und K die 
Schmiegkreismitte des zugehörigen Normalschnittes in A. 

68. Die Durchdringung einer Rohrfläche mit einem Drehkegel 

Eine Ringfläche kann als Hüllfläche einer Schar von Kugeln mit festem 
Radius r erzeugt werden, deren Mittelpunkte M auf einem festen Kreis, 
dem Mittenkreis m, liegen. 

Wählt man allgemeiner als Mittenkurve eine beliebige (ebene oder räum­
liche) Kurve m, auf der man den Mittelpunkt M einer beliebigen Kugel mit 
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festem Radius r wandern läßt, dann ist die Hüll/läehe aller dieser Kugeln 
eine Rohrftäche. 

Auf einer beliebigen ebenen Mittenkurve m werde der Mittelpunkt einer 
Kugel vom festen Radius r verschoben. Im Grundriß (die Grundrißebene 

Fig. 185. Durchdringung einer RohrtU~che tp (ebene Mlttenkurve m, Querschnittsradius r) 
mit einem Drehkegel " (Drehachse a in der Ebene von m) 

sei die Ebene der Mittenkurve m) erscheinen die Umrisse der einzelnen 
Kugeln als Kreise vom Radius r, deren Mittelpunkte auf m liegen (Fig. 185). 
Die Hüllkurve dieser Umrißkreise ist dann der scheinbare (hier zugleich 
der wahre) erste Umriß u' = u der erzeugten Rohrfläche fIJ. Jede dieser 
Kugeln berührt die Rohrfläche längs eines Großkreises, dessen Ebene 
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im Kugelmittelpunkt zur Mittenkurve m normal ist. Da sieh jeder solche 
Berührkreis im Grundriß als der zu m normale Durchmesser des Um­
rißkreises projiziert, sind die Endpunkte der zu m normalen Durchmesser 
jeweils Punkte der ersten Umrißkurve der Rohrfläche. 

AlIgemein gilt somit (auch für Rohrflächen mit nicht~ bener Mittenkurve m) 

der 
Satz 1: Der scheinbare Umriß einer Rohrfliiche in irgendeinem Normal,­

riß besteht aus zwei Par all e l kur v e n zum Riß ihrer jf ittenkurve. 
Die Normale in einem beliebigen Punkt des Risses der Mittenkurve 

ist zugleich auch Normale der beiden die Kontur der Rohrfläche dar­
stellenden Parallelkurven. Die Schar der Normalen n einer (krummen) 
ebenen Linie m hülIt eine Kurve e ein, die als :Eyolute der Kurve m 
bezeichnet wird. Dabei sind die Berührungspunkte K der Normalen n 
mit der Evolute e nach den Lf"hren dcr Differentialgeomet~ie gerade die 
Schmiegkreismittelpunkte der Kurve m. Die Et'olllte e der Kurve m 
ist also der Ort der Schmiegkreismitten K von m. Es folgt so allgemein. 

Satz 2: Die beiden Teile der scheinbaren Umrißkllrt'e einet· Rohrfliiche 
haben dieselbe Evolute und damit dieselben Scltmiegkreismitten 1cie der Riß 
der Mittenkurve m der RohrfWche. 

Weil auf einer Rohrfläche Kreise liegen (Berührkreise mit den erzeugen­
den Kugeln) besteht Aussicht, in gewissen Fällen auf einfache Art die 
Verschneidung einer Rohrfliiche mit einer Drehfliiche mittels geeigneter 

Hilfskugeln zeichnen zu können. Wir zeigen dies (Fig. 185) an dem folgenden 
einfachen 

Beispiel: Der Schnitt zwischen einer Rohrfliiche er (mit ebener Mitten­
kurve m) und einer beliebigen Drehfliiche "p (z. B. einem Drehkegel) kann, 
falls die Achse ader Drehfliiche in der Ebene der Mittenkurve liegt, mittels 
Hilfskugeln " konstruiert werden. Wählt man die Ebene der Mittenkurve m 
als Grundrißebene, dann liegt unter den getroffenen Voraussetzungen auch 
die Achse a in der Grundrißebene. Die Konturkurven der beiden Flächen 
er und "p schneiden sich dann in Punkten, die der Durchdringungskurve 
angehören. Weitere Punkte findet man durch folgende überlegung: Ein 
beliebiger, ebener, zur Mittenkurve m normaler Schnitt der Rohrfläche ist 
ein Kreis k",. Seine Achse b (== Tangente an die Mittenkurve im Mittel­
punkt dieses Kreises) schneidet die Achse ader Drehfläche "p in einem 
Punkt M. Um diesen Punkt ~f kann nun eine Kugel" gelegt werden, 
die aus der Rohrfläche er gerade den Kreis k", ausschneidet. Diese Kugel 
" trifft aber auch die Drehfläche "p in einem (oder mehreren) Kreis k",. 
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Die Schnittpunkte P dieser Schnittkreise kq> und k" sind Punkte der 
Durchdringungskurve. Im Grundriß erscheinen diese Kreise als Sehnen 
k~ und k~ des Umrißkreises der Hilfskugel " um M; sie bestimmen als ihren 
Schnittpunkt den (doppeltüberdeckten) Punkt P' des Grundrisses der 
Durchdringungskurve. 

Auch die Tangentenkon..~truktion kann leicht nach der Normalenmethode 
ausgeführt werden. Fig. 185 zeigt sie für den Punkt W. Die ~ormale 1l'f 

der Rohrfläche q; in P steht auf der Mittenkurve m senkrecht und trifft 
sie im Punkt Nq>' Die Normale nrp des Kegels "p geht durch die Spitze 
N", des Normalenkegels. Dann ist die Gerade [Nq>' Nrp] eine erste Haupt­
linie l'1 der Normalebene l' = [n9" nrp] der Durchdringungskurve in R, und 
der Grundriß t' der Tangente t steht auf l'1 = [N9" N",] senkrecht. 

69. Der Normalumriß einer Ringfläche hei geneigter Achse 

Ist die Achse a einer Drehfläche zur Aufrißebene parallel, so besteht 
ihre Kontur im Aufriß aus den beiden zur Aufrißehene parallelen Haupt­
meridiankurven und, falls vorhanden, den gemeinsamen, zur Achse senk­
rechten Tangenten an diese Meridiankurven. Steht die Achse ader Dreh­
fläche auf der Aufrißebene senkrecht, dann wird ihr zweiter scheinbarer 
Umriß von dem größten und, falls vorhanden, dem kleinsten Parallel­
kreis gebildet. 

Bei beliebiger Achsenlage berühren die zur Aufrißebene senkrechten Pro­
jektionsstrahlen die Drehfläche längs ihre.s zweiten wahren Umrisses ( der wahren 
Aufrißkontur der Drehfläche ). Ihre Projektion ist dann die scheinbare 
Aufrißkontur der DrehfläcIle. Der wahre Umriß der Drehfläche kann 
daher aufgefaßt werden als die (doppelt zu zählende) Durchdringungskurve 
der Drehfläche und ihres berührend umschriebenen, auf der Aufrißebene 
senkrecht stehenden Sehstrahlenzylinders. Die Aufri ßspur dieses berührenden 
Sehstrahlenzylinders ist dann mit dem zweiten scheinbaren Umriß der 
Drehfläche identisch. 

Als Beispiel einer Drehfläche sei ein Toru.s gewählt, de.ssen Achse a 
zur Kreuzrißebene parallel und gegen die Au/rißebml! (/I.'lteigt ist (Fig. 186). 

Im Kreuzriß besteht der scheinbare Umriß des Torus aus zwei bezüglich a'" 
symmetrischen Kreisen und den beiden (zu a'" senkrechten) gemeinsamen 
Tangenten dieser Hauptmeridiankreise m~" und mt. Der Mittenkreis m des 
Torus erscheint dabei (mit seinem reellen Zuge) als Verbindungsstrecke der 
heiden Kreismittelpunkte. Im Aufriß stellt sich der Mittenkreis als 
Ellipse m" dar, die das Bild 0" der Torusmitte 0 zum Mittelpunkt hat 
und deren große Achse horizontal liegt und gleich dem Durchmesser 
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des Mittenkreises mist, wä.hrend die Endpunkte ihrer kleinen Achse auf 
a" liegen und aus den Mittelpunkten der Hauptmeridiankreise m~" und m;' 
hervorgehen. 
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Um den 8cheinharen Umriß de8 Torus im Aufriß zu gewinnen, legen 
wir eine beliebige Normalebene G zur Achse a des Torus, die den Torus 
in zwei Parallelkreisen p schneidet, von denen der eine auf dem Wulst, 
der andere auf der Kehle liegt. Im Kreuzriß stellt sich diese Normalebene 
G als Normale G'" zur Achse a'" dar. Läng8 des äußeren (auf dem Toruswulst 
liegenden) Parallelkrei8es p umschreiben wir dem Torus die berührende 
Kugel "t, die ihren Mittelpunkt MI auf a hat. Der scheinbare Umriß dieser 
Kugel "1 ist im Kreuzriß ein Kreis ,,;', der den Hauptmeridian m~" im Punkt 
U'" (S h . k ""t ''') b ühr' t D M'ttel kt M'" '" o c mttpun t von ma ml p er . er I pun 1 von "1 

liegt daher auf dem durch U~' gehenden Durchmesser des Hauptmeridians 
m~'. Der wahre zweite Umriß dieser berührenden Kugel "t ist der zur 
Aufrißebene parallele Großkreis Ai. von "t. Im Aufriß erscheint er in 
wahrer Gestalt als Kreis k~' um M~', im Kreuzriß als der lotrechte Durch-

k'" d Kr' "' d h M'" S' S hn'tt kt U'" 't "' messer 1 es eIses "1 urc , l' em c I pun ml p 
ist somit der Kreuzriß der beiden auf dem Parallelkreis p befindlichen 
Punkte U1 Wld U a der gesuchten (äußeren) zweiten Umrißkurve u des Torus. 
Ihm entsprechen im Aufriß die beiden PWlkte U~' Wld U~' auf k~'. Da­
mit hat man zwei Punkte U~' und U~' der zweiten äußeren Umrißkurve 
u des Torus im Aufriß Wld einen (doppeltüberdeckten) Punkt 
U'" = U~' = U~' dieser Umrißkurve u im Kreuzriß gefunden. Beliebige 
weitere Punkte ergeben sich nach der gleichen Konstruktion dadurch, 
daß man die Ebene G parallel verschiebt. Insbesondere liefern die 
Ebenen durch den höchsten Punkt A bzw. den tiefsten Punkt B des 
Torus den Kreuzriß und den Aufriß des höchsten und des tiefsten Punktes 
der Umrißkurve u, d. h. den oberen und unteren Scheitel ihres Aufrisses u". 
Für die durch den Mittelpunkt 0 des Torus gelegte Hilfsebene Gergeben 
sich der rechte und der linke Scheitel der zweiten scheinbaren Umrißkurve 
u", die sich im Kreuzriß mit dem Punkt 0'" überdecken. 

Um im Aufriß die Tangenten in den Punkten U~' und U; der zweiten 
scheinbaren Umrißkurve u" zu finden, konstruieren wir die beiden Um­
rißerzeugenden t~ Wld t~ jenes Drehkegels mit der Achse a, der dem Torus 
läng8 de8 Parallelkrei8es p berührend umschrieben i8t. Die den Hauptmeri­
diankreis m~' des Torus im Punkte U~' berührende Tangente schneidet. 
als Mantellinie des Kegels die Achse a'" im Kreuzriß S~' der Spitze SI 
dieses Berührungskegels. Der Aufriß S~ der Kegelspitze liegt dann auf a", 
und die Geraden t~' = [S~', U~'] bzw. t~ = [S~', U~'] sind als Aufriß­
konturen des Kegels die gesuchten Tangenten an den zweiten schein­
baren Torusumriß u" in den Punkten U~' und U~. Diese Geraden 
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sind zugleich Tangenten an den Umrißkreis k~' der (dem Berührungs­
kegel eingeschriebenen) Kugel "1' so daß die Tangenten t~' und t~' an die 
Vmrißkurve u" auch ohne Benutzung des Berührungskegels konstruiert 

werden können. 

Die Hilfsebene G schneidet auf der Kehle des Torus den inneren Parallel­
kreis p aus, längs dessen eine zweite Berührkugel "2 gelegt werden kann. Ihr 
Mittelpunkt M

2 
läßt sich im Kreuzriß ähnlich wie der Mittelpunkt MI 

der ersten Hilfskugel "1 konstruieren. Der zweite Umrißkreis k2 von "2 

liefert auf dem inneren Parallelkreis p die Punkte VI und V2 des inneren 
Teiles v der Umrißkurve, die sich im Kreuzriß im Punkte V'" doppelt 
überdecken. Die Tangenten in den Punkten V~' und V~' sind identisch mit 
den Tangenten an den zweiten scheinbaren Umrißkreis k~' der Kugel "2' 
d. h. sie stehen auf den Radien [M~' v~'j bzw. [M~'V~'] senkrecht. Die 
spezielle Hilfsebene, die zuvor die Scheitel A" und B" auf dem äußeren 
Parallelkreis lieferte, führt auf dem inneren Parallelkreis zu dem oberen 
und unteren Scheitel e" bzw. D" der inneren Konturku·rve v". Und die 
durch 0 gelegte Hilfsebene ergibt, ähnlich wie zuvor, ihren rechten und 
ihren linken Scheitel. 

Wie Fig.186 zeigt, besteht die zweite wahre Umtißkurve des Torus 

aus zwei Zweigen, von denen der eine (u) auf dem WulstteiI der Fläche, 
der andere (v) auf ihrer Kehle verläuft. Im Kreuzriß verlaufen die Zweige 
u", und v'" asymptotisch gegen den Kreuzriß des höchsten und tiefsten 
Parallelkreises. Im Aufriß ist der äußere Zweig u" des Umrisses eine ovale 
Kurve, während der innere Zweig v" bei der zugrunde gelegten Achsen­
neigung vier Spitzen X~', X~' und Y~', Y~' besitzt. Diese vier Spitzen 
sind höchste und tiefste Punkte der Kurve v". Sie lassen sich dadurch 
festlegen, daß man ·an den Kreuzriß v'" die horizontalen Tangenten legt 
und deren Berührpunkte X"', Y'" mittels der zugehörigen Berührkugel "3 
(Mittelpunkt M 3 ) in den Aufriß überträgt. Auch die Tangenten an die 
Spitzen lassen sich nach den oben besprochenen Konstruktionen (etwa als 
Tangenten von ,,~) bestimmen: Sie sind in Fig. 186 für die Punkte y~ 
und Y~' eingezei~hnet. -

Der Torus kann auch als Hüllfläche einer Schar von Kugeln vom festen 
Radius r aufgefaßt werden, deren Mittelpunkte auf dem Mittenkreis m 
liegen. Bei einer beliebigen Normalprojektion stellen sich diese Kugeln 
als Kreise vom festen Radius r dar, deren Mittelpunkte auf dem ellip­
tischen Riß m" des Mittenkreises liegen. Daraus folgt aber, daß die Um­
rißkurve (u", v") des Torus die Hüllkurve einer Schar von Kreisen vom 
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Radius r ist, deren Mittelpunkte auf m" liegen. Da der Mittenkreis m 
sich als Ellipse m" projiziert, ist der Aufriß der Umrißkurve (u", v") des 
Torus eine Parallel kurve zu dieser Ellipse und besitzt daher die gleiche 
Evolute und die gleichen Schmiegkreismittelpunkte wie diese Ellipse. Ins-
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besondere sind die Schmiegkreismitten K1 und K 2 für die Ellipsenscheitel 
zugleich auch die Schmiegkreismitten für die Scheitel B",O" usw. der 
Umrißkurve (u", v"). 

Die scheinbare Umrißkurve einer Ringfläche bei Normalprojektion 
(d. h. die Parallelkurve einer Ellipse), die, je nach der gewählten (gegen 
die Torusachse geneigten) Sehrichtung, eine der in Fig. 187 a -d gezeich­
neten Gestalten hat, wird nach BRETON DE CHAMP (1844) als Toroide 
bezeichnet. Die Toroide ist eine ebene algebraische Kurve 8. Ordnung mit 
acht Doppelpunkten (von denen zwei reell sein können) und zwölf Spitzen 
(Rückkehrpunkten, von denen vier reell sein können), sie ist ferner von 
4. Klasse (d. h. aus jedem Punkt der Ebene gehen an sie vier Tangenten) 
und hat zwei Doppeltangenten. 

7311 Strubecke,', Geoml'trie 18 



XVI 

Schraublinien und Schraubflächen 

70. Die Schrauhlinie 

Bei einer Drehung um eine feste Achse im Raum beschreibt jeder Punkt 
des Raumes einen Kreis in einer achsennormalen Ebene. Bei einer Ver. 
schiebung in einer festen Richtung sind die Bahnkurven der Raumpunkte 
Geraden parallel zu dieser Richtung. Die 'Überlagerung beider Raum· 
bewegungen ist eine Schraubung, wenn die Verschiebung in Richtung der 
Drehachse erfolgt und wenn die Schubstrecke z zum Drehwinkel q; pro. 
portional ist: 

(1) 

Die Drehachse, die zugleich die Schubrichtung angibt, heißt die Schraub. 
achse, der ProportionaIitätsfaktor p zwischen dem Drehwinkel q; und der 
Schubstrecke z heißt Parameter der Schraubung. Die Bahnkurven der Punkte 
des Raumes bei einer Schraubung heißen Schraublinien. 

Der Drehwinkel q; ist dabei im Bogenmaß zu messen (Winkeleinheit 
1 Radiant), d. h. q; ist die Länge des zum Drehwinkel am Einheitskreis 
gehörenden Bogens. Ist (X ° das Gradmaß eines Winkels, q; sein Bogenmaß, 
so besteht die Proportion 

(2) (X0: q; = 3600 :2n = 180°: n 

oder 

(3) 

aus der das Gradmaß für 1 Radiant (q; = 1) sich zu 

(4) 1 Radiant A. 180
0 

= 57,2958°= 57°17'45" - n 

ergibt. Da zu dem Winkel q; = 1 nach (1) die Schubstrecke z = p gehört, 
ist der Parameter p der Schraubung gleich jener Schubstrecke, die zu einer 
Drehung um den Winkel von 1 Radiant gehört. 

Einer vollen Umdrehung um den Winkel q; = 2n entspricht nach (1) 
eine Verschiebung um die Strecke 

(5) h = 2p7t, 
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die als Ganghöke der Sckraubung bezeichnet wird. Aus ihr folgt für den 
Sckraubparameter p (oder die auf den Winkel rp = 1 reduzierte Gangköke) 

h 
P=2:r; . (6) 

Es gibt, wenn man auf den Sckraubsinn achtet, zwei Arten von Schrau­
bungen: 

Denkt man sich die Schraubachse als z-Achse eines rechtshändigen 
räumlichen cartesischen Koordinatensystems, und wählt man als Schub­
richtung die Richtung der positiven z-Achse, dann ist die Schraubung eine 

Ibl Roch, ... hroubung P>-O 101 

Fig. 188. Schraubung des Raumes um die z·Achse (Ganghöhe h. Parameter p = h/2n) mit 
der BahnschraublInie eines Punktes P und Ihrem SchraubzylInder 

positive Sckraubung oder Recktssckraubung, wenn die zugehörige Drehung 
in der (x, y)-Ebene im mathematisch positiven Sinn erfolgt, d. h. in jenem 
Drehsinn, der die positive x-Achse mit einer positiven 90°-Drehung (Links­
umdrehung) in die positive y-Achse überführt (Fig. 188a). Zu einer Rechts­
schraubung gehört ein positiver Sckraubparameter (p > 0). Eine Schraubung 
mit gleicher (positiver) Schubrichtung aber entgegengesetztem (negati­
vem) Drehsinn (Rechtsumdrehung) ist eine negative oder Linkssckraubung, 

18* 
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zu der ein negativer Parameter (p<O) gehört (Fig. 188b). Steigt man längs 
einer Schraublinie nach oben (pg; > 0), dann wandert. man bei einer rechts-

g'r---------~~_+--~--_+~~------~~---

X' 
~, 

1<'lg.189 .. Darstellung einer SchraublInie (BahnschraubUnle des Punktes 0). Grundriß: Kreis. 

Aufriß: SInuslInie. Rlchtkegel (Scheitel R. Höhe p). Fluchtpunkt Tu und Drehtluchtpunkt T: 

der Bahntangente des Punktes ·P. Fluchtgerade "u und Drehtluchtgerade .. : der Bahn-
sChmlegebene .. des Punktes P. Begleitendes Dreibein (I. 1), b) der SchraublInie In P 



70. Die Schraublinie 277 

gängigen Schraublinie rechts, bei einer linksgängigen links von der Schraub­
achse. 

Umläuft man die Schraubachse im positiven Sinn (91 > 0), dann wandert 
man auf einer rechtsgängigen Schraublinie (p> 0) nach oben (z = p 91 > 0), 
auf einer linksgängigen Schraublinie (p< 0) nach unten (z = P91 < 0). Das 
zeigen die Figuren 188a und 188b, in denen jeweils ein voller Gang der 
Schraublinien dargestellt ist. 

Von einer rechtsgängigen Schraublinie sei die Achse z, der SchraubradiU8 a 
und die Ganghöhe h gegeben. Wählt man die Schraubachse senkrecht zur 
Grundrißebene, dann erscheint die Schraublinie im Grundriß als Kreis um z' 
mit dem RadiU8 a (Fig. 189). Zur punktweisen Konstruktion des Aufrisses 
eines Ganges der Schraublinie teilen wir den Grundrißkreis in 12 gleiche Teile 
ein und unterteilen die auf der z-Achse im Aufriß aufgetragene Ganghähe h 
ebenfalls in 12 gleichgroße Teilstrecken. Hat sich der verschraubte Punkt, 
beginnend im Punkt 0 in der Grundrißebene, in positivem Sinn um den 
Winkel 30° nach l' gedreht, so hat er sich im Aufriß gleichzeitig um 1/1'1. 
der Ganghöhe h aus der Lage 0" in die Lage I" gehoben. Entsprechend 
findet man die weiteren Punkte 2", 3", ... , 12" der Aufrißkurve, indem 
man den Grundriß des Punktes jeweils um 1/12 des Kreisumfanges weiter­
dreht und gleichzeitig seinen Aufriß um jeweils h/12 hebt. 

Zur analyti8chen Dar8tellung der Schraublinie führen wir ein räumliches 
cartesisches Koordinatensystem ein, dessen z-Achse auf der Schraub­
achse liegt, während die x- und die y-Achse so in der Grundrißebene liegen, 
daß die po8itive x-Achse den Anfangspunkt 0 der Schraublinie enthält. Ist 
91 der Drehwinkel (Bogenmaß!) eines beliebigen Punktes P der Schraub­
linie, gemessen von der positiven x-Richtung aus, so lauten die Koordi­
naten von P 

(7) 

I x = a C~S91' 

l
y=aslll 91, 

Z = P91. 

Aus dieser Parameterdarstellung der Schraublinie findet man als Para­
meterdarstellung bzw. als Gleichung für ihren Grundriß den Krei8 
(Grundrißkreis oder Grundkreis ) 

(8) 
x = a cos91,i 

t also x2 + y2=a2, 
y = aSin91,J 

z = 0, 
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und als Parameterdarstellung bzw. Gleichung für ihren Aufriß die Sinus­
linie 

(9) also y=asin-, y = a Sin lP '} Z 

z = PIP, p 
x=O, 

schließlich als Parameterdarstellung bzw. Gleichung für ihren Kreuzriß 

die Cosinuslinie 

(10) also x=acos-, x=acoslP'} Z 

z=PIP, p 
y=O. 

Daraus folgt 
Satz 1: Der Aufriß einer Schrauhlinie, deren Achse zur Grundrißebene 

senkrecht steht, ist eine Sinuslinie, deren Amplitude gleich dem Schraub­
radius a und deren Wellenlänge gleich der Ganghöhe 2 p n der Schraublinie ist. 

Da der verschraubte Punkt stets den konstanten Abstand a von der 
Schraubachse besitzt, liegt die Schraublinie auf einem Drehzylinder vom 
Radius a, ihrem Schraubzylinder. Wickelt man den (etwa längs der Mantel­

linie des Punktes 0 aufgeschnittenen) Schraubzylinder samt der auf ihm 
liegenden Schraublinie in die Ebene ab, dann geht die Schraublinie wegen 
der Proportionalität zwischen z und IP in eine Gerade über. 

Die kürzeste Verbindungslinie z zwischen zwei (genügend nahen) Punkten 
einer Fläche heißt eine geodiitische Linie der Fläche. Läßt sich die Fläche 
(wie das bei dem Schraubzylinder zutrifft) in die Ebene abwickeln, dann 
gehen diese geodätischen Flächenkurven in die geodätischen Linien der 
Ebene, d. h. in Geraden über. Daher gilt 

Satz 2: Die Schraublinien sind die geodiitischen Linien des Schraubzylin­
ders. 

Der Anstieg tg (X der durch diese Abwicklung einer Schraublinie ent­
stehenden Geraden gegen den (in eine horizontale Gerade gestreckten) 
Basiskreis des ~chraubzylinders ist das Verhältnis der Ganghöhe h = 2pn 
zum Umfang u = 2an dieses Basiskreises 

(11) 

Da bei der Abwicklung des Schraubzylinders der Winkel zweier Flächen­
kurven nicht geändert wird, folgt, daß die Schraublinie alle Erzeugenden 

des Schraubzylinders unter dem konstanten Winkel ; - (X schneidet. Ihre 

Tangenten schließen daher mit der Grundrißebene den konstanten Winkel (X 

ein. Raumkurven, deren Tangenten gegen eine feste Ebene konstante 
Neigung besitzen, heißen nach EMIL MÜLLER Böschungslinien. Also gilt 
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Satz 3: Die 8chraublinie (7} ist bezüglich der zur 8chraubachse normalen 
Ebenen eine Böschungslinie mit der festen Steigung tg <X = p/a. 

Über den festen Schraubzylinder denken wir uns einen zweiten, beweg­
lichen Schraubzylinder gleicher Abmessung geschoben und auf beiden die­
selbe Schraublinie gezeichnet. Verschrauben wir nun den beweglichen 
Zylinder um seine Achse mit dem Parameter p der Schraublinie, so ver­
schiebt sich jeder Punkt der beweglichen Schraublinie auf der festen 
Schraublinie, d. h. die Schraublinie geht durch Verschrauben in sich über 
oder 

Satz 4: Die 8chraublinie ist in sich 8elbst verschiebbar. 

Die Tangente t6 im Punkte 6 der 8chraublinie, deren Aufriß t~ die Wende­
tangente im Punkte 6" der Sinuslinie ist (Fig. 189), liegt in der aufrißpar­
allelen (hinteren) Tangentenebene des Schraubzylinders. Der Steigwinkel <X 

dieser Tangente erscheint im Aufriß in wahrer Größe. Trägt man daher 
vom Aufriß 0" des Horizontalspurpunktes der Schraubachse aus auf 

der Rißachse x 12 den halben Umfang u/2=an des nach ADAM KOCHANSKY 
rektifizierten Grundkreises auf, so geht die Tangente t~ des Punktes 6", 

dessen Erhebung gleich h/2 = p n ist, wegen tg<x = P- = p n durch den 
a an 

Endpunkt dieser Strecke. Die Wendetangenten t~ und t~ in den Wende­
punkten 0" und 12" der Sinuslinie findet man dann aus t~ durch Spiegelung 

an den horizontalen Geraden z = ~ bzw. z = 3
4
k • 

Verschiebt man (Fig. 190) die Tangenten t aller Punkte P der Schraub­
linie parallel zu sich so, daß sie alle durch den festen Punkt R = (0, 0, p) 

z 

y 

x T 

Fig. 190. Konstruktion der Tangente t der :;chrauh· 
linie im Punkte P (ßahntangente t des Punktes P) 
mittels d"s Richtkegels (:;cheitel R. Hühe 1') und des 
~'luchtpunktes Tu der llahntnn!{Cntll t von P 

(Erläuterung) 

gehen, der auf der Schraubachse z 
in der Höhe p über bzw. unter der 
Grundrißebene liegt (je nachdem 
p > 0 oder p < 0 ist), so bilden 
diese verschobenen Tangent.en, da 
sie alle dieselbe Neigung aufweisen, 
einen Drehkegel, den Riehtkegel 
der Schraublinie. Weil die Spitze R 
dieses Richtkegels auf der Schraub­
achse z in der Höhe p liegt und 
die Neigung seiner Erzeugenden 

gleich tg (X = P- ist, hat sein in 
a 

der Grundrißebene z = 0 liegender 
Basiskreis den Radius a und fällt 
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daher mit dem Grundrißkreis der Schraublinie zusammen. Also gilt 
(Fig. 190) 

Satz 5: Der Richtkegel einer Schraublinie (Radius a, Parameter p) ist 
jener Drehkegel, welcher ihren Grundrißkreis (Radius a) mit dem Punkte 
R = (0,0, p) der Schraubachse verbindet. Dieser für alle Bahnschraub­
linien der Schraubung (vom Parameter p um ,die Schraubachse z) feste Punkt 
R = (0, 0, p) liegt auf der Schraubachse z in der reduzierten Ganghöhe 
p = h/2n über (p> 0) oder unter (p< 0) der Grundrißebene z = O. Die 
M antellinien des Richtkegels sind parallel zu den Tangenten der Schraublinie. 

Die Konturerzeugenden des Richtkegels im Aufriß sind parallel zu den 
Wendetangenten des sinusförmigen Aufrisses der Schraublinie. Daraus 
ergibt sich die einfachste Konstruktion der Spitze R des Richtkegels. 

Mit Hilfe des Richtkegels Iä.ßt sich auf einfache Weise die Tangente t 
der Schraublinie in einem beliebigen Punkte P (z. B. in 4) konstruieren, die 
man auch als die Bahntangente t des Punktes P bei der durch die Schraub­

achse z und den Parameter p gegebenen Schraubung bezeichnet (Fig. 189). 
Die zu t parallele Erzeugende des Richtkegels geht durch R und schneidet 
den Grundkreis in einem Punkt Tu, der aus dem Grundriß P' des Punktes P 
durch eine negative Vierteldrehung um Z' hervorgeht. Faßt man die Spitze R 
des Hichtkegels als .A uge und die Grundrißebene als Bildebene auf, dann kann 
man die zu t parallele Erzeugende des Richtkegels als den zu t gehörigen 
Fluchtstrahl und den Spurpunkt Tu dieses Fluchtstrahls als den Fluchtpunkt 
der Tangente t ansprechen. Also gilt 

Satz 6: Faßt m.an die Spitze R des Richtkegels der Schraubung als Aug­
punkt und die Grundrißebene als Bildebene einer Perspektive auf, so erhält 
man den Fluchtpunkt Tu der Bahntangente t der Bahnschraublinie 
eines Raumpunktes P, indem man den Grundriß P' von P um den Spurpunkt 
der Schraubachse Z' = R' im negativen Sinne ( also rechtsum) um einen 
rechten Winkel schwenkt. Die Bahntangente t 1'on P ist dn,nn zu der Geraden 
[RTuJ parallel. 

Da die Tangente t der Bahnschraublinie des Punktes P in der Tangenten­
ebene des Schraubzylinders liegt, ist ihr Gl'undriß t' die Tangente an den 
Grundkreis im Punkt P' (Fig. 189). Ihr Aufriß t" ergibt sich durch folgende 

Konstruktion: Man dreht deu Punkt P' im Grundriß im negativen Sinn 
um n/2 in den Fluchtpunkt '/'" c- T;, der Tangente t. Sein Aufriß T~ liegt auf 
der Rißachse Xl2 und bestimmt mit [R"T~J =. t" den Aufriß des Flucht­
strahls i! t von t. Zu ihm ist der durch pli laufende Aufriß t" der Tau­
gente t der Schraublinie im Punkte P parallel. 
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Im Punkt 6 der Schraublinie legen wir durch die Bahntangente t6 der 
Schraublinie die zweitprojizierende Ebene 0'6' Die Schraublinie berührt 
im Punkt 6 diese Ebene und durchsetzt sie zugleich, da O'~' mit der Wende­
tangente t~' des Aufrißbildes der Schraublinie zusammenfällt. Es liegt 
also (ähnlich wie bei dem Schmiegkreisoeiner ebenen Kurve) eine Berührung 
höherer Ordnung zwischen der Schraublinie und dieser Ebene 0'6 vor, und 
zwar eine Berührung 2. Ordnung oder eine dreipunktige Berührung. Unter 
den Ebenen des Büschels mit der Bahntangente t6 als Achse ist die Ebene 
0'6 dadurch ausgezeichnet, daß sie mit der Kurve nicht nur zwei sondern 
drei in den Punkt 6 zusammengerückte Punkte gemeinsam hat. Die 
Ebene 0'6 heißt daher die Schmiegebene der Schraublinie im Punkte 6. 

Die Normalebene v der Schraublinie, die im Punkt 6 auf der Bahntangente 
t6 senkrecht steht, schneidet die Schmiegebene 0' in einer zweitproji­
zierenden Geraden h6• Diese ausgezeichnete Normale der Schraublinie 
heißt ihre Hauptnormale h6 im Punkte 6. Es folgt 

Satz 7: Die Hauptnormale h in einem Punkte P der Schraublinie ist das 
Lot aus P auf die Schraubachse, d. h. ein Zylinderradius. Sie spannt zusam­
men mit der Tangente t die Schmiegebene 0' der Schraublinie im Punkte P 
(Bahnschmiegebene des Punktes P) auf. 

Das orthogonale Zwei bein aus Tangente und Hauptnormale im Punkt 
P der Schraublinie kann man zu einem orthogonalen Dreibein ergä.nzen, 
indem man als zweite ausgezeichnete Kurvennormale die Normale zur 
Schmiegebene in P hinzunimmt. Diese Binormale b liegt in der Tangenten­
ebene des Schraubzylinders. Das aus den Einheitsstrecken in Richtung 
der Tangente, der Hauptnormalen und der Binormalen gebildete ortho­
normierte Dreibein t, q, b, das man sich in jedem Punkt der Schraublinie 
angebracht denken kann, heißt das begleitende Dreibein der Schraub­
linie. 

Da ~e Bahntangenten t der Schraublinie (mit dem Grundkreisradius a) 

gegen die Grundrißebene die feste Neigung tg IX = J!... haben und die 
a 

Zylinderradien der Punkte P erste Spurparallelen ihrer Schmiegebenen 0' 

sind (diese Radien sind daher die Hauptnormalen h der Punkte P), sind 
auch alle Schmiegebenen 0' der Schraublinie gegen di, Grundrißebene unter 
dem festen W inkellX geneigt. Die durch die Spitze R des Richtkegels gelegte 
Parallelebene 110' zur SchmiegebeneO' eines beliebigen Punktes P der Schraub­
linie ist daher Tangentenebene des Richtkegels, und ihre Spur, d. h. die 
FIII('ht.~(\rade (Fluchtspur) (Ju der Schmiegebene 0' berührt den Grund­
I.-rei.~ im Fluchtpunkt Tu = T~ der Bahntangente t (Fig. 189). Die zweite Spur 
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(O'Js dieser durch R gelegten Parallelebene 10' zur Schmiegebene 0' geht 
dann durch R" und den Aufriß K" des Schnittpunktes K von 0' .. mit der 
y-Achse. Auf (O'J2 steht schließlich der Aufriß ()" des Binormalenvektors b 
des Punktes P senkrecht. 

Die Grundrißspur 0'1 der Schmiegebene 0' des Punktes P ist zur Flucht­
geraden O'u der Schmiegebene parallel. Da sie die Tangente t des Punktes P 
enthält, geht sie außerdem durch den Horizontalspurpunkt H = H' der 
Bahntangente t, der auf dem Ordner des Punktes H" = [t", X12] liegt. Da­
durch ist aber 0'1 bereits festgelegt. 

Mit Hilfe der Schmiegebene kann auch der Schmiegkreisradius e in den 
Scheiteln der Sinuslinie, die als Aufriß der Schraublinie auftritt, gefun­
den werden. Die Schnittellipse der Schmiegebene eines Punktes der Schraub­
linie mit dem Schraubzylinder hat nämlich den gleichen Schmiegkreis­
radius wie die Schraublinie selbst; dasselbe gilt daher auch für die Aufrisse 
dieser Kurven. Die Schmiegebene 0'9 im Punkte 9 hat eine zur Rißachse 

Xu para.llele Horizontalspur und hat die Neigung tg <X = J!... Sie schneidet 
Ii 

den SchraubzyJinder in einer Ellipse, deren halbe kleine Achse gleich 
dem Zylinderradius a ist und im Aufriß in wahrer Größe auftritt. Die 

halbe große Achse dagegen, die mit tg <X = !!. gegen die Grundrißebene ge-
a 

neigt ist, projiziert sich im Aufriß als die Strecke a tg <X = p. Daher 
gilt für den Schmiegkreisradius e im Scheitel 9: 

(12) o = pB oder Il' a = p2. 
"a <:: 

Errichtet man daher (Fig. 189) in der Spitze R" des Richtkegels das Lot 
auf -eine seiner Konturerzeugenden und schneidet es mit dem Aufriß des 
Basiskreises, d. h. mit der Rißachse x12' so ist die Projektion dieser Lot­
strecke auf die Rißachse gleich dem Scheitelkrümmungsradius e. 

Schließlich führen wir noch zwei wichtige Begriffe ein, die für die kon­
struktive Behandlung der Schraubflächen sehr wirksam sind, und die von 
THEODOR SCHMID (1890) stammen, nämlich den Drehfluchtpunkt einer 
Geraden und die Drehfluchtgerade ( Drehfluchtspur) einer Ebene (Fig. 179). 

Dreht man den Fluchtpunkt einer Geraden, etwa den Fluchtpunkt Tu 
der Tangente t der Schraub linie im Punkte P (Fig. 1~) um Z' im posi­
tiven Sinn (linksum) um den Winkel n/2, so erhält man einen Punkt T;, 
der als Drehftuchtpunkt der Tangente t bezeichnet wird. Da für die Tan­
gente t der Schraublinie dieser Drehfluchtpunkt T; mit dem Grundriß 
pi ihres Berührungspunktes zusammenfällt, gilt 
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Satz 8: Der Grundriß P' eines Punktes P der Schraublinie ist identisch 
mit dem Drehfluchtpunkt T: seiner Bahntangente t, d. h. P' = T:. 

Eine beliebige Ebene, z. B. die Schmiegebene (J im Punkte P der 
Schraublinie, hat eine bestimmte Fluchtspur (Ju, nämlich die Horizontal­
spur der l'aralleiebene zu (J durch die Spitze R des Richtkegels. Dreht 
man diese Fluchtspur (Ju um Z' im positiven Sinn (linksum) um den Winkel 

j<'ig. 191. Schraubtorse (Tangententlll.che der SchraublInie 8) mit Normalschnitt k 
(Krelsevol "ente) 
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n/2, so erhält man die Gerade O'~, die Drehßuchtspur der Ebene 0'. Für die 
Schmiegebene 0' von P deckt sich die Drehfluchtspur O',~ mit dem Grund­
riß t' der Bahntangente t an die Schraublinie im Punkte P. AIEo gilt 

Satz 9: Der Grundriß t' der Bahntangente t eines Punktes P der Schraub­

linie ist identisch mit der DrehfluchtspurO': seiner Schmiegebene a, d. h. t' = a: . 

71. Die Schraubtorse 

Die Schar der Tangenten t an eine beliebige Raumkurve k bildet eine Fläche, 
die als die Tangenten{f.ikhe oder als die Torse von k bezeichnet wird. Die 
Raumkurve selbst heißt die Gratlinie der Torse. Die Tangenten t der Raum­
kurve sind die (geradlinigen) Erzeugenden oder Mantellinien der Torse; die 
Torsen sind also Regelflächen. Insbesondere ist die Tangenten{f.ikhe einer 
Schraublinie eine Schraubtorse. Wegen ihrer geradlinigen Erzeugenden ist 
sie eine spezielle Regelschraubfläche. 

Fig. 191 zeigt den Grundriß und den Aufriß einer Schraublinie s. Die 
Tangenten t der Schraublinie, deren Risse nach 70. gewonnen werden, sind 
die Erzeugenden der zu s gehörigen Schraubtorse. Um die Spurkurve 

dieser Schraubtorse in der Grundrißebene zu finden, ermittelt man die 
Grundrisse H' der Horizontalspurpunkte H der einzelnen Tangenten t, 
die aus dem Aufriß der Schnittpunkte H" = [t", xli] sofort in den Grund­
riß übertragen werden können. Liegt dabei, wie im Punkte 3, die Tangente 
in einer doppeltprojizierenden Ebene, dann verschraubt man die Tangente 
um einen rechten Winkel (in die Tangente des Punktes 6), wodurch sie 
Parallellage zur Aufrißebene erlangt. Denkt man sich die Grundrißebene 
bis in die Höhe des Punktes 3 mitverschraubt, so kann man den Abstand d 

des Spurpunktes der Tangente vom Grundriß 3' des Berührungspunktes 3 
dem Aufriß entnehmen und in den Grundriß übertragen. 

ZU[\ Erhöhung der Anschaulichkeit sind in Fig. 192 die beiden Mäntel der 
Tangentenfläche (Schraubtorse) für einen halben Gang der Schraublinie s in 
einem Schräyriß dargestellt. 

Die Spurkurve der Schraubtorse kann man auch kinematisch erzeugen: 
Die Tangenten t der Schraublinie liegen in den (erstprojizierenden) Tan­
gcntenebenen T des Schraubzylinders und haben gegen die Grundriß­
ebene die feste Neigung tg<x = pla. Die in den Tangentenebenen T 

liegenden rechtwinkeligen Dreiecke (PP H), deren Hypotenusen P Hals 
Bahntangenten t von P die feste Horizontalneigung tg <X = pja haben, 
besitzen dann die vertikalen Katheten P' P = z = p ~ und die horizontalen 
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Katheten P'H = P'H' = pg; /tg (X = arp. Daher ist der Grundriß P'H' des 
Tangentenstückes zwischen dem Berührungspunkt P und dem Spurpunkt H 

gleich der von 0 aus gezählten Länge des Kreisbogens 0' P' = a g;. Wickelt 
man daher einen auf den Basiskreis s' aufgewickelten gespannten Faden 
so ab, daß er sich stets tangential vom 'Kreis ablöst, dann beschreibt der 
Punkt 0 des Fadens gerade die Spurkurve k = k' der Schraubtorse. 
Diese Spurkurve heißt deshalb eine Fadenevolvente (Filarevolvente) du 
Kreises s' oder kurz eine Kreisevolvente. 

z 

Fig. 192. Schräg bild der belden Mäntel einer Schraubtor8e (Tangentenfläche ~lne8 halben GAng~8 der 
Schraubllnie .). 

Dieser Abwickelvorgang stellt in jedem Augenblick eine Drehbewegung 
dar mit dem Berührungspunkt P' der Kreistangente t' als momentanem 
Drehzentrum. Daher sind die Kreistangenten t' zugleich die Normalen der 
Kreisevolvente k'. Die Kreisevolvente durchsetzt somit alle Kreistangenten t' 
rechtwinklig, sie ist eine Orthogonaltrajektorie der Kreistangenten. Umge­
kehrt umlüllen die Normalen t' der Kreisevol~ente k' den Kreis s', der 
also die Evolute der Kreisevolvente k' ist. Daher sind die Berührungspunkte 
P' der Normalen t' von k' auf dem Kreis s' zugleich die Schmiegkreismitten 
für die entsprechenden Punkte H' der Kreisevolvente k'; man kann damit 
die Kreisevolvente k' ziemlich genau aus Bogenstücken ihrer Schmiegkreise 
kH ( Mitte 1", Radilt8 a'g;) .zusammensetzen. 

Im Punkte 0 = 0' hat die Kreisevolvente k', da sie den Basiskreis s' senk­
recht trifft, eine Spitze mit zu s' senkrechter Spitzentangente. Sie setzt 
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sich nach links symmetrisch bezüglich der Spitzentangente fort, wobei 
diese Punkte die Spurpunkte der Tangenten an die unter die Grund­
rißebene fortgesetzte Schraublinie sind. Nach beiden Seiten umkreist 
die Kreisevolvente k' den Kreis s' spiralenförmig in unendlich vielen 
immer weiter werdenden Windungen. 

Di'e Tangentellebene (1 der Schraubtorse in einem Punkt P der Schraub­
linie enthält die durch P gehende Erzeugende t (= Tangente an die Schraub­
linie) und hat die Tangente an die Spurkurve k = k' der Torse zur Grundriß­
spur (11' Da diese zur Hauptnormalen h des Punktes P der Schraublinie 
(Zylinderradius) parallel ist, liegt die Hauptnormale h in der Tangenten­
ebene (1 der Schraubtorse (als erste Spurparallele). Diese Tangenten­
ebene (1 berührt die Schraubtorse nicht nur im Punkte P, sondern längs der 

ganzen durch P gehenden Erzeugenden t, die eine erste Fallinie von (1 ist. 
Daraus folgt: 

Satz 1: Die Tangentenebene in ein~m beliebigen Punkte H der SchraUb­
torse ist identisch mit der Schmiegebene (1 jenes Punktes P der Schraublinie s, 
dessen Tangente (Erzeugende) t den Berührpunkt H enthält. 

Die Tangentenebenen der Schraubtorse haben gegen die Grundrißebene 
eine feste Neigung, nämlich die Neigung der Erzeugenden. Da diese Eigen­
schaft für alle sogenannten Böschungsflächen kennzeichnend ist, zählt 
die Schraubtorse zu den Böschungs/lächen. 

Da alle Punkte einer Erzeugenden t der Schraubtorse dieselbe Tangenten­
ebene haben, ist die Schraubtorse (wie überhaupt jede Torse) in die Ebene 
abwickelbar, und zwar ist sie die einzige abwickelbare Regelschraubfläche. Sie 
besteht aus zwei Mänteln, herrührend von den beiden Halbtangenten der 
Schraublinie, die längs der Schraublinie miteinander einen scharfen Grat 
bilden. Die Schranblinie, deren Tangentenfläche die Schraubtorse ist, 
heißt daher auch die Gratlinie der Schraubtorse. Dieser Grat bewirkt auf 
der Spurkurve der Schraubtorse, der Kreisevolvente, deren Spitze. 

72. Die Wendelfläche 

Die Schar der Hauptnormalen einer Schraublinie, welche die Schraubachse 
senkrecht schneiden, bildet eine geschlossene gerade Regelschraubfläche 
oder Wendel/läche. Sie kann durch Verschrauben einer Geraden erzeugt 
werden, die die Schraubachse rechtwinklig schneidet. Auf der Wendel­
fläche liegen deshalb als ausgezeichnete Kurven die Schar der achsen­
normalen geradlinigen Erzeugenden und die Schar der Bahnschraublinien, 
die die Bahnkurven der einzelnen Punkte der Erzeugenden bei der Schrau­
bung sind. Alle Bahnschraublinien haben die gleiche Ganghöhe h -.:. 2 np 
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und denselben Parameter p, aber verschiedene Schraubradien a. Da 
der Anstieg einer Schraublinie durch tg ~ = pla gegeben ist, sind die 
Baknsckrauhlinien um 80 steiler, je kleiner der Sckrauhradius a ist. 

Fig. H13. WendeUläche, gebildet von den Achsenioten (Hauptnormaien) einer Schraubiinie. Konstruktion 
eines Punktes P der Wendellläche mit Tangentenebene T und Fiächennormale n 

In Fig. 193 ist eine Bahnschraublinie 8 und eine Schar von Erzeugenden e 
einer Wendelfläche, deren Achse z zur Grundrißebene senkrecht steht, 
in Grundriß und Aufriß dargestellt. (Die Erzeugenden, die in Fig. 193 an 
der Schraubachse enden, müßten eigentlich über die Achse hinaus als 
Vollgeraden fortgesetzt werden.) 
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Da alle Bahnschraublinien der Wendelfläche denselben Schraubpara­
meter p haben, ist die Spitze R des zur Schraublinie s gehörigen Richt­
kegels zugleich auch Spitze der Riehtkegel für alle Bahnschraublinien der 
Wendelfläche. 

Zum Grundriß P' eines auf der Erzeugenden e liegenden Punktes P 
der Wendelfläche findet man den Aufriß pli auf dem Aufriß eil dieser Er­
zeugenden. Der Grundriß t' der Tangente t an die Bahnschraublinie im 
Punkte P ist die Tangente an den Grundrißkreis dieser SchraubIinie. Um 
ihren .Aufriß t" zu konstruieren, bestimmt man den Grundriß Tu = T~ 
und den Aufriß T~ des Fluchtpunkte.s Tu der Tangente. Die Erzeugende 
[RTuJ des zu dieser BahnschraubIinie gehörigen Richtkegels ist dann zur 
Tangente t parallel, so daß auch t" I [R"T~J ist. 

Diese Tangente t an die BahnschraubIinie und die Erzeugende e spannen 
die Tangentenebene 't' der Wendelfläche im Punkte P auf. Ihre Fluchtspur 
't'u' d. h. die Horizontalspur der Parallelebene i't' durch die Spitze R des 
Richt.kegels, ist Tangente im Punkt Tu an den Grundrißkreis der Bahn­
schraublinie des Punktes P. Die Horizontalspur 't'l der Tangentenebene 't' 

ist zur Fluchtspur 't'" parallel und geht durch den Horizontalspurpunkt H' 
der Bahntangente t, der aus seinem Aufriß H" = [t", Xl2J hervorgeht. 
Aus dem Fluchtpunkt T" der Tangente und der Fluchtgeraden 't'u der 
Tangentenebene gewinnt man durch eine positive 90°-Schwenkung den 
Drehfluchtpunkt T; der Bahntangente t, der sich mit dem Grundriß P' 
des Berührungspunktes P deckt, und die Drehfluchtgerade (Drehfluchtspur 1 
't': der Tangentenebene 't', die mit dem Grundriß t' der Bahntangente t zu­
sammenfällt. Daraus folgt, in übereinstimmung mit (70. Satz 7), der 

Satz 1: Die Tangentenebene an die Wendelfläche ist identisch mit der 
Schmiegebene der Bahnschraublinie im Berührungspunkt. 

Die Richtung der zweiten Spurparallelen der Tangentenebene 't' erhält man, 
indem man sich die Aufrißebene durch die Schraubachse gelegt denkt und 
dann die Aufrißspur ('t'u)z = [R", K"] der durch die Spitze R des Richtkegels 
gelegten ParaIIelebene von 't' zeichnet (deren erste Spur die Fluchtgerade 't'u 

ist). 

Die Flächentwrmale n im Punkte P der Wendelfläche steht auf der 
Tangentenebene 't' senkrecht. Daher steht ihr Grundriß n' auf der Hori­
zontalspur 't'l von 't' senkrecht, d. h. n' fällt mit t' zusammen, und ihr Aufriß 
n" steht auf der Vertikalspur ('t'u)z von 11 't' senkrecht. 

Die Normale n kann auch mit Hilfe des Richtkegels, unter Verzicht 
auf die Spuren der Tangentenebene 't' und! 't', dadurch konstruiert werden, 
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daß man den Fluchtpunkt Nu der Normalen n ermittelt. Dieser ergibt sich 
leicht aus einem Seitenriß, der erstprojizierend durch den Fluchtstrahl 
[RTu ] der Bahntangente t gelegt wird. Die neue Rißachse X 13 fällt dabei 
mit [R'TJ zusammen. Der Seitenriß R'" der Kegelspitze R liegt im 
Abstand p von R' auf dem Lot zu X13, während die zur Tangentenebene T 

parallele (drittprojizierende) Fluchtebene I T durch R sich als Gerade 
[RIIITu ] darstellt. Da die Normale n auf der Tangentenebene T senkrecht 
steht, ist das Lot zu [R"'TJ im Punkt R'" zum Seitenriß n'" der Nor­
malen n parallel und schneidet auf X13 den Fluchtpunkt Nu der Normalen n 
aus. Sein auf der Rißachse x 12 gelegener Aufriß N;; liefert den Aufriß 
[R"N~] des zur Normalen n gehörigen Fluchtstrahls; zu ihm ist der Auf­
riß n" der Normalen parallel. 

Die Wendelfläche ist keine algebraische sondern eine transzendente Fläche. 
Es gibt nämlich Geraden, etwa die Parallelen zur Schraubachse z, die 
die Fläche in unendlich vielen Punkten schneiden, ohne der Fläche anzu­
gehören. 

Da die Wendelfläche durch Verschrauben einer Geraden erzeugt werden 
kann, ist sie eine Regelschraubfläche. Sie ist aber (im Gegensatz zur Schraub­
torse) nicht in die Ebene abwickelbar, also eine windschiefe Regelschraub­
fläche. Die Punkte einer festen geradlinigen Erzeugenden e der Wendel­
fläche haben nämlich lauter verschiedene Tangentenebenen T, da der 
Anstieg tg a = pla der Bahntangente t von der Achse z nach außen hin 
(d. h. mit wachsendem a) monoton abnimmt. Wandert ein Punkt P auf 
einer festen Erzeugenden e, im Schnittpunkt mit der Schraubachse z be­
ginnend, nach außen, so dreht sich die Tangentenebene T, mit vertikaler 
Lage beginnend, monoton um die Erzeugende e und nähert sich immer mehr 
der horizontalen Lage. 

73. Die Durchdringung einer Wendelßäche mit einem Drehzylinder, 
der die Schraubachse als Mantellinie enthält. 

(Zylindrische Kurven der Wendelßäche) 

Die Wendellläche (Achse z) sei festgelegt durch eine Bahnschraublinie s 
und eine Anzahl ihrer Erzeugenden, die einer Drehung um jeweils 30° ent­
sprechen (Fig. 194). Dabei sind die Erzeugenden wieder nur bis zur Schraub­
achse z herangeführt, und ihre Fortsetzung über die Achse hinaus ist weg­
gelassen. Der Drehzylinder, der mit der Wendelfläche zu schneiden ist, 

7311 Strubecker, Geometrie 19 
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"'to::::----+---f3' 

Fig. 194. Jeder DrehzylInder durch die Schraubachse schneidet die Wendeltläche In einer 
SchraublInie vom Parameter p(2, längs der die Wendelfläche von einem Zylinder berührt 

wird (zylindrische SchraublInien der Wendelfläche) 
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habe die SchraulJachse z als Mantellinie, so daß seine Achse b zur Schraub­
achse parallel ist, während sein Radius die (beliebig wählbare) Entfernung 
von bund z ist. In Fig. 194 ist der Durchmesser des Drehzylinders gleich 
dem Schraubradius a der willkürlich wählbaren Bahnschraublinie s der 
Wendelfläche angenommen. 

Der Grundriß 8' der Durchdringungskurve 8 der Wendelfläche und des 
Drehzylinders fällt mit dem Basiskreis des Drehzylinders zusammen. 
Eine beliebige (etwa in Höhe des Punktes 1 von 8 gelegte) achsennormale 
Hilfsebene a schneidet die Wendelfäche in einer Erzeugenden e und 

den Drehzylinder in einem Kreis. Der Schnittpunkt P dieser beiden 
Kurven ist ein Punkt der Durchdringungskurve 8. Der zweite (auf der 
Schraubachse z liegende) Schnittpunkt kann außer Betracht bleiben, da von 
vornherein feststeht, daß die ganze Schraubachse ein (nicht weiter inter­
essierender) Bestandteil der Durchdringungskurve ist. Der Grundriß 

P' ist unmittelbar als Schnitt von 8' und e' zu ersehen, und mit ihm kennt 

man auch seinen Aufriß pli auf eil. Nun ist aber der DrehwinkellP= -9::0' z' P' 

als Peripheriewinkel über dem Bogen 0' P' des Kreises 8' gerade halb so 

groß wie der zugehörige Zentriwinkel ~ = -9:: O'b' P', d. h. es ist lP = ~J2. 

Daher gilt für die Verschiebung z des Punktes P auf s, die gleich der Ver-

schiebung des Punktes P auf 8 ist, 

(1) 

Daraus folgt aber der 

Satz 1: Beschreibt der Punkt P die Bahnschraublinie s mit dem Para­
meter P und dem Schraubradius a, so beschreibt der auf der gleichen Erzeugenden 

liegende Punkt P auf dem Drehzylinder gleichfalls eine Schraublinie 8, 
jedoch vom halben Parameter pJ2 und vom halben Schraubradius a/2. 

Demgemäß liegen auf einer Wendelfläche zwei Arten von Schraublinien : 

1. die 00 1 Bahnschraublinien 8 der Wendelfläche vom Parameter p und der 
(Janghöhe h = 2p'll, die auf den zur Schraubachse koaxialen Zylindern 
liegen. Sie sind festgelegt durch den beliebig wählbaren Schraubradius a; 

2. die 002 "zylindrischen Schraublinien" 8 vom halben Parameter p/2 und der 
(,'anghöhe h /2 O~ P'll, deren Schraubzylinder die Schraubachse der Wendel­
fläche al8 JtIantellinie enthalten. Die Schraubachse b einer solchen zylin­
drischen Schraublinie ist parallel zur Achse z der Wendelfläche, aber 
sonst beliebig; sie ist durch die zwei willkürlich wählbaren Koordinaten 
ihres Spurpunktes in der Grundrißebene festgelegt. 

19* 
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In einem beliebigen Punkt P auf 8 legen wir die Tangentenebene T an 
die Wendelfläche. Ihre Drehflucht T; deckt sich mit dem Grundriß t' der 

Bahntangente t der Schraubung im Punkte P. Diese Drehflucht T: steht 

auf dem Grundriß e' der Erzeugenden e des Punktes P senkrecht und geht 
daher durch den Punkt Po, der den Grundrissen s' und s' gemeinsam ist. 

Da diese Tatsache unabhängig ist von der speziellen Wahl des Punktes P 

auf s, gehen die Drehfluchten T: der Tangentenebene T aller Punkte P von 8 
durch denselben festen Punkt Po. Anderseits kann der Punkt Po als Dreh­
fluchtpunkt ~ der Bahntangente to des gemeinsamen Punktes Po der beiden 
Schraublinien sund 8 aufgefaßt werden. Daraus folgt aber, daß die zu der 
Schar der Tangentenebenen T parallelen Ebenen 11 T durch die Spitze R des 
Richtkegels ein Ebenenbüschel bilden mit der Fluchtgeraden l der Bahn­
tangente to von Po als Achse. Die Tangentenebenen T der Punkte P von 8 

sind daher alle zur Bahntangente to des Punktes Po parallel und bilden 
somit einen der Wendelfläche längs 8 berührend umschriebenen Zylinder 
mit der Erzeugendenrichtung to oder l. Die Schraublinie 8 heißt deshalb 
eine zylindrische Kurve der Wendelfläche. Es folgt: 

Satz 2: Jeder die Schraubackse enthaltende Drehzylinder schneidet aua der 
Wendelfläche eine zylindrische Schraublinie von halbem Parameter und der 
halben Ganghöhe h/2 aua. Dabei sind die Tangentenebenen an die Wendelfläche 
in den Punkten dieser Schraublinie alle zu einer festen Richtung to parallel. 

Bei Parallelprojektion der Wendelfläche in Richtung to oder in Richtung 
l = [RT • .], wobei Tu der Fluchtpunkt von to ist, berühren die zu l paralle­
len Tangentenebenen T die Wendelfläche längs der zur Richtung l gehöri­
gen wahren Umrißkurve. Diese Berührungslinie ist aber nach dem eben 
bewiesenen Satz 2. gerade die zur Sehrichtung l gehörige zylindrische 
Schraublinie 8 der Wendelfläche. Die Schraublinie s kann daher auch als 
Eigenschattengrenze der Wendelfläche aufgefaßt werden, wenn die Wendel­
fläche in Richtung l durch parallele Lichtstrahlen beleuchtet wird. 

Ist die Lichtrichtung l beliebig vorgegeben, dann findet man die als 
Eigenschattengrenze (wahre Umrißkurve) der Wendelfläche auftretende 
zylindrische Schraublinie s durch Umkehrung des geschilderten Kon­
struktionsganges: Man legt (Fig. 194) durch die Spitze R des Richtkegels 
die Lichtrichtung l, die die Grundrißebene im Fluchtpunkt Tu von l 
schneidet. Durch eine positive 90°-Drehung gewinnt man aus Tu den 
Drehfluchtpunkt T: von l. Dann gibt der Kreis mit z'T: als Durch­
messer den Grundriß 8' der Eigenschattengrenze 8 für die Lichtrichtung l. 
aus der dann auch sofort ihr Aufriß 8" zu gewinnen ist. 
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74. Die scharfgängige Regelschraubfläche 
Durch Verschrauben einer Geraden, welche die Schraubachse unter 

einem von 90 0 verschiedenen Winkel trifft, entsteht eine schiele geschlossene 
oder schar/gängige Regelschraub{läche (Fig. 195). 

Von der Schraubfläche sei die Achse z, senkrecht zur Grundrißebene, 
sowie die Ganghöhe h gegeben, und die verschraubte Gerade sei gegen 
die Grundrißebene unter dem festen Winkel ß'* ° geneigt. Wir legen 
durch die b3iden auf der Schraubachse z in den Höhen h/2 und h über 
der Grundrißebene liegenden Punkte (mit den Aufrissen 6" und 12") die 
Erzeugenden der Schraubfläche, von denen wir annehmen dürfen, daß sie 
in der zur Aufrißebene parallelen Meridianebene der Fläche liegen; davon 
steigt eine nach links unter dem Winkel ß an, die andere ab. Diese Er­
zeugenden schneiden sich in einem Punkt 9, der den Radius a einer be­
stimmten Bahnschraublinie s der Schraubfläche festlegt, die nach Kon­
struktion der Punkte 0, 1, ... , 12 in beiden Rissen gezeichnet werden 
kann (Fig. 195). Durch jeden Punkt von s gehen zwei geradlinige 
Erzeugende der Schraubflä:!he, von denen die eine die Schrauba,chse in 
einem um h/4 höher, die andere in einem um h/4 tiefer gelegenen Punkt 
trifft. In den Punkten der ausgezeichneten Bahnschraublinie s kreuzen 
sich also jeweils zwei verschiedene Erzeugende der Fläche, d. h. diese 
Bahnschraublinie ist eine Selbstdurchdringungskurve (Doppelkurve, Doppel­
schraublinie) der scharfgängigen Regelschraubfläche. 

Außer der Schraublinie s liegen auf der Regelschraubfläche noch CX)1 

andere Bahnschraublinien, die zu s koaxial sind und dieselbe Ganghöhe h 
besitzen. Die zugehörigen Richtkegel haben zwar verschiedene Grund­
kreisradien, aber alle die gleiche Höhe p = h/2n. Wir wählen daher wieder 
den festen Punkt R = (0, 0, p) der Schraubachse als gemeinsame Spitze 
der Richtkegel aller auf der scharf gängigen Schraubfläche liegenden Bahn­
schraublinien. 

übrigens gibt es außer s auch noch unendlich viele andere Doppel­
schraublinien, in denen sich die Regelschraubfläche selbst durchdringt; 
es gibt nämlich in jedem der unendlich vielen Gänge der Regelschraub­
fläche eine neue zu [3,9] parallele Erzeugende, welche die Erzeugende 
[9,15] in einem Punkte trifft, dessen Bahn eine solche Doppelschraub­
linie ist. Die Doppelschraublinie s hat 'jedoch den kleinsten Radius und 
liegt der Schraubachse z am nächsten. 

Da es Geraden gibt, etwa die Parallelen zur Schraubachse, welche die 
Fläche in unendlich vielen Punkten treffen, ohne der Fläche selbst ganz 
anzugehören, ist die schar/gängige Regelschraubfläche keine algebraische 
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R' 

I·'i!t. W5. SCharfgängige Regelschraubfläche Dlit Erzeugenden, DoppelschraublInie, Flucht­
kreis k", Tangentenebene T Im Punkte P und Normalschnitt k (Archimedische Spirale) 
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sondern eine tranBZendente Fläche. Sie ist eine Regelfläche, da sie sich 
durch Verschrauben einer Geraden erzeugen läßt, und zwar, wie sich er­
weisen wird, eine wirulschie/e Regel/läche. 

Die Tangentenebene T in einem beliebigen Punkt P der scharfgängigen 
Regelschraubfläche wird aufgespannt von der durch den Punkt P ge­
henden Erzeugenden e und der Tangente t an die Bahnschraublinie dieses 
Punktes. Der Grundriß t' der Bahntangente t steht im Punkte P' auf e' 
senkrecht. Ihr Aufriß wird nach der in 70. behandelten Konstruktion 
über den Grundriß Tu und den Aufriß T~ des Fluchtpunktes der Bahn­
tangente gefunden: es ist t" I [R"T~]. Die Fluchtgerade Tu der Tangen­
tenebene T, d. h. die Horizontalspur der Parallelebene I T durch die Spitze 
R des Richtkegels, ist die Verbindungsgerade des Fluchtpunktes E" der 
Erzeugenden e und des Fluchtpunktes Tu der Bahntangente tin P. Der 
Fluchtpunkt Tu entsteht aus P' durch eine negative Vierteldrehung um z'. 
Da alle Erzeugenden der Regelschraubfläche gegen die Grundrißebene 
unter dem festen Winkel ß geneigt sind, bilden ihre durch R gelegten 
Fluchtstrahlen einen zweiten Drehkegel mit R als Spitze und einem in 
der Grundrißebene liegenden Kreis um z' vom Radius q als Basis, wobei 
nach Fig. 195 

(1) p/q = tg ß oder q = p . ctg ß 

ist. Dieser Kreis k", der Fluchtkreis der scharfgängigen Regelschraubfläche, 
ist demnach der Ort der Fluchtpunkte der einzelnen Erzeugenden. Insbe­
sondere ist der Fluchtpunkt Eu der zum Punkt P gehörigen Erzeugenden e 

der Schnittpunkt von e' mit dem Fluchtkreis k". Damit ist die Flucht­
spur Tu = [TuE,,] der Tangentenebene T der scharfgängigen Regelschraub­
fläche im Punkte P gefunden. 

Die Horizontalspur Tl der Tangentenebene T ist zur Fluchtspur Tu par­
allel und geht durch den Punkt H, in dem die Erzeugende e die Grundriß­
ebene durchstößt. Dabei wird H auf e' über den Punkt H" = [e", x12] 

gewonnen. 

Statt der Vertikalspur T 2 der Tangentenebene T von P genügt es meist, 
eine zweite Spurparallele oder die Richtung der Vertikalspur der Tangenten­
ebene T zu kennen. Um sie zu finden, denken wir uns die Aufrißebene durch 
die Schraubachse z gelegt und die in der Spitze R des Richtkegels ange­
brachte Parallelebene 11 T, deren erste Spur Tu ist, mit der Aufrißebene 
geschnitten, wodurch die gesuchte Richtung (Tu )2 der Vertikalspur von T 

gefunden ist. 
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Die Konstruktion der Horizontalspur Tl wird wesentlich vereinfacht, 
wenn man sich der Drehflucht T: der Tangentenebene T bedient. Der Dreh­
fluchtpunkt T,~ der Bahntangente t von P fällt mit P' zusammen. Der 
Drehfluchtpunkt E: der Erzeugenden e liegt auf dem Fluchtkreis k" und 
auf dem Grundriß der im positiven Sinne (linksum) um 90° weitergedrehten 
Erzeugenden; denn E: entsteht aus dem Fluchtpunkt Eu der Erzeugen­
den durch positive Viertelschwenkung. Auf der Drehflucht T: = [P' E:], 
die zur Fluchtspur T" senkrecht. ist, steht alsdann die Horizontalspur Tl 

der Tangentenebene T senkrecht und geht durch den Horizontalspurpunkt H 
der Erzeugenden e. 

Ist Q ein beliebiger, mit P auf derselben Erzeugenden e liegender 
Punkt der Regelschraubfläche, dann hat seine Tangentenebane G als Dreh­
flucht die Gerade G: = [Q' E,~], Die Horizontalspur GI der Tangenten­
ebene G geht dann ebenfalls durch den Horizontalspurpunkt H und steht 
auf G: senkrecht. Durchwandert Q alle Punkte der Erzeugenden e, dann 
dreht sich gleichzeitig die Horizontalspur GI seiner Tangentenebene G um 
den Horizontalspurpunkt H von e so, daß GI stets auf G: = [Q'E:] 
senkrecht steht. Liegt insbesondere Q auf der Schraubachse, so fällt GI 

mit e' zusammen, und geht Q gegen den Fernpunkt von e, so nähert sich GI 

immer mehr dem Lot zu e' in H. Also gilt 

Satz 1 : Wandert ein Punkt auf einer festen Erzeugenden, so dreht sich 

die zugehörige Tangentenebene der scharfgängigen Regelschraubfläche um die 
Erzeugende. 

Die Tangentenebenen in den Punkten einer festen Erzeugenden sind 
daher alle voneinander verschieden. Die scharfgängige Regelschraub­
fläche ist somit eine windschiefe Regelfläche, also eine Fläche, die nicht m 
die Ebene abwickelbar ist. 

Nach Konstruktion der Grundrißfluchtspur Tu und der Aufrißfluchtspur 
(Tu)2 der Tangentenebene T in einem beliebigen Flächenpunkt P kann man 
sofort auch die Normalrisse n' und n" der in P errichteten Flächennormalen n 

konstruieren; es ist n' ..1 Tu, d. h. der Grundriß n' der Flächennormalen in P 

fällt mit der Drehflucht T~ der Tangentenebene T zusammen. Ferner ist 

n" ..1 (T")2' 
Um den Normalschnitt der scharf gängigen Rege!schrau bfläehe, d. h. den 

Schnitt mit einer beliebigen achsennormalen Ebene e, etwa in Höhe des 
Punktes 3 gelegen, zu konstruieren, schneidet man im Aufriß die einzelnen 
Erzeugenden e der Regelschraubfläche mit e" und überträgt diese Schnitt­
punkte auf den Grundriß e' dieser Erzeugenden. Dabei muß man sieh 



74. Die scharfgängige Regelschraubftäche 297 

für die auf den Erzeugenden 0, 6, 12 liegenden Punkte eines Seitenrisses 
bedienen, da sich die genannten Erzeugenden in doppeltprojizierenden 
Ebenen befinden_ Die so gefundene Kurve k' geht durch den Punkt z' und 
hat die Gerade [z',3'] zur Symmetrieachse. Der Punkt 3' auf s' ist ein 
Doppelpunkt der Kurve, da durch ihn zwei verschiedene Erzeugende der 
Fläche, nämlich die Gerade [3,9] und die Gerade [3, -3] hindurchgehen. 
Er kommt dadurch zustande, daß sich die scharfgängige Regelschraub­
fläche längs der ausgezeichneten Schraublinie 8 selbst durchdringt, so daß 
seine Doppelkurve (Doppelschraublinie) der scharfgängigen Regelschraub­
fläche ist. 

Bei der Schraubung einer Erzeugenden e wandert ihr Spurpunkt S in 
der Ebene e proportional mit dem Drehwinkel cp vom Spurpunkt der Schrau b­
achse aus nach außen. Die Polargleichung der Spurkurve lautet daher 

(2) r=q'cp, 

wenn r der Polarradius und cp der von der Lage [z', 0'] aus gezählte Polar­
winkel ist. Der Proporlionalitätsfaktor q ist dabei gerade gleich dem Radius q 
des Fluchtkreises ku ; denn einer Drehung um den Winkel cp entspricht eine 
Hebung der Erzeugenden um p-cp und folglich nach (1) der Polarradius 

'P-tp 'P.tp r =-- - = ---- =q.cp. 
tgß ~ (3) 

q 

Dreht sich eine Gerade e der Ebene um den auf e liegenden Punkt 0 mit 
fester Winkelgeschwindigkeit (Bild 196a) und wandert gleichzeitig auf 
ihr ein Punkt P mit fester Geschwindigkeit nach außen, dann beschreibt 
der Punkt P eine Kurve von der Gestalt unserer Spurkurve. Sie heißt 
nach ÄRCHIMEDES (287-212 v. Ohr., Syrakus) eine Archimedische Spirale. 

Die Tangente t. in einem beliebigen Punkt S der Spurkurve (Fig. 195) 
ist die Spur der Tangentenebene r in S an die scharfgängige Regelschraub­
fläche. Diese steht auf der Drehflucht T~' = [T~', E:'] der Tangenten­
ebene T' senkrecht. Dabei ist T:' = S', während E:' auf dem Flucht­
kreis ku und auf dem Grundriß der um 90° im positiven Sinne weiter­
gedrehten Erzeugenden des Punktes S liegt. Insbesondere findet man auf 
diese Weise auch die Tangenten im Doppelpunkt 3' ';~r Spurkurve k'. Die 
Strecke z' E:' , die die Normale der Kurve k' im Punkt S' auf jenem Polar­
radius ausschneidet, der zum Polarradius des Punktes S' senkrecht steht, 
heißt Polarsubnormale der Kurve k'. Da für die Archimedische Spirale 
mit der Polargleichung r = q . cp diese Strecke stets gleich dem Radius q 
des Fluchtkreises k u ist, gilt: 
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Satz 2: Die Polar8Uhnorma1en der Archimedischen Spirale mit der Gleichung 
r = q . q; haben die konstante Länge q. 

Auch der Schmiegkreisradius eo im Scheitel 0 der Archimedischen Spirale 
läßt sich leicht bestimmen (Fig. 196 b). Ein beliebiger Kreis vom Radius e, 
der die Archimedische Spirale im Punkt 0 berührt, schneidet die Spirale 

-
in zwei bezüglich ihrer Achse symmetrischen Punkten P und P. Sind dann 

y 

a) b) 

Fig.196. a) Die Archimedische Spirale hat. in allen Punkten P rine Polarsubnormale konstanter Liinge q 
11) }<;rmittltillj! des Sehmiegkrt'isrlldins im Scheitel 0 drr Archimedischen Spirale 

(x, y) die Koordinaten von P in dem nach Fig. 196b gelegten cartesischen 
Koordinatensystem, so gilt nach dem Sehnensatz im Kreise 

xl + y2 
(4) y(2e - y) = x2 oder 2e = --- . 

y 

Da x2 + y2 = r2 und y = rsinq; ist, gilt: 

(5) 

Andererseits liegt der Punkt P auf der Archimedischen Spirale r = q . q;, 
weshalb weiter 

(6) 2e = 1-tp_ = q . ~ 
sin tp sin tp 

ist. Wandert nun der Punkt P, und damit zugleich auch der symme­

trische Punkt P, auf der Archimedischen Spirale gegen den Punkt 0, 
so geht der Radius e über in den Radius eo des vierpunktig berührenden 

Scheitelschmiegkreises. 
daher 

Wegen der Grenzwertformel !im sinJ1 = 1 ist 
9'-+0 tp 

(7) (jo = !im e = !im !L . _/L = !L . 
P-o 9'-+0 2 SIn tp 2 
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Also gilt (Fig. 195) der 

Satz 3: De,· Scheitel..~chmiegkreisradius der Archimedischen Spirale, welche 

als N ormals6hnitt der schar/gängigen Regelschrauh/läche entsteht, ist halb 
80 groß wie ihr Fluchtkreisradius. 

Die Erzeugenden e der scharfgängigen Regelschraubfläche werden im 
Aufriß von einer bestimmten Kurve u" umhüllt, dem scheinbaren Umriß 
der Fläche für den Au/riß. Diesem entspricht auf der Fläche eine bestimmte 
Kurve u, der wahre Umriß der Fläche für den Au/riß. Sein Aufriß u" und 
sein Grundriß u' sollen nun konstruiert werden. 

Die Punkte der Umrißkurve u auf der Fläche sind durch die Eigenschaft 
gekennzeichnet, daß in ihnen die Tangentenebene T an die Fläche zweit­
projizierend ist. Wir greifen eine bestimmte Erzeugende e der Fläche, 
z. B. es, heraus (Fig. 197). Wandert ein Punkt längs dieser Erzeugenden es, 

beginnend auf der Schraubachse, nach außen, dann dreht sich die zuge­
hörige Tangentenebene monoton um diese Erzeugende. Zu jener ausge­
zeichneten Tangentenebene T in diesem Ebenenbüschel, die auf der Aufriß­
ebene senkrecht steht, gehört als Berührungspunkt gerade jener gesuchte 
Punkt V auf es' der der Umrißkurve u angehört. Die Horizontalspur Tl 

dieser zweitprojizierenden Tangentenebene T und damit auch ihre Flucht­
spur Tu stehen zur Rißachse Xu senkrecht. Ihre Dreh/lucht T: ist daher zur 
Rißachse XIS parallel. Andererseits geht aber die Drehflucht T: durch den 
Drehfluchtpunkt E: der gewählten Erzeugenden es und durch den Grund­
riß V' des gesuchten Punktes V. Legt man also durch E:, d. h. durch 
den Punkt, in dem die Gerade, die aus e~ durch eine positive Viertel­
drehung (Linksumdrehung) hervorgeht, den Fluchtkreis k

ll 
schneidet, die 

Parallele -r: zur Rißachse XI2 , so schneidet diese auf e; den Grundriß 
V' = T: des gesuchten Umrißpunktes V auf es aus. Sein Aufriß V", der 
auf dem Aufriß e~ der gewählten Erzeugenden liegt, ist dann ein Punkt des 
scheinbaren Umrisses u". Führt man für die einzelnen Erzeugenden e der 
scharfgängigen Regelschraubfläche diese Konstruktion durch, so erhält man 
weitere Punkte der gesuchten Umrißkurve u, z. B. den Punkt U auf e4• 

Insbesondere führt die Erzeugende e6 zu dem Punkte W auf der Schraub­
achse und die Erzeugenden es und e9 auf die Fernpunkte der Umrißkurve. 
Daher sind die horizontalen Tangenten an den Fluchtkreis k

ll 
Asymptoten 

der Grundrißkurve u', und die Geraden [3",9"] und [12",9"] sind Asym­
ptoten der Umrißkurve u" im Au/riß. Die Schnittpunkte A', B', 0', D' der 
Kurve u' mit dem Grundriß s' der Selbstdurchdringungskurve sergeben, 
in den Aufriß übertragen, die Umrißpunkte A", B", 0", D" auf s". Be-
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e: 

~·ig. 197. Konstruktion des wahren Umrisses u und scheinbaren Umrisses u" für den Aufriß 
einer scharrgängigen Regelschraubfläche. Der Grundriß u' des zweiten wahren Umrisses IRt 

eine Kappakurve 
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trachtet man nur den innerhalb der Doppelschraublinie s liegenden Teil 
der scharfgängigen Regelschraubfläche, dann sind diese Punkte Anfangs­
und Endpunkte des zweiten scheinbaren Umrisses u" der Fläche. 

Der scheinbare UmrifJ u" der Fläche besteht aus unendlich vielen hyperbel­
artigen Zweigen (keine Hyperbeläste I), die ihre Scheitel auf der Schraub­
achse z" haben und sich abwechselnd nach rechts und links öffnen; u" ist 
keine algebraische sondern eine transzendente Kurve. Der Mittelpunkt K 

des Scheitelschmiegkreise8 eines dieser Zweige wird folgendermaßen ge­
funden (ohne Beweis): Man trägt auf der Schraubachse z" vom Scheitel W" 
aus den doppelten Parameter 2p an, fällt von dem Endpunkt das Lot 
auf die Asymptote von u" und schneidet dieses mit der durch W" gehenden 
Symmetrieachse der Kurve u" im Punkt K. 

Im GrundrifJ u' überdecken sich die unendlich vielen Zweige der Umriß­
kurve u, so daß eine einzige algebraische Kurve mit horizontaler und verti­
kaler Symmetrieachse entsteht. Wegen ihrer Gestalt, die an den griechi­
schen Buchstaben" (Kappa) erinnert, heißt diese Kurve u', die (in anderem 
Zusammenhang) um 1660 schon bei GERAltD VAN GUTSCHOVEN, einem 
Schüler und Mitarbeiter von DEscARTEs, vorkommt, nach A. AUBRY 
(1895) Kappakurve. Aus der Konstruktion der Kurve u' in Fig. 186 liest 
man sofort ihre Polargleichung zu 

(8) tg g; =.!. oder r = q . ctg g; 
r 

ab, aus der sich ihre Gleichung in cartesischen Koordinaten (x, y) ergibt: 

(9) 

Die Kappakurve ist somit eine algebraische Kurve 4. Ordnung, die so­
wohl bezüglich der" x- wie der y-Achse symmetrisch liegt. Aus ihrer 
Parameterdarstellung (mit dem Polarwinkel g; als Parameter) 

(10) J 
('OS2 qJ 

X = rcosg; = q .-.-, 
Sln qJ 

ly = rsing; = q. cosg; 

ist erneut zu entnehmen, daß 

(11) limy = + q, lim y = - q 
9>-+0 9>-+11 

ist, d. h. daß die Geraden y = ± q Asymptoten der Kappakurve sind. 
Durch eine ähnliche Überlegung wie bei der Archimedischen Spirale findet 
man als SchmiegkreisradiU8 eo der Kappakurve im Scheitel den Wert 

(12) eo= ~ . 
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75. Die schiefe offene RegelschraubfJäcbe 

Wird eine zur Schraubachse z windschiefe Gerade e verschraubt, so entsteht 
eine offene Regelschraubfläche. Im Gegensatz zu den geschlossenen -Regel­
schraubflächen (Wendelfläche und scharfgängige Regelschraubiläche) ge­
hört die Schraubachse jetzt nicht der Fläche an. Alle Erzeugenden der 
offenen Regelschraubfläche verlaufen außerhalb eines zur Schraubachse z 
koaxialen Berührungszylinders, dessen Radius gleich dem kürzesten Ab­
stand a der Erzeugenden e von der Schraubachse zist. Der Normalrißeiner 
offenen Regelschraubfläche in Richtung der Schraubachse (Grundriß) 
weist daher eine von Erzeugenden nicht erfüllte kreisförmige Öffnung auf. 

Eine offene Regelschraubfläche heißt gerade, wenn die zur Schraubachse 
windschiefen Erzeugenden die Schraubachse senkrecht kreuzen, und 8chief, 

wenn diese Erzeugenden gegen die Schraubachse einen von 0' und 90° 
verschiedenen Winkel bilden. 

Eine 8chiefe offene Regelschraubfläche besitzt (ähnlich wie die schiefe 
geschlossene Regelschraubfläche) unendlich viele Bahnschraublinien als 
Doppelkurven, längs denen sich die Fläche selbst durchdringt. In Fig. 198 
sei jene ausgezeichnete Doppelkurve s im Grundriß s' und Aufriß 8" gegeben, 
welche den kleinsten Radius hat und der Schraubachse z am nächsten liegt. 

Ihr Parameter p = 2
h
n legt die Spitze R des Richtkegels der Schrauhung fest. 

Damit nun s die Doppelkurve der Fläche ist, müssen durch s zwei verschie­
dene Mäntel der Fläche und somit durch jeden Punkt von s zwei verschie­
dene Erzeugende gehen. Verfolgt man diese beiden Erzeugenden ins Innere 
des zu s gehörigen Schraubzylinders, dann steigt die eine mit dem kon­
stanten Winkel ß =f= 0 an, während die andere mit demselben Winkel 
fällt. 

Wir wählen eo = [2, 10] als Erzeugende in frontaler Lage (parallel zur 
Aufrißebene); ihr Neigungswinkel ß gegen die Grundrißebene erscheint im 
Aufriß in wahrer Größe. Ao sei der Fußpunkt des Lotes von der Schraub­
achse z auf eo und a die Länge dieses Gemeinlotes zwischen z und ea, d. h. 
der kürzeste Abstand zwischen z und eo' Die Tangente an die Bahnschraub­
linie des Punktes Ao habe gegen die Grundrißebene den Neigungswinkel (x. 

Auch (X erscheint im Aufriß in wahrer Größe. 

1. In Fig.198 behandeln wir zunächst den Fall, daß die Winkel ß 
und (X entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Die Erzeugende eo 
gehe durch die Punkte 2 und 10 der Doppelkurve s. Durch Verschrauben 

um jeweils 11
2 

der Ganghöhe h im Abwärt,s· bzw. Aufwärtssinn der Schrau-
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Flg. J,98. Schiefe offene Regelschraubfläche mit Erzeugenden, Doppelkurve, Kehlschraubllnle,Fluchtkrels, 
Tangentenebene T Im Punkte P, Normalschnitt k (Verallgemeinerung der Kreisevolvente und der 
Archimedischen Spirale). Die Bahntangente der Kehlschraubllnle und die Erzeugende der Regelschraub-

fläche fallen nach verschiedenen Selien (unter den Winkeln" bzw. (J) gegen die Horizontalebene 
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bung ergeben sich dann die weiteren Erzeugenden [1, 9], [0, 8], ... bzw. 
[3, 11], [4, 12] usf. Durch den Punkt 8 auf s gehen dann z. B. die beiden 
Erzeugenden [0, 8] und [8, 16]. In Fig. 198 sind diese Erzeugenden nur 
soweit eingezeichnet, als sie innerhalb des zu s gehörigen Schraubzylinders 
verlaufen. In Wirklichkeit setzen sie sich nach bei den Seiten unbegrenzt 
fort, so daß auch die Fläche sich nach allen Seiten ins Unendliche erstreckt. 

Im Grundriß umhüllen die Erzeugenden e einen Kreis c', der den Grundriß 
eines Zylinders mit der Achse z und dem Radius a darstellt. Er wird von 
den einzelnen Erzeugenden in jenen Punkten berührt, in denen die Er­
zeugenden die kürzeste Entfernung von der Schraubachse haben. Jeder 
solche Berührungspunkt heißt KehlpunTet der betreffenden Erzeugenden. 
Die Gesamtheit aller Kehlpunkte bildet eine Schraublinie c, nämlich die 
Bahnschraublinie des Punktes Ao; sie heißt Kehllinie (Kehlschraublinie) 
der offenen schiefen Regelschraubfläche. 

Bemerkung 1: Allgemein ist die Kehllinie einer windschiefen Regelfläche folgender­
maßen definiert: Zwei benachbarte Erzeugende e1 und es einer windschiefen Regel­
fläche sind zueinander windschief. Sie haben ein Gemeinlot, d. h. eine Gerade, die 
zugleich auf 61 und e2 senkrecht schneidet. Auf ihm liegt der kürzeste Abstand 
zwischen e1 und e2• Läßt man nun die benachbarte Erzeugende e2 auf der Fläche 
gegen die Erzeugende el rücken, so nähert sich der Fußpunkt des Gemeinlotes auf e1 
einer ganz bestimmten Grenzlage Al> dem Kehlpunkt K der Erzeugenden e1• Die Ge­
samtheit der Kehlpunkte der einzelnen Erzeugenden bildet auf der Fläche die Kehl­
linie der windschiefen Regelfläche. 

Bei' einem einschaligen I>reMyperboloid ist die Kehllinie mit dem Kehlkreis iden­
tisch, bei einer geschlossenen Regelschraubfläche fällt sie mit der Schraubachse zusammen. 
Bei einer abwickelbaren Regelfläche, d. h. bei einer Regelfläche. die sich in die Ebene 
abwickeln (verebnen) läßt (Torse, z. B. Schraubtorse), deckt sich die Kehllinie mit 
der Gratlinie der Torse, bei einem Kegel artet sie in die Kegelspitze aus. 

Um den NorrnaJschnitt Te der schiefen offenen Regelschraubfläche zu 
konstruieren, legen wir etwa in der Höhe des Punktes 6 eine horizontale 
Ebene e und schneiden die einzelnen Erzeugenden e im Aufriß mit e" (Fig. 
198). Die Grundrisse dieser Schnittpunkte bestimmen den Grundriß k' 
des Normalschnittes. Liegt dabei die Erzeugende, wie im Falle von [5, 13], 
in einer rloppeltprojizierenden Ebene, so findet man den Grundriß P' ihres 
Durchstoßpunktes P mit e durch Drehung von [5, 13] l1m die z-Achse in 
die aufrißparallele Lage [50 ,130], Dabei ist e fest; 5 und 13 wandern im 
Grundriß nach 5~ = 8' und 13~ = 16', im Aufriß nach 5~ und 13~. Aus 
dem gedrehten Spurpunkt P~ folgt dann sein Grundriß P'. 

Die Tangente t in einem beliebigen Punkt des Normalschnitteslc, z. B. im 
Spurpunkt P von e = [5,13] auf e, ist die Spur der Tangentenebene T in 
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P an die Fläche auf der Normalschnittebene e. Diese Tangentenebene T 

wird aufgespannt von der Erzeugenden e und der Tangente an die Bahn­
schraublinie im Punkte P. Die durch die Spitze R des Richtkegels 
(Höhe p = h/2n) gelegten Parallelen zu den Erzeugenden e bestimmen den 
Fluchtkegel der Regelschraubfläche, dessen Basiskreis in der Grundrißebene 
ihr Fluchtkreis k" (vom Radius q = p. ctg ß) ist. Die zu e parallele Mantel­
linie des Fluchtkegels l.egt den Fluchtpunkt E" der Erzeugenden eauf k" fest, 
aus dem durch eine positive Vierteldrehung der Dreh/luchtpunkt E: von e her­
vorgeht. Da der Drehfluchtpunkt T; der Bahntangente von P mit dem 

y 

x x 

0) Ö) 
Fig. 199 .. a) Kinematisches Erzeugungsgesetz des Normalschnittes einer schiefen offenen 
Regelschraubtläche, b) Ermittlung und Konstruktion des Schmlegkrelses Im Schelt.el.Ao 

dieses Normalschnittes 

Grundriß P' zusammenfällt, ist [PI, E:] = T; die Dreh/lucht der Tangenten­
ebene T. Die (in Fig. 187 nicht eingezeichnete) zu T: senkrechte Gerade 
durch E" ist dann die Fluchtspur Tu der Tangentenebene, zu der die gesuchte 
Tangente t' an die Spurkurve k' in P' parallel ist. Man kann also (ohne 
Benützung von T J sofort t' ..1 T; einzeichnen. 

Der Normalschnitt k der offenen schiefen Regelschrau bfläche kann kine­
matisch auf folgende Weise erzeugt werden (Fig. 199a): Eine Gerade e 
der Ebene dreht sich um einen festen Punkt 0, der nicht auf e liegt, mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit. Gleichzeitig wandert ein Punkt P mit 
konstanter Geschwindigkeit auf e. Dann beschreibt P die Kurve k. 

Ist eo jene Lage von e, in welcher der Punkt P gerade mit dem Lotfuß­
punkt Ao von 0 auf eo zusammenfällt, dann ergibt sich für den Polarradius 

7311 Strll becker. Geometrie 20 
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r = OP des wandernden Punktes P die Beziehung 

(1) 

wobei a der Abstand der Erzeugenden e von 0, g; der Winkel des Lotes 
von 0 auf e (nicht der Polarwinkel von PI), gezählt von der Nullrichtung 
------+ 

OAo aus, und q eine Konstante, nämlich der Radius des Fluchtkreises k" 

ist. Führt man ein rechtwinkliges cartesisches Koordinatensystem O(x, y) 

ein, dessen x-Achse mit OAo zusammenfällt, so gilt (Bild 188 a): 

(2) 

Da nun 

(3) 

{

X = r cos (g; + {}) = r (cos g; cos {} - sin g; sin {}), 

y = r sin (g; + {}) = r (sin g; cos {} + cos g; sin {}). 

cos {} = ~, sin {} = IJ....p 
r r 

ist, erhält man in 

(4) 
{

X = a cosg; - qg;sing;, 

y = asing; + qg; cosg; 

eine Parameterdarstell·ung des Normalschnittes k der schiefen offenen Regel­
schraubfläche. 

Dr.. dieses Gleichungspaar für den Sonderfall q = - ader Schraubtorse 

eine Kreisevolvente darstellt, ist der Normalschnitt k der schiefen ol/enen 
Regelschraubfläche eine verallgemeinerte Kreisevolvente. Für den Sonderfall 
a = 0 der geschlossenen schiefen Regelschraubfläche geht die Kurve k 
in eine Archimedische Spirale über, weshalb die Kurve k zugleich auch als 
eine Verallgemeinerung der Archimedischen Spirale angesehen werden kann. 

Fig. 199a zeigt nochmals die bereits bewiesene und in Fig. 198 ein­
getragene Tangentenkonstruktion für die Kurve k: Die Normale n des 
Kurvenpunktes P geht durch den Schnittpunkt E: des Fluchtkreises k" 
(Radius q) mit dem über 0 hinaus verlängerten Lot von 0 auf e. 

Auch der Schmiegkreisradius (10 im Scheitel Ao des Normalschnittes k 
kann leicht ermittelt werden (Fig.199b). Ein beliebiger die Kurve im 
Scheitel Ao berührender Kreis (Radius (I) schneide die Kurve im Punkt 
P(x, y) und dem dazu bezüglich der x-Achse symmetrischen Punkt 

P(x, - y). Dann gilt nach dem Sehnensatz für die lotrechte Sehne 
durch P: 

(5) (a - x) (2(1 - a + x) = y2 



oder 

(6) 
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2 e _ ,,-y2_+---,(,---a_-_x,-)2 
a-x 
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Setzt man hierin die Koordinaten x und y des Kurvenpunktes Paus (4) 
ein, dann findet man: 

2 _ 2al (1 - 008!p) + q2!p2 + 2a q!p sin !p 

e - ael - cos!p) + q!p sin!p 

(7) 402 sin!!E.. + 4q2 (!E..)2 + 8aq!!.... sin!!.... cos!E.. 
2 2 2 2 2 

2 '2!P+4!P·!P !p aSln 2" q2'Sln2"cos2" 

oder, wenn man Zähler und Nenner durch 2 . (: r =F 0 dividiert, 

, )2 
(

sill !E.. sin !!.... 
2a2 _--.!. + 2 q2 + 4aq __ 2 cos!!.... 

!p !p 2 

2 e = a (:in ~)' +2, ,in ~ ~'1'-
!p !p 2 
2" 2" 

(8) 

Läßt man nun g; -+ 0 gehen, dann erhält man aus (8) wegen !im sin /~2 = I 
9' ..... 0 !p 

für den ScheitelschmiegkreisradiU8 eo von k die Beziehung 

. 2a2 + 2q2 + 4aq (a + q)2 
(9) 2eo = ~I~ 2 e = - a--t2q-- = 2· a--t-2q . 

Es ist also a + q das geometrische Mittel zwischen a + 2q und Qo; daher 
kann Qo aus der Proportion 

(10) eo : (a + q) = (a + q): (a + 2q) 

leicht (etwa mit Hilfe des Kathetensatzes im rechtwinkligen Dreieck) 
konstruiert und die Schmiegkreismitte K des Normalschnittes k im Scheitel 
A o gezeichnet werden (Fig. 199b). 

Der scheinbare Umriß u" der Regelschraubfläche im Aufriß ist die Hüll­
kurve der Aufrisse e" ihrer Erzeugenden e. Ihm entspricht eine bestimmte 
Flächenkurve u, der wahre zweite Umriß der Fläche. Der Konstruktion 
der Kurve u liegt die gleiche überlegung wie bei der geschlossenen schiefen 
Regelschraubfläche in 74. zugrunde. Die Tangentenebene T in jedem 
Punkt der Umrißkurve u, z. B. im Punkt U1 der Erzeugenden e = [4, 12], 
ist zweitprojizierend (Fig.200). Ihre erste Spur TI und damit auch ihre 

20· 
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• 

12' 0' 

" , , 

}<'lg.200. Konstruktion des wahren Umrisses u und scheinbaren Umrisses u" für den Aufriß einer 
offenen schiefen Regelschrallbftäche. (Grundriß u' - veraIllLemelnerte Kappakurve) 
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Fluchtspur 1'" stehen auf der Rißachse X12 senkrecht, ihre Drehflucht 1': 
ist somit zur Rißachse parallel. Die Drehflucht 1'; geht durch den Dreh­
fluchtpunkt E: der Erzeugenden e, der über deren Fluchtpunkt Eu auf 
dem Fluchtkreis ktJ gewonnen wird. Der Schnittpunkt U~ = [e', 1';] ist 
der Grundriß des Umrißpunktes U 1 von e. Der Ort der Punkte U1 auf 
den einzelnen Erzeugenden eistdalln die gesuchte zweite wahre Umrißkurve u. 
Frontale Erzeugenden, wie [2, 10] und [8,16] führen zu Fernpunkten 
von u und weisen in die Asymptotenrichtungen von u. Der Grundriß u ' 
des zweiten wahren Umrisses u erweist sich als eine (bezüglich z' horizontal­
und vertikalsymmetrische) algebraische Kurve 4. Ordnung (Verallgemeine­

rung der Kappakurve) mit den Scheiteln Wund W' und den beiden 
horizontalen Tangenten des Fluchtkreises k" als Asymptoten. Der 
Aufriß u", d. h. der scheinbare Umriß der Fläche für den Aufriß ist 
ei1J,e transzendente Kurve, die sich aU8 unendlich vielen hyperbelartigen Zweigen 

(keine Hyperbeläste!) ZU8ammensetzt. Die Punkte W" und W" sind die 
Scheitel zweier solcher Zweige, die Aufrisse [2",10"] und [8",16"] der 
frontalen Erzeugenden ihre Asymptoten. Die Punkte A', B', 0 ' , D' , in 
denen die Kurve u' den Grundriß 8' der Doppelkurve s schneidet, führen, 
in den Aufriß übertragen, zu den Punkten A", B", 0", D", in denen die 
Umrißkurve u" den Aufriß s" der Doppelkurve berührt. Zeichnet man 
nur den Teil der Flä.che, der sich ins Innere des Schraubzylinders von s 
erstreckt, so sind diese Punkte Anfangs- und Endpunkte des zweiten 
scheinbaren Umrisses u". 

2. Nun behandeln wir noch den Fall einer schiefen offenen Regelschraub­
fläche, für die der Neigungswinkel ß der Erzeugenden e dasselbe 
Vorzeichen hat wie der Neigungswinkel (X der Bahnschraublinie 
des achsennächsten Punktes A o (Fig. 201). 

Nach Konstruktion der Selbstdurchdringungskurve s (SchraubIinie 
0, 1, ... , Hi) sei eo = [10, 14] die Erzeugende in frontaler Lage, deren Nei­
gungswinkel ß im Aufriß in wahrer Größe auftritt. Aus ihr gewinnt man 
durch Verschrauben die weiteren Erzeugenden [9, 13], [8, 12], ... bzw. 
[11, 15], [12, 16] usf. 

Die Kehllinie c der Flä.che, d. h. die Bahnschraublinie des Punktes An, 
wird wie in Fig. 198 konstruiert. In Fig.201 ist nur ihr Grundriß c' ein­
gezeichnet. Auch der Normalschnitt k, etwa in Höhe des Punktes 3, wird 
punktweise wie in Fig. 198 gewonnen, und auch die Konstruktion der 
Tangente t' in einem beliebigen Punkt P' von k' erfolgt wortwörtlich 
genau so wie zuvor. Der Normalschnitt, k ist wieder eine verallgemeinerte 
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z' 

---X12 

-·-9' 

• 

~·ig. 201. Schit'fe offene Regelschraubfläche mit Erzeugenden, Doppelkurve, Kehlschraublinle, Fluchtkreis, 
Normalschnitt, wnhr<'11\ und schelnbnrem zweiten Umrill. Die Bahntangente der Kehlschraublinie und 
die Erzt'ugellde der Regelsehraubfläche fallen nach derselben Seite (unter den Winkeln" bzw. ß) gegen 

die Horizontalebene 
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Kreisevolvente, wobei jedoch jetzt q < 0 ist. Im Sonderfall q = - a sind 

wegen tg (X = !!... und tg ß = P =!!... die Winkel (X und ß einander gleich. 
a - q a 

Der Normalschnitt k ist dann eine Kreisevolvente, die Fläche selbst eine 
Schraubtorse. Für sie fallen die Doppelk1lrve s und die Kehllinie c mit 
der Gratlinie der Schraubtorse zusammen. 

Schließlich ist in Fig. 201 auch die Konstruktion des wahren Umrisses u 

für den Aufriß durchgeführt, die ebenso wie in Fig. 189 verläuft. 

76. Die sphärische Abdrehung 
einer scharf gängigen Regelschraubfläche 

Eine scharfgängige Regelschraubfläche sei durch ihre Doppelkurve 

(Schraublinie s) und ihre Ganghöhe h gegeben. Der Parameter p = 2
h
n 

legt die Spitze R des zu s gehörigen Richtkegels fest. Die Hüllkurve u" 
der Aufrisse der Erzeugenden [0, 6], [1, 7], ... , [8, 14], [9, 15], ... ist der 
scheinbare Umriß der Fläche im Aufriß, dessen Grundriß die Kappakurve 
u' ist (Fig. 202). 

Diese scharfgängige Regelschrauhfläche soll nun nach einer beliebigen 
Drehfläche, deren Achse mit der Schrauhachse zusammenfällt, abgedreht 
werden. Als Beispiel einer solchen Drehfläche wählen wir eine Halbkugel 
x, deren Mittelpunkt auf der Schraubachse in der Höhe des Punktes 6 
liegt und deren Radius a gleich dem Radius der Schraublinie s ist. 

Um diese sphärische Abdrehung zu konstruieren, haben wir die einzelnen 
Erzeugenden e der Schraubfläche mit der Halbkugel Y. zu schneiden. Dazu 
legen wir durch jede dieser Erzeugenden die erstprojizierende Ebene (M eri­
dianebene) ,die, da die Regelschraubfläche als geschlossen vorausgesetzt wird, 
die Kugel x in einem vertikalen Großkreis schneidet. Statt nun für jede 
einzelne Erzeugende e diesen Großkreis, der sich im Aufriß i. a. als Ellipse 
projiziert, zu konstruieren und e" mit dieser Ellipse zu verschneiden, ist 
es bequemer, die ~inzelnen Erzeugenden e der Regelschraubfläche und die 
zugehörigen Meridiankreise der Kugel um die Schraubachse z zu drehen, 
bis die Erzeugenden e die zur Aufrißebene parallele Lage eO erreicht haben. 
Der gedrehte Großkreis der Kugel deckt sich dann mit dem zweiten Um­
rißkreis x" der Kugel x. Die Schnittpunkte von eO mit diesem Umrißkreis 
sind dann die gesuchten Durchstoßpunkte der Erzeugenden e durch die 
Kugel in der gedrehten Lage. Dreht man die Erzeugenden eO in die Aus­
gangslage e zurück, dann wandern diese Schnittpunkte jeweils auf einem 
horizontalen Kreis, der sich im Aufriß als Lot zur Schraubachse projiziert. 
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Fig. ~()~. ,-phärische A bdrehung einer sCharfgängigen Regeischraubfiäche 
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Aus den so im Aufriß konstruierten Durchstoßpunkten der Erzeugenden e 
erhält man dann auf e' ihren Grundriß. 

Die erste Erzeugende, die in Fig. 202 die Halbkugel trifft, ist eo = [0,6], 
die die Schraubachse in der Höhe von 3 schneidet. Nach der Paralleldrehung 
gelangt eo in die Lage e~ I [3", 9"]; der Schnittpunkt 00 von eg mit dem Um· 
rißkreis der Kugel führt zum Punkt ° auf e~ = z". Entsprechend gehört 
zur Erzeugenden e1 = [1, 7] die Paralleldrehung e~, die den Punkt 10 liefert. 
Durch Zurückdrehen findet man auf e~' den Punkt I der Durchdringungs. 
kurve k" im Aufriß. Die Erzeugende ea = [3, 9] befindet sich schon in 
Parallellage, weshalb der Schnittpunkt III Berührungspunkt des Aufrisses 
der Schnittkurve mit dem zweiten Umrißkreis der abdrehenden Halb. 
kugel ist. Beginnend mit es, weisen die Erzeugenden jeweils zwei Schnitt· 
punkte mit der Halbkugel auf, z. B. es die Punkte VI und XII (im Aufriß 
auf z"). Die höchste Erzeugende, die die Kugel x gerade noch trifft, ist jene, 
deren Paralleldrehung eg den Umrißkreis x" im Punkte IJO" berührt. Der 
Punkt B" selbst ergibt sich dann unter Benutzung des Grundrisses: Der 
Punkt B' liegt nämlich 1. auf dem Kreis um z' mit dem Radius z' IJO' und 
2. auf jener Erzeugenden e~, welche den Winkel zwischen e~ und e~ im 
gleichen Verhältnis teilt wie der Achsenschnittpunkt von ~' die Strecke 
zwischen den Achsenschnittpunkten von e~ und e~. überträgt man die 
konstruierten Punkte 0, I, II, ... ,XII in den Grundriß, so erhält man 
den Grundriß k' der gesuchten Abdrehkurve. Die Schnittpunkte U' und 
V' mit dem Grundriß u' der zweiten wahren Umrißkurve u legen im 
Aufriß jene Punkte U" und V" fest, in denen die Kurve k" den zweiten 
scheinbaren Umriß u" der Fläche berührt. 

Die Abdrehkurve k ist eine im Punkt 6 der Schra,ublinie s beginnende 
und in diesen Punkt zurücklaufende Kurve. Dabei ist die Tangente an k 
im Punkte 6 mit der Tangente an s identisch. Die Erzeugende eb berührt 
die Kurve k in beiden Rissen im Punkte B. 

77. Die Schraubrohr.näche 
(Serpentine, Are h im e d isches Schlangenrohr ) 

Wird eine beliebige (ebene oder räumliche) Kun e k verschraubt, so 
erb.ält man eine allgemeine Schraubfläche. Jeder Punkt der verschraubten 
Kurve k beschreibt dabei eine Bahnschraublinie, und alle diese Bahn· 
scb.raubIinien haben denselben Parameter p und dieselbe Spitze R des 
Richtkegels. 

Unter den allgemeinen Schraubflächen sind von besonderer Bedeutung 
die zyklischen SchraUbflächen, die durch Schraubung eines Kreises k in 
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beliebiger Lage zur 8chraubachse entstehen. Liegt insbesondere der ver­
schraubte Kreis k in der Normalebene v der Bahnschraublinie m seines Mittel­
punktes (Mittenkurve der Fläche), dann ist die zugehörige zyklische Schraub­
fläche eine Schraubrohrfläche oder ein Archimedisches Schlangen­
rohr (Serpentine). Diese Schraubfläche kann auch durch 8chraubung 
einer Kugel", die denselben Radius r wie der Kreis k hat, erzeugt werden, 
deren Mitte dabei längs der Schraublinie m entlanggeführt wird. Die 
Schraubfläche ist dann die HUllfläche der Schar der Kugeln ". 

Gegeben sei (Fig.203) die Mittenkurve meiner Schraubrohrftäche. 
Ihre Ganghöhe sei h, der Radius des verschraubten Kreises k (bzw. der ver­
schraubten Kugel ,,) sei r, wobei r kleiner als der zu m gehörige Schraub­
radius a vorausgesetzt wird. 

Der scheinbare Umriß u~ der Fläche für den Grundriß besteht aus zwei 
zu m' konzentrischen Kreisen vom Radius a + r bzw. a - r, während der 
wahre erste U mriß ~ von zwei auf der Fläche liegenden 8chraublinien der 
Ganghöhe h gebildet wird. (Ihr Aufriß u~ ist in Fig. 203 nicht eingezeich. 
net.) Die innere Schraublinie, die von den der Schraubachse am nächsten 
liegenden Punkten der Fläche gebildet wird, ist die Kehlschraublinie, 
während die von der Schraubachse am weitesten entfernt liegenden Flächen­
punkte die Wulstschraublinie des Schlangenrohres bilden. 

Der scheinbare Umriß u~ der 8chraubrohrfläche für den Aufriß ist die 
Hüllkurve der Aufrisse der frontalen Großkreise der Kugeln ". Er be­
steht aus den beiden Parallelkurven der Sinuslinie m" im Abstand r. Diese 
lassen sich punktweise dadurch konstruieren, daß man auf den Normalen 
der Sinuslinie m" nach beiden Seiten den Radius r abträgt. Die Normalen 
gewinnt man dabei über die Tangenten der Sinuslinie, deren Konstruktion 
(mittels des Bahntangentenfluchtpunktes Tu = T~ = l' und seines Auf­
risses T~) in Fig. 192 für den Punkt 4 nochmals ausgeführt ist. Als Par­
allelkurve zum Aufriß m" der Mittenkurve m hat die Kurve u~ die gleiche 
Evolute wie m". Insbesondere entsprechen den Wendepunkten 0",6", 
12" der Sinuslinie Wendepunkte der Parallelkurve u~. Die Schmiegkreis­
mitten K in den Scheiteln der Sinuskurve (Konstruktion nach 70.) sind 
zugleich auch Mittelpunkte für die Scheitelschmiegkreise der Kurve u~. Da­
bei überkreuzt sich die innere Umrißkurve u~, wenn, wie ,in Fig. 192 ange-
nommen, p2 

e=(i<r, also p2<a·r 

ist, jeweils in Doppelpunkten in der Höhe des Scheitels unter zweimaliger 
SpitzenbiIdung, währel~d für p2;;;;: a· r Doppelpunkte und Spitzen ver­
schwinden. 
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~·ig. 203. Schraubrobrfläche (Archimedisches Schlangenrohr) mit Normalschnitt sowie 
wahrem und scheinbarem zweiten Umrlß 1<, bzw. 1<,' 
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Zu dem scheinbaren Umriß u~ der Fläche für den Aufriß gehört als 
zweiter wahrer Umriß eine bestimmte Flächenkurve u2• Die Punkte von u2 

liegen jeweils auf dem im Aufriß gezeichneten, zur Aufrißebene parallelen 
Durchmesser der erzeugenden Kugel x. Da sich dieser Durchmesser im 
Grundriß als Parallele zur Rißachse XI2 darstellt, findet man den Grund­
riß u~ du zweiten wahren Umri88e8 u2 punktweise dadurch, daß man durch 
die Punkte von m', etwa durch 7', die Horizontale legt und auf diese die 
Endpunkte der in 7" errichteten Normalen zu m" herunterlotet. Man er­
hält zwei bezüglich der Vertikalen durch z' symmetrische (algebraische) 
Kurvenzweige u~ von herzförmiger Gestalt. 

Um den GrWldriß n' des achsennormalen Schnitte8 der Schraubrohr­
fläche (Schnitt mit einer Horizontalebene e), etwa in Höhe des PWlktes 12 
geführt, zu konstruieren, zeichnet man im Aufriß eine Anzahl der die Fläche 
einhüllenden Kugeln x. Von der horizontalen Schnittebene e wird jede 
solche Kugel in einem horizontalen Kleinkrei8 c geschnitten, der im 
Aufriß als horizontale Sehne c" des zweiten Umrißkreises x" von x er­
scheint. Sein Grundriß c' ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt M' auf m' 

liegt und der samt seinem Radius aus dem Aufriß hervorgeht. Der Grund­
riß n' des gesuchten Normal8chnittes n ist dann die Hüllkurve dieser 
Kreise c'. Aus Symmetriegründen ist n' eine bezüglich der Vertikalen 
durch z' symmetrische nierenförmige Kurve. Fläche und Normalschnitt­
eber.~ sind nämlich axial symmetrisch bezüglich des Lotes, das man aus 
dem Punkte 12 der Mittenlinie m auf die Schraubachse z fällen kann. 

Der Normal8chnitt n kann auch leicht punktwei8e 8~mt Tangenten kon­
struiert werden. Die z. B. zum Punkte 13 der Mittenkurve m gehörende 
Hüllkugel x wird von der Schnittebene e in dem Kleinkreis c geschnitten, 
dessen Mittelpunkt M sich im Grundriß mit 13' deckt. Um die beiden 
Punkte A und B zu finden, in denen der GrWldriß n' des Normalschnittes 
n den Kreis c' berührt, legen wir durch die Schraubachse zeine Seiten­
rißebene, deren Rißachse x13 auf [z', 13'] senkrecht steht. In ihr fällt die 
Schraubachse z'" auf [z', 13']. Die Spitze R'" des Richtkegels liegt um den 
Parameter p über XI3 auf z''', und die zur Tangente t in 13 an die Schraub­
linie m parallele Erzeugende des Richtkegels ist die Gerade [R"', 10']. 
Die Normalebene l' zur Schraublinie m im Punkte 13, in der jener Großkreis 
k der Kugel x liegt, längs dessen die Kugel x die Schraubfläche berührt, 
ist drittprojizierend, erscheint also im Seitenriß als Lot 'VIII zu [R''', 10'], 
und geht durch jenen Punkt. 13'" auf z''', der um dieselbe Strecke über z' 
liegt wie der Punkt 13" über e". Durch den Schnittpunkt von 1,''' mit 
der Rißachse XI3 verläuft dann die zu x13 senkrechte Spur 'VI der Normal-
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ebene v in der Ebene E. Ihre Schnittpunkte A und B mit dem Kreis c' 
sind die Grundrisse der Schnittpunkte des Berührungskreises k der Hüll­
kugel" mit dem Kreis c, d. h. die auf c' liegenden Punkte von n'. Zugleich 
sind die Tangenten t.4 und tB an den Kreis c' die Tangenten an n' in den 
Punkten A und B. 

Verschraubt man die Kugel ", deren Mittelpunkt der Punkt 13 ist, weiter 
nach oben, so wird der Schnittkrei~ c kleiner und zieht sich schließlich, 
wenn der Mittelpunkt von" gerade um r über E liegt, auf einen Punkt 
zusammen. Dieser Punkt liegt im Innern des Normalschnittes n. Da­
zwischen gibt es einen ausgezeichneten Kreis co' für den die beiden Berüh­
rungspunkte A und B mit n gerade in einen Punkt S zusammengerückt 
sind. Da dieser Kreis Co die Kurve n in S vierpunktig berührt, ist Sein 
Scheitel von n und Co sein Scheitelschmiegkreis. Er wird von jener Hüll­
kugel "0 aus E ausgeschnitten, für die der zu m normale Großkreis (Berühr­
kreis) ko gerade die Ebene E berührt. Befindet sich der Mittelpunkt der 
erzeugenden Kugel im Punkte 12 der Schraubenlinie m, so ist die Ebene 
des zu m normalen Großkreises zweitprojizierend, und der Höhenunter­
schied zwischen seinem Mittelpunkt und seinem tiefsten (oder höchsten) 
Punkt ist im Aufriß als Abstand des Punktes H" von E" zu ersehen. Die 
Horizontale durch H" schneidet daher auf m" den Aufriß N" des Mittel­
punktes N jener Kugel "0 aus, deren Schnittkreis mit E der gewünschte 
Scheitelschmiegkreis Co (Mittelpunkt Ko, Radius eo) des Normalschnittes n ist. 

78. Die gerade zyklische Schraubfläche 

Außer der Schraubrohrfläche gibt es noch zwei ausgezeichnete Typen 
zyklischer Schraubflächen. 

Die gerade zyklische Schraub/läche entsteht durch Schraubung eines 
Kreises k, dessen Ebene zur Schraubachse normal ist. Sie tritt als gewundene 
Säule (Barocksäule) auf, wenn der erzeugende Kreis k die Schraubachse 
umschließt. 

Enthält die Ebene des verschraubten Kreises k die Schraubachse, so 
entsteht eine axiale zyklische Schraub/läche, deren obere Hälfte, falls der 
Kreis k die Schraubachse nicht trifft, als Wölbung einer Wendeltreppe 
auftritt (Wendelwölbfläche). Eine solche schraubenförmige Gewölbefläche 
mit hai bkreisförmigem Meridian wurde zuerst in der Abtei von S ai n t 
Gilles in Südfrankreich (in der Nähe von Arles) angewandt; ältere Bücher 
nennen sie daher auch Schraub/läche von Saint Gilles. 

Im folgenden soll eine gerade zyklische Schraub/läche konstruiert werden. 
Ein horizontaler Kreis ko (Mittelpunkt 0, Radius r) werde um die vertikale 
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Achse z verschraubt, wobei der Kreis die Schraubachse umfassen möge 
(Fig. 204). Sein Mittelpunkt beschreibt dabei eine Schraublinie m, die M itten-

f 
z· 

w 

}'lg.204. Gerade zyklische Schraubfläche, erzeugt von horizontalen Kreisen vom Radius r, 
deren Mitten eine BahnschraublInie m vom Radius a < r beschreiben (hier: a = r/2) 
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kurve der Schraubfläche (Ganghöhe der Schraubung h, Parameter p, 
Schraubradius der Mittenkurve a < r). 

Der erste wahre Umriß u l der Fläche ist eine Schraublinie vom Parameter p 
und dem Schraubradius r + a. Diese WulsUinie projiziert sich im Grund­
riß als ein zu m' konzentrischer Kreis u~ vom Radius r + a (erster schein­
barer Umriß der Fläche) und im Aufriß als Sinuslinie u~'. (Ist die Fläche 
durchsichtig, so gibt es noch als inneren ersten wahren Umriß eine Kehl­
schraublinie ~ vom Schraubradius r - a.) 

Der zweite wahr i Umriß U 2 der Fläche besteht aus zwei zur Schraub­
linie m kongruenten Schraublinien u2 und u2' deren Achsen um r nach 
rechts bzw.links gegenüber z versetzt sind. Ihre Aufrisse u~ und u~, d. h. 
der scheinbare Umriß für den Aufriß, stellen sich als zwei--zu m" kongruente 
Sinuslinien dar, die gegen m" in horizontaler Richtung nach links und 
rechts um r verschoben sind; ihre Grundrisse u~ und u~ bestehen aus zwei 
zu m' kongruenten Kreisen vom Radius a. Die Fläche kann also auch durch 
Schraubung einer solchen Schraublinie U 2 oder u2 erzeugt werden. In 
Fig.204 sind auch noch die Scheitelschmiegkreismitten K l , K 2, K s und 
K, der Sinuslinien u~', u~, m" und u~ eingezeichnet. 

Die gerade zyklische Schraubfläche trägt gemäß ihrer Erzeugung eine 
Schar kongruenter Kreise k, die in parallelen (horizontalen) Ebenen liegen. 
Die Fläche kann demnach statt durch Schraubung auch durch Parallel­
verschiebung eines Kreises k erzeugt werden, bei der der Mittelpunkt des 
Kreises auf der Mittenschraublinie m der Fläche verschoben wird. Jeder 
Punkt des Kreises k beschreibt bei dieser krummen Schiebung eine zu m 
kongruente (aber zu m nicht koaxiale) Schraublinie; z. B. beschreibt der 
äußerste rechte Punkt von k die rechte Umrißschraublinie u2• Daher ist 
die gerade zyklische Schraubfläche auch eine Schieb/läche. Die Bahnkurven 
der einzelnen Kreispunkte bei dieser krummen Schiebung sind zu m kon­
gruente Schraublinien vom Radius a, deren Achsen zu z parallel sind und 
von z den Abstand r haben. 

Auf der geraden zyklischen Schraubfläche liegt daher außer der Schar 
kongruenter horizontaler Kreise k noch eine Schar zu m kongruenter und 
gleichgestellter Schraublinien u. Die Fläche kann demnach auch umgekehrt 
durch Schiebung einer solchen Schraublinie, etwa durch Schiebung von u2 

erzeugt werden, wobei die Bahnkurven dieser zweiten krummen Schiebung 
die kongruenten horizontalen Kreise k vom Radius r sind. Die horizontalen 
Kreise k und die zu m kongruenten aber exzentrischen Schraublinien u, 
von denen u2 ein Vertreter ist, sind die beiden Scharen von Schiebkurven 
der geraden zyklischen Schraubfläche. 
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Zusammenfassend gilt somit 
Satz 1: Jede gerade zyklische Schrauhfläche ist auch au/ zwei Arten als 

Schieb/läche erzeugbar. Ihre beiden Scharen von Schiebkurven sind 1. hori­
zontale Kreise k vom RadiU8 r und 2. zur Mittenkurve m kongruente und 
gleichgestellte Schraublinien u vom SchrauhradiU8 a und Parameter p. Die 
Fläche entsteht dlJhei 1. durch krumme Schiebung eines der horizontalen 
Kreise k (z. B. von koJ längs einer der gleichgestellten Schrauhlinien (z. B. 
längs uJ oder 2. durch krumme Schiebung einer der gleichgestelUen Schrauh. 
linien (z. B. von Us) längs eines der horizontalen Kreise (z. B. längs ko). 
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Ergänzungen zur Theorie der Flächenkrümmung 

79. Der Satz von Meusnier 

Im folgenden sollen einige Sätze aus der Flächentheorie, die für die 
Darstellende Geometrie von Bedeutung sind, ohne Beweis 1) zusammen­
gestellt und an einigen Beispielen erläutert werden. Bei früherer Ge­
legenheit wurde von ihnen schon verschiedentlich Gebrauch gemacht 
(z. B. in 43., 45., 63., 64., 67.). 

Alle folgenden überlegungen setzen einen regulären Punkt P der Fläche cp 
voraus, d. h. einen Flächenpunkt mit einer eindeutig bestimmten Tangenten­
ebene T. Die Fläche cp soll überdies in P stetig gekrümmt sein. 

Durch jeden solchen Punkt P lassen sich 001 in der Tangentenebene T 

liegende Geraden t legen, die sich als Tangenten von regulären Flächen­
kurven durch P ansehen lassen. Durch jede dieser Tangenten t gibt es je 
nach der Neigung zur Tangentenebene 001 ebene Schnitte a der Fläche, 
80 daß also durch jeden Flächenpunkt 002 ebene Schnitte a der Fläche ge­
führt werden können (Ebenenbündel mit dem Scheitel P). Welche 
ZU8ammenhänge bestehen zwischen den Krümmungen aller dieser ebenen 
Flächenschnitte im Punkte P der stetig gekrümmten Fläche cp 1 

Im folgenden sei zunächst eine beliebige festgewählte Flächentangente t 
in P vorausgesetzt. Zu ihr gehören 001 ebene Flächenschnitte, die von 
den durch t gelegten Ebenen erzeugt werden (Ebenenbüschel mit der 
Achse t). Wird die Fläche cp in der Richtung von t senkrecht auf eine Bild­
ebene (Aufrißebene) projiziert, so deckt sich die Achse t dieses Ebenen­
büschels im Aufriß mit dem Punkt P, und alle Ebenen a des betrachteten 
Ebenenbüschels sind pr.ojizierend. Sie stellen sich im Aufriß dar als ein 
Geradenbüschel mit P" = t" als Mittelpunkt (Fig. 205). Diejenige Ebene 

des Ebenenbüschels, die auf der Tangentenebene T senkrecht steht, die 
also die Flächennormale n enthält, liefert den zur Tangente t gehörenden 

1) Bezüglich einer strengen und ausführlichen Herleitung dieser Sätze sei ver­
wiesen auf: K. STRUBECKER, Differentialgeometrie 1/11/111, Sammlung Göschen, 
Berlin 1965 2/1958/1959. 

7311 S tru bc c ke r. Geometrie 21 
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Normalschnitt" der Fläche im Punkte P, während die Tangentenebene 
selbst zum Tangentialschnitt 't" der Fläche in P führt. Jeder andere Schnitt 
heißt ein zur Tangente t gehöriger schiefer Flächenschnitt q. 

Die Normalebene v durch t schneidet die Fläche T in einer gewissen 
Kurve, die in P einen bestimmten Schmiegkreis hat. Sein Mittelpunkt heißt 

die zu t gehörige Normalkrümmungsmitte 
M", sein Radius ist der Normalkrüm­
mungsradius R, dessen reziproker Wert 

als die Normalkrümmung ~ der Fläche 

im Punkte P für die Tangentenrichtung t 
bezeichnet wird (Fig. 205). 

Ein beliebiger schiefer Schnitt (J der 
n" Fläche durch die festgewählte Tangente 
~. t, der also die Flächennormale n nicht 

Fig.205. Satz von MEUSNIER. enthält, schließe mit dem Normal-
olIv = Schmlegkrelsmltte des Normal-
schnittes v. lff" = Schmlegkrelsmltte schnitt v den Winkel {} ein. Bei der Dar-
des Schiefschnittes " durch die (zur stellung in Fig. 205 erscheint dieser 
Bildebene normale) Tangente t der 
Fläche tp mit dem Berührpunkte P Winkel {} in wahrer Größe. M" sei der zu 

diesem schiefen Schnitt (J gehörige 
Schmiegkreismittelpunkt (Krümmungsmitte) und e der zugehörige Schmieg­
kreisradius. Dann besteht zwischen dem Normalkrümmungsradius R, dem 
Krümmungsradius e für den schiefen Schnitt (J und dem Winkel {} 
zwischen der Ebene des Normalschnittes und des schiefen Schnittes der 
folgende von JEAN-BAPTISTE MEUSNIER (1754-1793) entdeckte einfache 
Zusammenhang, den man als den Satz von MEUSNIER (1776) bezeichnet: 

(1) R = ~- oder n = R· cos {}. cos {f 0: 

Demnach ist M" der Fußpunkt des Lotes von M" auf die Ebene (J des 
schiefen Schnittes, d. h. es gilt in Worten der 

Satz von Meusnier: Die Krümmungsmitte M" für den schiefen Schnitt (J 

einer Fläche ist der Normalriß der Krümmungsmitte M" des zur gleichen 
Tangente t gehörigen Normalschnittes v auf die Ebene (J des schieten Schnittes. 

Der Schmiegkreis für den Normalschnitt v (Mittelpunkt Mv, Radius R) 

und der Schmiegkreis für den beliebigen zur gleichen Flächentangente t 
gehörigen schiefen Schnitt (J (Mittelpunkt MG' Radius e) liegen nach dem 
Satz von MEUSNIER auf einer bestimmten die Fläche in P berührenden 
Kugel " (Mittelpunkt Mv, Radius R), die den Schmiegkreis des Normal­
schnittes v als Großkreis besitzt. Sie heißt die zur Tangente t gehörige 
M eusniersche Kugel des Flächenpunktes P (Fig. 206). 
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Der Schnittpunkt des Lotes, das man von Mv auf die Ebeae des schiefen 
Schnittes (J fällen kanu, mit der Tangentenebene "t" ~ Fläche im Punkte P 
heißt geodätische Krümmungsmitte MfI des 8chielen Schnittes(J und die Strecke 
P My Mein yeodätischer Krümmunysradiu8 Nil' Naeh Fig.205 und (I) iMt. 

(2) Rg = fl{)=R.ctg{}. 
sm 

Der geodätische Krümmungsradius Ru 
ist, wie zuerst F. A. MINDING (1830) 
bewies, invariant gegenüber Verbiegungen 
der Fläche. Ist insbesondere die Fläche rp 
in die Ebene abwickelbar, dann ist also 
Rg der Schmiegkrei.~radius der Abwick­
lung des schielen Schnittes (J von rp im 
Punkte P. 

In den bisherigen überlegungen 
wurden stets nur ebene Schnitte der 
Fläche betrachtet. Die Ergebnisse 
gelten aber auch für jede beliebige 
(doppeltgekrümmte) Flächenkurve k, 
wenn (J die Schmiegebene der Kurve k 
im Punkte P ist. 

Beispiel 1: Elliptischer 
Schnitt eines Drehzylinders. 
Es sei P ein beliebiger Punkt 

Mg 
der Konturerzeugenden eines 
Drehzylinders mit vertikaler Achse 
z und dem Radius R. Ferner sei 
t die (zweitprojizierende) Parallel- Rg 
kreistangente des Drehzylinders in 

n" 
y' 

}o'ig. 206.. Die MEUSYIERSche Kugel " 
der Flächentangente t enthält die 
Schmlegkrelse aller Schnitte der Fläche 
mit Ebenen durch die Tangente t 
(Mitte 111v • Radius R = Schmlegkrels-

radius des Normalschnittes v der 
Fläche) 

(5' 

P (Fig.207). Der durch t gelegte 
Normal8chnitt l' des Zylinders ist 
ein Krei8 vom Radius R und dem 
Mittelpunkt Mv auf der Zylinder­
achse z. Der durch t gelegte 8chiele 
Schnitt 0, der mit der Normal­

}o'ig. 207. Bestimmung des Scheltelschmlegkrelses 
einer Ellipse (schiefer Schnitt eines Dreh­

zylinders) mittels des Satzes von MEUSYIER 

schnittebene l' den Winkel {} einschließt, ist eine Ellipse, deren kleine 
Halbachse die Länge b = R hat, während für die Länge a der großen 
Halbachse gilt 

(3) cosO =~. 
a 

21* 
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Nach dem Satz von MEUSNIER hat die Schnittellipse 11 im Punkte P 
(Hauptllcheitel) den Schmiegkrei8radius 

b b2 

(4) e = R . cos {} = b . a = a . 
Dieses Ergebnis wurde schon in (11. 10) auf anderem Wege gewonnen. 

Bei der Abwicklung des Zylinder8 geht der schiefe Schnitt 11 in eine Sinu8-
kurve über, für die der Punkt P ein Scheitel ist. Ihr Scheitelschmiegkreis­
radius ist nach (2) gleich dem geodäti8chen Krümmung8radius 

(5) R = -(} = (! 
g sin {} V1 - cosB {} 

b2 

a b3 

- y---===bB=- - V-;; - b 2 
1--

aB 

-e' 

wobei e = V aa =- -b2 die lineare Exzentrizität der Ellipse ist. Da e gerade 
gleich der Amplitude der Sinuslinie ist, erhalten wir ein Ergebnis, das mit 
dem in 70. hergeleiteten übereinstimmt. 

Beispiel 2: Durchdringung zweier Drehzylinder , deren Achsen 
sich schneiden. Die beidenDrehzylinderC1 (Ra.diusR1) und Ca (Radius Ra), 

deren Achsen ~ und lZ:! sich im Punkt 0 schneiden und zur Aufrißebene 
parallel sind, durchdringen sich, wenn R1 =F Ra ist, in einer nicht zer­
fallenden algebraischen Raumkurve 4. Ordnung c, die sich im Aufriß als 
doppelt überdeckte Hyperbel c" projiziert (Fig.208). In einem beliebigen 
Punkt der Kurve c kann die Tangente T nach der Normalenmethode kOllstru­
iert werden (vgl. Fig. 173). Diese Methode führt im Schnittpunkt P der 

Konturerzeugenden der beiden Zylinder auf die zweitprojizierende Tangente 
t, deren Aufriß t" mit P" zusammenfällt. Der Aufriß t" der Tangente t 
an die Raumkurve c in P ist daher- nicht identisch mit der Tangente 
an den Aufriß c" dieser Raumkurve. Die Tangente an c" in pli kann 
daher nicht nach der Normalenmethode gefunden werden. Zu ihrer Kon-
8truktion bedienen wir uns des Satzes von M eusnier. 

Wegen der Symmetrie der Raumkurve c bezüglich der Aufrißebene ist 
der Punkt P ein Scheitel von c, und seine Schmiegebene 11 berührt die Kurve c 
in P nicht bloß drei- sondern 80gar vierpunktig (8tationär). Diese Schmieg­
ebene 11 von c in P ist aus Symmetriegründen zweitprojizierend und ihre 
Aufrißspur 112 = 11" ist daher zugleich die gesuchte Tangente an c" in P". 
Die Schmiegebene 11 schneidet sowohl die zur Flächentangente t getlörige 
M eU8nier-K ugel "1 (Mittelpunkt MI' Radius R1) des Zylinders Cl wie auch 
die M eU8nier-Kugel "2 (Mittelpunkt M a, Radius R 2 ) des Zylinders Ca 
in dem Schmiegkreis der Kurve c in P. Daher liegt der den beiden Kugeln 
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gemeinsame Kreis in der gesuchten Schmiegebene (1. Ihr Aufriß (1", der 
mit der gesuchten Tangente anc" zU8ammenfällt, ist daher die gemeinsame 
Sehne der zweiten Umrißkreise u~' und u;' der Kugeln u1 und "2' Außer­
dem ist der Lotfußpunkt von MI bzw. M 2 auf (1, d. h. der Schnittpunkt 
der Geraden [M1M2J mit (1, der Schmiegkreismittelpunkt M a der Durch­
dringungskurve c in ihrem Scheitel P. 

r; 

Fig. 208. Konstruktion der (vierpunktig berührenden) Schmlegebene a Im Scheitel P der Durch­
dringung_kurve zweier Drehzylinder mit sich (rechtwinkelig) schneidenden Achsen 

80. Der Satz von Euler 

Im folgenden betrachten wir aU8schließlich Normalschnitte v einer stetig 
gekrümmten Fläche cP in einem regulären Flächenpunkte P, da die Krüm­
mungsverhältnisse von schiefen Schnitten (1 sich durch den Satz von 
MEUSNIER stets auf die von Normalschnitten v zurückführen lassen. 

Wir legen 1. in den Flächenpunkt P den Nullpunkt 0 eines rechtwinkli­
gen cartesischen Koordinatensystems (x, y, z), dessen (x, y)-Ebene 2. mit 
der Tangentenebene T in P zusammenfällt (die z-Achse fällt dann in die 
Flächennormale n von P), und entwickeln die Gleichung z = rp(x, y) der 
Fläche in eine TAYLoR-Reihe. Wegen 1. und 2. ist 

(1) rp(O, 0) = 0, rp.,(O, 0) = CPII(O, 0) = O. 
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Die TAYLoR-Entwicklung der Flächengleichung lautet daher 

(2) z = fP(x, y) = ! (an x2 + 2a12 x y + a22 y2) + Glieder höherer 
Ordnung. 

Für die Untersuchung der Krümrnungseigenschalten der Fläche im Punkte 
P(O, 0,0), welche nur von den Gliedern 2. Ordnung abhängen, kann man 
die Glieder 3. und höherer Ordnung vernachlässigen, d. h. man kann sich 
auf das Paraboloid 

(3) 

beschränken. Diese Ersatzfläche, die in ihrem Scheitel P(O, 0; 0) diesel­
ben Krümmungseigenschaften besitzt wie die gegebene Fläche fP, heißt 
das oskulierende Scheitelparaboloid der Fläche im Punkte P. 

Falls au =f= 0 ist, kann die Gleichung des Paraboloids umgeformt werden 
in 

(4) 

Aus dieser Darstellung entnimmt man, daß die Gestalt des oskulierenden 
Scheitelparaboloids (3) von dem Vorzeichen der Diskriminante 

(5) 

abhängt. Es ergeben sich somit drei Möglichkeiten: 

a) ein elliptisches Paraboloid liegt vor, wenn D> 0 ist. 

Die Tangentenebene z = 0 im Punkte P hat mit dem Paraboloid 
nur den Punkt P(O, 0,0) gemeinsam. Die zu dieser Tangentenebene 
parallelen Schichtenebenen z = const schneiden das Paraboloid in 
ähnlichen Ellipsen. Der Punkt P heißt ein elliptischer Flächenpunkt. 

Beispiele: Alle Punkte einer Kugel, eines Ellipsoids, eines Dreh­
paraboloids, die Wulstpunkte einer Drehfläche, z. B. die Wulstpunkte 
eines Torus sind elliptische Flächenpunkte. 

b) ein hyperbolisches Paraboloid liegt vor, wenn D < 0 ist. 

Die Tangentenebene z = 0 im Punkte P hat mit dem Paraboloid zwei 
reelle, sich in P schneidende Geraden a1, a2 gemeinsam. Die zu dieser 
Tangentenebene parallelen Schichtenebenen z = const schneiden das 
Paraboloid in ähnlichen Hyperbeln, die a1 und a2 zu gemeinsamen 
Asymptoten hauen. Für z = const < 0 erhält man dabei die zu den 
Hyperbeln z = const > 0 konjugierten Hyperbeln. Der Punkt P heißt 
ein hyperbolischer Flächenpunkt. 
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Beispiele: Alle Punkte eines einschaligen Drehhyperboloids, eines 
hyperbolischen Paraboloids, einer Wendelfläche oder windschiefen Regel­
fläche, die Kehlpunkte einer Drehfläche, z. B. die Kehlpunkte des 
Torus sind hyperbolische Flächenpunkte. 

c) ein parabolischer Zylinder liegt vor, wenn D = 0 ist. 

Die Tangentenebene z =: 0 im Punkte P hat mit dem Paraboloid 
eine einzige (doppelt zählende) Gerade a durch P gemeinsam. Die zu 
dieser Tallgentenebene parallelen Schichlenebenen z = const schneiden 
das Paraboloid in zu a parallelen Geradenpaaren. Der Punkt P heißt 
ein parabolischer Flächenpunkt. 

Beispiele: Alle regulären Punkte eines Zylinders, eines Kegels, einer 
Torse, die Grenzpunkte zwischen elliptisch und hyperbolisch ge­
krümmten Flächenstücken, z. B. die Punkte des höchsten und tiefsten 
Parallelkreises eines Torus sind parabolische Flächenpunkte. 

In dem oben/zunächst ausgeschlossenen Fall, an = 0 ist die Diskrimi­
nante D = - a~2' und das oskulierende Scheitelparaboloid ist ein hyper­
bolisches Paraboloid wie in b) oder ein parabolischer Zylinder wie in c), 
je nachrlem a12 =f= 0 oder a12 = 0 ist. 

Fig.209a-c zeigt den Schichtenplan des oskulierenden Scheitelpara­
boloids, d. h. die Normalprojektion der Schnittkurven z = const auf die 
Tangentenebene z = 0 in den drei Fällen eines elliptischen, hyperbolischen 
bzw. parabolischen Flächenpunktes P. Diese Schichtenlinien, die ange­
nähert auch den zur Tangentenebene T parallelen ebenen Schnitten der gege­
benen allgemeinen Fläche q; ent,yprechen, hängen nach eh ar l es Du p i n 
auf einfache Weise mit den Krümmungsradien der CX)1 Normalschnitte der 
Fläche im Punkte P zusammen. Es gelten nämlich die folgenden Sätze: 

a) Elliptischer Flächenpunkt. Es seien t1 und t2 jene beiden aufeinander 
senkrechten Flächentangenten in P, zu denen die Hauptachsen der Schar 
von Schichtlinien des oskulierenden (elliptischen) Scheitelparaboloids 
(ähnliche Ellipsen) gehören. Für sie habe die Fläche dieNormalkrümmungs­
radien R1 bzw. R2• Ist t eine beliebige Flächentangente in P, die mit der 
Tangente t1 den Winkel q; einschließt, so gehört zu tein Normalkrümmungs­
radius R, der sich berechnet nach dem von LEONHARD EULER (1707 -1783) 
gefundenen Satz von Euler (1760): 

(6) ..!.- _ cos' <p + sin' <p 
R - R 1 R,' 

Daraus folgt dann der von CHARLES DUPIN (1784-1873) stammende 
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Satz von Dupin (1813): Trägt man in dem elliptischen Flächenpunkt P 
auf den einzelnen Flächentangenten t nach beiden Seiten die Strecke 

(7) V R = ~/Normalkrümmungsra.dius für die Tangente t 

auf, so liegen die Endpunkte auf einer Ellips(' (Fig.2IOa). Die Ellipse er-

x 

Fig. ~()!la und u. Schichtenplan (normale Projektion auf die Tangentenebene T In P) des 
oskullerenden Seheltelparabololds In einem a) elliptischen, b) hyperbolischen Flächenpunkt. 
Die Hauptachsen der ähnlichen und ähnlich gelegenen SchichtenlInien sind die belden 

aufeinander senkrechten Hauptkrfimmungsrlchtungen t .. t, der Fläche Im Punkt.e P 
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wei8t Bieh al8 ähnlich zu der Schar der Schichtenlinien des oskulierenden 
ScheitelparaboloidB. Sie heißt dieDuplnsehe Indikatrix des elliptischen Flächen­
punktes P. 

x 

Flg.209c. Schichtenplan (normale Projektion auf die Tangentenebene • in PI des oskulieren· 
den Scheitelparaboloids In einem parabolischen Flächenpunkt. Die Hauptachsen (Symmetrie· 
achsen) der zueinander ähnlichen und ähnlich gelegenen SchichtenlInien sind die beiden auf· 

einander senkrechten HauptkrÜInmungsrlchtungen t" t. der Fläche im Punkte P 

In der Richtung der Hauptachsen ~ und t2 hat der Normalkrümmungs­
radius R jeweils einen extremen Wert. Diese Richtungen ~ und t2, die auf­
einander senkrecht stehen, heißen die Hauptkrümmungsrichtungen der 
Fläche, die zugehörigen Normalkrüm- f, 

mungsradien sind die Hauptkrümmungs­
radien R I und R2 und ihre reziproken 

Werte "1 = I/RI und "2 = I/R2 die 
Hauptkriimmungen in dem elliptischen 
Flächenpunkte P. Sind sie bekannt, 
dann folgt aus dem EULERSchen Satz 
die Normalkrümmung ,,= I/R für jede 

t, 

beliebige Tangentenrichtung t, festgelegt 1o"ig.21O. a) DITPlssche Indikatrix 

durch den Winkel cp gegen die erste Haupt- eines elliptischen nächenpunktes I' 
(F:lilpse, Hauptachsen t" t, = Haupt· 

krümmungsrichtung ~. krümrnungsrlchtungen) 
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In einem elliptischen Flächenpunkt P liegen die Mitten M l und M 2 

der bei den Hauptkrümmungskreise stets auf derselben Seite der Tangenten­
ebene T von P. Die Hauptkrümmungsradien R1 und R2 haben daher das­
selbe Vorzeichen, etwa R l > 0, R2 > 0. Nach dem EULERschen Satz ist 

1 
dann auch R > 0, d. h. die Normalkrümmungsmitte für eine beliebige 

Tangentenrichtung t von P 
t2 liegt auf derselben Seite der 

t, 

Flg.210. b) DUPINsche Indikatrix eines hyperbolischen 
Flächenpunktes P (konjugiertes Hyperbelpaar. Haupt· 
achsen t l' t. ~ Hauptkrümmungsrichtungen. Asymptoten 
a1 • a. = Schmiegtangcnten = Doppelpunktstangcntendes 

Tangentenebene wie für die 
Hauptkrümmungsrichtungen tJ 

und tz. 
b) Hyperbolischer Flächen­

punkt. Sind ~ und t2 jene bei­
den aufeinander senkrechten 
Flächentangenten in P, zu 
denen die Hauptachsen der 
Schichtenlinien des oskulieren­
den Scheitelparaboloidsgehören 
(Schar ähnlicher Hyperbeln), 
und hat für sie der Normal-

Tangentialschnittes der Fläche In P) krümmungsradius den Betrag 

I Rli bzw. I R 2 1, so gehört zu 
der beliebigen Tangente t, die mit ~ den Winkel ffJ bildet, der N ormal­
krümmungsradius I R I ' für den nach dem Satz von Euler gilt: 

(8) 1 
± IRI 

Die Du pi n sehe Indikatrix des hyperbolischen Flächenpunktes ist daher 
ein Paar konjugierter Hyperbeln. Man erhält. sie nach (7), wenn man 
von P aus in der Richtung von t nach beiden Seiten jeweils die Quadrat­
wurzel aus dem Betrage des zugehörigen Normalkrümmungsradius R auf­
trägt (Fig. 2IOb). 

Die Hauptkrümmungsmitten M l und M 2 liegen für einen hyperbolischen 
Flächenpunkt P auf verschiedenen Seiten der Tallgentenebene T in P. 
Dies wird dadurch berücksichtigt, daß man R l und R2 verschiedene 
Vorzeichen gibt, etwa R l > 0, R2 < O. Nach dem EVLERschen Satz ist 

dann die Normalkriimmung -1 der beliebigen Flächenrichtung t (je nach 

dem Wert von ffJ) positiv, null oder negativ. Versieht man in diesem Sinne 
den N ormalkriimmnng.~rad·i1l.~ R mit einem bf8tirnmten Vorzeichen, dann 
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gilt der Satz von Euler in der Gestalt (6) auch für einen hyperbolischen 
Flächenpunkt, in dem die Fläche daher sattelförmige Gestalt hat. 

In Richtung der Asymptoten der hyperbolischen Indikatrix ist R = 00, 

also die Normalkrümmung ~ = O. Diese beiden ausgezeichneten Richtungen 

in P, die sich aus 

(9) ('08
2 

f{! sin2 
f{! J 1\-R IR!I -IR;I = 0, d. h. tglP = ± I R: 

berechnen lassen, heißen die Asymptotenrichtungen oder 8chmiegrichtungen 
a1, a2 des hyperbolischen Flächenpunktes P. Der Normalschnitt durch a1 

bzw. a2 hat in P einen Wendepunkt. 
Während in einem elliptischen Flächen­

punkt P die Tangentenebene die Fläche 
berührt, ohne sie (in der Umgebung von P) 
zu schneiden, durchsetzt in einem hy­
perbolischen Flächenpunkt P die Tan­
gentenebene die Fläche. Der Tangential­
schnitt hat dabei in P einen Doppelpunkt, 
wobei die Doppelpunktstangenten die 
Asymptoten der hyperbolischen Indikatrix 
(8chmiegtangenten der Fläche in P) sind. 

c) Parabolischer Flächenpunkt. Als 
Schichtenlinien des oskulierenden Scheitel-
paraboloids in einem parabolischen 
Flächenpunkt P erhielten wir eine Schar 
paralleler Geradenpaare. Ist t1 die zu 
diesen Geraden senkrechte und t2 die zu 
den Geraden parallele Flächentangente 
und gehört zu t1 der Normalkrümmungs­

t .. 

Fig. 210. c) DUPINsche Indikatrix 
eines parabolischen Flächenpunktes P 

(Parallelenpaar , Symmetrieachsen 
t h f. = Hauptkrümmungsrichtungen, 
a = t. = einzige SChmlegtangente = 
Tangente an TangentIalschnitt der 

Fläche In P) 

radius R1 > 0, zu t2 der Normalkrümmungsradius R2 = 00, so ge­
hört zu der beliebigen Tangente t in P, die gegen t1 den WinkellP bildet, 
ein Normalkrümmungsradius R> 0, wobei nach dem Satz von Euler 

(10) 
1 C082 f{! 

R=~ 

ist. Die Dupinsche Indikatrix des parabolischen Flächenpunktes besteht 

aus zwei zu 12 parallell~1l Gt'raden im Abstand V H 1 von P (Fig.21Oc). 
Die EULERsche Gleichung (10) für den parabolischen Flächenpunkt ist 

im allgemeinen EULERSchen Satz (6) für ~2 = 0 als Sonderfall enthalten. 
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Man kann den parabolischen Flächenpunkt auch als Grenzfall eines 
hyperbolischen Flächenpunktes auffassen, wenn die bei den Asymptoten­
richtungen ~,~ gegen t2 rücken. Es gibt daher in dem parabolischen 
Fliichenpunkt P zwar zwei aufeinander senkrechte Hauptkrümmungsrichtungen 
tt. t., aber nur eine einzige Asymptotenrichtung a, die mit der einen Haupt­
kriimmungsriclUung t2 zusammenjäUt. 

Schneidet man die Fläche mit der Tangentenebene T des parabolischen 
Flächenpunktes P, dann hat die Schnittkurve (der Tangentialschnitt) in P 
i. a. eine Spitze oder einen Selbstberührungspunkt. Spitzentangente ist die 
(einzige) Asymptotenrichtung a = t2 des parabolischen Flächenpunktes. 

81. Der TangentialschDitt in einem Kehlkreispunkt des Torus 

Die DUPINsche Indikatrix in einem beliebigen Punkt P einer Fläche q; 
ist symmetrisch bezüglich der beiden Hauptkrümmungsrichtungen ~ und t2• 

Ist<r speziell eine I>rehlläche (Fig. 211), dann ist die .Jleridialltanyclltc in P, 

• !z 
I 

Fill. ~II. Hauptkrümmungsrlehtungen und -radien einer Drehfläche tp Im Punkte P 

da die Drehfläche zu jeder Meridianebene symmetrisch liegt, die eine Achse 
seiner Dupinschen Indikatrix, also eine Hauptkrümmungsrichtung t2• Die 
andere Hauptkrümmungsrichtung ~, die auf t2 senkrecht steht, ist daher die 
Parallelkreistangente. Die Normalebene 1'2 von q; durch die Meridiantan­
gente t2 in P schneidet die Drehfläche q; in dem durch P gehenden Meri-



81. Der Tangentialschnitt in einem Kehlkreispunkt des Torus 333 

dian. Daher ist der Hauptkrümmungsradius R2 in P der Krümmungsradiu.~ 
des Meridians m in P. Den Krümmungsradius RI des Normalschnittes )'1 

durch die Parallelkreistangente ~ des Punktes P finden wir mit Hilfe des 
Satzes von MEUSNIER. Der zur Drehachse normale Schnitt (1 ist ein Kreis, 
dessen Krümmungsmitte M" auf der Drehachse liegt. Das Lot auf (1 im 
Punkte M" trifft den Normalschnitt VI in der Krümmungsmitte M •. = MI 

für den Normalschnitt. Da dieses Lot aber mit der Drehachse z zusam­
menfällt, liegt die Krümmungsmitte M.. des Normalschnittes )'1 durch 
die Parallelkreistangente tl gleichfalls auf der Drehachse, und der zuge­
hörige Hauptkrümmungsradius R •. = RI = P MI ist gleich dem zwischen P 
und der Drehachse z liegenden Stück der Meridiannormalen n. 

Fig. 212 zeigt einen Torus in Grund- und Aufriß (Achse z, Mittenkreis m, 

R2 = Radius des Meridiankreises, RI = Radius des Kehlkreises). Im 
vordersten Punkt P des Kehlkreises werde die (zur Aufrißebene parallelE') 
Tangentenebene (1 gelegt und mit dem Torus geschnitten. Die Schnittkurve s 
(Tangentialschnitt von P) fällt im Grundriß mit (1' zusammen, während 
ihr Aufriß s" eine bezüglich der Horizontalen und Vertikalen durch pli 
symmetrische algebraische Kurve 4. Ordnung in Gestalt einer Acht ist. 
Sie läßt sich mit Hilfe von horizontalen Hilfsebenen leicht punktweise kon­
struieren. In dem hyperbolischen Flächenpunkt P hat der Tangential­
schnitt s einen Doppelpunkt, dessen beide Tangentcn sich nach den früher 
besprochenen Methoden nicht konstruieren lassen, da die Tangentencbene T 

an die Fläche in P mit der Schnittebene (1 identisch ist. 

Wir finden die Doppelpunktstangenten a l und ~ von s in P nach dem Satz 
von EULER, demzufolge sie die Asymptoten der zu P gehörigen Dupin­
schen Indikatrix sind. Da der Torus eine Drehfläche ist, ist der erste Haupt­
krümmungsradius gleich dem Stück der Flächennormalen zwischen P und 
der Drehachse z, d. h., da P auf dem Kehlkreis liegt, gleich dem Kehlkreis­
radius RI , während der zweite Hauptkrümmungsradius gleich dem Radius R 2 

des Meridiankreises ist. Beide sind im Aufriß zu ersehen, wenn man den 
Punkt P durch eine Vierteldrehung um z in die Lage po bringt. Die Dupin­
sche Indikatrix des Punktes P ist eine Hyperbel, deren Hauptachsen die 
Parallelkreistangente tl und die Meridiantangente t2 sind. Ihre Aufrisse 
sind daher die horizontale Gerade t~' bzw. die vertikale Gerade t~' 
durch Pli. 

Die Halbachsen der DUPINschen Indikatrix haben die Länge VI RI! bzw. 

V I R2 1· Dabei haben RI und R2 verschiedene Vorzeichen. Wir können RI > 0, 
also R2 < ° annehmen. 
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Um die Quadratwurzel aus einer Länge zu konstruieren, muß man zuvor 
ü her die Länge der Einheit88trecke e verfügen. Wählen wir als Einheitsstrecke 
R1, indem wir 

(1) 

setzen, so ist 

(2) 

z' 

i 
/ 

(5' / 

Fig.212. Konstruktion der DUPINschen Indikatrix Im Kehlkrelspunkte P der RIngfläche 
(konjugiertes Hyperbelpaar). Die Asymptoten a .. a. der Indikatrix sind die Doppelpunkts­

tangenten des Tangentialschnittes der RIngfläche Im Punkte P 

die halbe Länge der Hauptachse der Hyperbel, während 

(3) 
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die halbe Länge der Nebenachse wird. Man findet mit Hilfe des Höhen­

satzes im rechtwinkligen Dreieck V R1 . I R2 1 als geometrisches Mittel aus 
R1 und I R2 1. Die Geraden durch P mit der Steigung 

(4) 

sind dann die Asymptoten der h.yperbolischen Indikatrix des Punktes P, 
d. h. die gesuchten Doppelpunktstangenten a1 und a2 der Kurve s in P. 

Die Indikatrix des Kehlpunktes P selbst besteht dann aus den beiden 

konjugierten Hyperbeln mit den Halbachsen R1 (horizontal) und VR1 • f R 21 

(vertikal). 
Den Radius e des Scheitelschmiegkreises im Punkte Q der Schnittkurve s 

findet man nach dem Satz von M eusnier. Zu der (vertikalen) Tangente t 
des Punktes Q gehört als Normalschnitt der Meridianschnitt 11, d. h. ein 
Kreis vom Radius R = R2, dessen Mittelpunkt M. auf dem Mittenkreis tn 

liegt. Das Lot von MI' auf die schiefe Schnittebene (J, das im Grundriß 
unmittelbar konstruiert werden kann, schneidet (J in dem Krümmungs­
mittelpuJ?kt M a des schiefen Schnittes (J. Dieser ist die Schmiegkreismitte 
für den Scheitel Q des Tangentialschnittes s, sein Aufriß M~ somit Schmieg­
kreismitte von s" in Q". 

82. Konstruktion der Doppelpunktstangenten 

der Schnittkurve zweier sich berührender Flächen 

Die beiden (reellen) stetig gekrümmten Flächen mit den Gleichungen 
z = g;(x, y) und z = 1p(x, y) mögen sich im Nullpunkt 0(0, 0, 0) des carte­
sischen Koordinatensystems berühren und die Ebene z = 0 als gemeinsame 
Tangentenebene T besitzen. Ihre TAYLoR-Entwicklungen haben dann die 
Gestalt 

(1) 
fz =g;(x, y) = ! (an x2 + 2a12 xy + a22 y2) + .. . 
l z = 1p(x, y) = ~ (bll x2 + 2b12 X Y + b22 y2) + ... . 

Wir nehmen an, daß die quadratischen Glieder dieser bei den Entwick­
lungen nicht miteinander identisch sind. 

Ist P(x, y, z) ein gemeinsamer Punkt der beiden Flächen (1), d. h. ein 
Punkt ihrer Schnittkurve s, so erfüllen seine Koordinaten jede der bei den 
Gleichungen (1), also auch deren Differenz, aus der z herausfällt. Für den 
Grundriß s' der Schnittkurve s (ihre Normalprojektion auf die gemeinsame 
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Tangentenebene z = 0) gilt somit 

(2) ! (an x2 + 2aI2xy+a22y2)+ ... = ! (bllX2+2b12xy+b2Sy2)+ .... 

Weil in (2) die konstanten und linearen Glieder fehlen, folgt 
Satz 1: Der Grundriß s' der Schnittkurve s der beiden sich berührenden 

Flächen (1) weist im Berührungspunkt 0 einen Doppelpunkt auf, dessen 
Doppelpunktstangenten (außer z = 0) ,zer Gleichung 

(3) ! (au x2 + 2Ul2 X Y + a22 y2) = ! (bu x2 + 2bl2 x Y + b22 y2) 

genügen. Diese Doppelpunktstangenten berühren, weil sie in der gemeinsamen 
Tangentenebene z = 0 der Flächen (1) liegen, auch die Schnittkurve s dieser 
Flächen und sind daher zugleich die Doppelpunktstangenten der Schnitt­
kurve s in ihrem Doppelpunkte O. 

Unterdrückt man in (1) die Glieder dritter und höherer Ordnung, so 
erhält man die Gleichungen 

Iz = !1 (an x2 + 2a12 x y + a22 y2) 
( 4) 

z = 2" (bu x2 + 2b12 X Y + b22 y2) 

der oskulierenden Scheitelparaboloide der Flächen (1), die sich ebenfalls 
im Punkte 0, außerdem aber auch im Fernpunkt Zu der z-Achse berühren. 
Ihre algebraische Schnittkurve 4. Ordnung zerfällt daher in zwei Kegelschnitte 
(Parabeln), die in Ebenen durch die Gerade [OZu]' d. h. durch die ge­
meinsame Flächennormale in 0 (z-Achse) liegen. Der Grundriß dieser 
beiden Ebenen ist ein Geradenpaar durch den Nullpunkt der (x, y)-Ebene, 
dessen Gleichung mit (3) identisch ist. Also folgt 

Satz 2: Die beiden oskulierenden Scheitelparaboloide (4) der sich berührenden 
Flächen (1) schneiden sich in zwei Parabeln (mit der z-Achse als Haupt­
achse), deren Spuren auf der gemeinsamen Tangentenebene z = 0 die Doppel­
punktstangenten der Schnittkurve s der beiden sich berührenden Flächen (1) 
sind. 

Es genügt also für die Konstruktion der gesuchten Doppelpunktstan­
genten, die oskulierenden Scheitel paraboloide miteinander zu schneiden. 
Zu diesem Zweck legt man in der Höhe z = h =F 0 eine Horizontalebene , 
die aus den beiden oskulierenden Scheitelparaboloiden die beiden Kegel­
schnitte 

(5) 
{ 

2h = an x2 + 2a12 x y + aa2 y2 

2h = bll x2 + 2b12 X Y + b22 y2 



82. Konstruktion der Doppelpunktstangenten 337 

ausschneidet, die mit den (bei gemeinBamer Wahl der Einheitsstrecke e er­
mittelt{ln) Dupinschen Indikatrizen übereinstimmen. Die Gleichung (3) 
der gesuchten Doppelpunktstangenten ist dann mit der Gleichung der heiden 
gemeinsamen Durchmessersehnen 
der beiden Dupinschen Indi­
katrizen (5) der Flächen (1) im 
Berührpunkt 0 identisch. Dar­
aus folgt 

Satz 3: Um indem gemeinBamen 
Berührpunkt 0 der beiden stetig 
gekrümmten Flächen q; und 1jJ die 
beiden Doppelpunktstangenten der 
Schnittkurve s von q; und 1jJ zu 
finden, zeichne man (mit derselben 
Einheitsstrecke e) die Dupin­
schen I ndikatrizen der beiden 
Flächen im Punkte 0; deren 
gemeinsame Durchme8sersehnen 
sind dann die gesuchten Doppel­
punktstangenten der Durchdrin­
gungskurve s im Berührpunkte O. 

Bemerkung 1: Wenn die bei den 
(reellen) sich berührenden Flächen 
sich sogar oskulieren, d. h. wenn sie 
auch noch in den quadratischen 
Gliedern ihrer TAYLoR-Entwicklungen 
(1) übereinstimmen und ihre osku­
lierenden Scheitelparaboloide (4) daher 
identisch sind, so heben sich in (2) 
die quadratischen Glieder weg, und 
das Verhalten der Schnittkurve s im 
Oskulationspunkt 0 wird durch die 
kubischen Glieder der Entwicklungen 
(1) bzw. (2) beschrieben. Der Osku­
lationspunkt 0 ist dann ein dreifacher 
Punkt der Durchdringungskurve s 
(mit drei Tangenten), d. h. durch 0 
gehen drei Zweige von s, von denen 
wenigstens einer reell ist (die beiden 
anderen können 
zusammenfallend 
komplex sein). 

reell verschieden, 
oder konjugiert 

i311 Strubecker, Geometrie 

I 
!Z"_all ." Lf 

N" 

}'ig.213. Konstruktion der Doppeipunktstan­
genten der VI\"lAslsehen Linie (Durehdrlngungs­
kurve der Kugei " mit einem sie Im Punkte A 
berührenden DrehzylInder C dureh die Kugei­
mitte 0). Die Doppeipunktstangcnten sind die 

gemeinsamen Durehmessersehnen der Indi­
katrizen i" und i~ von" und ; 

22 
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Die Bestimmung der Tangenten der Schnittkurve in einem gewöhnlichen Berühr­
punkt 0 zweier (stetig gekrümmter) Flächen ist danach ein quadrati8che8 Problem; 
im Falle der Oskulation liegt jedoch ein kubi8ches Problem vor, das i. a. mit Zirkel 
und Lineal allein exakt nicht erledigt werden kann. Zur konstruktiven Bewältigung 
dieses und aller ähnlichen kubischen Probleme der Flächentheorie muß man die 
(quadratische) Indikatrix von DUPIN durch eine kubische Indikatrix der Fläche er­
setzen 1). 

Beispiel 1: Wir haben in 63. die Durchdringungskurve k einer Kugel" 
(Mittelpunkt 0, Radius r) und eines Drehzylinders C (Achse a, Radius r/2) 
gezeichnet, die sich im vordersten Punkte A der Kugel berühren. Als 
Durchdringungskurve entstand in Fig. 180 eine V i'Viani8che Linie in 
Gestalt einer sphärischen Acht, deren im Berührpunkt A vorhandener 
Doppelpunkt, wie wir rechnerisch zeigten, zwei zueinander orthogonale 

Doppelpunktstangenten aufwies (Winkelhalbierende des Winkels von Par­
allelkreis und Meridian der Kugel" in A). 

Es ist nach obigem leicht, dieses rechnerische Ergebnis nunmehr kon­
struktiv zu bestätigen. Dazu haben wir nur im Punkte A die Dupinschen 
Indikatrizen i" der Kugel" und ic des Zylinders C zu ermitteln und ihre 
gemeinsamen Durchmessersehnen in A zu zeichnen. Beide Indikatrizen 
sind dabei mit derselben Einheitsstrecke e zu zeichnen; wir wählen 

r 
(6) e ="2 . 

Die Dupinsche Indikatrix i~ des Drehzylinders C (Radius r/2 = e) ist 
dann ein zu der Mantellinie von A paralleles Geradenpaar in der Tangenten­

ebene • von A, dessen horizontale Halbachse nach (80.10) 

(7) 

ist. Der Aufriß i~' der Dupinschen Indikatrix ic des Drehzylinders C deckt 
8iclt daher mit dem Paare 8einer Konturerzeugenden (Fig. 213). 

Die Dupinsche Indikatrix i" der Kugel" im Punkte A ist aus Symmetrie­
gründen ein Kreis in der Tangentenebene T von A mit der Mitte A, dessen 
RadiU8 die Länge 

(8) 1 = V~ = V; . r = V~ 
hat. Dieser Kreis i" erscheint im Aufriß in wahrer Größe und seine 
gemeinsamen Durchmesser (d1, d2 ) mit dem Parallelenpaar ic (d. h. die 
Doppelpunktstangenten der Vivianischen Linie) bestehen tatsächlich aus 
den beiden Winkelhalbierenden der M eridian- und Breitenkreisrichtung der 
Kugel" in ihrem Berührpunkt A mit dem Zylinder C. 

1) Eine lehrbuchmäßige Darstellung dieses Gegenstandes findet Rich bei E. KRUPPA, 
Analyti8che und kon8truktive Differentialgeometrie, Wien 1957. 
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- -achse 114, 142 

-normale 158 
- -räder 222 
- -schnitt 149 ff. , 170, 203, 206, 214 
- -spitze 142 
KEILL, JOHN (1671-1721) 32 
KEPLER, JOHANNES (1571-1630) 5 
KLEIN, FELIX (1849-1925) 2 100 
Kleinkreis der Kugel 175, 181 
Knotenpunkt 45 
KOCHANSKY, ADAM AMANDUS (1631-

1700) 135, 137, 279 
Koinzidenz-ebene 39, 56 
- -gerade einer Ebene 52ff. 
- -punkt einer Geraden 41 
Kollineation, perspektive 97ff. 170 
Kollineations-achse 98, 101, 170 
- -strahl 98 
- -zentrum 98, 101, 170 
Komplexe Punkte 132, 177 200, 208 
Konischer Knotenpunkt 223 ' 
Konjugierte Durchmesser der Ellipse 

21, 22, 28, 30 
- Hyperbeln 326, 330 

Konjugiert-komplexe Punkte 132, 177, 
202, 238, 248 

Konstruktion mit unzugänglichen Punk­
ten 93f. 

- - Zirkel und Lineal 134 
Konstruktionsaufgaben im Grund- und 

Aufrißverfahren 57ff. 
Konstruktionsvorschrift für das ECKART-

sehe Einschneideverfahren 122 
Konstruktive Geometrie 57 
Kontur einer Drehdäche 245, 269 
- - Rohrdäche 268 
Konturerzeugende des Kegels 115 144 
- - Zylinders 128 ' 
- - - im Schnellriß 245 
Kontur-kreis der Kugel 175 
- -punkt 129, 232, 245ff. 
Konvexe Polyeder 95 
Konvexer Körper 239 
Koordinatensystem 109, 115, 118 
Koten eines Raumpunktes 37 
KOWALEWSKI, GERHARD (1876-1950) 5 
Kreis 9Off., 133ff., 142 
- -achse 91, 181, 182 
- -evolvente 215, 306 

-kegel 219 
- -zylinder 219 
- -schnitte des schiefen Kreiskegels 169 
- - - Kreiszylinders 168 
- -zylindrische Stichkappe in einer 

drehzylindrischen Tonne 263ff. 
Kreuzriß 52, 66, 69, 245 
Krümmung eines ebenen Flächenschnitts 

321 
Krümmungseigenschaften der Fläche in 

einem Punkte 226ff. 
Krümmungskreis einer ebenen Kurve 32 
- für den Normalschnitt der Fläche 322 
- für den Schiefschnitt der Fläche 322 
Krümmungsmitte eines Normalschnitts 

der Fläche 322ff. 
- - Schiefschnitts der Fläche 322 
Krümmungsradien der Normalschnitte 

in einem Flächenpunkt 327 
KRuPPA, ERWIN (geb. 1885) 57, 118 
Kubische Indikatrix 338 
Kugel 144, 175ff., 213, 249ff., 253ff., 311 

326 ' 
Kugelförmige Stichkappe in einer zylin­

drischen Tonne 261 

L 

Lage des Sehstrahls beim Schnellriß­
verfahren 190, 196 

- eines Raumobjektes beim Schnellriß­
verfahren 196 

Lagenaufgaben 57 W. 
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Länge einer Strecke 70, 71 
LAMBERT, JOHANN HEINRICH (1728-

1777) 13 
LEIBNIZ, GOTTFRIED WILHELM (1646-

1716) 95 
Leitgerade der Ellipse 145, 146 
- - Hyperbel 148 
- - Parabel 149, 162 
Leitkreis 167, 168, 263 
LEMOINE, EMILE (1844-1912) 79 
LHUILIER, SIMON (1750-1840) 87 
Lichtrichtung 183 
LINDEMANN, FERDINAND eARL LOUIS 

(1852-1939) 134 
Lineare Exzentrizität der Ellipse 91 
Linksschraubung 275 
Lin~enförmiges Drehellipsoid 213 
L'ORlIlE, PmLmERT DE (1576) 36 
Lot auf eine Ebene 49, 86 

-abstand 72ff. 
-fußpunkt 72, 73, 75 

M 

MAGNUS, LUDWIG IMlIlANUEL (1790-1861) 
98 

Mantellinien der Torse 284 
des Kegels 142 

- des schiefen Kreiskegels 168 
- des schiefen Kreiszylinders 167 
- des Zylinders 128 
Maßaufgaben 57ff., 70ff. 
Maßstäbe beim Schnellrißverfahren 127 
Maßtreue eines Bildes 3 
MAUROLICO, FRANCESCO (1494-1575) 96 
Mehrfacher Punkt 202, 204, 208 
Meridian der Drehdäche 222 
- -hyperbel des einschaligen Drehhyper­

boloids 216, 220 
Meridiantangente in einem Punkt der 

Drehdäche 224 
Methode der Tangentenebenen zur Tan­

gentenkonstruktion 159, 228, 233, 
234, 262, 265 

MEUSNIER, JEAN-BAPTISTE (1754-1793) 
139,322 

MEUSNIERSche Kugel 322, 324 
Militärperspektive 121 
MINDING, FERDINAND ADoLF (1806-

1885) 323 
Mittenebene des Torus 229 
- -kreis des Torus 229ff. 
Mittenkurve einer Rohrdäche 266 
MONGE, GASPARD (1746-1818) IV, 1, 36, 

60, 70, 72, 75, 86 
MÜLLER, ElIlIL (1861-1927) 2 3 37 57 278 ' , , , 

N 

Näherungskonstruktionen zur Rektifi-
kation des Kreises 135 

Negative Schraubung 275 
Negativer Schraubparameter 276 
Neigungswinkel einer Geraden gegen die 

Bildebene 70, 71 
Netz der Pyramide 102 
- des Prismas 105 
Nicht-abwickelbare Regelschraubdächen 

299 
Nicht-zerfallende algebraische Fläche 208 
- - - Kurve 201, 211 
- - Kegelschnitte 142 
Normale 49, 72, 225, 321 
Normale Axonometrie 118 
Normalebene 9, 74, 85, 228, 281 
Normalenkegel der Drehdäche 225, 228 
Normalenkegel der Kugel 179 
- des Drehkegels 158 
- des Torus 232 
Normalenmethode zur Tangentenkon­

struktion 159, 228, 232, 234, 238, 248, 
251, 255, 259, 261, 269, 324 

Normalkrümmung der Fläche 322 
Normalkrümmungs-mitte der Fläche 322 
- -radius der Fläche 322ff. 
Normalprojektion 7 
Normalriß 7, 66, 118 
Normalschnitt der scharf gängigen Regel-

schraubdäche 299 
- - schiefenRegelschraubdäche304,309 
- - Schraubenrohrdäche 316 
- - Schraubtorse 284 
- des Drehzylinders 323 
- des Prismas 87, 103 
- einer Fläche 139, 322ff., 325 
-, rektifizierbarer 133 
Normalumriß einer Ringdäche bei ge-

neigter Achse 269ff. 
Nullkreis 177 
Nullteilige Kugel 207 
- algebraische Kurve 200 
Nullteiliger Kreis 177 
Numerische Exzentrizität der Ellipse 145 
- - - Hyperbel 148 
NYSTRÖlIl, EVERT JOHANNES (1895-1960) 

192, 197, 198 
NYSTRÖMSche Bedingung für orthogonale 

Schnellrisse 198 

o 
Offene Regelschraubdäche 302 
Oktaeder 95, 96 
Ordner eines Punktes 38 

-richtung für den Schnellriß 122, 123, 
125, 126, 127 
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Ordnung einer algebraischen Fläche 207 
- - - Raumkurve 210 
- - ebenen algebraischen Kurve 200 
Ordnungslinie (Ordner) eines Punktes 38 
Orthogonale Affinität zwischen Ellipse 

und ihren Scheitelkreisen 26, 185, 196 
- Axonometrie 197 
- perspektive Affinität 15f. 
Orthogonaler Schnellriß 197ff. 
Orthonormiertes Dreibein 115, 123 
Oskulierendes Scheitelparaboloid 326, 336 

p 

Paar entsprechendeJ: rechter Winkel einer 
perspektiven Affinität 17, 85 

Papierstreifenkonstruktion der Ellipse 
26ff. 

Parabel 142, 148, 170, 172,252,253,256, 
336 

Parabolischer Flächenpunkt 327, 331 
- Schnitt des Drehkegels 148, 160ff. 
- Zylinder 327 
Parallelkreis 128, 142,216,222 
ParaIlel-kreistangente 224 
- -kurven der Ellipse 273 
- - - Sinuslinie 314 
- -projektion 6, 8ff., 180 
- -riß eines Gegenstandes 6 
- -verschiebung der Rißachse 54ff. 
Parameterdarstellung der Kappakurve 

301 
- - Schraublinie 277 
- des Normalschnitts der schiefen offe-

nen Regelschraubfläche 306 
Parameter der Schraubung 274, 280, 291, 

320 
Pendelebenen 108 
Perspektive Affinität 8ff., 18ff., 53, 79, 

99, 130, 132, 186, 192 
- - zwischen Grund- und Aufriß einer 

ebenen Figur 53, 186 
- Kollineation 97ff., 152, 163, 170ff., 
- orthogonale Mfinität 82, 84, 87 
Perspektives Bild eines Gegenstandes 4 
Perspektivitätsachse 12, 98 
1t' 134 
PLAToNische Körper 59 
POHLKE, KARL WILHELM (181(}-1876) 

116, 118 
POHLKEsches Dreibein 116ff., 125 
Polarebene eines Punktes bezüglich einer 

Kugel 179 
Polare eines Punktes bezüglich eines 

Kreises 178 
Polarsubnormale 298 
Polarsystem der Kugel 179 
Pol einer Ebene bezüglich einer Kugel 179 

- - Geraden bezüglich eines Kreises 
178 

Pole eines Kugelgroßkreises 181, 185 
- - Kugelkleinkreises 182 
Polyeder, reguläre 95ff. 
PONCELET, JEAN VICTOR (1788-1867) 60 
Positive Schraubung 275 
Positiver Schraubparameter 275 
Prisma 87ff., 103ff., 105, 117 
Prismenschnittaufgabe 87ff., 117 
Projektions-dreieck 110, 188 
- -richtung 6, 109, 116, 118 
- -zentrum 6 
Projektive Ebene 60, 200 
- Geometrie 100,200 
- Sätze 60 
Projektiver Raum 59, 209 
Projizierende Ebene 50, 62, 64, 65 
PROKLOS. DIADOCHOS (41(}-485 n. ehr.) 28 
Pultebene 50 
Punkt auf einer Ebene 47 
- im Grund- und Aufrißverfahren 37ff. 
Punktkonstruktion der Ellipse 23 ff. , 30ff. 
- - Hyperbel 221 
- - Durchdringungskurve einer Kugel 

mit einem Drehzylinder 249 ff. 
Punktkonstruktion der Durchdringungs­

kurve einer Ringfläche mit einem 
Drehzylinder 259 

-- - - - scharfgängigen Regelschraub­
fläche mit einer Halbkugel 311 

- - - - Wendelfläche mit einem Dreh­
zylinder 291 

- - - eines Drehparaboloids mit einer 
Kugel 253 

- - - eines Drehzylinders mit einem 
Drehkegel 248 

- - - zweier Drehzylinder mit sich 
schneidenden Achsen 237 

- - - zweier Flächen 234 
-- - - zwischen einer Rohrfläche und 

einem Drehkegel 268 
- - - zwischen einer zylindrischen 

Tonne und einem schiefen Kreiszy­
linder 265 

- - - zwischen einer zylindrischen 
Tonne und einer Kugel 261 

- des ebenen Schnittes des Torus 231 
- - - - einer Drehfläche 227 
- - elliptischen Schnittes eines Dreh-

kegels 151 
- - hyperbolischen Schnittes eines 

Drehkegels 158 
- - parabolischen Schnittes eines Dreh­

kegels 162 
- - Normalschnittes der Schraubrohr­

fläche 316 
Pyramide 97ff., 101ff., 105 
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Q 
Quadranten des Raumes 38 
Quadratur des Kreises 134 

R 
Radiant 274 
Räumliche Geometrie der Lage 58 
Rechtsgängige Schraublinie 277 
Rechtsschraubung 275 
Rechtwinkelpaar einer ebenen perspek­

tiven Affinität 17ff. 
Rechtwinkliges cartesisches Koordinaten­

system 109, 115, 118, 251, 256, 306, 
325 

Reduzible algebraische Kurve 201 
- - Fläche 208 
Reduzierte Ganghöhe 275, 280 
Reelle algebraische Kurve 200, 210 
- Punkte 177, 208 
Reeller Raumpunkt 132 
Regelfläche 219, 284, 304 
Regelschraubfläche 286, 293ff., 311 ff. 
Reguläre Polyeder 95ff. 
Reguläres Tetraeder 111 
Rektifikation des Kreises 133ff., 279 
Richtkegel 279, 280, 288, 292, 293, 302 
Ringfläche 210, 229, 256ff., 269ff., 326 

327, 333 ' 
Rißachsen 36, 54, 55, 68 
Rißebene, Rißta.fel 36, 66ff. 
Rohrfläche 266ff. 
Rückkehrtangenten 211 
RYTZ, DAVID (1801-1868) 28 
RYTZSche Achsenkonstruktion 28, 29, 

199 

S 

Satz von BEZOUT 206, 210 
DANDELIN 142ff., 149, 188 
DESARGUES 11f., 97ff. 
DUPIN 328 
EULER 327, 330, 331 
MACLAURIN 204, 206, 207 
MEUSNIER 139, 140, 166, 253, 256, 

266, 322, 324, 333 
- - POHLKE 114 ff. , 118 
- - WREN 218 
- vom Fluchtpunkt 6 
Scharfgängige Regelschraubfläche 293 ff., 

302,311ff. 
Scheinbarer Umriß der geraden zykli-

schen Schraubfläche 319 
- - - Kugel 175, 179, 187, 190, 192 
- - - Ringfläche 269, 271 
- - - scharf gängigen Regelschraub-

fläche 299 

- - - schiefen offenen Regelschraub­
fläche 307 

- - - Schraubrohrfläche 314 
- - des Drehzylinders 130 

des schiefen Kreiskegels 172 
des schiefen Kreiszylinders 167 

- - einer Drehfläche 223, 269 
- - einer Rohrfläche 268 
Scheitelkreis der Ellipse 25, 28 
Scheitelschmiegkreis 253, 256, 266, 273, 

282, 298, 306, 317, 324, 325, 335 
der Archimedischen Spirale 298 299 

Ellipse 34, 35, 91, 324 ' 
- - Hyperbel 160 
- - Kappakurve 301 
- - Parabel 164 
- für die Abwicklung einer Kurve 140, 

156,166 
SCHELLBACH, KARL HEINRICH (1809-

1892) 33 
Scherung 16, 169 
Schichtenplan des oskulierenden Scheitel­

paraboloids 327 
Schiebfläche 215, 219, 220 
Schiebkurven der geraden zyklischen 

Schraubfläche 319 
Schiefe Axonometrie 118ff. 
- geschlossene Regelschraubfläche 293 
- offene Regelschraubfläche 302ff. 
- Parallelprojektion 6, 7, 109 
Schiefer Flächenschnitt 322 

Kreiskegel 168 ff. 
- Kreiszylinder 167 
- Schnitt des Drehzylinders 323 
- - einer Drehfläche 229 
Schlangenrohr 314 
Schließungssatz 12 
SCHMID, THEoDoR (1859--1937) 282 
Schmiegebene der Bahnschraublinie der 

Wendelfläche 288 
- - Schraublinie 281 
- einer Kurve 323, 324 
Schmiegkreis der Ellipse 31 ff., 34, 35, 91 

324 ' 
Schmiegkreismitte des Normalschnittes 

einer Fläche 322 
- - Schief schnittes einer Fläche 322 
Schmiegkreisradius der Ellipse 33 
Schmiegrichtungen des hyperbolischen 

Flächenpunktes 331 
Schnellriß der Durchdringung dreier 

Drehzylinder 243ff. 
- des orthonormierten Dreibeins 123 
- einer Balkenverbindung 124, 125 
- einer Geraden 122, 123 
- einer Kugel 190ff. 
- einer kugelförmigen Stichkappe in 

einer zylindrischen Tonne 262 
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eines Punktes 122 
eines Würfels 124 
orthogonaler 197 

SchneIIrißverfahren 121 ff., 190 
Schnitt eines dreiseitigen Prismas nach 

einem Dreieck vorgegebener Gestalt 
87ff. 
zweier Geraden im Raum 44 
-ellipse des Drehzylinders 324 
-gerade zweier Ebenen 62 f., 85 
-kurve zweier algebraischer Flächen 
210 

- - - berührender Flächen 235, 236 
-punkte einer Geraden mit einer 
Ebene 63ff., 68 

- -punkte ebener algebraischer Kurven 
206 

Schrägriß eines Drehkegels 212ff. 
Kreises 113 

- - Punktes 110 
- - regulären Tetraeders 111 f. 

einer Würfelecke 116 
- räumlicher Objekte 6, 8, 109 ff. , 191 
- -verfahren 6, 8, 109ff., 120, 188 
Schrägumriß der Kugel 181ff., 187ff. 
- -ellipse 181, 187, 189 
Schraubachse 274, 279, 291, 302, 311, 314 
Schraubparameter 275, 280, 291, 319 
Schraubradius 277, 287 
Schraubfläche 284, 293, 302, 304, 311, 

313, 314, 317 
- von SAINT GILLES 317 
Schraublinie 274ff., 319 
Schraubrohrdäche 313ff. 
Schraubtorse 284ff., 304 
Schraubzylinder 278, 302 
Schraubung 274, 280, 297 
SCHREIBER, GUIDO (1799-1871) 5, 37 
Schroten 222 
Schubrichtung der Schraubung 274 
SCHWARZ, HERMANN AMANDUS (1843-

1921) 118 
Sehebene 4, 8 
Sehstrahlrichtung 116, 190, 196 
Seitenriß 66ff., 73, 84, 101 
Seitenrißebene 66, 67, 76 
Selbstdurchdringungskurve der scharf-

gängigen Regelschraubfläche 293 
Serpentine 313 
Sichtbarkeit 45,66, 111, 185,232 
Singulärer Punkt einer Drehdäche 223 
Sinuslinie 141, 278, 314, 325 
SNELL (= SNELLIUS), WILLEBRORD 

(1581-1626) 136, 153 
Sonderfälle der schiefen Axonometrie 

120f. 
Sonderlagen einer Ebene im Grund- und 

Aufrißverfahren 50 

- - Geraden im Grund- und Aufriß­
verfahren 42 

Sphärische Abdrehung einer scharfgän-
gigen Regelschraubfläche 311 ff. 

Spurgerade einer Ebene 45, 46 
SpurparaIIelen einer Ebene 46 
Spurnormalen einer Ebene 48 
Spurkurve der scharfgängigen Regel-

schraubfläche 297 
- - Schraubtorse 284 
Spurpunkt einer Geraden 40, 41, 63ff. 
Steinschnitt 36 
STEVIN, SIMON (154&-1620) 27 
Stichkappe 261, 263 
Strahlenmaßstab in der schiefen Axo­

nometrie 119 
Stützdreieck 70, 71 
Symmetrieebene 40, 41 

T 

Tangente an die Bahnschraublinie 288 
- - - Spurkurve der scharfgängigen 

Regelschraubfläche 297 
Tangentenebene einer Fläche 321, 325 
- in einem Punkt der Drehdäche 224 
- - - - - Kugel 178 
- - - - - scharfgängigen Regel-

schraubfläche 295, 299 
Tangentenebene in einem Punkt der 

schiefen offenen Regelschraubdäche 
304,307 

- - - - - Schraubtorse 286 
- - - - - Wendeldäche 288, 292 
-- - - - des Drehhyperboloids 217 
Tangentendäche 284 
Tangentenkegel der Drehdäche 224 
- - Kugel 179 
Tangentenkonstruktion der Ellipse 24 ff., 

30ff. 
- - Parabel 162, 163, 164 
- - Schraublinie 280 
- für den ebenen Schnitt des Torus 232 
- - - - - einer Drehdäche 227 
- - - elliptischen Schnitt eines Dreh-

kegels 151 
- - - hyperbolischen Schnitt eines 

DrehkegeIs 158 
- - - parabolischen Schnitt eines 

Drehkegels 162 
- - - Normalschnitt der schiefen of­

fenen Regelschraubfläche 304, 306 
- - - - - Schraubrohrfläche 316 
- - - scheinbaren Umriß der Ring-

däche 271 
- - die Durchdringungskurve einer 

Kugel mit einem Drehzylinder 251 
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- - - - - Ringfläche mit einem 
Drehzylinder 259 

- - - - - Rohrfläche mit einem 
Drehkegel 269 

- - - - - zylindrischen Tonne mit 
einem schiefen Kreiszylinder 265 

- - - - - - - - einer Kugel 261 
- - - - eines Drehparaboloids mit 

einer Kugel 255 
- - - - eines Drehzylinders mit ei­

nem Drehkegel bei sich schneidenden 
Achsen 248 

- - - - zweier Drehzylinder mit sich 
schneidenden Achsen 238, 324 

- - - - zweier Flächen 234 
Tangentenrichtkegel der Schraublinie 279 
Tangentialschnitt der Fläche 322, 331,332 
- in einem Kehlkreispunkt des Torus 

232 ff. 
TAYLOR, BROOK (1685-1731) 99 
Teilverhältnis 6, 10, 13,44, 54, 101, 116, 

123 
Tetraeder 95,96,97,118 
Tonnengewölbe 261, 263 
Toroide 273 
Torse 284, 304, 327 
Torus 210, 229, 256 ff., 326, 327, 333 
Transzendente Fläche 289, 295 
- Kurve 301, 309 
Transzendente Zahl 134 
Treffgerade zweier windschiefer Geraden 

59 
Trimetisches Achsenkreuz 120 

U 

Umlaufsinn eines Dreiecks 66 
Umklappung einer Ebene 79 
Umlegung einer Ebene 79, 81 ff. 
Umprojektion 66 
Umprojizieren 67, 68, 73 
Umrißellipse der Kugel 192ff. 
Umrißerzeugende des Kegels 144 
- - Zylinders 130 
- - - im Schnellriß 245 
Umrißkurve der Kugel 175 
Umrißmantellinien des Kegels 115 
- - Zylinders 128 
'- - - im Schnellriß 245 
Umrißpunkt 129 
Umrißzylinder 175 
Uneigentliche Punkte 201, 208 
Unzugängliche Schnittpunkte 93f. 

V 

Verbiegung einer Fläche 323 
Verbindungsebene von drei Punkten 60ff. 

Verdoppelung eines Würfels 134 
Verfahren der zugeordneten Normalrisse 

36 
Verkürzungsdreieck 110ff. 
Verschwindungsebene 4 
Verschwindungsgerade 99, 163, 171 
Verschwindungspunkt 5, 99, 163, 171 
Vertikalspur einer Ebene 45 
- - Geraden 40, 41 
Verzerrungseinheit 118 
Verzerrungsmaßstab in der Axonometrie 

119 
Vielflach 95 
Vierpunktige Berührung 34 
VITRUVIUS POLLIO (um 25 v. Chr.) 36 
VIVIANI, VINCENZO (1622-1703) 253 
VIVIANISche Linie 253, 338 

w 
Wahre Größe des Winkels zweier Ebenen 

85ff. 
- - einer ebenen Figur 81 ff. 
- - eines Dreiecks 82, 89 
- - - Winkels 79 
Wahrer Umriß der Drehfläche 223 
- - - geraden zyklischen Schraub-

fläche 319 
- - - Kugel 175, 179, 187, 192ff. 
- - - Ringfläche 271 
- - - scharf gängigen Regelschraub-

fläche 299 
- - - schiefen offenen Regelschraub-

fläche 307 
- - - Schraubrohrfiäche 314 
- - des Drehhyperboloids 220 
- - - schiefen Kreiskegels 172 
Wahrer Umriß des schiefen KreiszyJin-

ders 167 
- - - Zylinders 128 
- - einer Drehfiäche 269 
- - - Kugel 187, 192 
- - - Rohrfiäche 268 
Wendeasymptote einer algebraischen 

Kurve 202, 204 
Wendelfläche 286ff., 289ff., 302, 327 
Wendelwölbfläche 317 
Wendepunkt 156, 166 
Wendetangente 156, 166, 279, 280 
WIENER, CHRISTIAN (182~1896) 37 
Windschiefe Geraden' 44 
- Regelfläche 219, 304 
- Regelschraubfläche 289, 295, 296 
Winkelebene 80 
WREN, CHRISTOPHER (1632-1723) 218 
Wulstkreis des Torus 229 
Wulstschraublinie der Schraubrohrfläche 

314 
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Würfel 95 
- -ecke 115, 116 

Z 

Zentralperspektive Dreiecke 98 
Zentralprojektion 4ff., 100, 170, 179 
ZentraIriß eines Gegenstandes 4 
Zentrische Ähnlichkeit 93f., 236, 246 
Zentrum der perspektiven Kollineation 98 
Zerfallende algebraische Fläche 208 
- - Kurve 201, 211 
- - Raumkurve 4. Ordnung 235, 236 
- - - 8. Ordnung 256 
Zerfallender Kegelschnitt 142 
Zugeordnete Normalrisse eines Objektes 

121 
Zusammenfallendes Bildpaar der Deck­

geraden einer Ebene 53, 54 
- - - Deckpunkte einer Geraden 53 

Zweipunktige Berührung 32 
Zweischaliges Drehhyperboloid 214 
Zweitafelverfahren 36 
Zweite Hauptlinien 42 

FaIIinien einer Ebene 48, 49, 92 
Hauptlinien einer Ebene 46 

- Spur einer Ebene 45 
- Spurnormalen einer Ebene 48 
- Spurparallelen einer Ebene 46, 49 
Zweiter Spurpunkt einer Geraden 40, 41 
Zweitprojizierende Ebene 40, 51, 167,299, 

307,324 
- Gerade 43 
Zyklische Schraubdäche 314, 317 
Zylinder 128ff., 167ff., 327 
- -räder 222 
Zylindrische Schraublinien der Wendel­

däche 291, 292 
- Tonne 261, 263 
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