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Anschauliche additive Zahlentheorie

Oliver Knill, Uhwiesen (1962)

In meinem Leben gibt es drei Dinge, die mich besonders fasziniert haben-
die Mathematik, die Musik und die Bergwelt. Meine Liebe zur Mathematik er-
klart, weshalb ich diese Arbeit uberhaupt begonnen habe. Die Musik gibt mir
einen gewissen Ausgleich zum streng geordneten Denken. So bin ich fast
ebensooft am Klavier wie am Computer anzutreffen. Und wie die Mathematik
meinen Geist und die Musik meine Sinne in Anspruch nimmt, fordert die Berg
welt meinen Korper und begeistert mich mit ihrer Schonheit. Ich fahre aber
auch gem Velo, wobei ich die Passfahrten am meisten mag. Mit der grossten
Leidenschaft widme ich mich jedoch der Konigin der Wissenschaften, und so
ist auch klar, was ich diesen Herbst zu studieren begonnen habe: Mathema
t i k .
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Einleltung
Diese Arbeit gehbrt in ein Spezialgebiet der Mathematik, in die additive
Zahlentheorie, die sich mit der Zerlegung von naturlichen Zahlen in Sumrnan-
den beschaftigt. Da man in der Mittelschule noch sehr wenig von diesen Pro-
blemstellungen hbrt, war ich beim Einstieg auf mich selbst angewiesen. Zum
Gllick eignet sich jedoch die Materie vorzliglich fur empirische Untersuchun-
gen, die durch das Einsetzen von Computern gewaltig erleichtert werden.

Problemstellung

Auf wieviele Arten kann eine natlirliche Zahl in naturliche Summanden zer-
legt werden, wenn

- die Auswahl der Summanden
- die Anzahl der Summanden
- die Anordnung der Summanden

vorgeschrieben sein kann?

Zielsetzung

Ich hoffte
- geeignete Bezeichnungen zu finden
- Antworten auf die Problemstellung zu geben
- eine verstandliche Darstellungsmbglichkeit zu finden.

punkt der Arbeit sollte auf Anschaulichkeit liegen.
Der Schwer-

Methoden und Hllfsmlttel

Darstellung

Urn Anschauungsmaterial zu haben, benlitzte ich das Cui senaire-Material, far-
bige Stabchen, mit denen sich die Zerlegungen praktisch darstellen lassen.
Fig. 1 zeigt die Zerlegung der Zahl 5.

Fig. 1: Zerlegung der Zahl 5 in naturliche Summanden, wenn auf die Reihen-
folge der Summanden nicht geachtet wird.
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Methoden

Die Cuisenaire-Stabchen und der Computer spielten die wichtigste Rolle. Mit
diesen Hilfsmitteln konnten empirisch Hypothesen aufgebaut werden, die dann
bewiesen wurden.

Material
- Cuisenaire-Material
- Computer: TI 59 und Drucker

Olivetti 6040 Tischrechner
EG 3003 "Genie I" Microcomputer

Bezeichnungen

Urn Resultate formulieren zu kbnnen, musste ich geeignete Bezeichnungen er-
finden. Dazu erweiterte ich die zahlentheoretische Funktion p(n), welche
angibt, auf wieviele Arten sich eine naturliche Zahl in naturliche Summan
den zerlegen lasst, wenn der Reihenfolge der Summanden keine Beachtung ge-
schenkt wird-. In Fig. 1 kbnnen wir z. B. sehen, dass sich die Zahl 5 auf 7
verschiedene Arten so zerlegen lasst. Es gilt also: p(5) = 7. Fig. 2 zeigt
die durch Bedingungen erweiterte Funktion. Fig. 3 illustriert die Bedingun-
gen an Beispielen.

0
( m / m Bereich 1: Anzahl Summanden pro Zerlegung
m m Bere ich 2 : Anzahl versch iedene Summanden pro Zer -
p m ( n ) l e * ™ 9

_ B e r e i c h 3 : M o g l i c h e S u m m a n d e n
(\Jj / \ jJ) Bereich 4: Obligator is che Summanden

Bereich 5: Verschiedenartigkeit der Summanden
-Alle Summanden sind verschieden
A Alle Summanden sind verschieden.

Zwischen dem kleinsten und dem
grossten Summanden mussen alle
moglichen Summanden vorkommen

Bereich 6: Anordnung der Summanden
* Reihenfolge der Summanden wird

beachtet
Bereich 7: Dimension

a Die "Summanden" sind Quadrate
J Die "Summanden" sind Wurfel

Bereich 8: Andere Fragestellung
jfji Anzahl der Summanden f in alien

Zerlegungen wird gesucht

Fig. 2: Bedingungen zur Funktion p(n)
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(2,3/ )
P ( 5 ) = 3

( 1 , 2 , 3 / )

p * ( 5 ) = 4

( 2 , 3 , 4 / )
P ( 5 ) = 3
(/2)

(/2)
/2/ip(5) = 3

(/D

Fig. 3: Beispiele zur erweiterten Funktion

Ergebnisse
Hier soil versucht werden, die schbnsten und interessantesten Ergebnisse
herauszupicken.

Problem 1

Wieviele Mbglichkeiten gibt es, einen Betrag von n Franken mit den in der
Schweiz gebrauchlichen Geldeinheiten zu wechseln?

a) Wir achten auf die_Reihenfolge_der_Munze^

Dazu mUssen wir nun folgendes Problem Ibsen: Wie gross ist

p * ( 2 0 n ) ?
(1,2,4,10,20,40,100,200,400,1000,2000,4000,10000,20000/)

Die Werte in der Klammer sind die schweizerischen Geldeinheiten mit 5 Rap-
pen als Einheit. Das Sternchen bedeutet, dass es auf die Reihenfolge der
Summanden ankommt. Wie berechnet man nun aber diesen Ausdruck? Wir Ibsen
zuerst ein einfacheres Problem:
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Wie gross ist p*(n) ?
(1,2/)

Fig. 4 zeigt die Zerlegungen fur n = 1,2,3,4.

□
P* (D
(1,2/)

P*(2)
(1,2/)

P*(3)
(1,2/)

P*(4)
(1,2/ )

Fig. 4: Die p*(n) Zerlegungen fUr n = 1,2,3,4
(1,2/)

In Tab. 1 kbnnen wir die Entwicklung der ersten 10 Werte verfolgen. Manchem
werden diese Zahlen bekannt vorkommen. Es handelt sich urn die beruhmten
Fibbonaccizahien. Wir vermuten also folgendes Bildungsgesetz:

Satz '1: p*(n) = p*(n-l) + p*(n-2)
( 1 , 2 / ) ( 1 , 2 / ) ( 1 , 2 / )

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P*(n)
(1,2/ )

1 1 2 3 5 8 13 21 34

9 10. ,

Tab- I'- Die ersten 10 Funktionswerte von p*(n)
(1,2/)

H B
Fig. 5: Beweis von Satz ('1):

An jede Zerlegung mit der Lange n-1 hangen wir einen Summanden 1
an. Analog setzen wir hinter jede Zerlegung mit der Lange n-2 einen
Summanden der Lange 2. So erhalten wir alle Zerlegungen der Lange n.
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In Fig. 5 kbnnen wir sehen, in welche Richtung der Beweis mit dem Cuise-
naire-Material geht. Induktiv kbnnen wir den Hilfssatz ('1) verallgemei-
nern:

S a t z 1 : m
p * ( n ) = £ p * ( n - g i )
( 9 1 * g 2 » 9 m / ) i = l ( 9 l » 9 2 9 m / )

Den Beweis kbnnen wir genau gleich mit den Cuisenaire-Stabchen fuhren. Nun
haben wir einen rekursiven Algorithmus, der uns erlaubt, fur einen beliebi-
gen Geldbetrag die Anzahl Ausgabembglichkeiten zu berechnen. Tab. 2 zeigt
ein paar Werte.

F r . 0.20 6
F r . 1.00 48'008
F r . 2.00 3'846'364'040
Fr.
Fr.

5.00
10.00

~2<1024
> io100

Tab. 2: Ein paar Resultate, einen Betrag mit BerUcksichtigung der Reihen
folge auszuzahlen.

b) yi!2-^2!3^Q-Qi9b5-^yf. î§_B§2!3§Qf2l9§-^!r-9§l̂ y§9^§
Jetzt mussen wir

p(20n)
(1,2,4,10,20,40,100,200,400,1000,2000,4000,10000,20000/)

berechnen kbnnen. Dazu fand ich folgendes rekursive Vernal ten:

S a t z 2 : m
p ( n ) = E p ( n - g i )
( 9 1 . 9 2 ' 9 m / ) i = 1 ( 9 i » 9 i + l 9 m / )

Ich habe den Computer ein paar Geldbetrage wechseln lassen. In Tab. 3 kbn
nen wir sehen, was dabei herausgekommen ist.

F r. 0.20 4
F r . 1.00 50
F r . 2.00 293
F r . 5.00 6'149
F r . 10.00 104 '561

Tab. 3: Ein paar Resultate, einen Betrag ohne BerUcksichtigung der Reihen
folge zu wechseln.
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Problem 2

Wieviele verschiedene Dreiecke mit ganzzahligen Seitenlangen und Umfang n
gibt es, wenn Dreiecke als identisch gelteri sollen?

Fig. 6 zeigt alle Mbglichkeiten, die wir flir n = 9 haben. Wir mlissen die
Zahl 9 in drei Summanden aufteilen, also betrachten wir zuerst einmal die
v>" Zerlegungen, die diese Bedingung erfuilen. In Fig. 7 sehen wir die 7
Zerlegungen fur n = 9. Aber erst, wenn zusatzlich die Bedingung erfullt
ist, dass die grbsste Seite kleiner ist als n/2, kbnnen wir ein Dreieck zu-
sammenbauen. Fig. 8 zeigt die drei Mbglichkeiten, die fur n = 9 noch ubrig-
bleiben. Die Lbsung lasst sich jetzt schon formulieren:

Satz '3: (3 / )
P ( n ) n i
( l , 2 , . . . I n t ( ^ ) / )

x bezeichnet die Anzahl Mbglichkeiten. Die Funktion "Int" nimmt den qanz
zahligen Teil einer Zahl (z. B. Int(5.7) = 5).

Fig' 6: Dle drei Moglichkeiten, ein Dreieck mit umfang 9 und ganzzahligen
Seiten zu bilden.

FiQ- 7: Dle Zerlegungen der Zahl 9 in 3 Summanden (3/)
P(9)

FiQ- 8: Dle Zerlegungen der Zahl 9 in 3 Summanden, die sich zu einem Drei
eck zusammensetzen lassen.
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Mit Hilfe von anderen Satzen kbnnen wir noch umformen und erhalten
schliesslich das folgende Endresultat:

S 2 i 2 - 2 i l n t ^ n - 1 - 3 1 I n t ( I > i
x = Z 3 lnt(2-l-2l) - J? 2 Int(i)

1 = 0 L i = 0 L
Tab. 4 zeigt die ersten 20 Werte.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X 0 0 1 0 1 1 2 1 3 2 4 3 5 4 7 5 8 7 1 0 8

Tab. 4: Die ersten 20 Funktionswerte der Funktion, die angibt, auf wieviele
Arten sich ein Dreieck mit Umfang n und ganzzahligen Seiten bilden
lass t .

Problem 3
Wie berechnet man p(n)?
Es gibt verschiedene Mbglichkeiten: Formel 2 liefert ein Verfahren zum Be
rechnen von p(n), indem flir gi, g2» gm die Zahl en 1 bis n eingesetzt
werden. Wir erhalten:

S a t z 2 ' : m
p(n) = T p(n-i)i = l ( i . i + 1 . n / )

Der grosse Rechenaufwand bei Anwendung dieser Formel macht einen anderen
Lbsungsweg erforderlich: Ich gebe ein Verfahren an, das den Umweg Uber denFlacheninhalt der Cuisenairedarstellung aller Zerlegungen macht. Dazu m'us-
sen wir aber recht weit ausholen. Zuerst schauen wir uns unseren ersten
Hilfssatz an (Fig. 9 demonstriert diesen Satz):

Satz 4: p(n)
(/elf e2. •em/)

= p(n-ere2- -em)

P d i )
( /3 ,4)

p(4)

Fig. 9: Beweis von Satz 4: Wir schieben die obligatorisehen Summanden an
den Rand. In unserem Beispiel haben wir die Summanden 4 und 3 an
den linken Rand geschoben. Dann entfemen wir diese Summanden. Was
Ubrigbleibt sind alle Zerlegungen der Differenz. Hier haben wir
alle Zerlegungen der Zahl 4.
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Mit diesem Hilfssatz kbnnen wir nun die Anzahl, die angibt, wie oft ein be-
stimmter Summand f in alien Zerlegungen auftritt, bestimmen. Es gilt nam-
l i ch

IfUp(n) = p(n) + p(n) + p(n) + ...
( / f ) ( / 2 f ) ( / 3 f )

Nach Satz 4 kbnnen wir diesen Ausdruck anders schreiben:

IfKp(n) = p(n-f)+p(n-2f)+p(n-3f)+...
Und erhalten so Satz 5:

S a t z 5 : l n t ( £ )
Ifl^p(n) = S r p(n-l-f)

i=l

Jetzt haben wir die Mbglichkeit, den Flacheninhalt aller Zerlegungen zu be
stimmen:

S a t z ' 6 : n I T I n t ( £ )n r r i n t ( ^ ) i - ]
p(n)-n = r ME ' p(n-j.i)l-il

Schliesslich kbnnen wir noch zusammenfassen und erhalten endlich das End-
resultat:

S a t z 6 : n
p(n) = l/n. E (T(lc).p(n-k)

k=l

wobei <5(k) eine zahlentheoretische Funktion ist, die die Summe aller Teiler
von k angibt.

Zuletzt erwahnen wir noch ein drittes Verfahren zum Berechnen von p(n):

^ ^ P ( n ) . E ( - D ^ - D . p ^ S k ^ ) ^ ( . D f k - D . p ^ J ^ t l L ,
k = l 2 k = l 2

Dieses Verfahren erhalt man so, dass man die Zerlegungen nach der Grosse
des kleinsten Summanden pro Zerlegung zahlt. Satz 7 habe ich noch nicht be-
weisen kbnnen. Er ermbglicht aber eine ausserst schnelle Berechnung der
Funktion p(n). Tab. 5 zeigt die ersten 20 Funktionswerte.

p i n )

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 2 0

1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231 297 385 490 627

Tab. 5: Die 20 ersten Funktionswerte von p(n).
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Problem 4

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem WUrfel die Summe n zu wur-
feln?

Fig. 10: Alle Moglichkeiten, die Summe 4 zu wurfeln

Fig. 10 zeigt alle Mbglichkeiten, die wir haben, urn z. B. die Summe 4 zu
wUrfeln. Es gibt 9*^5 f.n solche Falle. Diese Falle treten aber nicht
alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf. Wir m'ussen jedesmal noch
schauen, aus wievielen Summanden eine Zerlegung besteht. Besteht eine Zer
legung aus z Elementen, so betragt die Wahrscheinlichkeit flir das Eintreten
dieser Zerlegung 1/6Z. FUr n = 4 berechnet sich die Wahrscheinlichkeit so:

W = 1/6 + 3/36 + 3/216 + 1/1296 = 343/1296

Allgemein erhalten wir fur die Wahrscheinlichkeit:
S a t z 8 : n ( z / )

W = r p * ( n ) / 6 Z
z=l (1,2,3,4,5,6/)

( z / )
p*(n) berechnen wir rekursiv mit folgendem Satz, der mit Satz 1 verwandt
( G / ) i s t :

S a t z V ; ( z / ) m ( z - 1 / )
p * ( n ) = £ p * ( n - g i )
(91» 92»- - -9m/ ) i=Hg is 92»- - -V )

Diskussion
Im nachhinein kann ich sagen, dass ich die mir gesteckten Ziele im grossen
und ganzen erreicht habe. Die Bezeichnungen haben sich bewahrt. Es haben
sich Mbglichkeiten zur Berechnung ergeben und mit der Cuisenaire-Darstel-
lung liess sich manches Problem vereinfachen. Nachdem ich mich aber spater
etwas in der Fachliteratur umgesehen habe, weiss ich, dass viel raffinier-
tere Methoden existieren, urn die gestellten Probleme zu Ibsen. Dennoch
machte es mir grosse Freude, mich mit einem mir unbekannten Stoffgebiet zu
messen, ein Stoffgebiet, das standig neue Fragestellungen erbffnet. So
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konnte man beispielsweise viele Probleme im Zwei- oder Dreidimensionalen
stellen, wo sie schwieriger zu Ibsen sind und sicher flir Jahre neuen For-
schungsstoff liefern wurden. Man braucht aber gar nicht so weit zu gehen.
Beriihrnte Probleme wie der grosse Satz von Fermat und die Goldbach'sche Ver-
mutung, die heute noch einer Lbsung harren, gehbren auch in dieses Gebiet
der Mathematik. In der Literatur fanden sich einzelne Hinweise auf die von
mir bearbeiteten Aspekte der additiven Zahlentheorie (Kleine Enzyklopadie
Mathematik; Ostmann, 1956).

Literatur
"Kleine Enzyklopadie Mathematik", Verlag Harri Deutsch, Thun und Frank-

furt/M
Ostmann, Hans Heinrich (1956): Additive Zahlentheorie, Springer Verlag

Expertenberlcht

Die Arbeit von Oliver Knil l wurde von den Herren Dr. Walter Honegger, Zu
rich (am Regionalwettbewerb) und Dr. Hans Giger, Bern (am schweizerischen
Wettbewerb) begutachtet. Die Arbeit wurde am schweizerischen Wettbewerb mit
dem Pradikat "sehr gut" ausgezeichnet. Im folgenden ist das anlassl ich des
schweizerischen Wettbewerbs erstel l te Gutachten wiedergegeben.

Ausgehend von der Frage, auf wieviele Arten eine GeldrUckgabe von der Kas-
siererin oder der Registrierkasse an einen Kunden ausbezahlt werden kann,
befasst sich die Arbeit mit Problemen der abzahlenden Kombinatorik im Zu-
sammenhang mit bedingten Partitionen. Das Thema war den Moglichkeiten des
jungen Mathematikers gut angepasst.

Oliver Knill hat aufgrund seiner erarbeiteten zahlentheoretischen Erfahrung
und mit Hilfe eines grossen, dem Computer geschickt abgeforderten Zahlenma-
terials die Zerlegungsbedingungen systematisch geordnet und untersucht.

Weil aus der Literatur kaum elementare Behandlungen der anspruchsvollen
Probleme bekannt sind, mUssen die in der Arbeit enthaltenen Losungen, ele-
mentaren Losungsansatze und Algorithmen besonders hervorgehoben werden.

Die Fahigkeit, ein Resultat zu spezialisieren oder zu verallgemeinern, eine
Problemstellung einzuschranken oder zu variieren, bezeugen das mathemati-
sche Interesse, das Durchhaltevermogen und die Begabung des Autors. Gerade
diese Flexibilitat und die Absicht, vollstandig zu sein, fUhren aber stel-
lenweise auch zu geringem mathematisehen Gehalt. Die aufgeworfenen, ungelo-
sten Probleme werden Oliver Knill aber sicher zu weiteren Forschungen anre-
gen.

Dr. Hans Giger
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