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Geometrische Interpretation

Eine Differentialgleichung y'= f(x.y) in einem Gebiet G C IR? bestimmt ein
Richtungsfeld: 1n jedem Punkt (x,y) € G wird durch y' = f(x.y) eine Steigung
vorgegeben, vgl. Bild 22. Gesucht sind differenzierbare Funktionen, deren Graph
in jedem sciner Punkte die vorgegebene Steigung hat.
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WhAL. B sl be@ e Nollgdl (W8 d Polynamns p (x) = g, €a - +anL®,
Qo104 - G €€ . Dawn tiathed 6w Gunday \owmnlts Tolynana g () wak

p ) = (%-'6) o\bd
Y Q;\rmkf\(x\ = Gk p() -1,

n
Bewelis . Es sei X) = a, +a x + ¢ + ax a,,**,a_ e
p(x) 0 \ n . cccia et

Da b eine Nullstelle von p(x) ist , gilt
pi{x) = p(x) = p(b)
= a,(x-b) +a (xz-bz) + ¢ +a (xn-bn) .
i 2 n
Aus der elementaren Algebra kennt man die Formel
1

x®-b% = (x-b) (x® '+ x® 2h+ e + B2

Somit erhdlt man aus obiger Gleichung

n—l+ n=-2 n-1

pi(x) = (x-b)(a|+a2(x+b)+ +an(x x b+ +++» +Db

= (x =-b) q(x)

Dabei gilt offenbar Grad g(x) = (Grad p(x)) - 1 . Es bleibt
2u zeigen , dass q(x) eindeutig bestimmt ist . Gilt

p(x) = (x=-b) g(x) = (x-b)qI(X) '

so folgt

0 = p(x) -p(x) = (x-b)(q(x) -g,(x))

Mit Hilfe der Gleichung (#) folgt nun sofort q(x) - q, {(x) =0 .,
Dies war zu beweisen .
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Es s&
A@)=z"+a, 2" '+ +a,z+a,
cin Polynom vom genauen Grad n22 und
Ri=1+|a, |+ +]a,| +|a,

die Betragssumme sciner Koeflizienten. Wir zeigen, daB 4 irrf Innern des Kreises
lz2l=R wenigstens eine Nullstelle besitzt, indem wir das Minimum des absoluten
Betrages von # untersuchen. ‘

Die stetige Funktion |4] nimmt aufl der kompakten Menge K:={:|Iz.ISR;
ein globales Minimum an. Auf der Kreislinie |z|=R gilt nach der Dreiecks-
ungleichung und wegen R2>1, n>2 durchwegs

() > 121" =la, |12~ = -+ = la,|I2] ~lagl
Z R =(lay_ |+ +lay| +]agh R
=R —(R-)R""'=R"'>R;

weéen |40} =|ag| <R wird daher das besagte Minimum im Innern von K ange-
nommen, etwa an der Stelle z,. Dieses z, ist nun in Wirklichkeit eine Nullstelle
von 4. Wir zeigen nimlich: Ist #(20)#0, so gibt es Punkte zeK. in denen
A2 <|plzo) ist, entgegen der Annahme iber Zg.

Zur Vereinfachung der Rechnung machen wir den Punkt 2o zum Ursprung

eines neuen Koordinatensystems (neue Variable: ¢) und betrachten anstelle von
/ das Polynom

. | e s
2 #(8):= ﬁ——(zo)/z(-oﬂ)-

Ordnen wir das Polynom 4 nach aufstei enden Potenzen von ¢. so ergibt sich
y 7 g
7@=1+b3+3 (),

hier ist b der erste nicht verschwindende Koeffizient nach der 1. Nach Satz (9.24),
den wir hier vorwegnehmen diirfen, gibt ¢s cin {, mit

1

(3) fo=-%-

Wir betrachten nun das Polynom 7 an der Stelle {:=1¢{,, wobei wir uns dic Wahl
des reellen Parameters ¢ noch vorbehalten, immerhin aber

4 (@) O<t<1.  (b) tlgol <R =z,
voraussetzen. Wegen (3) ergibt sich

#US) =1+blCE+ V8 1 ri )
= '_lk_’_lA'l;.k)ﬁlr"Co)
und folglich
ISl S (=24 1|58 T (e
= 1= =13 regoll)
wobei wir stillschweigend (4)(a) beniitzt haben. Wegen ime|oh e, =0 ist
=0

hier die Klammer rechter Hand fiir alle hinrcichend kicinen ¢ positiv. Wir kdnnen
daher innerhalb der Grenzen (4) ein t so wihlen, daB |g(t5o)l <1 wird. Wegen
{4)(b) liegt dann der Punkt =245, in K, und es folgt mit (2);

AN =120+ 1500 = 2z ol 4 (e o) <]zl

wie angekiindigt.
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ALY
Prof. E. Trubowitz
WS 88/89
Lineare Algebra I

Serie1

1. Zeige, dass fiir beliebige A, B, C € M2(R) gilt:

@ ABC) = (AB)C
() AB+C) = AB+AC
(i) B+C)A = BA+CA
(v) A(AB) = (LA)B = A(B), AeR.
2. SeiM2(C):={ 1‘;2&_\ |a11,212, 221,392 € C]I

Definition: Die Matrizen 01,09, 03 € M2(C), mit

01 o —\ Ao
°1= (LO ’°2=(§ o) ’03‘(o—~.>

heissen Pauli - Matrizen .

Berechne: (i) ok-o; ,firalek,je {1,2,3}.
() o1, k=1,23.

(i Istck-cj = Gj - Ok firj=k?

3. Lbse die folgenden Gleichungssysteme mit dem Verfahren von Gauss:

a) X] + 4x3 + 2x3 =-2
-2x1 + 8xg + 3x3 =32
3] +2x9 - x3 =1

b) 3x1 + 4x2 + 5x3 =9
6x] + 7x2 + 8x3 =9
6x1 + 6x2 + 6x3 =0

c) Fiir welche Werte A, € R hat das System
X] + x2 -4x3 =0
6x] +3x2 + x3 =1
4xp +7x2 + Ax3 =u
(i) genau eine Losung

(ii) keine Losung
(iii) unendlich viele Lésungen?



AG)

o] 0 A C - A O
4. Fiir die Matrizen (46 &\ ' (’L 03 ! (-L é und ( o -’\.3

gilt: A2=1.

Gibt es weitere solche Matrizen A € M2(R) mit A2 = I ? Gib eine Liste.

_ COs 8 —2nO
SeiRg = ( SO W

Berechne Rgy - Rg .
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' Prof. E. Trubowitz
WS 88/89

Lineare Algebra I

Serie 2

. Beweise:

Fir A,Be M3(R)gilt: det(A'B) =detA - det B

. Definition: GL(3,R)={Ae M3(R) | detA=0}.
Sei A € GL(3,R). In der Vorlesung wurde fiir A-1 eine explizite Formel hergeleitet.

Zeige mit ihrer Hilfe: A"l -A = A-A-1=1

. Definition: Seien A, B € MK(R) fiirk = 2,3.
[AB]=A-B - B- A heisst Kommutator der Matrizen A,B.

Seien .
(0 0 1 0 0 O
A1={0 0 0 Az= [0 0 1
-1 0 o) 0-1 0

(0 1 0]

Az=1-1 0 O

(0 0 O

Berechne: [Aj, Aj] fiir alle i,j € {1,2,3}.

. Seien 61, 0y, 63 die Pauli - Matrizen von Ubung 1.

Berechne: [ci,cj] .

. Gib eine Liste derjenigen A € M3(R) fiir welche gilt: AZ=1

1GLY
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\-.A‘LlA‘&.]: “Ar = "{A3|A'IA

Y. 19,G )= 2iTy
Y_G“Q";] = ‘9.\62‘
EW'MG&] = Q-\ G.,\.

5 AeHI®) wiv A%TsA = Blgewwihe ={s1)

S E\=KVQ\R3\ Av =v] Elsontum o Bigpvad ¥4
Eoy= WeR | Av ==y Eigantun tune B{gonwal -4

Nuw Q\'Bg E;\ ®E_l:

e Loy = i(A%-\-‘L\ +§(x— M\

Nt Nt e

u \
Eiou: Au = \‘L(A?'x +}~x)=% (XxA%) = w.
E ooy o Av o= I (Ax-A) -3 -A0 =
= \23=E« R,
s E.nE =10
'\Q -4 ‘.\

\
Av =V ==V =\ =0

vel, vel_,



KlassiiRokom .

B, E_,
R® )
Eooe & ik Ock Geodt W O wok W B
R* R
G\Q\'M% durh O Ehae F wik 0€F ymd 4¢F
R Rt
10} R?

AN



1.

Prof. E. Trubowitz
WS 88/89

Lineare AlgebraI

Serie 3

Sei A,B € M3(R). Zeige, dass fiir die Transponierten Matrizen gilt:
® @hT = a

(i) (A+B)T = AT4+BT

(i) (A-B)T = BT.AT

iv) ATl = @A-HT | Ae GLBR)
(v) det(AT) det A .

I

Seien x,y € R3, x =(x1, X2, X3) , ¥ =(¥1,¥2, ¥3). Das Standardskalarprodukt im R3 ist
gegeben durch (x,y) = x| y1 + X2 y2 + x3 y3 . Weiter definieren wir ||x|2 = (x,x). Zeige:
() (ox+RByz)=a(x,z)+8(y,z), xy,ze R3, o,Be R

{x,oy + Bz) = ({x,y) + B(x,2), x,y,ze R3, o,Be R

d.h. {..,.) ist bilinear.
(ii) 4(xy)=|Ix+y|2-|Ix-yl2  Polarisationsidentitit.

(i) (Axy)=(x,ATy) fiir Ae M3(R).
(iv) Es sind dquival ent:

(@) (Ax,Ay)=(x,y) Vx,ye R3

() IAX]| = [Ix]| ¥ xe R3

(c) Ae O(3)={Ae GLG3,R)|A"1 =AT}.
(V) (xy)=IIxIl llyll cos B , wobei B = 4(x,y).
(vi) (xy)=0 Vxe R3 = y=0.

Seienf,g:Rd—— Rd (d = 2,3) lineare Abbildungen mit zugehérigen Matrizen A bzw. B.

Zeige: (a) Die Verkniipfungf-g:Rd—— Rd (d= 2,3) ist wieder eine lineare Abbildung.
(b) Fiir die zur Verkniipfung gehérende Matrix C gilt: C= A - B,

Betrachte R2 mit der Standardbasis e = (1,0), e = (0,1).

(i) Beschreibe die Symmetriegruppe D3 des gleichseitigen Dreiecks (Drehungen und Spiege-

lungen die das Dreieck in sich iiberfiihren) in Matrixform und berechne die Gruppentafel.
Die Gruppe D3 heisst Diedergruppe der Ordnung 6.

(i) Beschreibe die Symmetriegruppe D4 des Quadrates analog zu (i) in Matrixform und be-
rechne auch fiir sie die Gruppentafel. Dy heisst Diedergruppe der Ordnung 8.

"11\&
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. Definition. SU(2)={A € Mp(C)| A*=A"1,det A =1}, wobei A* = AT,

Zeige: SUQ)={ (5 2) | @Be ol +82=1}

. Sei A € Myg(R) (d=2,3), wobei A #0unddet A =0.
Zeige: Es gibtein x € R - {0} (d=2,3), so dass Ax = 0.
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Let ¥ be a complex vector space of dimensign n. The Grassmannian
Guk. V) is defined to be the set of k-dimensiopal linear subspaces of V: we
atite G(k,n) for G(k,C"). Given a k-plang Ain C", we may represent A by
1 set of k row vectors in C” spanning A, i.e., by a kX n matrix

of rank k. Clearly any such matrix represents an element of G(k,n) and
any two such matrices 4,4’ represent the same element of G(k,n) if and
oniy if A=gA\’ for some g€GL,.

For every multiindex /= {i,,...,i,} C{l,...,n} of cardinality &, let ¥,.c
C* be the (n—k)-plane in C” spanned by the vectors {¢:j&1I}, and let
L} is just the set of A€ G(k,n) such that the Ith k£ X k minor of one, and
hence for any, matrix representation for A is nonsingular. Any A€ U, has

1 unique matrix representation A’ whose Ith kX k minor is the identity
matrix, e.8,, any A€ Ult.....xy can be represented uniquely by a matrix of

the form
1 0 0 0 = »
0 1 Poe
0
0 1 .

(Note that the row vectors of such a matrix representative for A€ U, are
Just the points of intersection of A with the affine (n—k)-planes (Vo + €:j
£1}.) Conversely, any k X n matrix of the form above represents a k-plane
AEU,; thus the k(n— k) entries of the /°th kX(n—k) minor Al of A’
give a bijection of sets

@2 Up— CH2=h)

for each I. Note that ¢,(U;n Uy is open in C<*=¥ for all J,7 ’; we claim
that in fact the map g,o¢,7! is holomorphic on this open set and hence that
the maps ¢, give G(k,n) the structure of a complex manifold. But this js
clear: if, for A€ U;n Uy, we let A}. be the I'th kX k minor of A’, then

AT = (A1) A

and since the entries of (Af.)~" vary holomorphically with the entries of A
o9t is holomorphic.

-
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