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 DISCOURS .

PRELIMINAIRE.

Lss causes primordiales ne nous sont point con-
nues; mais elles sont assujetties a des lois simples
et constantes, que l'on peut découvrir par l'obser-
vation, et dont I'étude est I'objet de la philosophie
naturelle. ,

- La chaleur pénétre, comme la gravité, toutes les
substances de l'univers, ses rayons occupent toutes
les parties de l'espace. Le but de notre ouvrage est
d'exposer les lois mathématiques que suit cet élé-
ment. Cette théorie formera désormais une des
branches les plus importantes de la physique gé-
nérale.

Les connaissances que les plus anciens peuples
avaient pu acquérir dams la mécanique rationnelle
ne nous sont point parvenues, et lhistoire de cette
science, si I'on excepte les premiers théorémes sur

a
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l'harmonie, ne remonte point au-dela des décou-
vertes d’Archiméde. Ce grand géomeétre expliqua les
principes mathématiques de I'équilibre des solides
et des fluides. Il sécoula environ dix-huit siécles
avant que Galilée, premier inventeur des théories
dynamiques, découvrit les lois du mouvement des
corps graves. Newton embrassa dans cette science
nouvelle tout le systéme de l'univers. Les succes-
seurs de ces philosophes ont donné a ces théories
une étendue et une perfection admirables; ils nous
ont appris que les phénoménes les plus divers sont
soumis a un petit nombre de lois fondamentales,
qui se reproduisent dans tous les actes de la nature,
On a reconnu que les mémes principes réglent tous
les mouvements des astres, leur forme, les inégalites
de leurs cours, I'équilibre et les oscillations des
mers, les vibrations harmoniques de lair et des
corps sonores, la transmission de la lumiére, les
actions capillaires, les ondulations des liquides,
enfin les effets les plus composés de toutes les forces
naturelles, et I'on a confirmé cette pensée de Newton:
Quod tam paucis tam multa prestet geometria glo-
riatur. | . _

Mais quelle que soit I'étendue des théories méca-
niques. elles ne sappliquent point aux effets de la
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chaleur. Ils composent un ordre spécial de phéno-
ménes qui ne peuvent s’éxpliquer par les principes
du mouvement et de I'équilibre. On posséde depuis
long-temps des instruments ingénieux, propres a
mesurer plusieurs de ces effets; on a recueilli des
observations précieuses; mais on ne connait ainsi
que des résultats partiels, et non la démonstration
mathématique des lois qui les comprennent tous.

J'ai déduit ces lois d'une longue étude et de la
comparaison attentive des faits connus jusqua ce

jour; je les ai tous observés de nouveau dans le

cours_de plusieurs années, avec les instruments les

plus précis dont on ait encor fait usage.

Pour fonder cette théorie, il était d'abord néces-
saire de distinguer et de définir avec précision les
propriétés élémentaires qui déterminent l'action de
la chaleur. J'ai reconnu ensuite que tous les phé-
nomeénes. qui dépendent de cette action, se ré-
solvent en un trés-petit nombre de faits généraux
et simples; et par la toute question physique de ce
genre est ramenée a une recherche d’analyse mathé-
matique. Jen ai conclu que pour déterminer en
nombre les mouvements les plus variés de la cha-

leur, il suffit de soumettre chaque substance a trois

observations fondamentales. En effet, les différents
a.
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corps ne possédent point au méme degré la faculté

“de contenir 1a chaleur, de la recevoir, ou de la trans-
mettre A travers leur superficie, et de la conduire
dans lintérieur de la masse. Ce sont trois qualités
spécifiques que notre théorie distingue clalrement
et qu'elle apprend 4 mesurer.

11 est facile de juger combien ces recherches inte-
ressent les sciences physiques et I'économie civile,
et quelle peut étre leur influence sur les progres
des arts qui exigent I'emploi et la distribution du
feu. Elles ont aussi une relation nécessaire avec le
systtme du monde, et I'on connait ees rapports, si
'on considére les grands phénoménes qui s'accom-
plissent prés de la surface du globe terrestre.

En effet, le rayon du soleil dans lequel cette pla-
néte est incessamment plongée, pénétre lair, la
terre et les eaux; ses éléments se divisent, changent
de directions dans tous les sens, et pénétrant dans
la masse du globe, ils en éléveraient de plus en
plus la température moyenne, si cette chaleur
ajoutée n'était pas exactement compensée par celle
qui s'échappe en rayons de tous les points de la
superficie, et se répand dans les cieux.

Les divers climats,” * ~ S

- de la chaleur solaire
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immense des températures propres i leur situation.
Cet effet est madifié par plusieurs causes accessoires,
telles que 'élévation et la figure du sol, le voisinage
et I'étendue des continents et des mers, I'état de la
surface, la direction des vents.

Lintermittence des jours et des nuits, les alter-
patives des saisons occasionnent, dans la terre
solide, des variations périodiques qui se repou-
vellent chaque jour ou chaque année; mais ces
changements sont d'autant moins sensibles, que le
point ou on les mesure est plus distant de la surface.
On ne peut remarquer aucune variation diurne a
la profondeur d'environ trois métres; et les varia-
tions annuelles cessent d’étre appréciables a une
profondeur beaucoup moindre que 60 meétres. La
température: des lieux profonds est donc sensible-
ment fixe, dans un lieu donné; mais elle n'est pas
la méme pour tous les points dun méme parallele;
en général, elle seléve lorsqu’on sapproche de
I'équateur. '

La chaleur que le soleil a communiquée au globe
terrestre, et qui a produit la diversité des climats,
est assujettie maintenant-a un mouvement devenu
uniforme. Elle s'avance dans l'intérieur de la masse
quelle pénétre toute entiére, et en méme temps
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d'étre variables a une profondeur si petite par rap-

port au rayon du globe? Chaque inégalité du mou-
vement de cette planéte devant occasionner au-des-

sous de la surface une oscillation de la chaleur

solaire, quelle relation y a-t-il entre la durée de la
période et la profondeur ou les températures de-
viennent constantes? ,

Quel temps a di s'écouler pour que les climats
pussent acquérir les températures diverses quils
conservent aujourdhui; et quelles causés peuvent
faire varier maintenant leur chaleur moyenne?
Pourquoi les seuls changements annuels de la dis-
tance du soleil 4 la terre, ne causent-ils pas a la sur-
face de cette planéte des changements trés—conside-
rables dans les températures?

A quel caractére pourrait-on-reconnaitre que le

globe terrestre n'a pas entiérement perdu sa chaleur
d'origine ; et quelles sont les lois exactes de la déper-
dition?
~ Si cette chaleur fondamentale n'est point totale-
ment dissipée, comme l'indiquent plusieurs obser-
vations, elle peut étre immense a de grandes pro-
fondeurs, et toutefois elle n'a plus aujourd’hui au-
cune influence sensible sur la température moyenne

des climats. Les effets que 'on y observe sont dus a . -
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T'action des rayons solaires. Mais indépendamment
de ces deux sources de chaleur, I'une fondamentale
et primitive, propre au globe terrestre, l'autre due
a la présence du soleil, ny a-t-il point une cause plus
universelle, qui détermine la température du ciel,
dans la partie de I'espace quoccupe maintenant le
_ systéme solaire? Puisque les faits observés rendent
cette cause nécessaire , quelles 'sont dans cette
question entiérement nouvelle les conséquences
- d'une théorie exacte? comment pourra-t-on déter-
miner cette valeur constante de la temperature de
Tespace, et en déduire celle qui convient i chaque
planéte ?

11 faut ajouter a ces questions celles qui dépendent
des propriétés de la chaleur rayonnante. On connait
trés-distinctement la cause physique‘de la réflexion
du froid, cest-a-dire de la réflexion d'une moindre
chaleur; mais quelle est I'expression mathématique
de cet effet?

De quels principes généraux dépendent les tem-
pératures atmosphériques, soit que le thermométre
qui les mesure regoive immédiatement les rayongs
du soleil, sur une surface métallique ou dépolie,
soit que cet instrument demeure exposé, durant la

nuit, sous un ciel exempt de nuages, au contact de
b
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Yair, au rayonnement des corps terrestres, et a celui
des parties de l'atmosphére les plus éloignées et les
plus froides.

Lintensité des rayons qui s'échappent dun point
de la superficie des corps échauffés variant avec leur
inclinaison suivant une loi que les expériences ont
mndiquée, ny a-t-il pas un rapport mathématique
nécessaire entre cette loi et le fait geénéral de l'équi-
libre de la chaleur; et quelle est la cause phquue
de cette inégale intensité?

Enfin, lorsque la chaleur pénétre les masses
fluides, et y détermine des mouvements intérieurs,
par les changements continuels de température et
de densité de chaque molécule, peut-on encore ex-
primer, par des ‘équations. différentielles, les lois
~ dun effet aussi composé; et quel changement en
résulte-t-il dans les équations générales de Fhydro-
dynamique? .

Telles sont les questions principales que jai ré-
solues, et qui n'avaient point encore €té soumises._
au calcul. Si lTon considére de plus les rapports
multipliés de cette théorie mathématique avee les.
usages civils et les arts techniques, on reconnaitra
toute I'étendue de ses applications. Il est manifeste
quelle comprend une série entiére de phénoménes.




PRELIMINAIRE. ‘ X

distincts, et quon ne peurrait en omettre I'étude,
sans retrancher une partie notable de la science de
la nature.

Les principes de cette théorie sont déduits, comme
ceux de la mécanique rationnelle, d'un trés-petit
nombre de faits primordiaux, dont les géomeétres ne
considérent point la cause, mais quils admettent
comme résultant des observations communes et
confirmés par toutes les expériences.

Les équations différentielles de la propagation de
la chaleur expriment les conditions les plus géné-
rales, et raménent les questions physiques a des pro-
blémes d'analyse pure, ce qui est proprement objet
de la théorie. Elles ne sont pas moins rigoureuse-
ment démontrées que les équations ’générales de
I'équilibre et du mouvement. C'est pour rendre cette
comparaison plus sensible, que nous avons toujours
préféré des démonstrations analogues a celles des
théorémes qui servent de fondement 4 la statique et
a la dynamique. Ces équations subsistent encore,
mais elles recoivent une forme différente, si elles
‘expriment la distribution de la chaleur lumineuse
dans les corps diaphanes, ou les mouvements que
les changements de température et de densité occa-
sionnent dans I'intérieur des fluides. Les coéfficients

b.
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qu'elles renferment sont sujets a des variations dont
la mesure exacte n’est pas encore connue; mais dans
toutes les questions naturelles quil nous importe le
plus de considérer, les limites des températures sont
assez peu différentes, pour que l'on puisse omettre
ces variations des coéfficients.

_Les équations du mouvement de la chaleur,
comme celles qui expriment les vibrations des corps
sonores, ou les derniéres oscillations des liquides,
appartiennent a une des branches de la science du
calcul les plus récemment découvertes, et quil im-
portaitbeaucoup de perfectionner. Aprés avoir établi
ces équations différentielles, il fallait en obtenir les
intégrales; ce qui consiste a passer dune expression
commune, a une solution propre assujettie a toutes
les conditions données. Cette recherche difficile exi-
geait une analyse spéciale, fondée sur des théorémes
nouveaux dont nous ne pourrions ici faire con-
naitre I'objet. La méthode qui en dérive ne laisse
rien de vague et d'indéterminé dans les solutions;
elle les conduit jusquaux derniéres applications
' numériques, condition nécessaire de toute recher-
che, et sans laquelle on n'arriverait qu'a des trans-
formations inutiles. -

Ces mémes théorémes qui nous ont fait connaitre
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les intégrales des équations du mouvement de la
chaleur, sappliquent immeédiatement & des questions
d’analyse générale et de dynamique,dont on désirait
depuis long-temps la solution.

L'étude approfondie de la nature est la source la
plus féconde des découvertes mathématiques. Non-
seulement cette étude, en offrant aux recherches
un but déterminé, a l'avantage d'exclure les ques-
tions vagues et les calculs sans issue; elle est encore
un moyen assuré de former l'analyse elle-méme, et
d’en découvrir les éléments qu'il nous importe le
plus de connaitre, et que cette science doit toujours
conserver : ces éléments fondamentaux sont ceux
qui se reproduisent dans tous les effets naturels.

On voit, par exemple, quune méme expression,
dont les géométres avaient considéré les propriétés
abstraites, et qui sous ce rapport appartient a l'ana-
lyse générale, représente aussi le mouvement de la
lumiére dans I'atmosphére, qu'elle détermine les lois
de la diffusion de la chaleur dans la matiére solide,
et qu'elle entre dans toutes les questions principales
de la théorie des probabilités.

Les equallons analythues, 1gnorees des anciens
geométres, que Descartes a introduites le premier
dans I'étude des courbes et des surfaces, ne sont pas
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restreintes aux propriétés des figures, et a celles qui
sont l'objet de la mécanique rationnelle; elles s'éten-
dent a tous les phénoménes généraux. Il ne peut y
avoir de langage plus universel et plus simple, plus
exempt derreurs et d'obscurités, c'est-a-dire plus
digne d’'exprimer les rapports invariables des étres
naturels. . ,
Considérée sous ce point de vue, I'analyse mathé-
matique est aussi étendue que la nature elle-méme;
elle définit tous les rapports sensibles, mesure les
temps, les espaces,les forces, les températures; cette
science difficile se forme avec lenteur, mais elle
conserve tous les principes quelle a une fois acquis;
elle s'accroit et saffermit sans cesse au milieu de tant
de variations et d'erreurs de l'esprit humain.

Son attribut principal est la clarté’; elle n'a point
de signes pour exprimer les notions confuses. Elle
rapproche les phénoménes les plus divers, et
découvre les analogies secrétes qui les unissent.
Si la matiere nous échappe comme celle de lair
et de la lumiére par son extréme ténuité, si les
corps sont placés loin de nous, dans l'immensité
de l'espace, si 'homme veut connaitre le spectacle
des cieux pour des époques successives que sépare
un grand nombre de siécles, si les actions de la gra-
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vité et de la chaleur s'exercent dans lintérieur du
globe solide a des profondeurs qui seront toujours
inaccessibles, lI'analyse mathématique peut encore
saisir les lois de ces phénomenes. Elle nous les rend
présents et mesurables, et semble étre une faculté
de la raison humaine destinée a suppléer a la brieé-
veté de la vie et & Iimperfection des sens; et ce qui
est plus remarquable encore, elle suit la méme
marche dans I'étude de tous les phénoménes; elle
les interpréte par le méme langage, comme pour
attester I'unité et la simplicité du plan de l'univers,
et rendre encore plus manifeste cet ordre immuable
qui préside a toutes les causes naturelles.

Les questions de la théorie de la chaleur offrent
autant d’exemples de ces dispositions simples et
constantes qui naissent des lois générales de la
nature; et si lordre qui sétablit dans ces phéno-
menes pouvait étre saisi par nos sens, ils nous cau-
seraient une impression eomparable a celles des
résonances harmoniques.

Les formes des corps sont variées a l'infini; la dis- |
tribution de la chaleur qui les pénétre peut étre
arbitraire et confuse; mais toutes les inégalités s'ef-
facent rapidement et disparaissent 4 mesure que le
temps sécoule. La marche du phénoméne devenue
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plus réguliére et plus simple, demeure enfin assu-
jettie:a une loi déterminée qui est la méme pour
" tous les cas, et qui ne porte plus aucune empreinte
sensible de la disposition initiale.

Toutes les observations confirment ces consé-
quences. L'analyse dont elles dérivent sépare et ex-
prime clairement, 1°les conditions générales, cest-
a-dire celles quirésultent des propriétés naturelles
de la chaleur; 2° I'effet accidentel, mais subsistant,
de la figure ou de l'état des surfaces; 3° I'effet non
durable de la distribution primitive.

Nous avons démontré dans cet ouvrage tous les
principes de la théorie de la chaleur, et résolu toutes
les questions fondamentales. On aurait pu les ex-
poser sous une forme plus concise, omettre les ques-
tions simples, et présenter d'abord les conséqﬁences
les plus générales ; mais on a voulu montrer l'origine
méme de la théorie et ses progrés successifs. Lorsque
cette connaissance est acquise, et que les principes
sont entiérement fixés, il est préférable d'employer
immédiatement les méthodes analytiques les plus
étendues,comme nous 'avons fait dans lesrecherches
ultérieures. Cest aussi la marche que nous suivrons
désormais dans les mémoires qui seront joints a cet
ouvrage, et qui en forment en quelque sorte le com-
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1e cofnplément, et par la nous aurons concilié, au-
tant qu,'il'pet‘lt dépendre de nous, le développement
nécessaire des principes avec la précision qui con-
vient aux applications de l'analyse.

Ces mémoires auront pour objet la théorie de la
chaleur rayonnante, la question des températures
terrestres, celle de la température des habitations,
la comparaison des résultats théoriques avec ceux
que nous avons observés dans diverses expérieﬁces,

- enfin la démonstration des équations différentielles
du mouvement de la chaleur dans les fluides.

L'ouvrage que nous publions aujourdhui a été
écrit depuis long-temps; diverses circonstances en
ont retardé et souvent interrompu l'impression.
Dans cet intervalle, la science s'est enrichie d’obser-
vations importantes ; les principes de notre analyse,
que l'on navait pas saisis d'abord, ont été mieux
connus; on a discuté et confirmé les résultats que
nous en avions déduits. Nous avons appliqué nous-
mémes ces principes a des questions nouvelles, et
changé la forme de quelques démonstrations. Les
retards de la publication auront contribué a rendre
Youvrage plus clair et plus complet.

Nos premiéres recherches analytiques sur la com-
munication de la chaleur, ont eu pour objet la dis-

(4
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tribution entre des masses disjointes; on les a con-
servées dans Ia section II du chapitre 1. Les ques-
tions relatives aux corps continus, qui forment la
" théorie proprement dite, ont été résolues plusieurs
années aprés; cette théorie a été exposée pour la
premiére . fois. dans un ouvrage manuscrit remis
a I'Institut de France 2 la fin de l'année 1807, et
dont il a été publié un extrait dans le bulletin
des Sciences (Société philomatique, année 1808,
page 112). Nous avons joint a ce mémoire, et remis
. successivement des notes assez étendues, concer-
nant la convergence des séries, la diffusion- de. la
chaleur dans un prisme infini , son émission
dans 'les espaces vides dair, les constructions -
propres & rendre sensibles-les théorémes princi-
paux, et l'analyse du mouvement périodique a la
surface du globe terrestre. Notre second mémoire,
sur la propagation de la chaleur, a été dépesé¢ aux
archives de I'Institut, le 28 septembre 1811. 11 est
formé du précédent et des notes déja remises; on'y
a omis des constructions géomeétriques, et des dé-
tails danalyse qui n'avaient pas un rappert néces-
saire avec la question physique, et lon a ajouté
I'équation générale qui exprime I'état de la surface.
Ce second ouvrage a été livré a limpression dans le
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_cours de 1821, pour étre inséré dans la collection
de FAcadémie des Sciences. Il est imprimé sans
aucun changement ni addition; le texte est littéra-
lement conforme au manuscrit déposé, qui fait
partie des archives de 1'Institut.

On pourra trouver dans ce mémoire, et dans les
écrits qui P'ont précédé un premier exposé des
applicatigpns que ne contient pas notre ouvrage
actuel; elles seront traitées dans les mémoires sub-
- séquens, avec plus d'étendue, et, sil nous est pos-
sible, avec plus.de clarté. Les résultats de notre
travail concernant ces mémes questions, sont aussi
indiqués dans divers articles déja rendus publics.
L'extrait inséré dans les Annales de chimie et de
physique fait connaitre I'ensemble de nos recher--
ches, (tom. II, pag. 350, ann. 1816). Nous avons
publié dans ces annales deux notes séparées, con-
cernant la chaleur rayonnante, (tom. IV, pag. 128,
ann. 1817 et tom. VI, pag. 259, ann. 1817).

Divers autres articles du méme recueil présentent’
les résultats les plus constants de la théorie et des
observations; l'utilité et I'étendue des connaissances
thermologiques ne pouvaient étre mieux appréciées
que par les célébres rédacteurs de ces'annales.

On trouvera dans le bulletin des Sciences, (Soc.

c.
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philomat., ann. 1818, pag. 1 et ann. 1820, pag. 60)
I'extrait d’'un mémoire sur la température constante
ou variable des habitations, et 'exposé des princi-
pales conséquences de notre analyse des tempéra-
tures terrestres.

M. Alexandre de Humboldt, dont les recherches
embrassent toutes les grandes questions de la phi-
losophie naturelle, a considéré sous un point de
vue nouveau et trés-important, les observations
des températures propres aux divers climats. ( Me-
moire sur les lignes isothermes, Societé d’Arcuell,
tom. III, pag. 462 ); (Mémoire sur la limite infé-
rieure des neiges perpetuelles Annales de Chimie
et de P/zyszque tom. V, pag. 102, ann. 1817)

. Quand aux équations différentielles du mouve-
ment de la chaleur dans les liquides, il en a été fait
mention dans I'histoire annuelle de 'Académie des
Sciences. Cet extrait de notre mémoire en montre
clairement I'objet et le principe. (Analyse des tra-
vaux de I Académie des Sciences , par M. De Lambre,
anneée 1820).

L'examen des forces repulswes que la chaleur
produit, et qui déterminent les propriétés statiques
des gaz, appartlent pas au sujet an'llythue que
‘nous avons considéré. Cette question liée a la théo.
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rie de la chaleur rayonnante vient d'étre traitée par

lillustre auteur de la Mécanique céleste. a qui toutes

les branches principales de l'analyse mathématique
doivent des découvertes importantes. ( Connaissance
des temps, pour les années 1824 et 1825).

Les théories nouvelles, expliquées dans mnotre
ouvrage sont réunies pour toujours aux sciences
mathématiques p et reposent comme elles sur des
fondements invariables; ellés conserveront tous les
“¢élements qu'elles possédent aujourd’hui, et elles ac-
querront continuellement plus d'étendue. On per-
fectionnera les instruments et I'on multipliera les
expériences. L'analyse que nous avons formée sera
déduite de méthodes plus générales , Cest-a-dire plus
simples et plus fécondes , communes a plusieurs
classes de phénoménes. On déterminera pour les sub-
* stances solides ou liquides, pour les vapeurs et pour
les gaz permanents, toutes les qualités spécifiques re-
latives a la chaleur, et les variations des coéfficients
qui les expriment. On observera, dans les divers lieux
du globe, les températures du sol a diverses profon-
deurs, I'intensité de la chaleur solaire, et ses effets,
ou’ constants ou variables, dans I'atmosphére, dans
I'Océan et les lacs; et 'on connaitra cette tempéra-
ture constante du Ciel, qui est propre aux régions

.
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planétaires. La théorie elle-méme dirigera toutes ces
mesures, et en assignera la précision. Elle ne peut
faire désormais aucun progrés considérable qui ne
soit fondé sur ces expérienceés; car 'analyse matheé-
matique peut déduire des phénoménes généraux et
simples 'expression des lois de la nature; mais I'ap-
‘plication spéciale de ces lois a des effets trés-
composés exige une longue suie dobservations
exactes.



THEORIE

LA CHALEUR

Et ignem regant numeri. Praro. . °

CHAPITRE PREMIER.

INTRODUCTION

SECTION PREMIERE.
: ,Expasition de Uobjet de cet-auwage.

ART. 1%

Lxs eﬁ'ets de la chaleur sont assujens a des lois constantes
que I'on ne peut découvrir sans le secours de I'analyse ma-
thématique.  La Théorie:que nous allons exposer a pour
ebjet de démontrer .ceslois; elle réduit toutes les recherches
physiques , sur la propagation de la chaleur, a des questions
dé calcul intégral dont les élémens sont donnés par I'expé-
rience. Aucun sujet n’a des rapports plus étendus avec les .
. progres: de lI'industrie-et ceux des sciences naturelles; car
l'action de la chalenr est toujours présente, elle pénetre
1
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tous les corps et les espaces, elle influe sur les procédés des
arts, et concourt a tous les phénomenes de I'univers.

Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les
différents points d’une masse solide, elle tend a se mettre
en équilibre, et passe lentement des parties plus échauffées
dans celles qui le sont moins; en méme temps elle se dissipe
par la surface, et se perd dans le milieu ou dans le vide.
Cette tendance a une distribution uniforme, et cette émis-
sion spontanée qui s'opere a la surface des corps, changent
continuellement la température des différents points. La
question de la propagation de la chaleur consiste a déter-
- miner quelle est la température de chaque point d’un corps
a un instant donné, en supposant que les températures ini-
tiales sont connues. Les exemples suivants feront connaitre
plus clairement la nature de ces questions.

a.

Si I'on expose a l'action durable et uniforme d'un foyer
de chaleur une méme partie d’'un anneau métallique, d’'un
grand diametre, les molécules les plus voisines du foyer
g'échaufferont les premiéres, et, aprés un certain temps,
chaque point du solide aura acquis presque entiérement la
plus haute température a laquelle il puisse parvenir. Cette
limite ou maximum de température n'est pas la,méme pour
les différents points; elle est d’autant moindre quils sont
plus éloignés de celui ol le foyer st }1mmedntement' ap—
pllque - x ' :

Lorsque les temperatures sont devenues permanentes le
foyer transmet, 4 chaque instant, une quantité de chaleur
qui compense exactement celle qui se dissipe pav tous les
points de la surface extérieure de lanneau A
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Si maintenant on supprime le foyer, la chaleur conti-
nuera de se propager dans l'intérieur du solide, mais celle
qui se perd dans le milieu ou dans le vide ne sera plus com-
pensde comme auparavant par le produit du foyer, en sorte
que toutes les températures varieront et diminueront sans
cesse, jusqu'a ce qu'elles soient devenues égales i celles du
milieu environnant.

3.

Pendant que les températures sont permanentes et que le
foyer subsiste , si 'on éleve, en chaque point de la circonfé-
rence moyenne de I'anneau, une ordonnée perpendiculaire
au plan de l'anneau, et dont la longneur soit proportion-
nelle a la température fixe de ce point, la ligne courbe qui
passerait par les extrémités de ces ordonnées représentera
‘état permanent des températures, et il est tres-facile de
déterminer par le calcul la nature de cette ligne. Il faut re-
marquer que l'on suppose a I'anneau une épaisseur assez
petite pour que tous les points d'une méme section perpen-
diculaire a la circonférence moyenne aient des températures
sensiblement égales. Lorsqu’on aura enlevé le foyer, la ligne
qui termine Jes ordonnées proportionnelles aux tempéra-
tures des différents points, changera continuellement de
forme. La question consiste & exprimer, par une équation,
la forme variable de cette courbe, et a comprendre ainsi
dans une senle formule tous les états suecessifs du solide.

. 4.
~ Soit z la température fixe d'un point m de la circonférence
moyenne, x la distance de ce point au foyer, c'est-a-dire la
longuenr de I'arc de la circonférence moyenne compris entre
le point m et le point 0, qui correspond & la position du
: I
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foyer; z est la plus haute température que le point m puisse
acquérir en vertu de l'action constante du foyer, et cette
température permanente z est une fonction f (z) de la dis-
tance z. La premiere partie de la question consiste a déter-
miner la fonction £ (x) qui représente I'état permanent du
solide. '

On considérera ensuite 1'état variable qui succede au pré-
cédent, aussitét que l'on a éloigné le foyer; on désignera
par ¢ le temps écoulé depuis cette suppression du foyer, et
par v la valeur de la température du point 7 apres le temps
t. La quantité » sera une certaine fonction F (z,?) de la dis-
tance et du temps ¢; l'objet de la question est de décou-
vrir cette fonction F (z,£) dont on ne connait encore que la
valeur initiale qui est £z, en sorte que 'on doit avoir I'équa-
tion de condition fz=F (x,0). :

' - b

Si I'on place une masse solide homogene, de forme sphé-
rique ou cubique, dans un milieu entretenu 4 une tempé-
rature constante, et quelle y demeure trés-long-temps
plongée, elle acquerra dans tous ses points une tempéra-
ture trés-peu différente de celle du fluide. Swpposons qu'on
T'en retire pour la transporter dans un milieu plus froid, la
chaleur commencera a se dissiper par la surface ; les tempé-
ratures des différents points de la masse ne seront plus sen-
siblement les mémes, et si on la suppose divisée en une
infinité de couches par des surfaces paralleles a la surface
extérieure, chacune de ces couches transmettra, dans un
instant, une certaine quantité de chaleur a celle qui I'enve-
loppe. Si I'on congoit que chaque molécule porte un ther-
mometre séparé, qui indique & chaque instant sa tempéra-
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ture, I'état du solide sera continuellement représenté par
le systéme variable de toutes ces hauteurs thermométriques.
11 s'agit d’exprimer les états successifs par des formules ana-
lytiques, en sorte que l'on puisse connaitre, pour un in-
stant donné, la température indiquée par chaque thermo-
meétre, et comparer les quantités de chaleur qui s’écoulent,
dans le méme instant, entre deux couches contigués, ou
dans le milieu environnant.
- 6.

Si la masse est sphérique, et que I'on désigne par x la
distance d’un point m de cette masse au centre de la sphére,
par ¢ le temps écoulé depuis le commencement du refroidis-
sement, et par v la température variable du point m, il est
facile de voir que tous les points placés a la méme distance =
du centre ont la méme température v. Cette quantité » est
une certaine fonction F (x,¢) du rayon z et du temps écoulé
¢; elle doit étre telle, qu'elle devienne constante, quelle que
soit la valeur de x, lorsqu'on suppose celle de # nulle; car,
d’apres 'hypothese, la température de tous les points est la
méme au moment de I'émersion. La question consiste a dé-
terminer la fonction de x et de ¢ qui exprime la valeur de .

' 7. .
" On considérera ensuite que, pendant la durée du refroi-
dissement , il s'écoule 4 chaque instant, par la surface exté-
rieure,, une certaine quantité de chaleur qui passe dans le
milien. La valeur de cette quantité n'est pas constante; elle
est plus grande au commencement du refroidissement. Si
Ion se représente aussi I'état variable de la surface sphé-
rique intérieure dont le rayon est x, on reconnait facile-
ment quil doit y avoir, & chaque instant, une certaine
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quantité de chaleur prise pour unité. Ce rapport n'est pas
le méme pour toutes les sections; il est une fonction ¢ (x)
de la distance x, a laquelle une section est placée; il s’agit de
trouver I'expression analytique de la fonction ¢ (z).

: II.

Les exemples précédents suffisent pour donner une idée
exacte des diverses questions que nous avons traitées.

La solution de ces questions nous a fait connaitre que
les effets de la propagation de la chaleur dépendent, pour
chaque substance solide, de trois qualités élémentaires , qui
sont la capacité de chaleur, la conducibilité propre, et la
conducibilité extérieure. On a observé que si deux corps
de méme volume et de nature différente ont des tempéra-
tures égales, et quon leur ajoute une méme quantité de
chaleur, les accroissements de température ne sont pas les
mémes ; le rapport de ces accroissements est celui des capa-
cités de chaleur. Ainsi le premier des trois éléments spéci-
fiques qui réglent I'action de la chaleur est exactement défini,
et les physiciens connaissent depuis long-temps plusieurs
moyens d’en déterminer la valeur. Il n'en est pas de méme
des deux autres ; on en a souvent observé les effets, mais il
n'y a qu'une theéorie exacte qui puisse les bien distinguer,
les définir et les mesurer avec précision. La conducibilité
propre ou intérieure d'un corps exprime la facilité avec’
laquelle la chaleur s’y propage en passant d'une molécule’
intérieure 4 une autre. La conducibilité extérieure ou relative -
d'un corps solide dépend de la facilité avec laquelle la cha-
leur en pénetre la surface, et passe de ce corps dans un
milieu donné, ou passe du milieu dans le solide. Cette der-
niere propriété est modifiée par I'état plus ou moins poli de;
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- la surperficie; elle varie aussi selon le milieu dans lequel le

corps est plongé; mais la conducibilité propre ne peut
changer qu'avec la nature du solide. '

Ces trois qualités élémentaires sont représentées dans nos
formules par des nombres constants, et la théorie indique
elle-méme les expériences propres a en mesurer la valeur.
Des qu'ils sont déterminés, toutes les questions relatives a la
propagation de la chaleur ne dépendent que de Ianalyse
‘numeérique. La connaissance de ces propriétés spécifiques
peut étre immédiatement utile dans plusieurs applications
‘des sciences physiques; elle est dailleurs un élément de
I'étude et de la description des diverses substances. C'est
connaitre trés-imparfaitement les corps, que d’ignorer les
rapports quils ont avec un des principaux agents de la
nature. En général, il n’y a aucune théorie mathématique
qui ait plus de rapport que celle-ci avec l'économie pu-
blique , puisqu'elle peut servir a éclairer et a perfectionner
I'usage des arts nombreux qui sont fondés sur lemplm de
la chaleur.

12. :

La question des températures terrestres offre une des plus
belles applications de la théorie de la chaleur; voici l'idée
générale que 'on peut s'en former. Les différentes parties de
la surface du globe sont inégalement exposées a I'impression
des rayons solaires; I'intensité de cette action dépend de la
latitude du lieu; elle change aussi pendant la durée du jour
et pendant celle de I'année, et est assujétie a d’'antres inéga-
lités moins sensibles. Il est évident qu'il existe, entre cet
état variable de la surface. et celui des températures inté-
rieures, une relation nécessaire que I'on peut déduire de la

2
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théorie. On sait qu’a une certaine profondeur au-dessous de
la surface de la terre, la température n'éprouve aucune va-
riation annuelle dans un lieu-donné : cette température per-
manente des lieux profonds est d’autant moindre, que le
lieu est plus éloigné de I'équateur. On peut donc faire abs-
traction de l'enveloppe extérieure, dont I'épaisseur est in-
comparablement plus petite que le rayon terrestre, et
regarder cette planete comme une masse presque sphérique,
dont la surface est assujétie 4 une température qui demeure
constante pour tous les points d’un parallele donné, mais
qui n'est pas la méme pour un autre paralléle. Il en résulte
que chaque molécule intérieure a aussi une température fixe
déterminée par sa position. La question mathématique con-
sisterait 4 connaitre la température fixe d’'un point donné,
et la loi que suit la chaleur solaire en pénétrant dans I'inté-
rieur du globe.

Cette diversité des températures nous intéresse davantage,
si 'on considere les changements qui se succedent dans I'en-
veloppe méme dont nous habitons la superficie. Ces alter-
natives de chaleur et de froid, qui se reproduisent chaque
jour et dans le cours de chaque année, ont été jusqu'ici
'objet d'observations multipliées. On peut aujourd’hui les
soumettre au calcul , et déduire d’'une Théorie commune
tous les faits particuliers que I'expérience nous avait ap-
pris. Cette question se réduit 4 supposer que tous les points
de la surface d’'une sphére immense sont affectés de tem-
pératures périodiques ; I'analyse fait ensuite connaitre sui-
vant quelle loi lintensité des variations décroit 4 mesure
que la profondeur augmente; quelle est, pour une profon-
deur donnée, la quantité des changements annuels ou
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diurnes, I'époque de ces changements, et comment la valeur
fixe de la température souterraine se déduit des tempéra-
tures  variables observées a la surface.
13

Les équations générales de la propagation de la chaleur
sont aux différences partielles, et qugyque la forme en soit
tres-simple , les méthodes connues ne fournissent aucun
moyen général de les intégrer; on ne pourrait donc pas
en deéduire les valeurs des températures apres un temps
déterminé. Cette interprétation numérique des résultats du
calcul est cependant nécessaire, et c'est un degré de per-
fection qu'il serait trés-important de donner 4 toutes les
applications de l'analyse aux sciences naturelles. On peut
dire que tant qu'on ne Fa pas obtenu, les solutions de-
meurent incompletes ou inutiles, et que la veérité quon se
proposait de découvrir n’est pas moins cachée dans les for-
mules d’analyse, qu'elle ne I'était dans la question physique
elle-méme. Nous nous sommes attachés avec beaucoup de
soin, et nous sommes parvenus i surmonter cette difficulté
dans toutes les questions que nous avons traitées, et qui
contiennent les éléments principaux de la Théorie de la
chaleur. Il n'y a aucune de ces questions dont la solution
ne fournisse des moyens commodes et exacts de trouver
les valeurs numériques des températures acquises, ou celles
des quantités de chaleur écoulées, lorsqu’on connait les va-
leurs du temps et celles des coordonnées variables. Ainsi
I'on ne dennera pas seulement les équations différentielles
auxquelles doivent, satisfaire les fonctions qui expriment
les valeurs des températures; on donnera ces fonctions
2.

-~
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elles-mémes sous une forme qui facilite les applications
numeriques. '
14.

Pour.que ces solutions fussent générales et qu'elles eussent
une étendue équivalente a celle de la question , il était
nécessaire quelles pussent convenir avec l'état initial des
tempeératures qui est arbitraire. L'examen de cette condition
fait connaitre que I'on peut développer en séries conver-
gentes, ou exprimer par des intégrales définies, les fonec-
tions qui ne sont point assujéties & une loi constante, et
qui représentent les ordonnées des lignes irrégulieres ou
. discontinues. Cette propri€été jette un nouveau jour sur la
Théorie des équations aux différences partielles, et étend
Tusage des fonctions arbitraires en les soumettant aux pro-
cédés ordinaires de I'analyse. '

15.

Il restait encore a comparer les faits avec la Théorie. On
a entrepris, dans cette vue, des expériences varides et pré-
cises, dont les résultats sont conformes & ceux du calcul,
et lui donnent une autorité qu'on eiit été porté i lui re-
fuser dans une matiére nouvelle, et qui parait sujette a tant
d'incertitudes. Ces expériences confirment le principe dont
on est parti, et qui est adopté de tous les physiciens,
malgré la diversité de leurs hypotheéses sur-la nature de la
chaleur. ' ' o '

16.

L'équilibre de température ne s'opére pas seulement par
la voie du contact, il s'établit aussi entre les corps séparés
les uns des autres, et qui demeurent long - temps ' placés

”~
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dans un méme lieu. Cet effet est indépendant du contact
du milieu ; nous I'avons observé dans des espaces entiere-
ment vides d’air. Il fallait donc, pour compléter notre
Théorie , examiner les lois que suit la chaleur rayonnante
en s'éloignant de la superficie des corps. Il résulte des ob-
servations de plusieurs physiciens et de nos propres expé-
riences, que l'intensité des différents rayons qui sortent,
dans tous les sens, de chaque point de la superficie d’'un
corps échauffé, dépend de l'angle que fait leur ‘direction
avec la surface dans ce méme point. Nous avons démon-
tré que lintensité de chaque rayon est d’autant moindre,
qu'il fait avec 'élément de la surface un plus petit angle, et
qu'elle est proportionnelle au sinus de cet angle. Cette loi
générale de I'émission de la chaleur, que diverses obser-
vations avaient déja indiquée, est une conséquence néces-
saire du principe de l'équilibre des températures et des
lois de la propagation de la chaleur dans les corps solides.

Telles sont les questions principales que I'on a traitées
dans cet ouvrage; elles sont toutes dirigées vers yn seul
but, qui est d'établir clairement les principes mathéma-
tiques de la Théorie de la chaleur, et de concourir ainsi aux
progres des arts utiles et a ceux de I'étude de la nature.

- 17.

On apercoit par ce qui précede, qu'il -existe une classe
tres-étendue de phénomenes qui ne sont point produits par
des forces mécaniques, mais qui résultent seulement de la
presence et de I'accumulation de la chaleur. Cette partie
de la philosophie naturelle ne peut se rapporter aux théo-
ries dynamiques , elle a des principes qui lui sont propres,
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et elle est fondée sur une méthode semblable a celle des
autres sciences exactes.-Par exemple, la chaleur solaire qui pé-
nétre l'intérieur du globe, s’y distribue suivant une loi régu-
litre qui ne dépend point de celles du mouvement, et ne peut
étre déterminée par les principes de la mécanique. Les
dilatations que produit la force répulsive de la chaleur, et
dont l'observation .sert a mesurer les températures, sont,
a la vérité, des effets dynamiques; mais ce ne sont point
ces dilatations que l'on calcule, lorsqu’on recherche les
lois de la propagation de la chaleur.
18.

Il y a d’autres effets naturels plus composés , qui dépen-
dent a-la-fois de l'influence de la chaleur et des forces at-
tractives : ainsi les variations de température que les mou-
vements du soleil occasionnent dans I'atmosphére et dans
1'Océan, changent continuellement la densité des différentes
parties de Pair et des eaux. L'effet des forces auxquelles
ces masses obéissent est modifié 4 chaque instant par une
nouvelle distribution de la chaleur, et I'on ne peut douter
que cette cause ne produise les vents réguliers et les prin-
cipaux courants de la mer; les attractions solaire et lu-
naire n'occasionnent dans 'atmosphére que des mouvements
peu sensibles, et non des déplacements généraux. Il était
donc nécessaire, pour soumettre ces grands phénomeénes
au calcul, de découvrir les lois mathématiques de la propa-
gation de la chaleur dans l'intérieur des masses.

19.

On connaitra, par la lecture de cet ouvrage, que la cha-

leur affecte dans les corps une disposition réguliere, indé-
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pendante de la distribution primitive, que I'on peut re-
garder comme arbitraire.

De quelque maniere que la chaleur ait d’abord été ré-
partie, le systéme initial des températures s'altérant de plus
- en plus, ne tarde point a se confondre sensiblement avec
un état déterminé qui ne dépend que de la figure du so-
lide. Dans ce dernier état, les températures de tous les
points s'abaissent en méme temps, mais conservent entre
elles les mémes rapports; c'est pour exprimer cette pro-
priété que les formules analytiques contiennent des termes
composés d’exponentielles et de quantités, analogues aux
fonctions trigonométriques.

Plusieurs questions de mécanique présentent des résul-
tats analogues, tels que l'isochronisme des oscillations, la
résonnance multiple des corps sonores. Les expériences
communes les avaient fait remarquer, et le calcul en a
ensuite démontré la véritable cause. Quant a ceux qui dé-
pendent des changements de température, ils n’auraient pu
- étre reconnus que par des expériences tres-précises ; mais
analyse mathématique a dévancé les observations, elle sup-
plée a nos sens, et nous rend en quelque sorte, témoins
des mouvements réguliers et harmoniques de la chaleur-dans
l'intérieur des corps.

20.

Ces considérations offrent un exemple singulier des rap-
portsequi existent entre la science abstraite des nombres
et les causes naturelles. . .

Lorsqu'une barre métallique est exposée par son extré-
mité a action constante d'un foyer, et que tous ses points
ont acquis leur plus haut degré de chaleur, le systéme des
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températures fixes correspond exactement a une table de
logarithmes ; les nombres sont les élévations des thermo-
metres placés aux différents points, et les logarithmes sont
les distarices de ces points au foyer. En général, la cha-
leur se répartit d'elle-méme dans l'intérieur des solides,
suivant une loi simple exprimée par une équation aux
différences partielles, commune a des questions physiques
d’'un ordre différent. L'irradiation de la chaleur a une re-
lation manifeste avec les tables de sinus; car les rayons qui
sortent d'un méme point d’'une surface échauffée, different
beaucoup entre eux, et leur intensité est rigoureusement
proportionnelle au sinus de I'angle que fait leur direction
avec I'élément de la surface. Si I'on pouvait observer pour
chaque instant et en chaque point d'une masse solide ho-
mogene, les changements de tempeérature, on retrouverait
dans la série de ces observations les propriétés des séries
recurrentes , celle des sinus -et des logarithmes; on les re-
marquerait, par exemple, dans les variations diurnes ‘ou
annuelles des températures des différents points du globe
terrestre, qui sont voisins de la surface.

On reconnaitrait encore les mémes résultats et tous les
éléments principaux de l'analysé générale dans les vibra-
tions des milieux €lastiques, dans les propriétés des lignes
ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astres,
et ceux de la lumiere ou des fluides. Cest ainsi que les
fonctions obtenues par des différentiations successives, et
qui servent au développement des séries infinies et a la
résolution numérique des équations, correspondent aussi
a des propriétés physiques. La premiere de ces fonctions,
an la fluxion proprement dite, exprime, dans la géométrie,
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Yinclinaison de la tangente des lignes courbes, et dans la
dynamique, la vitesse du mobile pendant le mouvement
varié : elle mesure dans la théorie de la chaleur la quantité
qui s'écoule en chaque point d’un corps a travers une sur-
face donnée. L'analyse mathématique a donc des rapports
nécessaires avec les phénomenes sensibles ; son objet n’est
point créé par lintelligence de 'homme, il est un élément
préexistant de I'ordre universel, et n’a rien de contingent
et de fortuit; il est empreint dans toute la nature.
‘ 21.
Des observations plus précises et plus variées feront con-
naitre par la suite si les effets de la chaleur sont modifiés
par des causes que l'on n’a point apercues jusqu'ici, et la
théorie acquerra une nouvelle perfection par la comparaison
continuelle de ses résultats avec ceux des expériences; elle
expliquera des phénoménes importants que I'on ne pouvait
point encore soumettre au calcul ; elle apprendra a déter-
miner tous les effets thermométriques des rayons solaires,
les températures fixes ou variables que I'on observerait a
différentes distances de I'équateur, dans I'intérieur du globe
‘ou hors des limites de 'atmosphere, dans 'Océan ou dans
les différentes régions de l'air. On en déduira la connais-
sance mathématique des grands mouvements qui résultent
de l'influence de la chaleur combinée avec celle de la gra-
vité. Ces mémes principes serviront & mesurer la conducibi-
lité propre ou relative des difféfents corps, et leur capacité
spécifique, & distinguer toutes les causes qui modifient 'émis-
sion de la chaleur & la surface des solides, et & perfectionner
les instruments thermométriques. Cette théorie excitera dans

3
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tous les temps l'attention des géometres, par l'exactitude
rigoureuse de ses éléments et les difficultés d’analyse qui lui
sont propres, et sur-tout par I'étendue et I'utilité de ses ap-
plications ; car toutes les conséquences qu'elles fournit inté-
ressent la physique générale , les opérations des arts, les
usages domestiques ou I'économie civile.

SECTION IL

Notions génerales, et définitions préliminaires.

2a.

On ne pourrait former que des hypotheses incertaines
sur la nature de la chaleur, mais la connaissance des lois
mathématiques auxquelles ses effets sont assujétis est indé-
pendante de toute hypothése; elle exige seulement I'examen
attentif des faits principaux que les observations communes
ont indiqués, et qui ont été confirmés par des expériences
précises. ‘ :

I1 est donc nécessaire d’exposer, en premier lieu, les reé-
sultats généraux des observations , de donner des définitions
exactes de tous les éléments du calcul, et d’établir les prin-
cipes sur lesquels ce calcul doit étre fondé.

L’action de la chaleur tend & dilater tous les corps so-
lides, ou liquides, ou aériformes; c'est cette propriété qui
rend sa présence sensible. Les solides et les liquides aug-
mentent de volume, si 'on augmente la quantité de chaleur
quils contiennent ; ils se condensent, si on la diminue.

Lorsque toutes les parties d’'un corps solide homogene,
par exemple, celles d'une masse métallique, sont également




CHAPITRE I. - g

échauffées, et qu'elles conservent, sans aucun changement,
cette méme quantité de chaleur, elles ont aussi et conser-
vent une méme densité. On exprime cet état en disant que,
dans toute I'étendue de la masse, les molécules ont une
température commune et permanente.

' : a3.

Le thermometre est un corps dont on peut apprécier faci-
lement les moindres changements de volume; il sert 4 mesu-
rer les températures par la dilatation des liquides, ou par
celle de I'air. Nous supposons ici que 'on connait exactement
la construction, 'usage et les propriétés de ces instruments.
La température d'un corps dont toutes les parties sont égale-
ment échauffées, et qui conserve sa chaleur, est celle qu'in-
dique le thermometre, s'il est et 8'il demeure en contact par-
Jait avec le corps dont il s'agit.

Le contact est parfait lorsque le thermometre est entiére-
ment plongé dans une masse liquide, et, en général, lors-
quiil n’y a aucun point de la surface extérieure de cet instru-
ment qui ne touche un des points de la masse solide ou
fluide dont on veut mesurer la température. Il n’est pas
toujours nécessaire, dans les expériences, que cette condition
soit rigoureusement observée ; mais on doit la supposer pour
que la définition soit exacte.

24.

On détermine deux températures fixes, savoir : la tempé-
rature de la glace fondante, qui est désignée par o, et la
température de 'eau bouillante que nous désignerons par 1:
on suppose que l'ébullition de I'eau a lieu sous une pression

de I'atmosphere représentée par une certaine hauteur du
3‘ .
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que nous considérons, ces nombres sont aussi proportionnels
aux accroissements du volume.
3o.

Supposons qu'un corps terminé par une surface plane
d’une certaine étendue (un metre carré) soit entretenu d'une
maniére quelconque a une tempeérature constante I, com-
mune a tous ses points, et que la surface dont il s’agit soit
en contact avec l'air, maintenu a la température o : la cha-
leur qui s'écoulera continuellement par la surface, et passera
dans le milieu environnant, sera toujours remplacée par celle
qui provient de la cause constante a l'action de laquelle le
corps est exposé; il s'écoulera ainsi par la surface, pendant
un temps déterminé (une minute), une certaine quantité de
chaleur désignée par k. Ce produit 2, d'un flux continuel et
toujours semblable a lui -méme, qui a lien pour une unité
de surface & une température fixe, est la mesure de la con-
ducibilité extérieure du corps, cest-a-dire, de la facilité
. avec laquelle sa surface transmet la chaleur & l'air atmosphé-
rique.

On suppose que l'air est continuellement déplacé avec
une vitesse uniforme et donnée; mais si la vitesse du courant
augmentait, la quantité de chaleur qui se communique an
milieu varierait aussi; il en serait de méme si I'on augmentait
la densité de ce milieu.

3r.

Si l'exces de la température constante du corps sur la
température des corps environnants, au lieu d'étre égale
a 1, comme on I'a supposé, avait une valeur moindre, la
quantité de chaleur dissipée serait moindre que 4. Il résulte
des observations, comme on le verra par la suite, que cette
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quantité de chaleur perdue peut étre regerdée comme sen- .
siblement proportionaelle a lexcés de la température du -
corps. sur celle de l'air et des carps environnants. Aingi la
quantité A ayant ét¢ deéternimnée par une expeérience dans
laquelle la surface échauffée est a la température 1, et le
miliea a la température 0; on en conclut guelle anrait la
valeur Az, si la température de la surface était z, toutes les
sutres circamstances demeurant les mémes. Qn doit admettre
ce résultat lorsque z est une petite fractiom,

La valewr A de la quantité de chalemr qui se dissipe &
travers la susface échaufiée, est différente pour les différenss
coxps; et elle varie pour un méme corps, spivant les divers
états de la surface. L'eflet de 'ixradiation est d’autant moin-
dre, que la surface échauffée est plus polie; de sorte qu'en
faisant disparaitre le poli de la surface, on augmente consi-
dérablemeny, la valeur de 4. Un corps métallique échauffé se
refroidira heaucoup. plus vite, si Lon couvre sa surface. exté-
riewre d'un endwit Reic, propre a ternir enticrement I'état
métallique.

- 33

Les rayons de chaleur qui s'échappent de la surface d’un
corps, parcourent librement les espaces vides dair ; ils se
" propagent anssi dans l'air atmospheérique : leur direction
n'est.point troublée par les agitations de l'air intermédiaire:
ils peuvent étre réfléchis, et se réunissent aux fayers des. mi-
roirs. mogtalliques, Les corps dont la température est élevée,
et. que 'an ploage dans un liquide, n'échauffent immédia-
tement que les parties de la masse qui sont en contact avec

leur surface. Les molécules, dont la distance a cette surface
L 3
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n'est pas extrémement petite, ne recoivent point de chaleur
directe; il n'en est pas de méme des fluides aériformes; les
rayons de chaleur s’y portent avec une extréme rapidité a
des distances considérables, soit qu'une partie de ces rayons
traverse librement les couches de I'air, soit que celles-ci se
" les transmettent subitement sans en altérer la direction.

34. ,

Lorsque le corps échauffé est placé dans un air qui con-
serve sensiblement une température constante, la chaleaur
qui se communique a l'air rend plus légere la couche de ce
-fluide voisine de la surface ; cette couche s'éleve d’autant plus
vite, qu'elle est plus échauffée, et elle est remplacée par une
autre masse d'air froid. II s'établit ainsi un courant d’air
dont la direction est verticale, et dont la vitesse est d’autant
plus grande, que la température du corps est plus élevée.
Clest pourquoi, si le corps se refroidissait successivement, la
vitesse du courant diminuerait avec la température, et la loi
du refroidissement ne serait pas exactementla méme que si le
‘corps était exposé & un courant d'air d’une vitesse constante.

‘ ' 35. '

Lorsque les corps sont assez échauffés pour répandre une
trés-vive lumiére, une partie de leur chaleur rayounante,
mélée a cette lumiere, peut traverser les solides ou les
liquides transparents; et elle est sujette a la force qui pro-
duit les réfractions. La quantité de chaleur qui jouit de cette
faculté est d'autant moindre, que les corps sont moins en-
flammés ; elle est, pour ainsi dire, insensible pour les corps
tres-obscurs’, quelque échauffés qu'ils soient. Une lame mince

et diaphane intercepte presque toutec la chaleur directe qui
sort d’'une masse metallique ardente ; mais elle s'échauffe
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a mesure que les rayons intercepteés s’y acchmulent; ou, si.

elle est formée d’eau glacée, elle devient liquide ; si.cette lame

de glace est exposée aux rayons d’un flambeau, elle laisse
passer avec la lumiére une chaleur sensible.

36. e

Nous avons pris pour mesure de la conducibilité extérieure
d’'un corps solide un coéfficient %, exprimant la quantité de,
chaleur qui passerait, pendant un temps déterminé (une
minute), de la surface de ce corps dans l'air atmosphérique,
en supposant que la surface ait une étendue déterminée (un
métre quarré), que la température constante du corps soit
1, que celle de l'air soit 0, et que la surface échauffée soit
exposée a un courant d’air d’une vitesse donnée invariable.
On détermine cette valeur de % par les observations. La quan-
tité de chaleur exprimée par le coéflicient se forme de deux
parties distinctes, qui ne peuvent étre mesurées que par des
expériences tres-précises. L’une est la chaleur communiquée
par voie de contact a l'air environnant; l'autre, beaucoup.
moindre que la premiere, est la chaleur rayonnante émise,
On doit supposer, dans les premieres recherches, que la
quantité de chaleur perdue ne change point, st l'on aug-
mente d’'une quantité commune et assez petite la tempéra-
ture du corps échauffé et celle du milieu.

37.

Les substances solides different encore , comme nous
I'avons dit, par la propriété qu'elles ont d’étre plus ou moins
perméables 4 la chaleur ; cette qualité est leur conducibilité
propre: nous en donnerons la définition et la mesure exacte,
apres avoir traité de la propagation uniforme et linéaire de
1a chaleur. Les substances liquides jouissent aussi de la facult¢

4
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de twansmettwe la chaleur de melicule 2 moléculg, ¢k la va--
leur numérique de leur conducibilité varie saivans l4 natuxe
de ces substances; mais. on en obsexve difficllement ['effet
dans les liquides, parce que leurs molécules changent de si-
tuation en changeant de température. Clest de ce déplace-
ment continuek que résulte prineipalement la propagasron
dela chaleur. toutes les fois que les parties infirieures de la
masse sont: les plus exposées a P'action, du foyer. Si, au con-
traive, on applique le foyer 3 la partie de.}a masse qui est la
plus élevée, comme. cela avait liew dans plusieurs de nos
expériences, la transmission de ba, chaleur, qui est treslente,
n'occasionne aucun déplacement, a2 moins que Faccroisse-
ment de la température ne diminue le volume, ¢e que Lon
remarque en eflet dans des cas singuliers voisins des chan-
gements d'évat.

A cet exposé des résultats principaux des observations,, il
faut ajouter une remarque générale sur Féquilibre des. tem-
pératures ; elle consiste en ce que les difiérents corps qui
sont placés dans un méme lieu, dont toutes les. parties sont
et demeurent- également échauffées, y acquitrent aussi use
température commune et permanente.

- Supposons que tous les points d'une masse M aient une -
température commune et constante @, qui est entretenue
par une cause quelconque : si 'on met un corps moindre m
en contact parfait avec la masse M, il prendra la tempéra-
ture commune a. A Ia vérité, ce résultat n'aurait liew rigou-
reusement qu'apres un temps infini ; mais le: sens préeis de.
la proposition est que si le corps m avait la température @.
avant d'étre mis en contact, il la comserverait sams aucumi

- N ' »
s



CHAPITRE I. - : ay

.changement. Il en serait de méme: d’'une multitude d’autres
corps, n, p, q, r, dont chacun serait mis séparément en
contact parfait avec la masse M ils acquerraient tous la tem-
pérature constante 4. Ainsi le thermometre étant successi-
vement appliqué aux différents corps m, n, p, ¢, r.... in-
diquerait cette méme température.

39.

L'effet dont il s'agit est indépendant du contact, et il au-
rait encore lieu, si le corps m était enfermé de toutes parts
dans le solide M, comme dans une enceinte , sans toucher
aucune de ses parties. Par exemple, si ce solide était une
enveloppe sphérique d’une certaine épaisseur, entretenue
par une cause extérieure a la température a, et renfermant
un espace entierement vide d’air, et si le corps m pouvait
étre placé dans une partie quelconque de cet espace sphé-
rique, sans qu'il touchat aucun point de la surface intérieure
de lenceinte, il acquerrait la température commune a,
ou plutét il la conserverait s'il Iavait déja. Le résultat se- -
rait le méme pour tous les autres corps n, p, ¢, r, soit
qu'on les plagit séparément ou ensemble dans cette méme
enceinte, et quelles que fussent d'ailleurs leur espéce et leur
figure.

4o.

De toutes les maniéres de se représenter l'action de la cha-
leur, celle qui parait la plus simple et la plus conforme aux
observations , consiste a comparer cette action a celle de
la lumiere. Les molécules éloignées les unes des autres se
communiquent réciproquement i travers les espaces vides

4.
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d'air ; leurs rayons de chaleur, comine les corps éclaireé:
transmettent teur lumidre.

Si dans une énceinte fermeée de toutes parts', et entr
par une cause extérieure 4 une température fixe a,
pose que divers corps sont placés sans qu’ils tou
cune des parties de I'enceinte, on gbservera des
férents  suivant que les corps mtrodults dans
vide d’air sont plus ou moins échauffés. Si I'on 1
un seul de ces corps, et qu’il ait la tempéra
I'enceinte, il enverra par tous les points de sa
de chaleur qu'il en recoit du solide qui l'en:
cet échange de quantltes égales qui le m:
premier état.

Si l'on introduit un second corps do-
soit moindre que &, il recevra d’abord ,
vironnent de toutes parts sans le tou:
chaleur plus grande que celle quiil
de plus en plus, et il perdra par sa

qu'auparavant. La température ini o3 Mo-
lement, s’approchera sans cesse . e la sar-
en sorte qu’'aprés un certain tem| o4 wme TE-
insensible.” L'effet serait contra oac [ masse
méme enceinte un troisieme co: - g almité de
rait plus grande que a. i sont
41 — ' e Sur

Tous les corps ont la prop’ . - : :::‘:yon
leur surface; ils en envoient ( —_— quelle
‘échauffés ; I'intensité des rayo cems T umsile
ment avec I'état de la superfic’ [ ’:' aplus

S rE——
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" 42.

Toutes les surfaces qui regoivent les rayons de la chaleur
des corps environnants, en réfléchissent une partie, et ad-
mettent I'autre : la chaleur qui n'est point réfléchie, mais
qui s'introduit par la surface, s'accumule dans le solide; et
tant qu'elle surpasse la quantité qui se dissipe par lirra-
diation, la température s'éleve.

. 43. o

Les rayons qui tendent & sortir des corps échauffés sons
arrétés vers la surface par une force qui en reéfléchit une
partie dans l'intérieur de la masse. La cause qui empéche
les rayons incidents de traverser la superficie, et qui divise
ces rayons en deux parties, dont l'une est réfléchie, et dont
Fautre est admise, agit de la méme maniere sur les rayons
qui se dirigent de l'intérieur du corps vers I'espace extérieur.

'Si en modifiant I'état de la surface, on augmente la force
avec laquelle elle réfléchit les rayons incidents, on aug-
mente en méme temps la faculté qu'elle a de réfléchir vers
Iintérieur du ¢orps les rayons qui tendent a en sortir. La
quantité des rayons incidents qui s'introduisent dans la
masse, et celle des rayons émis par la surface, sont égale-
ment diminuées.

44.

Si I'on plagait ensemble dans I'enceinte dont nous avons
parlé, une multitude de corps.éloignés les uns des autres et
inégalement échauffés, ils recevraient et se transmettraient
leurs rayons de chaleur, en sorte que dans cet échange
leurs températures varieraient continuellement, et ten-
draient toutes & devenir égales a4 la température fixe de
I'enceinte.
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Cet effet est précisément celui qui a lieu lorsque la cha-
leur se propage dans les corps solides; car les molécules qui
composent les corps sont séparées par des espaces vides
d'air, et ont la propriété de recevoir, d'accumuler et d’é-
mettre la chalear. Chacune d'elles envoie ses rayons de
toutes parts, et en méme temps elle regoit ceux des mole-
cules qui l'environnent.

: 45.

La chaleur envoyée par un point situé dans l'intérieur
d’une masse solide, ne peut se porter directernent qu'a une
distance extrémement petite; elle est, pour ainsi dire, inter-
ceptée par les particules les plus voisines; ce sont ces der-
niéres seules qui la recoivent immédiatement, et qui agissent
sur les points plus éloignés. Il n'en est pas de méme des
fluides aériformes; les effets directs de I'irradiation y devien-
nent sensibles a des distances trés-considérables.

46.

Ainst la chaleur qui sort dans toutes les directions d’une
partie d'une surface solide, pénetre dans lair jusqu’'a des
points forts €loignés; mais elle n'est émise que par les mo-
lécules du corps, qui sont extrémement voisines de la sur-
face. Un point d'une masse échauffée, placé a une tres-
petite distance de la superficie plane qui sépare la masse
de l'espace exteérieur, envoie a cet espace une infinité de
rayons; mais ils n’y parviennent pas entierement; ils sont
diminués de toute la quantité de chaleur qui s’arréte sur
les molécules solides intermédiaires. La partie du rayon
qui se dissipe dans l'espace est d’autant moindre, qu’elle
traverse un plus long intervalle dans la masse. Ainsi le
rayon qui sort perpendiculairement & la superficie a plus
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dntensité que celuf qui; partant do Wenté Poitit, buit wine
direetion bbligue; et les rayons. les plus uhhqnes sd'nt éuti&-

rement mterceptes oo
La méme conséquence s’applique i tous les pomts qui

' sont asset. voiskis de la saperficie Pour todcoutit a Térnis-

sion de la chaléur, il &n tésulte nédessaireinent qué bi guan-
tité totale de vhaleur qui sort de la surface Sous {a diredtiod
perperidiculaive est beaticodp plus grande que celle dorit W
thiréction est obligwe. Noits dvons soitrhls cette Yitkdtion 4
chlcal , et analyse fue noud e¢n Avohs fhite’ démontre Gqueé
Pitrtansité da rayoh ést propbirtictivetle au inu§ e Fanglé
qae ce rayon fait aveo Pélemivnt de a stface. Les expetieﬁeeé
avaient déja indiqud un teduleat semblable. -

Ce théordme exiritne Wre loi geﬂéthle dui 4 dhe ¢bn-
nexion névessaite aver léguitibre et le firode d'tiktion He' ta
ohateur. Si les rayons qui sortent’ dine strfice échatiffée
avaient la méme intensits dany toutés les divectiond; le thed
miométre qae l'on placerait durig uit des poifits’ 6é T'espade
términé de vous €6tés par une enceinte enttetehue ¥ e -
temperature constante, poutrait indigier une vertpdratenie
incomparablement plas grimde que ¢celle de-1'2nceinte. L&
vorps que l'on enferirersit dans cetee ericediate ne préh
drajent point une tevhpérature commurté , ainsi Gu'on' R
remaryue toufours ; celle qu'ils acquerraietit dépendtait da
liew qu'its eccuperaient, ou de leur fotuie, ot de cell‘es' aes
corps voisins.

On obwetverait ces rhémes r&ultan?s ou d’aﬁ‘tﬂé&‘ effers 84,
temment contraires a Fexpérdence vommurre , si 1'on admettuit
eatre les rayons qui sortent d'un mémeé pdint, des FappoYH:

x



3a THEORIE DE LA CHALEUR.

différents de ceux que l'on a énoncés. Nous avons reconnm
que cette loi est seule compatible avec le fait général de
I'équilibre de la chaleur rayonnante.

48.

_ Si un espace vide d'air est terminé de tous cités par une
enceinte solide dont les parties sont entretenues a une tem-
pérature commune et constante a, et si l'on met en un point
quelconque de I'espace un thermometre qui ait la tempéra-
ture actuelle a, il la conservera sans aucun changement. Il
recevra donc a chaque instant de la surface intérieure de
I'enceinte autant de chaleur qu'il lui en envoie. Cet effet des
rayons de chalenr dans un espace donné est, 4 proprement
parler, la mesure de la température : mais cette considéra-
tion suppose la théorie mathématique de la chaleur rayon-
nante. Si 'on place maintenant entre le thermométre et une
partie de la surface de I'enceinte un corps M dont la tempé-
rature soit a, le thermometre cessera de“recevoir les rayons
d'une partie de cette surface intérieure, mais ils seront rem-
placés par ceux qu'il recevra du corps interposé M. Un cal-
cul facile prouve que la compensation est exacte, en sorte
que l'état du thermomeétre ne sera point changé. Il n'en est
pas de méme si la température du corps M n'est pas égale a
celle de I'enceinte. Lorsqu'elle est plus grande, les rayons
que le corps interposé M envoie au thermométre et qui rem-
placent les rayons interceptés, ont plus de chaleur que ces
derniers; la température du thermometre doit donc s'élever.

Si,au contraire, le corps intermédiaire a une température
momdre que a, celle du thermomeétre devra s'abaisser ; car-
les rayons que ce corps intercepte sont remplacés par ceux
qu'il envoie, Cest-a-dire, par des rayons plus froids que cenx
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de l'enceinte, ainsi le thermometre ne regoit pas toute la
chaleur qui serait nécessaire pour maintenir sa témpéra-
ture a.

‘ 49- ,

On a fait abstraction jusqu'ici de la faculté qu'ont toutes
les surfaces de réfléchir une partie des rayons qui leur sont
envoyés. Si I'on ne considérait point cette propriété, on
n'aurait qu'une idée tres-incompléte de I'équilibre de la
chaleur rayonnante.

Supposons donc que dans la surface intérieure de I'en-
ceinte entretenue a une température constante, il y ait une
portion qui jouisse, 4 un certain degré, de la faculté dont il
s'agit ; chaque point de la surface réfléchissante enverra dans
T'espace detx espéces de rayons ; les uns sortent de l'intérieur
méme de la substance dont I'enceinte est formée, les autres
sont seulement réfléchis par cette méme sﬁrface, a laquelle
ils ont été envoyés. Mais en méme-temps que la surface
repousse a l'extérieur une partie des rayons incidents, elle
retient dans l'intérieur une partie de ses propres rayons. Il
s'établit a cet égard une compensation exacte, c'est-a-dire,
que chacun des rayons propres, dont la surface empéche
Iémission , est remplacé par un rayon réfléchi dune égale
intensite.

Le méme résultat aurait lieu si la faculté de réfléchir les
rayons affectait 3 un degré quelconque d’autres parties de
I'enceinte, ou la superficie des corps placés dans le méme
espace, et parvenus a la température commune.
~ Ainsi, la réflexion de la chaleur ne trouble point I'équi-
libre des températures, et n'apporte, pendant que cet équi-

5
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libre subsiste, aucun changement  la loi suivant laquelle
l'intensité des rayons qui partent d’'un méme point décroft
proportionnellement au sinus de l'angle d'émission.

: 50.

Supposons que dans cette méme enceinte, dont toutes les
parties conservent la température @, on place un corps isolé
M, et une surface métallique polie R, qui, tournant sa conca-
vité vers le corps, réfléchisse une grande partie des rayons
qu'elle en regoit; si I'on place entre le corps M et la surface
réfléchissante R, un thermomeétre qui occupe le foyer de ce
miroir, on observera trois effets différents, selon que Ia tem-
pérature du corps M sera égale a la températare commune
a, ou sera phus grande, ou sera moindre.

Dans le premier cas, le thermométre conserve la tempéra-
ture & ; il regoit, 1° des rayons de chaleur de toutes les par-
ties de I'enceinte qui ne lui sont point cachées par le corps
M ou par le miroir; 2° des rayons envoyés par le corps;
3° ceux que la surface R envoie au foyer, soit qu'ils viennent
de la masse m?me du mireir, soit que la surface les ait

“seulement réfléchis ; et parmi ces derniers on peut distinguer
ceux qui sont envoyés au miroir par la masse M, et ceax
qu'il recoit de I'encemte. Tous les rayons dont il s'agit pro-
viennent des surfaces qui, d’apres 'hypothése, ont une tem-
pérature commune a, en sorte que le thermometre est préci-
sément dans le méme état que si I'espace terminé parl'enceinte
ne contenait point d’autre corps que lui..

Dans le second cas, le thermometre placé entre le corps
échauffé M et le miroir, doit acquérir une température plus
grande que a. En effet, il regoit les mémes rayons que dans
la premiere hypothése ; mais il y a deux différences remar-
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quables : 'une provient de ce que les rayons envoyés par le
M au miroir, et réfléchis sur le thermometre, con-
tiennent plus de chaleur que dams le premier cas. L'autre
différence provient des rayons que le corps M envoie direc-.
tement an thermometre , et qui ont plus de chaleur qnauzpa-
ravant. L'une et Fautre eause, et principalement la premiere,
concourent a élever la température du thermometre.

Dans le troisieme cas, c'est-a-dire, lorsque la température
de la masse M est moindre que a, le thermomsetre doit
prendre aussi une température moindre que a. En effet, il
regoit encore toutes les espéces de rayons que nous avons.
distinguées pour le premier cas: mais il y en a deux sortes
qui contiennent moins de chaléur que dans cette premiere.
kypothése, savoir (ceax qui, envoyés par le corps M, sant'
réfléchis par le miroir sar:le thermometre, et ceux que le
méme vorps M lui envoje directement; Ainsi, le thermo-
metre me regoit pas toute'la chalear qui lui est nécessaire
pour conserver sa température primitive @. Il envoie plos
de chaleur qu'il n’en regoit. Il faut donc que sa température
s'abaisse jusqu’a cé que les rayons qu’il regoit ‘suffisent pour
compenser ceux qu'il perd. C'est ce dernier effet que 'on a
nommé la réflexion du froid, et qui, a proprement parler,
consiste daiis la véflexion dune chaleur trop faible. Le miroir
intercepte une certaine - q\;anme de’ chaleur, et la remplace
psr uge moindse quanmé .

) 5‘:.

Sl 'on place dans Tenecinte entretesac i une temperatum
constante & un corps M dont la températare @’ soit moindre
que @, kn présence de ce dorps fera baisser le thermometre
¢Xpos€ & ses rayons, et Fon doit remarquer qu'en genéral

5.
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ces rayons, envoyés au thermometre par la surface du corps
M, sont de deux especes, savoir ceux qui sortent de I'inté-
rieur de la masse M, et ceux qui, venant des diverses parties

de 'enceinte, rencontrent la surface M, et sont réfléchis sur.

le thermometre. Ces derniers ont la température commune
a, mais ceux qui appartiennent au corps M contiennent

moins de chaleur, et ce sont ces rayons qui refroidissent le.

thermometre. Si maintenant, en changeant I'état de la sur-
face du corps M, par exemple, en détruisant le poli, on
diminue la faculté qu'elle a de réfléchir les rayons incidents;
le thermometre s'abaissera encore, et prendra une tempé-

rature @’ moindre que a'..En effet, toutes les conditions.

seront les mémes qué dans le cas précédent, si ce n'est que
la masse M envoie une plus grande quantité de ses propres
_/rayons, et réfléchit une moindre quantité des rayons qu'elle.
recoit de I'enceinte; c'est-a-dire, que ces derniers, qui ont
la température commune, sont en partie remplacés par des
rayons plus froids. Donc, le thermometre ne regoit plus
autant de chaleur qu'auparavant.

Si, indépendamment de ce changement de la surface du
corps M, on place un miroir métallique propre a réfléchir.
sur le thermometre les rayons sortis de M, la_ temperature
prendra une valeur @” moindre que a'. En effet, le miroir
intercepte au thermometre une partie des rayons de len-
ceinte qui ont tous la température a, et les remplace par
trois especes de rayons; savoir: 1° ceux qui proviennent de
l'intérieur méme du miroir, et qui ont la température com-
mune; 2° ceux que diverses parties de I'enceinte envoient au
miroir avec cette méme température, et qui sont réfléchis
vers le foyer; 3° ceux qui, venant de I'intérieur du corps M,

,

-
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tombent sur le miroir, et sont réfléchis sur le thermométre,
Ces derniers ont une température moindre que a ; donc le
thermometre ne regoit plus autant de chaleur qu'il en rece-
vait avant que 'on ne plagit le miroir. '

Enfin, si lon vient & changer aussi I'état de la surface du
miroir, et qu'en lui donnant un poli plus parfait, on aug-
mente la faculté de réfléchir la chaleur, le thermométre
s'abaissera encore. En effet, toutes les conditions qui avaient
lieu dans le cas précédent subsistent. Il arrive seulement que
le miroir envoie une moindre quantité de ses propres rayons,
et il les remplace par ceux qu'il réfléchit. Or, parmi ces der-
niers, tous ceux qui sortent de l'intérieur de la masse M ont
moins d'intensité que s'ils venaient de l'intérieur du miroir
métallique ; donc, le thermomeétre régoit encore moins de
chaleur quauparavant; il prendra donc une température o
moindre que a™.

On explique facilement par les mémes principes tous les
effets connus de l'irradiation de la chaleur ou du froid.

' 5a. v

Les effets de la chaleur ne peuvent nullement étre com-
parés & ceux d’'un fluide élastique, dont les molécules sont
en repos. Ce serait inutilement que l'on voudrait déduire
de cette hypothese les lois de la propagation que nous expli-
quons dans cet ouvrage, et que toutes les expériences ont
confirmées. L'état libre de la chaleur est celui de la lumitre;
Ihabitude de cet élément est donc entiérement différente de
celle des substances aériformes. La chaleur agit de la méme
maniere dans le vide, dans les fluides élastiques, et dans les
masses liquides ou solides, elle ne s’y propage que par voie
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d’irradiation , mais ses effets sensibles differentselonla nature
des corps. -
53. . |

La chaleur est le principe de toute €lasticité; €'est sa force
répulsive qui conserve la figure des masses solides, et le vo-
lume des liguides. Dans les substanees solides, les molécules
voisines céderaient a leur attraction mutuelle, si son effet
n'était pas détruit par la chaleur qui les sépare. ,

Cette force €lastique est d’autant plus grande que la tesn-.
pérature est plus élevée; c'est pour cela que les corps se:
dilatent ou se condensent, lorsqu’on éléve ou Jorsqu’on ahaisse
leur température.

54.

- L'équilibre qui subsiste dans I'intérieur d'une masse solide
entre la force répuisive de la chaleur et l'attraction molécu-
laire est stable; cest-a-dire quiil se rétablit de hui-ménwe
lorsquil est tronblé par une cause accidentelle. Si les molé-
cules sont placees a la distance qui convenait a I'équilibre,
et si une force extérieure vient 3 augmenter cette distance
sans que la température soit changée, l'effet de l'attraction
eomimence a surpasser celui- de la chaleur, et raméne les
molécules a leur position primitive, aprés une” multitude
d’oscillations qui deviennent de plus en plus insensibles.

Un effet semblable s'opere en sens opposé lorsqu’une canse
meécanique diminue la distance primitive des molécules; telle
est Porigine des vibrations des corps somores ou flexibles, et
de tous les effets de leur élasticite.

55. |

Dans l'état liquide ou aériforme, la compression extérieure

" s'ajoute ou supplée a l'attraction moléculaire, et, s’exergant
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gsar les surfaces, elle ne s'oppose point au changement de
figure , mais seuleraent & celui du volume occupé. L'enrplo
du calcal ferait mieux connaitre comment la foree répulsive
de ia chaleur, opposée a lattraction des molécules ou 4 la
eompression extérieure, concourt a la composition des corps
solides ou liquides, formés d'vn ou plusieurs principes, et
détermine les propriétés €lastiques des flaides aériformes;
mais ces recherches n’appartiennent point a 'objet que nous
traitons, et rentrent dans les théories dynamiques.
586.

On ne peut douter que le mode d'action de 1a chaleur ne
comsiste toujours,, comme celui de la lumiere, dans la com-
munication réciproque des rayonms, et cette explication est
adoptée aujourd’hui de la plupart des physiciens; mais il
n'est point nécessaire de considérer les phénomenes sous cet
aspect pour établir la théorie de la chaleur. On reconmaitra,
dans le cours de cet ouvrage,. que les lois de I'équilibre de
la chaleur rayonnante et celles de la propagation, dans les
masses solides ou liquides, peuvent, indépendamment de
toute explication physique, ére rigoureusement démontrées
comme des conséquences nécessaires des observations com-

SECTION III.

Principe de la communication de la chaleur.

5.
Nous allons présentement examiner ce que les expériences
nous appremment sur la communication de la chaleur.
8i deux molécules égales sont formées de la méme sub-

'
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stance et ont la méme température, chacune d’elles regoit
de l'autre autant de chaleur qu'elle lui en envoie; leur action
mutuelle doit donc étre regardée comme nulle, parce que
le résultat de cette action ne peut apporter aucun change-
ment dans I'état des molécules. Si, au contraire, la premiére
est plus échauffée que la seconde, elle lui envoie plus de
chaleur qu'elle n'en regoit; le résultat de l'action mutuelle
est la différence de ces deux quantités de chaleur. Dans tous
les cas, nous faisons abstraction des quantités égales de
chaleur que deux points matériels quelconques s’envoient
réciproquement ; nous concevons que le point le plus échauffé
agit seul sur l'autre, et qu'en vertu de cette action, le
premier perd une certaine quantité de chaleur qui est ac-
quise par le second. Ainsi l'action de deux molécules, ou
la quantité de chaleur que la plus échauffée communique
a l'autre, est la différence des deux quantités qu'elles s'en-
voient réciproquement.
, 58. ‘

Supposons que l'on place dans l'air un corps solide ho-
mogene, dent les différents points ont actuellement des
températures inégales; chacune des molécules dont le corps
est composé commencera a recevoir de la chaleur de celles
qui en sont extrémement peu distantes, ou leur en commu-
niquera. Cette action s'exercant pendant le méme instant
entre tous les points de la masse, il en résultera un chan-
gement infiniment petit pour toutes les températures : le
solide éprouvera a chaque instant des effets semblables ; en
sorte que les variations de température deviendront de plus
en plus sensibles. Considérons seulement le systéme de deux
molécules égales et extrémement voisines, m et n, et cher-
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Lorsque les deux molécules, dont I'une transmet directe-
ment a 'autre une certaine quantité de chaleur, appartien-
nent au méme solide, 'expression exacte de la chaleur com-
mumquee est celle que nous avons donnée dans Tlarticle
précédent”: parce que les molécules étant extrémement voi-
sines , la différence des températures est extrémement petite.
Il n’en est pas de méme lorsque la chaleur' passe d'un corps

“solide dans un milieu aériforme. Mais les expériences nous
apprennent que si la différence est une quantité assez petite,
la chaleur transmise est sensiblement proportlonnelle a cette
différence, et que le nombre % peut, dans les premieres re-
cherches , étre considéré comme ayant une valeur constante,
propre & chaque état de la surface, mais mdependant de la
température. ,

61.

Ces propositions relatives a la quantité de chaleur com.
muniquée, ont été déduites de diverses observations. On
voit d’abord , comme une conséquence évidente des expres-
sions dont il s'agit, que si l'on augmentait d’'une quantité
commune toutes les températures initiales de la masse solide,
et celle du milieu ou elle est placée, les changements suc-
cessifs des températures seraient exactement les mémes que
si I'on ne faisait point cette addition. Or ce résultat est sen-
siblement conforme aux expériences ; il a été admis par les
premiers physiciens qui ont observé les effets de la chaleur.

: 62. :

Si le milien est entretenu 4 une température constante,
et si le corps échauffé qui est placé dans ce milieu a des di-
mensions assez petites pour que la température , en s'abais-
sant de plus en plus, demeure sensiblement la méme dans

*6.
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tous ses points, il suit des mémes propositions qu'il 'échap-
pera a chaque instant, par la surface du corps, une quantité
de chaleur proportionnelle & I'exces de sa température ac-
tuelle sur celle du milieu. On en conclut facilement, comme
on le verra dans la suite de cet ouvrage, que la ligne dont
les abscisses représenteraient les temps écoulés, et dont les
ordonnées représenteraient les températures qui correspon-
dent a ces temps, est une courbe logarithmique : or, lés ob-
servations fournissent aussi ce méme résultat, lorsque Pex-
cés de la température du solide sur celle du milien est une
quantlte assez petite.

63. ,

Supposons que le milien soit entretenu 2 la temperature
constante o, et que les températures initiales des différents
points a, b, ¢, d, etc. d'une méme masse soient a, 8, v, &, etc.
qu'a la fin du premier instant elles soierrt devenues o', §',y',
8, etc. qu'a la fin du deuxieme instant elles soient «’, p",
¥y & etc. ainsi de suite. On peut facilement conclure des
propasitions énoncées , que si les températares initiales des
mémes points avaient €té ga, g8, gy, d8, etc. (g étant un
nombre quelconque), elles seraient devenues, en vertu de
Yaction des différents points a la fin du premier instant, g/,
gh'; gy &%, etc., i la fin du second instant go', g¢', g%
g?, etc., ainsi de suite. En effet, comparons les cas' oit les
températures initiales des points @, b, ¢, d étaient a; B, y, &
avec celui ou elles sont 24,28,2y, 28, le milieu conservant,
dans Fun et l'autre cas, la température o. Dans la seconde
"hypothese , les différences des températures des deux points
quelconques sont doublesde ce qu'elles étaient dans la pre-
miere, et I'exces de la température de chaque point , sur celle

-
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de chaque molécule du milieu, est aussi double ; par conse-
quent la quantité de chalear qu'une molécule quelconcue en-
voie & une autre; ou celle qu'elle en recoit, est, dans la
seconde hypothése, double de ce qu'elle était dans la pre-
miere. Le changement que chaque point subit dans sa tempé-
rature étant proportionnel 4 la quantité de chaleur acquise,
il s'ensuit que, dans le second cas, ce changement est double
de ce qu'il était dans le premier. Or, on a supposé que la
température initiale du premier point, qui €tait «, devient o'
ala fin du premier instant; donc si cette température initiale
elit été 2a, et si toutes les autres eussent été doubles, elle
serait devenne 24'. Il en serait de méme de toutes les autres
molécules b, c, d, et I'on tirera une conséquence semblable,
si le rapport, au lieu d'étre 2, est un-nombre quelconque g.
1l résulte donc du principe de la communication de la cha-
leur, que si 'on augmente ou si 'on diminue dans une raison
donnée toutes les températures initiales,, on augmente oul'on
diminue dans la méme raison toutes les températures suc-
cessives. : : ' I
Ce résultat, comme les deux précédents, est confirmé par
les observations. Il ne pourrait point avoir lieu si la quantité
de chaleur qui passe d’'une molécule a uné autre n’était point,
en effet; proportionnelle 4 la différence des températures. -
On a observé avec des instruments prééis', les températures
permanentes des différents point d'une barre ou d'une armille
métalliques, et la propagation de la chalear dans ces mémes
corps et dans plusieurs autres solides de forme sphérique ou
cubique. Les résultats de ces expériences saccordent avec
ceux que 'on déduit des propositions précédentes. 1ls se-
raient entiecrement différents, si la quantité de chaleur trans-
mise par une molécule solide a une autre, ou & une molécule
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de Tair, n’était pas proportionnelle a I'exces de température.
1l est d’abord nécessaire de connaitre toutes les conséquences
rigoureuses de cette proposition ; par-la on détermine la par-
tie principale des quantités qui sont I'objet de la question.
En comparant ensuite les valeurs calculées avec celles que
donnent des expériences nombreuses et trés-précises,on peut
facilement mesurer les variations des coéfficients, et perfec-
tionner les premieres recherches.

SECTION 1IV.

Du mouvement uniforme et linéaire de la chaleur.

: 65.

On considérera, en premier lieu, le mouvement uniforme
de la chaleur dans le cas le plus simple, qui est celui d'un
solide infini compris entre deux plans paralleles.

On suppose qu'un corps solide formé d’'une substance ho-
mogéne est compris entre deux plans infinis et paralleles; le
plan inférieur A est entretenu, par une cause quelconque, a
une température constante @ ; on peut concevoir, par exemple,
que la masse est prolongée, et que le plan A est une section
communeau solide et a cette masse intérieure échauffée dans
tous ses points par un foyer constant; le plan supérieur B
est aussi maintenu, par une cause semblable, a une tempe-
rature fixe &, dont la valeur est moindre que celle de @ : il
s'agit de déterminer quel serait le résultat de cette hypothese
si elle etait continuée pendant un temps infini.

Si 'on suppose que la température initiale de toutes les
parties de ce corps soit &, on voit que la chaleur qui sort
du foyer A se propagera de plus en plus, et élevera la tem-
pérature des molécules comprises entre les deux plans;
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‘mais celle du plan supérieur ne pouvant, d'apres I'hypo-
these, étre plus grande que b, la chaleur se dissipera dans la
masse plus froide dant l¢ contact retient le plan B a la tem-
pérature constante . Le systéme des températures tendra
de plus en plus a un état final quil ne pourra: jamais
atteindre, mais qui aurait, comme on va le prouver, la pro-
priété de subsister lui-méme et de se conserver sans aucun
changement s'il était une fois formé.

. Dans cet état final et fixe que nous conanderans la tem-
pérature permanefite: d'un point du solide est évidemment
la méme pour tous les points d'une méme section parallele
i la base; et nous allons démontrer que cette température
fixe, qui est commune a tous les points d'une section inter-
médiaire’ décroit.en progression arithmétique depuis la base
jusqu’au plan supériear, c'est-a-dire, qu'en représentant les
tempeératires constantes @ et b par les ordonnées A« et B g,
(For. fig. 1), élevées perpendiculairement sur la distance AB
des deux plans, les températures fixes des couches intermé-
diaires seront représentées par les ordonnées de la droite AB,
qui joint les éxtrémités « et p; ainsi, en désignant par z la
hauteur d'une section intermédiaire ou la distance perpendi-
culaire au plan A, par ¢ la hauteur totale ou la distance AB,

et par ¢ la température de la section dont la ha.uteur est z,

on doit avoir lequatron v=a + b":“ z.

En effet si les temperatures étaient établies d’ abord sui-
vhmt cette loi, et si'les ‘surfaces extrémes A et B étaient tou-
jours retenues aux.tempeératures @ et b, il ne pourrait sur-
venir aucun changement dans I'état du solide. Pour s'en con-
vaincre, il suffira de comparer la quantité de chaleur qui
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traverserait une section intermédiaire A’ i celle qui, pen-
dant le méme temps, traverserait une autre section B'.

En se représentant que I'état final du solide est formé et
subsistant, on voit que la partie de la masse qui est au-des-
sous du plan A’ doit communiquer de la chaleur i la partie
~ qui est au-dessus de ce plan, pmsque cette seconde partie
est moins échauffée que la premiere.

Imaginons que deux points du solide m et m’', extréme-
ment voisins Tun de l'autre, et placés dune maniére quel-
conque, I'un m au-dessous du plan A', et I'autre.m’ au-dessus
de ce plan, exercent leur action pendant un instant . infini-
ment petit: le point le plus échauffé m communiquera i m’
une certaine quantité de chaleur qui traversera ce plan A'.
Soient.z, .y, z, les coordonnées rectangulaires du point m,
et z', y', 2, les coordonnées du'point 7’ ;.considérons encore
deux points n et ' extrémement voisins 'un de l'autre, et
placés, par rapport au plan B', de méme que m et m' sont
placés par rapport au plan A’: c'est-a-dire, qu'en désignant
par { la distance perpendiculaire des deux sections A'.et B/,
les ‘coordonnées du. point n: seront x, y, z+{, et celles du
point n' seront ', ', 2 + {; les deux distances mm' et nn’
seront égales ; de plus, la différence de la température ¢ du
point 7 a la température v du point 72 sera la méme que la
différence des températures des deux points z et »'. En effet,
cette premlere dlfference se determmera en substltuant zet

' o

b
ensuite z dans I equatlon générale v=a + 2% et retran-.
chant la seconde équation de la pvemlere,' on en conclura

. b—
e P —

a , . . T . -
(z—2). On trouvera ensuite, par les substitu-
; Ty . R
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tions de z + { et z'+ {, que I'exces de la température du point

. . .. b—a
n sur celle du point »’ a aussi pour expression — (z—2z').
e

I suit de 12 que la quantité de chaleur envoyée par le point
m au point m' sera la méme que la quantité de chaleur en-
voyé parle point z au point #’, car tous les éléments qui
concourent a déterminer cette quantité de chaleur transmise
sont les mémes.

Il est manifeste que I'on peut appliquer le méme raisonne-
ment a tous les systémes de deux molécules qui se commu-
niquent de la chaleur a travers la section A’ ou la section B';
donc, si 'on pouvait recueillir toute la quantité de chaleur
qui s’écoule, pendant un méme instant, a travers la section
A’ ou la section B, on trouverait que cette quantité est la
méme pour les deux sections.

Il en résulte que la partie du solide comprise entre A’ et
B’ recoit toujours autant de chaleur qu’elle en perd, et comme
cette conséquence s'applique 4 une portion quelconque de la
masse comprise entre deux sections paralleles, il est évident
qu'aucune partie du solide ne peut acquérir une température
plus é€levée que celle qu'elle a présentement. Ainsi, il est
rigoureusement démontré que I'état du prisme subsistera
continuellement tel qu'il était d’abord.

Donc, les températures permanentes des différentes sec-
tions d’un solide compris entre les deux plans paralléles infi-

nis, sont représentées par les ordonnécs de la ligne droite
b—a
(4

a B, et satisfont a I'équation linéaire v—=a + z,
66.

On voit distinctement, par ce ¢fui précede, en quoi consiste

la propagation de la chaleur dans un solide compris entre

7
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deux plans paralléles et infinis, dont chacun est maintenu a
une température constante. La chaleur pénetre successive-
ment dans la masse a travers la base inférieure : les tempé-
ratures des sections intermédiaires s'élevent, et ne peuvent
jamais surpasser ni méme atteindre entierement une certaine
limite dont elles s'approchent de plus en plus: cette limite ou
température finale est différente pour les différentes couches
intermédiaires, et elle décroit, en progression arithmétique,
depuis la température fixe du plan inférieur, jusqu’a la tem-
pérature fixe du plan supérieur.

Les températures finales sont celles qu'il faudrait donner
au solide pour que son état fit permanent ; 'état variable qui

le précede peut étre aussi soumis au calcul, comme on le
* verra par la suite; mais nous ne considérons ici que le sys-
téme des tempcratures finales et permanentes. Dans ce der-
nier état, il s'écoule, pendant chaque division du temps, a
travers une section parallele a la base ou une portion déter-
minée de cette section, une certaine quantité de chaleur qui
est constante, si les divisions du temps sont égales. Ce flux
uniforme est le méme pour toutes les sections intermeédiaires;
il est égal a celui qui sort du foyer et & celui que perd, dans
le méme temps, la surface supérieure du solide en vertu de
la cause qui maintient la température.
' 67.

11 s'agit maintenant de mesurer cette quantité de chaleur
qui se propage uniformément dans le solide, pendant un
temps donné,  travers une partie déterminée d’une section
parallele & la base: elle dépend, comme on va le voir, des
deux températures extrémes a et b, et de la distance e des
deux bases; elle varierait, si 'un quelconque de ces éléments
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venait & changer, les autres demeurant les mémes. Supposons
un second solide, formé de la méme substance que le premier,
et compris entre deux plans paralleles infinis, dont la distance
perpendiculaire est € (¥ oy. fig. 2) la base inférieure est entre-
tenue a la température fixe o', et la base supérieure, a la
température fixe &': I'un et l'autre solides sont considérés
dans cet état final et permanent qui a la propriété de se con-
server lui-méme des qu'il est formé. Ainsi la loi des tem-
pératures est exprimée , pour le premier corps, par I'équation

b—'a 9, . ’
v=a + ——z, et pour le second, par I'équation u=a'+

5 :“ z,v étant dans le premier solide, et « dansle second, la

température de la section dont z est la hauteur.

Cela posé, on comparera la quantité de chaleur qui, pen-
dant I'unité de temps, traverse une étendue égale a I'unité de
surface prise sur une section intermédiaire L du premier
solide, 4 celle qui, pendant le méme temps, traverse une
égale étendue prise sur la section L' du second, « étant la
hauteur commune de ces deux sections, c'est - a - dire, la dis-
tance de chacune d’elles a la ‘base inférieure. On considérera
dans le premier corps deux points n et n' extrémement voi-
sins, et dont l'un n est au-dessous du plan L, et I'autre »’
au-dessus de ce plan: z, y, z, sont les coordonnées de n ;
et 2, ', Z, les coordonnées de ', ¢ étant moindre que z,
et plus grand que z.

On considérera aussi dans le second solide I'action instan-
tanée de deux points p et p', qui sont placés, par rapport
~ 2 la section L', de méme que les points n et.n' par rapport a
Ja section L du premier solide. Ainsi, les mémes.coordon-

7.
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nées z,y, z, et &,y , z, rapportées a trois axes rectangu-
laires dans le second corps, fixeront aussi la position des
points p et p'.

Or, la distance du point » au point »’ est €gale i la dis-
tance du point p au point p', et comme les deux corps sont
formés de la méme substance, on en conclut, suivant le prin-
cipe de la communication de la chaleur, que l'action de # sur
#, ou la quantité de chaleur donnée par n a n’, et l'action
de p sur p', ont entre elles le méme rapport que les diffé-
rences de températures v—¢' et u —u'.

En substituant v, et ensuite ¢’ dans I'équation qui convient

. : b—
au premier solide, et retranchant on trouve v—¢'= ( ~ “)

(z—z2'), on a aussi, au moyen de la seconde équation,
’ b— ’ . .
u—u =(——-e—f> (z—2), donc le rapport des deux actions

dont il s'agit est celui de a—bya—t
e [

On peut concevoir maintenant plusieurs autres systémes
de deux molécules dont la premiere envoie a la seconde &
travers le plan L, une certaine quantité de chaleur, et chacun
de ces systémes, choisi dans le premier solide, pouvant étre
comparé a un systéme homologue placé dans le second, et
dont l'action s'exerce  travers la section L', on appliquera
encore le raisonnement précédent pour prouver que le rap-

port des deux actions est toujours celui de a:b 4’ :b

Or, la quantité totale de chaleur qui, pendant un instant,
traverse la section L, résulte de I'action simultanée d’une
multitude de systémes dont chacun est formé de deux
points; donc cette quantité de chaleur et celle qui, dans le
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second solide, traverse pendant le méme instant la section

1 . a— b 1 a’ — b,
L', ont aussi entre elles le rapport de a—
e [

Il est donc facile de comparer entre elles Iintensité des
flux constants de chaleur qui se propagent uniformément
dans I'un et I'autre solides, c'est-4- dire les quantités de cha-
leur qui, pendant I'unité de temps, traversent I'unité de sur-

face dans chacun de ces corps. Le rapport de ces deux inten-

., . . —b ", 1 .
sités est celui des deux quotients 2 — et 2 > Si les deux

quotients sont égaux, les flux sont les mémes, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs a, b, e; @, b, ¢ ; en général, en
désignant par F le premier flux, et par F' le second, on aura

F=(7):(F)
68.

Supposons que, dans le second solide, la température
permanente @' du plan inférieur soit celle de 'eau bouillante
1; que la température ' du plan supérieur soit celle de la
glace fondante o ; que la distance ¢’ des deux plans soit 'unité
de mesure (un meétre); désignons par K le flux constant de
chaleur qui, pendant I'unité de temps (une minute), traver-
serait I'unité de surface dans ce dernier solide, s'il était formé
d’'une substance donnée; K exprimant un certain nombre
d’'unités de chaleur, c’est-4-dire un certain nombre de fois la
chaleur nécessaire pour convertir en eau un kilogramme de
glace: on aura, en général, pour déterminer le flux constant
F, dans un solide formé de cette méme substance, I'équation

F a—b a—b
g=—— ou F=K —

La valeur de F est celle de la quantité de chaleur qui,




56 THEORIE DE LA CHALEUR.

Si I'on supposait que l'action d’'un point de la masse pit
s'étendre jusqu'a une distance finie ¢, il faudrait que I'épais-
seur des tranches extrémes, dont I'état est maintenu par la
cause extérieure, fut au moins égale a . Mais la quantité
¢ n'ayant en effet, dans I'état naturel des solides, qu’une
valeur inappréciable, on doit faire abstraction de cette épais-
seur ; et il suffit que la cause extérieure agisse sur chacune
des deux couches, extrémement petites, qui terminent le
solide. Cest toujours ce que l'on doit entendre par cette
expression; entretenir la température constante de la surface.

71.

Nous allons encore examiner le cas ou le méme solide
serait exposé, par I'une de ses faces, a l'air atmosphérique
entretenu a4 une température constante,

Supposons donc que ce plan inférieur conserve, en vertu
d’'une cause extérieure quelconque, la température fixe a, et
que le plan supérieur, au lieu d'étre retenu, comme précé-
demment, & une température moindre b, est exposé a lair
atmosphérique maintenu a cette tempeérature &, la distance
perpendiculaire des deux plans étant toujours désignée par
e : il s'agit de déterminer les temperatures finales.

En supposant que, dans I'état initial du solide, la tempé-
rature commune de ses molécules est & ou moindre que 5,
on se repreésente facilement que la chaleur qui sort inces-
samment du foyer A pénetre la masse, et éleve de plus en
plus les températures des sections intermédiaires; la surface
supérieure s'échauffe successivement, et elle laisse échapper
dans l'air une partie de la chaleur qui a pénétré le solide. Le
systéme des températures sapproche continuellement d'un
dernier €état qui subsisterait de lui-méme s'il était d’abord
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formé ; dans cet état final , qui est celui que nous considérons,
la température du plan B a une valeur fixe, mais inconnue,
que nous désignerons par 8, et-comme le plan inférieur A
conserve aussi une température permanente a, le systéme
des températures est représenté par l'équation geénerale

v=—a + &;iz', ¢ désignant toujours la temperature fixe de

la section dont la hauteur est z. La quantité de chaleur
qui s'écoule pendant l'unité de temps, a travers une surface
égale a2 l'unité et prise sur une section quelconque, est

k=B & désignant la conducibilité propre.

e

_ 1l faut considérer maintenant que la surface supérieure
B, dont la tempeérature est g, laisse échapper dans l'air une
certaine quantité de chaleur qui doit étre précisément égale
a celle qui traverse une section quelconque L du solide. S'il
n'en était pas ainsi, la partie de la masse qui est comprise
entre cette section L et le plan B ne recevrait point une
quantité de chaleur égale A celle qu'elle perd ; donc elle ne
conserverait point son état,ce qui est contre 'hypothese;
donc le flux constant de la surface est égal & celui qui tra-
verse le solide: or, la quantité de chaleur qui sort, pendant
l'unité de temps, de I'unité de surface prise sur le plan B,
est exprimée par & (B—5); b étant la température fixe de
lair, et % la mesure de la conducibilité de la surface B, on

doit donc former I'équation k“i_elé =h ((5' —b4), qui fera

connaitre la valeur de .

On en déduit a—p = ]3}‘%, équation dont le second
8
\
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membre est connu ; car les températures a et b sont données
ainsi que les quantités %, &, e.

En mettant cette valeur de  — g dans l'équati(‘m générale

—a4 B2 : g
v=a + S——z, on aura, pour exprimer les températures
hz(a—8)
he+k
dans laquelle il n’entre que des quantités connues et les
variables correspondantes ¢ et z.

72.

Nous avons déterminé jusqu’ici I'état final et permanent
des températures dans un solide compris entre deux surfaces
planes, infinies et paralléles, entretenues a des températures
inégales. Ce premier cas est, 3 proprement parler, celui de
la propagation linéaire et uniforme, car il n’y a point de
transport de chaleur dans le plan paralléle aux bases; celle
qui traverse le solide s’écoule uniformément, puisque la
valeur du flux est la méme pour tous les instants et pour
toutes les sections.

Nous allons rappeler les trois propositions principales qui
 résultent de I'examen de cette question; elles sont suscep-
tibles d'un grand nombre d’applications, et forment les pre-
miers éléments de notre théorie.

1° Si I'on é€leve aux deux extrémités de la hauteur e du
solide deux perpendiculaires qui représentent les tempéra-
tureg a et & des deux bases, et si 'on mene une droite qui
joigne les extrémités de ces deux premieres ordonnées, toutes
les températures intermédiaires seront proportionnelles aux
ordonnées de cette droite; elles sont exprimées par I'équa-

de toutes les sections du solide, I'équation a—¢v=
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tion générale a—9=<a—j—6)z,'v désignant la température
de la section dont la hauteur est z.

2° La quantité de chaleur qui s'écoule uniformément,
pendant I'unité de temps, & travers I'unité de surface prise
sur une section quelconque pagallele aux bases, -est R
toutes choses d’ailleurs égales, en raison directe de Ia
différence a—5 des températures extrémes et en raison
inverse de la distance e qui sépare ces bases. Cette quantité

de chaleur est exprimée par K . (“_:_'.b. , ou—K. %: ,en

déduisant de I'équation geénerale la valeur de :5—: qm est
constante; ce flux uniforme est toujours représenté pour
une substance donnée, et dans le solide dont il s'agit, par la
tangente de l'angle compris entre la perpendiculaire e et la
droite dont les ordonnées représentent les températures.

3° Sil'une des surfaces extrémes du solide étant toujours
assujétie 4 la température @, lautre plan est exposé a l'air
maintenu 4 une température fixe 4 ; ce plan en contact avec
lair, acquiert, comme dans le cas précédent, une tempéra-
ture fixe g, plus grande que b, et il laisse échapper dans
l’ail", a travers l'unité de surface, pendant I'unité de temps ,
une quantité de chaleur exprimée par % (8 —b), & désignant
la conducibilité extérieure du plan. .

Ce méme flux de chaleur % (B—5) est égal a celui qui
traverse le prisme et dont la valeur est K (a—8), on a donc

I'équation A (B;b)=K i “%B., qui donne la valeur de g,




Go THEORIE DE LA CHALEUR.

SECTION V.

Loi des températures permanentes dans un prisme d’une
petite épaisseur.
-
73.

On appliquera facilement les principes qui viennent d’étre
exposés a la question suivante, qui est tres-simple en elle-
méme , mais dont il importait de fonder la solution sur une
théorie exacte.

Une barre métallique, dont la forme est celle d'un parallé-
lipipéde rectangle d’'une longueur infinie, est exposée a I'ac-
tion d'un foyer de chaleur qui donne a tous les points de son
extrémité A une température constante. Il s'agit de déter-
miner les températures fixes des différentes sections de la
barre.

On suppose que la section perpendiculaire a 'axe est un
quarré dont le cdté 2/ est assez petit pour que I'on puisse
sans erreur sensible regarder comme égales les températures
des différents points d’'une méme section. L'air dans lequel
la barre est placée est entretenu a une température constante
0, et emporté par un courant d'une vitesse uniforme.

La chaleur passera successivement dans l'intérieur du so-
lide, toutes ses parties situées a la droite da foyer, et qui -
n’étaient point exposées immédiatement a son action, s’échauf-
feront de plus en plus, mais la température de chaque point
ne pourra pas augmenter au-dela d’'un certain terme. Ce
maximum de température n'est pas le méme pour chaque
section; il est en général d'autant moindre que cette section
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est plus €loignée de l'origine; on désignera par ¢ la tempé-
rature fixe d’'une section perpendiculaire & l'axe, et placée &
la distance x de T'origine A.

Avant que chaque point du solide ait atteint son plus
haut degré de chaleur, le systéme des températures varie
continuellement , et s'approche de plus en plus d'un état fixe,
qui est celui que I'on considere. Cet état final se conserverait
de lui - méme, il était formé. Pour que le systéme deg tem-
pératures soit permanent, il est nécessaire que la quantité de
chaleur qul traverse,, pendant I'unité de temps, une section
placée a la distance x de lorlgme, compense exactement
toute la chaleur qui s'échappe, dans le méme temps, par la
partie de la surface extérieure du prisme qui est située & la
droite de la méme section. La tranche, dont I'épaisseur est
dz, et dont la surface extérieure est 8 /dx, laisse échapper
dans l'air, pendant l'unité de temps, une quantité de chaleur
expnmee par 8 hlvdx, h étant la mesure de la conducibilité
extérieure du prisme. Donc en prenant l'intégrale /84 .lvd x

depuis x=o0 jusqua x= - 5» on trouvera la quantlte de cha-

leur qui sort de toute la surface de la barre pendant l'unité
de temps et si l'on prend la méme intégrale, depuis x=o
jusqu'a x=x, on aura la quantlte de chaleur perdue par la
partie de la surface comprise entre le foyer et la section
placée a la distance . Désignant par C la premiere intégrale
dont la valeur est constante, et par /8Al/vdx la valeur
variable de la seconde; la différence C— /8% lvdx expri-
mera la quantité totale de chaleur qui s’échappe dans l'air,
a travers la partie de la surface placée a la droite de la sec-
tion. D'un autre c6té, la tranche du solide, comprise eutre
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deux sections infiniment voisines placées aux distances x et
x + dz, doit étre assimilée a4 un solide infini, terminé par
deux plans paralleles, assujétis a des températures fixes v et
v + dv, puisque, selon I'hypothése, la température ne varie
pas dans toute I'étendue d'une méme section. L'épaisseur du
solide est dz, et I'étendue de la section est 47”: donc, la
quantité de chaleur qui s'écoule uniformément, pendant

l'unitgde temps, & travers ung section de ce solide, est,

dv

d’apreés les principes précédents,—4 7" k -, k étant la con-

ducibilité spécifique intérieure; on doit donc avoir lequauon
—40 k. ‘-;-;:C-—/8klvdx, oukl% =ahe.
74-

On obtiendrait le méme résultat, en considérant I'équilibre
de la chaleur dans la seule tranche infiniment petite, com-
prise ‘entre les deux sdections dont les distances sont x et
z + dx. En effet, la quantlte de chaleur qui, pendant l'unité
de temps, traverse la premiere section placée.a la distance

z, est—41° Ic Pour trouver celle qui s'écoule pendant le

méme temps, a travers la section suivante placée a la dis-
tance x + dx, il faut, dans l’expression pre’cédente, changer

z en x + dz, ce qui donne — 4!7° Ic +d d”)) Si I'on

retranche cette seconde expressnon de la premiere, on con-
naitra combien la tranche que terminent les deux sections,
acquiert de chaleur pendant l'unité de temps; et puisque
I'état de cette tranche est permanent, il faudra que toute
cette chaleur acquise soit égale a celle qui se dissipe dans
lair & travers la surface extérieure 8/dx de cette méme
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tranche; or, cette derniere quantité de chaleur est 8 lvdx;
on obtiendra donc la méme équation

Shivdz=410.kd (;L; oug’_x‘;=;;,,.

75. :
De quelque maniére que l'on forme cette €quation, il est
nécessaire de remarquer que la quantité de chaleur qui
pénétre dans la tranche dont I'épaisseur est dx, a une valeur

finie , et que son expression exacte est — 4 /°. k Z_.: Cette

tranche étant comprise entre deux surfaces, dont la premiere
a la température ¢, et la seconde une température moindre
7/, on apergoit d'abord que la quantité de chaleur qu'elle
regoit par.Ja premiere surface dépend de la différence v— ¢/,
et lui est proportionnelle; mais cette remarque ne suffit pas
pour établir le calcul. La quantité dont il s'agit n’est point
une différentielle: elle a une valeur finie, puisqu'elle équivaut
a toute la chaleur qui sort par la partie de la surface exté-
rieure du prisme qui est située a la droite de la section.
Pour s’en former une idée exacte, il faut comparer la tranche,
dont I'épaisseur est dx, a un solide terminé par deux plans
paralleles dont la distance est e, et qui sont retenus a des
températures inégales a et 4. La quantité de chaleur qui
pénetre dans un pareil prisme, a travers la surface la plus
échauffée, est en effet proportionnelle a la différence a—&
des tempeératures extrémes, mais elle ne dépend pas seule-
ment de cette différence : toutes choses d’ailleurs égales, elle
est d'autant moindre que le prisme a plus d’épaisseur, et en

’ 7 . 1 a—-b 9 .
général elle est proportionnelle 8 ——. Clest pourquoi la

quantité de chaleur qui pénetre par la premiére surface dans
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la tranche, dont I'épaisseur est dx,est proportionnelle a
v—v' ’
dx

Nous insistons sur cette remarque parce que l'omission
que Pon en avait faite a €ét€ le premier obstacle a I'éta-
blissement de la théorie. Em ne faisant point une analyse
compléte des éléments de la question, on obtenait une éqna-
tion non homogene, et, a plus forte raison, on n’aurait pu
former les équations qui expriment le mouvement de la cha-
leur dans des cas plus composés.

Il était mécessaire aussi d’introduire dans le calcul les
dimensions du prisme, afin de ne point regarder comme
générales les conséquences que I'observation avait fournies
dans un cas particulier. Ainsi 'on a reconnu par l'expérience
qu'une barre de fer, dont on échauffait I'extrémité, ne pou-
vait acquérir, 4 six pieds de distance du foyer, une tempéra-
ture d’'un degré (octogésimal); car, pour produire cet effet, il
faudrait que la chaleur du foyer surpassit beaucoup celle
qui met le fer en fusion ; mais ce résultat dépend de I'épais-
seur du prisme que I'on a employé. Si elle elit été plus
grande, la chaleur se serait propagée a une plus grande
distance, C'est-a-dire, que le point de la barre qui acquiert
une température fixe dun degré, est d’autant plus €loigné
du foyer que la barre a plus d'épaisseur, toutes les autres
conditions demeurant les mémes. On peut toujours élever
d’un degré la température°de l'extrémité d'un cylindre de fer,
en échauffant ce solide par son autre extrémiteé; il ne faut
que donner au rayon de la base une longueur suffisante ;
cela est, pour ainsi dire, évident, et d’ailleurs on en trouvera
la preuve dans la solution de la question (art. 78).
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76.
" L'intégrale de I'équation précédente est
V=Ae = * 4+Be ¥, A et B étant deux con-
tantes arbitraires; or, si l'on suppose la distance x infinie,

la valeur de la température v doit étre infiniment petite ;
‘ 2k :

—_—x *1 . 9. ) ’
donc le terme B e “?ne subsiste point dans I'intégrale;

x 2k

ainsi I'équation v—=Ae ! représente I'état permanent
du solide; la température a l'origine est désignée par la con-
stante A, puisqu’elle est la valeur de v lorsque z est nulle.

Cette méme loi suivant laquelle les températures décrois-
sent, est donnée aussi par l'expérience; plusieurs physiciens
ont observé les températures fixes des différents points
d’'une barre métallique exposée par son extrémité a I'action
constante d'un foyer de chaleur, et ils ont reconnu que les
distances a l'origine représentent les logarithmes, et les tem-
pératures les nombres correspondants.

77

La valeur numérique du quotient constant de deux tem-

pératures consécutives étant déterminée par l'observation ,

on en déduit facilement celle du rapport %: car, en dési-

gnant par v,, v,, les températures qui répondent aux dis-
tances x,, x,, on aura

—(x, —=x, ah 2k log. v, —log. »,
&_e ( ) ki Ou‘/‘k — \/—l

v, - X, —&,

Quant aux valeurs séparées de % et de k, on ne peut les
déterminer par des expériences de ce genre: il faut observer
aussi le mouvement varié de la chaleur.

9
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SECTION VL
De I Echauffement des espaces clos.

8r.

Nous ferons encore usage des théorémes de l'article 7a
dans la question suivante, dont la solution présente des ap-
plications utiles; elle consiste & déterminer le degré d'échauf-
fement des espaces clos.

On suppose qu'un espace d'une forme quelconque, rempli
d’air atmosphérique, est fermé de toutes parts, et que toutes
les parties de I'enceinte sont homogenes et ont une épais-
seur commune e, assez petite pour que le rapport de la
surface extérieure a la surface intérieure differe peu de I'u-
nité. L'espace que cette enceinte termine est échauffé par
un foyer dont I'action est constante; par exemple, au moyen
d’une surface dont I'étendue est ¢, et qui est entretenue a la
tempeérature petmanenge a.

On ne considére ici que la température moyenne de l'air
contenu dans I'espace, sans avoir égard a l'inégale distribu-
tion de la chaleur dans cette masse d’air; ainsi I'on suppose
que des causes subsistantes en mélent incessamment toutes
les portions, et rendent leur température uniforme.

On voit d'abord que la chaleur qui sort continuellement
du foyer se répandra dans lair environnant, et pénétrera
dans la masse dont l'enceinte est formée, se dissipera;en
partie par la surface, et passera dans l'air extérieur que 'on
suppose entretenu a une température moins élevée et per-
manente n. L'air intérieur s’échauffera de plus en plus; il en
sera de méme de l'enceinte solide : le systéme des tempéra-
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tures s'approchera sans cesse d'un dernier état qui est I'objet
de la question, et qui aurait la propriété de subsister de lui-
méme et de se conserver sans aucun changement, pourvu
que la surface du foyer ¢ fit maintenue a la température «,
et l'air extérieur a la température n.

Dans cet état permanent que l'on veut déterminer, l'air
intérieur conserve une température fixe m : la température
de la surface intérieure s de 'enceinte solide a aussi une va-
leur fixe a; enfin la surface extérieure s, qui termine cette
enceinte, conserve une température b moindre que @, mais
plus grande que . Les quantités q, a, 5, € et » sont connues,
et les quantités m, a et b sont inconnues.

Cest dans l'exces de la température m sur celle de I'air
extérienr n que consiste le degré de I'échauffement; il dépend
évidemment de I'étendue « de la surface échauffante et de
sa tempeérature «; il dépend aussi de I'épaisseur e de I'en-
ceinte, de I'étendue s de la surface qui la termine, de la
facilité avec laquelle la chaleur pénetre sa surface intérieure
ou celle qui lui est opposée; enfin de la conducibilité spé-
cifique de la masse solide qui forme l'enceinte; car si I'un
quelconque. de ces éléments venait a étre changé, les autres
demeurant les mémes, le degré de I'échauffement varierait
aussi. Il s'agit de déterminer comment toutes ces quantités
-entrent dans la valeur de m —n.

8a. .

L'enceinte solide est terminée par deux surfaces égales,
dont chacune est maintenue a une température fixe; chaque
élément prismatique du solide compris entre deux portions
opposées de ces surfaces, ét les normales élevées .sur le
contour des bases, est donc dans le méme état que s'il ap-
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m-—n=—q—m P, en désignant par P la quantité connue

°(8 4 8°4 &
s(h+/c+H)'

2(8 4854 8
)P _(“—”)s(h+x.+n)
1+P (8 8¢, &
I“"s(ﬁ"’T('"ﬁ)

85.

Ce résultat fait connaitre comment le degré de I'échauffe-

ment m —n dépend des quantités données qui constituent
r hypothese

Nous mdlquerons les prmcnpales consequences que l'on
en peut déduire.

1° Le degré de I'échauffement m-—r est en raison directe

de l'exces de la temperature du foyer sur celle de I'air exté-
rieur.

2° La valeur de m—n ne dépend point de la forme de

on en ¢onclut

m—n=(a—n

l'enceinte ni de sa capacité, mais seulement du rapport — = de

la surface dont la chaleur sort 4 la surface qul la regoit, et
de l'épaisseur e de I'enceinte.

Si l'on double la surface ¢ du foyer, le degré de I'échauf-
fement ne devient pas double, mais il augmente suivant une
certaine loi que I'équation exprime.

3o Tous les coéfficiens spécifiques qui réglent T'action de
la chaleur, savoir: g, K, H et 2, composent, avec la di-
mension e, dans la valeur de m—n, un élément unique

g + % + , dont on peut determxner la valeur par les ob-

servatlons.
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Si l'on doublait I'épaisseur e de l'enceinte, on aurait le
méme résultat que si 'on employait, pour la former, une
substance dont la conducibilité propre serait deux fois plus
grande. Ainsi 'emploi des substances qui conduisent diffi-
cilement la chaleur permet de donner peu d'épaisseur a I'en-

. U ’ » 13 e
ceinte; l'effet que I'on obtient ne dépend que du rapport X

4° Si la conducibilité K est nulle, on trouve m —n—u;
cest-a-dire que lair intérieur prend la température du
foyer: il en est de méme si H est nulle ou si % est nulle.
Ces conséquences sont d'ailleurs évidentes, puisque la cha-
leur ne peut alors se dissiper dans I'air extérieur.

.5° Les valeurs des quantités g, H, %4, K et «, que l'on
suppose connues, peuvent étre mesurées par des expé-
riences directes, comme on le verra par la suite; mais, dans
la question actuelle, il suffirait d’'observer la valeur de
m—n qui correspond a des valeurs données de o et de «,
et on sen servirait pour déterminer le coéfficient total

o
(a—n) N P

£+ %f + %, au moyen de I'équation m —n=

' z
’ I+ T p

dans laquelle p désigne le coéfficient cherché. On mettra
dans cette équation, au lieu de % et de «—n, les valeurs

de ces quantités, que l'on suppose données, et. celle de
m—n, que 'observation aura fait connaitre. On en déduira
la valeur de p, et I'on pourra ensuite appliquer la formule a
une infinité d'autres cas.
6° Le coéfficient H entre dans la valeur de m—n de la
méme maniére que le coéfficient % ; par conséquent I'état de
10
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la superficie, ou celui de I'enveloppe qui la couvre, procure
le méme effet, soit qu'il se rapporte a la surface intérieure
ou a la surface extérieure.

On aurait regardé comme inutile de faire remarquer ces
diverses conséquences, si 'on ne traitait point ici des ques-
tions toutes nouvelles, dont les résultats peuvent étre d'une
utilité immeédiate.

86.

On sait que les corps animés conservent une température
sensiblement fixe, que I'on peut regarder comme indépen-
dante de la température du milieu dans lequel ils vivent.
Ces corps sont, en quelque sorte, des foyers d'une chaleur
constante, de méme que les substances enflammées dont
la combustion est devenue uniforme. On peut donc, a
laide des remarques précédentes, prévoir et régler avec
plus d’exactitude I'élévation des températures dans les lieux
ou I'on réunit un grand némbre d’hommes. Si I'on y observe
la hauteur du thermometre dans des circonstances données,
on déterminera d’avance quelle serait cette hauteur, si le
nombre dhommes rassemblés dans le méme espace deve-
nait beaucoup plus grand.

A la vérité, il y a plusieurs circonstances accessoires qui
modifient les résultats, telles que l'inégale épaisseur des
parties des enceintes, la diversité de leur exposition, I'effet
que produisent les issues, 'inégale distribution de la chaleur
de l'air. On ne peut donc faire une application rigoureuse
des regles données par le calcul ; toutefois, ces régles sont
précieuses en elles-mémes, parce qu'elles contiennent les
vrais principes de la matiére : elles préviennent des raison-
nements vagues et des tentatives inutiles ou confuses.
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87.

Si le méme espace était échauffé par deux ou plusieurs
foyers de différente espece, ou si la premiere enceinte était
- elle-méme contenue dans une seconde enccinte séparée de
la premiére par une masse d'air, on déterminerait facile-
ment aussi le degré de I'échauffement et les températures
des surfaces.

En supposant qu'il y ait, outre le premier foyer ¢, une
seconde surface échauffée = dont la température constante
soit B, et la conducibilité extérieure j, on trouvera, en
conservant toutes les autres dénominations, I'équation sui-

vante :
Ll B__°.i> (x+a+31)
(% + % ktat:
a ] e I 1
1+(—§5+ s) (K"’ﬁ*’%)
si 'on ne suppose qu'un seul foyer o, et si la premiére en-
ceinte est elle-méme contenue dans une seconde, on repré-
sentera par S, &, k¥, H), les éléments de la seconde enceinte
qui correspondent a ceux de la premiere, que I'on désigne
par S. k. k. H, et 'on trouvera, en nommant p la tempé-
rature de l'air qui environne la surface extérieure de la
seconde enceinte, I'équation suivante :

m—n—

m— __a—n.P
P= 1+P

La quantité P repre'sente

(5 b"’ ge + £
s(& + H>+ s'(k"" + T

On trouverait un résultat semblable si I'on supposait trois
ou un plus grand nombre d’enceintes successives; et l'on en
10.
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conclut que ces enveloppes solides, séparées par Tair, con-
courent beaucoup a augmenter le degré de lechauffement

quelque petite que soit leur épaisseur.
88.

Pour rendre cette remarque. plus sensible, nous compare-
rons la quantité de chaleur qui sort de la surface d'un corps
échauffé, a celle que le méme corps perdrait, si la surface
qui I'enveloppe en était séparée par un mtervalle rempli
d’air.

Si le corps A est échauffé par une cause constante, en
sorte que la surface conserve la température fixe &, l'air
étant retenu a la température moindre a, la quantité de
chaleur qui s'échappe dans l'air pendant l'unité de temps,
a travers une surface égale a lunité, sera exprimée par
h (b—a), h étant la mesure de la conducibilité extérieure.
Donc, pour que la masse puisse conserver la température
fixe &, il est nécessaire que le foyer, quel qu'il soit, fournisse
une quantité de chaleur égale a 2 S (b—a), S désignant
I'étendue de la surface du solide.

Supposons que l'on détache de la masse A une tranche
extrémement mince qui soit séparée du solide par un inter-
valle rempli d’air, et que la superficie de ce méme solide A,
soit encore maintenue a la température . On voit que I'air
- contenu entre la tranche et le corps s'échauffera et prendra
‘une température @’ plus grande que a. La tranche elle-méme
parviendra a un état permanent et transmettra a l'air exté-
- rieur dont la température fixe est @ toute la chaleur que le
corps perd. Il s’ensuit que la quantité de chaleur sortie du
solide sera 4 S (b—a'), au lieu détre 2 S (b—a), car
on suppose que la nouvelle superficie du solide et celles qui
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terminent la tranche 'ont aussi la méme conducibilité exté-
rieure k. Il est évident que la dépense de la source de cha-
leur sera moindre queelle n'était d'abord. Il s'agit de con-
naitre le rapport exact de ces quantités.

- 89.

Soient e I'épaisseur de la tranche, m la température fixe
de sa surface inféricure, n celle de la surface supérieure et
K la conducibilité propre. On aura, pour I'expression de la
quantité de chaleur qui sort du solide par sa superficie,
kS (b—a). _

Pour celle de la quantité qui pénetre la surface inférieure
de la tranche 2 S (a'—m). .

Pour celle de la quantité qui traverse une section quel-

conque KS+—— (m—n) de cette méme tranche.

Enfin, pour celle de la quantité qui passe de la surface
supérieure dans l'air 2 S (n—a). .

Toutes ces quantités doivent étre égales, on a donc les
équations suivantes :

h (n—a)_.. = (m—n)

h (n—a)=h (@—m)

h(n—a)=h(b—a')

Si T'on écrit de plus I'équation identique & (n—a)=h
(n—a), et si on les met toutes sous cette forme :
n—a=—n—a
—_— he : -

m—n= 3 (n—a)
a—m=—n-—a

b—a=n—a
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on trouvera, en les ajoutant,
he
b—a=(n—a) (3 + %

La quantité de chaleur perdue par le solide était....
h S (b— a) lorsque sa superficie communiquait librement a
Tair, elle est maintenant 2 S (b—a') ou 2 S (n—a) qui équi-

b—a-
vaut a 2 S 3+’¢e
K

La premiére quantité est plus grande que la seconde, dans

€

le rapport de 3 + %— ar.

Il faut donc, pour entretenir a la température 4 le solide
dont la superficie communique immeédiatement a Fair, plus
de trois fois autant de chaleur qu’il n’en faudrait pour le
maintenir a la méme tempe'rature b, lorsque I'extréme sur-
face n'est pas adhérente, mais distante du solide d’'un inter-
valle quelconque rempli dair.

Si 'on suppose que I'épaisseur e est infiniment petlte, le
rapport des quantltes de chaleur perdues sera 3, ce qui au-
rait encore lieu si la conducibilité K était mﬁmment grande.

On se rend facilement raison de ce résultat, car la chaleur
ne pouvant s'échapper dans lair extérieur, sans pénétrer
plusieurs surfaces, la quantité qui s'en écoule doit étre d’au-
tant moindre que le nombre des surfaces interposées est
plus grand ; mais on n’aurait pu porter, a cet égard, aucun .
- jugement exact si I'on n'elit point soumis la question au
calcul.

~

90- :
On n’a point considéré, dans l'article précédent, l'effet de
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Pirradiation a travers la couche d’air qui sépare les deux
surfaces, cependant cette circonstance modifie la question,
puisqu’il y a une partie de la chaleur qui pénetre immédia-
tement au-dela de l'air interposé. Nous supposerons donc,
pour rendre l'objet du calcul plus distinct, que I'imtervalle
des surfaces est vide d’air, et que le corps échauffé est
couvert d'un nombre quelconque de tranches paralleles et
éloignées les unes des autres.

Si la chaleur qui sort du solide par sa superficie plane
entretenue i la température b, se répandait librement dans
le vide et était recue par une surface parallele entretenue a
une température moindre @, la quantité qui se dissiperait
pendant I'unité de temps a travers I'unité de superficie serait
proportionnelle 4 la différence —a des deux températures
constantes ; cette quantité serait représentée par H (b—a),
H étant une valeur de la conducibilité relative qui n'est
pas la méme que 4. .

Le foyer qui maintient le solide dans son premier état
doit donc fournir, dans chaque unité de temps, une quan-
tité de chaleur égale & HS (6—a). Il faut maintenant dé-
terminer la nouvelle valeur de cette dépense dans le cas ou
la superficie de ce corps serait recouverte de plusieurs tran-
ches successives et séparées par des intervalles vides d'air,
en supposant toujours que le solide est soumis a Paction
d'une cause extérieure quelconque qui retient sa superficie
a la température b. ' :

Concevons que le systéme de toutes les températures est
devenu fixe; soit m la température de la surface inférieure
de la premitre tranche qui est par conséquent opposée a
celle du solide, soient n la température de la surface supé-
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rieure de cette méme tranche, e son épaisseur, et K sa con-
ducibilité spécifique, désignons aussi par m,n, m’, n’,
m™, ", m", n=, etc. les températures des surfaces inférieure
et supérieure des différentes tranches, et par K, e, la con-
ducibilit¢ et I'épaisseur de ces mémes tranches, enfin sup-
posons que toutes ces surfaces soient dans un état sem-
blable a4 la superficie du solide, en sorte que la valeur du
coéfficient H leur soit commune.

La quantité de chaleur qui pénétre la surface inférieure
d'une tranche correspondante a l'indice quelconque i est

H S (n_,—m,), celle qui traverse cette tranche est
l_(e_S (r;—n,.), et la quantité qui en sort par la surface su-

périeure est H S (2,—n, ). Ces trois quantités, et toutes
celles qui se rapportent aux autres tranches, sont €gales;
on pourra donc former les équations en comparant toutes
les quantités dont il s'agit & la premitre d'entre elles, qui
est HS (b—m,); on aura ainsi, en désignant par j le nom-
bre des tranches : ‘

b—m,—=b—m,
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En ajoutant ces équations, on trouvera

b—a:(b—m)j(x + Eﬁf) . .

La dépense de la source de chaleur nécessaire pour entre-
tenir la superficie du corps A a la température & est

HS(b—a)

lorsque cette superficie envoie ses rayons a une surface fixe
entretenue i la température 5. Cette dépense est H S (b—m,)
lorsque I'on place entre la superficie du corps A et la sur-
face fixe entretenue a la température b un -nombre ;j de
tranches isolées; ainsi la quantité de chaleur que le foyer
doit fournir est beaucoup moindre dans la seconde hypo-
these que dans la premiére, et le rapport de ces deux quan-

1
tités est ](I + Bl%) Si I'on suppose que I'épaisseur e des

tranches soit infiniment petite, le rapport estiu La dépense

du foyer est donc en raison inverse du nombre des tran-
ches qui couvrent la superficie.
84.

L'examen de ces résultats et de ceux que I'on obtient
lorsque les intervalles des enceintes successives sont occupés
par lair atmosphérique explique distinctement pourquoi
la séparation des surfaces et I'interposition de I'air concou-
rent beaucm{p a contenir la chaleur.

Le calcul fournit encore des conséquences analogues
lorsqu’on suppose que le foyer est extérieur et que la chaleur
qui en émane traverse successivement les diverses enveloppes
diaphanes et pénetre l'air qu'elles renférment. C'est ce qui

] 11
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avait lieu dans les expériences ou I'on a exposé aux rayons
du soleil des thermometres recouverts par plusieurs caisses
de verre, entre lesquelles-se trouvaient différentes couches
d’air.

Clest par une raison semblable que la température des
hautes régions de I'atmosphere est beaucoup moindre qu'a
la surface dua globe. o

En général les théorémes concernant I'échauffement de
l'air dans les espaces clos s’étendent a des questions tres-
variées. Il sera utile d'y recourir lorsqu'on voudra prévoir
et régler la température avec quelque précision, comme dans
les serres, les étuves, les bergeries, les ateliers, ou dans
plusieurs etabllssements civils , tels que les hopitaux, les
casernes, les lieux d’assemblée.

On pourrait avoir égard, dans ces diverses applications,
aux circonstances accessoires qui modifient les conséquences
du calcul comme l'inégale épaisseur des différentes parties
de I'enceinte, l'introduction de l'air etc.; mais ces détails
nous écarteraient de notre objet prmcxpal qui est la de-
monstration exacte des principes généraux.

Au reste, nous n’avons considéré, dans ce qui vient d'étre
dit, que l'état permanent des températures dans les espaces
clos. On exprime aussi, par le calcul, I'état variable qui le
précéde, ou celui qui commence a avoir lieu lorsqu'on re-
tranche le foyer, et I'on peut connattre par-la comment les
proprietés speécifiques des corps que I'on emploxe, ou leurs
dimensions, influent sur les progres et sur la durée de
I'échautfement; mais cette recherche exige une analyse diffé-
rente, dont on exposera les principes dans les chapitres
suivants.
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SECTION VII

Du mouvement uniforme de la chaleur suivant les trois
) . .
dimensions.

85.

Nous n’avons considéré jusqu’ici que le mouvement uni-
forme de la chaleur suivant une seule dimension, il est
facile d’appliquer les mémes principes au cas ol la chaleur
se propage uniformément dans trois directions orthogonales.

Supposons que les différents points d'un solide compris
entre six plans rectangulaires aient actuellement des tem-
pératures inégales et représentées par I'équation linéaire
v=A+azx+ by+cz, x, ¥y, z, €tant les coordonnées
rectangulaires d’'une molécule dont la température est .
Supposons encore que des causes extérieures quelconques,
agissant sur les six faces du prisme, conservent a chacune
des molécules qui sont situées a la superficie, sa tempéra-
ture actuelle exprimée par l'équation générale

v=A+ax+ by +cz, (a)

nous allons démontrer que ces mémes causes qui, par hypo-
theése, retiennent les derniéres tranches du solide dans leur
état initial, suffisent pour conserver aussi la température
actuelle de chacune des molécules intérieures, en sorte
que cette température ne cessera point d'étre réprésentéd
par I'équation linéaire.

L'examen de cette question est un élement de la théorie
générale, il servira a faire connaitre les lois du mouvement
varié de la chaleur dans Vintérieur d'un solide d'une forme

Il
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quelconque, car chacune des molécules prismatiques dont
le corps est composé, est pendant un temps infiniment petit
dans un état semblable a celui quexprime [I'équation
lin€aire (a). On peut donc, en suivant les principes ordi-
naires de l'analyse différentielle, déduire facilement de la
notion du mouvement uniforme les équations genérales du
mouvement varie.
86.

Pour prouver que les extrémités du solide conservant
leurs températures il ne pourra survenir aucun changement
dans l'intérieur de la masse, il suffit de comparer entre elles
les quantités de chaleur qui, pendant la durée d'un méme
instant, traversent deux plans paralleles. Soit & la distance
perpendiculaire de ces deux plans que I'on suppose d’abord
paralleles au plan horizontal des x et y. Soient m et m’ deux
molécules infiniment voisines dont I'une est au-dessous du
premier plan horizontal et I'autre au-dessus; soient x, y, z,
les coordonnées de la premiére et &, ¥, z, les coordonnées
de la seconde. On désignera pareillement deux molécules
M et M infiniment voisines, séparées par le second plan
horizontal et situées, par rapport a ce second plan, de la
méme maniere que m et m' le sont par rapport au premier,
clest-a-dire, que les coordonnées de M sont x, y, z+ b, et
celles de M, sont &/, y', ' + 4. 1l est manifeste que la dis-
tance m m’ des deux molécules m et m' est égale a la distance
MM’ des deux molécules M et M’; de plus, soit » la tempé-
rature de m et ' celle de m/, soient aussi V et V' les tempé-
ratures de M et M, il est facile de voir que les deux diffé-
rences v— ' et V—V' sont égales; en effet, en substituant
d’abord les coordonnées de m et m’ dans I'équation générale
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=A+ax+by+ cz, on trouve
v—v=a(x—2)+ b(y—y)+c(z—2),

et, en substituant ensuite les coordonnées de M et M', on
trouve aussi V—V'=a (r—x') + b (y—y') + ¢ (z—2).
Or la quantité de chaleur que m envoie 4 ' dépend de la
distance m m’, qui sépare ces molécules, et elle est propor-
tionnelle 4 la différence »—' de leurs températures. Cette
quantité de chaleur envoyée peut étre représentée par

g (v—=2)dt;
la valeur du coéfficient ¢ dépend d’'une maniére quelconque
de la distance m m/, et de la nature de la substance dont le
solide est formé, d ¢ est la durée de l'instant. La quantité de
chaleur envoyée de M a M, ou l'action de M sur M' a aussi
pour expression ¢ (V—V') d ¢, et le coéfficient g est le
méme que dans la valeur ¢ (v—') d¢, puisque la dis-
tance MM’ est égale & m m' et que les deux actions s'ope-
rent dans le méme solide; de plus V—V' est égal 4 »— 1,
donc les deux actions sont égales.

Si I'on choisit deux autres points n et ' extrémement
voisins I'un de 'autre qui s'envoient de la chaleur a travers
le premier plan horizontal, on prouvera de méme que leur
action est égale a celles de deux points homologues N et N’
qui se communiquent la chaleur a travers le second plan
horizontal. On- en conclura donc que la quantité totale de
chaleur qui traverse le premier plan est égale a celle qui
traverse le second pendant le méme instant. On tirera la
méme conséquence de la comparaison de deux plans paral-
leles au plan des x et z, ou de deux autres plans paralléles
au plan des y et z. Donc, une partie quelconque du solide
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comprise entre six plans rectangulaires regoit, par chacane
des faces, autant de chaleur qu'elle en perd par la face op-
posée; donc il n'y a aucune portion du solide qui pmsse
changer de température.

87. :

On voit par la qu'il s'écoule & travers un des plans dont
il s'agit une quantité de chaleur qui est la méme a tous les
instants, et qui est aussi la méme pour toutes les autres
tranches paralleles.

Pour déterminer la valeur de ce flux constant, nous la
comparerons & la quantité de chaleur qui s’écoule uniformé-
ment dans un cas plus simple que nous avons déja traité.
Ce cas est celui d'un solide compris entre deux plans infinis
et entretenus dans un état constant. Nous avons vu que les
températures des différents points de la masse sont alors
représentées par I'équation »=A + cz,; nous allons dé-
montrer que le flux uniforme de chaleur qui se propage en
sens vertical dans le solide infini est égal & celui qui s'écoule
dans le méme sens a travers le prisme compris entre six
plans rectangulaires. Cette égalité a lieu nécessairement si le
eoéfficient ¢ de I'équation v==A + ¢ z, appartenant au pre-
mier solide est le méme que le coéfficient ¢ dans I'équation
plus générale v=—=A+ax+by+cz qui représente I'état
. du prisme. En effet, désignons par H dans ce prisme un
plan perpendiculaire aux z, et par m et . deux molécules
extrémement voisines I'une de l'autre dont la premiére m est
au-dessous du plan H, et la seconde est au-dessus de ce
plan, soient » la température de m dont les coordonnées
sont z, ¥, z, et w la température de . dont les coordonnées
sont £ + a, ¥ + B, 2+ y. Choisissons une troisieme molécule
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. ¢y dont les coordonnées soient x—a, y—8, z+ y, et dont
" la température soit désignée par w’. On voit que . et ¢’ sont
sur un méme plan horizontal, et que la verticale élevée sur
le milieu de la droite p i’y qui joint ces deux points, passe
-par le point m, ensorte que les distances m . et m u' sont
égales. L'action de m sur p ou la quantité de chaleur que la
premiére de ces molécules envoie a l'autre a travers le plan
H dépend de la difiérence v—w de leurs températures.
L'actioni de m sur p’ dépend de la méme maniére de la diffé-
rence v—w' des températures des molécules, puisque la
distance de m 2 p est la méme que celle de m & . Ainsi
en exprimant par g (v—w) l'action de m sur y pendant
Funité de temps, on aura ¢ (v—w') pour exprimer l'action
de m sur y, g étant un facteur inconnu, mais commun, et
qui dépend de la distance m . et de la nature du solide. Donc
la somme des deux actions exercées pendant I'unité de temps
est ¢ (v—w +v—o).

Si l'on substitue, au lieu de z, y et z, dans l'équation
générale v=A + ax + by + cz, les coordonnées de m et
ensuite celles de p et ', on trouvera

V—w=—aa—bg—cy
v—w=+aa+bp—cy

La somme des deux actions de m sur . et de m sur ' est
donc—2gqgcy. _

Supposons maintenant que le plan H appartienne au
solide infini pour lequel I'équation des températures est
w=A + cz, et que l'on désigne aussi, dans ee solide, les
molécules m, p et ' dont les coordonnées sont x, ¥, z,
pour la premitre,z +a, y + 8,z + v, pour la seconde, et

7
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x—a,y—B, 2+ y, pour la troisieme : on trouvera, comme
précédemment, v —w + v —w'=— 2 c y. Ainsi la somme.
des deux actions de m sur . et de m sur ', est la méme dans
le solide infini que dans le pnsme compns evitre six' plans
rectangulaires, :

On - trouverait un résultat semblable, si 'on considérait
Paction d’'un autre point n inférieur au plan H sur deux
autres v'et v, placées 4 une méme hauteur au-dessus du plan.
Donc, la somme de toutes les actions de ce genre, qui's’exer-
cent a travers le plan H, c'est-a-dire, la quantité totale de
chaleur qui, pendant T'unité de temps, passe au-dessus de
cette surface, en vertu de l'action des molécules extréme-
ment voisines qu'elle sépare, est toujours la méme dans I'un
et l'autre solide.

95 o

Dans le second de ces corps qui est terminé par deux
plans infinis et pour lequel I'équation des températures est
v=A + c z, nous savons que la quantité de chaleur écoulée
pendant l'unité de temps a travers une surface égale a I'unité
~ et prise sur une section horizontale quelconque est —c K,
c étant le coéfficient de .z, et K la conducibilité spécifique ;
donc, la quantité de chaleur qui, dans le prisme compris
entre six plans rectangulaires, traverse pendant l'unité de
temps, une surface égale a 'unité et prise sur une section
horizontale quelconque est aussi — ¢ K, lorsque I'équation
linéaire qui représente les températures du prisme est

v=A+ax+by+caz

On prouve de méme que la quantité de chaleur qui, pen-
dant I'unité de temps, s'écoule uniformément a travers une
unité de surface prise sur une section quelconque perpendi-
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culaire aux x, est exprimée par —a K, et que la chaleur
totale qui traverse, pendant l'unité de temps, l'unité de sur-
face prise sur une section perpendiculaire aux y, est exprimée
par—b6K. T

Les théorémes que nous avons démontrés:dans cet article
et dans les deux précédents, ne supposentpoint que Faction
directe de la chaleur soit bornée dans l'intérieur de la masse
a une distance extrémement petite, ils auraient encore lien
si les rayons de chaleur, envoyés par chaque molécule, pou-
vatent. pénétrer immédiatement jusqu’a une distance assez
considérable, mais il serait nécessaire, dans ce cas, ainsi que
nous l'avons remarqué. dans l'article 70, de supposer que la
cause qui entretient les températures des faces du solide,
affecte une partie de la masse jusqu’a une profondeur finie.

e (o . ; .

"t " SECTION VIIL

Mesure du mouvement de la chaleur en un point donné
- d'une masse solide. |

-
"

, : , 6.

Il nous reste encore a fairg connaitre un des principaux
€léments de la théorie de la chaleur, il consiste a définir et a
mesurer exactement la quantité de chaleur qui s'écoule en
chaque point d’'une masse solide & travers un plan dont la
direction est donnée. : ,

Si la chaleur est inégalement distribuée entre les molécules
d’'un méme corps, les températures de chaque point varie-
ront 4 chaque instant. En désignant par ¢ le temps écoulé,

et par v la température que régoit apres le temps ¢ une mo-
: 12
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lécule infiniment petite m, dont les coordonnées sont z, ¥, z;
I'état variable du solide sera exprimé par une équation sem-
blable a- la suivante v=F (z, ¥, z, ¢). Supposons que la
fonction F soit donnée, et que par conséquent on puisse
déterminer, pour chaque instant, la température d'un point
quelconque; concevons que par le point . an mene un plan
horizontal parallele a celui des x et y, et que sur ce plan on
trace un cercle infiniment petit », dont le centre est en m ;
il s'agit de connaitre quelle est I3 quantité de chaleur qui,
pendant l'instant & ¢, passera a travers le cercle w de la partie
du solide qui est inférieure au plan dans:la partie supé-
rieure. Tous les points qui sont extrémement voisins du
“point m, et qui sont au-dessous du plan, exercent leur
action pendant l'instant infiniment petit 4 ¢, sur tous ceux
qui sont au-dessus du plan et extrémement voisins du point
m, c'est-a-dire, que chacun de ces points placés d'un méme
coté du plan, enverra de la chaleur a chacun de ceux qui
sont placés de l'autre c6té. On considérera comme positive
" I'action qui a pour effet de transporter une certaine quan-
tité de chaleur au-dessus du plan, et comme négative celle
qui fait passer de la chaleur au-dessous du plan. La somme
de toutes les actions partielles qui s’exercent a travers le
cercle w, cest-a-dire, la somme de toutes les quantités de
chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle,
passent de la partie du solide qui est inférieure au plan
dans la partie supérieure, composent le flux dont il faut
trouver I'expression. .
Il est facile de concevoir que ce flux ne doit. pas étre le
méme dans toute I'étendue du solide, et que si en un autre
point /2’ on tragait un cercle horizontal ' égal au précédent,
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les deux quantites de chaleur qul g'élevent au-dessus de ces
plans o et o pendant le méme instant pourraient n’étre
point égales; ces quantités sont comparables entre elles et
leurs rapports sont des nombres que I'on peut facilement
défern}}ner TR NN o o
IR , 97 | . o

Nous connalssons de]a la valeur du flux constant pour le
cas du monyement lmean'e et un;forme ainsi daps;yn solide
compms entre deux plans horlzoqtaux infinis dont l'un est
entretenu i ld - temperature a, et lautre 4 la temperature b,
le flux de chaleur est le méme pour chaque partie de la
masse; on peut le considérer comme ayant lieu dans le sens
vertical seulement. Sa valeur cdrrespond‘ante a l'unité de

surface et & lunité de temps estK <——) , € de51gnant la

!

dlstance perpendlculalre des dqnx plans, et K la condumbl-
llte ‘spécifique; les températures des différents points du

t

sobde sont expnmees par I'équation 'v—a——'(a:b) z

Lorsqu ils agnt d'un sohde com‘pns entre six plans rectan-
gulaires paralfeles deux a deux, et lorsque les temperatures
des différents ‘poitits ‘sont expmmees par I'équation linéaire
v=A+ax+ by + cz, la propagation a lieu en méme
temps selon les trois directions des x, desy et des z; la
quantité de chaleur qui s'écoule & travers une porticn déter-
minée d'un plan parallele j celui des.z et y, .est la méme
dans toute I'étendue'du prisme; sa-valéur: correspondante &
lunité de surface_et & l'unité de temps est —c K, dans le
sens des z, elle est — 4 K, dans le sens des y,et—ak,
dans.celui des z. - * ' ¢ ’ :

13,
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En général la valeur du flux vertical, dans les deux cas
que I'on vient de citer , ne dépend que du coéfficient de z et
de la conducibilité spécifique K; cet;e valeur - est toujours

egalea—K— : :

L’expression de la quantité de chaleur qui, pendant I'in-
stant d ¢, s'écoule A travers un cercle horizontal infiniment
petit, dont la surface est o, et passe ainsi dela partie du
solide qui est inférieure au plan du cercle, dans la partie
supérieure, est, pour lgis Jdet}x' cas dv:o'nlt' ;il;s’agitz’r— Kj—:(m d.

Il est aisé maintenant de géméraliser: ce résultat et de
reconnaitre- qu’il a lieu quel que soit le mouvement varié de
la chaleur exprimé par lequatmn v=F (2,7, 2,¢).

En effet, désignons par &, ¥, 2, les coordonnées du point
m, et sa temhpérature actuelle par 2. Soient'z” + ¥,y + »,
Z + ¢, les coordonnées d’un point y infiniment voisin du
point m et dont la température est w; £, n, ¢, sont des
quantités infiniment petites ajoutées aux coordonnées ', ', z’;
elles déterminent la position des molecules infiniment voi-
sines du pomt m, par rapport a trois axes rectangula.lres,’
dont Porigine est en m, et qui seraient paralleles aux axes
des z, des y, et des z. En diffe'rentiant I'équation .

v=f (%, 7> % t),
et remplagant les différentielles .par £, », ¢, on aura, pour
exprimer la valeur de- W, qm eqmvaht av+do, l’équa—
tion linéaire w = o' 4 22 — = E—I— dy P 7z L'., les coéfficients

, dv' do' dv' )
YT Ty T sont des fonctions de x, y, z, £, dans
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lesquelles on a mis pour z, y, z, les valeurs données et con-
stantes Z, y', Z, qui convierment au point m.

Supposons que le méme point m appartienne aussi a4 un
solide compris entre six plans rectangulaires, que les tem-
peératures actuelles des points de ce prisme, qui a des di-
mensions finies, soient exprimées par l'équation linéaire
w=A+at+bn+cl; et que les molécules placées sur
les faces qui terminent le solide soient retenues par une
cause extérieure a la température qui leur est assignée par
l'équation linéaire. &, », {, sont les coordonnées rectangu-
laires d’une molécule du prisme, dont la température est
‘w, et qui est rapportée aux trois axes dont l'origine est
en m.

Cela posé, si 'on prend pour valeurs des coéfficients
constants, A, a, b, ¢, qui entrent dans I'équation du prisme
les quantités v, %, %, % , qui appartiennent a I'équa-
tion différentielle ; I'état du prisme exprimé par I'équation

, dv' dv' d' e ’e
W=7 +——§+ " + -z, coincidera, le Plus quil
est possible, avec 'état du solide; C'est-a-dire, que tontes
les molécules infiniment voisines du point 7 auront la méme
température , soit qu'on les considere dans le solide ou dans
le prisme. Cette coincidence du solide et du prisme est en-
titrement analogue a celle des surfacés courbes avec les plans
qui les touchent. '

Il est évident, d’apres cela, que la quantité de chaleur qui
s'écoule dans le solide a travers le cercle w, pendant I'in-
stant 4 ¢, est ]a méme que celle qui s'écoule dans le prisme
a travers le méme cercle; car toutes les molécules dont I'ac- -
tion concourt 4 l'un et & l'autre effet, ont la méme tempé-
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rature dans les deux solides. Donc, le flux dont il s'agit a

- . ’ . [ : . . - d .
pour expression, dans I'un’et I'autre solide, —K -d—:- wdt
Il serait — K % o d t, sile cercle », dont le centre est m,

était perpendiculaire a I'axe des y, et — K % ® d t, si ce
cercle était perpendiculaire a 'axe des z.

La valeur du flux que I'on vient de déterminer varie dans
le solide d’un point 4 un autre, et elle varie aussi avec le
temps. On pourrait concevoir qu'elle a, dans tous les points
de I'unité de surface, la méme valeur qu'au point m, et
quelle conserve cette valeur pendant l'unité de temps; alors

. . ’ d'v . . d’l)
le flux serait exprimé par — K — , il serait — K 2y dans

le sens des y, et — K Z—-: dans celui des x. Nous employons

ordinairement dans le calcul cette valeur du flux ainsi rap-
portée a I'unité de temps et a 'unité de surface.

99

Ce théoréme sert en général a mesurer la vitesse avec
laquelle la chaleur tend a traverser un point donné d'un
plan situé d'une maniére quelconque dans l'intérienr d'un
solide dont les températures varient avec le temps. Il faut,
par le point donné m, élever une perpendiculaire sur le
plan_et élever en chaque point de cette perpendiculaire des
ordonnées qui représentent les températures actuelles de ses
différents points. On formera ainsi une courbe plane dont
Paxe des abscisses est la perpendiculaire. La fluxion de I'or-
donnée de cette courbe, qui répond au point m, étant prise
avec un signe contraire, exprime la vitesse avec laquelle la
chaleur se porte au-dela du plan. On sait que cette fluxion
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de I'ordonnée est la tangente de I'angle formé par l’element
de la courbe avec la parallele aux abscisses.

Le résultat que I'on vient d’exposer est celui dont on fait
les applications les plus fréquentes dans la théorie de la cha-
leur. On ne peut en traiter les différentes questions sans se
former une idée tres-exacte de la valeur du flux en chaque
point d’'un corps dont les températures sont variables. Il-est
nécessaire d'insister sur cette notion fondamentale : 'exemple
que nous allons rapporter indiquera plus clairement 'usage
que l'on en fait dans le calcul.

100.

Supposons que les différents points d’'une masse cubique
dont le c6té est ; =, aient actuellement des températures
inégales représentées par I'équation »==cos. x. cos. y. cos. z.
Les coordonnées x, ¥, z, sont mesurées sur trois axes rec-
tangulaires dont l'origine est au centre du cube, et qui sont
perpendiculaires aux faces. Les points de la surface exté-
rieure du solide ont actuellement la température o, et I'on
suppose aussi que des causes extérieures conservent i tous
ces points leur température actuelle o. D'apres cette hypo-
these, le corps se refroidira de plus en plus, tous les points
- situés dans l'intérieur de la masse auront des températures
variables et, apres un temps infini, ils acquerront tous la
température o de la surface.

Or, nous démontrerons, par la suite, que I'état variable
de ce solide €st exprimé par I'équation

v=e~8‘ CoS. &. CQs. Y. COS. Z,

le coéfficient g est égal a ?}D ,» K est la conducibilité spéci-
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fique de la substance dont le solide est formé, D est la den-
sité, et C la chaleur spécifique; ¢ est le temps écoulé.

Nous supposons ici que 'on admet la verité de cette équa-
tion, et nous allons examiner I'usage que 'on en doit faire
pour trouver la quantité de chaleur qui traverse un plan
donné paralléle & I'un des plans rectangulaires.

Si, par le point m, dont les coordonnées sont z, ¥, z, on
mene un plan perpendiculaire aux z, on trouvera, dapres
- Particle précédent, que la valeur du flux, en ce point et &

-dv ' .
travers le plan, est — K ——,ouK e~¢ cos. z. cos. y. sin. z.

La quantité de chaleur qui traverse, pendant linstant d ¢,
un rectangle infiniment petit, situé sur ce plan et qui-a pour
cotés d x et dy, est

 Ke—¢‘cos.x. cos.y. sin.z. dxdy dt.
Ainsi la chaleur totale qui, pendant l'instant d ¢, traverse
'étendue entiére du méme plan, est

K e—¢¢sin. z. dt/‘cos.x cos.y dx dy,

la double intégrale €tant prlse depuls Z =+— 1 x, jusqua
&= 1=, et depuis y = — ; =, jusqua y = ; =. On trou-
vera donc, pour l’expression de cette chaleur totale,
4Ke—¢tsin. z. d t.
Si I'on prend ensuite l'intégrale par rapport 21' t, depuis
t=o0 jusqu’ii t=t, on trouvera la quantité de chaleur qui
a traversé le méme plan depuis que le refroidissement a

commencé , jusquau jnoment actuel Cette lntegrale est

%{ sin. z (1—e~¢*), elle a pour valeur 4 la surface

4K

v (r—e—¢),
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en sorte quapres un temps infini- la quantité de chaleur

4K

perdue par lune des faces, est—- Le méme ralsonnement

s'appliquant a chacune des six faces, on conclut que le solide

a perdu par son refroidissement complet une chaleur totale

dont la’ quantlte ~est -‘-‘5-’5- ou:8 C D, puisque g équivaut

Cette chaleur totale, qm se dlsste pendant la durée du

refrond:ssement, doxt étre en effet indépendante de; la, condus
cibilit¢ propre K, qui ne peut influer que-syr'le plus ou
moins de vitesse du refroidissement.
100. .
On peut déterminer d’'une autre maniére la quantité de
chaleur que le solide perd pendant un temps donné, ce qui
servira, en quelque sorte, a vérifier le calcul précédent. En
effet la masse de la molécule rectangulaire, dont les dimen-
sions sont dx, dy, dz, est D. dx dy dz, par consé-
quent la quantité de chaleur qu'il faut lui donner pour la
- porter de la température o i celle de 'eau bouillante est
CD.dx dy dz, et sl fallait élever la molécule a la tem-
pérature v, cette chaleur excédente seraitv CD dx dy dz.
Il suit de la que pour trouver la quantité dont la chaleur
du solide surpasse, apres le temps ¢, celle qu'il contiendrait
a la température o, il faut prendre l'intégrale multiple
[ (vC.Ddxz.dy.dz),entre les limites t =— ; =, z=1% =,
———n,y——w, Z==— Wy T = T
On trouve ainsi, er mettant pour v sa valeur, savoir :

e—8°cos.x cos.y cos. z,

que Vexces de la chaleur actuelle sur celle qui convient a la
13
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températire o est 8 C.D (1—e~#); ou, aprés un temps
infini, 8 C.D, comme on I'a trouvé précédemment.

Nous avons exposé, dans cette introduction, tous les élé-
ments qu'il est nécessaire de connaitre pour résoudre les
diverses questions relatives au mouvement de la chaleur
dans les corps solides, et nous avons donn€ des applications
de ces principes, afin de montrer la maniére de les employer
dans le calcul; I'usage le plus important que I'on en puisse
faire est d’en déduire les équations générales de'la propaga-
tion de la chaleur, ce qm est I'objet du chapitre suivant.




CHAPITRE IL

éQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR.

SECTION PREMIERE.

Equation du mowvement varié de la chaleur dans une
armille.

IOI.

Ox pourrait former les équations générales qui représentent
le mouvement de la chaleur dans les corps solides d'une
figure quelconque, et les appliquer aux cas particuliers. Mais
cette méthode entraine quelquefois des calculs assez compli-
qués que I'on peut facilement éviter. Il y a plusieurs de ces
questions qu'il est préférable de traiter d'une maniére spé-
ciale, en exprimant les conditions qui leur sont propres;
nous allons suivre cette marche et examiner séparément les
questions que l'on a énoncées dans la premiére section de
I'introduction ; nous nous bornerons d'abord a former les
équations différentielles, et nous en donnerons les mtegr&les
dans les chapitres suivants.
102.

On a déja considéré le mouvement uniforme de la chalear
dans une barre prismatique d’une petité épaisseur et dont
I'extrémité est plongée dans une source constante de chaleur.
Ce premier cas ne présentait aucune difficulté, parce qu'il
ne se rapporte qu'a I'état permanent des températures, et

i 13.
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que I'équation qui I'exprime s'integre facilement. La question
suivante exige un examen plus approfondi; elle a pour objet
de déterminer I'état variable d’'un anneau solide dont les
différents points ont recu des temperatures initiales entié-
rement arbitraires.

L’anneau solide ou armille est engendré par la révolution
d’une section rectangulaire autour d'un axe perpendiculaire
au plan ‘de I'anneaun (#oyez fig. 3). ! est le périmétre de la
section dont S est la surface, le coéfficient ~ mesure la condu-
cibilité extérieure, K la conducibilité propre, C la capacité
spécifique de chaleur, D la densité. La ligne oz« z'
représente la cireconférence moyenne de 'armille ou celle qut
passe par les centres de figure de toutes les sections; la dis-
tance d'une section a l'origine o, est mesurée par l'arc dont.
la longueur est x; R est le rayon de la circonférence moyenne.
» On suppose qua raison des petites dimensions et de la
forme.de la section on puisse regarder comme égales, les
températures des différents points d'une méme section,

103. .

Concevons que l'on donne. actuellement aux dlfferentes
tranches de T'armille, des températures initiales arbitraires,
et que ce solide soit ensuite exposé a lair qui conserve la
température o, et qui est déplacé avec une vitesse constante;,
le systéme des températures variera continuellement, la cha-
leur' s¢ propagera dans lanneau, et elle se dissipera par.la
surface :- on demande quel sera. letat du solide da,ps un1
instant donné,. . . ... :

. '80it » la tempérapyre q,ue la seetlon placqe a la disqance m
aur.a, acquise -apres e, temps écoulé ¢ . est;une. certaine

P
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fonctionde x et de ¢, danslaquelle doivent entrer aussi toutes
les températures mmales c'est cette fonction qu’il saglt de
découvrir., '

104.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une
tranche infiniment petite, comprise entre une section placée
a la distance xz, et une autre section placée a la distance
x+dz. L'état de cette tranche pendant la durée d’un instant
est celui d'un solide infini que terminent deux plans paral-
leles retenus a des températures inégales ; ainsi la quantité de
chaleur qui s'écoule pendant cet instant d¢ 4 travers la pre-
miere section, et passe ainsi de la partie du solide qui pré-
cede la tranche dans cette tranche elle-méme, est mesurée
d’apres les principes €tablis dans I'introduction, par le produit
de quatre facteurs, savoir, la conducibilité K, I'aire de la

. d , 9o i
section S,lerapport——‘-l-; et la durée de l'instant; elle a pour
eXpression—KS;-.-: dt. Pour connaitre la quantité de chaleur

qui sort de la méme tranche & travers la seconde section, et
passe dans la partie contigué du solide, il faut seulement
changer z en z+dz dans lexpressmn precedente ou ce qui
est la méme chose, ajouter a cette expression sa différentielle
prise par rapport a & . ainsi la tranche recoit par une de ses

faces une quantité-de chaleur égale :‘i—KS% dt et perd
par la 'face opposée*une quantité de chéleur ex'prim'ée par
—KS dt——-KS dxdt Elle acqulert donc A raison de

sa ‘position une quantlté de chaleur égale ala dlfference "de

deux quantltes precedeutes,, qun est K S — 5 d x dt! ;
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D'un autre coté cette méme tranche dont la surface exté-
rieure est /d x et dont la température differe infiniment peu
de v, laisse échapper dans l'air pendant l'instant d¢ une
quantité de chaleur équivalente & klvdxdt; il suit de la
que cette partie infiniment petite du solide conserve en effet
une quantlté de chaleur représentée par

KS 77 *dadt— hlvdzdt .

et qui fait varier sa temperature.‘ II faut examiner quelle est
la quantité de ce changement.
105.
Le coéfficient C exprime ce qu'il faut de chaleur pour
-élever I'unité de poids de la substance dont il s’agit depuis
la température o jusqu’a la température 1 ; par conséquent,
en multipliant le volume sd 2 de la tranche infiniment pe-
tite par la densité D, pour connaitre son poids, et par la
capacité speécifique de chaleur C, on aura CDsdx, pour
la quantité de chaleur qui éleverait le volume de la tranche
“depuis la température o jusqu'a la température 1. Donc Pac-
croissement de la température qui résulte de 'addition d’'une

quantité de chaleur égale 3 KS S dadt—hlvdadt
se trouvera en divisant cette derniére quantité par GCDSdax.
Donc en des1gnant selon l'usage par d ¢ Faccroissement

de température qui a lieu pendant hnstant dt, on aura

’ dv K d4dv hi ,
Péquation Z7 = o5 75 —cpg » .)

Nous exphquerons par la suite l’usage que Fon doit faire
de cette équation pour en déduire une solution complette,

et c'est en cela que consiste la difficulté de la questlon nous
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nous bornerons ici 3 une remarque qui concerne l’etat per-
manent de Iarmille.
106.

Supposons que le plan de I'anneau étant horizontal, on
place au-dessous de divers points m n p g etc., des foyers de
chaleur dont chacun exerce une action constante; la chaleur
se propagera dans le solide, et celle qui se dissipe par la
surface étant incessamment remplacée par celle qui émane
des foyers, la température de chaque section du solide s’ap-
prochera de plus en plus d’une valeur stationnaire qui varie
d’une section a l'autre. Pour exprimer, au moyen de I'équa-
tion (), la loi de ces derniéres températures qui subsis-
teraient d’elles-mémes si elles étaient étabhies; il faut supposer
que la quantité » ne varie point par rapport a ¢, ce qui rend

nul le terme d . On aura ainsi I'équation
. ‘ —_— ‘/“ “+x V‘_l.

d !’;’va ouv=DMe + Ne | K8,

M et N étant les deux constantes.
: 107. .

Supposons qu'une portion de la circonférence de Fanneau,
placée entre deux foyers cdnsécutifs ,'soit divisée en parties
égales, désignons par v, », » v, etc., les températures des
points de division dont les distances & Torigine sont
z, x, z, x,, etc., la relation entre » et x sera donn¢e par
I'équation precedente., apres que l'on aura déterminé les

deux constantes au moyen des deux valeurs de v qui corres-
- 1.Y4
pondent aux foyers. Désignant. par « la quantité e =~ *°
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et par ) la distance z, — z, de deux points de division con-
sécutifs; on aura les équations :

w.=Max'+N a

—\ —x,

’v,=Ma1 a '+ Na

a ax —2) —ax
vi=Ma a '+Na Ta '

d’'ol1 I'on tire la relation suivante —43-',— =a +a . On

b

trouverait un résultat semblable pour les trois points dont
les fempératures sont v, v, ,, et en général pour trois points
consécutifs. Il suit de la que si 'on observait les tempéra-
tures v, v, v; ¥, %, etc., de plusieurs points successifs, tous
placés entre les deux mémes foyers m et n et séparés par un
intervalle constant 1, on reconnaitrait que trois températures
consécutives quelconques sont toujours telles que la somme

de deux extrémes, divisée par l]a moyenne, donne un quotient

constant « 4+ «

108,

Si, dans l'espace compris entre deux autres foyers n et P
T'on observait les températures de divers autres points séparés
par le méme intervalle 1, on trouverait encore que pour trois
points consécutifs quelconques, la somme des deux tempeé-
ratures extremes divisée par la moyenng, donne le méme

quotient & +a . La valeur de ce quotient ne depend ni de’
la position, ni de I'intensité des foyers.

109.
Sont q cette valeur constante, on aura lequatlon

YyE=q U, —7,
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on voit par-la que lorsque la circonférence est diwsée en
parties €gales, les températures des points de division, com-
pris entre deux foyers consécutifs, sont représentées par les
termes d’une série recurrente dont I'échelle de relation est
composée de deux termes g et — 1.

Les expériences ont pleinement confirmé ce résultat. Nous
avons exposé un anneau metallique a I'action permanente et
simultanée de divers foyers de chaleur, et nous avons observé
les températures stationnaires de plusieurs points séparés
par un intervalle constant ; nous avons toujours reconnu que
les températures de trois points consécutifs quelconques,
non séparés par un foyer, avaient entre elles la relation dont
il s'agit. Soit que 'on multiplie les foyers, et de quelque ma-
niére qu'on les dispose, on ne peut apporter aucun change-

v, +v;,

—=;il ne dépend

ment a la valeur numérique du quotient

que des dimensions ou de la nature de l'anneau, et non de
la maniere dont ce solide est échauffe.
110.
Lorsqu’on a trouvé, par 'observation, la valeur du quotient

v, +v
constant ¢ ou -—3’—? , on en conclut la valeur de o, au

moyen de I'équation «* + « *==¢. L'une des racines est ",

et l'autre racine est «—*. Cette quantité étant déterminée, on
en conclqt la valeur du rapport —1’% , qui est %(log. a* )’.

Désignant o' par , on aura o’—¢ w+1==0. Ainsi le rapport
des deux conducibilités se trouve en multipliant % par le
quarré du logarithme de l'une des racines de I'équation
w—gu+1=0.

14

-
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SECTION II.

Equation du mouvement warié de la chaleur dans une -
sphére solide.

III.

Une masse solide homogene, de forme sphérique, ayant
été plongée pendant un temps infini dans un milieu entre-
tenu a la température permanente 1, est ensuite exposée a
l'air qui conserve la température o, et qui est déplacé avec
une vitesse constante: il s’agit de déterminer les états suc-
cessifs du corps pendant toute la durée du refroidissement.

On désigne par z la distance d'un point quelconque an
centre de la sphere, par v la température de ce méme point,
apres un temps écoulé #; on suppose, pour rendre la question
plus générale, que la température initiale, commune & tous
les points qui sont placés a la distance x du centre, est dif-
férente pour les différentes valeurs de x; c’est ce qui aurait
lieu si I'immersion ne durait point un temps infini.

Les points du solide, également distants du centre, ne
eesseront point d'avoir une température commune; ainsi » est
une fonction de x et de ¢. Lorsqu’on suppose t=o, il est
nécessaire que la valeur de cette fonction convienne 4 I'état
initial qui est donné, et qui est entierement arbitraire.

112.

On considérera le mouvement instantané de la chaleur
dans une couche infiniment peu €paisse, terminée par les
deux surfaces sphériques dont les rayons sont x et z + d:
la quantité de chaleur qui, pendant un instant infiniment
petit d¢, traverse la moindre surface dont le rayon est x, et
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passe ainsi de la partie du solide qui est plus voisine du
centre dans la couche sphérique, est égale au produit de
quatre facteurs qui sont la conducibilité K, la durée d¢,

I'étendue 4 = 2* de la surface., et le rapport 5—, pns avec un

signe contraire; elle est exprimée par —4 K = z 2 7= > de.

Pour connaitre la quantité de chaleur qui s’écoule pendant
le méme instant par la seconde surface de la méme couche,
et passe de cette couche dans la partie du solide qui 'enve-
loppe, il faut changer, dans I'expression précédente, = en

x + d z; c'est-a-dire, ajouter au terme — 4 K = z* % dt, la
différentielle de ce terme prise par rapport i . On trouve
.. d d y .
ainsi —4 K= ‘”TZI‘: dt —4K=d (x’ d_:) dt pour I'expression
de la quantité de chaleur qui sort de la couche sphérique, en

traversant sa seconde surface; et si I'on retranche cette quan-
tité de celle qui entre par la premitre surface, on aura

4Krd (a:’ )d t. Cette différence est évidemment la quan-

tité de chaleur qui s'accumule dans la couche intermédiaire,
et dont l'effet est de faire varier sa température.

113.

Le coéfficient C désigne ce qu'il faut de chaleur pour élever
de la température o a la température 1, un poids déterminé
qui sert d’'unité; D est le poids de 'unité de volume; fr2*dx
est le volume de la couche intermédiaire , ou n'en differe que
d’une quantité qui doit étre omise : donc 4= CD x* dx est
- la quantité de chaleur nécessaire pour porter la tranche in-
termédiaire de la température o a la température 1. Il fandra

14.
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. 'par conséquent diviser la quantité de chaleur qui s'accumule
dans cette coyche par 4= CDa’dx, et I'on trouvera l'ac-
croissement de sa temperature v pendant l'instant ¢ On

. TV . _ K “ N dv
obtiendra aussi I'équation dv» = ﬁdt. d (:z: 5z ) ou
x'dx
dv K d*v a2 dv
r=cp(Tm+21)
114.

L’équation précédente représente la loi du mouvement de
la chaleur dans l'intérieur du solide, mais les températures
des points de la surface sont encore assujéties & une condition

particuliere qu'il est nécessaire d’exprimer.

Cette condition relative a I'état de la surface peut varier
selon la nature des questlons que l'on traite; on pourrait
supposer, par exemple, qu apres avoir échauffé la sphére, et
élevé toutes ses molécules a la temperature del'eau bouillante,
on opere le refroidissement en donnant 4 tous les points de
la surface la température o, et les retenant a cette température
par une cause extérieure quelconque. Dans ce cas on pourrait
concevoir que la sphere dont on veut déterminer I'état va-
‘riable est couverte d’'une enveloppe extrémement peu épaisse,
sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action.
On supposerait, 1° que cette enveloppe infiniment mince est
adhérente au solide, qu'elle est de la méme substance que
lui, et qu'elle en fait partie, comme les autres portions de
la masse; 2° que toutes les molécules de I'enveloppe sont.
assujéties 4 la température o par une cause toujours agissante
qui empéche que cette température puisse étre jamais au-
dessus ou au-dessous de zéro. Pour exprimer .cette méme
condition dans le calcul, on doit assujétir la fonction v, qui

-
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contient x et ¢, 4 devenir nulle, lorsquon donne 4 z sa
valeur totale X égale au rayon de la sphere, quelle que soit
d’ailleurs la valeur de ¢. On aurait donc dans cette hypothese,
en désignant par ¢ (z,t) la fonction de x et ¢, qui doit
donner la valeur de v, les deux équations

dv K d v 2 do

Z=cpl\agz T za=z)te(X8)=o

de plus il faut que I'état initial soit représenté par cette méme
fonction ¢ (z, t); on aura donc pour seconde condition -
¢ (z, 0) = 1. Ainsi I'état variable d'une sphere solide dans
la premiere hypothese que nous avons décrite, sera repré-
senté par une fonction v, qui doit satisfaire aux trois équa-
tions précédentes. La premiere est générale, et convient i
chaque instant a tous les points de la masse; la seconde
affecte les seules molécules de la surface, et la troisiéme n’ap-
partient qu’a I'état initial.
' : 15,

Si le solide se refroidit dans l'air, la seconde équation est
différente; il faut alors concevoir que I'enveloppe extrémement
mince, est retenue par une cause extérieure, dans un etat
propre a faire sortir a chaque instant de la sphere, une quan-
tité de chaleur égale a celle que la présence du milien peut
lui enlever.

Or la quantité de chaleur qui, pendant la durée d’un
instant infiniment petit d ¢, s'écoule dans l'intérieur du so-
lide, & travers la surface sphérique placée a la distance x,

’ ) 2 dv . . s
est égale & —4 K = 2 — d ¢; et cette expression générale est

applicable & toutes les valeurs de z. Ainsi, en y supposant
z=2X, on connaitra la quantité de chaleur qui,dans I'état.
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variable de la sphére, passerait a travers I'enveloppe extré-
mement mince qui la termine; d'un autre c6té, la surface
extérieure du solide ayant une température variable, que

nous désignerons par V, laisserait ‘échapper dans l'air une
quantité de chaleur proportionnelle a cette température, et
a l'étendue de la surface, qui est 4 = X*. Cette quantité a
pour valeur 4A =XV dt. '

Pour exprimer, comme on le suppose, que laction de
I'enveloppe remplace a chaque instant celle qui résulterait de
la présence du milieu, il suffit d'égaler la quantité 4h.-u X*Vde
a la valeur que recoit 'expression —4 K = X’.j—;’ dt, lprS-
quon donne a z sa valeur totale X; et 'on obtient par-la

I'équation %T: = —le v, qui doit avoir lieu lorsque dans les

fonctions 42 ot » on met, au lieu de z, sa valeur X, ce que
dx ’
. ’ e d V'
T'on désignera en écrivant K —— + A V=o.
116.
I1Taut donc que la valeur de:—z, prise lorsque =X, ait un

h .
rapport constant — ¢ avec la valeur de v, qui répond au

méme point. Ainsi, on supposera que la cause extérieure du
refroidissement détermine toujours I'état de 'enveloppe extré-

. d .
mement mince, en sorte que la valeur de d_: qui résulte de

cet état, soit proportionnelle 4 la valeur de », correspondante
a z==X, et que le rapport constant de ces deux quantités

. h . . ’ . 1)
soit — . Cette condition étant remplie au moyen d'une

cause toujours présente, qui s'oppose a ce que la valeur
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)3
extréme dc . smt autre que —x /v I'action de lenveloppe

tiendra lieu de celle de Tair.

Il n'est point nécessaire de supposer que I'enveloppe exté-
rieure soit extrémement mince, et l'on verra par la suite
qu elle pourralt avoir une épaisseur indéfinie. On considére
ici cette é€paisseur comme infiniment petite, pour ne fixer
l'attention que sur V'état de la superficie du solide.

117.

Il suit de 12 que les trois équations qui doivent déterminer

la fonction ¢ (%, ¢) ou » sont les suivantes,

“=tD e Z) K2 +4V=0,¢(, 0)=1.
La premiere a lien pour toutes les valeurs possibles de x et
de ¢; la seconde est satisfaite lorsque x=1X, quelle que soit
la valeur de ¢, et la troisieme est satisfaite lorsque ¢t =o,
quelle que soit la valeur de .

On pourrait supposer que dans l'état initial , toutes les
couches sphériques n'ont pas une méme température; cest
ce qui arrive nécessairement, si I'on ne congoit pas que I'im-
mersion ait duré un temps infini. Dans ce cas, qui est plus
général que le précédent, on représentera par F z, la fonction
donnée, qui exprime la température initiale des molécules
placées a la distance = du centre de la sphere; on rempla-
cera alors la troisieme équation par celle-ci, ¢ (z, o)=F.

Il ne reste plus quune question purement analytique
dont on donnera la solution dans I'un des chapitres suivants.
Elle consiste a trouver la valeur de v, au moyen de la con-
dition générale, et des deux conditions particulitres aux-
quelles elle est assujetie.
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SECTION IIL

Equations du mouvement varié de la chaleur dans un
¢ylindre solide.

118.

Un cylindre solide, d’'une longueur infinie, et dont le coté
est perpendiculaire a la base circulaire, ayant été entierement
plongé dans un liquide dont la température est uniforme,
s'est échauffé successivement, en sorte que Jous les points
également éloignés de I'axe, ont acquis la méme température;
on I'expose ensuite a un courant d’air plus froid; il s'agit de
déterminer les températures des’ différentes couches, apres
un temps donné.

z désigne le rayon d’une surface cylindrique, dont tous
les points sont également distants de I'axe; X est le rayon du
cylindre; v est la température que les points du solide, situés
a la distance x de 'axe, doivent avoir apreés qu'il s'est écoulé
un temps désigné par ¢, depuis le commencement du refroi--
dissement. Ainsi v est une fonction de x et de ¢, et si 'ony
fait =0, il est nécessaire que la fonction de x, qui en pro-
viendra, satisfasse a I'état initial qui est arbitraire.

119.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une por-
tion infiniment peu épaisse du cylindre, comprise entre la
surface dont le rayon est z, et celle dont le rayon est x + dx.
La quantité de chaleur que cette portion recoit pendant
I'instant d ¢, de la partie du solide qu’elle envcloppe, c'est-
_a-dire, la quantité qui traverse pendant ce méme temps la
surface cylindrique dont le rayon est z, et a laquelle nous
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supposons une longueur égale 2 l'unité, a pour expression
—2K= x d t. Pour trouver la quantité de chaleur, qui, -

traversant la seconde surface dont le rayon est x+dx,
passe de la couche infiniment peu épaisse dans la partie du
solide qui I'enveloppe, il faut, dans I'expression précédente,
changer x en x + d x, ou, ce qui est la méme chose, ajouter

au terme — 2 K = % dt, la différentielle de ce terme,
prise par rapport a z. Donc 1a différence de la chaleur regue
& la chaleur perdue, ou la quantité de chaleur qui, s'accu-

mulant dans la couche infiniment petite détermine les chan-
gements de température, est cette méme différentielle, prise

. : . ' d
avec un signe contraire, ou 2K rd¢d ( x 42% ) ; d'un autre

c6té, le volume de cette couche intermédiaire est 2 rz d z et
a2 CDrxdzx exprime ce quil faut de chaleur pour I'élever
de la température o 4 la température 1, C étant la chaleur
spécifique, et D 'la densité; donc le quotient -

. d»’
:zK-::dtd(xﬂ)
atG.Dradx

est l'accroissement que regmt la temperature pendant lms-
tant d¢ On obtient ainsi I'équation :
dv K rd*y  1dv
2t T CD\dx VT zd=
‘120. : .
La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant d¢,
la surface cylindrique dont le rayon est x, étant généra-

dv
lement exprimeé par 2K L d ¢, il sensuit que lon

15
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trouvera celle qui sort pendant le méme temps de la super-
ficie du solide, en faisant, dans la valeur précédente, z=X;
d'un autre coté , cette méme quantité qui se dissipe dans I'air
est, selon le principe de la communication de la chaleur,
égale & 2 x X A v d t; on doit donc avoir & la surface 'équa-

. ’ . ’ d N ’ .
tion déterminée — K 31._: == h v. La nature de ces équations

est expliquée avec plus d'étendue, soit dans les articles qui
se rapportent a la sphere, soit dans ceux ou I'on donne les
équations générales pour un corps d'une figure quelconque.
La fonction v, qui représente le mouvement de la chaleur

dans un cylindre infini doit donc satisfaire, 1° 4 I'équation
K /d*v 1dv

=cp\zz + 27z ) Qui a lieu quelles que

générale %%

. s . " ., h dv .
solent r et £; 2°a lequatlon déterminée gv+tzz=o0qu
a lieu, quelle que soit la variable ¢, lorsque 2=X; 3% a
Féquation déterminée »=F (). Cette derniére condition
doit étre remplie pour toutes les valeurs de v, ou l'on fait
t=o0, quelle que soit la variable . La fonction arbitraire Fx
est supposée connue, et elle correspond a I'état initial.

SECTION 1IV.

Equations du mouvement uniforme de la chaleur dans
un prisme solide d’'une longueur infinie.

121.

Une barre prismatique est plongée par une de ses extré-
mités dans une source constante de chaleur qui maintient
cette extrémité a la température A; le reste de cette barre,
dont la longueur est infinie , demeure exposé 4 un courant
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uniforme d'air athmosphérique entretenu a la 'température 0;
il s'agit de déterminer la plus haute température qu'ur point
donné de la barre puisse acquerir.

Cette question differe de celle de l'article 73, en ce qu'on
a égard ici a toutes les dimensions du solide, ce qui est né-
cessaire pour que I'on puisse obtenir une solution exacte.
En effet, on est porté a supposer que dans une barre d’'une
tres-petite €épaisseur, tous les points d'une méme tranche
acquiérent des températures sensiblement égales ; cependant
il peut rester quelque incertitude sur les résultats de cette
supposition. Il est donc préférable de résoudre la question
rigoureusement , et d’examiner ensuite, par le calcul, jusqu'a
quel point, et dans quel cas, on est fondé & regarder comme
égales les températures des divers points d'une méme section.

122. -

La section faite perpendiculairement a la longueur de la
barre, est un quarré dont le coté est 2/, l'axe de la barre
est 'axe des z, et I'origine est a 'extrémité A. Les trois coor-
données rectangulaires d’un point de la barre sont z, y, z,
la température fixe du méme point est désignée par .

La question consiste 4 déterminer les températures que
I'on doit donner aux divers points de la barre, pour qa’elles
continuent de subsister sans aucun changement, tandis que
la surface extréme A, qui communique avec la source de
chaleur, demeure assujétie, dans tous ses points, a la
température permanente A ; ainsi » est une fonction de x,
de y et de z.

123.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une mo-

lécule prismatique, comprise entre six plans perpendiculaires

15.
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aux trois axes des x, des y et des z. Les trois premiers plans
passent par le point m, dont les coordonnées sont z, ¥, z et
~ les autres passent par le point m/, dont les coordonnées
sontx+dz,y+dy, z+ qz.

Pour cannaitre la quantité de chaleur qui, pendant I'unité
de temps, pénetre dans la molécule, 4 travers le premier
plan passant par le point m, et perpendiculaire aux z, il faut
considérer que la surface de la molécule qui est située sur ce
plan, a pour étendue dzd 7s et que le flux qui traverse -

cette aire est égal, suivant le théoréme de I'art. g8 a—K—-—'
gal, 99, dx’

ainsi la molécule recoit & travers le rectangle dx dy, pas-
sant par le point 7,2, une quantité de chaleur exprimée

par —Kdx dy ";‘E Pour trouver la quantité de chaleur qui

traverse la face opposée, et sort de la molécule, il faut sub-
stituer, dans I'expression précédente, x + dz a x, ou ce qui
est la méme chose, ajouter a cette expression sa différen-
tielle prise par rapport a x seulement; on en conclut que la
molécule perd, par sa seconde face perpendiculaire aux z,
une quantité de chaleur équivalente &

ot r'—Kdzdy%—Z—Kdzd_yd(é——i);

on doit par conséquent la retrancher de celle qui était entrée
par la face opposée; la différence de ces deux quantités est

‘Kdz.dyd(42), ouKdzdyd=%2;

elle exprime cembien il s'accumule de chaleur dans la molé-
cule, 2 raison de la propagation suivant le sens des x; et
‘cette chaleur accumulée ferait varier la température de la
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molécule, si elle n'était point compensée par celle qm se
perd dans un autre sens.

On trouve, de la méme maniere, qu a travers le plan per-
pendiculaire aux y, et passant par le point m, il entre dans

la molécule une quantité de chaleur égale d—Kdzdz ‘;—;,

et que la quantité qui sort par la face opposée est
' d | dvN .
—Kdzdz G —Kdzdzd(5}), '4

cette derniere différentielle étant prise par rapport a y seu-
lement. Donc .la différence de ces deux quantités , ou

Kdzdxdy g;—’:, exprime combien la molécule acquiert de

chaleur, a raison de la propagation dans le sens des y. -
Enfin on démontre de méme que la molécule acquiert, a
raison de la propagation dans le sens des z, une quantité

de chaleur égale a Kdxz dy dz Or, pour quelle ne

change point de température, il est nécessaire quelle con-
serve autant de chaleur qu'elle en contenait d'abord , en
sorte que ce qu'elle. en acquiert dans un sens serve a com-
penser ce qu'elle en perd dans un autre. Donc la somme-des

trois quantités de chaleur acquises-doit étre nulle; et Ton

, dv  d»  dv ? SN
forme a1n81 I'équation 2= I + =0 :

124. o

Il reste maintenant a exprimer les conditions relatives &
la surface. Si I'on suppose que le point m appartient a 'une
~ des faces de la barre prismatique, et que cette face est per-
pendiculaire aux z, on-voit que le rectangle dx dy laisse
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échapper dams I'air, pendant l'unité de temps, une quantité
de chaleur égale 4 A dx dy V, en désignant parV la tem-
pérature dua point m i la surface, c'est-a-dire, ce que de-
-vient la fonction cherchée ¢ (v, 5, z), lorsqu'en fait z=/,
demi-largeur du prisme. D'un autre coté, la quantité de
chaleur qui, en vertu de I'action des molécules, traverse,
pendant I'unité de temps, une surface infiniment petite w,
située dans l'intérieur du prisme, perpendiculairement aux z,

. est, d’aprés les théorémes cités , égale 4 —K o ‘-Id—:. Cette

expression est générale, et en l'appliquant aux points pour

lesquels la coordonnée z a sa valeur complete Z, on en conclut

que la quantité de chaleur qui traverse le rectangle d« dy,

placé a la superficie, est —K dx dy %, en donnant & z,
dv

dans la fonction —-, sa valeur compléte /. Donc les deux

quantités —K dx dy ‘i;-: et h dx dy~, doivent étre égales,

afin que laction des molécules convierme avec celle du

milieu. Cette égalité doit aussi subsister si I'on donne a z,
dv
da
la face opposée a celle que I'on considérait d’abord. De plus,
la quantité de chaleur qui traverse une surface plane infi-
niment petite o , perpendiculaire a l'axe des y, étant

dans les fonctions — et v, la valeur —/, ce qui a lieu pour

: dv . . « ey
—K m»d—; , il s'ensuit que celle qui s’écoule a travers un
rectangle dx dz, placé sur une face du prisme perpendi-

‘ . - dw \
culaire aux y, est —K dxdz P en donnant a y, daps la

fonction -{3, sa valeur compléte /. Or, ce rectangle dz dz,
dy
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laisse échapper dans l'air une quantité de chaleur exprimée
par & dx dz v; il est donc nécesaaire que Yon ait I'équation

hv=—K %, lorsqu'on fait y==1, ou y=—1, dans les

fonctions @ et %—;
' 125. .
La valeur de la fonction » doit étre, par hypothése, égale

4 A, lorsqu'on suppose z=0, quelles que soient les valeurs
de y et de z. Ainsi, la fonction cherchée v est déterminée
par les conditions suivantes : 1° elle satisfait pour toutes
les valeurs de x, y, z a 'équation générale

v d*v  d'v

e Y@y Y 4 =0

K
vaut a /, ou —/, quelles que soient z et z, ou a l'équation

3 d ro. \ .
g2+ 7’5:0, lorsque 2z équivaut a /, ou & —/, quelles

. . Y v, ‘ . h d'v [ .
2° elle satisfait a I'équation - v + 2y =0 lorsque y équi-

que soient x et y; 3° elle satisfait a 'équation »=A, lors-
que x=o0, quelles que soient y et z.

SECTION V.

: Equations du mouvement varié de la chaleur dans un
cube solide.

126.

Un solide, de forme cubique, dont tous les points ont ac-
quis une méme température , est placé dans un courant uni-
forme d’air atmosphérique, entretenu a la température o.
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11 s'agit de déterminer les états successifs du corps pendant
toute la durée du refroidissement.

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnées

“rectangulaires ; les trois perpendiculaires , abaissées de ce
point sur les faces, sont les axes des x, des y et du z; alest
le coté du cube, v est la température a laquelle un point
dont les coordonnées sont z, y, z, se trouve abaissé, apres
le temps ¢, qui s'est écoulé depuis le commencement du
refroidissement : la question consiste & déterminer la fonc-
tion v, qui contient z, y, z et ¢.

127.

Pour former I'équation générale a laquelle v doit satis-
faire, on cherchera quel est le changement de température
qu'une portion infiniment petite du solide doit eprouver
pendant I'instant d¢, en vertu de l'action des molécules qui
en sont extrémement voisines. On considérera donc une
molécule prismatique comprise entre six plans rectangu-
laires ; les trois premiers passent par le point m, dont les .

" coordonnées sont z, ¥, 2, et les trois autres, par le point ',
dont les coordonnées sont x + dx, y +dy, z + dz.

La quantité de chaleur qui pénétre pendant l'instant d¢
dans la molécule, & travers le premier rectangle dy dz per-

péndiculaire aux z, est —K dy d z d ¢, et celle qui sort

dans le méme temps de la molecule, par la face opposée, se
trouve en mettant £ + d x au lieu de x, dans l'expression

précédente, elle est —K dy dz——dt—Kdydzd dt

_cette différentielle étant prise par rapport & seulement.

‘La quantité de chaleur qui entre pendant l'instant d¢ dans
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1a molécule, & travers le premier rectangle d= dz, perpen-

diculaire a I'axe des y, est — K dxdz a;—; dt, et celle qui
sort de la molécule, dans le méme instant, par la face op-

posée, est — K dz dz 52 dt—dedzd("”)dt la dif-

férentielle étant prise par rapport a y seulement. La quantité
de chaleur que la molécule recoit pendant linstant d¢,
par sa face inférieure perpendiculaire a l'axe des z, est

—Kdzd y%—’-’ dt, et celle quelle perd par la face opposée

est—deddet—dedyd dt, la différen-

tielle étant prise par rapport a z seulement.

Il faut maintenant retrancher la somme de toutes les
quantités de chaleur qui sortent de la molécule de la somme
des quantités qu’elle regoit, et la difference est ce qui déter-
mine son accroissement de temperature pendant un instant ;
cette différence est

Kdydzd(5 )dt+dedzd( )dt+dedyd< )dc

ouKdxdyd:z { i ”+3j?+i:: }dt.
128.

Si I'on divise la quantité que I'on vient de trouver par
celle qui est nécessaire pour élever la molécule de la tem-
perature o a la température 1, on connaitra I'accroissement
de température qui s'opére pendant l'instant d¢. Or, cette
derniére quantité est C.D dx dy dz: car C désigne la capa-
cité de chaleur de la substance; D sa densité, et dx dy dz
le volume de la molécule. On a donc, pour exprimer le mou-

‘ 16
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vement de la chaleur dans l'intérieur da solide, I'équation -

dv K gd*» d*» d’v) (d)

Zi—co\a= T Iy Y I

129.

H reste & former les équations qui se rapportent a I'état
de la surface, ce qui ne présente aucune difficulté, d’apres les
principes que nous avons établis. En effet , la quantité de
chaleur qui traverse, pendant I'instant d¢, le rectangledz dy,

/

tracé sur un plan perpendiculaire aux z, est—K dydz %d L.

Ce résultat, qui s'applique a tous les points du solide, doit
avoir lieu aussi lorsque la valeur de x est égale a /, demi-
épaisseur du prisme. Dans ce dernier cas, le rectangle dy dz
étant placé a la superficie, la guantité de chaleur qui le tra-
verse , et se dissipe dans l'air pendant l'instant d¢, est
exprimée par & dy dz v dt, on doit donc avoir, lorsque
x=1, I'équation h'v=——K.f1d—:. Cette condition doit aussi

étre satisfaite lorsque x —=—1.

On trouvera de méme que; la quantité de chaleur qui
traverse le rectangle dx dz situé sur un plan perpendicu-

laire a l'axe des y étant en général —Kdzx dz ?, et celle
LY

qui a la superficie s'échappe dans l'air 4 travers ce méme
rectangle étant 4 dx dz v d¢, il est nécessaire que F'on ait
L N4 . d

I'équation 2 v + K 7;: 0, lorsque y= lou=—l.‘ Enfin on

. . v/ . / o dv

obl';lent paf-elll.ement I'équation déterminée v + K —~=o,
qui est satisfaite lorsque z=/ou=—1.

) 130.
La fonction cherchée, qui exprime le mouvement varié de
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la chaleur dans l'intérieur d'un solide de forme cubique
doit donc étre déterminée par les conditions suivantes :
1° Elle satisfait a 'équation générale
dv__ K rdv  dv d'v
dt — CD dx‘+-¢f.+¢h‘>

y

2° Elle satisfait aux trois €quations déterminées

dv d» du
ho -+ Kd—x—o, ko fK-;;-—O, h'v—I-K—d-;:O,

qm ont lieu lorsque r==1, y==x17, z=%*1;

3¢ Si, dans la fonction » qui eontient z, ¥, 2, ¢, on. fait
t=o0, quelles que soient les valeurs de x, y et z, on doit
avoir, selon I'hypothese,»=A, qui est la valeur initiale et
commune de la température.
3. .

L'équation a laquelle on est parvenu dans la question pré-
cédente , représente le mouvement de la chaleur dans I'in-
térieur de tous les solides. Quelle que soit en effet la forme
du corps, il est manifeste qu'en le décomposant en molécules
prismatiques, on obtiendra ce méme résultat. On pourrait
donc se borner 4 démontrer ainsi I'équation de la propagation
de la chaleur. Mais afin de rendre plus compleéte I'exposition
des principes, et pour que I'on trouve rassemblés dans un
petit nombre d’articles consécutifs les théorémes qui servent
a établir 'équation générale de la propagation dans I'intérieur
des solides, et celles qui se rapportent a I'état de la surface,
nous procéderons, dans les deux sections suivantes, a la re-
-cherche de ces équations, indépendamment de toute question
particuliére, et sans recourir aux propositions e¢lémentaires

que nous avons expliqtiées dans l'introduction.
16.
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SECTION VL

Equation générale de la propagation de la Chaleur dans
Uintérieur des solides.

132.

' THEOREME I.

8t les différents points d’'une masse solide homog;éne', com-
prise entre six plans rectangulaires, ont des températures
actuelles déterminées par l'équation linéaire

v=A—ax—by—cz (a)

et st les molécules placées a la surface extérieure sur les six
plans qui terminent le prisme sont retenues, par une cause
quelconque, a la température exprimée par Uéquation (a);
toutes les molécules situées dans Uintérieur de la masse con-
serveront d'elles-mémes leur température actuelle, en sorte
qu’il ne surviendra aucun changement dans létat du prisme.
v désigne la température actuelle du point dont les coor-
données sont z, y, z; A, @, b, c, sont des coéfficients
constants. ‘

Pour démontrer cette proposition, considérons dans le
solide trois points quelconques 7 M y, placés sur une méme
droite m i, que le point M divise en deux: parties égales;
désignons par z, y, z, les coordonnées du point m, et par v
sa température, par x +a, ¥+ B, z +7y les coordonnées
du point ., et par v sa température, par £—a, y—p, 2—7,
les coordonnées du point m, et par « sa température, on
aura
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v=A—azx—by—cz, W:A—a(x+a)—6(y+ﬂ)—c(z+y)
: =A—a(x—a)—b(y—p)—c(z—y),
d’ou l'on conclut

v—w=aa+ bp+cy, et u—v=ae+bp+cy.

Donc » —w=—u—n.

Or la quantité de chaleur qu’un point recoit d'un autre
dépend de la distance des deux points et de la différence de
leurs températures. Donc I'action du point M sur le point .
est €gale a I'action de m sur M, ainsi le point M recoit autant
de chaleur de m qu'il en envoie au point p.

On tirera la méme conséquence quelles que soient la direc-
tion et la grandeur de la ligne qui passerait par le point M,
et qu'il diviserait en deux parties égales..Donc il est impos-
sible que ce point change de température, car il recoit de
toutes parts autant de chaleur qu'il en donne. Le méme rai-
sonnement s'applique aux autres points; donc il ne pourra
survenir aucun changement dans I'état du solide.

133.
COROLLAIRE I.

Un solide étant compris entre deux plans infinis paralléles
A et B, on suppose que la température actuelle de ses diffé-
rents points est exprimé par l'équation v=1— z, et que
les deux plans qui le terminent sont retenus par une cause
quelconque, I'un A a la temperature 1, et I'autre B & la tem-
pérature o : ce cas particulier sera donc compris dans le
lemme précédent, en faisant A—=1,a=0,0=0,c=1.
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134.
COROLLAIRE 1II.

Si I'on se représente dans l'intérieur du méme solide un
plan M paralléle 4 ceux qui le terminent, on voit quil
s'écoule a travers ce plan une certaine quantité de chaleur
pendant l'unité de temps; car deux points tres-voisins, tels
que m et r, dont I'un est au -dessous du plan et 'autre au-
dessus, sont inégalement echauffeés; le premier, dont la tem-
pérature est plus élevée, doit donc envoyer au second , pen-
dant chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui,
au reste, peut étre fort petite, et méme insensible, selon la
nature du corps et la distance des deux molécules. Il en est
de méme de deux autres points quelconques sépareés par le
plan. Le plus échauffé envoie 4 'autre une certaine quantité
de chaleur, et la somme de ces actions partielles, ou de toutes
les quantités de chaleur envoyées a travers le plan, compose
un flux continuel dont la valeur ne change point, puisque
toutes les molécules conservent leur température. Il est
facile de prouver que ce flur ou la quantité de chaleur qui
" traverse le plan M pendant U'unité de temps, équivaut a celle
qui traverse, pendant le méme temps, un autre plan N pa-
ralléle au premier. En effet, la partie de la masse qui est
comprise entre les deux surfaces M et N, recevra continuel-
lement, a travers le plan M, autant de chaleur qu'elle en perd
a travers le plan N. Si la quantité de chaleur qui, pénétrant
au-dela du plan M, entre dans la partie de la masse que I'on
considere, n'était point égale a celle qui en sort par la sur-
face opposée N, le solide compris entre les deux surfaces
acquérerait une nouvelle chaleur, ou perdrait une partie de



-CHAPITRE IL 127

celle qu'il a, et ses températures ne seraient point constantes,
ce gui est contraire au lemme précédent.

135.

On prend pour mesure de la conducibilité spécifique d'unc
substance donnée la quantité de chaleur qui, dans un solide
infini, formé de cette substance, et compris entre deux plans
paralléles , s'écoule pendant l'unité de temps a travers une
surface égale a Punité, et prise sur un plan intermédiaire
quelconque, parallele aux plans extérieurs dont la distance
est égale a I'unité de mesure, et dont l'un est entretenu 4 la
température 1, et autre a la température o. On désigne par
le coéfficient K, ce flux constant de chaleur qui traverse
toute I'étendue du prisme, et qui est la mesure de la condu-
cibilité.

136.

LEMME.

8% U'on suppose que toates les températures du solide dont
il fagit dans larticle précédent, sont multiplides par un
nombre quelconque g, en' sorte que U'équation des tempe-
ratures soit v=g — g z, au lieu d'étre v=1—z, et si les
deuzx pluns extérieurs sont entretenus,l'un & la température g,
et Pautre & la température o, le flux constant de chaleur,
dans cette seconde kypothése, ou la quantité qm pendant
Punité de temps traverse Panitd de surface prise sur un plan
intermédiaire paralléle aux bases, est égale au produzt dw
premier flux K, multiplié par g.

En effet, puisque toutes lés températures ont été aug-
mentées dans le rapport d'un a g, les différences des tem-

L
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pératures des deux points quelconques m et ., sont aug-
mentées dans le_.méme rapport. Donc, suivant le principe
de la communication de la chaleur, il faut, pour connaitre
la quantité de chaleur que m envoie a ., dans la seconde
hypothese, multiplier par g la quantité que ce point m en-
voyait 4 p dans la premiere. Il en serait de méme des deux
autres points quelconques. Or, la quantité de chaleur qui
traverse un plan M résulte de la somme de toutes les actions
que les points m m' m" m" etc., situés d'un méme coté du
plan, exercent sur les points g, i, p", u", etc., situés de l'autre
coté. Donc, si dans la premiere hypothese le flux constant
est désigné par K, il sera égal a gK, lorsqu’'on aura mul-
tiplié toutes les températures par g.

137.
THEOREME II.

Dans un prisme dont les températures constantes sont
exprimées par l'équation v—A —ax —by —cz, et que
terminent six plans rectangulaires dont tous les points sont
entretenus aux températures déterminées par l'équation pre-
cédente, la quantité de chaleur qui, pendant lunité de
" temps, traverse Lunité de surface prise sur un plan inter-
médiaire quelconque perpendiculaire aux z, est la méme que
le flux constant dans un solide de méme substance, qui
serait compris entre deux plans paralléles infinis, et pour”
lequel U équation des températures constantes serait v—c—csz.

Pour le démontrer, considérons dans le prisme, et ensuite
dans le solide infini, deux points m et . extrémement voisins
et séparés par le plan M, perpendiculaire a I'axe des z; ;. étant
au-dessus du plan , et m au-dessous ( ¥oy. fig. 4.), choi-
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sissons: au-dessous du méme plan un point: m’ tel que la
perpendiculaire abaissée.du point p. sur le plan soit aussi
perpendiculaire sur le milieu /4 de la distance mm'. Désignans
par x, y, 3 + k les coordonnées du point y, dont la_tem-
pérature est w, par x—a,y —B, z les coordopnées de m,
dont la. température est v, et par x + a,.y + B, 3.les coor-
données dé m' dont la température est v o

L'action de m sur g, on la quantité de chaleur que m
envoie 4 p pendant un certain temps, peut étre exprimée
par.q (v—w). Le facteur ¢ dépend de la distance iy et
de la nature de la masse. L'agtion'de m’ sur p sera donc
exprimée par. ¢ (v'—w); et le facteur ¢ est le méme que
dans l'expression precedente donc la somme- des deux
actions de m sur-y, et de 7’ sur i, ou la quantité de chaleur
que p recoit de m et de m, est exprimée par

]

g (V—w+ vV —w).

Or, si les points m, ., m" appartiennent au prisme, on a

w=A—a.r—b_y—c(z+7;), 'm::A-—ax—a—bf—g—-cz,

et vV=A—aZt “—5y + B—c‘., et sn ces mémes points
appartenalent au sohde infini, on aurait, par lepotheae, '

Wwe—c—cz +/z, 'v_.c—cz, etV =c—c2z.

. Dans le premler cas, on trouve

q('v——w+'v-—w)_.2q clz

{

et, dans le secoud cas, on a encore le méme résultat. Donc
la quantlte de chaleur que p recoit de m et de m' dans la
premiere hypothése , lorsque I'équation des températures
constantes est v=A — ax — by — cz, équivaut a la

17
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quantité de chaleur que p. reccit de m et de m/, lorsque
I'équation des températures constantes est ¥ ==c +«—cz.

On tirerait la méme conséquence par rapport a trois
autres points quelconques m' p’ m’, pourvu que le second
w fat placé a égalé distance ‘des deux autres, et que la hau-
teur du triangle isoscele m' ' m’ fat parallele aux z. Or, la
quantité de chaleur qui traverse un plan quelconque M
résulte de la somme des actions que tous les points m, n?,
m’, m", etc. 51tues d'un c6té de ce plan, exercent sur tous
les points p ' u" 1", etc. situés de I'autre coté : donc le flux
constant qul, pendant I'tinité de temps, traverse une partle
déterminée du plan M dans le solide infini, est égale a la
quantité de chaleur qui s'écoule dans le méme temps i
travers la méme portion du plan M dans le prisme dont les
températures sont exprimées par I'équation

v=A—ag-—by—caz

138.

) COROLLAIRE.
Le ﬂux a pour valeur CK dans le solide mﬁm, lorsque
la partle du plan qu’i 1 traverse est l'unité de surface. 7/ a

donc aussi dans le prisme la méme valeur c K ou—K —.

On prouve de la méme maniere que le flux constant qui
a liew, pendant Uunité de temps, dans le méme prisme &
travers Uunité de surface sui un plan quelconque perpend:-

pulc"zire aux y est égal a bk ou — K 5——;; et que celul qui

traverse le plan perpendiculaire aux x a pour valeur a K

ou&—.Kg—v
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: 139.

Les propositions que I'on a démontrées dans les articles
précédents s'appliquent aussi au cas ou l'action instantanée
d’'une molécule s'exercerait daps lintérieur de la masse,
jusqu’h une distance appréciable. Il faut, dans ce cas, sup-
poser.que la cause qui retient les tranches. extérieures des
corps dans l'état exprimé par I'équation linéaire, affecte la
masse jusqu’a une profondeur finie. Toutes les observations
concourent a prouver que, dans les solides et les liquides,
la distance dont il s'agit est extrémement petite.

“140.
THEOREME III.

Si les températures des points d’'un solide sont exprimées
par l'équation v =/f (x, y, z, t), dans laquelle z, y, z
sont les coordonnées de la molécule dont la température est
égale a » apres le temps écoulé ¢; le flux de chaleur qui
traverse une partie d'un plan tracé dans le solide, et per-
pendiculaire a 'un des trois axes, n'est plus constant; sa
valeur est différente pour les différentes parties du plan, et
elle varie aussi avec le temps. Cette quantité variable peut
étre déterminée par le caleul. :

Soit » un cercle infiniment petit dont le centre coincide
avec le point m du solide et dont le plan soit perpendicu-
laire 4 la coordonnée verticale z ; il s'écoulera pendant
linstant d ¢, a4 travers ce cercle, une certaine quantité de
chaleur qui -passera de la partie du solide inférieur au plan
du cercle, dans la partie supérieure. Ce flux se compose de
tous les rayons de chaleur qui partent.d’'un point inférieur,
et parviennent 4 un point supérieur, ep traversant un point

17.
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de la petite surface w. Nous allons démontrer que la valeur

: . dv
du flux a pour expression —K — wdt.

Désignons par &'y’ z les coordonnées du point m dont la
température est 2'; et supposons que I'on rapporte toutes
les autres molécules & ce point m choisi pour lorigine de
trois nouveaux axes paralleles aux précédents; soient €, «, {,
les trois coordonnées d'un point rapporté a l'origine m;
on aura, pour exprimer la tempeérature actuelle «w d’une
molécule infiniment voisine de m, I'équation linéaire

d-'
w—'v—i—Ed +'ndy+Cdz

dy dv d» .
Les coéfficients o/, —— 2z’ 2y’ Iz sont les valeurs que l'on

. - dv dv do
trouve, en substituant dans les fonctions v, r e T L

aux variables .z-, 7> 2, les quantités constantes ', y, Z, qui
mesurent les distances du point 7 aux trois premiers axes
des x, des y, des z. -

Supposons maintenant que le méme point 7 soit aussi
une molécule intérieure d’un prisme rectangulaire . compris
entre six plans perpendiculaires aux trois axes dont . est
I'origine; que la température actuelle w de chaque molécule
de ce prisme, dont les dimensions sont finies , soit exprimée
par I'équation linéaire w =A + af + bn 4 c{, et que les
six faces qui terminent le prisme soient retenues aux tem-
pératures fixes que cette derniére équation leur assigne.
L’état des molécules intérieures sera aussi pgrmgnént, et il
s'écoulera pendant l'instant d ¢, a travers le cercle w, une
quantité de chaleur que mesure lexpression — & ¢ o d 2.
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Cela posé, si 'on prend pour les valeurs des constantes
a, b, c, les quantites w’,%—i—,, %, i{v letat fixe du prisme
sera exprimé par I'équation

w="1 -l—‘::i E+‘i;n+'i: L.

Ainsi les molécules infiniment voisines du point 7 auront,
pendant l'instant d ¢, la méme température actuelle dans le
solide dont I'état est variable, et dans le prisme dont I'état
est constant. Donc le flux qui a lieu au point m pendant
linstant d ¢, a travers le cercle infiniment petit v, est le
méme dans l'un et l'autre solide : donc il est exprimé par
— K % wdt

On en conclut la proposition suivante :

Si dans un solide dont les températures intérieures varient
avec le temps, en vertu de Uaction des molécules , on trace
une ligne droite quelconque, et que Uon €léve (voy. fig. 5),
aux différents points de cette ligne, les ordonnées p m d'une
courbe plane égales aux températures de ces points prises au
méme instant ; le flux de chaleur, en chaque point p de la
droite, sera proportionnel a la tangente’'de Uangle « que
Jait Uélément de la courbe avec la paralléle aux abaisses ;
c'est-a-dire que si l'on placait au point p le centre d’un
cercle infiniment petit o', perpendiculaire a la ligne, la
quantité de chaleur écoulée pendant un instant d ¢, a travers
ce cercle, dans le sens suivant lequel les abaisses a p crois-
sent; aurait pour mesure le produit de quatre facteurs qui
sont la tangente de l'angle «, un coéfficient constant K,
laire » du cercle, et la durée d ¢ de I'instant.
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141.

COROLLAIRE.

AN

- Si l'on représente par e l'abaisse de cette courbe ou la
distance d'un point p de la droite a un point fixe o; et par
v l'ordonnée qui représente la température du point p;
v variera avec la distance ¢ et sera une certaine fonction £
de cette distance ; la quantité de chaleur qui s'écoulerait &
travers le cercle o, place’ au point p perpendiculairement a

la ligne, sera—K—mdt ou—K f ()odt, en dési-

gnant par f* (¢) la fonction f ()

Nous donnerons a ce resultat lexpression suivante, qui
facilite les applications. '

Pour connaitre le flux actuel de la chaleur en un point p
d’une droite tracée dans un solide, dont les températures
varient par Uaction des molécules , il faut diviser la diffe-
rence des températures de deux points infiniment woisins du
point p par la distance de ces points. Le flux est propor-
tionnel au quotient.

142.

THEOREME IV.

Il est facile de déduire des théorémes précédents les
équations genérales de la propagation de la chaleur.

Supposons que les différents points d'un solide homogéne
d'une forme quelcongque, aient regu des températures ini-
tiales qui varient successwement par Ueffet de Uaction mu-
tuelle des molécules, et que Uéquation v=={ (x,y,z,t)
représente les états successifs du solide , on va.démontrer que
la fonction v de guatre variables satisfait nécessairement
a Uéquation
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dv K rdw d’v d*v
- cDWwr taypt T>
En effet, considérons le mouvement de la chaleur dans
une molécule comprise entre six plans perpendiculaires
aux axes des xz, des y, et des z; les trois premiers de ces
plans passent par le point m, dont les coordonnées sont
x,y, 2, et les trois autres passent par le point 7/, dont les
coordonnées sontx + dx,y +dy, z + dz.
La molécule recoit pendant linstant d¢, a travers le
rectangle inférieur dx d y, qui passe par le point m, une

" quantité de chaleur égale a —K dx dy % dt. Pour con-

nditre la quantité qui sort de la molécule par la face opposée,
il suffit de changer dans I'expression précédente z en z + dz,
c’est-a-dire d’ajouter a cette expression sa propre différen-
tielle prise par rapport a z seulement; on aura donc

—Kdz.dy%2di—Kda.dy d (%)) dzde
dz

pour la valeur de la quantité qui sort & travers le rectangle
supérieur. La méme molécule recoit encore a travers le pre-
mier rectangle d x d z qui passe par le point m, une quan-

tité de chaleur égale 4 — K % dx.dz.dt; et silon ajoute

a cette expression sa propre différentielle prise par rapport
a y seulement, on trouve que la quantité qui sort a travers
la face opposée d x d z, a pour expression

—K2dwdzdt—Kd —) dy da dz de.
.d]‘
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Enfin cette molécule recoit, par le premier rectangle dy dz
une quantité de chaleur égale 3 — K gi—' dy dz dt, et ce
qu'elle perd a travers le rectangle opposé, qui passe par m,

a pour expression

—Kdydzdi—Kd(Z)dedydzdt
dx

Il faut maintenant prendre la somme des quantités de
chaleur que la molécule regoit, et en retrancher la somme
de celles qu'elle perd. On voit par-la qu'il s'accunule durant
I'instant d ¢ dans l'intérieur de cette molécule une quantité

totale’de chaleur égale a K(j . +Z 1:+ 7 )a’x dydzdt.

I1 ne s'agit plus que de connaitre quel est 'accroissement de
température qui doit résulter de cette addition de chaleur.

- D étant la densité du solide, ou le poids de I'unité de
volume, et C la capacité spécifique, ou la quantité de chaleur
qui éleve I'unité de poids de la température o a la tempéra-
ture 1 ; le produit C.D dx dy dz exprime combien il faut
de chaleur pour élever de o 4 1 la molécule dont le volume
est dx dy dz. Donc en divisant par ce produit la nouvelle
quantité de chaleur que la molécule vient d’acquérir, on
aura son accroissement de température. On obtient ainsi
Féquation générale '

dv K (d*» dw» o) ‘
2t CD 7‘;+d—j.'+‘—f,—§.} - (4)

qui est celle de la propagation de la chaleur dans l'intérieur
de tous les corps solides.
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143.

Indépendamment de cette équation, le systéme des tem-

pératures est souvent assujéti a plusieurs conditions déter-
“minées , dont on ne peut donner une expression générale, -
puisqu’elles dépendent de I'espéce de la question.

Si la masse dans laquelle la chaleur se propage a des di-
mensions finies, et si la superficie est retenue par une cause
spéciale dans un état donné; par exemple, si tous ses points
conservent, en vertu de cette cause, la température cohs-
tante o, on aura, en désignant la fonction inconnue v par
¢ (x,7,2,t), 'équation de condition ¢ (x,y,z,t) = o; il
est nécessaire qu'elle soit satisfaite pour toutes les valeurs
de x, y, z, qui appartiennent aux points de la surface exté-
térieure, et pour une valeur quelconque de ¢.

De plus, si 'on suppose que les températures initiales du
corps sont exprimées par la fonction connue F (z,y, z),
on a aussi I'équation ¢ (z,y, 2,0) =F (=, y, z); la condi-
tion exprimée par cette équation doit étre remplie pour
les. valeurs des coordonnées x, y, z, qui conviennent a un
point quelconque du solide.

144.

Au lieu d’assujétir la surface du corps 4 une température
constante, on peut supposer que cette température n'est pas
la méme pour les différents points dé¢ la surface, et quelle
varie avec le temps suivant une loi donnée; c'est ce qui a
lieu dans la question des températures terrestres. Dans ce
cas I'équation relative a la surface, contient la variable ¢.

145.

Pour examiner en elle-méme, et sous un point de vue

tres-général, la question de la propagation de la chaleur, il

. . 18
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faut supposer que le solide, dont I'état initial est donné, a
toutes ses dimensions infinies ; alors aucune condition spé-
ciale ne trouble la diffusion de la chaleur, et la loi a la-
quelle ce principe est soumis, devient plus manifeste : elle
est exprimée par 'équation genérale

dv K rdv d*v dv
ri=co(T=rar+ o)

a laquelle il faut joindre celle qui se rapporte a I'état initial

et arbitraire du solide.

- Supposons que la température initiale d'une molécule ,
dont les coordonnées sont z, y, z, soit une fonction connue
F(x,y, z), et désignons la valeur inconnue » par¢ (2, y, z, ¢),
on aura I'équation déterminée ¢ (x, 5, 2, 0) =F(=z, ¥, 2);
ainsi la question est réduite a intégrer 'équation générale (A)
ensorte quelle convienne, lorsque le temps est nul, avec
I'équation qui contient la fonction arbitraire F.

SECTION VIIL
Equation générale relative & la surface.

146.

Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur pri-
mitive se dissipe successivement dans l'air atmosphérique
entretenu i une température constante , il faut ajouter a
I'équation générale (A) et & celle qui représente I'état initial,
une troisieme condition relative 4 I'état de la surface. Nous
allons examiner dansles articles suivants, la nature de I'équa-
tion qui exprime cette derniere condition.
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Considérons I'état variable d'un solide dont la chaleur se
dissipe dans l'air, entretenu 4 une température fixe o. Soit
une partie infiniment petite de la surface extérieure, et ;. un
point de v, par lequel on fait passer une normale & la sur-
face; les différents points de cette ligne ont au méme in-
stant des temperatures différentes.

Soient v la température actuelle du point ., prise pour
un instant déterminé, et w la température correspondante
d'un point v du solide pris sur la normale, et distant du
point p. d'une quantité infiniment petite «. Désignons par
x,Y, 2, les coordonnées du point p., et par

x+dx,y+8y,z2+3z,

celles du point v; soient f (z,y,z) = o0 I'équation connue
de la surface du solide, et v=7¢(z, ¥, z, ¢) I'équation géné-
rale qui doit donner la valeur de ¥ en fonction des quatre
variables z, y, z, t. En différentiant I'équation f (z, y, z2)=o,
onauramdz+ndy+pdz=o;m,n,p sont des fonc-
tions de z, 7, z.

Il résulte du corollaire énoncé dans larticle 141, que le
flux , dans le sens de la normale, ou la quantité de chaleur
qui traverserait pendant l'instant d¢ la surface v, si on la
placait en un point quelconque de cette ligne, perpendicu-
lairement & sa direction , est proportionnelle au quotient
que I'on obtient en divisant la différence de température de
deux points infiniment voisins par leur distance. Donc I'ex-
pression de ce flux a I'extrémité de la normale est

—KZ 2, d¢ s

o

.

K désignant la conducibilité spécifique de la masse. D'un
. N 18. /
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autre c6té la surface o laisse échapper dans l'air, pendant
l'instant d¢, une quantité de chaleur égale a Avwdt; k étant
la conducibilité relative a l'air atmosphérique. Ainsi le flux
de chaleur 4 I'extrémité de la normale a deux expressions

v
wdt; doncces deux

différentes, savoir: Av o dtet — k Z—

quantités sont égales; et c'est en exprimant cette égalite,
que l'on introduira dans le calcul la condition relative a la

surface. .
| 147.
Onaw——'v+8'v_fv+ 8x+ 8y+ Sz Or, il

suit des principes de la geometne s que les coordonnees
&z, 3y,dz, qui fixent la position du point v de la normale
par rapport au point y, satisfont aux conditions suivantes :

pdx=mdz,pdy=niaz.
On a donc )
dv
[ — (mdx+ dj+pdz>82
on a aussi

a= \/8w’+8y’+8z’=;-,(m’+n’ +p’)';'8z, :

ou a:}%& z, en désignant par ¢ la quintité
(m:_l_n:_'_Pz):’
w—v__ (md dw dv
a -\ Pty +sz>q’

par conséquent I'égalité
hvo dt‘—'—k(w—w)w dt

donc
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devient la suivante
dv +n? dv dv /3 _ B
m I dy YPa; Tv91=° (B)

Cette équation est déterminée et ne s'applique qu'aux points
de la surface; elle est celle que I'on doit ajouter a I'équation
generale de la propagation de la chaleur (A), et a la con-
dition qui détermine I'état initial du solide; m, n, p, ¢, sont
des fonctions connues des coordonnées des points de la
surface,

148. _

L'équation B signifie en général que le décroissement de
la température, dans le sens de la normale, a I'extrémité du
solide, est tel que la quantité de chaleur qui tend & sortir
en vertu de l'action des molécules, équivaut toujours a celle
que le corps doit perdre dans le milieu.

On pourrait concevoir que la masse du solide est pro-
longée, en sorte que la surface au lieu d'étre exposée a l'air,
appartient a-la-fois au corps qu'elle termine, et & une enve-
loppe solide qui le contient. Si, dans cette hypothése, une
cause quelconque réglait a chaque instant le décroissement
des températures dans I'enveloppe solide, et la déterminait
de maniére que la condition exprimée par I'équation B, fat
toujours satisfaite, 'action de I'enveloppe tiendrait lieu de
celle de l'air, et le mouvement de la chaleur serait le méme
dans l'un et l'autre cas: on peut donc supposer que cette
cause exigte, et déterminer, dans cette hypothese , I'état
variable du solide; c'est ce que l'on fait en employant les

deux équations A et B.
. On voit par-la comment. lmterruptlon de la masse et
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ment, la somme des termes du premier ordre, qui- entrent
dans l'expression de ces quantités de chaleur recues par la
molécule, est zéro; ensorte que la chaleur qui s'y accumule
en effet, et fait varier sa température, ne peut étre exprimeée
quc par des termes infiniment plus petits que ceux du pre-
mier ordre.

On voit distinctement ce résultat lorsqu’on établit 'équa-
tion générale (A), en considérant le mouvement de la chaleur
dans une molécule prismatique (articles 127 et 142); on le
démontre encore pour une molécule d’'une figure quelcon-
que, en substituant a la chaleur recue par chaque face,
cclle que recevraient ses trois projections.

11 est d’ailleurs nécessaire que cela soit ainsi : car, si une
des molécules du solide acquérait pendant chaque instant
une quantité de chaleur exprimée par un terme du premier
ordre, la variation de sa température serait infiniment plus
grande que celle des autres molécules, cest-a-dire, que
pendant chaque instant infiniment petit, sa température aug-
menterait ou diminuerait d'une quantité finie; ce qui est
contraire a l'expérience.

151. :

Nous allons appliquer cette remarque 4 une molécule
placée a la surface extérieure du solide.

Par un point a (voy. fig. 6), pris sur le plan des x et
7, menons deux plans perpendiculaires, I'un a l'axe des
x, l'autre & I'axe des y. Par un autre point 4 du méme
plan, infiniment voisin de @, menons aussi deux plans
paralleles aux deux précédents; les ordonnées z, élevées
aux poiﬁts- a, b, c, d, jusqu'a la surface extérieure du
solide, marqueront sur cette surface quatre points @', &, ¢, d,
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et seront les arétes d’'un prisme tronqué, dont la base est
le rectangle abcd. Si par le point @, qui désigne le moins
€levé des quatre points a’, &, ¢,d’ on fait passer un plan
parallele & celui des x et y, on retranchera du prisme tron-
qué une molécule, dont une des faces, savoir: a' &' c' d' se
confond avec la superficie du solide. Les valeurs des quatre
ordonnées aa cc' dd' bb' sont les suivantes :
aa =1z

e =z+ -::—5 dx
x
dd =z + -d—z d y
dz
bb'=z+ LLP P + d y
152.
L'une des faces perpendiculaires aux x est un triangle, et
la face opposée est un trapeéze. L'aire du triangle est
a dy d.}' ’
et le flux de chaleur dans la direction perpendiculaire 2
cette surface étant —k % on a, en omettant le facteur d¢,
dv dydz
— k22 Er d
pour l'expression de la quantité de chaleur.qui pénétre pen-

dant un instant dans la molécule, a travers le triangle dont
il s'agit. °

L’aire de la face opposée est ‘
'gdy( lda+2ids 42 d_y)
4 19
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. . 1 ' o dv
et le flux perpendiculaire a cette face est aussi — & ——, en

supprimant les termes du second ordre, infiniment plus
petits que ceux du premier; on retranchera la quantité de
chaleur qui sort par cette seconde face, de celle qui entre

3 ] dvd:z
par la premiere et I'on trouvera k — —— dz dy.

Ce terme exprime combiery fa molécule recoit de chaleur
par les faces perpendiculaires aux z.

On trouvera, par ua calcul semblable, que la méme mo-
lécule regoit, par les faces perpendiculaires aux y, une quan-

(e 7 1 dv dsz
tité de chaleur égale a Z Zr-dx dy.
La quantité de chaleur que la molécule regoit par la base
rectangulaire est — % j—?-; dxz dy. Enfin,elle laisse échapper

dans Fair, & travers la surface supérieure a' &' c'd’, une cer-
taine quantité de chaleur égale au produit de A, par
I'étendue o de cette surface. La valeur de o est, selon les
principes connus, celle de dz dy, multipliée par le rapport

%‘; ¢ désigne la longueur de la mormele, depuis la surface

extérieure jusqu'au plan des x et y, et

d.z\? dz\"\:

s (o (&) (D))

donc la moléenle perd A travers sa surface @’'b'c'd une
quantité de chaleur égalea Avdx dy 2

Or, les termes du premier ordre qni entrent dans. l'ex-
pression de la quantité totale de chaleur acquise par la
molécule, doivent se détruire, afin que la variation des tem-
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pératures ne soit pas a chaque instant wwe quantité finie ;
on doit donc avoir I'équation

dvdz

k3222 grdy +k— rda dy—kT2dx dy—h o dady=o,

o i _e__dvdz+dvdz_dv
L EV T4 dx T Iy Ay T @

153.

d Z et % leurs valeurs tirées de I'é

En mettant pour —
~ tion mdx+ndy+pdz =0, et désignant par g la quan-
tité (m’'+n'+p’) ona
km 42 knl2 v kpSlihvg=0, (B
dz Zy P dz =%
on connait ainsi d’'une maniere distincte cé que représente
chacun des termes de cette équation.

En les prenant tous avec des signes contraires et les mul-
tipliant par le rectangle d x dy, le premier exprime com-
bien la molécule recoit de chaleur par les deux faces per-
pendiculaires aux x, le second combien elle en regoit par
ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisieme combien
elle en regoit par la face perpendiculaire aux z, et le qua-
trieme combien elle en regoit du milieu. L'équation exprime
donc que la somme de tous ces termes du premier ordre
est nulle, et que la chaleur acquise ne peut étre représentée
que par des termes du second ordre.

154.

Pour parvenir a cette équation (B) il faut considérer une
des molécules dont la base est a la surface du solide,.comme

19.
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un vase qui regoit ou perd la chaleur par ses différentes
faces. L'équation signifie que tous les termes du premier
ordre qui entrent dans l'expression de la chaleur acquise
se détruisent mutuellement; ensorte que cet accroisse-
ment de chaleur ne peut étre exprimé que par des termes
du second ordre. On peut donner a cette molécule, ou la
forme d’'un prisme droit, dont I'axe est perpendiculaire i la
surface du solide, ou celle d'un prisme tronqué, ou une
forme quelconque.

L'équation générale (A) suppose que tous les termes du
premicr ordre se détruisent dans l'intérieur de la masse, ce
qui est évident pour des molécules prismatiques comprises
dans le solide. L'équation (B) exprime le méme résultat pour
les molécules placées aux limites des corps.

Tels sont les points de vue généraux sous lesquels on peut
envisager cette partie de la théorie de la chaleur.

L'équation o K (T2 Iy, Lo représente le

dt C.D\dzx  dy  dz
mouvement de la chaleur dans lintérieur des corps. Ce
théoréme fait connaitre la distribution instantanée dans
toutes les substances solides ou liquides; on en pourrait
déduire I'équation qui convient a chaque cas particulier. -

Nous ferons cette application dans les deux articles sui-
vants, 4 la question du cylindre et a celle de la sphere.
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- SECTJON VIIL
Application des équations géenerales.

155.

Désignons par r le rayon variable d’'une enveloppe cylin-
drique quelconque, et supposons, comme précédemment
dans l'art. 118, que toutes les molécules également éloignées
de I'axe ont a chaque instant une température commune;
v sera une fonction de r et ¢; r est une fonction de y, z,
donnée par I'équation 7”=2"+y". Il est évident, en premier
lieu que la variation de @ par rapport a x est nulle; ainsi

d v . .
le terme T doit étre omis. On aura maintenant, suivant

les principes du calcul différentiel, les équations :

dv__dv dr td‘ dv rdrN\* dvdr
E_af_r'd—ze Zz—dr dz) MPTY T
dv dvdre d"v dvrdr\’ sd'vd‘r.
dy— drdj dy dr’ Zy) +ﬁ.3?’
donc
d"v dv
= dr{( )+dr{dz+df')} (@)

Il faut remplacer dans le second membre les quantités

dr dr d&r d&r

dz’dy’ dz’ dy .
par leurs valeurs respectives ; pour cela on tirera de I'équa-
tion 22+ y =r

dr ar\* d'r
z—rzet l—(d—i> +"d—,

. dr = dr\: dr
J’—-.I'J;C l——-(z;)"“fv
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et parconséquent

z’+_y‘=r’{(§§)’+(f_’
2=(%)+(% 5) + |7 +

la premiere équation , dont le premier membre est égal a 7,

donne
By ()= oy

la seconde donne , lorsqu’on met pour
dr\* dry*
=)+ (%)

ar d'r I
- (e)

sa valeur 1

dz+f_

Si maintenant on substitue dans I'équation () les valeurs

données par les équations (4) et (c), on aura

dv  dv__dv + 1dv

dy — dr " rdr

Donc I'équation qui exprime le mouvement de la chaleur
dans le cylindre, est

dv__ K rdv  1dv

Z:—co\art F‘¢T;>’
comme on l'a trouvé précédemment, art. 119.

On pourrait aussi ne point supposer que les molécules
également éloignées de laxe, ont recu une température ini-
tiale commune; dans ce cas on parviendrait 2 une équation
beaucoup plus générale.

156.
Pour déterminer, au moyen de I'équation (A), le mouve-
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ment de la chaleur dans une sphére qui a été plongée dans
un liquide, on regardera v comme une fonction de r et ¢;
r est une fonction de z, y, z, donnée par l'équation

r=x'+4+y'+z’,

r étant le rayon variable d’'mne enveloppe. On aura ensuite

dv__dvdr d”u 'v(aLf * dv dr
Iz dr d» I drdz

dv dv dr _dv» v dr)' dv d&'r

oo Gtayr—ar\3) Yaray

dv _dvdr  dv»__dv dr dv &r
dz_drdz:"dz _dr th) drdz

En faisant les substitutions dans I'équation

dv __ K d"u dv dv
Zi—co\dz df+dz>

on aura

s (|G +(5) &) |+ ()@

Léquation x* + y"+»z ==r* fournit les résultats suivants:
et _.( =) +r
dr r d'r
y—.r@etl—(-—> +rv

z=r etx (d>

Les trois équations du premier ordre donnent :

ey s =r () (§)+ ()]}

Les trais.équations du second ordre donnent :.
3=(F)+(G)+ @) +r |FrF 5]
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et mettant pour
=)+ (FZ)+&)
(z +\z) * a'z)

la valeur 1, on a
dr  &r dr_ 2
o dx'+df+dz’_;'
Faisant les substitutions dans'équation (z), on aura I'équation

dv K /fdv  a2dv
zi=co(7r+53)
qui est la méme que celle de I'art. 114.

L'équation contiendrait un plus grand nombre de termes,
si 'on ne supposait point que les molécules également
éloignées du centre ont recu la méme température initiale.

On pourrait aussi déduire de I'équation déterminée (B),
celles qui expriment I'état de la surface dans les équations par-
ticulieres , o1 'on suppose qu'un solide d'une forme donnée,
communique sa chaleur a l'air atmosphérique ; mais le plus
souvent ces equations se présentent-d'elles- mémes, et la
forme en est tres-simple, lorsque les coordonnées sont
choisies convenablement.

SECTION IX.
Remarques génerales.

157. ,
La recherche des lois du mouvement de la chaleur, dans
les solides consiste maintenant i intégrer les équations que
nous avons rapportées; c'est I'objet des chapitres suivants;
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nous terminerons celui-ci par des remarques génerales sur
la nature des quantités qui entrent dans notre analyse.

Pour mesurer ces quantités et les exprimer en nombre,
on les compare a diverses sortes d'unités, au nombre de
cing, savoir : I'unité de longueur, I'unité de temps, celle de
la température, celle du poids, et enfin I'unité qui sert a
mesurer les quantités de chaleur. On aurait pu choisir pour
cette derniére unmité la quantité de chaleur qui éleve un
volume donné d'une certaine substance , depuis la tempéra-
ture o jusqu'a la température 1. Le choix de cette unité
serait préférable a plusieurs égards a celui de la quantité de
chaleur nécessaire pour -convertir une masse de glace d'un
poids donné, en une masse pareille d'eau, sans élever la tem-
peérature o. Nous n'avons adopté cette derniere unité, que
parce qu'elle était en quelque sorte fixée d’avance dans plu-
sieurs ouvrages de physique ; au reste, cette supposition
n’apporterait aucun changement dans les résultats du calcul.

: 158.

Les éléments spécifiques qui déterminent dans chaque’
corps les éffets mesurables de la chaleur, sont au nombre de
trois, savoir : la conducibilité propre, la conducibilité rela-
tive & 'air atmosphérique, et la capacité de chaleur.

Les nombres qui expriment ces quantités sont comme la
pesanteur spécifique autant de caracteres naturels propres
aux diverses substances. -

Nous avons déja remarqué, art. 36, que la conducibilité
de la surface serait mesurée d’'une maniere plus exacte, si
T'on avait des observations suffisantes sur les effets de la cha-
Jeur rayonnante dans les espaces vides d’air.

On peut voir, comme nous I'avons annoncé dans la pre-

20
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miere section du chap. I, art. 11, qu’il n'entre dans le
calcul _que trois coéfficients spécifiques k; 2, C; ils doivent
étre déterminés par des observations, et nous indiquerons
par la~suite les expériences propres a les faire connaitre avec
précision, ' ‘
.
 159.

Le nombre C, qui entre dans le calcul, est toujours
mulgjplié par la densité D, cest-a-dire, par le nombre
d’unités de poids qui équivalent au poids de I'unité de vo-
lume ; ainsi ce produit C D peut étre remplacé par le coéffi-
cient c. Dans ce cas on doit entendre, par capacité specifique
de chaleur, la quantité nécessaire pour élever de la tem-
pérature o a la température 1 l'unité de volume d'une
substance donnée, et non I'unité de poids de cette substance.
Clest pour ne pas s'éloigner des définitions communes, que
Yon a rapporté dans cet ouvrage la capacité de chaleur au
poids et non au volume ; mais il serait préférable d’employer
le coéfficient ¢ tel que nous venons de le définir; alors il
n'entrera dans les expressions analytiques aucune grandeur
mesurée par l'unité de poids: on aura seulement 4 considérer,
1° la dimension linéaire x, la température », et le temps ¢;
2° les coéfficientc, 4, et k. Les trois premieres quantités somt
des indéterminées, et les trois autres sont, pour chaque
substance, des éléments constants que I'expérience fait con-
* naitre. Quant a l'unité de surface et a l'unité de volume,
elles n'ont rien d’absolu, et dépendent de I'unité de longueur.

160.

Il faut maintenant remarquer que chaque grandeur indé-
terminée ou constante a une dimension. qui lui est propre, et
que les termes d’'une méme équation ne pourraient pas étre
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compares, gils ‘avaient point le méme exposarnt de dimension.
Nous avons introduit cette considération dans lathéorie de la
chaleur pour rendre nos définitions plus fixes, et servir a véri-
fier lecalcul ; elle dérivedes notions primordiales sur les quan-
tités ; c'est pour cette raison que, dans la géométrie et dans
la mécanique, elle équivaut aux lemmes fondamentaux que
les Grecs nous ont laissés sans démonstration.
161.

Dans la théorie analytique de:la chaleur, toute équa-
tion (E) exprime une relation nécessaire entre des grandeurs
subsistantes x, £, ¥, c, A, k. Cette relation ne dépend. point -
du choix de 'unité de longueur, qui de sa nature est contin-
gent, c'est-a-dire que, si I'on prenait une unité différente pour
mesurer les dimensions linéaires , I'équation (E) serait encore
la méme, Suppesons dore que lunité de longueur soit
changée, et que'sa séconde valeur soit équivalente 2 la pre-
miere, divisée par m. Une quantité quelconque x qui dans .

I'équation (E) représente une certaine ligne a 5, et qui, par-
conséquent , ‘désigne -un certain nombre de fois lre de
longueur, deviendra inx, afin de correspondre a ¥ méme
grandeur a b ; la valeur ¢ du temps et la valeur » de la tem-
pérature ne seront point changées; il n’en sera pas de meme

des €léments spemﬁques R, k, c : le premier A dev1endra

car il exprime la quantlte de chaleur qui sort pendant lumte
de temps, de I'unité de surface & Ta température 1. Si lon‘
examine avec attention la nature du coéfficient %, tel que
nous Yavons défini dans les art. 68 et 135, on reconnaitra,

qu'il devient ”% ; car le flyx: de chaleur est en raison directe
20.
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de I'étendue de la surface, et en raison inverse de la distance
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coéfficient ¢ qui
représente le produit C D, il dépend aussi de I'unité de lon-

gueur et devxent ; donc I'équation (E) ne doit subir aucun
changement, si lon écrit, au lieu de z, mz, et en méme
temps — * mi -33, au lieu de &, A, c; le nombre m disparaitra

de lui-méme apres ces substitutions : ainsi la dimension de
x, par rapport 4 I'unité de longueur est 1; celle de k est—1,
celle de & est— 2, et celle de ¢ est — 3 Si I'on attribue a
chaque quantité son exposant de dimension , I'équation sera
homogeéne , parce que chaque terme aura le méme exposant
total. Les nombres tels que s, qui représenteraient des sur-
faces ou des solides, ont la dimension 2 dans le premier
cas, et la dimension 3 dans le second. Les angles, les sinus
et autres fonctions trigonométriques, les logarithmes ou
exposants de puissance sont, d'apres les principes du calcul,
des nombres absolus qui ne changent point avec 'unité de
longueya; on doit donc trouver leur dimension egale ao,
qui est (Mle de tous les nombre abstraits. :

Si l'unité de temps, qui était d’abord 1, devient % , le

nombre ¢ sera n ¢, et les nombres et » ne changeront

point. Les coéfficients %, A, ¢ seront S’ g, c. Ainsi les dimen-

sions de z, ¢, », par rapport a l'unité de temps, sont
0,1,0,etcellesdek, ”,c, sont—1,—1,0.

Si 'unité de température était changée, en sorte que la
température 1 devint celle qui répond a un autre effet que
I'ébullition de I'eau; et si cet effet exigeait une température

~
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moindre, qui fit a celle de I'eau bouillante dans le rapport
de 1 au nombre p; v deviendrait » p, x et ¢ conserveraient

leurs valeurs, et les coéfficiens %, %, ¢ seraient g-, é, <.

P
Le tableau suivant représente les dimensions des trois
indéterminées et des trois constantes, par rapport & chaque
sorte d'unité.

LONGURUR. DUREE. TEMPERATURE.

Exposant de dimension de...... = 1 ° ' o
3 o 1 [}

L ° o z

La conducibilité spécifique. . ... & -1 —_t -1
La condaucibilité de la surface... & —a -1 I
La capacité de chaleur......... c -3 ° . -1

162.

Si I'on conservait les coéfficients C et D, dont le produit a
été représenté par ¢, on aurait encore a considérer I'unité
de poids, et I'on trouverait que l'exposant de dimension ,,
par rapport a l'unité de longueur, est —3 pour la densité D,
et o pour C. '

En appliquant la regle précédente aux différentes équations
et 4 leurs transformées, on trouvera qu'elles sont homo-
génes par rapport a chaque sorte d'unité, et que la dimen-
sior de toute quantité angulaire ou exponentielle est nulle.
Si cela n’avait point lieu, on aurait commis quelque erreur



wbo THEOREIE DE LA CHALEUR.

a paru plus propre qu'aucune autre a faire connaitre les
¢léments de la méthode que nous avons suivie.
164.

Nous supposons quune masse solide homogene est con-
tenue entre deux plans verticaux B et € paralltles et infinis,
" et qu'on la divise en deux parties par un plan A perpen-
dicalaire aux deux autres (voy. fig. 7); nous allons con-
sidérer les températures de la masse B A C comprise entre
les trois plans infinis A, B, C. On suppose que l'autre
partie B'A C' du solide infini est une source constante de
chaleur, cest-a-dire que tous ses points sont retenus a la
température 1, qui ne peut jamais devenir moindre, ni plus
grande. Quant aux deux solides latéraux compris I'un entre
le plan C et le plan A prolongé, 'autre entre le plan B et le
plan A prolongé, tous leurs points ont une température
constante o0, et une cause extérieure leur conserve toujours
cette méme température; enfin les molécules du solide com-
pris entre A, B et C, ont la température initiale o. La chaleur
passera successivement du foyer A dans le solide B A C; elle
s’y propagera dans le sens de la longueur qui est infipie, et
‘en méme temps elle se détournera vers les masses froides
B et C qui en absorberont une grande partie. Les tempera-
tures du solide B A C s’éleveront de plus en plus ; mais elles
ne pourront outre-passer ni méme atteindre un maximum
de température, qui est différent pour les différents points
de la masse. Il s'agit de connaftre I'état final et constant dont
I'état variable s’approche de plus en plus.

Si cet état final était connu et qu'on le format d’abord il
subsisterait de lui-méme, et c'est cette propriété qui le dis-
tingue de tous les autres. Ainsi la question actuelle consiste
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3 déterminer les températures permanentes d'un solide rec-
tangulaire infini, compris entre deux masses de glace B et C
et une masse d'ean bouillante A; la considération des ques-
tions simples et primordiales est un des moyens les plus cer-
tains de découvrir les lois des phénomenes naturels, et nous
voyons, par l'histoire des sciences, que toutes les théories se
sont formeées suivant cette méthode.
. 165.

Pour exprimer plus brievement la méme question, on sup-
pose qu'une lame rectangulaire BA C, d'une longueurinfinie,
est échauffée par son extrémité A, et conserve dans tous les
points de cette base une température constante 1, tandis que
chacune des deux arétes infinies B et C, perpendiculaires a
la premiere, est aussi assujétie dans tous ses points a une
température constante o; il s'agit de déterminer qu’elles doi-
vent étre les températures stationnaires de chaque point de
la lame.

On suppose qu'il ne se fait a la superficie aucune déper-
dition de ehaleur, ou, ce qui est la méme chose, on considere
un solide formé par la super-position d'une infinité de lames
pareilles a la précédente; on prend pour I'axe des x la droite
oz, qui partage la lame en deux moitiés, et les coordonnées
de chaque point m sont x et y; enfin on représente la lar-
geur A de la lame par 2/, ou, pour abréger le calcul, par =,
valeur de la demi -circonférence.

Concevons qu'un point iz de la lame solide BAC, quia pour
coordonnées z et y, ait la température actuelle v, et que les
quantités v, qui répondent aux différents points, soient telles
qu'il ne puisse survenir aucun changement dans les tempé-
ratures, pourvu que celle de chaque point de la base A soit

21
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toujours 1, et que les cotés B et C conservent dans tous leurs
points la température o.

Si I'en élevait en chaque point 7 une coordonnée verticale
égale a la. température v, on formerait une surfaee courbe
qui s'étendrait au-dessus de la lame et se prolongenait a l'in-
fini. Nous chercherons a connaitre la nature de cette surface
qui passe par une ligne parallele €levée au-dessus de I'axe
des y, a une distance égale a I'unité , et qui coupe le plan
harizental , suivant les deux arétes infinies paralléles aux x.

166.

Pour appliquer I'équation générale

dv» __ K d* v a*v d* v
e cD\dz t d_y’+dz’)’

on considérera que, dans le cas dont il s'agit, on fait abstrac-

. ‘ ’ ' f v . A
tion d’'une coordonnée z, en sorte que le terme 77 doit étre

. . d . . . .
omis; quant au premier membre sz , il s'évanouit, puis-

quon veut déterminer les températures stationnaires ; ainsi
I'équation qui convient i la question actuelle, et détermine
les propriétés de la surface courbe cherchée est celle-ci,

d v av__
¢TF+F—° (a)

La fonction de z et y, ¢ (x, ¥) qui représente I'état perma-
nent du solide B A €, doit 1 satisfaire a Léquation (a); 2° de-
venir nulle lorsqu’on substitue — ; = ou + ; = au lieu de y,

quelle que soit d’ailleurs la valeur de z; 3° elle doit étre
égale 4 'unité, si Lon suppese =0, et si l'on attribue a y
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. ’ I 4 I
une valeur quelconque comprise entre — - = et + —=.Ilfaut

ajouter que cette fonction ¢ (z, y) doit devenir extrémement
petite lorsqu'on donne 4 x une valeur tres-grande, puisque
toute la chalewr sort du seul foyer A.

167. :

Afin de considérer la question dans ses éléments, on cher-
chera en premier lieu les plus simples fonctions de x ety,
qui puissent satisfaire 4 'équation (a); ensuite on donnera a
cette valeur de v une expression plus générale, afin de rem-
plir toutes le conditions énoncées. Par ce moyen la solution
acquerra toute I'étendue qu’elle doit avoir, et 'on démontrera
que la question proposee ne peut admettre aucune autre
solution.

Les fonctions de deux vanables se reduisent souvent a
une expression moins composée, lorsqu’on attribue a l'une
des variables ou a toutes les deux une valeur infinie; c’est ce
que l'on remarque dans les fonctions algébriques qui, dans
ce cas, équivalent au produit d'une fonction de x par une
fonction de y. Nous examinerons d’abord si la valeur de »
- peut étre représentée par un pareil produit; car cette fonc-
tion » doit représenter I'état de la lame dans toute son
étendue, et par consequent celui des points dont la coor-
donnée x est infinie. On écrira donc v=Fz. £, substltuant

d (fr)
dy*

dans I'équation a et désignant < ( ) par F'x et

par /"y, on aura—(x—) S 'L(L)_ 0;on pourra donc sup-

Sr

Fl’
poser——=nm et~ f L — _ m, m étant une constante quel-

Fz fr

conque, et comme on se propose seulement de trouver une

21.
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valeur particuliéere de v, on déduira des équations précé-

dentes Fx =e~ "7, fy=Ccos. my.
168.

On ne pourrait point supposer que m est un nombre né-
gatif, et 'on doit nécessairement exclure toutes les valeurs

particuliéres de 2, ol il entrerait des termes tels que e™*, m
étant un nombre positif, parce que la température v ne peut
point devenir infinie, lorsque z est infiniment grande. En
effet la chaleur n’étant fournie que par la source constante
A, il ne peut en parvenir qu'une portion extrémement petite
dans les points de I'espace, qui sont trés-€loignés du foyer.
Le reste se détourne de plus en plus vers les arétes infinies
B et C, et se perd dans les masses froides qu’elles terminent.

. . —mx
L'exposant m qui entre dans la fonction e . €OS. my
n'est pas déterminé, et I'on peut choisir pour cet exposant
un nombre positif quelconque : mais, pour que » devienne

nulle en faisant y=—§ mouy=-+ g =, quelle que soit z,

on prendra pour m un des termes de la suite, 1, 3, 5,

7,9, etc.; par ce moyen la seconde condition sera remplie.
169.

On formera facilement une valeur plus générale de », en

ajoutant plusieurs termes semblables aux précédents, et 'on

aura v=ae " cos.y-+ be > cos. Jy+ ce > cos. 5y

+de 7% cos. 7 y+.....etc. (). Il est évident que
cette fonction v désignée par ¢ (z, y) satisfait a 'équation

2 d’ \ o
5—;,’ + 7},—?: o, et a la condition ¢ (z, = { =) =o0. Il reste




CHAPITRE IIL 165
a remplir une troisieme condition, qui est exprimée ainsi :
¢ (0, y)=1,et il est nécessaire de remarquer que ce ré-
sultat doit avoir lieu lorsqu’on met pour y une valeur quel-

. I 1 .
conque, comprise entre — e et + 2™ On ne peut €n rien

‘inférer pour les valeurs que prendrait la fonction ¢ (0, y),
si I'on mettait au lieu de y une quantité non comprise entre

les limites — i = et + 21:. L'équation () doit donc étre as-

sujétie a la condition suivante :
1=acos.y + bcos.3y + ccos. 3y + dcos. 7y + etc.

C'est au moyen de cette équation que 'on déterminera les

coéfficients a@, b, ¢, d, ... etc. dont le nombre est infini.
Le second membre est une fonction de y, qui équivaut a

I'unité, toutes les fois que la variable y est comprise entre

— = = et + = = On pourrait douter qu'il existit une pareille
2 2

fonction, mais cette question sera plein®ment éclaircie par la
suite.
170.

Avant de donner le calcul des coéfficients, nous remar-
querons l'effet que représente chacun des termes de la série
dans I'équation (5).

Supposons que la température fixe de la base A, au lieu
d’étre €gale a4 l'unité pour tous ses points, soit d’autant
moindre que le point de la droite A est plus éloigné du mi-
lieu o, et qu'elle soit proportionnelle au cosinus de cette
distance ; on connattra facilement dans ce cas la nature de la

surface courbe , dont 'ordonnée verticale exprime la tempé-
rature v ou ¢ (x, y). Si I'on coupe cette surface & I'origine
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par un plan perpendiculaire 4 I'axe des x, la courbe qui ter-

mine la section aura pour équation »=a cos. y - les valeurs
des coéfficients seront les suivantes :

a=—a, b’=0, c=0o0, d=0,

ainsi de suite , et I'équation de la surface courbe sera

x
v=ae .cC0sY.

Si I'on coupe cette surface perpendiculairement a I'axe des
¥, on aura une logarithmique dont la convexite est tournée
vers Yaxe; si on la coupe perpendiculairement a I'axe des z,
on aura une courbe trigonométrique qui tourne sa concavité

vers l'axe. Il suit de la que la fonction Z ; a toujours une va-

leur positive, et que celle de — est toujours negative. Or

la quantité de chaleur qu'une molecule acquierta raison de sa
place entre deux autles dans le sens des x, est proportionnelle

a la valeur de >+ (art. 123); il s'ensuit donc que la molé-

cule mtermed1a1re recoit de celle qui la précede, dans le scns
des x, plus de chaleur qu'elle n'en communique 4 celle qui
la suit. Mais, si l'on considere cette méme molécule comme
placée entre deux autres dans le sens des y, la fonction
de

d 2
communique a celle qui la suit plus de chaleur qu’elle n’en re-
coit de celle quila précede. Il arrive ainsi que 'excédent de cha-
leur qu’elle acquiert dansle sens des x, compense exactement
ce qu'elle perd dans le sens des y, comme I'exprime I'équa-

etant négative, on voit que la molécule intermédiaire
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tion :—3— + ‘%;- == 0. On connatt ainsi la route que suit la
chaleur qui sort du foyer A. Elle se propage dans le sens
des z, et en méme temps elle se décompose en deux parties,
dont I'une se dirige vers une des arétes , tandis que 'autre
partie continue de s’éloigner de l'origine, pour étre décom-
posée comme la précédente et ainsi de suite a l'infini. La
surface que nous considérons est engendrée par la courbe
trigonométrique, qui répond a la base A, et se meut perpen-
diculairement a l'axe des x en suivant cet axe, pendant que
chacune de ses ordonnées décroit a l'infini, proportionnel-
lement aux puissances successives d'une méme fraction.

On tirerait des conséquences analogues, si les tempéra-
tures fixes de la base A étaient exprimées par le terme -

b cos. 3y ou ¢ cos. 5 y ete.;

et I'on peut, d’apres cela, se former une idée exacte du mou-
vement de la chaleur dans les cas plus généraux; car on
verra par la suite que ce mouvement se décompose toujours
en une multitude de mouvements élémentaires, dont chacun
s’accomplit comme s'il était seul. '

SECTION IL

Premier exemple de l'usage des séries trigonometriques dans
la théorie de la chaleur.

171.
Nous reprendrons maintenant I'équation

1=a c0s.y + b cos. 3y + ¢ cos. 5y +d cos.7 y + etc.,
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dans laquelle il faut déterminer les coéfficients a, b, ¢, d, etc.
Pour que cette équation subsiste, il est nécessaire que les
constantes satisfassent aux équations que I'on obtient par
des différentiations successives, ce qui donne les résultats
suivants :

1=acos.y+b cos.3y+ ccos.5y+ dcos.7y+etc.
o0 = a sin. y+3 bsin.3y+ 5 csin. 5 + 7 dsin. 7 y+ ete.
0 = a cos. y + 3 bcos. 3y + 5 ccos. 5y + 7°d cos. 7y + etc.
o = asin. y + Fbcos. 3y +5'ccos.5y + 7'd cos. 7y + etc.
ainsi de suite a l'infini. '
Ces équations devant avoir lieu lorsque x==0, on aura

1=a+ b+ c+ d+ e+ [f4+g+... etc
o=a+3b+5c+7d+ge+11"f+... et
o=a+3b+5c+7'd+gle+... etc..
o=a+3b+5c+7°d+... etc.
o=a+3b+b5%¢c+... etc

etc.

Le nombre de ces équations est-infini comme celui des
indéterminées a, b, ¢, d,e... etc. La question consiste &
éliminer toutes les inconnues , excepté une seule.

172.

Pour se former une idée distincte du résultat de ces élimi-
nations, on supposera que le nombre des inconnues a, b, c,
d... etc.,est dabord défini et égal a m. On emploiera les
m, premieres équations seulement, en effacant tous les termes
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ol se trouvent les inconnues qui suivent les m premieres. Si
I'on fait successivement m=—2, m=3, m=4,m=>5, ainsi de
suite, ontrouvera dans chacune de ces suppositions, les valeurs
des indéterminées. La quantité a, par exemple, recevra une
valeur pour le cas de deux inconnues, une autre pour le cas de
trois inconnues, ou pour le cas de quatre inconnues, ou succes-
sivement pour un plus grand nombre. Il ensera de méme de I'in-
déterminée b, qui recevra autant de valeurs différentes que I'on
aura effectué de fois I'élimination; chacune des autres'indéter-
minées est pareillement susceptible d'une infinité de valeurs
différentes. Or la valeur d'une des inconnues, pour le cas
ou leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tendent
continuellement les valeurs qu'elle regoit au moyen des éli-
minations successives. Il s'agit donc d’examiner si, & mesure
que le nombre des inconnues hugmente, chacune des valeurs
a, b, c, d,... etc. ne converge point vers une hmxte ﬁme,
dont elle approche continuellement. ‘

Supposons que l'on emplone les sept. eqpatlons suxvantes

a+. ».b“,' c+. delj e+ f+ g

-l

o=a+3 b+5 c+7 d+9g e+11’ f+1F g
o=a+3 b+5 c+7 d+g e+11' f+13 g
o =a+3 b+’ c+7° d+g° e+‘u°f-+ 13 g
o=a+3 b+5 c+7Pd+g e+ 11’ f+13 g
o=a+3b+5"ct+yd+get+ 11" f+13"g

o=a+3 b+5"c+7"d+g e+ 11°f+13" g
' ' 22
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Les six équations qui ne contiennent plus g, sont :

13 =a(1¥—p)+ (33 (1 ¥—5)+ d(a¥—p)+ e(1I—g)+ (I
0o =a (13—1)4-3" (13 —3")+5° ¢ (13*—5")+7* d (13*—7")4-9" e (13 —9") 410’ f (1311’
o=a (13—1*)+5 b (13—3)+5 ¢ (13—5)-+-7* & (13 —7") 49 e (1F—@)4-11' f (13—11
0=a(13—1")+35 (13—3)4-5" ¢ (13 —5")+7* d (13 —7")+9° e (13—g )+ 11* £ (1 I—11’
o=a (13"—1")}+3' b (13—3")+5 ¢ (13—5")+7* d(13—7")+¢* e(13—g")4-12* f (13'—11]
0=a(13—1)+3"6 (1F—=3)+5"c (13 —5)+7"d(13—7)+9" e (13 —g") 411 f (1F—1r". |

En continuant l'élimination, on obtiendra Féquation
finale en a, qui est :

a(1¥—r") (1’>— 1’)(9-——1 )(7’—1’ (5*—1*)(3*—1 )—-13’ 1t.g".7%5%3 e

173.

Si l'on avait emplayé un nombre d'équations plus grand
d’une unité, on aurait trouvé, pour déterminer a, une équa-
tion analogue a la précédente, ayant au premier membre un
facteur de plus, savoir: 15°—1°, et au second membre 15,
pour nouveau facteur. La loi a laquelle ces différentes va-
leurs de @ sont assujéties est évidente, et il s'ensuit que la
valeur de @, qui correspond & un nombre infini d'éguations,
est exprimee ainsi :

3 5? 7 9 13y 13’

= IR 7-—1 9’—: I —1 13 — + ete.
| 3.3 5.5 9.7 9.9 rr.1r 13.13
oua——n—z_a6881oxommt4 .. ete.

Or cette derniere expression est connue et, suivant le

théoréme de Wallis, on en conclut a = 2_. Il ne shagit
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donc maintenant que de connaitre les valeurs des autres
indéterminées.
174.

Les six équations qui restent aprés l'élimination de g
peuvent étre comparées aux six équations plus simples que
I'on aurait employées, s'il n'y avait eu gue six inconnues,
Ces dernieres équations different des équations (c), en ce
que, dans celles-ci, les lettres f, e, d, ¢, b, a se trouvent
multipliées respectivement par les facteurs

13¥—1r 13—¢g* 13—9* 1P—5 13—3 13—y’

13 ¥ T 13 T aF T T ay
Il suit de l& que si on avait résolu les six équations
linéaires que I'on doit employer dans le cas de six indéter-"
minées, et que I'on eiit calculé la valeur de chaque inconnue,
il serait facile d’en conclure la valeur des indéterminées de
méme nom , correspondantes au cas ou l'on aurait employé
sept équations. Il suffirait de multiplier les valeurs de £, e,
d, c, b, a, trouvées dans le premier cas par des facteurs
connus. Il sera aisé, en général, de passer de la valeur de
Tune des quantités, prise dans la supposition d’un certain
nombre d'équations et d'inconnues, a la valeur de la méme
quantité, prise dans le cas ou il y aurait une inconnue et
une équation de plus. Par exemple, si la valeur de f trouvée
dans I'hypothése de six équations et six inconnues, est repré-
sentée par F, celle de la méme quantité prise dans le cas d'une

. 13 .
inconnue de plus, sera F. ——. Cette méme valeur, prise
dans le cas de huit mconnues, sera, par la méme raison,

F 13 .

1P 11’

22.
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et dans le cas de neuf inconnues, elle sera
F 13 15 17

Iy —1r 15— T 17°—11

3

ainsi de suite. Il suffira de méme de¢ connaitre la valeur de 4,
correspondante au cas de deux inconnues, pour en conclure
celle de la méme lettre qui correspond au cas de trois,
quatre, cinq inconnues, etc. On aura seulement a multiplier
cette premicre valeur de b par
52 i 7’ . - 92 . ll!
5:__3: 72_32 92__33 112_3:'

LN 3 etc.

Pareillement si 'on connait la valeur de ¢ pour le cas de
trois inconnues, on multipliera cette valeur par les facteurs
successifs
2 3 ll’
. 7,_7_5,09,3_5,' 5 etc.
on calculera de méme la valeur de d par le cas de quatre
inconnues seulement, et on multipliera cette valeur par

9 L A
9'—5 1’—7 13 —7" 15°—5*""

. etc.

. ~N
Le calcul de la valeur de a est assujéti 2 la méme regle, car

si on prend cette valeur pour le cas d'une seule inconnue,
et qu'on la multiplie successivement par
3: . 5av 7: 9$ . .
3_;:__13 5’:_1: 7:__‘3 93___ 12,’ -

on trouvera la valeur finale de cette quantite.

v 175.

La question est donc réduite 2 déterminer la valeur de a
dans le cas d’'une inconnue, la valeur de 4 dans le cas de
deux inconnues, celle de ¢ dans le cas de trois inconnues, et
ainsi de suite pour les autres inconnues.
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Il est facile de juger, a 'inspection seule des équations et
sans aucun calcul, que les resultats de ces ellmmatlons suc-
cessives doivent étre

a=1 (
— l’
- 13 ¢
1? ' 3:
c Is_52.33_51
- 52

- 13_71'3z_71'5:_7a
_ l’ 31 . 5: . 7: .
h—— xlz_gz 3:_92 5:__9: 7:_9:

176.
~ 1l ne reste qu'a multlpher les quantités precedentes par
les séries des produits qui doivent les completer et que nous
avons donnés (art. 174) On aura en conséquence, pour les
valeurs finales, des inconnues 2 b c,d,e,f, etc., les ex-
presslons suivantes : '

31 ’ 52 7: ) 92 ) 11°

a=1I. o Fr i —r g—T ir—71 etc.
b= 1’:3' 5‘—5—’3"7’,1.3"9’-9—’3’ u’“—,3’ etc.
¢ = 1.25, 5i5 ‘ 7,7_’5,-9,215;“::5,' etc.
d = ,,_':7.-3,3_’7,'5,i7,- 9,3’7;",'_’:7. etc.
T S OSSP
1 ’ ) 3 - 5: 7a 95 13: 153 etc'

S = U—i11* F—1r® B—1r p—11* 110 13 —1r 15 —1 1
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__ 3.3 §.5 9.7
oua=+1 ;'—g'm'ﬁ etc
1.1 5.5 7.9 9.9
b——m..a—'g.zi 10 6.1a2 etc.
__, 1133 77 9.9 1r1.11
c_+ﬁ';— 1.12 4.14 6.16 te
1.1 3.3 55 9.9 1r.rr 13.13

d=———.§'4.xo' 2.12 2.16 4.18 6.20 etc.

., 1.1 33 . 5.5 9.7 ,Mr.ax 13.13 15.15
e_+8.xo'6.u 4.14 2.16 2.20 4.22 ) 6.24

_ 1.1 3.3 5.5 9.7 9.9 13.13 15.15 17.17 t
f——xo.m.8.x4 6.16 4.18 2.20 2.24 4.26 6.28 ete.

etc.

B . ’ I . ’ ’ .
~'La quantité - ~ eu le quart de la circonférence équivaut,

suivant le théoréme de Wallis, a

2.2 4~.4'(i§_ §_8 10.10 I12.12 14.14

1.2 3.5 5.9 7.9 guar 11.13 13.15 etc.

Si I'on remarque maintenant quelles sont, dans les valeurs
de a,b,0,d,e, ete., les facteurs que Fon doit écrire aux
numerateurs et aux dénominateurs, pour y compléter la
double série des nombres impairs et des nombres pairs, on
trouvera que les facteurs & suppléer sont :

r
3.3\ (4—2. ;_
pour b .
5.5 b=."—25 ﬂ
pourc ——.

C === 2, —
pour d Z;‘Z et 'on en conclut 5‘:
9 UL_——"-—Q. 7—;-'
pour e %— - ' B 2T
11X ¢ =3 9=

pour f 2.2 '
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177 -

C'est ainsi qu'on est parvenu & effectuer entierement les
éliminations et a déterminer les coéfficients a, b, ¢, d, etc.,
de I'équation
1=acos.8+ b c0s.3 2+ c0s.5 x+d cos.7 x+e cos.g x, + ete.

La substitution de ces coéfficients, donne I'équation

suivante :

= Co0S. y— 3 COs. 3y+ cos. 5y—— cos.7y

-b~|='-l

+ 5005.9)’—-1—‘-006.[1]'4' etc.

Le second membre est une fonction de y, qui ne change
pomt de valeur quand on donne 4 la variable y une valeur

comprise entre — = met + ~ 17 Il serait aisé de prouver que

cette serie est tou]ours convergente , Cest-a-dire que, en
mettant au lieu de y un nombre quelconque, et en pour-
saivant le calcul des coéfficients, on approche de plus en
plus d'une valeur fixe, en sorte que la différence de cette
valeur a la. somme des termes calculés, devient moindre que
toute grandeur assignable. Sans nous arréter a cette démons-
tration, que le lecteur peut suppléer, nous ferons remar-
quer que la valeur fixe, dent on approche continuellement,

est % = ,5i la valeur attribuée & y est comprise entre o et

1 ] , 1 R . 1 3 .
S ™) mais quelle est —i™ 81 ) est comprnise entre — « et ~=;

car, dans ce second intervalle, chaque terme de la série
change de sigue. En géneéral la limite de la série est alterna-
tivemen} positive et négative; au reste, la convergence n'est
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point assez rapide pour procurer une approximation facile,
mais elle suffit pour la vérité de I'équation.
178.
L’équation

y = cos. x—%cos, 3x+ g-cos. 5x——-§ cos. 7 x + etc.,

appartient a une ligne qui, ayant z pour abcisse et y pour
ordonnée, est composée de droites séparées dont chacune
est parallele 2 l'axe et égale & la demi-circonférence. Ces
paralleles sont placées alternativement au-dessus et au-des-

z’ =, etjointes par des perpendicu-

laires qui.font elles-mémes partie de la ligne. Pour se former
une idée exacte de la nature de cette ligne; il faut ssipposer
que le nombre des termes de la fonction

sous de I'axe, i la distance

I 1 . .
cos.x—gcos.3x+3cos.5.2:-—etc. :

recoit d'abord une valeur déterminée. Dans ce derner cas
I'équation o ‘

¥ = cos x — %cos.3x+% cos. 5 & — etc.

appartient 3 une ligne courbe qui passe alternativement
ay-dessus et au-dessous de l'axe, en Je coupant:toutes les
fois que I'abcisse x devient égale 4 I'une des quantités
‘ L O 3 5
A O, i; ﬂ’i ;ﬂ,i ;ﬂo'etc‘,
a mesure que le nombre des termes de 'équation augmente,
la courbe dont il s'agit tend de plus en plus 4 se confondre
avec la ligne précédente, composée de droites paralléles et




I
y==cos.x—zcos.3x + 5cos.5.7c—-5cos. DX+ e+
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de droites perpendiculaires; en sorte que cette ligne est la
limite des différentes courbes que l'on obtiendrait en -
augmentant successivement le nombre des termes.

SECTION IIL

Remarques sur ces series.

179.

On peut envisager ces mémes équations sous un autre
point de vue, et démontrer immeédiatement I'équation

~ 1 I
—=—C08.L— CO0S8. 3 +=

I ) ¢
c0s.5 x——cos. 7 x +-cos.qxr—etc.
i 3 § 7 7%+ 5 9 etc

Le cas ou x est nulle se vérifie par la série de Léibnitz,

=1 —r+ =14l et
4 3758 779 )

Ensuite on supposera que le nombre des termes de la série

I

I
COs. .2,‘—3 E

cos. 3 x + 5cos.5x—;cos.7a: + etc.

au lieu d’étre infini est déterminé et égal a m. On considé-
rera la valeur de cette suite finie comme une fonction de x
et de m. On réduira la valeur de la fonction en une série
ordonnée suivant les puissances négatives de m; et l'on
reconnaitra que cette valeur approche d'autant plus d’étre
constante et int’ipendante de x, que m est un plus grand
nombre. . , '

Soit y la fonction cherchée qui est donnée par I'équation;

I I

T COS.2M—1 2,

23
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le nombre m des termes étant supposé pair. Cette équation
+ différenciée par rapport a x, donne

— % —sin.z—sin.3x + sin. 5 z—sin. 7 7. ...
dx

+ sin. a m — 3.2 —sin. 2 m — 1.x;
en multipliant par 2 sin. 2 x, on a

—gs%sin.zx:zsin.x.sin. 2x—2sin. 3 x.sin. 22

+asin. 5z.sin. 2x...+2sin. 2 m—3 x sin. 2 x
—asin. 2m—1 x.5in 2 .

Chaque terme du second membre étant remplacé par la dif-
férence de deux cosinus, on en conclura:
—2j—‘£sin. 2x=cos.(—x)—cos.3 x .
— €0s. x +Cos. 5 x
+ cos. 3 x—cos. 7
— cos. 5 x+cos. g x

-+ cos. 7 &—COS. 11 X

D I I I I N N A A I I B A

L I I I I I R A R )

-+ cos. zm—Bx—cos. 2m—ix
—COS. 2m—3x +cos.2m + 1 2.

Le second ‘membre se redmta C0S. 2 m+1 £—C08.2m—I1x
ou — 2 sin, 2 m x.sin. x; donc

. ' | y= f( sm.nm.z' .
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180.

On intégrera le second membre par parties, én distin-
guant dans l'intégrale le facteur sin. 2mx.dx, qui doit étre

I
CO0s. x

intégré successivement, et le facteur ou sec. z que l'on

doit différencier successivement; désignant les résultats de

m

ces différenciations par sec.’ x, sec.” x, sec.” z, ... etc., on
I
aura 2 y == const. — —- C0S. 2/ Z.SeC.
am
I . ’ I ”
+ —— sin.2mx sec'* — —— €0s. 2 m x sec.” x + etc.
2°.m 2°. m

ainsi la valeur de ¥ ou

€OS. £ —1€08.3 & 4+
LRSSy s. 5

X
2m—i

cos. 5 x— écos 7.+ cos.2m—I1x,
qui est une fonction de x et m, se trouve exprimée par une
série infinie; et il est manifeste que plus le nombre m aug-
mente, plus la valeur de y approche de celle de la con-
stante. C’est pourquoi, lorsque le nombre m est infini, la
fonction y a une valeur déterminée qui est toujours la
méme , quelle que soit la valeur positive de =, moindre

I .
que > =. Or, si I'on suppose I'arc z nul, on a

y=l—% +-§—;+§—etc.,.

1
4
cos.5bx — ; os. 7 & + é cos. g £ —etc. (b).
23.

bt
4
I

5

qui équivaut a - . Donc on aura généralement - = = cos. z

— % cos. 3z +
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181.

. ’ . I 7w

Si dans cette équation on suppose =" ~.on trouvera
T I I 1 1 I 1 I

YV R I +§_§—§+§+}_]_ﬁ_ﬁ+”' etc. .

En donnant a I'arc « d’autres valeurs particuliéres, on trou-
vera d'autres séries, qu'il est inutile de rapporter, et dont
plusieurs ont déja été publiées dans les ouvrages d’Euler.
Si on multiplie I'équation (&) par d x, et que l'on integre,
on aura

Tx . I . I . I .
~ = Sin.z — g sin, 3x+g;51n. 5x—-7-,sm. 7 x + etc.

En faisant dans cette derniere équation x:i =, on trouve
e e e =~
®=1tg kg o+ ete

Qo| =

série déja connue. On pourrait énumérer a l'infini ces cas
-particuliers; mais il convient mieux a I'objet de cet ouvrage
de déterminer, en suivant le méme procédé, les valeurs
de diverses séries formées de sinus ou de cosinus, d’arcs
multiples.

182.

Soit y =sin. x — i sin. 2 x + %sin.?;x—-%sin. 4 z....

. I .
sin.m—1 r——sin.mz,

-+

-—1

m €tant un nombre pair quelconque. On tire de cette équation

d
z—i’:cos.x—cos.zx+cos.3x—cos.4x. ...... .

-+ COS. MY == 1 & — CcOS. M Z;
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multipliant par 2 sin. z, et remplacant chaque terme du
second membre par la différence de deux sinus, on aura :

. d . .
281n. xﬁ:sxn.x+x—-sm.x—x

—sin. 22+ +sin. 2 x —x

+ sin. 3 +  — sin.

x—zx
+sin. (m—1 x—x)—sin. (m+ 1 x—x)
—sin. (mx +x)+sin. (mxr—zx);

et, en réduisant
2 sim # 22 — sin. z + sin. m x — sin. (mx+x)

e . . : )

la quantité sin. mz—sin. (mz+2) ousin. (ma—+ - x—~x)
2 2
. 4 1

—sin.(mx+ - x+ - x)

2 2

’ . \ « I I '
eqluvauta—zsln—x.cos. (mx“l‘—‘z); on a donc
2 2

N ¢
df 1 Sln.;x "
4 - )
dy 1 cos. (mz+ - x
ou s¥~=—-— 5
dx

1 ’
2 COSs. - x
2

on en conclut

1
cos. (mx+- x)
1 . 2
y:;x—fdx. "

.
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Si 'on intégre par parties, en distinguant le facteur ———

)
) ¢ . . a . o .,
ou sec. -~ x, qui doit étre successivement différencié, et le
l . ’ . .
facteur cos. (m z + - x) que I'on intégrera plusieurs fois de
2
suite, on formera une série dans laquelle les puissances de
I ’ .
m + ~ entrent aux dénominateurs. Quant a la constante, elle

est nulle, parce que la valeur de y commence avec celle de .
11 suit de la que la valeur de la suite finie

. I . I . I . -~ I . 1 .
SIn.x — —-S1N. 22 -+ ; SIn. 3.2—-— =SIN. OX 4 -SIN. 7.:(:... -—_—Sin.mux,
2 3 5 7 m

differe extrémement peu de i x, lorsque le nombre des

termes est tres-grand,et si ce nombre est infini, on a I'équa-
tion déja connue

sin.4x + xsin. 5 r—ete.

I . I . I . I
S T=Ssin.z—_sin.22+ =sin. Jox—- z

3 4
On pourrait ainsi déduire de cette derniére série, celle que
nous avons donnée plus haut pour la valeur de i z.
183.

Soit maintenant y = i €os.2 ‘”—Zl; 08. 4 + 7 €05. 6 ...

6

1 -_— ) 4
! +4 ~—.C0S.2 M— 3 L= — COS. 2M X.
am—2 am

Différenciant,, multipliant par 2 sin. 2z, substituant les dif-
férences de cosinus et réduisant, on aura :

dy sin.am+41x
2 5= _—
dx

=-—tang. x +
CO0S. &
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ouay=c—/fdztang. z +fdz. sin.amtvz

Cos. x
intégrant par parties le dernier terme du second membre, et
supposant m infini,on a y =c + 2 log. cos. . Si dans
I'équation

1 - I I I
y = cos. 2x—zcos.4x + g €08. 6z—g cos. 8z + ... etc.

on suppose x nulle, on trouve
I I ) ¢ I ) ¢
y=i;—ztsg—gt. et = log. 2;
. 1 . ey
donc y = 5 log. 2 + log. cos. . On. parvient ainsi a la
série donnee par Euler :

log. (2 cos. g ) == COS. & —2 cos. 2 + %cos. 3x—%cos.4a: + etc.
184. -
En appliquant le méme procédé a I'équation
I I

. . . . I .
y=sin. z+3sin. 3z +;sin. 5z + F5in.7 2+ etc.,

on trouvera la série suivante, qui n’avait pas été remar-

qude, '

X s=sin.z+ zsin. 32+ sin. 52 + -sin. 7z + - sin. g z+ete

4 . 3 o 5 7 -7 9 . 9 .
Il faut observer a I'égard de toutes ces séries, que les

équations qui en sont formées n'ont lieu que lorsque -la

variable x est comprise entre certaines limites. C'est ainsi
que la fonction
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CoSs. & — %cos. 3x+§cos. 5.2:—; cos. 7 x + etc.

I
4
entre les limites que nous avons assignées. Il en est de méme

de la série

n’est équivalente a - =, que si la variable x est contenue

. I . I . I . I . -
sin. x—;sm.nx+3sm.3x—zsm.4x+ £sin. Dz —etc.

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donne la
valeur % x toutes les fois que I'arc x est plus grand que o,
et moindre que =. Mais elle n'équivaut plus-a 2 x, si larc
surpasse =; elle a au contraire des valeurs tres-différentes
de 2 z; car il est évident que dans lintervalle de z=r= a

x=2 =, la fonction reprend avec le signe contraire toutes les
valeurs qu'elle avait eues dans l'intervalle précédent, depuis
x=o0, jusqua x=mr. Cette série est connue depuis long-
temps, mais Panalyse qui a servi a la découvrir n’indique
pas pourquoi le résultat cesse d’avoir lieu lorsque la variable
surpasse .

Il faut donc examiner attentivement la méthode que nous
venons d’employer et y chercher I'origine de cette limitation,
a laquelle les séries trigonométriques sont assujéties.

185.

Pour y parvenir, il suffit de considérer que les valeurs
exprimées par les suites infinies, ne sont connues, avec une
entiere certitude, que dans les cas ou l'on peut assigner les
dimites de la somme des termes qui les completent; il faut
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donc supposer quon emploie les premiers termes seule-
ment de ces suites et trouver les limites entre lesquelles le
reste est compris.

Nous appliquerons cette remarque a I'équation

COs. am-—sx

am—3

1 I I
==C08. &— 3 COS. 3x+ 5 COS. 5.1:—5 €08.7 Z... +

COS. a m—12x

— o ————————————— §

2m—1

le nombre des termes est pair et représenté par m; on en
sin.amx

’ . ’ . dj [ s Y
déduit cette équation 2 J= = ————, d'oli lon peut

tirer la valeur de y, en intégrant par parties. Or, l'intégrale
J u.v d x peut étre résolue.en une série composée d’autant
de termes quon le voudra, u et » étant des fonctions
de z. On peut écrire, par exemple :

ju.z’dx=c+uj'vdw—‘£—:_/'d.if'vdx+ ﬂfdxfdxf'vdx
/(d( =)z dz fvdz),
équation qui se vérifie d'elle-méme par la différentiation.
En désignant sin. 2 m z par » et sec. z par u, on trouvera

x 1 .
2y=c—-—sec.xcos.2mx+ -—;SCC.'.)?S]D. 2max
am ¢

sec.’

+—é—,sec xcos.zmx—-_/‘(d = cos. amzx)

2%,
186.
Il s'agit maintepant de connaitre les limites entre lesquelles

est comprise l'intégrale —; —~— ./ (d (sec.”) cos. amx) qui com-

24
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 plete la suite. Pour former cette intégrale il faudrait donner
a l'arc x une infinité de valeurs, depuis o, terme ou l'inté-
grale commence, jusqu'a x, qui est la valeur finale de l'arc,
déterminer pour chacune des valeurs de x celles de la diffé-
rentielle d (sec.” ), et celle du facteur cos. 2mz, et ajouter
tous les produits partiels : or le facteur variable cos. 2 m z
est nécessairement une fraction positive ou négative : par
conséquent l'intégrale se compose de la somme des valeurs
variables de la différentielle 4 (sec.” x), multipliées respec-
tivement par des fractions. La valeur totale de cette inté-
grale est donc moindre que la somme des différentielles
d (sec.” z), prises depuis x=o0 jusqu'a x, et elle est plus
grande que cette méme somme prise négativement : car,
dans le premier cas, on remplace le facteurvariable cos. 2mx
par la quantité constante 1, et dans le second cas on
remplace ce facteur par — 1 : or cette somme des différen-
tielles d (sec’. ), ou ce qui est la méme chose, I'intégrale
~ fd (sec.” ), prise depuis x=o0, est sec." z—sec.” 0;sec.” x
est une certaine fonction de z, et sec.” o est la valeur de cette
fonction, prise en supposant I'arc  nul.

L'intégrale cherchée est donc comprise entre
+ (sec.” z—sec." 0) et — (sec.” x —sec.” 0);

c'est-a-dire, qu'en représentant par & une fraction inconnue
positive ou négative, on aura toujours

J (d (sec.” z) cos. 2 m x) = k (sec.” x—sec.” o).

On parvient ainsi a I'équation

-
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A \ o o A

.5, d’ou 1l suit que le méme

~rau cas ou l'arc x n’est pas

analyse pour les séries qui
0g. cos. z, et 'on pourra dis-

s entre lesquelles la variable
vésultat du calcul soit exempt
ccs mémes questions seront
«le fondée sur d’autres prin-

~cmpératures fixes, dans une

ance de l'équation
—;— cos. 7 x + écos.gw—etc.

" lenir cette équation: .
sut au quart de la circon-

“ntes est 1,on a donc en

- o)sle signearc.tang.
o ’
« tangente est z, et 'on
jui donne la valeur de
ant:
o !(u7+—'
u® 7 u’

: @+ 35 ) —ete. (d)
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quantité qui est toujours comprise entre 1 et —I.m est
égal au nombre des termes de la suite

cos. 2m—1x,

z—xc0s. 3x+2c08.5z. . ——n
cos. 3o 5Tt am—1

dont la somme est désignée par y.

188.

On ferait usage de ces équations, si le nombre m était
donné, et quelque grand que fiit ce nombre, on pourrait
déterminer aussi exactement qu’on voudrait, la partie va-
riable de la valeur de y. Si le nombre m est infini, comme on
le suppose, on considérera la premiere €équation seulement;
et il est manifeste que les deux termes qui suivent la con-
stante, deviennent de plus en plus petits; en sorte que 2 y
a dans ce cas pour valeur exacte la constante ¢, on déter-
mine cette constante en supposant x=o dans la valeur de
¥, et 'on en conclut '

: !

¥ c0S.Z—1 €08.3x + = cos. 5x—2cos. 72+ icos.9.70-—etc.
4 3 5 7 9

Il est facile de voir maintenant que le résultat a néces-
. . . . 1 .
sairement lieu, si l'arc = est moindre que - ~. En effet, attri-
buant a cet arc une valeur déterminee X aussi voisine de

1 : .
—= qu'on voudra le supposer, on pourra toujours donner a
2 . .

- . K
m une valeur si grande, que le terme - (sec. £ — sec. o)

qui complete la série, devienne moindre qu'une quantité
quelconque; mais I'exactitude de cette conclusion est fondée
sur ce que le terme sec. x n'acquiert. point une valeur qui
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excéde toutes les limites possibles, d’ou il suit que le méme
raisonnement ne peut s'appliquer au cas ou I'arc  n’est pas
moindre que ; . '

On fera usage de la méme analyse pour les séries qui
expriment les valeurs de %.1:, log. cos. z, et'l'on_ pourra dis-

tinguer par ce moyen les limites entre lesquelles la variable
doit étre comprise, pour que le résultat du calcul soit exempt
de toute incertitude; au reste, ces mémes questions seront
traitées ailleurs par une méthode fondée sur d’autres prin-

cipes.
189.

L'expression de la loi des températures fixes, dans une
lame solide, suppose la connaissance de I'équation

)
;f:cos.x—%cos. 3z+ -;-cos.‘5 x—-; €0s.7x + ;;cos. 9x—etc.

Voici le moyen le plus simple d’obtenir cette équation: .
Si la somme de deux arcs équivaut au quart de la circon-

férence 2 =, le produit de leurs tangentes est 1, on a donc en

genéral i = = arc.tang. u-+arc.tang. %(c);le signearc.tang. u

indique la longueur de l'arc dont la tangente est «, et 'on
connait depuis long-temps la série qui donne la valeur de
cet arc; on aura donc le résultat suivant :

ot o D) e (D) — g d
2 ﬂ—u+u—3.(u +u’) + S(u +u’> 7(u7+u’

+ é(u’+u—l,) — etc. (4)
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si maintenant on écrit e Y —* au lieu de u dans I'équa-
tion (c) et dans I'équation () on aura :

= =arc.tang. ¢ *¥— ! + arc.tang. e — =V —*

W=

¢ 1 I I ¢
- & =C0S.X— ,C08.3x + = c08.5x—- C0s. 7x + —C0S.qT — etc.
et ;x=C05.Z—3 3z+5 7C08: 7% + 5€05.9

la série de I'équation (d) est toujours divergente, et celle de

I'équation () est toujours convergente; sa valeur est i % ou

i
1=

SECTION VL
Solution générale.

190.

On peut maintenant former la solution compléte de la
question que nous nous sommes proposée ; car les coéffi-
cients de I'équation (5) (art. 168) étant déterminés, il ne
reste plus qu'a les substituer, et I'on aura : -

-3

®v — 1 z 1 —5x
T =¢ Ccosy—jze cos.3y+x € cos. 5y

_.;e_“rcos. ” y+$e_9xcos., 9y + etc. (a).

v dv

= = o; elle de-

Cette valeur de v satisfait a I'équation

vient nulle lorsqu’on donne 4 y une valeur égale & 51: ou—i LH

enfin, elle équivaut & l'unité, toutes les fois que z étant
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. I b 4 o e
nulle, y est comprise entre — ~ = et + - =. Ainsi toutes les

conditions physiques de la question sont exactement rem-
plies, et il est certain que, si l'on donnait & chaque point de
la lame la température que I'équation («) détermine, et en
méme temps si 'on entretenait la base A a la température 1,
et les arétes infinies B et C a la température o, il serait
impossible qu’il survint aucun changement dans le systéme
des températures. : '
191.

Le second membre de I'équation («) étant réduit en une
série extrémement convergente, il est towjours facile de
déterminer en nombre la température d'un point .dont les
coordonnées x et y sont connues. Cette solution donne lieu
a diverses conséquences qu’il est nécessaire de remarquer,
parce qu'elles appartiennent aussi a la théorie générale.

Si le point m, dont on considére la température fixe, est
trés-€loigné de l'origine A, le second membre de I'équa-

. A ’ — .
tion () aura pour valeur extrémement approchée,e ~ cos.y;
il se réduit a ce premier terme, si x est infinie.

I3 . —_x ’ .
L'équation » = ,é, e~ cos.yreprésente aussi un état du so-

lidequise conserveraitsansaucun changement,s’il étaitd’abord
formé; il en serait de méme de I'état exprimé par I'équation

4 —3x .z I3
v=g5_-¢€ - cos. 3 7, et en géneéral chaque terme de la sé-

rie correspond & un état particulier qui jouit de la méme pro-
priété. Tous ces systémes partiels existent a-la-fois dans celui
que représente Péquation («); ils se superposent , et le mouve-
ment de la chaleur a lieu pour’ chacun d’eux de la méme
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maniére que s'il était seul. Dans I'état qui répond a I'un
quelconque de ces termes, les températures fixes des points
de la base A different d’'un point a un autre, et c'est la seule
condition de'la question qui ne soit pas remplie; mais I'état
general qul résulte de la somme de tous les termes satisfait
a cette méme condition.

A mesure que le point dont on considére la température
est plus éloigné de l'origine, le mouvement de la chaleur
est moins composé : car, si la distance z a une valeur assez
grande, chaque terme de la série est fort petit, par rapport
au précédent, de sorte que I'état de la lame échauffée est
sensiblement représenté par les trois premiers termes, ou
par les deux premiers, ou par le premier seulement, pour
les parties de cette lame qui sont de plus en plus €loignées
de Vorigine.

La surface courbe, dont 'ordonnée verticale mesure la
température fixe », se forme en ajoutant les ordonnées
d'une multitude de surfaces particulieres, qui ont™ pour
équations

T, — TV, 1 —3x

= 8. Yy —— = — e % cos.3 m”

—e %% cos. 5y ete.

La premiere de celles-ci se confond avec la surface génerale,
lorsque z est infinie, et elles ont une nappe asymptotique
-commune.

Si la différence v—w, de leurs ordonnées est considérée
comme l'ordonnée d'une surface courbe, cette surface se
confondra lorsque z est infinie, avec celle dont I'équation est

:—‘w v, =—§e—3" cos. 3 y. Tous les autres termes de la

série donnent une conclusion semblable.
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On trouverait encore les mémes résultats si la section, 4

l'origine, au lien d’étre terminée comme dans I'hypothese

actuelle par une droite paralléle & I'axe des y, avait une figure

_quelconque formée de deux parties symétriques. On voit
donc que les valeurs particuliéres

3

a e_‘”vcos. v, be % cos. 3 yce —5% s, 5y, etc.

prennent leur origine dans la question physique elle-méme,
.et ont une relation nécessaire avec les phénomeénes de la
chaleur. Chacun d’eux exprime un mode simple suivant le
quel la chaleur s'établit et se propage dans une lame rec-
tangulaire, dont les cdtés infinis conservent une température
constante. Le systéme général des températures se compose
toujours d’'une multitude de systémes simples, et I'expres-
sion de leur somme n'a d’arbitraire que les coéfficients
a, b,c,d, etc.
192. %

On peut employer I'équation (=) pour déterminer toutes les
circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans
une lame rectangulaire échauffée a son origine. Si l'on
demande, par’ exemple, quelle est la dépense de la source
de chaleur, c'est-a-dire , quelle est la quantité qui, pendant
un temps donné, pénetre a travers la base A et remplace
celle qui s’écoule dans les masses froides BetC; il faut con-
sidérer que le flux perpendiculaire a I'axe des y a pour

expression — k i la ntité qui, pendant 'instant d ¢
P = qua qu, p

s'€coule a travers une particule d y de l'axe, est donc
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et, comme les températures sont permanentes, le produit du

. d . s
flux, pendant 'unité de temps, est — k 2_—2 dy. On intégrera

cette expression entre les limites y — — 2 = et y=+§ ™,
afin de connaitre la quantité totale qui traverse la base, ou,
"ce qui est la méme chose, on intégrera depuis y—o jusqu’a
y =§ =, et I'on prendra le double de la somme. La quantité

dv . I
5 est une fonction de z et y, dans laquelle on doit faire

x = o0, afin que le calcul se rapporte 4 la base A, qui coin-
cide avec I'axe des y. La dépense de la source de chaleur a
donc pour expression 2 / (— k %-: d y) . L'intégrale doit
étre prise depuis y = o0 jusqua y = i =; si dans la

. dv S . "ot
fonction 7= 00 ne suppose pomt r=—o0, mais r =2z, linte-
grale sera une fonction de x qui fera connaitre combien il
s'écoule de chaleur pendant lunité de temps a travers une
aréte transversale placée a la distance x de l'origine.

193.
Si I'on veut connaitre la quantité de chaleur qui, pendant

I'unité de temps, pénétre au-dela d'une ligne tracée sur la
lame parallelement aux arétes B et C, on se servira de

) . dv KT ' g

I'expression — £ Z; b la multipliant par I'élément dx dela

ligne tracée, on intégrera par rapport a x entre les termes
, . e e aye s dv

donnés de la ligne; ainsi lmtegralg f (— k " dx) fera

connaitre combien il s’écoule de chaleur A travers toute
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l'étendue de la ligne; et si avant ou apres l'intégration on
fait y =§ =, on connaitra la quantité de chaleur qui, pen-

_ dant l'unité de temps, sort de la lame en traversant Paréte
infinie C. On pourra ensuite comparer cette derniere quan-
+ tité & la dépense de la source de chaleur; car il est néces-
saire que le foyer supplée continuellement la chaleur qui
s'écoule dans les masses B et C. Si cette compenSation n’avait

pas lieu a chaque instant, le systéme des temperatures serait
varlable

194. . !
L'équation () donne
K —— “: ( e “.cos.y— e 3% cos. 3 y*&-e_s'zcos. 5y

v K —'e_'7x'cos.7y+etx:.)

multipliant par dy, intégrant depuis y—06,ona

4K — 1 —3 . 1 —3z . ,
— (e sin.y —ze  sin3y+ge L_,lSl'Il.5_y

e T % A%
;€ - sm.7y+eté.)

Si I'on fait ‘y,'=1 =, etsi l'on double l’inte’grale, on trouvera:

-‘—?3'x '-—5 —nx
+*5' : + e ‘ +e§c>

GK( —ha:
7';

ml-

pour lexpressnon de la quantlte de chaleur qul, pendant
I'unité de temps, traverse une. llgne paralléle & la base et
dont la distance a cette base est.x.

- '25.
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On déduit aussi de I'équation («)
Kﬂ_% (e_?sin.y—-e_?’xsin. 3y+ e % sin, S5y
—e 7T sin g y+. );

donc lintégrale /' — K (%) d x , prise depuis

=0 est —%_K— (( 1—e 7)) sin. y— (1 —e—ax) sin. 3 y

+(1 —e—5x) sin. 5 y—(1—e” 77)sin. 7y + el:c.)

Si I'on retranche cette quantité de la valeur quelle prend
lorsqu’on y fait x infinie, on trouvera :

4K/ —zx . 1 —3x . 1 —5x . _
—"-(e. sin.y—ze " Tsin.3y+ze sin. 5y etc.),

et, en faisant y=§ =, on aura l'expression de la quantité

totale de chaleur qui traverse l'aréte infinie C, depuis le

point dont la distance a l'origine est x, jusqu'a I'extrémité

de la lame: cette quantité est
%(e_z+%e .3 +; —5z+;e-—7:¢-+ etc.);

“on voit qu'elle équivaut a la moitié de celle qui pénetre pen-
dant le méme temps au-dela de la ligne transversale tracée
sur la lame a la djstance z de longme Nous avons déja
remarqué que ce résultat est une conséquence nécessaire des
conditions de la question; s'il n’avait pas lieu, la partie de la
lame qui est placée au-deli de la ligne transversale et se pro-
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longe a l'infini, ne recevrait point par ses bases une quantité
de chaleur égale a celle quelle perd par ses deux arétes,
ellgne pourrait donc point conserver son état, ce qui est
contraire a ’hypothese.

195. :

Quant a la dépense de la source de chaleur, on la trouve
en supposant z==o dans l'expression précédente; elle acquiert
par-la une valeur infinie, et 'on en connaitra la raison si I'on
remarque que, d'apres I'hypothése, tous les points de la ligne
A ont et conservent la température 1; les lignes paralléles
qui sont tres-voisines de cette base ont aussi une température
extrémement peu différente de I'unité ; donc les extrémités
de toutes ces lignes qui sont contigués aux masses froides B
et C leur communiquent une quantité de chaleur incompa-
rablement plus grande que si le décroissement de la tempé-
rature étai‘ntinu et insensible. Il existe dans cette pre-
miére partie de la lame, aux extrémités voisines de B ou de
C, une cataracte de chaleur ou un flux infini. Ce résultat
cesse d’avoir lieu lorsque la distance x regoit une valeur ap-
préciable. ‘

196.
~ On a désigné par zlalongueur de la base. Si on lui attribue
une valeur quelconque 2/, il faudra écrire, au lieu de y,

= x.Z, et multipliant aussi les valeurs de z par -, on écrira
a ! al

) § x . ] ’ - *
5 *7 au lieu de z. Désignant par A la température constante
de la base, on remplacera » par % Ces substitutions étant

faites dans I'équation (=) on a
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As —i2 —3% —5=T A
,v__:_é_ e 2! cos.—l—-— e 21 . COS. 3 + le al.cos.hat
T al 3 5
Yy ‘
—-;e 7al. cos. 7 f+etc) . (B).

Cette équation représente exactement le systéme des tempé-
ratures permanentes dans un prisme rectangulaire infini,

compris entre deux masses de glace B et C, et une source de
chaleur constante. v -
: 197 :

" 11 est facile de voir, soit au moyen de cette équation , soit
d'aprés I'art. 171, que la chaleur se propage dans ce solide,
en s'éloignant de plus en plus de I'origine, en méme temps
qu'elle se dmge vers les faces infinies B et C. Chaque section
parallele a celle de la base est traversée par une onde de
chaleur qui se renouvelle a chaque instant, gieronserve la
méme intensité : cette intensité est d'autant Nidre, que la
section est plus distante de P'origine. Il s'opére un mouve-
ment semblable, par rapport a un plan quelconque paralleéle
aux faces infinies; chacun de ces plans est traversé par une
onde constante qui porte sa chaleur aux masses latérales.

Nous aurions regardé camme inutiles les développements
contenus dans les articles précédents, si nous n’avions point
a exposer une théorie entierement nouvelle, dont il est né-
cessaire de fixer les principes. C'est dans' cette méme vue que
nous ajouterons les remarques suivantes:

198.

Chacun des termes de I'équation («) correspond & tim seul
systéme particulier de températures, qui pourrait subsister
dans une lame rectangulaire échauffée par son extrémité, et
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dont les arrétes infinies sont retenues a une température

constante. Ainsi 'équation » =e™ * cos. y représente les
températures permanentes, lorsque les points de la base A
sont assujétis 4 une température fixe, désignée par cos. y. On
peut concevoir maintenant que la lame échauffée fait partie
du plan qui se prolonge a l'infini dans tous les sens, et en
désignant par z et y les coordonnées d'un point quelconque
de ce plan, et par v, la température du méme point, on

appliquera au plan tout entier I'équation » = e_'x cos. y;
par ce moyen, les arétes B et C auront la tempéx"ature con-
stante o ; mais il n'en sera pas de méme des parties contigués
BB et CC; elles recevront et conserveront une température
moindre. La base A aura dans tous ses points la température
permanente, désignée par cos. y, et les parties contigués AA
auront une température plus élevée.

Si I'on construit la surface courbe dont l'ordonnée vertiJ
cale équivaut a la température permanente de chaque point
du plan, et si on le coupe par un plan vertical passant par
la ligne A, ou paralléle a cette ligne, la figure de la section
sera celle d'une ligne trigonométrique dont I'ordonnée re-
présente la suite infinie et périodique des cosinus. Si I'on
coupe cette méme surface courbe par un plan vertical paral-
lele a I'axe des z, la figure de la section sera dans toute son
étendue celle d'une courbe logarithmique. '
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On voit par-la de quelle maniére le calcul satisfait aux
deux conditions de I'hypothese, qui assujétissent la ligne a
une température égale a cos. y, et les deux cotés Bet C a la
température o. Lorsqu'on exprime ces deux conditions, on
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résout en effet la question suivante : Si la lame échauffée
faisait partie d'un plan infini, quelles devraient étre les tem-
pératures de tous les points de ce plan, pour que le systéme
fit de lui-méme permanent, et que les températures fixes
des cotés du rectangle infini fussent celles qui sont données
par 'hypothese?

Nous avons supposé précédemment que des causes exté-
rieures quelconques retenaient les faces du solide rectan-
gulaire infini, I'une a la température 1, et les deux autres a
la température o. On peut se représenter cet effet de diffé-
rentes manieéres; mais I'hypothese propre au calcul , consiste
a regarder le prisme comme une partie d'un solide dont
toutes les dimensions sont infinies, et 4 déterminer les tem-
pératures de la masse qui I'environne, en sorte que les con-
ditions relatives a la surface soient toujours observées.

200.

" Pour connaitre le systéme des températures permanentes
dans une lame rectangulaire dont I'extrémité A est entretenue -
a la température 1, et les deux arétes infinies a la tempe-
rature o, on pourrait considérer les changements que subis-
sent les températures , depuis I'état initial qui est donné
jusqu’a Pétat fixe qui est I'objet de la question. On détermi-
nerait ainsi l'état variable du solide pour toutes les valeurs
du temps, et 'on supposerait ensuite cette valeur infinie.

La méthode que nous avons suivie est différente, et con-
duit plus immédiatement & 'expression de I'état final, parce
quelle est fondée sur une propriété distinctive de cet état.
On va prouver maintenant que la question n'admet aucune
autre solution que celle que nous avons rapportée. Cette
démonstration résulte des propositions suivantes.
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- 201I.

Si I'on donne a tous les points d’'une lame rectangulaire
infinie les températures exprimées par I'équation (a), et si
I'on conserve aux deux arétes B-et C la température fixe o
pendant que l'extrémité A est exposée a une source de
chaleur qui retient tous les points de la ligne A 4 la tempé-
rature fixe 1; il ne pourra survenir aucun changement dans

I'état du solide. En effet, I'équation 5 -+ :;:_o étant satis-

faite, il est manifeste que la quantité de chaleur qui déter-
mine la temperature de chaque molécule ne pourra etre ni
augmentée ni diminuée.

Supposons les différents points du méme solide ayant
requ les températures exprimées par l'équation («) ou
v=¢ (2, y), quau lieu de retenir I'aréte A 4 la tempéra-
ture 1 ; on lui donne ainsi qu'aux deux lignes B et C la tem-
peérature fixe o; la chaleur contenue dans la lame BAC
s'écoulera a travers les trois arétes A,B,C, et d’apres I'hypo-
these elle ne sera point remplacée, en sorte que les tempé-
ratures diminueront continuellement, et que leur valeur
finale et commune sera zéro. Cette conséquence est évidente
parce que les points infiniment éloignés de l'origine A ont
une température infiniment petite d’apres la maniére dont
Iéquation («) a été formée.

Le méme effet aurait lieu en sens opposé, si le systéme
des températures était v=—¢ (2, ), au lieu d'étre
v=¢ (=, y); Cest-a-dire que toutes les températures ini-
tiales négatives varieraient continuellement, et tendraient
de plus en plus vers leur valeur finale o, pendant que les
trois arétes A, B, C conserveraient la température o.

26
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202.

Soit v=f(x, y) une équation donnée qui exprime la
température initiale des points de la lame B AC, dont la
base A est retenue a la température 1, pendant que les
arétes B et C conservent la température o.

Soit v=F (z, y) une autre équation donnée qui exprime
la température initiale de chaque point d'une lame solide
B A C parfaitement égale a la précédente, mais dont les
trois arétes B, A, C'sont retenues a la température o.

Supposons que dans le premier solide I'état variable qui
succede a I'état initial soit déterminé par 'équation

v=9¢(x,7,t),

t désignant le temps écoulé, et que 'équation v=a (z, y, ?)
détermine I'état variable du second solide, pour lequel les
températures initiales sont F (x, y).

Enfin , supposons un troisieme solide €gal a4 chacun des
deux précédents; soit v =/f(x,y) + F (, ) I'équation qui
représente son état initial ! et soient 1 la température con-
stante de la base A, o et o celles des deux arétes B et C.

On va démontrer que I'état variable du troisieme solide
sera déterminé par I'équation v=r¢(z, y, t)+ ®(z,¥, t). °

En effet, la température d'un point 7 du troisitme solide
varie, parce que cette molécule, dont M désignera le volume,
acquiert ou perd une certaine quantité de chaleur A. L’ac-
croissement de la température pendant I'instant

A
dt est — 4,

le coéfficient.c désignant la capacité spécifique rapportée au

e oy, e
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volume. La variation de la température du méme point,

dans le premier solide, sera d dt, et elle sera D dt
P ’ c. M c.M

dans le second, les lettres d et D représentant la quantité
de chaleur positive ou négative que la molécule acquiert en
vertu de l'action de toutes les molécules voisines. Or il est
facile de reconnaitre que A équivaut & d-+D. Pour s'en con-
vainere il suffit de considérer la quantité de chaleur que le
point m recoit d'un autre point m’ appartenant & l'intériear
de la lame, ou aux arétes qui la linritent.

Le point m,, dont la température initiale est désignée par f,,
transmettra, pendant l'instant d¢, a la molécule m, une quan-
tité de chaleur exprimée par g, (f,—f) d¢, le facteur ¢, re-
présentant une certaine fonction de la distance des deux
molécules. Ainsi la quantité totale de chaleur acquise par m
sera 2 ¢, (f,—f)dt, le signe 2 exprimant la somme de tous
les termes que l'on trouverait en considérant les autres points
m,, m;, m. etc. qui agissent sur m; c'est-a-dire, en mettant
q.,./., Ou ¢s, [, ou q,, /4, ainsi de suite, a la place de ¢,, f,.
On trouvera de méme 3 ¢, (F,—F)d¢ pour 'expression de
la quantité totale de chaleur acquise par le méme point m
du second solide; et le facteur ¢, est le méme que dans le
terme X ¢, (f,—f)dt, puisque les deux solides sont formés
de la méme matiére, et que Ia sitnation des points est la
méme; on a donc

d=3gq.(f.—f)dt e D=1g, (F,.—F)dt.
On trouveré par la méme raison

a=3gq. (fi+F —(f+F))de;
26.
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A d
donc A=—=d+D et M=-mt:

que molécule m du troisieme solide acquerra, pendant l'ins-
tant d¢, un accroissement de température égal a la somme
des deux accroissements qui auront lieu pour le méme point
dans les deux premiers solides. Donc 4 la fin du premier
instant, I'hypothése primitive subsistera encore, puisqu'une
molécule quelconque du troisieme solide aura une tempé-
rature égale 4 la somme de celles quelle a dans les deux
autres. Donc cette méme relation aura lieu au commence-
ment de chaque instant, c'est-a-dire que I'état variable du
troisieme solide sera toujours représenté par I'équation

v=19(x,y, t) + ®(x, 5, ).

PM Il suit dela que cha-

203.

La proposition précédente s’applique a toutes les questions
relatives au mouvement uniforme ou varié¢ de la chaleur.
Elle fait voir que ce mouvement peut toujours étre décom-
posé en plusieurs autres dont chacun s'accomplit séparément
comme s'il avait lieu seul. Cette superposition des effets sim-
ples, est un des éléments fondamentaux de la théorie de
la chaleur. Elle est exprimée dans le calcul, par la nature
méme des équations générales, et tire son origine du principe
de la communication de la chaleur.

Soit maintenant v=¢(x, y) I'équation (a), qui exprime
I'état permanent de la lame solide B A C, échauffée par son
extrémité A, et dont les arétes B et C conservent la tempé-
rature 1;l'état initial de cette lame est tel, d’apres I'hypo-
these, que tous ses points ont une température nulle, excepté -
ceux de la base A, dont la température est 1. Cet état initial
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pourra donc étre considéré comme formé de deux autres,
savoir : un premier, pour lequel les températures initiales
seraient —¢(x, ), les trois arétes étant mamtenues a la
température o, et un second état, pour lequel les tempéra-
tures initiales sont + ¢(x, y), les deux arétes B et C con-
servant la température o, et la base A la temperature 1; la
superposition de ces deux états produit I'état initial qui ré-
sulte de 'hypothese. Il ne reste donc qu'a examiner le mou-
vement de la chaleur dans chacun des deux états partiels.
Or, pour le second, le systéme des températures ne peut
subir aucun changement; et pour le premier, il a été remarqué
dans l'article 201 que les températures varient continuelle-
ment, et finissent toutes par étre nulles. Donc I'état final,
proprement dit, est celui que représente I'équation («) ou
v=9(z, )

Si cet état était formé d’abord, il subsisterait de luJ-méme,
et Clest cette propriété qui nous a servi a le déterminer. Si
I'on suppose la lame solide dans un autre état initial, la dif-
férence entre ce dernier état et I'état fixe forme un état par-
tiel, qui disparait insensiblement. Apreés un temps considéra-
ble, cette différence est presque évanouie, et le systéme des
températures fixes n’a subi aucun changement. Cest ainsi
que les températures variables convergent de plus en plus
vers un état final, indépendant de I'échauffement primitif.

204.

On reconnait par-la que cet €tat final est unique; car, si
Ton en concevait un second, la différence entre le second et
le premier formerait un état partiel, qui devrait subsister de
lui-méme, quoique les arétes A, B, C fussent entretenues a
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la température o. Or ce dernier effet ne peut avoir lieu : il
n'en gerait pas de méme si 'on supposait une autre source
de chaleur indépendamment de celle qui s'écoule a I'ori-
gine A : au reste cette hypothese n'est point celle de la
question que nous avons traitée, et pour laquelle les tem-
pératures initiales sent nulles. Il est manifeste que les
parties tres - éloignées de lorigine ne peuvent acquérir
qu'une température extrémement petite.

Puisque l'état finat quiil fallait déterminer est uniqgue, i
s'ensuit que la question proposée n'admet aueune autre solu-
tion que celle qui résulte de Féquation («). On peut donner
une autre forme i ce méme résultat , mais on ne peut nk
éténdre, m restreindre la solution, sans la rendre inexacte.

La méthode que mous avens exposée dans ce chapitre,
consiste a former d’abord des valeurs partibuliérw tres-sim-
ples, qui conviennent a la question, et a rendsg la solution
plus générale, jusqu'a ce que la fonction » ou p~(m, ) satis-
fasse 4 trois conditions , savoir :

Ada,v d »
ﬂ_"-"'d_y =0, ¢(z, 0)-"'" ?(3«', ] 1:).:0.

I est visible que I'on pourralt suivre une marche contraire,
et la solution que I'on obtiendrait serait mécessairement la
méme que la précédente. Nous ne neus arréterons point i
ces détails, qu'il est facile de suppléer, dés qu'une fois la
solution est connue. Nous donnerons seulement dans Ia
section suivante une expression remarquable de la fonction

9 (%, ) dont la valeur est développée en seme convergente
dans l'équation (a).

2
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S E C TIO N V.
Expression finie du resultat de e solution.

205. ,
On pourrait dedulre Ja solution precedente de lmtegrale
de I'équati do 2o tient de
e équation —— + o = o, qui con ient des quantités

imaginaires, sous s le signe -des fonetions arbitraires. Nous
nous bornerons ici a faire remarquer que cette intégrale

v=g(z +yV/T7) + 42—y 7),

a une relation manifeste avec la valeur de v donné : per. Té-

quation
-3 | —
,_,Z,,_ — " M._yq_%,g * cos. 3y+%e ' ,.5,:‘ dos. 5y —ete.

En effet, en remplacant les cosmus par leurs expressions
imaginaires, on a : !

e (F—rV=i) _56—3(1—1}/—() + %,8—5 (2—rV=1) _etc.
LA
2 - — — - .
+e_(x"'ﬂ/._')—‘%e_?’(‘?"'f‘/.—') +,%e_5(_‘f+j V=1 _ete.
. L ' C :
La premiére série est une fonction de x—yL"—7, et la se-

conde est la méme fonction de x + y /" —1.
En comparant ces séries au developpement connu de larc
arc.tang. z en fonction de z sa tangente, on voit sur-le-
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champ que la premiere est arc.tang e (z—yv'=3)
— (24+yv=h),

) et que
la seconde est arc.tang. e ; ainsi I'équation (x)
prend cette forme finie,

—(z+rv=x)

—(x—y V3N,
?-—_—arc.tange + arc.tang. e (z—rV'=3) (B)

" Cest de cette maniere qu'elle rentre dans I'intégrale générale
v=g¢(x+yV'=1)+{(z—yV'=7) (A);

la fonction ¢ (2) est arc.tang. ¢~ ~, et il en est de méme de
la fonction § (z).

Si dans I'équation (B) on désigne le premier terme du
second membre par p et le second par ¢, on aura

—(z4yv= —(x—yVv=i);

~wv=p+gq,tang. p=e =) , tang. g=e

donc tan.g.(p+q) ou tang.p -+ tang.q =ne_’.cos.:y= 2 Cos. y ,

1—tang.p.tang.q I—e 3% ef—e—*

on en déduit l’equauon = v=arc.tang. ( 2 o8 ) (¢)

et—e—

C'est la forme la plus simple sur laquelle on puisse présenter
la solution de la question.
206.
Cette valeur de v ou ¢ (x, y) satisfait aux conditions
relatives aux extrémités du solide qui sont ¢ (z, =  x)=o0
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et g (0,y)=r1; elle satisfait aussi & I'équation générale
d vy dw» . iy . ,
7+ 2, = ©» puisque lequatlon (¢) est une transformée
de l'équation (B). Donc elle représente exactement le sys-
téme des températures permanentes; et comme ce dernier
état est unique, il est impossible qu'il y ait aucune autre
solution, ou plus générale ou plus restreinte.

L'équation (c) fournit, au moyen des tables, la valeur de
l'une des trois indéterminées v, x, Y, lorsque les deux
autres sont données; elle fait connaitre trés-clairement ‘la
nature de la surface qui a pour ordonnée verticale la tem-
peérature permanente d'un point donné de la lame selide.
Enfin on déduit de cette méme équation les valeurs des

coéfficients différentiels Z—: et j—; qui mesurent la vitesse

avec laquelle la chaleur s'écoule dans les deux directions
orthogonales; et I'on connaitra par conséquent la valeur
du flux dans toute autre direction. :

Ces coéfficients sont exprimés ainsi

dv | e d : e__ = \
——=——2C0s. e osi .
dx -7 *+acos.ayte F )’df— 28m.y (e"+acos.nj+e—"/

On remarquera que, dans larticle 194 la valeur de Z—: ,

et celle de :—,’3 sont données par des séries infinies dont

il est facile de trouver la somme, en remplacant les

quantités trigonométriques par des exponentielles imagi-

o e dv _dv
naires. On obtient ainsi ces mémes valeurs de ——et Z; que

nous venons de rapporter.
a7
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La question que Ion vient de traiter est la premicre que
nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plutét
dans la partie de cette théorie qui exige I'emploi de I'ana-
lyse. Elle fournit des applications numériques trés-faciles,
soit que l'on fasse usage des tables trigonométriques ou des
séries convergentes, et elle représente exactement toutes
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous passe-
rons maintenant a des considérations plus générales.

SECTION VL

Développement d’une fonction arbitraire en séries
trigonometriques.

207.
La question de la propagation de la chaleur dans un
. . Ry . d'v  d v

solide rectangulaire a conduit a Féquation—— + a7 = 0

et si 'on suppose que tous les points de I'une des faces du

solide ont une température commune, il faut détermjner

les coéfficients a, b, ¢, d, e, etc. de la serie

acos.z+bcos.3x+ccos.b5x+dcos.7x+... etc.,

en sorte que la valeur de cette fonction soit égale i une
constante toutes les fois que Farc x est compris entre
— t x et + - = On vient d’assigner la valeur de ces coéffi-
cients ; mais on n’a traité qu'un seul cas d'un probléme plus
général,, qui consiste & développer une fonction quelconque
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en une suite infinie de sinus ou de cosinus d’arcs maultiples.
Cette question est lie a la théorie des équations aux diffé-
rences partielles et a été agitée des l'origine de cette analyse.

Il était nécessaire de la résoudre pour intégrer convenable-
ment les équations de la propagation de la chaleur; nous -
allons en exposer la solution. '

On examinera, en premier lieu, le cas ou il .g'agit de
réduire en une série de sinus d’arcs multiples, une fonction
dont le développement ne contient que des puissances im-

- .paires de la variable. Désignant une telle fouction par ¢z,
on posera I'équation

pxr=asin.z + bsin.ax +csin.3x + dsin.fx +. .. etc.
etil s'agit de déterminer la valeur des coéfficientsa, b, c, d, etc.
On écrira d’abord I'équation :

!

x* z
?x——x90+ ?0+ 39 0+ 49 "0 + 34590+ .. etc.

dans laquelle ¢'0, ¢"0, ¢"0, ¢" 0, etc. désignent les valeurs
que prennent les coéfficients

d.ox ’d’.qu: d.ox d‘.cp.i

T A A X o

lorsqu’on y suppose x==o0. Ainsi en représemrtant le déve-
loppement selon les puissances de z par I'équation
. x! x’ z7 3" .
9x=Ax—-B2.—3 +C 3.354.5_1) 2.3.4.5.6.7 + E2.3.4.5.§.7.8.9: etc.
27.
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on aura p 0=0 etg
¢ 0=0 ¢" o=B
p"o=o0 9" 0=C
"0=0 ¢mo=D
etc.  etc.

Si maintenant on compare l'équation précédente a
celle-ci

px=asin.x + bsin. 2x + csin.3x + dsin. fx + esin. 5z + etc.

En développant le second membre par rapport aux puis-
sances de x, on aura les équations

A=a+2b+3c+4d+5e+etc

B=a+ 2b+3c+ 4{d+5e+etc.

C=a+2°b+3c+ 4°d+ 5e+ etc.

D=a+2b+3Fc+4{d+5e+etc.

E=a+ 26+ 3c+4d+5e+etc (a)
etc.

Ces équations doivent servir a trouver les coéfficients
a, b, c,d, e, etc., dont le nombre est infini. Pour y
parvenir, on regardera d'abord comme déterminé et égal A
m le nombre des inconnues, et I'on conservera un pareil
nombre m d'équations; ainsi I'on supprimera toutes les
équations qui suivent les 7 premiéres, et 'on omettra dans
chacune de ces équations tous les termes du second membre
qui suivent les m premieres que 'on conserve. Le nombre
entier m étant donné, les coéfficients a, b, ¢, d, e.... etc.
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ont des valeurs fixes que I'on peut trouver par I'élimination.
On obtiendrait pour ces mémes quantités des valeurs diffé-
rentes, si le nombre des équations et celui des inconnues
était plus grand d’'une unité. Ainsi la valeur des coéfficients
varie 4 mesure que I'on augmente le nombre de ces coéffi-
cients et celui des équations qui doivent les déterminer.
Il saglt de chercher quelles sont les limites vers lesquelles
les. valeurs. des incopnues _convergent continuellement 2
mesure que le nombre des équations devient plus grand.
Css limites “sont les véritables valeurs des ‘inconnues qui
satisfont aux equatlons précédentes lorsque leur nombre

est mﬁm.
208.

On considérera donc stccessxvement les ¢as otr I'on auralt"
a4 déterminer une inconnue par une équation, deux incon-
nues par deux équations, trois inconnues par trois équa-
tions, ainsi de suite a l'infini. Supposons que l'on designe
comme il suit différents systémes d’équations analogues a
celles dont on doit tirer les valeurs des coéfficients :

a=A, a,+2b=A, a;+25+3c=A; a+2b+3c,+4d=A,
a,+2°6,=B, a;+2'5,+3c;=B, a+2'5+3c,+4d,=B,
a;+2°b,+3Fc;=C;  a;+2°b,+3c,+4°d,=C,
T e+ 20+ F e+ L di—=
as+2b,+3 ¢, + 4 di+ 5 eg=A;
a;+ 2 b+ Fes+ fd; + 5 e,=B,
a;+ 2°b;+ 3¢, + 4°dy + 5°e;=C;
a,+ 2 b+ 3¢, + 4 d; + 57 e,=D,
as+ 205, + 3¢, + fod; + 59e;—=E;
etc. _ %)
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Si maintenant on é€limine la derniere inconnue e, an

moyen des cinq équations qui contiennent A; B; C; D,E;, etc.
on trouvera -
a;(5—r) +2 b;(5—2) +3 ¢ (5—3) + 4d5 (5'—-4")= 5 A—1
as(5'—1) + 25, (5—27) + 3¢, (5—3) +4d; (5— §)=5B, —(
as(5'—1) + 2°b;(5'—2") + 3¢, (5°—=3) +4°d;(5'— ) =5 C;—1
25— 1) + 3 by (5—") + 3 ¢ (5'—3) -+-4 d, (5— §)—=5" D, —F
o On aurait pu déduire ées quatre équations des quatre

qui forment le systéme précédent, en mettant dans ces
dernieres au lieu de

a; (5—1 ) as
b, (—2)b .
o (B=3)e¢

d,  (4—4)d;
et au lieu de A, 5 A,—B; '
| B, 5 B,—C;
C4 5’ Cs—'Ds
D, 5 D,—E;

On pourra toujours, par des substitutions semblables,
passer du cas qui répond a4 un nombre m d'inconnues a
celui qui répond a un nombre m + 1. En écrivant par ordre
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toutes ces relations entre les quantités qui répondent a I'un
des cas et celles qui répondent au cas suivant, on aura

a—1) ' , ()

a'—1)  b,=by(3—a") |

£—1) by=b(4'—2") c;=¢(4'—3") .

5—1) b=5,5"—12") c=c;(5'—3") d,=d\(5'—4")

6°—1) b=by(6"—2") c;=c,(6'—3") di=d,(6'—4") e;=e6'—5<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>