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ANSCHAULICHE ADDITIVE ZAHLENTHEORIE (Kurzfassung)
O l i v e r K n i l l

Wieviele Mögl ichkeiten hat man, einen best immten Geldbetrag mit den
in der Schweiz üblichen Münz- und Noteneinheiten auszuzahlen?

Das war die Frage, die mich zuerst beschäft igte. Um sie zu beantworten,
musste ich wei ter ausholen:

Auf wievie le Arten kann eine natür l iche Zahl in natür l iche Summanden
zerlegt werden, wenn die Auswahl der Summanden, deren Anzahl und deren
Anordnung vorgeschrieben sein kann?

Um die Zer legungen der Zahl p last ischer darste l len zu können, benützte
ich das Cuisena i re-Mater ia l , versch ieden lange Stäbchen mi t
charakter is t ischen Farben für jede Länge, d ie ich in meinem
ers ten Schu l j ah r benu tz t ha t te .

Das zwei te unentbehr l iche Hi l fsmi t te l war der Computer, we lcher
Untersuchungen an umfangreichem Zahlenmater ial ermögl ichte.
Dami t i ch Resu l ta te ve rnün f t i g fo rmu l ie ren konn te , wäh l te i ch
Bezeichnungen, xvelche al len Fragestel lungen gerecht werden sol l ten.

Es bl ieb nicht beim Beantworten des oben formul ierten Geldwechsel
p rob lems. Vie le i n te ressan te F rages te l l ungen tauch ten au f .
Zwei Beispiele: Wieviele Dreiecke mit Umfang n und ganzzahl igen Seiten
können gebi ldet werden? Es zeigte s ich, dass das Resul tat gewisse
Bez iehungen zu e iner Ar t d iophant ischer Gle ichungen hat te , d ie ich
spez ie l l noch un te rsuch te . Das zwe i te Be isp ie l : Wie g ross i s t d ie
Wahrschein l ichke i t ,be im Kar tensp ie l B lack-Jack (auch 17+4 genannt )
genau die Summe 21 zu erhalten, wenn auf äusserstes Risiko gespielt wird'
H ier le rn te ich Wahrschein l ichke i tsprob leme von ganz anderer Sor te
kennen. Auch die Kombinatorik präsentierte sich einem ungewohntem
Hin te rg rund .

In meiner Arbe i t legte ich grossen Wer t auf Anschaul ichke i t . D ie meis ten
der etwa 80 gefundenen Sätze konnten mit Hi l fe der Cuisenaire-Stäbchen
bewiesen werden.
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§ 1 EINLEITUNG

Wiev ie le Mög l i chke i ten g ib t es e igen t l i ch , zehn Franken
zu bezahlen? Man könnte die Schuld mit einer Zehnernote
begleichen, man könnte aber auch ein Fünffrankenstück, zwei
Zwei f ränk le r und e inen E in f ränk le r au f den Ladent isch
legen. Das sind aber nur zwei von über Hunderttausend
M ö g l i c h k e i t e n .
Wenn man sich näher mit diesem scheinbar einfachen
komb ina to r i schen P rob lem beschä f t i g t , sch l i t t e r t man
d i r e k t i n e i n r e i c h h a l t i g e s u n d f r u c h t b a r e s S p e z i a l g e b i e t
de r Ma themat i k h ine in , i n d ie add i t i ve Zah len theo r ie ,
welche gleichsam Freunde der Kombinator ik, der Zahlentheor ie
und der Geometrie in den Bann ziehen kann.
Leider hört man in der Mittelschule noch wenig von den
fesselnden Problemstel lungen dieses Sektors der Mathemat ik,
so dass man beim Einsteigen auf sich selbst angewiesen ist.
Zum Glück braucht man aber zu Beginn praktisch keine Vor
kenn tn i sse . D ie Ma te r i e e i gne t s i ch vo r züg l i ch f ü r
empirische Untersuchungen an Zahlenmaterial, welches am
besten mit Computern erhalten werden kann.
Es i s t k la r, dass man a ls Neu l ing ke ine P ion ie r le is tungen
erbringen kann, sind doch schon Hunderte von Büchern zu
diesem Thema geschrieben worden, welche von Anfängern, so
auch von mir, nicht verstanden werden, da Kenntnisse voraus
gesetz t werden, d ie über .denen e ines Mi t te lschülers l iegen.
So so l l der Schwerpunkt d ieser Arbe i t au f "anschau l ich"
l iegen, wie auch aus dem Ti te l hervorgeht .



KAPITEL I

GRUNDLAGEN



2 PROBLEMSTELLUNG

Auf w iev ie le Ar ten kann e ine na tü r l i che Zah l in
Summanden, die auch natür l ich sind, zer legt werden,
wenn

- die Reihenfolge der Summanden unwichtig ist,

- d ie Reihenfolge der Summanden berücksicht igt wird.

- d ie Anzahl Elemente pro Zer legung vorgeschr ieben is t .

- die Anzahl verschiedener Elemente pro Zerlegung
v o r g e s c h r i e b e n i s t .

- die Elemente, die zur Auswahl stehen, vorgegeben sind.

- die Elemente, die in jeder Zerlegung vorkommen müssen,
vorgeschr ieben s ind .

- die Elemente pro Zerlegung verschieden sein müssen.

- d ie Elemente in jeder Zer legung eine vorgeschr iebene
Folge bilden müssen.

Die Bedingungen müssen natür l ich n icht a l le auf e inmal
SUhe r f ü l l t w e r d e n , t e i l w e i s e s c h l i e s s e n s i e v j a s o g a r a u s .



§ 3 DARSTELLUNG

Um die Zerlegungen plastischer darstellen zu können,
war mir das "Cuisenaire-Material" für den Mathematik
unterricht in der Primarschule eine grosse Hilfe.
Jede Zahl wird durch ein Stäbchen repräsentiert,
wobei sich die Stäbchen in Länge und Farbe unterscheiden.

D

*L _3

Mit diesem Hilfsmittel lassen sich nun Zerlegungen an
schaulich darstellen.Die möglichen Zerlegungen werden
nun untereinander aufgereiht, so dass ein Block entsteht,
der leichter zu untersuchen ist.

Im "Cuisenaire-Material" sind nur Stäbchen der Längen 1-10
enthalten. Stäbchen mit grösseren Längen färben wir mit der
Farbe, die zum Rest der Division Länge/10 gehört. Stäbchen,
deren Längen kongruent mod lo sind, haben also dieselbe
Farbe.



§ 4 ARBEITSWEISE

Mit Hi l fe der Zer legungsblöcke aus den Cuisenaire-Stäbchen,
mi t Computer l i s t ings oder mi t Tabe l len konnten empi r i sch
Hypotesen aufgebaut werden, welche wenn möglich zu
beweisen versucht wurden.

5 ARBEITSMATERIAL

- C u i s e n a i r e - M a t e r i a l
(L i te ra tur : Made la ine Gou lard : "Mathemat ik und K inder"

Ed i t ion De lachaux e t N ies t le , Neucha te l )

- Computer:
- TI 59 und Drucker
- O l i ve t t i 6040 Ti sch rechne r
- EG 3003 "Genie I" Microcomputer

- Lex ikon: "Kle ine Enzyklopädie Mathemat ik" ,Harr i Deutsch 1977

- Formelsammlung: "Schülkes Tafeln",B.G Teubner Stut tgart 1980
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§ 6 ZIELE

I c h h o f f e :
- Ordnung in die Fragestel lungen zu br ingen.

- Geeignete Bezeichnungen zu finden.

- E ine k la re vers tänd l iche Dars te l lung zu haben.

- Antworten auf die Fragestel lungen in § 2 zu geben.

- Aufk lärung über d ie Schwier igkei ten nachher noch
ungelöster Probleme zu erhal ten.

- Zusammenhänge mit andern Teilgebieten der Mathematik
zu sehen.

- Neue Fragestel lungen zu eröffnen.
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§ 7 BEZEICHNUNGEN

S o w e i t e s m i r m ö g l i c h i s t , ü b e r n e h m e i c h g e l ä u f i g e
S c h r e i b w e i s e n .
S t a t t n u n a b e r f ü r j e d e F r a g e s t e l l u n g e i n e n e u e
F u n k t i o n e i n z u f ü h r e n , h a l t e i c h e s f ü r b e s s e r , e i n e
F u n k t i o n s o a u s z u b a u e n , d a s s s i e f ü r a l l e F r a g e

s t e l l u n g e n t a u g l i c h i s t .

M a n k e n n t d i e F u n k t i o n p ( n ) , w e l c h e a n g i b t , a u f
w i e v i e l e A r t e n s i c h d i e n a t ü r l i c h e Z a h l n i n
S u m m a n d e n z e r l e g e n l ä s s t , w e n n d i e R e i h e n f o l g e
d e r S u m m a n d e n u n w i c h t i g i s t u n d s o n s t k e i n e E i n

schränkungen gemacht werden.

B e i s p i e l : n = 5

Wi r können 7 ve rsch iedene Ze r l egungen angeben .
A l s o i s t p ( n ) = 7 .

W i r e r w e i t e r n d i e F u n k t i o n n u n s o , d a s s w i r o b e r h a l b
d e r F u n k t i o n A u s s a g e n ü b e r d i e A n z a h l E l e m e n t e u n d
u n t e r h a l b d e r F u n k t i o n A u s s a g e n ü b e r d i e E l e m e n t e
s e l b s t h i n s c h r e i b e n :

(z, z.; z%. . </y,y,y3. .
p (n ) .

(£,$'$' . •/e,e, e3. .

. )

. )

3« not*- Es sindvz, oder z.oder zs .
Z e r l e g u n g o b l i g a t o r i s c h .

.* Elemente pro

- Es sind^y, oder y, oder y3 . . . verschiedene
Elemente pro Zer legung ob l iga tor isch.

- Es s ind in a l len Zer legun
Elemente g„ oder g, oder g,

gen nur die
. . . m ö g l i c h ,

- Es s ind in jeder Zer legun g die Elemente
e^ und e^ und e, . . . obligat o r i s c h .
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Die Menge der Zerlegungen , d i e die an gegebenen Bedingun gen
e r f ü l l e n , nennen wir den Z e r l egung,skomplex

\ Z^, Zj, Zf. .
P(nf y.»y,»- . ) "

(S> s.» s,- • »/©«• et, e^. . . )

W i r schre iben den Zelegun gskomplex i n Anführungs- und
Schlusszeichen, wenn wir den Kompl 3 X selbst meinen.
Die Summanden werden auch Elemente genannt .Eine Zer
legung he iss t a u c h P a r t i t i o n .

B e i s p i e l e

"p(5)M

" ( 3 / ) "
P(5)

p(5)=7 Es werden keine Einschränkungen
gemacht.
Die Summe der Elemente muss selbst
v e r s t ä n d l i c h 5 s e i n .

( 3 / )
p ( 5 ) = 2 E s g e l t e n n u r d i e j e n i g e n P a r t i t i o n e n ,

welche. 3 Elemente enthalten.

" ( / 2 ) "
p ( 5 )

i tp(5)n
( / 2 )

( / 2 )
p (5 )=5 Es ge l t en nu r Pa r t i t i onen m i t 2 ve r

schiedenen Elementen.

p(5)=l Es s ind nur Elemente mit der Länge 1
( l / ) e r l a u b t .

p(5)=3 Es muss in jeder Zerlegung das Element
( / 2 ) 2 v o r k o m m e n .

" ( 1 , 4 , 5 / ) "
p (5 ) S

( 1 , 4 , 5 / )
p ( 5 ) = 3 J e d e Z e r l e g u n g m u s s e n t w e d e r a u s

1 oder 4' oder 5 Elementen bestehen,

" ( 2 , 3 / 2 ) "
p(5) .
( 1 , 3 , 4 / 1 , 3 )

i m

( 2 , 3 / 2 )
p ( 5 ) = 1
( 1 , 3 , 4 / 1 , 3 )

Jede Zerlegung muss 2 oder 3
Elemente enthalten, muss aus
2 verschiedenen Elementen be
stehen, darf nur Elemente mi t
den Längen 1 oder- 3 oder 4
haben und muss die Summanden
1 und- 3 enthalten.

" ( 3 / ) "
P(5)(A) .

( 3 / )
p(5)=0
( / 4 )

Es muss jede Zerlegung, die in Frage
kommen soll, aus 3 Elementen bestehen
und das Element 4 beinhalten. Eine
solche Zerlegung mit der Länge 5
e x i s t i e r t g a r n i c h t .
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Wenn e in E lement der g röss te Summand der Zer legung
s e i n s o l l , s o s e t z e n w i r e i n e n Q u e r b a l k e n ü b e r d i e
Z a h l . W e n n e s d a s k l e i n s t e E l e m e n t i s t , s o s c h r e i b e n
w i r d e n Q u e r b a l k e n u n t e r d i e Z a h l .

W i r k ö n n t e n s o d e f i n i e r e n p ( n ) = p ( n )
( / x ) ( x , x - l , x - 2 , . . . 1 / x )

p ( n )
( / x ) = p ( n )

(x,x + l,x + 2, . . .n/x)
denn im e rs ten Fa l l können nu r E lemen te vo rkommen , ' d i e
k l e i n e r g l e i c h x s i n d . I m l e t z t e r e n F a l l s i n d n u r E l e m e n t e

e r l a u b t , d i e g r ö s s e r g l e i c h x s i n d .

B e i s p i e l e
" p ( j ) " . | p ( j > ) = 2 2 i s t d a s g r ö s s t e E l e m e n t i n

( / 2 ) j e d e r Z e r l e g u n g .( / 2 ) JJ
"p(5)M p ( 5 ) = l 2 i s t d a s k l e i n s t e E l e m e n t i n

( / _ 2 ) j e d e r Z e r l e g u n g .

A n s t a t t d i e E l e m e n t e o d e r d i e m ö g l i c h e n A n z a h l E l e m e n t e
i m m e r a u f z u z ä h l e n , k ö n n e n w i r s i e a u c h a l s M e n g e n b e
s c h r e i b e n .
E s g i l t n ä m l i c h , w i e m a n s i c h l e i c h l - ü b e r z e u g t :

" ( z , z / ) " " ( z / ) "
p (n) = p (n)

" ( / y , y ) " " ( / y ) "
p ( n ) = p ( n )

" p ( n ) " = " p ( n ) "
( g , g / ) ( g / )

a b e r : " p ( n ) " / " p ( n ) " B e i s p i e l
( / e , e ) ( / e )

" p ( 5 ) "
( / 2 , 2 )

D a w i r b e i d e r B i l d u n g d e r ' M e n g e d e r i n j e d e r Z e r l e g u n g
v o r k o m m e n d e n E l e m e n t e I n f o r m a t i o n v e r l i e r e n w ü r d e n , m ü s s e n
w i r h i e r v e r z i c h t e n , e i n e M e n g e z u b i l d e n .

i t p (5 ) i i
( / 2 )
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So ist also nur die Bi ldung der Mengen Z, Y und Q vortei lhaft .
Wir können den Zerlegungskomplex nun auch anders darstellen:

( Z = { z | . . . } / Y = { y | . . . } )
p (n )

(G={ f | c . .}/%,%,%. . . )

Beispiele :
"(Z = {z| 3=1 mod 2} /)"
p ( n )

' p ( n ) "
( G = { g | ( g - l ) l 5 - l m o d g ) / ) 5

Es ist nur eine ungerade
Anzahl Elemente pro Zer
l egung e r l aub t .

Die Summanden müssen Primzahlen
s e i n . ( b e i d e r D e fi n i t i o n d e r
Primzahlen wird der Satz von
Wi lson verwendet . )

"p(n)M.
(G = {g|/g~ eN}/) ff 5 Es kommen nur Quadratzahien

als Summanden in Frage.

Für die Anzahl Elemente einer bestimmten Länge f in einem
Zerlegungskomplex schreiben wir

(Z/Y)
imp.(n)
(G / e , e , e . .

1 2 3
. )

B e i s p i e l e |2|+p(5)= 4
UHp(5)=12

Es gibt 4 rote und 12 weisse Stäbchen im Zerlegungskomplex
"p (5 ) " , w ie man l e i ch t abzäh l t :
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Um auf a l le Frageste l lungen(s iehe §
müssen wi r d ie Funkt ion (Z ,G)

p (n )
IG , e^, e>, Sj. .

2) eingehen zu können,
noch e rwe i te rn :

)

- Wol len wir, dass die Reihenfolge der Elemente eine Rol le

sp ie len so l l , so setzen wi r e in Sternchen * schräg über
das "p" .

B e i s p i e l :

nP*U)" P*UH

- Wollen wir die Einschränkung machen, dass pro Zerlegung
alle Elemente verschieden sein müssen, setzen wi r über
das "p" e inen Quers t r ich .

B e i s p i e l

Mp(4)" '(4-1=2

- Ma chen w i r zur Be dingung, dass zwischen dem k l e i n s t e n und
dem gröss ten Element in jeder Zerlegung a l i e ■nögl:Lehen
Elemente vo r landen se in s o l l e n , so setzen w i r e i n Da chl e in
über das "p " . A l l e Elemente s i nd v e r s c h i e den.

B e i s p i e l

"p(7)." p(7).=2

Nun haben wir die Mögl ichkei t , zu best immen, dass in jeder
Zerlegung ein Ausschnit t aus einer vorgegebenen Folge
rea l i s ie r t werden muss :

B e i s p i e l :

" p ( 7 ) . " „ p ( 7 ) = 1
•(G={g|g=2nAneN}/) (G={ g| g=2n Ane N} / )

Es gibt nur 1 Mögl ichkei t , dass die Summe aufeinander
folgender Glieder der Folge' 1, 2 , 4-, 8, . . , gerade 7 beträgt.
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Wenn n e inmal negat iv werden so l l te ,so g ib t es ke ine
Zer legung:

( Z / Y )
p ( - k l )
(G/e^ e2, e3. .

= 0
. e )m'

Für den Fal l , dass n Nul l wi rd,müssen wir fo lgende Fäl le
un te rsche iden :

Gemeint ist die Zerlegung mit 0 Elementen.

Sobald ein obl igatorisches Element vorkommen
muss, g ib t es na tü r l i ch ke ine Zer legung.

Das g i l t nu r, wenn z /0 i s t .

y is t auch n icht 0

Diese Aussagen gelten auch für die Komplexe "p~;;-(n)",
" p ( . n ) " , " p ( n ) " .

Man beachte ganz am Schluss der Arbeit die Zusammenstellung
der Bezeichnungen!



KAPITEL II

FORSCHUNGEN

\V
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" (Z , Y ) "

§ 1 De r Ze r l egungskomp lex p~x " (n )
(F,^, e2, e3. . . )

W e n n m a n d i e F r a g e s t e l l u n g e n i m K a p i t e l I § 2 b e t r a c h t e t ,
k ö n n t e m a n i m e r s t e n A u g e n b l i c k m e i n e n , d i e K o m b i n a t o r i k

se i de r Sch lüsse l fü r a l l e ges te l l ten Prob leme. Dem is t
aber n ich t so . Tro tzdem sp ie l t d ie Kombina to r i k e ine
wicht ige Rol le, d ie wir am besten erkennen, wenn wir d ie
Funkt ion p*( l l ) oder den dazugehörigen Zerlegungskomplex
" p * ( n ) " b e t r a c h t e n .

1. Der Zerlegungskomplex"p"x" (n) "

Rufen wir uns in Erinnerung : p_x"(n) ist gleich der Anzahl
Mög l i chke i ten d ie man ha t , e ine na tü r l i che Zah l in
Summanden, die auch natürlich sind, zu zerlegen, wenn man
die Reihenfolge der Summanden beachtet.
I n Kap i te l I I I , § 5 s ind d ie Ze r legungskomp lexe m i t H i l f e
d e s " C u i s e n a i r e - M a t e r i a l s " d a r g e s t e l l t . M a n s t e l l t b a l d
fes t , dass s ich d ie Anzah l Mög l ichke i ten verdoppe l t , wenn
man n um 1 erhöht. So erhalten wir den ersten Satz:

(1) p"x"(n) =2(n -1 )

B e i s p i e l : n = 3

np-x-(3)M

Beweis :

p*(3) = 4

Wir haben an (n-l) Orten die Wahl,das Stäbchen mit der
Länge n zu zerlegen oder zusammenzulassen.
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" ( Z / ) "

2 . D e r Z e r l e g u n g s k o m p l e x p " ( n )

Man bet rachte in Kap i te l IV , §2 , Abschn i t t 1 d ie Zer legungs-
komp lexe "p " (n ) " . D i e Ze r l egungen s i nd n i ch t w i l l kü r l i ch übe r -
einandergestappel t ,sondern nach einem best immten Algor i thmus
geordnet . Die Anzahl Elemente pro Part i t ion wächst näml ich
stufenweise von 1 bis n.
Sehen wir uns beispielsweise den Komplex "p*(6)" genauer an:
Zuoberst ist die Zerlegung mit nur einem Element, dann kommen
5 Zerlegungen,die aus 2 Elementen bestehen. Es gibt dann weiter
10 Part i t ionen d ie 3 Elemente enthal ten und ebenfa l ls 10 Zer
legungen mit 4 Summanden. Es folgen wieder 5 Partit ionen mit
5 Elementen und schliesslich 1 Zerlegung mit 6 Summanden.

Besser dargeste l l t s ieh t das so aus:

Anzahl Elemente
pro Zerlegung: 1 2 3 4 5 6

Anzahl Zerlegungen: 1 5 10 10 5 1

D i e s e Z a h l e n e r r i n n e r n u n s a n d a s P a s c a l ' s e h e A u n d l a s s e n
u n s f o l g e n d e s v e r m u t e n :

( z / ) -
p-;;-(n) =

n - 1
z - 1

Beweis':-

U m z E l e m e n t e i n j e d e r Z e r l e g u n g z u e r h a l t e n , m ü s s e n w i r
z - 1 m a l a u s d e n n - 1 m ö g l i c h e n S c h n i t t s t e l l e n a u s w ä h l e n .

N u n k ö n n e n w i r u n s e r n z w e i t e n S a t z a u f s t e l l e n

(z.z, z. . . tJ) m
( 2 ) j f i ß ) = . 2

1=1
n-1
Z.-1i .

iewea'S':'

( %., Z-, Z-. . . z/ ) ( z / ) ( zj ) ( z/)
p Ä U ) = p " " " ( n ) + p - n n ) + p - ( n . + . . . + p * (n) ,
denn eine Zerlegung kann nicht aus z. und z. Elementen gleichzeitig
bestehen, wenn i^j . Für jedes (z./) schreiben wir nun nach unserm

p-;-(n)n-1 ] ' , woraus dann Satz (2) fo lgt .H i l f s s a t z
iz,.r-1



Noch eine Anwendung zu den eben gewonnenen Erkenntnissen

Problem

Wievie le Lösungen hat d ie d ie d iophant ische Gleichung

l e- = n ?
i = l

D i e A n t w o r t i s t l e i c h t : ° °
Nun lassen wir aber nur noch positive Summanden zu.
Jetzt, wird die Lösungsanzahl endlich.

Lösung: :
( z / )

D ie Lösung he iss t p"x" (n) , da s ich jede d ieser Zer legungen
mit der Länge n und z Elementen als Repräsentant einer
mögl ichen Gleichung sehen lässt :

1+1+2+1 =5

Es g ib t a l so n-1
z-1 Lösungen für die Gleichung X e^ = n ,

i = l
wenn d ie Elemente natür l iche Zahlen sein so l len.

Se isp ie l :

4
£ ej = 5
i = l
e r f ü l l e n

!s g ib t 4 Mögl ichkei ten, d iese Gle ichung zu

m



3 . D e r Z e r l e g u n g s k o m p l e x " p " x " ( n ) n
( G / )

N u n s c h r ä n k e n w i r d i e A u s w a h l d e r E l e m e n t e e i n . N u r
noch E lemente , d ie der Menge G angehören , dür fen zum
Aufbau des Komp lexes ve rwende t we rden . Dass es n i ch t
m e h r s o e i n f a c h i s t w i e v o r h i n , a l s w i r d i e A n z a h l d e r
E l e m e n t e p r o Z e r l e g u n g v o r s c h r i e b e n , s e h e n w i r , w e n n w i r
zum Be i sp ie l den Komp lex "p "x " (n ) " be t rach ten :

( 1 , 2 / )

( 1 , 2 / )

D
Vx-(2)"

( 1 , 2 / )

n
i p * ( 3 ) n
( 1 , 2 / )

SB
"p-x-(4)"

( 1 , 2 / )

Schauen w i r uns das zah lenmäss ig an :

n 1 3 4- 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 . . .

p* (n) 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 ...
( 1 , 2 / )

D a s i s t j a d i e F i b o n a c c i f o l g e J D a s B i l d u n g s g e s e t z i s t
d e m n a c h r e k u r s i v u n d l a u t e t :

p * ( n ) = p " x " ( n - l ) + p * ( n - 2 ,
( 1 , 2 / ) ( 1 , 2 / ) ( 1 , 2 / )

D i e Ze r l e g u n g e n v o n " p " x " ( n ) " k ö n n e n a u f z w e i v e r s c h i e d e n e
( 1 , 2 / )

A r t e n e r h a l t e n w e r d e n . E n t x ^ e d e r h ä n g e n w i r a n j e d e Z e r l e g u n g
v o n " p " x _ ( n - l ) " e i n E l e m e n t m i t d e r L ä n g e 1 o d e r d a n n w i r d

( 1 , 2 / )
j e d e Z e r l e g u n g v o n " p * ( n - 2 ) n m i t e i n e m E l e m e n t d e r L ä n g e 2

( 1 , 2 / )
e r g ä n z t .

B e i s p i e l :

iip.*(3).«
( 1 , 2 / )

f fl

■p * ( 2 ) " «( i , 2 / ) n +

'P ' ; - (4 ) "
( 1 , 2 / )
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Dieses Verfahren, das rekursive Bi lden der Komplexe,
können wir noch veral lgemeinern:

Wir b i lden den Komplex "p*(n)" so, dass wir für jedes
(G/)

g , das Element ist von G, den Komplex "p"x_(n-g)" nehmen,
(G/)

und an jede seiner Zerlegungen das Element g hinten an
hängen. Das sieht dann so aus:

P * ( n ) = p * ( n - g , ) + p " x - ( n - g z )
( gj gj g • • • gm / ) ( gL» g» g • '-gj> \ S> §' C- • • g / ^■1 2 - 3 n i - < z % n r \ - 1 2 . 5 m ( g ,g ,g - • -g I )

U n s e r d r i t t e r S a t z l a u t e t a l s o

(3) P*(-n)
(g,,gx,g3.. •g / )

m
= Z

i = l
p-x-(n-gi)
(g, g, g. . . g / )- t t - 3 m

Beweis :;

A l le Zer legungen, d ie w i r mi t unserm Ver fahren erha l ten,
erfüllen die Bedingung, dass sie nur aus Elementen aus G
bestehen.
Mit d iesem Verfahren erhal ten wir keine Zer legung zweimal .
Wären zwe i Zer legungen iden t i sch , hä t ten s ie na tü r l i ch
auch das gleiche letzte Element. Es müssten also nach
Wegnahme dieser letzten Elemente zwei identische Zerlegungen
bei e inem kürzeren Zer legungskomplex ex is t ieren, was n icht
sein kann.
Wir bekommen so alle Zerlegungen, denn gäbe es eine Zerlegung
die n icht gebi ldet worden wäre, so würde d ie Zer legung, d ie
wir bei der Wegnahme des hintersten Elementes erhalten, in
e inem f rüheren Zer legungskomplex n ich t ex is t ie ren.
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In der Prax is l ieb t man ja Rekurs ionsa lgor i thmen n ich t
besonders, da mi t ihnen immer e in re la t iv grosser
Rechenaufwand verbunden ist. Man kann heute natürl ich
Computer verwenden, doch stösst man dort auch bald auf
Zei t - und Speicherprobleme.
In e iner Mathemat ik lek t ion haben wi r e inmal e inen d i rek ten
Algor i thmus für d ie Berechnung der n- ten Fibonaccizahl ge
sehen. Die Formel sah so aus:

( 4 ) f ( n ) = ■
rl+/5] n ' i - / T

■
n

l 2 , L 2
/5

Diese Formel g ibt mir Mut zu hoffen, dass jede rekurs ive
Funkt ion ersetzt werden kann durch e inen d i rekten
A lgo r i t hmus .

Diese Algori thmen können aber ganz verschieden geartet sein.
Es ist uns näml ich noch mögl ich, Lösungsformeln für
p*x"(n) und p"x"(n) anzugeben:
( g / ) ( l , g / )

p_x"(n) ist immer dann l,wenn n ein Vielfaches ist von g.
( g / )
Sonst gibt es 0. Formelmässig sieht das so aus:

Da wir d ie Fibonacci fo lge auch im Pascal 'sehen Dreieck
wieder f inden können, l ieg t der Verdacht nahe, dass s ich
andere reku rs i ve Funk t ionen eben fa l l s do r t w iederfinden
lassen . Und t a t säch l i ch f i nden w i r :

I n t ( ^ ) "
, •■ ; p * ( n ) = £

Ss wäre e in in teressantes Forschungsgebie t , rekurs ive
Funkt ionen zu untersuchen.
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Anwendung:

In der E i n l e i t u n g z u d i e s e r A r b e i t h a b e n w i r die
F r a g e a u f g e w o r f e n , w i e v i e l e M ö g l i c h k e i t e n es g i b t ,
e i n e n b e s t i m m t e n 3e t rag auszuzah len . Wenn w i r der
Reihen f o l g e d e r G e ldausgabe auch Bedeutun g sc henken ,
so k ö n n e n w i r d a s Problem nun anpacken.

In der Schweiz kennen wir folgende Münz- und Noten
einhe i ten: ( In Rappen)
5,10,20,50,100,200,500,1000,2000,5000,10000,20000,50000,100000

Zur Vereinfachung tei len wir d iese Werte noch durch 5:
1 ,2 ,4 ,10 ,20 ,40 ,100,200,400,1000,2000,4000,10000,20000

Die Frage nacn aen M ö g l i c h k e i t e n der GelOausgabe i s t nun
i d e n t i s c h m i t der Frage nach de r Anzahl Zerlegungen
des Kom'pl 3xes "p-x

( 1 ,
(20n)
2,4,10,20,40, . ..10000

11

, 2 0 0 0 0 / )
wenr1 wir n Franken zu wechseln haben.

Wenn wir 20 Rappen zu wechseln haben, so haben wir
6 Mög l i chke i ten :

20,10+10,10+5+5,5+10+5,5+5+10,5+5+5+5

Den dazugehörigen Zerlegungskomplex sehen wir
daneben.

Wollen wir einen Franken wechseln, so gibt es schon
48008 Mögl ichkei ten.
Für zwei Franken gibt es sogar 3846364040 Möglichkeiten.
Fünf Franken lassen sich schon auf 2«102It Arten heraus -
geben.
Zehn Franken schliessl ich können auf weit mehr als 10100
Arten gewechselt werden.
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Nun betrachten wir noch die Zerlegungskomplexe,bei
denen die Längen der Elemente einer def inierten
Menge angehören sollen. Beispielsweise kann G die
Menge der Quadratzahlen sein. Wir haben dann den
Z e r l e g u n g s k o m p l e x " p " x " ( n ) " v o r u n s .

(G={g| / icN} / )
In Kapi te l IV, § 1, s ind die Funkt ionswerte von
einigen Komplexen angegeben.

Vergle ichen wir d ie Funkt ionswerte der Komplexe,
deren Elemente durch eine l ineare Kongruenzgleichuni
gegeben s ind , m i t f r ühe ren Resu l ta ten ,s te l l en w i r
f o l g e n d e s f e s t :

(7) p * ( n ) = p - ; ; - ( n - a )
( G = { g | g - a m o d b } / ) ( a , b / )

B e i s p i e l :

P*(90
(G={g|g=2mod3)/)

p * ( 7 )
( 2 , 3 / )

Beweis von Satz (7):

Wir nehmen Satz (3) zu Hilfe. Nach ihm können wir ja
rekursiv zu den Funkt ionswerten gelangen. Im folgenden
schreiben wir für die Menge der Elemente,die kongruent s ind
zu a modu lo b e in fach G ' .

p*(n) = p"x"(n-a) + pMn-a-b) + p*(n-a-2b) + p"x(n-a-3b) +. . .
( G » / > ( G ' / > ( G ' / > ( G . ' / ) ( G ' / )

p-x"(n-b) =
(G'/>

p"(n-a-b) + p_x(n-a-2b) + p* (n-a-3b) +. . .
( G ' / ) ( G 1 / ) ( G 1 / )

Nachdem wir d ie zwei te Gleichung von der ersten subtrahiert
haben, b le ib t nur noch fo lgendes übr ig :

p*(n) .= p- (n-a) + p*(n-b)
( G ' / > ( G ' / > ( G V )
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Dies ist ein neues rekursives Verfahren zum Berechnen
von p*(n) '. p"(n) berechnen wir aber genaugleich.

( G V ) ( a , b / )
So haben wir gezeigt , dass die Rekursionsalgorithmen
ineinander übergeführt werden können.
Da nun aber p";;"(b) Null ist,im Gegensatz zu p"x"(b) ,ver-

( G ' / O ( a , b / )
schieben sich die Funktionswerte um a.

Wir haben nun ein Beispiel für Zerlegungskomplexe mit
definierter Menge für die Elemente genauer kennengelernt.
Wenn wir aber Komplexe betrachten, bei denen vorgeschrieben
ist, dass die Elemente Primzahlen oder Quadratzahlen sind,
liegen die Dinge schwieriger.

Eine andere Möglichkeit, die Menge der Elemente zu definieren,
ist die, die Definition mit Hilfe der Zahl n selbst zu machen.
Beispielsweise können wir vorschreiben, dass nur Teiler von n
als Elemente in Frage kommen. Der Zerlegungskomplex sieht dann
s o a u s : " p _ x " ( n ) "

(G={g|n/g£N}/)
Oder wir machen zur Bedingung , dass alle Elemente bei der
Division durch 5 den gleichen Rest wie n haben müssen:

! t p - X - ( n ) ! !
(G={g|g=n mod5)/)

Diese Möglichkeit der Definition macht aber ungeheure Schwierig
keiten zur Analyse.
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Am Schluss von diesem Abschnitt können wir noch ein paar
hübsche Anwendungen untersuchen,welche zeigen,wie wir die
a d d i t i v e Z a h l e n t h e o r i e a l s H i l f s m i t t e l i n d e r K o m b i n a t o r i k
gebrauchen können.

Pro olem :
Wir wer fen Münzen.Wie gross i s t d ie Wahrsch e i n l i c h k e i t W,
die Summe n zu erhalt en , wenn w i r immer bei Kopf 1 und
bei Zahl 2 addieren?

Ana lyse:
Wir nehmen das Beispiel n=3i Die guenstigen Fäl le können wir
m i t den fa rb igen Cu isena i re -S täbchen so dars te l len :

m •p*(3)n
( 1 , 2 / )

Für d ie obern be iden Fä l le be t räg t d ie Wahrsche in l i chke i t
je V4, da wi r zweimal wer fen müssen. Die dr i t te Mögl ichkei t
t r i t t m i t e i ne r Wahrsche in l i chke i t von V8 e in . Fü r n=3
bet räg t d ie gesuchte Wahrsche in l i chke i t a lso 2 /4+78=5/8
Nun wird die Lösung des Problems schon sichtbar:

n
W= I

i = l

( i / )
p * ( n ) / 2 1

l ( l , 2 / ) J

Mi t Satz (60) können wir d ie Wahrschein l ichkei ten nun
le icht rekurs iv berechnen. In d iesem Fal l w i rd d ie Sache noch
e in fach . Es e rg ib t s i ch näml i ch :
( z / )
p * ( n )
( 1 , 2 / )

f z ]
,n-z j

und daraus:
n

W= Z
i = l

z
.n-z, /21

Als Grenzwer t e rha l ten w i r 2 /3 .



■26-

Wir versuchen nun, den Problemkreis,der mit dem
Münzenproblem angeschnitten wurde, etwas auszuweiten

Allgemeine Problemstellung

Wie gross is t die Wah r s c h e i n l i c h k e i t , m i t nacheinand e r
z u f ä l l i g a u s g ewählten Elementen aus e i n e r b e l i e b igen
Menge G natür l i c h e r Z ahlen genau die Summe n zu erha l t e n ,
wenn immer dann noch eine ]ieue Zahl ausgewähl t w i r d , wenn
n noch nicht e r r e i c h t oder noch n i c h t ü b e r s c h r i t t e n worden 1
i s t ? '

Lösung:
Die Anzahl günstiger Fälle beträgt p_x"(n) . Diese Fälle treten

(G/)a b e r n i c h t a l l e m i t d e r g l e i c h e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t
ein. Wir müssen jedesmal noch schauen, aus wievielen Elementen
eine Zerlegung besteht.
Wenn wir die Anzahl Elemente der Menge G mit |g| bezeichnen,
und eine Zerlegung aus z Elementen besteht, so beträgt die
Wahrscheinlichkeit für das Eintreten dieser Zerlegung V|G| .

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit beträgt demnach:

w n
= Z

i = l

( i / )
p * ( n ) /
(G/)

u 1

Sehen wir das uns noch an einem Beispiel an

G - { 1 , 2 , 3 , 4 ) n = 4

W=V4+3/l6+3/64+V256=125/256
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A u c h i n e i n f a c h e n W ü r f e l s p i e l e n k a n n m a n n o c h
P r o b l e m e f i n d e n . E i n e s k ö n n e n w i r j e t z t l ö s e n ;

" E i l e m i t W e i l e 1

B e i m " E i l e mit We i l e " h a t e i n S p i e l e r g e r a d e e i e n 5
g e w ü r f e l t und d a r f m i t e i n e m s e i n e r S p i e l s t e i n e a u f d i e
R u n d r e i s e gehen. Wie g r o s s i s t d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t , dass
er am Seh] uss s e i n e s P a r c o u r s d i r e k t d a s Z i e l e r r e i c h t , ohne
z w e i m a l v e r s u c hen zu müssen,d i e r i c h t i g e z a h l z u w ü r f e l n?
Am Anfang hat er 62 S c h r i t t e v o r s i c h .
E i n f a c h e r f o r m u l i e r t h e i s s t d as P rob lem: W i e g r o s s i s t d ie
Wahrschei r. l i e h k e i t , m i t e inem W ü r f e l d i e Summe 62 zu
w ü r f e l n ?

D i e L ö s u n g l i e g t j e t z t a u f d e r H a n d :

6 2 ( i / )
W = Z p - x " ( 6 2 ) / 6

i = l ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 / )
0 ,28571

I n t e r e s s a n t e r w e i s e g i l t :

n ( i / )
l i m Z p M n ) / 6
n -> - i = l (1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 / )

= 2/7

Die meisten Chancen hat man, wenn sich die Figur 6 Felder
vor dem Ziel befindet. Dann beträgt die Wahrscheinlichkeit

75/66 = 0,36
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Und noch ein packendes Problem:

Sicher kennt fast jeder das Glücksspiel "17+4" oder
"Black-Jack". Es geht darum, möglichst nahe an die
Grenzzahl 21 zu gelangen. Wenn man darüber ist, hat man
verloren. Nun zur Frage:

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, beim "Black-Jack" 21
zu erhalten, wenn man vor die Alternative gestellt ist, entweder
21 oder darüber zu haben. Man soll also auf äusserstes Risiko
spielen.

Noch kurz die Kartenwerte

Ass
Under(Bube)
Ober(Dame)
König
Banner

1 oder 11 (kann beliebig geändert werden)
2
3
410

Es gibt ferner noch die Karten mit den Werten 6,7,8,9.

Das Problem,wie es hier gestel l t ist, erweist sich als
äusserst schwierig. Wir müssen desshalb vereinfachen:

Wir machen zuerst die Annahme, dass wir von jeder Kartensorte
unbeschränkt viele Karten zur Verfügung haben,sodass die
Wahrscheinlichkeit beim 2iehen immer gleich bleibt.

Weiter müssen wir leider voraussetzen, dass sich doppelt soviele
Asse im Spiel befinden als von irgendeiner andern Karte.

Jetzt können wir rechnen:

2 1 ( i / ) .
W = l p " ( 2 l ) / 1 0 1

i= l ( 1 , 2 , 3 ,4 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,11 / )
0,17



4. Der Zerlegungskomplex "p_x"(n)
( / Qu 62, eg.

Stat t wie im le tz ten Abschni t t d ie Auswahl der Elemente
vorzuschreiben, machen wir nun zur Bedingung, weiche Elemente
obl igator isch in jeder Zerlegung vorkommen müssen. Diese
beiden Problemstellungen hängen jedoch miteinander zusammen:

Es ist ja klar, dass jede Zerlegung aus"p"x" (n)" entweder eine
Zerlegung ist, in der das Element mit der Länge e vorkommt
o d e r e i n e P a r t i t i o n i s t , i n d e r d a s E l e m e n t n i c h t e x i s t i e r t .

B e i s p i e l :

p*(4)
( / 2 )

+ P";;-(4)
( 1 , 3 , 4 / )

= p*U)

Mi t Sa tz (8 ) haben w i r e inen re la t i v schne l len A lgor i thmus
zum Berechnen von p"x"(n). Es ist jedoch nicht die einzige

( / e )
Mögl ichkei t zum Finden von p * ( n )

( / e )
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Wir können auch die Zerlegungen, die das gemeinte Element
e enthal ten, fo lgendermassen zählen:

~~v
i n - e - i

Das Element e wird zu Beginn ganz an den linken Rand geschoben.
Dann wi rd es Schr i t t für Schr i t t nachrechts bewegt . D ie Anzahl
Schr i t te ge l ten a ls Paramenter i .Jedesmal schaut man, w iev ie le
Mögl ichkei ten es g ibt , l inks vom Element Zer legungen h inzusetzen,
d ie das Element e n icht entha l ten,und wiev ie le versch iedene
Zerlegungen man rechts vom Element hinsetzen kann, die aber keine
Bedingung zu erfül len haben. Links vom Element gibt es also
P * ( i ) m ö g l i c h e F ä l l e , r e c h t s v o m E l e m e n t g i b t e s p _ x ~ ( n - e - i )
( G = { g | g / e } / )
M ö g l i c h k e i t e n . I n j e d e r L a g e v o n e g i b t e s p " x " ( i ) • p " x " ( n - e - i )

( G = ( g | g / e } / )
mögl iche Si tuat ionen. Die Auf lage, dass l inks vom Element e
das Element e nicht vorkommen darf, machen wir desshalb,dass
wi r n ich t g le iche Zer legungen doppel t zäh len. Aus d iesen
Aus führungen fo lg t Sa tz (9 ) :

(9) P"x"(n)
( / e )

n-e
= Z

i = 0
2 ( n - e - i - l ) r2 ( i -D . p * ( i )

( / e ) > , n >e

Wir haben noch p"x"(n-e-i) und p~x~(i) nach Satz (l) ersetzt durch
0 ( n - e - i - l ) , , . ■ , , 0 ( i - l ) , ■ , ~ - - „ . i • \2 ■ r e s p e k t i v e d u r c h 2 , u n d f u r p " ( i ;

( G = { g | g / e } / )
h a b e n w i r n a c h S a t z ( 8 ) 2 - p " x " ( i ) h i n g e s c h r i e b e n .

( / e )

Dieses Ver fahren is t e twa g le ichwer t ig dem Algor i thmus/
den wir aus Satz (8) ableiten konnten. Beide BerechnungS'
mögl ichkei ten haben jedoch den Nachtei l , dass Zweier
potenzen vorkommen, die für hohe n keine Berechnung
mehr zulassen.
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Nun wollen wir aber doch noch wissen, was wir rechnen
müssen, wenn mehrere Elemente der gleichen Sorte oder
auch ve rsch iedener Länge in j ede r Pa r t i t i on ob l i ga to r i sch
s i nd .

Ganz al lgemein gestel l t würde das Problem dann so lauten

Gesuch t i s t p* (n)
(/Ei« ei, ez- ez, e3« 63, . . . er emt r i m

Wir gehen ähnl ich vor wie vorhin:

Von jeder Elementsorte, die vorkommen muss, lassen wir ein
Element durch die Zerlegung durchwandern. Wir schreiben
immer vor, dass links vom wandernden Element keines der
vorgeschriebenen Elemente vorkommen darf. Rechts vom
Element müssen jedoch al le noch verble ibenden obl igator ischen
Elemente vorkommen. So erhalten wir eine Verallgemeinerung
von Satz (9) , Satz (10) :

r r > \m n-e.
(10) p * ( n ) = Z Z " p * ( i ) •p-x"(n-e;-i)

U -̂eA, £a* e4, . ej j = l vi=0i(G = {g g/e/g/e^,. . • g/e}/) ( / £ & * * & » > > .(£/
j ■D e , . m

e
(T! )j •

Es ge l ing t uns je tz t n ich t mehr, d ie Formel we i te r zu vere in fachen,
es sei denn wir hätten gerade de

der Satz (10) zu Satz (9) macht,

es se i denn wi r hät ten gerade den Spezia l fa l l p*(n) vor uns,
( / e )

Abgesehen davon, dass die Programmation dieses Algorithmus
schon e i n i ges komp l i z i e r t e r i s t , i s t de r Rechenze i t - und
Spe icherbedar f auch schon bedeutend.
Be t rach ten w i r noch zwe i Spez ia l fä l l e :

n-e
p*(n) = 2 Mi.) p"x" (n-e-i)
'(/2e) i = 0HG = {g|g/e}/) (/e)

n-e r
p - ; ; - ( n ) = Z p * ( i ) " P * ( n - e - i )
(/e,,et) i=oWG = {g|g/e,g/ea}/) (/e)

n-e2r+ Z | p * ( i ) • p * ( n - e a r i )
i = O l ( G = { g | g / e A g / e } / ) ( / e )
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,n) könnten wir noch anders erhalten:
(/e„ez)

Wir stellen uns den Komplex"p"x" (n)" vor. Von diesem
nehmen wir nun diejenigen Zerlegungen fort, welche
das erste geforderte Element nicht enthalten. Dann
entfernen wir die Zerlegungen, die das zweite ge
forderte Element nicht enthalten. Was übrigbleibt,
sind die Zerlegungen, welche sowohl das erste als
auch das zweite Element enthalten.
Was heisst das nun, wenn wir es formal rechnen?

( 1 1 ) p * ( n ) = p * ( n ) - p * ( n ) - p * ( n ) + p * ( n )
( / e , e ; ( G = { g | g / e I 7 ) ( G = f e | g / e ) 7 ) ( G = { g | g / e , g / e j / )

Da wir beim Abziehen von p"x"(n) und p"x"(n)
( M g | g ^ / ) ( G = { g | g / e j / )

diejenigen Zerlegungen doppelt wegzählen, die keines der
beiden Elemente enthält, müssen wir diese Zerlegungen
nachträglich wieder addieren.

Für den Spezialfall,dass nur zwei verschiedene Elemente
obligatorisch sind, ist dieser Algorithmus demjenigen
von Satz (10) haushoch überlegen. Er ist übrigens die
Weiterentwicklung von Satz (8). Wir könnten ihn noch
ausdehnen auf mehrere verschiedene obligatorische
E l e m e n t e , f ü r e i n e a l l g e m e i n e F o r m h a t e s
jedoch auch keinen Sinn, da dann Satz (10) konkurenz-
fähig wird.
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c/i:

5. Der Zerlegungskomplex "p"x"(n)M

Dies ist wahrscheinlich der schwierigste Komplex in diesem
Paragraphen. Es sind nur Zerlegungen zugelassen, die y
verschiedene Elemente beinhalten, wobei yeY.
Die Hoffnungen auf einen einfachen Algorithmus werden , , s
schon zunichte gemacht, wenn man den Zerlegungskomplex "p*(n)"
bet rachtet :

Beispiel: n=6

( / l )
P*(6)=4

( / l )
Die Anzahl Zerlegungen des Komplexes "p_x-(n)" ist identisch mit
der Anzahl Teiler der Zahl n. Diese Funktion kennt man in der
Zahlentheorie, in der Schreibweise d(n).

O L O L O L O LWenn n in Primfaktoren zerlegt so aussieht :n=p^up^up ä. . . »p 7
so berechnet sich d(n) natürlich so: d (n ) = (a + 1)(a + 1)(a+1)...(a + 1)
denn wir können bei der Bildung eines Teilers von jeder Primzahl
0 oder 1 oder 2 ...oder a. nehmen.

Das letzte Berechnungsverfahren für d(n) in Satz (12) ist
ein praktischer Algorithmus für den Computer und ist
eigentlich nichts anderes als das Probierverfahren.-n-1Wenn n durch i teilbar ist, so ist Int(—) - Int(—:—) gleich
1 , da dann Int(-r) um 1 grösser ist als Int(—r—).
Wenn n nicht teilbar ist durch i so gibt es 0.
Nun wird einfach die Anzahl i gezählt , welche Teiler
sind von n.
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( / y )
Auf welche Arten kann "p~x~(n)M gebildet werden ?

Wir können an alle Zerlegungen von der Länge n-i,
die auch y verschiedene Elementsorten haben und
das Element i schon enthalten,ein Element i an -
hängen.

Wir können ein Element der Länge i an alle Zer
legungen der Länge n-i anhängen, welche aus
y-1 verschiedenen Elementen bestehen und das
Element noch nicht enthalten.

So erhalten wir folgenden Algorithmus:

( / y ) n - l f ( / y ) ( / y - 1 ) ( / y - 1 )
(13 ) p "x " (n ) = Z p* (n - i )+p* (n - i ) * - p * (n - i )

i = l l ( / i ) ( / i )

( / y « j > ( / 3 ODa sich die Komplexe "p"x"(n)M und "p"x"(n)M nicht überschneiden,
können wir noch ergänzen:

(14)
(/x.»yz»&«
p * ( n )

• • ym ) m (/»)
= Z p * ( n )

i = l

Satz (13)' sieht zwar eindrucksvoll aus, er nützt uns aber
praktisch überhaupt nichts, da wir nicht wissen, wie man
( / y )
p"x"(n) berechnet,
( / e )

Bet rach ten w i r noch den Spez ia l fa l l y= l

( / l )
p"x"(n)

n - 1 ( / l )
= Z p- ; - (n- i )

1 = 1 ( / i )

( / 2 )
B e i s p i e l " p * ( ^ ) " :
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6. |f |+p-x-(n)

Jetzt wol len wir n icht mehr d ie Anzahl Zer legungen
berechnen, wenn gewisse Bedingungen zu erfül len sind.
Wir stürzen uns nämlich auf die Anzahl Elemente eines
Zerlegungskomplexes.
| f |+p"x"(n) ist gleich der Anzahl Elemente der Länge f
im Zerlegungskomplex p_x"(n). Wenn wir in den Zerlegungs
komplexen nachzählen,f inden wir fo lgende Werte:

n 1 2 3 4 5 6 7

| l | + P * ( n ) 1 2 5 12 28 64 144

|2|+p-x-(n) 0 1 2 5 12 28 64

| 3 | +p"x"(n) 0 0 1 2 5 12 28

UI+p*(») 0 0 0 1 2 5 12

Es s te ig t e in Verdacht au f :

(15) |f|+p-x"(n) = |f + i|+p-x-(n + i)

Dies ist zwar ein hübscher Satz, wir können damit
aber keine neuen Werte berechnen.
Im folgenden werden wir ein Verfahren kennenlernen,
das eine Berechnung er laubt und Satz (15) gerade
beweis t .
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Wir betrachten "p-x-(n)" und unterscheiden zwei Fäl le

(a) Das Element f befindet sich am Rand:

v—
n - f

Wiev ie le Mögl ichke i ten g ib t es, e in so lches Element so
a n d e n R a n d z u l e g e n ? N a t ü r l i c h 2 \ d a w i r n e b e n d e m
Element gerade genug Platz haben für Zerlegungen aus "p* (n-f)'.
Da wir 2 Ränder haben,gibt es also 2-2^n_f-1')= 2^n~f')
Elemente dieser Länge am Rand.

(b) Das Element f befindet s ich n icht am Rand:

I I I 1\ / \ / \V"

i
V' V

n - i - f

Es soll den Abstand i vom linken Rand haben. Der Abstand
zum rechten Rand beträgt dann n-f- i ) . L inks haben wir
also Platz für eine Zerlegung aus "p"x" (i)", rechts können
wir eine Zerlegung aus "p"x" (n-f- i )" hinlegen. Die Anzahl
Mögl ichkei ten beträgt demnach:

p * ( i ) . - p * ( n - f - i ) = 2 ( i - l ) . 2 ^ - f - i - 1 ) = 2 ( n - f - 2 )
Da i nun verschwunden is t , und wir n- f -1 Mögl ichkei ten
haben, ein Element der Länge f nicht am Rand zu plazieren,
k ö n n e n w i r a l s o a u f ( n - f - l ) . 2 ^ n ' A r t e n d a s E l e m e n t
nicht an den Rand legen.

Wir können nun die beiden Resultate zusammenzählen:

2 ( n - f ) + ( n _ f . 1 ) . 2 ( n - f - 2 ) = ( n _ f + 3 ) . 2 ( n - f - 2 )

und haben so Satz ( l6) erhal ten.

( 1 6 ) | f | l p - x - ( n ) (n-f + 3>2. 9 ( n - f - 2 ) ; n > f

Wenn n<f, dann ist |f|+p*(n)= 0, | f | +p"x" (f) =1
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(z/)

7. | f |+p"x-(n)

Auch hier könnten wir gleich vorgehen, wie vorhin, indem
wir die Elemente in Randelemente und Nicht-Randelemente
unterscheiden . Es ist hier jedoch am einfachsten, wenn
wir die Rangordnung des Elementes betrachten:

Wir fragen: Wieviele Möglichkeiten gibt es, das Element f
an den Anfang einer Zerlegung aus,, Ji \" zu legen?

( z - 1 / ) . . " p M n ) bAntwor t : „ . / ^ \ Mög l ichke i ten .p" (n - f) to
Genausoviele Möglichkeiten haben wir, das Element an die
zweite und an jede weitere Stelle der Zerlegung zu
legen, da wir zwei Elemente einfach vertauschen können,
ohne dass sich an der Anzahl der Möglichkeiten etwas ändern
würde:

f e ^ b i s e . i e . e . . b i s e2 - 1 - 1 1 i + l m

\ v / > Y / ^ _ v _ ^ * v

e , e « b i s e . , f e . T b i s ei 2 - i - l i + l m

Nun können wir das Element an z verschiedenen Orten
plazieren. Es gibt daher z- */ L\ Elemente der Länge f

( z / 1 P " ( n - f )
im Komplex p*(n) .

und selbstverständlich gi l t auch :

( Z„, 2y z. ..z /) m c rr1_-p_^,
( 1 8 ) f + p - x " ( n ) = Z - I . ) ^ / : 1

i = l ^ ^ ± ~ 2 ' )
St
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f I +p"x"(n)
(G/)

In Abschnit t 6 haben wir in Randelemente und Nicht-rand-
elemente unterschieden. Dies wäre e igent l ich n icht nöt i .o-
gewesen, haben wir es doch nur gemacht, um der Problematik
p-(0) etwas aus dem Wege zu gehen. Wir hätten einfach
schreiben können:

n-f t
f | + p - x - ( n ) = Z p * ( i ) * p * ( n - f - i

1=0 l

Diese Form haben wir aber übersprungen,wei l wir d i rekt
schnel ler ans Ziel kommen konnten. Nun greifen wir
au f d iese Dars te l lung zurück :

19) | f |+p- ; ; - (n )
' ( & / )

n - f
Z

i = 0
p-x-(i) .p-x-(n-f-i)
(G7) (G7)

f £ G

I l l u s t r a t i o n

J v.

n-f - i

Es i s t se lbs t ve rs tänd l i ch , dass f E lemen t se in so l l t e von
Sonst g ibt es natür l ich immer 0.

Es wäre v ie l le i ch t noch in te ressan t ,d ie Wer te fü r bes t immte
Mengen zu erforschen.
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Richten wir unsere Aufmerksamkeit noch kurz den
Zahlen |l|+p*(n) und den Komplexen p*(n) zu.

( 1 / ) ( 1 / )
Be im Au f füh ren de r Wer te | lUp" (n ) zäh len w i r

( 1 / )
ganz einfach. Die Komplexe p"x_(n) repräsentieren

(1 / )
eigentlich die ursprünglichste Form der Zahl, das
Aneinanderhängen von gleichen Einheiten.

i n A

Beim Betrachten der dank Satz (19) erhaltenen Resultate,
fällt wieder das gleiche auf,wie zu Beginn von Abschnitt 6:

( 2 0 ) | f | + p * ( n )
(G/)

f + i | +p"x(n + i )
(G/)

Satz (20) ist eine Verallgemeinerung von Satz (15).
Der Beweis ist einfach:

Wir schreiben In Satz (19) für n , nt-k und für f , f4k .
Das sieht dann so aus:

n + k - f - k r - * , > n - f r
f+k|+p-x"(n-+k)= Z p-x-( i ) -p-; ; -(n+k-f-kN) = Z p*( i ) .p*(n-f- i )( & / ) i = o K g / ) ( g / ) * i « o W g / ) ( G / )

f |+p* (n )
(G/)

qed
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9 . | f | + p * ( n )
( / e )

W i r u n t e r s c h e i d e n d i e z w e i F ä l l e : f = e u n d f / c

( 2 1 ) | f | + p * ( n .
' ( / f )

f Up-;;-(n)

, d a a l l e Z e r l e g u n g e n b e r ü c k s i c h t i g t w e r d e n , i n d e n e n e
vorkommt .

b ) f / e

n-f (
( 2 2 ) | f | + p * ( n ) = Z p - x - ( l ) - p ' x - ( n - f - i ) + p - x - ( i ) - p - x - ( n - f - i ) - p - x - ( i ) - p i ; - ( n - f - i )

( / e ) i = O l ( / e ) ( / e ) ( / e ) ( / e )

W i r l a s s e n d a s E l e m e n t f d u r c h d i e g a n z e Z e r l e g u n g d u r c h
w a n d e r n u n d z ä h l e n d i e M ö g l i c h k e i t e n z u s a m m e n , d i e
w i r e i n e r s e i t s h a b e n , d a s o b l i g a t o r i s c h e E l e m e n t r e c h t s v o n f
z u p l a z i e r e n , u n d d i e w i r a n d e r s e i t s h a b e n , d a s E l e m e n t
l i n k s v o n f z u p l a z i e r e n . D a n n m ü s s e n w i r n o c h d i e F ä l l e
a b z i e h e n , i n d e n e n a u f b e i d e n S e i t e n d a s o b l i g a t o r i s c h e
E l e m e n t v o r k o m m t , d a d i e s e F ä l l e s o n s t d o p p e l t g e z ä h l t
w ü r d e n .

A n a l o g S a t z ( 2 0 ) g i l t a u c h h i e r :

(23 ) | f |+p"x - (n ) = | f + i |+p -x - (n+ i )
C / e ) ( / e )

W i r s e h e n d a s d i r e k t i n F o r m e l ( 2 2 ) . D o r t k o m m t n ä m l i c h
n i m m e r a l s D i f f e r e n z n - f v o r .



, I u ^10. |f|+p-x-(n)
■41-

Wir betrachten hier nur den Fall y=l, da das weitere
meiner Meinung nach zu schwierig ist.

( / l )
pMn) enthält nur eine Slementsorte. Wenn f diese
Länge hat, so beträgt die Anzahl Elemente f in diesem
Komplex n/f. In jedem andern Fall gibt es 0.
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a / )
11. Der Zer legungskomplex "p*(n)n

(G/)

Nun erleben wir zum ersten mal, dass ai.ch endlich viele
Zerlegungskomplexe möglich sind .

B e i s p i e l
( 2 / )

Mp-x-(n)n
( 2 , 3 / ) 1 1

Das sind alle möglichen Komplexe.

Definit ion: Wir bezeichnen die Anzahl Elemente von G mit |G

(59 )
00
yL-i

i = 0

( z / )
p M i ) =
(G/)

IGT

Wir können das so sehen: Wir haben z Plätze zur Verfügung.
Für jeden der z Plätze können wir ein Element aus |G| möglichen
Elementen auswählen.

( 1 / )
Be t rach ten w i r zue rs t " p " x~ (n ) " :

(G/ )

( 1 / )
p"x_(n) ist immer dann 1, wenn n ein Element ist von G, sonst
(G/ )
g ib t es 0 ,

(Be isp ie l s iehe Anhang)
( z / )

Der al lgemeine Fall "p"x"(n)"
(G/)

( z - 1 / )
Es gibt p"x"(n-g.) Möglichkeiten , das Element g. am l inken

( G / ) X
Rand zu haben, denn daneben haben wir noch Platz für einen
Zerlegungskomplex der Länge n-g-, mit z-1 Elementen, der seine i
Elemente auch aus G rekrutieren muss. Wenn wir nun nacheinander
alle Elemente aus G an den linken Rand legen und die Möglichkeit«

( z / )au fsummie ren , so e rha l ten w i r J ( \p - (n )
(G/)
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Somi t erha l ten wi r fo lgenden Satzg<

( z / ) | G | ( z - 1 / )
( 6 0 ) p - x - ( n ) = Z p * ( n - g , )

( G / ) i = l ( G / ) X

( 0 / )
Er g i l t übr igens auch für z= l ,da p"x"(0) = 1

(G/)

Wenn G = N , wenn also gerade alle natürlichen Zahlen
zur Verfügung stehen, so sieht Satz (60) so aus:

(:5 / ) n (z - 1 / )
(60a) P" ;"(n) = Z

i = l
P"x ( n - i )

( z / ) n - 1Aus Abschnitt 2 wissen wir: p~x~(n) =( _, )

n

i = l

Eine Aussage, die wir im Pascalschen Dree' ieck bestät igt
sehen können:

2 0 = 1 0 + 6 + 3 + 1

Noch eine Bemerkung zu Satz (59):

In Satz (59) können wir unschwer erkennen, dass es genau
dann eine unendliche Anzahl Zerlegungen gibt, wenn G unendlich
i s t .
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(3/)

Im Anhang haben wir alle Zerlegungskomplexe "p~x"(n) "
( 1 , 2 , 3 , 5 / )

aufgeführ t . Numer isch s ieht es so aus:

n

(3 / ) '
p(n-) -.
( l ,2: ,3:/5/) |

0 1 2 3 4 5 6 7 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5

0 0 0 1 3 6 7 9 9 1 0 6 6 3 3 0 1

Für n die grösser sind als 15 gibt es dann immer 0

Diese Zahlen können wir mit dem Cuisenaire- Material
p l a s t i s c h e r d a r s t e l l e n :

D
( z / )

Da das Thema "p"x_(n)" mit einem Satz (60) noch lange nicht
(G/ )

als gelöst betrachtet werden kann, müssen wir h ier nach
neuen Darstel lungsmögl ichkei ten suchen . Wir werden
später nochmals darauf zurückkommen.
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Was wi r in Abschn i t t 7 gesagt haben,g i l t auch h ier :

( z / ) ( z - 1 / )
Im komplex "p-(n)" kann e in Element f p"x"(n- f ) mal

( G / ) ' ( G / )
an die erste Stelle des Komplexes und genausoviele Male
an jede weitere Stel le des Komplexes gelegt werden.
Die Anzahl Elemente f im Komplex lässt sich demnach so
berechnen:

(62)
( z / )

|f |+p-x"(n)
(G/)

( z - 1 / )= z • p * (n - f)
(G/ )

, feG

- K

Selbstverständl ich muss f wieder Element sein von G.
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( z / )

13. Der Zerlegungskomplex "p*(n)n
(G/e)

Wieder wol len wir zuerst e ine Aussage über a l le
möglichen Zerlegungen machen:

( 6 3 ) Z
i = 0

( z / )
pMi) == Ig z Ig-- l z
( G / e )

Wir z iehen von al len mögl ichen Zer legungen die jenigen
Zer legungen ab, d ie das Element e nicht enthal ten.
Nach Satz (59) gibt es |g|Z Zerlegungen und entsprechend

G- l | Ze r legungen m i t e inem E lemen t wen ige r.

( z / )Bis jetzt haben wir noch nicht über den Komplexen "p-x-(n)"
g e s p r o c h e n . D i e D o k t o r a r b e i t , d i e w i r h a t t e n , ^ ' e '
b i s w i r n u r e i n e n S a t z ü b e r " p # ( n ) ! I , S a t z ( 1 0 )

w ®l» %» ^» • • ejjj /

entwickel t hat ten, hat uns davon abgehal ten. Es hat nun
auch ke inen S inn , j e tz t e ine ähn l i che Forme l fü r " , / ,Ku

p*(n)
z u e n t w i c k e l n , d a s i e p r a k t i s c h f a s t k e i n e ( G / e )
Bedeutung hät te .Es is t aber mögl ich,dass s ich Satz (10)
ersetzen Hesse durch e ine d i rektere Form.
Jetzt können wir uns aber dennoch an der schönen Formel (63
e r f r e u e n .
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(Z/Y)

2 DER ZERLEGUNGSKOMPLEX "p(n)
(G/elf e2, e3. . . )

Angesichts der Tatsache, dass es(so v ie l ich weiss)
b is heute nocn n ich t ge lungen is t , e inen^Algor i thmus
zu entwickeln, der es gestat tet , nach Eingabe von n,
p(n) d i rek t , das he iss t ohne Rekurs ionsver fahren zu
berechnen,scheint es, dass wir in diesem Paragraphen
auf wesent l ich mehr Schwier igkei ten stossen werden,
a ls in § 1 . Tatsächl ich s ind d ie Probleme aber nur
ver lager t . Es g ib t D inge , d ie e in facher werden, andere
werden heik ler. Gerade in Abschni t t 1 sehen wir das ein
d r ü c k l i c h :

1 . Der Zerlegungskomplex "p(n)
( / e i ' e 2 ' e 3 > - . e

Als die Reihenfolge der Elemente noch eine Rol le
spiel te, hat ten wir e in ige Mühe, d ie Anzahl Zer legungen
zu finden, in denen best immte Elemente ob l igator isch
vorkommen müssen. Nun können wir bei den Zerlegungen
aus "p(n)

( / e , e , e . . . ef 2 3 n r

" d ie ob l iga to r i schen E lemente e ,e ,e ,

einfach an den linken Rand schieben, und den Rest mit
bel iebigen Zer legungen auffü l len. Wir haben dann noch
P la tz fü r Ze r legungen de r Länge n -e -e -e - . . . - e0 0 ° 1 2 3 m
Es g ib t p (n -e -e -e - . . . - e ) ve rsch iedene Ze r legungen , da
wir ja keine Auflagen an diese Zerlegungen machen.

( 2 5 ) p ( n ) = p ( n - e - e - e - . . . - e )
( / e , e . e . . . e ) > 'w 1 - i 3 m

B e i s p i e l

p ( H )
(/3,4)

F

p(4)

X D X D
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2 . Der Zer legungskomplex "p (n ) " Te i l 1
(G/)

Um uns an das Problem heranzupirschen,untersuchen wir
e inen spez ie l len Fa l l ,bevor w i r a l lgemein werden. Dazu
w ä h l e n w i r d e n K o m p l e x " p ( 7 ) " :

( 1 , 2 , 3 , 5 / )
Dieser Komplex besteht also nur aus
den Elementen 1,2,3 und 5.

Nun nehmen wir diejenigen Zerlegungen
heraus, die das Element 2 enthalten
und schieben dieses Element an den
linken Rand. In dem entstandenen neuen
Komplex können wieder alle Elemente
vorkommen, die vorher schon erlaubt
waren.Es g ib t a lso p(7-2)

( 1 , 2 , 3 , 5 / )
2 vo rkommt . Genauso g ib t es p (6 ) Ze r legungen m i t dem E lemen t

( 1 , 2 , 3 , 5 / )
1 d a r i n , p ( 4 ) Z e r l e g u n g e n m i t d e m E l e m e n t 3 u n d p ( 2 )

( 1 , 2 , 3 , 5 / ) ( 1 , 2 , 3 , 5 / )
Zerlegungen mit dem Element 5 darin. Um nun o(7)

( 1 , 2 , 3 , 5 / )
abzuzählen, gehen wir folgendermassen vor:
Wir nehmen zuerst die Zerlegungen,die ein erstes Element,
beispie lsweise das Element 2 enthal ten. Davon gibt es , wie
s c h o n g e s a g t , p ( 5 ) • D a z u z ä h l e n w i r d i e Z e r l e g u n g e n ,

( 1 , 2 , 3 , 5 / )
d ie e in zwei tes Element enthal ten,das Element 2 jedoch n icht
mehr. Wenn das zweite Element 1 sein soll, so gibt das

Zerlegungen,in denen das Element

mög l iche Fä l le .Je tz t add ie ren w i r dazu d ie Anzah lP(6)
( 1 , 3 , 5 / )
de r Ze r legungen , d ie e in d r i t t es E lemen t en tha l ten , d ie
ersten beiden jedoch nicht mehr.Als dr i t tes Element nehmen
wi r 3 . So g ib t es p (4 ) Mög l i chke i ten . Genaug le ich geh t es

( 1 , 5 / )
weiter: Immer muss ein neu hinzugenommenes Element vorkommen,
während die schon behandelten Elemente verboten sind.

p ( 7 ) . = p ( 5 ) + p ( 6 ) + p ( 4 ) + p ( 2 )
( 1 , 2 , 3 , 5 / ) ( 1 , 2 , 3 , 5 / ) ( 1 , 3 , 5 / ) ( 3 , 5 / ) ( 5 / )
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Auf diese Weise erhal ten wir a l le zu zählenden Zerlegungen.
Es is t n ich t w ich t ig , we lche Reihenfo lge d ie E lemente
einnehmen, wir müssen einfach alle einmal nehmen.

Die Veral lgemeinerung bietet nun keine Schwier igkei ten mehr:

( 2 6 ) p ( n ) = Z P(n-gj )
(G = {g, |l<k£m}/) i=l4G={g, |i<k4m}/)=k

Wir haben nun e ine Mögl ichke i t , p (n) rekurs iv zu berechnen,
(G/)

A l l e rd i ngs b rauch t d i ese r A lgo r i t hmus re l a t i v v i e l Rechen
aufwand. Zum Glück haben wir aber heute Computer, mit
denen Rekurs ionsalgor i thmen v ie l an Schrecken ver l ie ren.

Wir könnten nun p(n) selbst mit diesem Verfahren berechnen,
dafür g ib t es aber noch bessere Algor i thmen, d ie wi r später
kennenlernen werden.

Anwendung:

Wievie le Mögl ichkei ten g ibt es, e inen Betrag von n Franken
mit den in der Schweiz gebräuchl ichen Geldeinhei ten zu
wechseln?

Wir haben diese Frage in § 1 schon behandelt. Damals schenkten
wir jedoch der Reihenfolge der Geldausgabe auch noch Bedeutung,
Jetz t können wi r d ie Antwor t d i rek t geben:

Wir grei fen ein paar Werte heraus

F r . - - , 2 0 4 Fr.- 2,00 293
F r. - - , 5 0 13 Fr. 5,00 6149
Fr. 1,00 50 Fr.10,00 104'56l
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H i e r n o c h e i n e z u n ä c h s t e r s t a u n l i c h e F e s t s t e l l u n g :

S ind zwe i Be t räge nu r um 5 Rappen ve rsch ieden , und
i s t d i e R a p p e n a n z a h l d e s e r s t e n B e t r a g s g e r a d e , s o
l a s s e n s i c h d i e b e i d e n B e t r ä g e a u f g l e i c h v i e l e
A r t e n w e c h s e l n .

E r k l ä r u n g : H ä n g e n w i r a n j e d e Z e r l e g u n g d e s k l e i n e r e n
B e t r a g s 5 R a p p e n a n , s o e r h a l t e n w i r e i n e Z e r l e g u n g
d e s g r ö s s e r e n B e t r a g s .

N o t i e r e n w i r n o c h d i e e r s t e n 4 0 W e r t e b i s 2 F r a n k e n :

0,0:0 1 1 , 0 0 50
0 , 0 5 1 1 , 0 5 50
0 , 1 0 2 1 , 1 0 62
0 , 1 5 2 1 , 1 5 62
0 , 2 0 4 1 , 2 0 77
0 , 2 5 4 1 , 2 5 77
0 , 3 0 6 1 , 3 0 93
0 , 3 5 6 1 , 3 5 93
0 , 4 0 9 1 , 4 0 112
0 , 4 5 9 1 , 4 5 112
0 , 5 0 13 1 , 5 0 134
0 , 5 5 13 1 , 5 5 134
0 , 6 0 18 1 , 6 0 159
0 , 6 5 18 1 , 6 5 159
0 , 7 0 24 1 , 7 0 187
0,7.5 24 1 , 7 5 187
0 , 8 0 31 1 , 8 0 218
0,8 5 31 1 , 8 5 218
0 , 9 0 39 1 , 9 0 2 52

o,9 5 39 1 , 9 5 2 52

1 , 0 0 50 2 , 0 0 293
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Wir können einmal versuchen, ein paar bekannte
zahlentheoret ische Probleme mit der Schreibweise zu
formulieren, die wir zum Beschreiben der Komplexe
gebrauchen :

Im Folgenden soll P die Menge der Primzahlen p sein,

Der Satz von Ferrnat:

Jede Pr imzahl , welche durch 4 d iv id ier t den Rest 1 erg ib t ,
kann abgesehen von der Reihenfolge eindeutig als Summe
von zwei Quadratzahlen dargeste l l t werden.

( 2 / )
p(p)
(G={g | / ieN} / )

= 1 , p=l mod 4

B e i s p i e l
( 2 / )

"p(13)m
(G = {g^eN}/)

Der Satz von Lagrange

Jede natürl iche Zahl n lässt sich als Summe von höchstens
v ie r ganzzah l igen Quadra ten dars te l len .

4z
i = l

( i / )
p (n )
(G = (g /g *:N } / )

>0

B e i s p i e l " p ( 7 ) "
(G={g | /geN} / )

Die Goldbachsche Vermutung

Jede gerade Zahl grösser als 2 ist Summe zweier Primzahlen,
( 2 / )
p (2m) >0 , m>l
( P / )

(2A>
Beisp ie l : "p (8 )M

(P / ) T 1
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Der grosse Satz von Fermat:

Es gibt für keinen ganzzahligen Exponenten n>2 natürliche
Zahlen x,y,z , die der Gleichung x +y =zn genügen.

(2 / )A ?(**), 1/n
n>2 (G={g|g/neN}/)

= 0
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D e r Z e r l e g u n g s k o m p l e x " p ( n )

(G/e^ e,, ^.

S a t z ( 2 5 ) k a n n n o c h v e r a l l g e m e i n e r t w e r d e n :

( 2 7 ) p ( n ) = p ( n - e 1 - e 2 - e 3 - .
(G/e1 ,e1 ,eB. . .em) (G/ )

. - e )m

Selbstverständlich gilt das nur, wenn e,, e2, e3. . . e Elemente
s i n d v o n G . S o n s t g i b t p ( n ) N u l l .

(G/e1,e2,e3. ..em)
Der Beweis geht genaugleich wie bei Satz (25) :

Wir schieben die obl igator ischen Elemente einfach an den
Rand und sehen,wieviele Zerlegungen wir noch hineinlegen
können.

Wi r haben e inma l defin ie r t , dass m i t p (n ) d ie jen igen
( / e )

Zerlegungen gemeint seien,in denen e das grösste
Element se in so l l . D iese Anzah l i s t auch g le ich p(n)

Nun wissen wir also auch, dass p(n) = p(n-e)
( / e ) ( 1 , 2 , . . . e

( l , 2 , . . . e - 1 , e / e )

• l , e / )

( 2 7 a ) p ( n ) = p ( n - e )
( / e ) ( l , 2 , . . . e - l , e / )

Davdie Zerlegungskomplexe "p(n)M im Anhang die Zerlegungen
nach der Grösse ihrer grössten Elemente geordnet haben,
können w i r d ie Verhä l tn isse dor t d i rek t sehen.
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4. Der Zer legungskomplex "p(n)"

( / e )

Im letzten Abschnit t haben wir schon etwas gesagt über
die Anzahl Zerlegungen mit dem grössten Element e.

Gehen wir vom Satz (27a) aus:

p(n) = p (n-e)
( / e ) ( 1 , 2 , 3 , . . . e / )

Nach Satz (26) können wir weiter umformen:

p ( n - e ) = p ( n - e - e ) + p ( n - e - e + l ) + . . . p ( n - e - l )
( e , e - l , . . . 2 , 1 / ) ( e , e - l , . . . 2 , 1 / ) ( e - 1 , . . . 2 , 1 / ) ( l / )

Jetzt gehen wir mi t Satz (27a) wieder zurück

p ( n )
( / e )

p ( n - e )
( / e )

+ p(n-e)
( / ^ I ) + . . . p ( n )

(/T)

So haben wir einen neuen Satz gewonnen:

( 2 8 ) p(n)
( /e)

e
= Z p ( n - e )

i = l ( / " )

I n Wo r t e n a u s g e d r ü c k t , w i r d e r t r i v i a l :

Der komplex, der die Länge n hat und das grösste Element e
in j ede r Ze r legung ha t , ha t g le i chv ie le Ze r legungen , w ie
der Komplex mit der Länge n-e, der die Elemente 1 bis e
a ls g röss te E lemente en thä l t .

S e i s p i e l : " p ( l l ) "iß)
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In §1 Abschnitt 2 haben wir die Frage behandelt,
wieviele Lösungen die Gleichung

Z e. = n
i= l x

hat, wenn nur ganzzahl ige pasi t ive Lösungen in o
Frage kommen.

Ich glaube, wir s ind nun in der Lage, das al lgemeine
Problem wenigstens in Ansätzen zu erfassen:

Wiev ie le ganzzahl ige pos i t ive Lösungen hat d ie Gle ichung

m
Z (e . • e . ) =n

i = l x x

D ie Koe f f i z i en ten s i nd na tü r l i ch a l l e gegeben .

Um uns ein Bild von der Schwierigkeit der Problem
stel lung zu machen, untersuchen wir zuerst e in paar
s p e z i e l l e F ä l l e .

Gegeben ist die Gleichung 2e + e2 = n . Wieviele ganzzahlige
posi t ive Lösungen hat s ie?

n 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0
0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 I n t ( S j j i )

Nun sehen wir uns die Gleichung 2e1 + e + e = n an

n 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0
x 0 0 0 1 2 4 6 9 1 2 1 (

Reku rs i ves B i l dungsgese tz f ü r x : f ( n+1 )= f (n )+ In t (——)
Wir b i lden d ie Reihe zur Folge vorh in .

a . - 1 - n - - . - i j . n 2 - 4 n + 4Fur gerade n he iss t das B i ldungsgesetz x= 7—3

„■■ • , i T T n j 4 . n 2 - 4 n + 3Fur ungerade n he iss t das B i ldungsgesetz x= 7

Wir nehmen die beiden Formeln zusammen:

x =
n 2 - 4 n + 3 + ( I n t ( | ) - I n t ( ^ i ) )2

4
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Jetzt untersuchen wir 2e +e + e + e = n .1 2 3 4

n 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4
x 0 0 0 0 1 3 7 1 3 2 2 3 4 5 0 7 0 9 5 1 2 5

Wenn wir die Differenzen bilden,können wir wieder
die Resultate von vorhin entdecken. Wir unterscheiden wieder
in gerade und ungerade n , bilden mit Hilfe eines
Gleichungssystems die Bildungsgesetze , und verbinden die
beiden Formeln:

X -
n3-8n2+19n-12 -■ ( ( l n t ( f ) - I n t ( S j j i ) ) - ( n 2 - 7 n + 1 2 ) )

8

Man sieht, dass es immer mühsamer wird, direkte Algorithmen
zu finden.

Zuletzt versuchen wir uns noch an 3e + 2e =n
1 2

n 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15
x 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2

. l d u n g s g e s e t z : x = I n t ( ^ ) + I n t ( | ) + I n t ( ^ )

Auf diese Art und Weise kommen wir nicht weiter.

D e fi n i t i o n :

Wir bezeichnen d i e An zahl pos i t i v e r CTO anzza hl Ig er L(Jsungen
der Gleichung E l 6 i + e2 e2 + £ 3e3 + . • . +e m"m

= n m i t d 3 T

F u n k t i o n h ( c i , £ 2 , £ 3 , • • • C- / n )n r>

Beisp ie le:

h ( l , 2 / l 0 ) = 4
h ( l , l , 2 / l 0 ) = l 6

h ( l , l , l , 2 / l 0 ) = 3 4
h ( 2 , 3 / ! 0 ) = l

Nun können wir das Resultat, das wir in §1 Abschnitt 2 erhalten
haben , so formulieren:

* T m T T
h(m*l/n) = p"(n) n-1

m-1



p !V
>

pT

SO
vO

+ 1

+ +•
-:-

 ■
+ 

1
1

1
-!-

T
l

1
1

I
I 

[;

II
II

: iipn
ii

an
a 

a
au

a 
□

a a
a□

a0
aa

D
ii

aU
B

na
ai

iD
ua

0- H o

H
-

cr*
=:

IS
I

P
TO

ft
4

S£
j

3
0

PJ
0

P
0

0
0

H-
03

.—
>*

4
ft

P
'

P
IV

0
W

O
Vj

J
H

o:
P

O
P1

»
0

=:
4

K
-1

4
CT

B
4

W
TO

PJ
d

-
o

03
0

*P
H"

»
P

-—
•.

•
3

H-
4

H
H

j
H

P
V

jJ
*Ö

<i
0

0
d-

«
TO

-•
^

H
o

><!
0

H
TV

)
P"

0
<

p-
d

-
"^

v.
<J

>•
,—

-.
X

O
p

=:
vD

o
I-1

V
o

4
0

P*
s;

v
p

~
-

B
TO

p
^-

^
o

3
H

TV
)

0
0

Vj
J

4
^

\
.

-•*
H

«
jzr

"
Si

•
ft

0
p"

^O
H

P
0

H
-

?\
J

0
H«

•~V
v

<•
0

P
4

-
P

P
VjO

3
H

0
.

H
~

-"■v.
-

P
^-

^
4

-
td

TV
)

TO
H

M
P

so
03

M
»

0
O

ft
3

P
-—

d
-

0
H

cr
v

0
—

<•
3

s
H

-
X

4
H

j
P

0
vD

H
V

O
cr

ISI
ft

P
'—

y
ft

P
N

H
0

P
P

d
-

~
0

P
P

TO
4

03
d

"
P

4
0

H
i

ft
P

P
p

f
H-

P
0

P
ss;

P
O

ft
p

P
4

ft
0

P
H

0
Vj

J
ft

H
j

4
03

0
P

»
0

C"1
P

ft
H

-
TV

)
p

V
p:

P
0

ft
O

to
>•

0
P

P
0

p-
o

H
H«

H-
TO

C
_

l.
• •

P
P

H
»

0
P

0
0

P
H

H
d

-
0

ft
s;

w
TO

z:
^

^
rg

H
0

H
-

o
PJ

H
■ •

»
4

3
m

*-—
s

O
t?d

ft
to

"d
M

n
V

H
P

CD
P"

H
(Ö

i-
<

"O
0

03
4

p:
0

I-
»

3
H

p
X

+
S

i
0

3
0

TO
0

n
-.

H
-

P
H

-
TO

0
p

M
n

4
d-

d
-

P P
P

-
0 to

Ni
B

ft
0

TO
P

t?
H

-
p:

0
H*

P
^

^
.

--
03

4
P

<
VO

.
•

to
0

O
C

_i
.

>.
.

.
0

P1
3

0
0

TV
)

m
.

p
p

:
ft

<•
3

en
P

ts
i

0
H

0 
3

si
TO

0
\ 

3
H"

0
O

sO
II

-
^

0 ft
I-1

01 0 P
'm

P
P

0 4

-f-
^

IL
1

+
+

+
m

1
1

1-
+

+
1

1
I

+
i

+
*i

:
1

I
I

i
i

i

M O TO 0 PJ o
:

4 d
-

si H
'

4 O
"

0 H
-

03 •Ö H
-

0 H 03 3£i 0 H
-

03 0 ft 0 P O 3 0 X ft 0 4 ISI P 4 H a.) H
-

O p p TO

0 3 0 P d
-

0 P O o 3 H- d
-

N 0 H
-

O P1 0 P C
f

0 03 o p
-

4 H
-

H
j

d
-

0 P

P P d
-

0 4 HI o PJ 0 H
- ft 0 P

p
:

03 03 0 p

ft 0 03 0

o
:

P P 0 0 o p 03 3 P o 0 P P ft 0 B ft

H 0 3 0 p d
-

0 ft 0 4 TO H 0 H
-

O P1 0 P P1 p
:

P TO 0 03 o p 03 C+ P o o p4 H
-

4 TO 0 P ft Si H
-

0

a p 4 03 d
-

0 H H p P TO 03 3 o
:

TO H H
-

O P
"

V 0 H
-

d
-

O P4 d
-

0 P
"

4 4

CO o p H ft
4

P
P

n"
V

0
d

-
4

H
-

03
P

O
P

p1
o

0
p4 0 p- 4 3 P Oq H 0 H

-
O P4 0 m <! o 4 V O 3 3 0 P P & 0 P Si 4

t
-

<
«1

o:
0

0
03

4
P

P
03

^
P

o
TO

PJ
p

0
H

-
I-

1
P

0
M

ft
0

..
0 P

o
P"

03
0

*—
-.

H
-

H
3

n
P

H
a

1-1
ft

H
-

-
*

N
"_

03
H

-

II

M
-

P

rn N
3~ m n a 
-

o TO H
-

f-1 d
-

t-b p
:

4 ft H
-

0 > P tsi p p
"

M TO P P N 0 4 o 03 H
-

d
-

H
-

<! 0 4

0 P d
-

0 P ft © 4 O I-1 0 H
-

O p
f

P P TO n °1 0 n
ss

TO CD 0 p tv o: P P 0 P * 4 H
j

O 4 3 P H H
-

0 4 0 P

03 H
-

H d
-

P H 03 O U3 M O II

• 
H

?o
 

O

Vo H

4s
-

P4 0 H
-

03 03 C+
-

p cr 0 4 P P o i^1

- 
I-

1
M

 
O

TV
)

<
PJ

ft
E

i
o

P
H

-
0

4
0

.
0

P P
P

P
P1

P
o:

P
03

3
03

I-1
~

H-
P

H
4

P
0

03
oq

o
CT 0

0 p
n

V
H

-
<l

o:
03

3
0

P
t

i
H

-
4

P
(-■•

d
-

03
0

0
O

P
H

ft
P4

03
0

H-
i

3
s;

P
0

vj~
t

H
«

0
ft

no
4

H
-

O
0

i
03

P
P

ft
0

H
-

H
-

03
03

0
ft

0
H

-
H

-
P

P
t-

i
0

P
ft

o:
H

-
w

03
O

4
P

M
0

03
P

0
1

o
TO

H
-

CO
0

O
c+

p4
P

P4
p

:
p

P
rT

cr
P

P
o

0
H

TO
p1

p
03

0
Vj

J
P

si
W

fl>
H

-
O

ft
4

3
+

P
t

l
4

ft
H

M
ts

i
H

-
0

0
P

0
X

N>
03

+
d

-
3

j
ft

0
o:

P
0

(-1
TO

4
O

J
H

H
w

II
0

H-
d

-
P

o
0

H
..

P4
H

O
V

H
0

0
H

-
P

d-



0- •—N TV
)

0-
H

TV
)

P1
W

s.
—̂̂

H
H

TV
)

»
^

<•
H

H
H

TO
Ö

N
P

P
P

P
P"

IS
)

p1
Ö

TV
Co

0
P

P
v-

^
v»

^
—̂..

P
H

-
©

0
&

03
0 4

TV
)

0 4
TV

0
+

pr
H

-
0

H
E

i
03

O
O

O
H

H
03

V
jJ

>
0

P
ft

0
d

-
■\

d
-

.
P

to
0

H
-

P
H

tsi
+

£
c+

d
-

PJ
O

O
o

TV
<—

-
cr1

\
.

P
H-

0
P

0
P

P4
0

4
SÜ

4
cr

II
4

V
H

Ü
J

0
0

0
o

O
H

V
o

0
+

C
_

l.
4

p
W

Ü
o

.
O

q
0

ft
V

H
'-

n
tr

P
0

d
-

0
O

s:
o

H
H

J>
-

- 
P

P
P

•p
ts

i
P

P
H

-
r

v
w

©
ts

i
II

d
-

•
P

4
-\

P
N

p
d

-
H

TV
)

TV
)

VJ
-I

H
P

3
0

ft
TV

si
ty H

p
d

-
B

0
Vj

J
J>

-+
- 

T
V

)
O

S
-—

4
M-

O
p

:
TO

o
£

P4
s;

X
II

P4
0

P4
P

0
0

-
J

(a
s1

) 
^

O
.—

,
4

3
03

H
4

s«
_i

W
o

TV
P

©
O

d
-

H
H

'-
>

-
t

i
H

4
03

0
Vj

J
s

D
Vj

J
0

0
- 

P
TV

 
1

H
O 03

03
B

ft
H

j
TV

 +
tv

>~
■

H
W

j
j

P
P

e;
p 4

P: ■ ,
TV

•£
-

nO
—

--.—
—

d
-

P
H

-
4

1
H

-
• •

03
O

A
•«

<
0

P4
r«

 
/t5

\
H

H
-̂̂

0
0

H 
—

-^
Q

s
*-

O
fci

4
P

>
- 

0
O

'
P

ft
TV

 
1

o
t-H

ft
ft

W
j

J
V

jI
TV

)
H

p"
o:

H
-

H
-
■*_̂

-.—
o

O
vn

I-
1

03
0

0
CO

P
hi

p4
p

p
Q

0
H«

-
0

TV
)

H
d

-
TO

H
P

P TO
O

VJ
l

vn
TV

ts
i

©
0 H

-
S

i
0

<
~

s
O

H
-

03
sO

Vj
J

h-
1

TV
o"

p
f

0
v_n

O
O

n
Vj

J
-

J
CD c+

P P
0

4
H

4
TO

H
-

H
-

TV
)

Vj
J

H
-_̂

p:
P

0
VJ

-i
O

S
O

S
-f>

-
TO

TO
o"

1
d

-
0

0
tsi

P
0

•
H

-
O P P d

-

p 03 P4 0 H
-

03 0 d- ft P 03 p p p tl 4 P V d- H- 03 O P4

ft
&

«H
p

- 
N

0
03

P
c+

M
N

4J
C)

c
+

4
M

~

O
<•

03
D

-
P

H
-

H
to

P
0

n
ft

3
M

 -
s;

t
f

»
H-

-—
N

•
4

°L
.

m
""

.
H

-
-

P
P

m
K

ro
~

m
ft

"
s

i 
-

0
•

-̂-̂
4

•
p

•
-—

P1
m

P
s;

 -
M

TO
\

,
p

0
13

V ISI
-*

■*
©

ft
03

P
ft

0
0

p
H-

03
<!

P
CD

H
s:

H
(->•

ISI
TO

4
P

0 3
C

_
l.

.4
0

P
0

H
-

ft
P

H
p

0
o:

tSJ
m

H-
4J

0
0

4
P

4
O

©
cr

V
0

H
o

©
P

P
3

P
P

d
-

4)
0 0

3
<

V
si

P
0

H
H«

P
4

0
4

ISI
H

-
ft

H
-

P
B

0
O

0
P:

P
P4

4
m

d
-

ra
CO

0
P

©
V

P
I-

"
P

0
0

ts
i

3
p

H
-

H-
H

J o
"

P
4

0
H

Si
4

H
j

P4
0

P
H

-
4

P
H

©
ft

O
h-

1
4

0
O

P
P4

<!
«

o
ft

IS)
P

3
P

p
P

4
4

<
j

P
H

j
o

•
cd

4
m

0
P̂

H-
>

ft
H

-
©

P
H

-
P

P*
H

j
P

d
-

TO
<

©
P

©
H

-
H

-
P

4
P1

P
TO

0
P

©
d

-
P

B
0

P
P

P4
D

"
t

d
O

d
-

©
©

P*
•

4
si

©
©

P
H

H-
>•

0
m

H
-

ft
O

ft
P

P4
H

-
0

d
-

0 0
0

0
0 

,
P

H«
0

3 
B

0
I

"
CO p

H

s;
d

-
P

0
tsi

H
-

P
©

O
P

03
P- d

-

1
&

0
E£

i
P1

PJ
' 

N
P

0
• V

0
P

d
-

H
-

Vj
J

!-•
03

.H
>•

TO
n

o
T

V
H-

t-
j 

—
p1

ft
<•

H
*•

H
P

h-
1

c+
P

o
0

*•
io

0
H

«_
i.

m
m

0
~-̂

©
M

 "
©

O
H

d
-

^.
4

O
ts

i
■

TO
v

d
-

.̂
ts

i
P

p
P

d
-

II
P

si
H

m
4)

a
q

p*
03

si 
~

O
H

-
-̂̂

o 
'

^^
t-

1
P

Vj
J

vn
4

TO
TO

-
ft

 
n

o
—̂

0
»

TV
)

H
- 

'
+

II
4

•
0

rr
ty

ft
<

M
-—-

'—
.

0
©

^
^

O
p

p
j3

4
NO

H
i—

.
j-

.
P

N
0

n_
n_

CO
M

H
-

i-1
I-

,
P

M
+

o
-»

-•
d

-
TO

p1
P

p
N

0
P4

p
w

to
3

^-
^

p
P

L
n_

..
0

Vj
J

TO
M

~~
N)

H
-

It
..

"̂
P

TV
'

.
©

<*
-.

'-.
4

H
,—

-
P

4
«

P
s;

H
si

n
S

i
1

< 
"

H
-

NO
H

P
4

n
i

!V
s

i 
-

4 4
4 i

^-
'

tsi

n
si

 
^

-



-60-

Wievie le ganzzahl ige, posi t ive Lösungen hat d ie Gle ichung

5e +5.e,+3e +e +e +e = 16 ?

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

h ( 5 , 3 , l / n ) 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

1

0

1 2 2

^ 0 *

3 4
1

4
h ( 5 , 5 , 3 , l / n ) 0 0 1

h ( 5 , 5 , 3 , l , l / n ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2

h ( 5 , 5 , 3 , l , l , l / n ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Es gibt eine Lösung : nämlich

5*1 + 5-1 + 3-1 + 1-1 + 1-1 + 1-1 16

Die Antwort hätten wir auch am Anfang geben können, unser
Verfahren hat sich aber auch bewährt.

Wiev ie le ganzzah l ige ,pos i t i ve Lösungen hat d ie Gle ichun;

4e, + 4e2+ 2e3 + e^ + e5 = 15

1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5

h ( 4 , 2 , l / n )

h ( 4 , 2 , l , l / n )

h ( 4 , 4 , 2 , l , l / n )

0 0 0 0 0 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2

4f
0

4
6

4
10

6

14

6 9

t§0) 26
i 2 * © 6

Es gibt 6 Lösungen. Wir stellen sie mit unserm Cuisenairematerial
dar:

BT + -
■ + - -

- ■ + + ■1- + -
- I : •i- t -- -
— 1 + ■r - -- -

*& H+- - - - -
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( Z / )

5. Der Zerlegungskomplex "p(n)"

N a c h d i e s e m A b s t e c h e r i n d i e W e l t e i n e r s p e z i e l l e n
Ar t D iophant ischer G le ichungen,beschäf t igen w i r uns
mit dem Komplex^::.

( Z / )
np (n ) "

Betrachten wir den Komplex "p(10) im Anhang und zählen
die Zerlegungen, in denen e das grösste Element ist :

p (10)
( / e )

1 2 3 4 5 6 7 10

9 7 5 3 2 1 1

Und nun zählen wir im gleichen Komplex die Anzahl
Zerlegungen mit z Elementen :

( z / )
p(10)

1 2 3 4 5 6 7

7 5 3 2

9 1 0

( x / )
W i r s t e l l e n f e s t , d a s s p ( l 0 ) = p ( 1 0 ) i s t , u n d v e r m u t e n ,

( / * > ( * / )
dass auch a l lgemein g i l t : p (n ) = p (n) . Um d iese

( / x )

Vermutung nun zu beweisen, müssen wir etwas ausholen.

seweis
( z / )

Wir verkle inern jedes Element aus p(n) um 1. Was entsteht , Ist
ein Komplex aer Länge n-z. In ihm kommen maximal z Elemente
vor, dann nämlich, wenn al le Elemente grösser als 1 waren.
Minimal gibt es im neuen Komplex ein Element, genau dann, wenn
in " ; / \ " a l les E iner s ind ausser e inem Element . Waren nurp \n)
Elemente der Länge 1 vorhanden,so ist z=n und der neue
Komplex hat die Länge 0, mit 0 Elementen. Däre-ser neue Komplex
h e i s s t " ß f n - ' ) ' " /■ w e i l d i e b e s c h r i e b e n e A b b i l d u n g

e i n d e u t i g i s t , a l l e Z e r l e g u n g e n d e r L ä n g e n - z s i n d , u n d
fed a l le Zer legungen mi t 1 ,2 . . . z E lementen er re ich t werden.
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Sehen w i r uns das an e i nem Be i sp i e l an :

( y \ ( 1 , 2 , 3 , 4 / )M P ( 1 0 ) " n p ( 6 )

Mit diesem Verfahren haben wir also folgenden Satz gewonnen

( z / ) ( 1 , 2 , . . . 7 , 1 )
( 2 9 ) p ( n ) = p ( n - z )

Wir können ihn auch so formulieren:
( z / ) ( 1 / ) ( 2 / ) ( z / )
p ( n ) = p ( n - z ) + p ( n - z ) + . . . + p ( n - z )

Nach Satz (28) gi l t aber auch:

p(n) = p(n-e)+p(n-e) + ... + p(n-"e)X R ) ( / l ) ( / 2 ) ( / e )
( a / )

Wir haben nun für p(n) und p(n) das gleiche Bi ldungsgesetz.
( / e )

Je tz t gehen w i r i nduk t i v vo r. W i r p rü fen zue rs t f ü r n= l , ob
( x / )
p (n ) = p (n ) . Das i s t de r Fa l l . Nun ve rg rössern w i r n schr i t t
w e i s e x u n d b i l d e n j e d e s m a l a l l e m ö g l i c h e n p ( n ) u n d a l l e
( x / ) ( / x )
p(n) . D iese s ind dann immer ident isch, da auch für a l le k le ineren
n die Identi tät nachgewiesen ist und nach den Sätzen (28) und
(29) p(n) und (z/) aus einer Summe von Resultaten gebi ldet

( / S ) p ( n )
w e r d e n , d i e e i n k l e i n e r e s n z u r B e r e c h n u n g g e b r a u c h e n .
U n s e r e z u B e g i n n d e s A b s c h n i t t s g e ä u s s e r t e Ve r m u t u n g w i r d n u n
zum Satz:

(30)
( x / )
p(n) == p(n)

( / x )
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Sa tz (30) i s t dessha lb w ich t ig , we i l w i r nun
( z / )
p ( n ) f ü r a l l e z r e l a t i v l e i c h t b e r e c h n e n k ö n n e n ,

Wir wenden jetzt Satz (27a) an

( z / )
p(n) = p(n) = p(n-z)

( / z ) ( 1 , 2 , 3 , . • z/)

( z / )
( 3 0 a ) p ( n ) = p ( n - z )

(1, 2, 3 , . . . 7,1)

B e i s p i e l :

( 3 / )
"p(7)h " p ( 4 ) "

( 1 , 2 , 3 / )

1 ,J||11 ^£
n z j m m I T m

( 1 , 2 , 3 / )
'p(4)n

(Nach Satz(29) )

( 1 , 2 , 3 , . . . z / )
( 3 0 b ) p ( n ) = p ( n )

( 1 , 2 , 3 , . . . z / )
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( z / )Wenn wir e ine Losungsformel für p(n) entwickeln
könnten , hät ten wir auch gerade e ine für p(n) .
Das sehen wir am folgenden Satz :

( 3 1 ) p ( n )
( ( x - l ) - n / )= p ( x - n )

M

(5/)
"p(io)"

Beweis:

Wir könnten den Beweis ohne weiteres mit Hi l fe der
b isher igen Sätzen führen, wi r versuchen es nun aber d i rekt :

( ( x - l ) - n / )
W i r g e b e n e i n Ve r f a h r e n a n , d a s " p ( n ) n ü b e r f ü h r t i n M p ( x . n ) "

Wir nehmen eine Zerlegung aus "p(n)n. Jedes Element, das
in d iese r Ze r l egung vo rkommt , w i rd um 1 ve rg rösse r t . Was
noch übr igb le ib t ,b is w i r d ie Länge x -n haben,w i rd mi t E inern
aufgefüllt. Die/se Anzahl7 Elemente mit der Länge 1 nennen wir y.
Wenn die Zer legung vorher z Elemente hat te, so gi l t :

Neue Länge:
Neue Element
anzahl :

x * n = n + z + y

(x-1)-n = z + y

Diese be iden Gle ichungen s ind ident isch. Das he iss t , y
ist bei Angabe von z , n und x vol ls tändig best immt.
Die Abbi ldung, die die beiden Komplexe ineinander über
f ü h r t , i s t a l s o e i n d e u t i g .
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( z / )

Gibt es denn direkte Formeln für p(n) ?

( 1 / )
p(n) = 1

( 1 / )
B e i s p i e l : " p ( l O ) " L

( 2 / )
p (n ) = I n t ( « )

_J

] in Fal l mi t grosser prakt ischer Bedeutung

( 2 / )
B e i s p i e l : " p ( l O ) "

( 3 / )
p ( n ) = I n t ( ^ ) + I n t ( ^ ) + I n t ( ^ ) + I n t ( ^ ^ ) + . . .2

( 3 / )
Am Beispiel "p( 9)" können wir uns das Bi ldungsgesetz
k larmachen:

(3 / )
D i e s e F o r m e l f ü r p ( n ) k ö n n e n w i r s p ä t e r a u c h a n w e n d e n .
J e g r ö s s e r z a b e r w i r d , j e a u f w e n d i g e r w i r d e i n e d i r e k t e
F o r m e l :

p ( n ) = I n t ( ^ ) + i n t ( £ = £ ) + I n t ( ^ ) + . . .2 2

+ I n t ( ^ ) + I n t ( ^ ) + I n t ( ^ — ) + . . .

+ Int

2

' i i - l O

■nz12
2

) + I n t ( ^ ) + I n t ( ^ ) +

(4 / )
B e i s p i e l : " p ( 9 ) M

ln+ (¥)"3
ln+(3^) = 2
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Natürl ich wird bei den Formeln, die wir angegeben haben,
immer nur solange gerechnet, wie positive Werte herauskommen

Um es ganz klar zu machen, formulieren wir es noch etwas
genauer :

( 1 / )
( 3 2 ) p ( n ) = 1

( 2 / )
p ( n )

( 3 / )
p ( n )

= Int( fr )

I n t -n-1
Z 3 Int( ^4^i)

i = 0 *

Diese 3 Formeln für z g le ich 1,2 oder 3 s ind wicht ig .
Die a l lgemeine Formel hat fas t nur noch theoret ische
Bedeutung:

( z / )
( 3 3 ) p ( n ) = Z Z Z

i=0 i=0 i=0
1 2 3

n-z + 2-Z((z- j+ l ) - i . )
Z I n t l L - _ _ J _

l 2i = 0

Srs taun l icherweise is t d iese Formel aus dem Bl ickwinke l
der In fo rmat ik noch rech t le is tungs fäh ig . D ie Programmat ion
is t le ich t und was noch wicht iger is t : Da es s ich n icht um
ein Rekurs ionsa lgor i thmus hande l t , s tossen w i r auch n ich t
auf Speicherprobleme. Den Nachteil können wir schon an
der Form sehen : Für grosse n und grosse z wi rd der
Zei taufwand für den Gebraucher untragbar.

Wir haben nun schon ein paarmal die Integerfunkt ion
gebrauchen können. Es wäre nicht nur eine interessante,
sondern auch e ine wicht ige Aufgabe, In teger funkt ionen
systemat isch zu untersuchen.
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Zum Schluss von diesem Abschnitt müssen wir doch
noch der Vo l ls tänd igke i t ha lber auch auf den
a l l g e m e i n e n F a l l ( Z / ) e i n g e h e n .

"p(n)M

(?i \\ '(34) p(n)
z / ) m ( z - ? / )m = 2 p ( n )

i = l

( z / ) ( * / )(34) g i l t , da zwei Komplexe"p(n)" und "p(n)" ke ine gemeinsame
Zerlegung haben.

( z / )
6. Der Zerlegungskomplex "p(n)n

V / ©J, ©2' ®3* * .e )m

Wieder können wir (25) erweitern
*

( z / ) ( z - m / )
( 3 5 ) p( n )

(/ ex, %
p ( n -e1-e2- e 3 " . - e )m

%• • . e m )

Wieder schieben wir die obl igator ischen Elemente an den
Rand und spalten sie ab . Der neu entstandene Komplex
hat nur noch z-m Elemente pro Zerlegung. Die Länge beträgt
n - e - e - e .1 2 3 -e

B e i s p i e l
(4/)

» p ( l l ) M
( / 1 , 2 )

( 2 / )
"p(8)'<

11 1



( z / )
7. Der Zerlegungskomplex "p(n)"

( /e)

ls geht genaugleich , wie in Satz (35)

( z / ) ( z - 1 / )
( 3 6 ) p ( n )

( / e )
= p ( n - e )

Be isp ie l

(4 / )
" p ( l l ) "

( /5 )

(3 / )
"p(6)M

JJL _ _ i mä \
^ ^ "
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( 3 / )
p(n)

1 , 2 , 3 . . . I n t ( ^ ~ ) / )

( 3 / ) ( 3 / ) ( 3 / ) ( 3 / )
p(n)-p(n)-p(n]j;. • .-p(n)

( / n ) ( / n - 1 ) ( / I n t ( _ n _ )
2

denn so können wir die Zerlegungen mit verbotenen
Elementen auch aussieben.

Mit Satz (36) können wir noch weiter vereinfachen:

( 3 / ) ( 3 / ) ( 3 / ) ( 3 / )
p ( n ) - p ( n ) - p ( n ) - . . . p ( n

( / n ) ( / n - 1 ) ( / I n t ( _ n _ ) )2

Nun benützen wir Satz (32)

( 3 / ) ( 2 / ) ( 2 / ) ( 2 / )= p ( n ) - p ( 0 ) - p ( l ) - . . . - p ( n - I n t ( — — ) )

I n t ( — 5 — ) - , Q .> ; I n t (H^=3 i
i=0

und haben die Lösung

) - I n t ( | ) - I n t ( ™ ) - , . ■Int( Int Mr")

I n t ( ^ i ) n , . I n t H Hx = Z 3 I n t ( n " 3 1 ) - 2 2 I i J t ( i )
i = 0 * i = 0 ^

1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X 0 0 1 0 1 1 2 1 3 2 4 3 5 4 r 5 8 7 10 8

n 21 22 23 24 25 26 27 .28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

X 12 10 14 12 16 14 19 16 21 19 24 21 27 24 3C 27 33 30 37 33

Interessant an dieser Funktion ist, dass f(2m-l)=f(2m+2) ist,
Auch folgende,durch Vergleichen mit schon früher erhaltenen
Resultaten gewonnene Tatsache, zeigt, dass noch viele
Geheimnisse verborgen sind:

Es lassen sich g le ichv ie l e Dreiecke md. t ganzzahlten Seiten
un d Umfang 2m-1 bi lden, a l s es Trip al na tür l icher Zahlen
''-'■ i bt,welche die Gleichun g 3a!+2a2+a 3 = m+ 4 e r f ü l l e n .



-71-

Dies is t e in so re izvol les Thema, dass wir noch
e twas we i te r fah ren :

WieVie le rech tw ink l ige Dre iecke mi t ganzzah l igen
Seiten und Umfang n=2m gibt es ? Wieder gelten gespiegelte
Dre iecke a l s i den t i s ch .

a = / c z - b z = / ( c - b ) ( c + b ) ( P y t a g o r a s )

Wi r subs t i tu ie ren : c -b = - 'u2
c+b = ■ v2

a =/uz• v2 = uv
b = ( v 2 - u 2 ) / 2 ( D u r c h A u f l ö s e n d e r b e i d e n S u b s t i t u t i o n s -
c = ( v 2 - u 2 ) / 2 g l e i c h u n g e n n a c h b u n d c e r h a l t e n . ) s
Wir mul t ip l i z ie ren auf der rechten Se i te noch mi t 2 und
erha l ten dann für jede Se i te e ine Ar t Parameterg le ichung,
d i e s i c h e r s t e l l t , d a s s d a s D r e i e c k r e c h t w i n k l i g i s t :

a = 2uv
b = v2- u2
c = v2+ u2

a+b+c = n = 2m
2uv+2v2=2m
uv + v2= m

u = — - vv

Wir müssen jetzt v f inden, welche Tei ler s ind von m und für
d i e g i l t :

v < — ,da u auch posi t iv sein muss,wenn a posi t iv is t .

v </m

u n d d a v > u s e i n m u s s , w e n n b p o s i t i v w e r d e n s o l l ,
muss auch noch gelten:

v > — - vv
v >/7m(f)
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D i e A n z a h l m ö g l i c h e r D r e i e c k e i s t a l s o g l e i c h d e r
A n z a h l m ö g l i c h e r v , f ü r d i e g i l t :

- v i s t e i n Te i l e r v o n m , d e m h a l b e n U m f a n g

v i s t g r ö s s e r a l s / ( i / 2 )

v i s t k l e i n e r a l s / m

m
M i t d e r F o r m e l Z

v = l
lnt( S ) - Int(Äfi)v v e r h a l t e n w i r

d i e A n z a h l Te i l e r v o n m . W i r m ü s s e n i n d i e s e m A l g o r i t h m u s
v n u r n o c h e i n s c h r ä n k e n u n d e r h a l t e n d a n n d i e L ö s u n g :

I n t ( / m - y ( 2 m ) )
x = Z

v = I n t ( / m / 2 ) + l

m-1
, I n t ( - ) - I n t (! _ v v

( Fü r d i e o b e r e S c h r a n k e i n d e r S u m m e n fo r m e l h a b e n w i r
d e s s h a l b n o c h V ( 2 m ) w e g g e z ä h l t , d a s o n s t f ü r e i n e

immer
Q u a d r a t z a h l a l s m d i e B e d i n g u n g v < / m n i c h t v g e l t e n w ü r d e . )

x = l f ü r m = 6 , 1 2 , 1 5 , 2 0 , 2 4 , 2 8 , 3 0 , 3 5 , 4 0 , 4 2 , 4 5 , 4 8 , 5 4 , 5 6 , 6 0 , 6 3 ,

x:= 2 f ü r m = 120, 180,240,252,336 360, 378, 420, 432,480, . . .

x:--3 f ü r m= 840, 1080,1260,1440,1680, 1980 ,2016,2160,•••
x:=4 f ü r m = 252C ,5040,5544,6300 » • •

X=5 fü r m= 10080 ,13860 ,15120 ,»

B e i s p i e l m = 2 0 : v = 4 , u = l
a=8 ,b=15 , c=17 64+225=289
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Probleme von dieser Art gibt es haufenweise

Wievie le Tetraeder mi t ganzzahl igen Kantenlängen
und der Gesamtkantenlänge n gibt es?

Wieviele Dreiecke mit Umfang n und ganzzahligen Seiten
und Höhen gibt es?

Welche Dreiecke haben integre Seiten und Schwerl inien?
Wieviele gibt es davon, wenn der Umfang n betragen soll?

yWelche Poligone haben integre Seiten und Diagonalen
längen? Spez ie l l : Wiev ie le Rechtecke mi t d iesen
Bedingungen und Umfang n gibt es?

Diesen Frageste l lungen s ieht man die Problemat ik meist
gar n ich t an .

Be im ers ten auf d ieser Se i te angeführ ten Prob lem hat
man schon Hürden zu nehmen, wenn es um Symmetrien der
Tetraeder geht. Welche Permutat ionen der Kanten bi lden
einen neuen und nicht nur einen gespiegel ten Tetraeder? LI A

Das zweite Problem führt zu den Heron'sehen Dreiecken
h in , Dre iecken mi t ra t iona len Se i ten und ra t iona lem
I n h a l t .

D ie dr i t te und v ie r te Aufgabe br ing t uns zu schwier igen
Diophant ischen Gleichungen.
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( / I )

8. Der Zer legungskomplex "p(n)"

Dieser Komplex gehört zu unsern Sorgenkindern,

( / l )
p (n ) d (n )

( / l )
Für y=l ist es genaugleich wie beim Komplex p"x"(n)

W a s m a c h e n w i r f ü r y = 2 ? ( / ? )
Sehen wir uns die Zerlegungskomplexe "p(n)M im Anhang an:
Um die Anzahl Zerlegungen zu zählen , könnten wir al le
Mögl ichkei ten aufsummieren, d ie wir haben , mi t zwei
Elementen einen Komplex aufzubauen, der beide Elemente
enthal ten muss. Dies is t zu umständl ich»
Das am wenigsten üble Verfahren geht so:
Wir zählen die Zerlegungen, die das grösste Element i be-

T D ( n - i - i ) Z e r l e g u n g e n , d i e d a s g r ö s s t e
( 1 , 2 . . . i - l / )

I n h a l t e n . E s g i b t

j mal

E lement i haben. Mi t j bezeichnen wir d ie Anzahl d ieser
Elemente i in jeder Zer legung.

(37)
( / 2 )
p ( n )

n-1 Int(p) ( / l )
£ 2 p ( n - j ' i )

i = 2 j = l ( 1 , 2 , . . . i - 1 / )

n - 1 I n t ( ^ ) i - 1

1=2 j= l
z

k = l
I n t ( n z l l i ) _ I n t ( n - , i - i - l )

Für y=2 haben wi r a lso e inen akzeptablen Algor i thmus.
Wir können Satz (37) problemlos veral lgemeinern:

( 3 8 )
(7y)
p ( n )

n - y ( y + l ) / 2= Z
i = y

'int (f^) (/y-1)
Z p ( n - j - i )

j = l ( 1 , 2 . . i - 1 / ) .

( / y )
Solange wir aber p(n) nicht berechnen können, hat Satz (38)

(G/ )
n i c h t v i e l We r t .
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Aber wie es so ist , er lebt man mit Sorgenkindern
auch Ueberraschungen :

( z / v )
9. Der Zerlegungskomplex "p(n) "

Wunderbarerweise g ib t es h ier e ine ursprüng l ichere
Form zu Satz (30) :

( 3 9 )
( x / v )
p (n )

( / y )
p ( n )
( / x )

B e i s p i e l
11 (4/3)"

p(io)
l t ( /3 ) !1
p(io)
(/4)

Ich habe noch keinen Beweis für Satz (39) f inden
können. Wenn er aber bewiesen wäre, so ist auch
g e z e i g t , d a s s S a t z ( 3 0 ) r i c h t i g i s t .

Noch eine kleine Ergänzung :

Wenn z=y gi l t , so haben wir g le ichvie le Elemente pro
Zerlegung, wie verscledene Elemente pro Zerlegung
vorgeschr ieben s ind. Dafür können wir auch - r l schre iben,p ( n )

( z / z ) ( z / )
( 6 4 ) p ( n ) = p ( n )
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10 . |f|4-p(n)

Wir summieren die Anzahl Zerlegungen dero o

Zerlegungskomplexe "p(n)", "p(n)M , "p(n)M ... usw.
( / f ) ( / 2 f ) ( / 3 f )

Damit erreichen wir alle Elemente der Länge f in "p(n)M.

2 . * - }~ \ . l

|fUp(n) = p(n) + p(n) + p(n) +...
( / f ) ( / 2 - f ) ( / 3 f )

Nach Satz (25) können wir das umformen:

|f|+p(n) = p(n-f) + p(n-2f) + p(n-3f) +

I n t ( ^ )
(40) | f |+p(n) = Z

i = l
p ( n - i • f )

Spez ie l l i s t v ie l le icht noch in teressant

hin Beispiel

2|+p(5) = p(3) + p(D =3 + 1 = 4

, p ( 5 ) l ! "p(5)"
( /2)

"P(5)"
( / 2 ,2 )
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Wir können |f|+p(n) auch anders erhalten , indem wir
nämlich an jede Zerlegung aus "p(n-f)" ein Element f
anhängen «.

(44 ) kUp(n ) = | f |+p (n - f ) + p (n - f )

Wir werden diese Form später auch wieder antreffen.

| f |+p(n) = | f |+p(n- f ) + p(n- f )

| f |+p(n) = | f |+p(n-2f) + p(n-2f) + p(n- f )

| f |+p(n) = | f |+p(n-3f) + p(n-3f) + p(n-2f) + p(n-f)

In t (S )
f|+p(n) = Z

i = l
p ( n - i • f )

Wir sehen, dass durch die Entwicklung von Satz (44)
Satz(40) entsteht.
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11 . I f | +p (n )
(G/)

In Abschnitt 3 haben wir Satz (27) kennengelernt.
Dank ihm können wir Satz (40) auch noch verallgemeinern

(41) I f | + p ( n )
(G/ )

I n t ( | )Z p ( n - i • f )
i = l ( G / )

, feG

Es geht genaugleich wie im letzten Abschnitt .
Wenn f nichl ein Element ist aus G5 so gibt es natürlich
kein Element dieser Länge im Komplex.

Seispiele :

2|+p(6)
( 1 , 2 , 5 / )

p ( 4 ) + p ( 2 ) + p ( 0 )
( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / )

"p(6) "
( 1 , 2 , 5 / )

|3|+p(6) =0
(1 ,2 ,5 / )
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Auch h ier können wi r den noch n icht entwicke l ten
S a t z a u f s t e l l e n :
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( a / )

12 . | f |+p (n )

Eigentlich geht es \v/ieder genaugleich , wie in Abschnitt 10.
Nur müssen wir noch auf z achtgeben:

Wir summieren nun so:

( z / ) ( z - 1 / ) ( z - 2 / ) ( z - 3 / )
| f |+p(n) = p(n- f ) + p(n-2f) + p(n-3f) . . .

Be isp ie l :

(3 / )
|2|+p(8)

(3 / )
"p(8) "

( 2 / ) ( 1 / ) ( 0 / )
p(6) + p(4) + p(2) = 3 + 1 + 1

Die andere Möglichkeit:

Wir setzenvan jede Zerlegung von "p(n-f)" ein Element
( Y I )der Länge f an. Die Anzahl Elemente f im Komplex „ ■/ «

( z - 1 / ) P ( n )
ist dann gleich der Anzahl Elemente f in "p(n-f)" plus

(z / )d ie p ( n - f ) Elemente, aie wir anhängen,

( z -1 / )
Wenn wir Satz (43) entwickeln,d.h.|f|+p(n-f) immer-wieder
vorn in die Formel einsetzen, so erhalten wir Satz (42).
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13. | f |+p(n)
l/e)

Wir l iefern die Sätze nun ohne grossen Kommentar,
Es ist ja doch immer etwa,s dasselbe.

a)

(46) f |+p(n)
( / e )

f | +p(n-e) + p(n-e)

b ) f / e

(47) |f|+p(n) = |fUp(n-e)
( / e )

Zum Spass können wir die beiden Formeln (46) und (47)
noch zu einer Formel zusammennehmen, obwohl in der
Prax is e ine Fa l lun te rsche idung p rak t i scher wäre .
Manchmal überkommt einen halt der Aestet ikf immel.
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( Z / )
1 4 . | f | + p ( n )

'(G/e)

Um den Formelkult noch auf die Spitze zu treiben
geben wir noch folgende Formel an

\ Z[» Zy Zg.
( 4 9 ) | f | + p ( n )

(G/e)
m = zm

i = l
( z i - 1 / )f |+p(n-e)+ In t
(G/ )

1
l l + ( f - e r

( z i - 1 / )
p ( n - e )
(G/)

N a t ü r l i c h b r i n g t d i e s e F o r m e l n i c h t s e h r v i e l .
Manchmal ist es aber gerade beim Arbeiten mit
Compute rn übers ich t l i cher, wenn n ich t a l l es durch
Entscheiden geregel t wird, sondern dass die Entscheidungen
i n d i e F o r m e l i n t e g r i e r t s i n d .

Oben haben wir folgendes gemacht:

Wenn e/ f is t ,so so l l der zwei te Tei l der Summe 0 ergeben.
Im Fal l , dass e=f is t , so müssen wir den zwei ten Tei l
e inbez iehen.

1Int (^—7 / f. \ 2) gibt 1 , wenn f = e ist. In jedem

andern Fa l l g ib t es 0 .

E in anderes Be isp ie l :

I n t (—) - I n t ( - r ) g i b t 1 , wenn i e i n Te i l e r i s t von n ,

In jedem andern Fal l gibt es 0.
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1 5 . D e r Z e r l e g u n g s k o m p l e x " p ( n ) "

E n d l i c h k ö n n e n w i r u n s a n d i e s e n K o m p l e x h e r a n w a g e n

E r s t e M ö g l i c h k e i t z u m B e r e c h n e n v o n p ( n ) :

N a c h S a t z ( 3 1 ) i n A b s c h n i t t 5 k ö n n e n w i r e s s o m a c h e n

( n / )
p(n) = p(2n)

und dann mit Satz (33) rechne n

Zwe i te Mög l i chke i t :

Wir berechnen den Flächeninhalt des Komplexes "p(n)":

p ( n ) * n = | 1 | + p ( n ) • 1 + | 2 | + p ( n ) ' 2 + | 3 I ^ p ( n ) • 3 . . . + I n | + p ( n ) * n
n

p(n)•n = Z | i|+p(n )" i
1=1

Nun verwenden, wir Satz (40)
r l n t ( f )n

p ( n ) - n = Z Z p ( n - j - i
i = l U j = l

Schreiben wir das aus,

p(n)-n = (p(n- l )+p(n-2)+p(n-3) + . . .+p(0) ) -1
+ (p(n-2)+p(n-4)+p(n-6) + ... + .. . ) .2
+ ( p ( n - 3 ) + p ( n - 6 ) + p ( n - 9 ) + . . . + . . • ) - 3

+ ( p ( n - n ) ) ' n

dann merken wir beim Zusammenfassen, dass p(n-k) o(k)
mal vorkommt, wenn o.(k) die Summe der Teiler von k ist.
Beobachten wir zum Beispiel p(n-6) beim Zusammenfassen:
1 . L i n i e : p ( n - 6 ) - l
2 . L i n i e : p ( n - 6 ) * 2
3 . L i n i e : p ( n - 6 )■3
6 . L i n i e : p ( n - 6 ) • 6

Zusammengezähl t : p(n-6)• (1+2+3+6) = p(n-6) 'o(6) = p(n-6)-12



-84 -

Wi r können je tz t a l so no t ie ren

n
p ( n ) . n = Z ( o ( k ) - p ( n - k ) )

k = l

Nach p(n) auf lösen

n
(50) p(n) == Vn- Z ( a(k) .p(n-k) )

k = l

Ke in göt t l i cher, aber doch wunderschöner Rekurs ionsa lgor i thmus
f ü r p ( n ) .

a(k) können wir so berechnen :

E i n B e i s p i e l

p (9 ) = V9 - (p (8 )+3 -p (7 )+4 -p (6 )+7 -p (5 )+6 .p (4 )+12 -p (3 )+8 p ( 2 ) + 1 5 - p ( D
+13-p(0)

= V9-(22+45+44+49+30+36+16+15+13)= V9-270= 30

Dri t te Mögl ichkei t zum Berechnen von p(n) :

Wir zählen die Zerlegungen mit dem kleinsten Element i .
Es gibt zum Beispiel 7 Zerlegungen im Komplex p(l0) die das
kleinste Element 2 haben. Wir können diese Anzahl auch so
b e s c h r e i b e n : p ( l 0 ) .t/2)
p(n) = p(n) = p(n- l ) , da es ke in k le ineres E lement a ls 1 g ib t ,
( / l ) v / 1 )

p ( n )
( / 2 )

p ( n )
( / 3 )

p ( n ) - p ( n )
( / 2 ) ( / 1 , 2 )

( n - l ) - p ( n - 3 )

p ( n ) - p ( n ) - p ( n ) + p ( n )
( / 3 ) ( / 1 , 3 ) ( / 2 , 3 ) ( / l , 2 , 3

= p ( n - 3 ) - p ( n - 4 ) - p ( n - 5 ) + p ( n - 6 )
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So geht es weiter. Um p(n) zu berechnen ziehen wir von der
Us)

Anzahl Zerlegungen in der das Element e vorkommt ( p(n) )
X/e)

alle Zerlegungen ab, in denen e mit einem kleineren Element
vorkommt und addieren wieder alle Möglichkeiten, die wir
haben,das Element e mit zwei kleineren Elementen in eine
Zerlegung zu tun, da wir diese Zerlegungen sonst doppelt
zählen würden. Wieder müssen wir alle Zer3.egungen weg
.zählen . in denen das Element e mit drei kleineren Elementen
vorkommt, usw.

p(n)= p(n) + p(n) + p(n) +...+ p(n)( A ) ( 7 2 ) ( / 3 ) ( / n )

p(n)= p(n) + p(n) + p(n) + p(n) +...+p(n)
( / l ) ( / 2 ) ( / 3 ) ( / 4 ) ( / n )

- p ( n ) - p ( n ) - p ( n ) - . . . - p ( n ) - p ( n ) - . . . - p ( n )
( / 1 , 2 ) ( / 1 , 3 ) ( / 1 , 4 ) ( / 2 , 3 ) ( / 2 , 4 ) ( / n - l , n )

+ p ( n ) + p ( n ) + . . . + p ( n ) + . . . + p ( n ) + . . . + p ( n )
( / 1 , 2 , 3 ) ( / 1 , 2 , 4 ) ( / 1 , 3 , 4 ) ( / 2 , 3 , 4 ) ( / n - 2 , n - l , n )

- D ^ ' ^ . p d i )
( / 1 , 2 , 3 . . . n )

p(n)= p(n- l )+p(n-2)+p(n-3)+p(n-4)+. . .+p(n-n)

- p ( n - 3 ) - p ( n - 4 ) - p ( n - 5 ) ~ . • . - p ( n - 5 ) - p ( n - 6 ) - .

+p(n -6 )+p(n -7 )+ . . .+p (n -8 )+ . . .+p (n -9 )+ . . .

wunderbarerweise lässt sich das erstaunlich gut zusammenfassen:

p(n) = p(n- l )+p(n-2)-p(n-5)-p(n-7)+p(n-12)+p(n-15)

-p(n-22) -p(n-26) -p(n-35) -p(n-40) -p(n-5D-p(n-57)+p(n-70)+. .

z.B. p(l0)=p(9) + p(8) -p(5) - p(3)= 30+22-7-3 = 42
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16. Der Zerlegungskomplex "p(n)n Teil 2
(G/)

Was wir im letzten Abschnitt entdeckt haben, können wir
auch übertragen auf den Komplex np(n)" :

( 6 / )

Um Satz (50) umzuformen, müssen wir die Funktion o(k)
erweitern.

D e fi n i t i o n : M i t c ( G , k ) beze ichnen w i r d ie Funkt ion , d ie d ie
Summe der Teiler von k angibt, die sich aus der Menge G
r e k r u t i e r e n .

I V l r " 1
o (G ,k ) = Z ( l n t ( f ) - I n t ( ^ ) ) . g . , G = {g l , g2 ,g3 , . . . gm}

i = l l k ± ä l '

n
(52) p(n) = Vn- Z ( o(G,k)-p(n-k))

( G / ) k = l ( G / )

Für Satz (51) können wir keinen entsprechenden Satz mit p(n)
(G/)

angeben. Wenn G jedoch wenig Elemente hat und man ohne
rr\a n

Computer auskommen möchte,kannvauch diesen Weg einschlagen:

Be i sp ie l :

p(n) = p(n- l ) + p(n-2) + p(n-5) - p(n-3) - p(n-6) - p(n-7)
U , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / ) ( 1 , 2 , 5 / )

+ p(n-8)
(1 ,2 ,5 / )
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( z / )17. Der Zer legungskomplex "p(n)"
(G/ )

Analog Abschni t t 11 im letzten Paragraphen, is t es auch
hier wesent l ich le ichter, Aussagen über d ie Gesamtanzahl ^
Zerlegungen, zu machen.

In der Kombinatorik kennt man dazu das Stichwort
"Kombinat ion mi t Wiederho lung" . Satz (65) g ib t e in fach
die Anzahl möglicher Kombinationen von z Elementen aus |G
Elementen, wobei auch jedes Element mit sich selbst
kombiniert werden kann und auf die Reihenfolge nicht Wert
g e l e g t w i r d .

( z / )
Im Anhang s ind Be i sp ie le f ü r Komp lexe "p (n ) " au fge füh r t ,

(G/ )

( z / )
18. Der Zer legungskomplex "p(n)"

(G/e)

0 0 ( z / )
2 p ( l )

1 = 0 ( G / e ) ^
Gl+z-1

z
G +z-2

Wir haben einfach die Anzahl Zerlegungen weggezählt , die
ein Element weniger enthal ten. Nach Umformen erhal ten wir

- ( z / )
( 6 6 ) Z p ( i )

i=0 (G /e )
G|+z-2

z-1 eeG

( z - 1 / )
Wir können es auch so sehen: Es gibt p(n) Zerlegungen mit

( G / ) ( z - 1 / )
dem Element e, da wir an alle Zerlegungen von "p(n) " ein

In I )E l e m e n t e a n h ä n g e n k ö n n e n . ' ;
{ T \ / ] f l - G l + z - 2 ] ■
( G / ) ^ z ' 1 J
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( z / )

1 9 - | f | + p ( n )
CG/)

( z - 1 / )
Wenn wir an jeden Komplexen "p(n)M ein Element der Länge

( n I )f anhängen, so erha l ten wi r, v / ' w ie schon vorh in
gesehen,al le Zerlegungen mit z Elementen, die das Element
f e n t h a l t e n . Vo r a u s s e t z u n g I s t n a t ü r l i c h , d a s s f e i n
Element ist von G.

o o ( z / )
Z | f | + p ( i ) = Z

1 = 0 ( G / ) 1 = 0

( z - 1 / ) ° ° ( z - 1 / )
f | + p ( i ) + 2 p ( i )

( G / ) 1 = 0 ( G / )

( z - 1 /
2 | f | + p ( i )

1 = 0 ( G / )

( z - 2 / ) ° ° ( z - 2 / )
2 | f | + p ( i ) + ^ p ( i )

1 = 0 ( G / ) i = 0 ( G / )

Zusammenfassen

z
1=0

( z / )
| fl + p ( i )

(G/ )

z - 1
= Z

j=o

00

z
1=0

( z / )
| fl + p ( i )

(G/)

z - 1
= Z

- ( j / )
2 p ( i )

j = 0 1 = 0 ( G / )

G l + j - 1
j
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(Z/Y)

§ 3 DER ZERLEGUNGSKOMPLEX " p(n)
(G/E.)

Nun darf kein Element in einer Zerlegung mehr als einmal
vorkommen .

1 . Der Zerlegungskomplex "p(n)"

Aus "p(n)M nehmen wir diejenigen Zerlegungen heraus, welche
2 Elemente der Länge i -nthal ten. Dazu addieren wir wieder
jene Zerlegungen, welche zwei Elemente der Länge i und zwei
Elemente der Länge j enthalten, da wir diese schon doppelt ab
gezogen haben. Jetzt geht es auf die gleiche Weise weiter, wie
wir es schon in Abschnit t 15 des letzten Paragraphen kennen
ge lern t haben.
So erreichen wir , dass nach und nach alle Zerlegungen heraus
gesiebt werden, die nur aus verschiedenen Elementen bestehen.

W i r e r h a l t e n d a m i t f o l g e n d e s :

p (n ) = p (n ) - p (n -2 ) - p (n -4 ) + p (n -10 ) + p (n -U ) - p (n -24 )
- p (n -30 ) + p (n -44 ) + p (n -52 ) - . . .

Wir erkennen in diesen Zahlen alte Bekannte. Wir müssen sie
nu r du rch 2 d i v i d i e ren .

- r ■ , / l + 1 2 n + l N T . . I r ^ l + l g n - l N
I n t ( " 7 ~ ^ ~ ) ( - l ) ( k - l ) . p ( n - 3 k 2 + k ) - I n t ( Z 6 ( - D ^ . p l n ^ -(53) p(n)=p(n) -

k = l k = l

Mit diesem Algorithmus können wir ohne Probleme p(n) berechnen
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( z / )

Der Zer legungskomplex "p(n)"

(3/)
■p(7)

(3/)
"p(lO)M

Wir haben zwei Komplexe gegenübergestel l t .
Der zweite Komplex rechts entsteht folgendermassen
aus dem Komplex links :

(3/)
In jeder Zerlegung aus"p(n)" werden Aenderungen wie folgt gemacht

Das erste Element von rechts behält seine Grösse.
Das zweite Element von rechts wird um Eins verlängert.
Das dr i t te und le tz te Element von rechts wird um 2 vergrösser t .

( z / )
Allgemein können wir den Komplex "p(n)" in den Komplexen

( z / )
"p (n-z• (z -1 ) /2 ) " über führen , indem wi r in jeder Zer legung

( z / )
aus "p (n ) " das i - te E lement von rech ts um i -1 verg rössern .

Vorausse tzung i s t na tü r l i ch , dass d ie E lemente in jeder
Zerlegung dieses Komplexes der Grösse nach geordnet sind und
zwar so, dass die grossen Elemente l inks sind.

Was entsteht, wenn wir diese Veränderungen machen ?

- Es en ts teh t e in Komplex der Länge n+(1+2+. . .+z- l )=n+z• (z -1) /2

- Dieser Komplex hat immer noch z Elemente .

- Al le Elemente sind verschieden, denn wären nachher zwei
Elemente gleich, so müsste im alten Komplex ein grösseres
Element rechts von einem kleineren Element stehen.

( z / )
- Es werden alle Zerlegungen des Komplexes "p(n+z• (z-1 )/2)"

gebi ldet , denn da die Abbi ldung die wir beschr ieben haben,
e indeut ig is t , müsste e ine n ich t ents tandene Zer legung auch

(z/)e ine n ich tex is t ie rende Zer legung in "p (n )M haben .
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Wir können jetzt guten Gewissens folgenden Satz aufschreiben

( z / ) ( z / )
( 5 4 ) p ( n ) = p ( n - z ( z - l ) / 2 )

umgekehrt:
( z / )
p ( n )

( z / )
p (n+z (z - l ) / 2

Natür l ich hätten wir auch einen dem Satz (33) entsprechenden
Algorithmus bilden können , um dann zu sehen , dass Satz (54)
st immt .

ieweisansatz für Satz (51)

Wir untersuchen d ie Frage,ob s ich p(n-x) wegkürzen lässt , oder
ob es mit negat ivem oder posi t ivem Vorzeichen verrechnet wird.
p(n-x) wurde immer dann positiv gezählt, wenn x als Summe
von einer ungeraden Summandenzahl gebildet wurde. Wenn die
Summandenanzahl gerade war, wurde p(n-x) negativ hineinge
nommen. Die Summanden waren immer verschieden. Was liegt
nun näher,als den Komplexen "p(x)M zu betrachten.

B e i s p i e l : x = 7

" p ( 7 ) "

Wir sehen , es gibt 3 Zerlegungen mit einer geraden Anzahl
Elementen und 2 Zerlegungen mit einer ungeraden Anzahl Elementen,
Die Anzahl der Zerlegungen mit einer geraden Anzahl ist um
1 grösser , d .h. p(n-7) kommt mi t dem Faktor ( -1) in d ie
Rechnung.
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S te l l en w i r das e twas aus führ l i che r da r

( 1 / ) ( 2 / ) ( 3 / ) ( 4 / ) ( 5 / ) ( 2 m - l / ) (2m/)n p ( n ) p (n ) p ( n ) p (n ) p (n ) p (n ) p (n) ■•':+/- p (n ) n

1 1 1 0 + 1 1
2 1 1 0 + 1 2
3 1 1 1 1 2 3
4 1 1 1 1 2 45 1 ■ 2 1 2 - 3 56 1 2 1 2 2 4 6
7 1 .3 1 2 3 - 5 78 1 3 2 3 3 6 8
9 1 4 3 4 4 8 910 1 4- 4 1 5 5 10 10

11 1 5 5 1 6 6 12 11
12 1 5 7 2 8 7 + 15 12
13 '■ 1 6 8 3 9 9 18 13
14 I 6 10 5 11 11 22 14
15 1 7 12 6 1 13 13 26 1516 1 7 14 9 1 16 16 32 16
17 . 1 8 16 11 2 19 19 38 17
18 1 8 19 15 3 23 23 46 18
19 1 9 21 18 5 2 7 27 54 19
20 1 9 24 2 3 7 32 32 64.. 1 20

Die p(x) Werte sind immer dann ungerade, wenn p(n-x) verrechnet
werden so l l .

Um hier weiterzukommen »müssten wir p(n) nach Kongruenzen
modulo 2 untersuchen.

Das Untersuchen von Kongruenzen könnte sich noch lohnen ,
weiss ich doch aus meinem Lexikon, dass p(5m-l)-5 sei.

Wenn wir Satz (51) bewiesen hätten,wäre auch folgende
A u s s a g e r i c h t i g :

p(3k2-k) = 1 mod 2
2
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3. Der Zerlegungskomplex "p(n)n
( /E )

Im Gegensatz zu früherfkönnen wir jetzt eine Menge E der
ob l iga tor ischen E lemente b i lden, da a l le E lemente versch ieden
sein müssen.

Zuers t un te rsuchen w i r "p (n ) " :
( / e )

E s g i l t : p ( n ) = p ( n - e ) - p ( n - e )
( / e ) ( / e )

d e n n e s g i b t p ( n - e ) - p ( n - e ) P a r t i t i o n e n a u s " p ( n - e ) " ,
( / e )

welche das Element e nicht enthalten. An diese Zerlegungen
hängen wir das Element e und erhalten so "p(n)" .

( / e )

E n t s p r e c h e n d g i l t :

p (n -e ) = p (n -2e) - p (n -2e)
( / e ) ( / e )
p (n -2e)= p (n -3e) - p (n -3e)
( / e ) ( / e )

Nun fassen wir zusammen :

p(n) = p(n-e) - p (n-2e) + p(n-3e
( / e )

. . . + ( - l ) ( l n t ( e ) + l ) . p ( n - I n t ( f ) . e

Int(f)
p ( n ) = Z e
( / e ) 1 = 1

( - l ) ( i + l ) - p ( n - i - e )
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Der a l lgemeine Fa l l "p (n )
\/®i»®2»®3' * * *^n

g e h t ä h n l i c h

p (n )
(/ex, e,, 63. .. effl)

= p ( n - e x )

( / e 2 , e 3 , . . . e m )
p ( n - e i )
(/ e!, e, e.w r z' 3 e )m

?( n - e r )
/.Qj, e^ e3. . . e„ )ra

= p(n-2ei )
(/e2,e3,...em)

P(n-2ex )
( / e , e , e .1' 2 3 e )m

p(n-2e: ) = p(n-3ex )
(/ e, e, e. e . , e ) ( / e, e, . . . ei - 2 ' . 3 . m 2 3 m

p ( n - 3 e i ]
( / e , e , e .1 2 3 e )

m

Zusammenfassen

( 5 5 ) p ( n )
( /•%! %> e3. . . e^

l n t ( | ): Z ^
1=1

( - l ) ( i + l ) - p ( n - i .
(/^,e3,.l.em) -

Mit dem Computer kein Problem

Beispiel :

"p ( l3 ) " .

p(13)
( / 1 ,2 )

p ( l l ) - -5 (9 )+p(7 ) -p (5 )+p(3 ) -p (D
V D < / D ( A ) ( / i ) ( / i ) ( / i )

5 - 3 + 2 1 + 1 1 = 3
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( / I )

4. Der Zerlegungskomplex "p(n)M

( / D ( X / )
( 5 6 ) p ( n ) = p ( n )

Dieser Satz braucht keinen Kommentar

(Z / )
5 . | f | +p (n )

(G/)

( 5 7 )
(z/)

| f | + p ( n ) =
( G / )

(z/)= p(n)
( G / f )

spez ie l l

| f |+p(n) = p(n)
( / f )

Auch dieser Satz sollte selbst für sich sprechen.
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6. Der Zerlegungskomplex "p(n)n
( / i )

Das grösste Element e bef indet s ich in jeder Zer legung
immer am linken Rand. Wir haben rechts vom Element immer
noch Platz für Zerlegungen, in denen die Elemente
l , 2 , 3 . . . e - l v o r k o m m e n d ü r f e n .

( 5 8 ) p ( n )
( / e )

p ( n - e )
( 1 , 2 , . . . e - 1 / )

B e i s p i e l

" p ( l 2 ) "iß) "p(6)M
( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 / )

E §§a ss
Wir müssen uns aber schleunigst ans Problem "p(n)u machen,

(G/)



7. Der Zerlegungskomplex "p(n)"
(G/ )

Bis jetzt ist es erst 2 mal vorgekommen, dass
nur endl ich v ie le Komplexe gebi ldet werden konnten,
wenn n a l le na tü r l i chen Zah len durch läu f t .

E i n B e i s p i e l f ü r d i e s e d r i t t e M ö g l i c h k e i t :

" p(n)"

( 1 , 2 , 3 / )

D
D a s s i n d a l l e K o m p l e x e " p ( n ) M , d i e g e b i l d e t w e r d e n k ö n n e n ,

( 1 , 2 , 3 / )
Wi r sehen, dass jede Zer legung e ine Mög l ichke i t repräsent ie r t ,
die vorgegebenen Elemente zu kombinieren, oder anders
ausgedrückt: Jede Zerlegung hat eine andere Tei lmenge der
Grundmenge G zur Verfügung. Wenn wir mit jG j die AnzahlI (■ I
Elemente der Menge G bezeichenen, so gibt es 21 ' Zerlegungen
mit dieser Menge, da die Potenzmenge von G soviele Teilmengen
hat. Im Beispiel oben sind es 8 Zerlegungen. Die Zerlegung
mit 0 Elementen sieht man hal t n icht .

OO 1 M 1

( 68 ) X p ( i ) =
1 = 0 ( G / )

= 2 ! G |

S e h e n w i r u n s d i e W e r t e p ( n ) a n
( 1 , 2 , 3 / )

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

p ( n )
( 1 , 2 , 3 / )

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

Mi t dem Cuisena i re-Mater ia l

Ii i i ■ i i i
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können wir wei tere Beispie le sehen. Was sofor t
a u f f ä l l t : D i e p ( n ) We r t e s i n d o f f e n s i c h t l i c h s y m m e t r i s c h

(G/ )
ange leg t

Definit ion: Mit SQ bezeichnen wir die Summe al ler Elemente
der Menge G.

Erk lärung der Symmetr ie : Zu jeder Zer legung aus"p(n) " läss t
s ich e ine duale Zer legung aus"p( Sr, -n) " finden, ^ ' '
d ie genau d ie jenigen Elemente ^ /J aus G enthäl t , welche jene
n ich t en thä l t .Wi r können es auch so fo rmul ie ren :
Zu jeder Menge der Potenzmenge von G, bilden wir die
Komplementmenge bezüglich G, welche wieder eine Menge der
Potenzmenge von G ist.

( 6 9 ) p ( n ) = p ( S p - n )
( G / ) ( G / ) G

G={1,3.,-4..,6.,7,.21}

G={1,3;.4,6,7?20}
cfc rlri H I Ym rrEn m

LD r l ^ r b i i l H f ^ l n ■ r ^ ^ T l J - r - l n
G={1,3,4-, 6.7,10}

CD

G={l,3i-4.,6,7}.

□ 3
G = { l l 3 , 4 ? 6 }

CD m
O A J 3 f S 4 » i 5 « ^ HHJ 4
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Der Zerlegungskomplex "p(n)"
(G/e)

( 7 0 ) Z p ( n )
i=0 (G /e )

s C I G I -EL > f e£GI
Wir zählen wieder von der Gesamtanzahl Zerlegungen diejenigen
Zerlegungen ab, die ein Element e nicht in sich haben:

2 |G | _ 2 ( |G | -1 ) = 2 ( |G | -1 )

( 7 1 ) p ( n ) = p ( n - e )
( G / e ) ( G = { g | g / e } /

, eeG

. . .E in Sa tz , de r uns im Momen t n i ch t v i e l nü t z t

9 . | f |+p (n )
(G/)

( 7 2 ) | f | + p ( n ) = p ( n )
( G / ) ( G / f )

M i t Sa tz (71) und (72) könn ten w i r v ie l le i ch t p (n ) ansa tzwe ise
(G/)berechnen

Wir berechnen den F lächen inha l t von "p(n)M und d iv id ie ren
(G/)durch n

( 7 3 ) p ( n ) =
(G/ )

G
p ( n - g . ) • g ,

i = g l l ( G ' ^ l g - ^ g ' / g / ) l j
/ n

s p e z i e l l

(73a) p(n) =
n
Z

i = l
p ( n - i ) « g .
"(G = {g |g/i}/) X

/ n



-101-
( z / )

10. Der Zerlegungskomplex "p(n)"
(G/)

r o ( z / ) ( - l p
( 7 4 ) £ p ( n ) = M *

1 = 0 ( G / ) l z

,denn wir müssen z mal aus |G| verschiedenen Elementen
auswählen.

( z / )
11. Der Zerlegungskomplex "p(n)n

(G/e)

0 0 ( z / )
2 p ( n )

1=0 (G/e)
G
z

G| -1
i z , eeG

Noch umformen

( 7 5 ) Z p ( n ) = f | G | : r
1=0 (G /e ) L z_1 -

, eeG

I I ( z / )1 2 . | f | + p ( n )
(G/ )
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( Z / )
§ 4 DER ZERLEGUNGSKOMPLEX "p*(n)

( G / e i , ^ e j . .e )m

Die Reihenfo lge der Elemente sp ie l t w ieder e ine Rol le ,
Wei l aber a l le E lemente versch ieden s ind , i s t der
Uebergang nicht so schwier ig.

( z / )1. Der Zerlegungskomplex "p-;;_(n)
(G/e^e^. . .em)

(77)
( z / )
p * ( n )
(G/ex, e2, 63. . . e )

( z / )
z ! « p ( n )

(G/ej, a,, 63. . . e )

Wir können in jeder Zer legung die z Elemente f re i
permut ie ren lassen.

Wenn z nicht vorgegeben ist, machen wir dennoch den Umweg
über Satz (77) :

2. Der Zer legungskomplex "p*(n)"
v u/ e^, e2, e3. . . e

(78) p * ( n )
\ u / e ,̂ &2> e~. . • e )m

n ( i / )
= Z p ( n )

1=1 (G/eL, e2, 63. . .e )m

( z / )
3. Der Zerlegungskomplex "p"x"(n)"

(G/)

- ( z / )
( 7 9 ) Z p * ( i ) =

1=0 (G/)
' | g | 1 ,
l z J "

hi der Kombinatorik sagt man dazu : Variation ohne WIederhol'ng,
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Immer dann haben wir zur Kombinatorik greifen müssen,
wenn es um Aussagen über die Gesamtanzahl Zerlegungen
machten. Fassen wir kurz zusammen:

0 0 ( z / )
( 59 ) Z p - ; ; - ( i ) == Ig|z

i = 0 ( G / )

" Var ia t ion mi t Wiederho lung

(79 )
- ( z / )
£ p * ( i ) =

1 = 0 ( G / )

' Ig r
. z ,

!• Z .

" Var iat ion ohne Wiederholung

- ( z / )
( 6 5 ) 2 p ( i )

1 = 0 ( G / )

' |g|+z-i"
i z

" Kombination mit Wiederholung

0 0 ( z / )
( 7 4 ) Z p ( n )

i = 0 ( G / )

' i G r
, z ,

" Kombination ohne Wiederholung "
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(2 /1 )

§ 5 DER ZERLGUNGSKOMPLEX "p(n)"
(G/©l,e2,e3...e )

Was w i r j e tz t ve r langen , l äss t n i ch t mehr sehr v ie le
Zer legungen zu: Es sol len pro Zer legung lauter verschiedene
Elemente da sein, wobei zwischen dem kleinsten und dem
grössten Element alle Elemente der vorgegebenen Grundmenge,
vorkommen müssen, die dazwischen vorkommen können.

1. Der Zerlegungskomplex "p(n)M

Die dargestel l ten Komplexe befinden sich im Anhang .

Wenn wir das kleinste Element mit k , die Anzahl Elemente
der Zerlegung mit z und die Länge der Zerlegung mit n
beze ichnen, g i l t fü r jede Zer legung fo lgende G le ichung :

k - z + — V = n ( e n d l i c h e a r i t h m e t i s c h e R e i h e )

Nun können wir mit dem Computer berechnen, wieviele
Mögl ichke i ten w i r fü r jedes n haben, indem wi r e in fach fü r
k und z Werte einsetzen.

( n ) = l f ü r : n = 1 , 2 , 4 , 8 , 1 6 , 3 2 , 6 4 , 1 2 8 , 2 5 6 , . . .

p (n )=2 fü r : n= 3 ,5 ,6 ,7 ,10 ,11 ,12 ,13 ,14 ,17 ,19 ,20 ,22 ,23 . .

p ( n ) = 3 f ü r : n = 9 , 1 8 , 2 5 , 3 6 , 4 9 , 5 0 , 7 2 , 7 8 , 9 8 , 1 0 0 , . . .

p (n )=4 fü r : n=15 ,21 ,27 ,30 ,33 ,35 ,

Es fä l l t au f , dass fü r a l le n , we lche Zwe ie rpo tenzen s ind ,
p (n ) E ins i s t , dass a lso nur e ine Zer legung mög l i ch i s t .
Wenn p(n)=2 gi l t , so is t n e ine Pr imzahl oder e ine Zweierpotenz
m u l t i p l i z i e r t m i t e i n e r P r i m z a h l .
Im Uebr igen ze igen s ich Aenl ichke i ten zur Funkt ion d(n) ,
w o b e i d i e P r i m z a h l 2 e i n e b e s o n d e r e R o l l e z u s p i e l e n
s c h e i n t .
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Untersuchen wir das genauer:

Wir betrachten zuerst den Fal l n = 2^ :

k.2 + 2iz_z_+2 = 2yz(z - 1 ) — < t

( 2 k + z - l ) = 2 ( y + 1 )

z muss e in Te l ler se in von 2 ^ . d .h . z muss gerade
oder 1 sein. Wenn z gerade ist , so ist 2k+z-l ungerade ,
w a s n i c h t m ö g l i c h i s t . A l s e i n z i g e M ö g l i c h k e i t b l e i b t :
z=l. k ist dann 2 ^ , also genau n.

Für d ie Untersuchung des a l lgemeinen Fa l ls , s te l len w i r
n so dar : n = 2^«n' , wobei n' ungerade sein sol l .

(2k +z -1) = 2 ( y + i ) n

Wieder haben w i r d ie Mög l i chke i t , dass z= l i s t .
Dann wird k zu n, wie man leicht nachrechnet.

z muss s i che r e in Te i l e r von 2^y ' *n ' se in .Dabe i da r f abe r
n i c h t g l e i c h z e i t i g z u n d 2 ^ y ' « n ' / z g e r a d e s e i n , d a s o n s t
auch 2k + z - 1 gerade sein müsste, was ja bei geradem z
gar n icht mögl ich is t . Das he iss t : A ls z kommen nur Te i ler
von n ' , t , i n F rage , we l che en twede r noch m i t 2 ^ '
mu l t i p l i z i e r t we rden ode r dann eben n i ch t mu l t i p l i z i e r t we rden

F a l l a ) : z = t . 2 ( ^ + l )

2 k + t - 2 ( y + l ) - 1 = n ' / t , k = V 2 . ( n ' / t - t - 2 ( y + l ) + 1 )

F a l l b ) : z = t

2 k + t - 1 = 2 ( y + l ) . n ' / t , k = y 2 - ( 2 ( y + l ) . n ' / t - t + l )

Nun machen wir noch folgende Veränderung: Statt dem Teiler t
von n ' ,nehmen w i r den dua len Te i le r n ' / t .
D iese Veränderung vo l l führen wi r nur in e inem Fal l , sagen wi r
in Fal l b) , w i r sehen gerade , wesshalb.

F a l l b ) : z = n ' / t

2 k + n ' / t - 1 = 2 ( y + l ) . t , k = V 2 - ( 2 ( y + l ) . t - n ' / t + 1 )
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Wi r ve rg le i chen j e t z t d i e be iden Resu l ta te f ü r k :

F a l l a ) k = 1 / 2 - ( n ' / t - 2 ^ y + 1 ^ t + 1 )

F a l l b ) k = V 2 - ( 2 ( y + l ) - t - n ' / t + l )

Wir sehen , dass Fal l a) Fal l b) ausschl iesst und umgekehrt ,
d e n n s e l b s t 2 ^ y ' » t = n ' / t i s t a u s s g e s c h l o s s e n , d a
n ' ke i n V ie l f aches i s t von 2 .

Wir haben also zeigen können, dass jede Mögl ichkei t , e in
z nach Fa l l a ) zu b i l den , e ine Mög l i chke i t i n Fa l l b )
ausschl iesst und umgekehrt .

Fü r be ide Fä l l e a ) und b ) ha t t en w i r d (n ' ) Te i l e r zu r
Auswahl. Das hätte gesamt 2-d(n') Mögl ichkei ten gegeben.
Diese Anzahl schrumpft nun wieder auf die Hälfte zusammen.

( 8 0 ) p ( n ) = d ( n » ) , n = 2 y - n ' , n ' = l m o d 2

ein ausgesprochen schöner Satz. \
Saht c*»-» Sy/o#S teS-

Nachtrag :
Wir hätten eine Zerlegung auch durch Angabe des kleinsten
und des grössten Elements festlegen können.
Wenn wir das grösste Element g nennen, so hat eine Zerlegung
g-k+1 Elemente. Die Summe n würde sich dann so berechnen:

n i i n \ . ( g + k )(g-k+1)* 2± '_
2

2n = g -kz+g+k

und wir hätten fragen müssen: Wieviele ganzzahl ige Paare (g,k,
g i b t e s , d i e d i e G l e i c h u n g 2 n = g 2 - k 2 + g + k e r f ü l l e n .
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2. Der Zerlegungskomplex ' p ( n ) "
(G=(g|logbgelÜ/)

Wir können das Thema "p(n)M nicht al lgemein behandeln, dafür
(G/)

i s t es zu komp lex . W i r g re i fen e in fach e in paa r Be isp ie l ^
heraus. So haben wir in diesem Abschnitt nur Elemente by
e r l a u b t .

Wir beginnen mit b=2 :

Nehmen wir an, in einer Zerlegung sei das kleinste Element 2 ,
und das grösste Element 2g. Dadurch haben wir die Zerlegung
vol lständig best immt, Da die Elemente, wenn sie der Grösse
nach dal iegen , e ine geometr ische Folge b i lden, berechnet
sich die Länge n der Zerlegung so:

n = 2k . (2S-k+1- l )

,k,da es g-k+1 E lemente g ib t , das Anfangsg l ied 2 is t und
der Quotient zwischen zwei benachbarten Elementen 2 beträgt,
Wir formen noch um:

n = 2 g+1 2k

B e i s p i e l ' p ( 1 4 ) "
(G = {g|lb(g)eN0}/

, l b ( g ) i s t d e r d y a d i s c h e
Logarithmus von g,also mit b=2

Das k le ins te E lement bet rägt h ier 2 , das grösste
n = 2^-21 = 14

( 8 1 ) p ( n ) < 2
(G={g | logbgeN} / )

Das sehen wir leicht, wenn wir n im Zahlensystem mit der
Basis b aufschre iben.
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Zuerst wollen wir noch schnell sehen, wie die Summe n
al lgemein gebildet wird, wenn bg das grösste und bk das
k l e i n s t e E l e m e n t i s t :

n = ( b g + l _ b k ) / ( b - l )

Um nun zu zeigen, dass Satz (81) stimmt, dass es also
höchstens eine Zerlegung mit vorgegebener Summe gibt, wählen
wir als Basis b=10 .

n =(10§+1 - 10k)/9

Wi r b i l den nun d ie D i f fe renz :

1 0 0 0 0 0 - 1 0 . . . 0 0 = 9

g+1 Nu l l en k Nu l l en

900 . .00

k Nul len
g+l-k Neuner

Da man zu jeder Zahl mit lauter Neunern am Anfang und lauter
Nuller am Schluss eindeutig zwei Zehnerpotenzen finden kann, ,- ,
d i e d iese Zah l a l s D i f f e renz e rgeben , i s t n e indeu t i g
best immt.

Genauso geht es für alle andern b.

U m n u n z u e n t s c h e i d e n , o b p ( n ) 1 i s t o d e r 0 ,
(G = {g|logbgeN0}/)

ziehen wir einfach al le mögl ichen Potenzen von b nacheinander
von n ab und schauen ob das Resultat eine Potenz ist von b.

Wenn b=10 ist, sehen wir gerade beim Betrachten von n, ob
es 0 gibt oder 1 .



KAPITEL III

NEUE HORIZONTE
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In d iesem Kapi te l wol len wir noch kurz auf wei tere
Fragestel lungen eingehen, die zwar meines Wissens nichts
mi t addi t iver Zahlentheor ie zu tun haben, d ie aber doch
verwandt s ind mi t den b is je tz t ges t re i f ten Prob lemen.

1 Stammbrüche

Wir können nicht nur ganze Zahlen in Summanden zerlegen,
auch Stammbrüche, Brüche mit dem Zähler 1, lassen sich,
ähnl ich wie die ganze Zahlen,zer legen in lauter Stammbrüche
Schränken wir die Anzahl der Summanden nicht ein, gibt es
unend l ich v ie le Zer legungen:

1 = 1 + J-
n 2 n 2 n

1 = I + 1 + 1
n 3 n 3 n 3 n

1 , 1_ = K . —
n n * k

Interessant wird es erst, wenn wir die Anzahl der Summanden
einschränken.

Le ider lassen s ich d ie Zer legungen n ich t so p rak t i sch
darste l len, wie wir das jetzt bei den ganzen Zahlen gewohnt
sind,die Bezeichnungen können wir aber übernehmen:

( z / y )
D e fi n i t i o n : Mit p(2/n) bezeichnen wir ganz analog zur

(G/e)U/y)
Funkt ion p(n) d ie Anzahl der Zer legungen des

(G/e)
Stammbruchs Vn in lauter Stammbrüche.

( 2 / )
Wir werden vor läuf ig nur d ie Funkt ion p(Vn) untersuchen
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( 2 / )

1 . Der Zerlegungskomplex "p(Vn)"

E i n B e i s p i e l
( 2 / )

"p(yn)M

ys
ys
ys
ys

= L/9 + !/72
= yio+ y4o
= yi2+ !/24
= yi6+ yi6

( 2 / )
Wir sehen : p(a/8) = 4

Schauen wir uns die Resultate für die ersten 15 Werte an

n 1 2 3 4 5 6 7 10 11 12 13 14 15

( 2 / )
p(Vn) 1 2 2 3 2 5 2 4 3 5 2 2 5 5

Da scheint d ie Pr imfaktorzer legung von n e ine Rol le zu
spielen 1

Wir können den Stammbruch 2/n so in zwei Stammbrüche zerlegen

1 , 1 ( a + b )
n= - ( a + b )a

n ( a + b ) n - ( a + b )
Vn

Dabei s ind a und b Tei ler von n und s ind te i ler f remd.
Die Bedingung, dass s ie te i ler f remd se in so l len , machen wi r
nur desshalb, dass nicht mehrmals gleiche Lösungen vorkommen.

a = l , b = l
a= l , b=2
a= l , b=4
a=l, b=8

ys=yi6 + yi6
y8=y24 + yi2
V8=V4-o + yio
V8=V72 + V9

Hier am Beispiel n=8 können wir es sehen.

a=2, b=4 y8=y24 + yi2



- 111 -

W i r s u c h e n n u n d i e A n z a h l t e i l e r f r e m d e r Te i l e r p a a r e v o n n ,
D a z u s c h r e i b e n w i r n i n P r i m f a k t o r e n z e r l e g t a u f :

n = p^- P2°^ P3^. . • p;1m

U m n u n d i e A n z a h l z u b e s t i m m e n , v e r t e i l e n w i r d i e P r i m f a k t o r
n a c h e i n a n d e r :
D e r P r i m f a k t o r p x k a n n a u f a 1 v e r s c h i e d e n e A r t e n z u m Te i l e r

2 3 O i i
g e h ö r e n : p j . , p , p . . . p E 1 . G e n a u s o g i b t e s ^ M ö g l i c h k e i t e n , i h n
z u b z u l e g e n . D a n n g i b t e s n o c h d i e M ö g l i c h k e i t , d a s s e r

i

n i r g e h s p l a z i e r t w i r d . G e s a m t g i b t e s 2 * 0 ^ + 1 M ö g l i c h k e i t e n , i h n
z u v e r t e i l e n .
A u f d i e s e l b e A r t u n d W e i s e k ö n n e n d i e a n d e r n P r i m f a k t o r e n
v e r t e i l t w e r d e n .
W i e v i e l e M ö g l i c h k e i t e n h a b e n w i r a l s o g e s a m t ?

(2a+l) (2ca+l) (2(1+1) . . . (2a + l)ö m

D a e s e g a l i s t , o b w i r a u n d b v e r t a u s c h e n # m ü s s e n w i r n o c h
d u r c h 2 d i v i d i e r e n . Z u e r s t a b e r m ü s s e n w i r n o c h 1 a d d i e r e n ,
d a d i e M ö g l i c h k e i t , d a s s a u n d b g l e i c h 1 s i n d , n i c h t z w e i m a l
vorkommt .

( 8 2 ) p ( V n ) =

m
n ( 2 a . + 1 ) + 1

1 = 1 X
2

' A " h n l i c h h a b e n w i r j a d i e z a h l e n t h e o r e t i s c h e F u n k t i o n d ( n )
ausd rücken können :

m
d ( n ) = n ( a . + l )

1 = 1 X

J e t z t w i r d d i e s e D a r s t e l l u n g a u c h v e r s t ä n d l i c h .
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§ 2 Eine Dimension wei ter

Wir haben bis jetzt Zahlen zerlegt. Dies kann man auch
auffassen a ls e ine Zer legung e ines e indimensionalen Gebi ldes,
des Zah lens t rah ls in lau te r e ind imens iona le S t recken .

Wir gehen jetzt e ine Dimension wei ter . Nun zer legen wir
die Ebene oder wenigstens einen Teil davon.

Wi r f ragen uns, au f w iev ie le Ar ten s ich e in Quadra t in
lau te r Quadra te un te r te i len läss t , wenn d ie Se i ten länge n
be t räg t . Wi r beze ichnen d iese Anzah l m i t p (n2 ) .

2

Genaugleich übernehmen wir wieder alle Bezeichnungen von
früher. Wenn die Anordnung der Quadrate noch eine Rol le spiel t ,
heisst d ie Funkt ion p^n2), wenn lauter verschiedene Quadrate
vorkommen müssen, nennen wir sie p\(n2 ) usw. .

Beispiele :

Der Zerlegungskomplex "p(42)"

D 1 1 I I I
P.vT) = 7
Der Zerlegungskomplex "p*(3 )"

■ I I I

(3a)= 6
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Der Zerlegungskomplex "p2(n2)"

Wenn wir lauter verschiedene Quadrate zu einem Quadrat
zusammensetzen sol len, wird es schwier ig:

Das erste vollkommene Quadrat( so nennt man Quadrate, die aus
lauter verschiedenen Quadraten zusammengesetzt sind) wurde
erst 1938 entdeckt . Es konnte von A.J .W.Dui jvest i jn bewiesen
werden, dass für n=112 das Quadrat mit am wenigsten Tei l
quadraten ex is t ie r t . Es besteht aus 21 k le ineren Quadraten.
Hier das von ihm gefundene Quadrat:

" ä ( H 2 2 ) "

Der Zerlegungskomplex "p(n2)"

Viel le icht kann einmal e in Supercomputer mi t e inem guten
Programm eine solche Zerlegung finden.
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§ 3 W ü r f e l i n W ü r f e l i n . . .

Im Dreidimensionalen ist das Problem auch noch
f a s z i n i e r e n d .

Wir nennen die Anzahl Zer legungsmögl ichkei ten analog p(n3) .

Natür l ich können wir auch hier mit den Cuisenaire- Stäbchen
arbe i ten. Prak t ischer wäre es aber, wenn wi r Cu isena i re-Wür fe l
h ä t t e n .

I n t e r e s s a n t i s t d i e F r a g e , o b e s e i n e Z e r l e g u n g m i t z
{ z / 1W ü r f e l n g i b t o d e r n i c h t , d . h . f ü r w e l c h e n / 3 \ g r ö s s e rb p 3 ( n ) &

i s t a l s 0 .

Man weiss schon, dass für al le z grösser als 47 eine
Zerlegung exist ier t . Das kann man so zeigen:
Dieses Verfahren wurde unter der Rubrik " Mathematisches
K a b i n e t " i n d e r Z e i t s c h r i f t " B i l d d e r W i s s e n s c h a f t " ( 1 9 7 0 )
ve rö f fen t l i ch t : (Den Au to r we iss i ch l e ide r n i ch t mehr )

Wenn wir eine Zerlegung mit z Würfeln vor uns haben, können
vrir eine Zerlegung mit z + 7 Würfeln konstruieren, indem wir
einen Würfel ersetzen durch 8 kleine Würfel . Wirkönnen nun
eine Tabelle machen:

1 2 3 4 5 6 7
8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

15 1 6 1 7 1 8 1 9 20 21
22 2 3 2 4 2 5 2 6 27 28
29 3 0 3 1 3 2 3 3 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56
57 58 59 60 61 62 63
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ß-
I n j e d e r S p a l t e m ü s s e n w i r n u n m ö g l i c h s t h a c h o b e n e i n e Z e r

a n g e b e n , J e d e Z e r l e g u n g m i t z E l e m e n t e n k a n n s i c h e r
e x i s t i e r e n , w e n n e i n e Z e r l e g u n g m i t z - 7 W ü r f e l n e x i s t i e r t .

, = 1 i s t t r i v i a l :

z = 51 Z

\

z = 54

z=49

/

z=38

z=39

z=20

Wy
W i r k ö n n e n j e t z t i n d e r Ta b e l l e s e h e n , d a s s 4 7 d a s g r ö s s t e
z i s t , f ü r d a s e s k e i n e Z e r l e g u n g g i b t . M e i n C o m p u t e r h a t
n a c h Z e r l e g u n g e n f ü r z = 4 7 g e s u c h t , i s t a b e r e r f o l g l o s

g e b l i e b e n .
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Ich finde es noch interessant, dass es eine eindeutige
Abbildung zu geben scheint, die Zerlegungen von Quadraten
in Quadrate , auf Zerlegungen von gleichsetigen Dreiecken
in gleichsei t ige Dreiecke abbi ldet.

b!.n Beispiel

/ %



NACHLESE

Beweis von Satz (39)

Dr. Roland Stärk machte mich noch auf eine' andere
Dars te l lungsmög l i chke i t au fmerksam, d ie manchmal we i te rh i l f t

S ta t t e ine Zer legung e ind imens iona l darzuste l len, kann man
sie auch f lächig anordnen:

Diese Zerlegung links stammt aus dem
Komplex "p(13)" . Der F lächeninhal t be
trägt 13. An der Höhe dieses Diagramms
können wir das grösste Element 6 ablesen,
d ie B re i te g ib t an , w iev ie le E lemente vo r
handen sind und die Anzahl Stufen ist gerade

gle ich der Anzahl verschiedener Elemente in d ieser Zer legung.

Nun zum Beweis von Satz (39).Behauptet wird ja
( x /
p ( n

( / y )
p (n )
( / x )

Wenn wir die neue Darstel lungsmethode betrachten, wird der Satz
t r i v i a l :

Wir können nämlich jede Zerlegung einfach um 90 Grad drehen und
erha l ten so e ine neue Zer legung. D ie Anzah l Stu fen b le ib t g le ich ,
Das grösste Element wird zur Anzahl Zerlegungen, währenddem die
Anzahl Zerlegungen zum grössten Element wird.

B e i s p i e l

( 5 / 3 )
P(17) < - - >

( / 3 )
p(17i
( / 5 )

<

* . * S

e * 5



Weitere Untersuchungen zum Problem Black-Jack:

Die Antwor t auf d ie Frage (Sei te 28) nach der Wahrschein l ichke i t ,
beim Black-Jack genau die Summe 21 zu erreichen, ist al les
andere als befr iedigend. Wir haben Bedingungen stel len müssen,
damit wir überhaupt zu rechnen beginnen konnten.

Zuers t versuchen wi r,herauszufinden, was pass ier t , wenn wi r d ie
zwei te Bedingung fa l len lassen. Jetzt kommt die ganze Problemat ik
rund um das Ass herum voll zum Vorschein. Um das zu zeigen,

s imul ieren wir e inen e infachen Fal l , indem wir s tat t der Summe
21 die Summe 5 nehmen und die Kartenwerte reduzieren auf die
Karte Bauer(Wert2) und Ass (Wert 1 oder 3),

Nun gibt es so wenig Fäl le,dass wir a l le aufzählen können

W=13/l6

H ie r d i e güns t i gen Fä l l e ,
d i e d e fi n i e r t s i n d

H i e r d i e g ü n s t i g e n F ä l l e , d i e
n i c h t d e fi n i e r t s i n d

D ie Ka r t en fo l ge Baue r -Ass -Baue r z .B . i s t dessha lb n i ch t defin ie r t ,
da mit Bauer-Ass die Summe 5 schon erreicht ist.

Die Antwor t , d ie wi r auf Sei te 28 gegeben haben,unterscheidet
n i c h t i n d e f i n i e r t e u n d n i c h t d e f i n i e r t e F ä l l e . E s s p i e l t e i n
dummer oder g le ichgü l t i ge r Sp ie le r.

Wie können wi r nun d ie def in ier ten Fäl le heraus lesen, sodass
wir immer noch die Wahrscheinl ichkeit berechnen können?

Wi r gehen sch r i t twe ise vo r :

Zuerst nehmen wir diejenigen Zerlegungen, die keinen Gebrauch
machen vom Wert 3 des Asses:

Un te r d i esen Ze r l egungen i s t na tü r l i ch v i e l
Unsinn dabei. Dies müssen wir nachher wieder
k o r r i g i e r e n .
W=2l/32



Nun nehmen wir sukzessive die Fälle hinzu, in denen auch
der Summand 3 vorkommt. Dabei nehmen wir unsinnige Fälle gar
nicht dazu, d.h. wir lassen den Summanden 3 durchlaufen, wobei
wir beachten, dass l inks kein Einer mehr vorkommt, da dieser
Fa l l gar n ich t mög l i ch i s t .Wi r e rha l ten dann fo lgende Zer legungen

W=5/8

Zuletzt müssen wir d ie jenigen Fäl le wieder rückgängig machen,
d ie wi r am Anfang fä lsch l icherweise dazuaddier t haben.

W=15/32

Die Gesamtwahrscheinl ichkei t beträgt demnach:
21/32 +5/8-15/32=13/16

. .was wi r erwar te t haben.

Vie l le ich t w i rd d ieses Ver fahren e twas umständ l ich anmuten.
Le ider sche in t es mi r im Moment e ine der ra t ione l ls ten
Mögl ichke i ten zu se in , mi t e in igermassen vernünf t igen Rechen
aufwand das Problem zu lösen. Man muss bedenken, dass etwa
6 Mio. Zer legungen untersucht werden müssten, wol l te man direkt
vernünf t ige und unvernünf t ige Lösungen t rennen. (n=2 l )

Wir haben jetzt gesehen, was passier t , wenn wir d ie zwei te
Bedingung fa l len lassen. Wol l ten wi r d ie ers te Bedingung auch
noch be ise i te sch ieben, w i rd es noch v ie l schwier iger. Dann
kommt es nämlich noch darauf an, wieviele Karten wir von
jeder Sorte noch haben.Hätten wir z.B. gerade zu Beginn al le
v ie r Kön ige gezogen , i s t d ie Wahrsche in l i chke i t g le i ch 0 , dass
wir einen neuen König bekommen.



KAPITEL IV

ANHANG



-117-
1 Ta b e l l e n

( Y / Z )
P"x"(n)
(G/e,,et, e3. . )

n

p-;;-(n)

( 1 / )
p*(n)

( 2 / )
P " ( n )

( 3 / )
p * ( n )

(4/)
P " ( n )

( 5 / )
p * ( n )

p" (n)
( 1 / )

p * ( n )
( 2 / )

p"x"(n)
(3/)

p#(n)
(1,2/)

p*(n)
(1,3/)

P"(n)
(1 ,4 / )

0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

1 1 2 4 8 1 6 3 2 6 4 1 2 8 2 5 6 5 1 2 1 0 2 4 2 0 4 8 5 0 9 6 1 0 1 9 2

0 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1

0 0 1 2 3 4 5 6 7 1 0 1 1 1 2 1 3

0 0 0 1 3 6 1 0 1 5 2 1 2 8 3 6 4 5 5 5 6 6 7 8

0 0 0 0 1 4 1 0 2 0 3 5 5 6 8 4 1 2 0 1 6 5 2 2 0 2 8 6

0 0 0 0 0 1 5 1 5 3 5 7 0 1 2 6 2 1 0 3 3 0 4 9 5 7 1 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 1 1 2 3 4 6

0 0

1 1 2 3 5 8 1 3 2 1 3 4 5 5 8 9 1 4 4 2 3 3 3 7 7 6 1 0

1 3 1 9 2 8 4 1 6 0 8 8 1 2 9

1 1 1 1 2 3 4 5 7 1 0 1 4 1 9 2 6 3 6 5 0
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0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

p * ( n )
( 2 , 3 / )

1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21

p * ( n )
( 2 , 4 / )

1 0 1 0 2 0 3 0 5 0 8 0 13 0 22

p* (n )
( 2 , 5 / )

1 0 1 0 1 1 1 2 1 3 2 4 4- 5 7

P*(n)
( 3 , 5 / )

1 0 0 1 0 1 1 0 2 1 1 3 1 3 4-

p* (n )
( 1 , 2 , 3 / )

1 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504 927 1705 3136

p * ( n )
( 1 , 2 , 4 / )

1 1 2 3 6 10 18 31 55 96 169 296 520 912 1601

p * ( n )
( 1 , 2 , 5 / )

1 1 2 3 5 9 15 26 44 75 128 218 372 634 1081

p * ( n )
( 1 , 3 , 5 / )

1 1 1 2 3 5 8 12 19 30 47 74 116 182 286

p*(n)
(2 ,3 ,5 / )

1 0 1 1 1 3 2 5 6 8 14 16 27 36 51

p * ( n )
( 1 , 2 , 3 , 4 / )

1 1 2 4 8 15 29 56 108 208 401 773 1490 2072 5536

P"x-(n)
( 2 , 3 , 4 , 5 / )

1 0 1 1 2 3 4 7 10 16 24 37 57 87 134

P"x(n)
( 2 , 4 , 8 , 9 / )

1 0 1 0 2 0 3 0 6 1 10 2 18 5 31

p* (n )
( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 / ) 1 1 2 4- 8 16 31 61 120 236 464 912 1793 3525 6930



p * ( n )
(G={g|g=0mod2}/)

P * (n)
(G={g|g=0mod3}/)

p * ( n )
(G={g|g=lmod2)/)

p"-(n)
(G={g|g21mod3}/)

p--(n)
(G={g|g=lmod4}/)

p* (n )
(G={g|g=imod5>/)

p * ( n )
(G={g|g=2mod3)/)

O ( T l )

(G={g|g=2.mod5>/)

P * (n)
(G=(glg=3mod5}/)

P"x"(n)
(G={g|g=4mod5)/)

P * (n )
(G={g|/g-eN)/)

p*(n)
( G = { g | 3 ^ N } / )

p* (n )
(G={g | (2g -2 ) /g£N) / )

p "x" (n)
(G={g| lg (g)e i r } / ,
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0 1 2 3 4 5 6 7 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

1 0 1 0 2 0 4 0 8 0 1 6 0 3 2 0 6 4

1 0 0 1 0 0 2 0 0 4 0 0 0 0

1 1 1 2 3 5 8 1 3 2 1 3 4 5 5 8 9 1 4 4 2 3 3 3 7 7

1 1 1 1 2 3 4 6 9 1 3 1 9 2 8 4 1 6 0

1 1 1 1 1 2 3 4 5 7 1 0 1 4 1 9 2 6 3 6

1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6 1 1 1 5 2 0

1 0 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 1 2

1 0 1 0 . 1 0 1 1 1 2 1 3 2 4 4

1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 2 1 1 3

1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 2

1 1 1 1 2 3 4 5 7 1 1 1 6 2 2 3 0 4 3 6 ;

1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6 7

1 0 1 1 1 3 2 6 6 1 0 1 6 2 0 3 5 4 6 7 2

1 1 2 3 6 10 18 31 56 98 174 306 542 956 169 (



n
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0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

p* (n )
(G = {g|g^l)/)

p * (n )
(G = (g

p* (n )
(G=(g

p * ( n )
(G = (g

p"x"(n)
(G = (g

p* (n )
(G=(g

p* (n )
(G=(g

p * ( n )
(G = (g

p * ( n )
(G=(;g

p* (n )
(G = (g

p* (n )
(G = (g

P* n
(G=(g

p* (n )
(G = (g

1 0 1 1 2 3 1 3 2 1 3 4 5 5 8 9 1 4 4 2 3 3

g / 2 ) / )

j / 3 ) / )

M / )

g / 5 ) / )

i M f t

1 1 1 2 4 7 1 2 2 1 3 7 6 5 1 1 4 2 0 0 3 5 1 6 l 6 1 0 8 1

1 1 2 3 6 11 2 1 3 9 7 3 1 3 6 2 5 4 4 7 4 8 8 5 1 6 5 2 3 0 8 4

1 1 2 4 7 14 27 52 101 195 377 729 1409 2724 5266

1 1 2 4 8 15 30 59 116 228 449 883 1737 3417 6722

1 1 2 4 8 16 31 62 123 244 484 960 1905 3779 7497

:£L*g»te}/)

g / l A g / 3 ) / )

g / l A g / 4 ) / )

g / l . g / 5 ) / )

g ^ 2 A g / 3 ) / )

g /2y \g /4 ) /

g ^ A g / 7 ) / )

0 0 1 1 1 2 3 4 6 9 1 3 1 9 2 8 4 1

0 1 0 2 1 4 3 8 8 1 7 2 0 3 7 4 8 8 2

0 1 1 1 3 3 6 9 1 3 2 2 3 2 5 1 7 9 1 2 1

0 1 1 2 2 5 6 1 1 1 6 2 7 4 0 6 6 1 0 1 1 6 2

1 1 1 2 4 7 1 1 1 7 2 7 4 4 7 2 1 1 7 1 8 9 3 0 5

1 1 2 3 5 9 1 5 2 5 4 2 7 0 1 1 7 1 9 6 3 2 8 5 4 9

1 2 3 6 11 2 1 3 8 7 1 1 3 1 2 4 4 4 5 2 8 3 9 1 5 5 5 2 8 8 5
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0 1 2 3 4 5 6 7 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

P"x"(n)
( A )

0 1 1 3 6 13 27 56 115 235 478 969 1959 3952 7959

p*(n)
( /2)

0 0 1 2 4 9 20 43 91 191 398 824 1697 3480 7111

p*(n)
( /3)

0 0 0 1 2 5 11 25 55 120 258 550 1163 2444 5108

p*(n)
(/4)

0 0 0 0 1 2 5 1 2 2 7 6 1 1 3 5 2 9 5 6 3 9 1 3 7 2 2 9 2 6

p"x"(n
(/5)

0 0 0 0 0 1 2 5 1 2 2 8 6 3 1 4 1 3 1 1 6 7 9 1 4 7 0

p* (n )
(/6)

0 0 0 0 0 0 1 2 5 1 2 2 8 6 4 1 4 3 3 1 7 6 9

p*(n)
(77)

0 0 0 0 0 0 0 1 2 5 1 2 2 8 6 4 1 4 4 3 1 9

p*(n)
(/8)

0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 5 1 2 2 8 6 4 1 4 4

0 0 1 1 4 8 19 41 89 189 398 830 1719 3539 7251

p*(n)
t /2 ,2 )

0 0 0 0 1 3 7 1 7 4 1 9 5 2 1 4 4 7 4 1 0 3 6 2 2 3 8 4 7 8 7

p*(n)
(/3,3)

0 0 0 0 0 0 1 3 9 2 3 5 8 1 4 0 3 3 1 7 6 5 1 7 4 0

0 0 0 2 3 7 17 38 82 176 372 782 1627 3364 6919

0 0 0 0 2 3 10 20 50 107 241 515 1111 2348 4957

0 0 0 0 0 2 3 1 0 2 3 5 3 1 2 3 2 7 2 6 0 1 1 3 0 7 2 8 1 4

0 0 0 0 0 2 6 1 5 3 5 8 2 1 8 8 4 2 2 9 2 9 2 0 1 7 4 3 3 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 6 1 8 4 7 1 2 0



-122-

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 1 3 14

( / I )
p * (n ) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4

( / 2 )
P"x"(n) 0 0 0 2 5 14 2 2 4 4

( / 3 )
p * ( n ) 0 0 0 0 0 0 6 1 6

( / 4 )
P * (n ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

| l |+p" ;"(n) 0 1 2 5 12 28 64 144 320 704 1536 3328 7268 15360 32768

|2 |+p-"(n) 0 0 1 2 5 12 2 8 6 4 144 320 704 1536 3328 7268 15360

|3|+p";"(n) 0 0 0 1 2 5 1 2 2 8 64 144 320 704 1536 3328 7268

|4l+P";"(n) 0 0 0 0 1 2 5 1 2 28 64 144 320 704 1536 3328

( 1 / )
| l | + p * ( n ) 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( 2 / )
+p*(n)

( 3 / )
+p*(n)

( 4 / )
4-p-;;-(n

( 5 / )
+p*(n)

0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 3 6 9 1 2 1 5 1 8 2 1 2 4 2 7 3 0 3 3 3 6

0 0 0 0 4 1 2 2 4 4 0 4 0 6 0 8 4 11 2 1 4 4 1 8 0 2 6 4

0 0 0 0 0 5 20 50 100 175 280 420 600 825 1100
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0 1 2 3 4 5 6 7 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

( 1 / )
| 2 | + p * ( n ) 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( 2 / )
12|+p*(n) 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( 3 / )
| 2| + p*(n) 0 0 0 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

(5 / )
3| + p*(n)

l | + p * ( n )
( 1 , 2 , 5 , 7 / )

2 |+p* (n )
( 1 , 2 , 5 , 7 / )

3l+p*(n)
( 1 , 2 , 5 , 7 / )

11 + p";;~ (n)
( 1 / )

3 |+p* (n )
( 1 , 2 , 5 , 7 / )

l | + p * ( n )
( 1 , 2 / )

l | + p * ( n )
( 1 , 2 , 3 / )

0 0 0 0 0 0 0 5 2 0 5 0 1 0 0 1 7 5 2 8 0 4 2 0 6 0 0

0 1 2 5 10 20 40 77 150 285 540 1013 1888 3503 6464

0 0 1 2 5 10 20 40 77 150 285 540 1013 1888 3503

0 0 0 1 2 5 10 20 40 77 150 285 540 1013 1888

0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 2 5 10 20 38 71 130 235 420 744 1308 2285 3970

1 2 5 12 26 56 118 244 499 1010 2027 4040 8004 15776

l l + P ' K n ) 1 2 3 4 7 1 2 1 9 2 8 4 2 6 6 1 0 3 1 5 6 2 3 2 3 4 8
(G={g|/geN}/)

l|+p-"-(n)
(G = {g|g=lmod2}/ ) l 2 3 6 11 20 36 64 113 198 345 598 1032 1774

l | + p * ( n )
( 1 , 1 0 , 11 / )

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 3 2 0 3 1 4 6



n
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0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

+ p*(n)
( / I )

+ p"x" (n)
( / l )

^P"x"(n)1/2)
+ pMn)

( / 3 )

4-p*(n)
( / 4 )

l p - ( n )
( / 5 )

( / l )
l | + p * ( n )

(A)
2|+p-;;-(n)

( / I ) ,
3 |+p*(n.

( / I )
4l+p-x(n)

0 0 0 2 3 10 23 56 129 294 658 1456 3189 6928 14947

0 0 0 0 2 3 10 23 56 129 294 658 1456 3189 692;

0 0 0 2 6 15 38 94 224 520 1186 2667 5926 13036 28436

0 0 0 0 2 6 18 47 120 294 704 1649 3800 8635 19398

0 0 0 0 0 2 6 18 50 129 324 790 1884 4417 10204

0 0 0 0 0 0 2 6 1 8 5 0 1 3 2 3 3 3 8 2 0 1 9 7 4 4 6 6 8

0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7

0 0 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0
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2 .
( I / Z )
p ( n )
(G/e,,ev -3*

n p (n ) n p ( n )

0 1 30 5604
1 1 31 6842
2 2 32 8349
3 3 33 10143
4 5 34 12310
5 7 35 14883
6 11 36 17977
7 15 37 21637
8 22 38 26015
9 30 39 31185

10 42 40 37338
11 56 41 44583
12 77 42 53174
13 101 43 63261
14 135 44 75175
15 176 45 89134
16 231 46 105558
17 297 47 124754
18 385 48 147273
19 490 49 173525
20 627 . 50 204226
21 792 51 239943
22 1002 52 281589
23 1255 53 329931
24 1575 54 386155
25 1958 55 451276
26 2436 56 526823
27 3010 57 614154
28 3718 58 715220
29 4565 59 831820
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

p(n )
( 1 / )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

p(n )
( 2 / )

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

p(n)
( 1 , 2 / )

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8

p(n)
( 1 , 3 / )

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5

p(n)
( 1 , 4 / )

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4

p(n)
( 2 , 3 / )

1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 3 2 3

p(n)
( 2 , 4 / )

1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3 0 4 0 4

p(n)
( 2 , 5 / )

1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2

p(n)
( 3 , 4 / )

1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 2 1 1

p(n )
( 1 , 2 , 3 / )

1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24

p(n )
( 1 , 2 , 4 / )

1 1 2 2 A 4- 6 6 9 9 12 12 16 16 20

p(n )
( 1 , 2 , 5 / )

1 1 2 2 3 4 5 6 7 8 1 0 1 1 1 3 1 4 1 6

p(n )
( 1 , 3 , 5 / )

1 1 1 2 2 3 4 4 5 6 7 1 0 1 1

p(n)
( 2 , 3 , 5 / )

1 0 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 5 5

p(n)
( 1 , 2 , 5 , 7 / )

1 1 2 2 3 4 5 7 8 1 0 1 2 1 4 1 7 1 9 2 3



n

p(n)
(1/)

p l n j
(1 ,2 / )

p(n)
(1 ,2 ,3 / )

p(n)
(1 ,2 ,3 ,4 / )

p(n)
(1 ,2 ,3 ,4 ,5 / )

p(n)
(1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 / )

p(n)
(1 ,2 ,4 ,8 / )

?(n) ,
(G={g|g=0mod2}/

?(n)
(G={g|g=lmod2}/

p(n)
(G={g |g=0mod3} /

p { n )
( G = { g | g - l m o d 3 ) /

p ( n )
(G={g |g=2mod3} /

p ( n ) t v ? \
(G = {g |g ( /2^N} /

p ( n ) m / o \
(G = {g|gW3jeN)/

p (n )
( P / )

- 1 2 7 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7

1 1 2 3 4 5 7 8 1 0 1 2 1 4 1 6 1 9 2 1 2 4

1 1 2 3 5 6 9 1 1 1 5 1 8 2 3 2 7 3 4 3 9 4 7

1 1 2 3 5 7 1 0 1 3 1 8 2 3 3 0 3 7 4 7 5 7 7 0

1 1 2 3 5 7 1 1 1 4 2 0 2 6 3 5 4 4 5 8 7 1 9 0

1 1 2 2 4 4 6 6 1 0 1 0 1 4 1 4 2 0 2 0 2 6

1 0 1 0 2 0 3 0 5 0 7 O i l 0 1 :

1 1 1 2 2 3 4 5 6 1 0 1 2 1 5 1 8 2 2

1 0 0 1 0 0 2 0 0 3 0

1 1 1 1 2 2 2 3 4 4 5

0 5 0 0

6 7 8 1 0

1 0 1 0 1 1 1 1 2 1 3 2 3 3 4

1 1 1 1 2 2 2 2 3 4 4 4 5 6 6

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

1 0 1 1 1 2 2 3 3 4 5 6 7 10
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

p(n )
(G = {g|g/1}/)

1 0 1 1 2 2 4 4 7 8 1 2 1 4 2 1 2 4 3 4

p(n )
(G={g |g /2 } / )

1 1 1 2 3 4 6 8 1 1 1 5 2 0 2 6 3 5 4 5 5 1

p(n)
(G = {g|g/lAg/2}/)

1 0 0 1 1 1 2 2 3 4 5 9 1 0 1 3
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

( 1 / )
p ( n ) 0 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( 2 / )
p ( n ) 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7

( 3 / )
p ( n ) 0 0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16

(4/)
p ( n ) 0 0 0 0 1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23

(5/)
p (n) 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7 10 13 18 23

(6/)
p ( n ) 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7 11 14 20

(7/)
p(n) 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7 11 13

( / l )
p ( n ) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4

( / 2 )
p ( n ) 0 0 1 2 5 6 1 1 13 17 22 27 29 37 44

( / 3 )
p ( n ) 0 0 0 0 0 1 2 5 10 15

(/4)
p(n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



- 1 3 0 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4

+ p (n)

+ p(n)

+ p (n)

+ p (n)

+ p (n)

+ p (n)

+ p (n)

+ p(n

0 1 2 4 7 1 2 1 9 3 0 4 5 6 7 9 7 1 3 9 1 9 5 2 7 2 3 7 3

0 0 1 1 3 4 8 1 1 1 9 2 6 4 1 5 6 8 3 1 1 2 K

0 0 0 1 1 2 4 6 9 1 5 2 1 3 1 4 5 6 3 8 7

0 0 0 0 1 1 2 3 6 8 1 3 1 8 2 8 3 8 5 5

0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 1 2 1 7 2 5 3 5

0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7 1 2 1 6 2 4

0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7 1 1 1 6

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7 1 1

+ p (n)
( 1 , 2 , 5 / )

+ p (n)
(1,2,5/1

+p (n )
( 1 , 2 , 5 / )

+ p (n )
( 1 , 2 , 5 / )

+ p (n)
( 1 , 2 , 3 / )

+ p (n)
( 1 , 2 , 3 / )

3Up(n)
(1 ,2 ,3 / )

0 1 2 4 6 9 1 3 1 8 2 4 3 1 3 9 4 9 6 0 7 3 8 7

0 0 1 1 3 3 6 7 1 1 1 3 1 8 2 1 2 8 3 2 4 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 2 2 3 5 6 8 9 1 1

0 1 2 4 7 1 1 1 6 2 3 3 1 4 1 5 3 6 7 8 3 1 0 2 1 2 3

0 0 1 1 3 4 7 9 1 4 1 7 2 4 2 9 3 8 4 5 5 7

0 0 0 1 1 2 4 5 7 1 1 1 3 1 7 2 3 2 7 3 3



( Y / Z )
p ( n )
(G /E)
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n p(n) n p ( n )

0 1 30 296
1 1 31 340
2 1 32 390
3 2 33 448
4 2 34 512
5 3 35 585
6 4 36 668
7 5 37 760
8 6 38 864
9 8 39 982

10 10 40 1113
11 12 41 1260
12 15 42 1426
13 18 43 1610
14 22 44 1816
15 27 45 2048
16 32 46 2304
17 38 47 2590
18 46 48 2910
19 54 49 3264
20 64 50 3658
21 76 51 4097
22 89 52 4582
23 104 53 5120
24 122 54 5718
25 142 55 6378
26 165 56 7108
27 192 57 7917
28 222 58 8808
29 256 59 9792



- 1 3 2 -

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

( 1 / )
p ( n ) 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( 2 / )
p ( n ) 0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

( 3 / )
p ( n )

0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10

(4 / )
p (n ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5

p ( n )
( / I )

0 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10

p ( n )
( / 2 )

0 0 1 1 0 1 2 2 2 3 4 5 6 7 9

p(n)
( / 3 ) 0 0 0 1 1 1 1 1 2 3 4 4 5 6 8

p ( n )
( / 4 )

0 0 0 0 1 1 1 2 1 2 3 3 5 6 7

p ( n )
( / 5 )

0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 4 4 6

p ( n )
( / 6 )

0 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 3 3 4 5

p ( n )
( / I , 2 )

0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 4

p ( n )
( / I , 3 )

0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 2 2 2 3 3

p ( n )
( / 2 , 3 )

0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 2 2 2 2 3

p ( n )
( / 1 , 2 , 3 )

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1
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(3 / )
r»p*(n)n
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2. " p ( n ) "

D

B



m

( i / )
" p ( n ) "
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D i i

I I
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"p (n )
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LCD

B
B E

I1 1

r r m

m
B S



u/) -137-
" p ( n ) "

( 1 , 2 , 3 , 5 / )

cnn
rn

i 1 1 1 1
■ ■ ■ t u

a
— a

a
I 1 Z

1
1

I I E

i i a
■ ■ ■ * T

^ D

" " ■ j



( / I )
"p (n )n

-138-

D

f fl

m

P

11 i > i i 11 rr

i» i in HH_tc:

i »
I I I l i 1 i I I 1 I M i

1 . L I i
F Y



( / 2 )
" p ( n ) "

-139-

J | !



( / 3 )
"p (n )

■140-

" ' ^ H



■141-
" p ( n ) "
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( 2 / )
" p ( n ) "

( 1 , 2 , 3 , 5 / )

m

mm*

n

i — i

CCD D

( 3 / )
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3 . " p ( n )

a

B
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3 D i s k u s s i o n d e r E r g e b n i s s e

Ich bin mir im Klaren darüber, dass diese Arbei t keine neuen
Ergebnisse hervorgebracht hat. Im Gegentei l : Man könnte
mir vorwer fen, ich hät te e inen wei teren Bei t rag zum
h e u t i g e n B e g r i f f s w i r r w a r r i n d e r M a t h e m a t i k g e l e i s t e t .
Zugegeben: Ich habe mich zu wenig angestrengt, mich in der
Fachliteratur zu diesem Thema umzusehen. Das tat ich aber
bewusst . Hät te ich Fach l i te ra tur bearbe i ten müssen, wäre
sehr v ie l Zei t für d ie Lektüre geopfer t worden. Zum Forschen
wäre es wahrscheinl ich gar nicht gekommen, da ich v ie les nicht
verstanden hätte und keine Freude hätte aufkommen können.
Ich forsche um des Forschens wi l len, gleichgült ig, was man schoi
kennt und was noch nicht. Dabei kann ich mich mit einem Stoff
messen, der mir noch unbekannt is t . Ich g laube, in e iner
Ze i t der Spez ia l i s ie rung au f a l len Geb ie ten der Wissenschaf t
is t e in so lches Vogel -St rauss-Forschen e ine der wenigen
Mög l i chke i ten fü r e inen jungen Wissenscha f t l e r.
Nun zu r Arbe i t se lbs t :

I n Kap i t e l l , §6 habe i ch me ine A rbe i t s z i e l e au fge füh r t . Gehen
w i r s i e s c h r i t t w e i s e d u r c h .

- D ie F rages te l lungen könn ten spez ie l l im H inb l i ck au f

K a p i t e l I I I n o c h v e r f e i n e r t w e r d e n . F ü r K a p i t e l I I s i n d
sie allgemein genug gewesen.

- Die Bezeichnungen haben sich bewährt.

- Dass d ie Da rs te l l ung ve rs tänd l i ch I s t , i s t m i r das g röss te

An l iegen . Ob d ieses Z ie l e r re i ch t worden i s t , kann i ch n ich t
b e u r t e i l e n .

- Viele Fragen sind beantwortet worden. Dabei müssen diese
Antworten als Anfang für neue Forschungen gesehen werden, dem

hauptsäch l i ch d ie rekurs iven A lgor i thmen be f r ied igen mich
n ich t ganz .

- Der Zusammenhang der Problemstellung mit Aufgaben aus der

Wahrsche in l i chke i ts rechnung, Kombinator ik ,Geomet r ie und
Unte rha l tungsmathemat ik w i rd s i ch tbar.

- An neuen Fragestel lungen mangelt es nie.
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§ 4 Formelsammlung

( -fc bedeutet: der Satz ist noch nicht bewiesen.)

( 1 ) P ' K n ) = 2 (n-1)

(z1, z, z. . . z /) m
( 2 ) p " x - ( n ) m n-1

i = l U i - l j

( 3 ) p " x " ( n ) = Z p * ( n - g .
( % , g , , ^ . . . g m / ) 1 = 1 ( ^ , g , , ^ .

' l - ^ 5 ] n
( 4 ) f ( n )

(5)

1+/5
l 2

/ 5

p - ; ; - ( n ) = I n t ( S ) - I n t ( ^ i )
( g / ) g 6

I n t ( Ä )
( 6 ) p * ( n ) = 2

( l , g / ) 1 = 0
n - ( g - l ) i '

( 7 ) p " x " ( n ) = p » ( n - a )
(G = (g|g=a mod b)/) (a,b/)

( 8 ) p - ( n ) + p * ( n ) ■ = p * ( n )
( / e ) ( G = { g | g / e i / )

, / )

(9) P';"(n)
( / e )

n - e
Z

1 = 0
2 ( n - e - i - l ) [ 2 ( i - D _ * ( i )1 ( / e ) n> e

( 1 0 ) p * ( n )

(12)

m n-e .
= Z Z J p M i ) p---(n-e.-i)

(/%q»^%i • • .e.ej j=l i = 0l(G = {g|g/e1Ag/^. . .g/e)/) ( /e^, e^. . . ( e.-l) e,. . £em )
(11) p* (n ) = p* (n ) - p - ; ; - (n )

(/ei, ej
P * (n ) + p*(n)

(G = {g|g/e1}/) (G = {g|g/e2}/) (G={ g | g^/lgj^/ )

( / l ) m n
p"; ; - (n) = d(n) = n (a.+ l ) = Z

1=1 1=1 In t ( f ) - I n t (S j i )

( / y )
( 1 3 ) p * ( n )

n-1 ( / y ) ( / y - i ) ( / y - i )
1=1 H/i)p* (n - i ) + p" ; ; - (n - i ) + p* (n - i )

( / i

(/yi,y2,y3...ym)( 1 4 ) P " " ( n )
m ( / y ± )
Z p-x-(n)

1=1



(16)

(17)
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(15) If I V;-(n) = Ifti [+p*(in-i)
I f

I f

( 1 8 ) I f

( 1 9 ) I f

(20)

(21)

( 2 2 ) | f

( 2 3 ) I f

( 2 4 ) I f

+ p * ( n ) = ( n - f + 3 ) . 2 ( n ~ f - 2 ) , n > f
( a / )

+p*(n) = n - f - 1
z-2

(z, z^ z. . .z /)
+P"(n)

m
Z

1=1
n - f - 1
z. -2l

n - f i
+ p * ( n ) = Z p * ( i ) - p * ( n - f - i )

( G / ) 1 = 0 H G / ) ( G / )

+p-;;-(n) = |f+i |+p---(n + i)
( G / ) ( G / )

feG

+p-;;-(n)
( / f )

f |+p*(n)

n-f r
^ p * ( n ) = Z p * ( i ) . p * ( n - f - i ) + p * ( i ) - p * ( n - f - i ) - p * ( i ) . p * ( n - f - i ) , f / e
( / e ) i = 0 K / e ) ( / e ) ( / e ) ( / e ) J

+p*(n) = If+i |+p";;-(n+i) , f /e
( / e ) f / e )

+ p * ( n ) = ( I n t ( f ) - i n t ( S j i ) ) . n / f

( 2 5 ) p ( n ) p(n-e1-e2-e3-. . .-e )
m

( 2 6 ) p ( n ) = Z p ( n - g ± )
i g ^ g ^ g - ' g j ) 1 = 1 U i + i . g i + 2 - * - g m / )

( 2 7 ) p ( n ) = p ( n - e 1 - e 2 - e 3 . . . e ) '
(G/e1,e2,e3. ..em) (G/)

( 2 7 a ) p ( n ) = p ( n - e )
( / e ) ( 1 , 2 , . . . e - 1 , e / )

( 2 8 ) p ( n ) = Z p ( n - e )
( / i ) 1 = 1 ( / I )

( z / ) ( 1 , 2 , . . . z / )
( 2 9 ) p ( n ) = p ( n - z )

( x / )
( 3 0 ) p ( n ) = p ( n )

( / x )
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(30a)

(30b)

(31)

(32 )

(33 )

(34)

(35)

(36 )

(37 )

( a / )
p ( n ) = p ( n - z )

( 1 , 2 , 3 , . . . z / )

( 1 , 2 , 3 , . . . z / )
p ( n ) = p ( n )

( 1 , 2 , 3 ,

( ( x - l ) - n / )
p ( n ) = p ( x - n )

■
-

( 1 / ) ( 2 / ) np ( n ) = 1 , p ( n ) = I n t ( " 2

a / )

( - p )p ( n ) Z
1=0

I n t ( n - l - 3 i

( a / )
p ( n ) = Z Z Z . . . Z I n t

i j = Q 1 = 0 i 3 = 0 1 = 0

fn-z + 2 -£ ( (z - j+ l ) . i ^ . )
2

m ( z i / )I. Z|, Zjj, Zj. . . z / )
p ( n ) = Z p ( n )

i = l

( z - m / )
p(n_efe2-e- ■e )m

( a / )
p ( n )
(/e1,e2,e3. ,.em)

( z / ) ( z - 1 / )
p ( n ) = p ( n - e )
( / e )

( / 2 ) n - 1 I n t ( ^ i ) i - 1
p ( n ) = Z Z X Z | I n t ( ^ ^ ) - I n t ( ^ ^ =

1 = 2 j = l

( / y ) n - y ( y - l ) / 2
p ( n ) = Z

i = y

( x / y ) ( / y )
p ( n ) = p ( n )

( / x )

k = l

I n t ( S j i ) ( / y - 1 )Z p ( n - j . i )
j = l ( 1 , 2 . . . i - 1 / )

Int( i )
( 4 0 ) | f | + p ( n ) = Z p ( n - i - f )

1=1
Int( i )

( 4 1 ) | f | + p ( n ) = Z p ( n - i - f )
( G / ) 1 = 1 ( G / )

( z / ) z ( z - i / )
( 4 2 ) | f | + p ( n ) = Z p ( n - i - f )

1=1

feG
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(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

( a / )
+ p ( n ) =

+ p ( n ) =

+ p ( n ) =
! g / )

4- p (n ) =
Vf)

4 p ( n ) =
7 e )

4- p (n) =
7 e )

4-p

( 5 0 ) p ( n

( 5 1 ) p ( n

( 5 2 ) p ( n
(G/

: ( 5 3 ) p ( n

( a /
( 5 4 ) p ( n

( 5 5 ) p ( n
( /e t

( / I
( 5 6 ) p ( n

( 5 7 ) | f | +

( 5 8 ) p ( nf/e

f

( z - 1 / ) ( z / )
+ p ( n - f ) + p ( n - f )

+ p ( n - f ) + p ( n - f )

I p ( n - f ) + p ( n - f )
( G / ) ( G / )

i p ( n - f ) + p ( n - f )

4 p ( n - e ) , f / e

4-p (n-e) + Int
( 1

l + ( e - f ) 2 J
p ( n - e )

z , z , z . . . z / )
C n f 3 m
G / e )

m ( z i - 1 / )
Z | f U p ( n - e ) + I n t

1 = 1 ' ( G / ) a + ( f - e ) 2 ^

( z i - 1 / )
' p ( n - e )
( G / )

n
= 2 / n . z ( a ( k ) - p ( n - k ) )

k = l

I n t ( / l + 2 4 n + l
Z

k = l

n

T i i \ ( k - l ) / 3 k £ - k \( - 1 ) ' J - p { n - ^ ~ — )
I n t

+ Z
k = l

/ l + 2 4 n - l
T ( - 1 )

k - l
p ( n 3k2+k

2

= V n . i ( a ( G , k ) . p ( n - k ) )
k = l ( G / )

, , jl + 12n+lI n t ( g
= p ( n ) - 2

k = l

( a / )= p ( n - z ( z - l ) / 2 )

( - l ) ( k - l ) . p ( n - 3 k 2 + k ) | -
I n t ( f t + 1 2 n - l )

~6
k = l

( - l ) ( k _ l ) . p ( n - 3 k 2 - k

e2 ,e3 . . .em) 1=1
( Y / )= p(n)

Z / ) ( Z / )
( n ) = p ( n )
G / ) ( G / f )

= p ( n - e )
( 1 , 2 , . . . e - l / )

I n t ( — ) / . , , \y e{ / -i \ (i + l) -1( - 1 ) « p ( n - i ' e 1
\ I %, s^, e^. . . e
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( z / )

( 5 9 ) 2 p * ( i ) = | g | z
1 = 0 ( G / )

( a / ) | g | ( z - 1 / )
[ 6 0 ) p * ( n ) = 2 P * ( n - g . )

( G / ) 1 = 1 ( G / ) x

( a / ) n ( z - 1 / )
. 6 0 a ) p * ( n ) = 2 p * ( n - i )

1=1

0 0 ( a / )
, ' 6 l ) Z | f | + p * ( i ) = z . | G | ( z - l }

1 = 0 ( G / )

( a / ) ( z - 1 / )
6 2 ) | f | 4 - p * ( n ) = z - p " ; ; - ( n - f ) , f e G

( G / ) ( G / )

feG

:63)

67)

- ( a / )
2 p * ( i ) = | G

1 = 0 ( G / e )

( z / z ) ( z / )
p ( n ) = p ( n )

- ( z / )
Z p ( i ) =

1 = 0 ( G / )

- ( a / )
Z p ( i ) =

1 = 0 ( G / e )

o o ( z / )
Z | f | + p ( i )

1 = 0 ( G / )

G - l

G \ + z - V
z >

G | + z - 2 '
z - 1 >

f | G | + z - l ]
z-1

eeG

( 6 8 ) Z p ( i ) = 2 | U
1=0 (G / )

( 6 9 ) p ( n ) = p ( S G - n )
( G / ) ( G / 7

Z p ( n ) = 2
i = 0 ( G / e )

( l G l - 1 , e£G

( 7 1 ) p ( n ) = p ( n - e ) , e £ G
( G / e ) ( G = { g | g / e } / )
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72) lfl+p(n) = p(n)
( G / ) ( G / f )

( 7 3 ) p ( n ) =
(G/)

Sin
P(n-g^ )

1 = 8 ! l ( G ' = { g | g / g . } / ) x
/n

n
( 7 3 a ) p ( n ) = V n - Z I p ( n - i ) - g .

1 = 1 l ( G = { g | g / i } / ) x

(74)

75)

- ( a / )
I p ( n )

1=0 (G/)

( a / )
Z p ( n )

1=0 (G/e)

G
z

G | - l
z-1 eeG

( a / ) ( z / )
7 6 ) | f | + p ( n ) = p ( n )

( G / ) ( G / f )

(79)

feG

( a / )
( 7 7 ) p * ( n )

(G/e,e2,e3. ..em.

( 7 8 ) p * ( n )
( G / e , e , e . . . e )1 2 3

( a / )= z I «p (n )
(G/ea,e2,e3...em)

n ( 1 / )
_ Z p ( n )

. , ( G / e , e , e . . . e )
1 = 1 l 2 3 r r r

( a / )
Z p * ( D =

1=0 (G/)
Gl
z

• z,

p(n) = d(n ' ) , n = 2^*n ' , n '= l mod 2

( 8 1 ) p ( n ) < 2
(G{g | logbg£N} / )

( 8 2 ) p ( V n ) =
n (2a.+1) + 1

1=1
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Resultate der Anwendungen

: i b t n - 1
1j Lösungen für die Gleichung Z e± = n, wenn e^ e>, e,. . .

n a t ü r l i c h e Z a h l e n s e i n s o l l e n
1=1

E s g i b t p " ( 2 0 n )
U i 2 , 4 , 1 0 , 2 0 , 4 0 , 1 0 0 , 2 0 0 , 4 0 0 , 1 0 0 0 , 2 0 0 0 , 4 0 0 0 , 1 0 0 0 0 , 2 0 0 0 0 / )

M ö g l i c h k e i t e n , m i t S c h w e i z e r G e l d e i n h e i t e n n F r a n k e n z u b e z a h l e n , w e n n
a u f d i e R e i h e n f o l g e W e r t g e l e g t w i r d .

D i e Wa h r s c h e i n l i c h k e i t , d i e S u m m e n z u e r h a l t e n , w e n n w i r b e i m M ü n z e n
w e r f e n i m m e r b e i K o p f 1 u n d b e i Z a h l 2 a d d i e r e n , b e t r ä g t n

Z
1=1 ( n - z . / 2 1 '

D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t , m i t n a c h e i n a n d e r z u f ä l l i g a u s g e w ä h l t e n E l e m e n t e n
a u s e i n e r b e l i e b i g e n M e n g e F n a t ü r l i c h e r Z a h l e n g e n a u d i e S u m m e n z u
e rha l t en , wenn immer dann noch e i ne neue Zah l ausgewäh l t w i r d , wenn n
n o c h n i c h t e r r e i c h t o d e r n o c h n i c h t ü b e r s c h r i t t e n w o r d e n i s t , b e t r ä g t

n ( i / )
2 p M n ) / ( G l 1

1 = 1 ( G / )

Es g i b t ?i (2 0n
, 2 , 4

)
, 1 0 ,20 . 4 0 , 100 ,200 400 ,1000 , 2000, 4000 ,10000 2 0 0 0 0 / )

Mö g l i c h k e i t e n , e i n e n Bet rag von n Franken m i t den i n d e r Schweiz
ge b r ä u l i c h en G eldsä i n h e i t en zu wechse ln .

D i e A n z a h l ganzza h l i g e r p o s i t iver Lösun gen der Glei c h u n g
m
Z (E • e . )

beze i chnen wir mi t h(el,e2 ,e3 , .. . e /n )m • 1=1
Diesen Wer t berec hnen wir so: Wir nehmen zuerst g l e i c h e K o e f fi z i e n t e n
zusammen : h(si »e 2 , c3 , . . .£m/n )=h(a^, ^e^, • • • • d C-w w / n ) . M i t f o l g e n d em
Ve r f a h r e n r e d u z i e r e n w i r d a s
das Problem h(e' , e' , . . . e.'./n ) :1 - 2 W

Problem h.( ae1 , ae1 ,1 1 2 2 . . . ,a E« /w w n ) s u k z e s s i v e au f

h { Qß±> a2?2» ' ' . a z /nww )=h(a1e1', ag£, . . • a e' /n-e'w w w )+h(aie' , a£',2 2 . . . (a w- l ) e ' / nw - 8 ' )W
h(e' ,e'2 , . . .e' /n)w ' b e r e c h n e n w i r s c h l i e s s l i e h s o :

^ 1 9 2 > * * .e' In)w ' = p ( n )
e* )wxlL 1 , c2 , • • •
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E s g i b t Z
1 = 0

l n t ( £ = i - ) m t ( f )
Int(^2l=2i) - Z

1=0 I n t ( | ) verschiedene Dreiecke mit

ianzzahligen Seiten und Umfang n.

In t ( / i -V (2m) )
E s g i b t Z

v = I n t ( / m 7 2 ) + l
I n t ( S ) - I n t ( ^ i ) ve rsch iedene rech tw ink l i ge

Dreiecke mit Umfang n=2m und ganzzahligen Seiten.

Die Wahrscheinl ichkei t , beim"Black-Jack" 21 zu erhal ten, wenn man vor
d ie A l te rna t i ve ges te l l t i s t , en tweder 21 oder da rüber zu haben , be t räg t

2 1 ( 1 / )
W = Z P " X ( 2 1 ) / l o i = n

1 = 1 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 . 1 1 / ) ' 1 ± L



■154-

§ 5 Zusammenste l lung der Beze ichnungen

B e r e i c h 1 :

B e r e i c h 2 :

B e r e i c h 3 :

Bereich A'

Bereich 5-

B e r e i c h 6

B e r e i c h 7

B e r e i c h 8 :

D i e F u n k t i o n p ( n ) , w e l c h e a n g i b t , a u f w i e v i e l e A r t e n s i c h
e i n e n a t ü r l i c h e Z a h l n i n n a t ü r l i c h e S u m m a n d e n z e r l e g e n
läss t , wenn de r Re ihen fo l ge de r Summanden ke ine Beach tung
g e s c h e n k t w i r d , w i r d e r w e i t e r t :

A n z a h l E l e m e n t e p r o Z e r l e g u n g . Z

A n z a h l v e r s c h i e d e n e r E l e m e n t e p r o Z e r l e g u n g . Y

M ö g l i c h e E l e m e n t e . G

O b l i g a t o r i s c h e E l e m e n t e , e

Ve r s c h i e d e n a r t i g k e i t d e r E l e m e n t e .
A l l e E l e m e n t e s i n d v e r s c h i e d e n .
A l l e E l e m e n t e s i n d v e r s c h i e d e n . Z w i s c h e n d e m k l e i n s t e n
und dem g röss ten E lemen t müssen a l l e mög l i chen E lemen te
vorkommen.

Anordnung de r E lemen te .* A u f d i e R e i h e n f o l g e d e r E l e m e n t e w i r d g e a c h t e t .

D i m e n s i o n .
2 D i e E l e m e n t e s i n d Q u a d r a t e .
3 D i e E l e m e n t e s i n d W ü r f e l .

A n d e r e F r a g e s t e l l u n g .
| f | 4- Anzahl Elemente f im ganzen Komplex.

d ( n ) A n z a h l T e i l e r d e r Z a h l n .
ö ( n ) S u m m e d e r Te i l e r v o n n .
o ( G , k ) S u m m e d e r Te i l e r v o n k . J e d e r Te i l e r i s t E l e m e n t v o n G .

G | A n z a h l E l e m e n t e v o n G .
slLS-J ) An aaJaJ Tr-1 sauaaAa sta^T / o n f f , — w e l o h o g r ö o o o r o i n d a l o i

Summe al ler Elemente von G.

h ( s 1 , e 2 , E 3 , . . . E / n ) A n z a h l p o s i t i v e r g a n z z a h l i g e r L ö s u n g e n d e r
G l e i c h u n g e e + £ e + e e + . . . £ e = n


