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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

V� A� Zalgaller

KRATQA�XIE LINII OSMOTRA SFERY

x�� Postanovki zadaq

���� Naqnem s planimetriqeskih voprosov�

�� Kakova na ploskosti iduwa� vne otkrytogo ediniqnogo kru�
ga kratqa�xa� lini�� dviga�s	 po kotoro�� mo
no osmotret	 iz�
vne vse toqki graniqno� okru
nosti S �togo kruga� 
Esli luq
zreni� kasaets� okru
nosti S� to toqka kasani� to
e sqitaets�
uvidenno���

�� Kako� budet kratqa�xa� lini� osmotra� esli dopolnitel	�
no potrebovat	� qtoby i ee naqalo i ee konec le
ali na S�

�� Kakova kratqa�xa� lini� osmotra� esli na S ob�zano le�

at	 tol	ko ee naqalo�

Otvetami na �ti prostye voprosy slu
at linii AF � izobra�

ennye sootvetstvenno na ris� ��a�b�v�

Ris� ��

���� Esli k iskomo� krivo� AF dobavit	 naqal	ny� radius OA�
to lini� ris� ��v poslu
it tak
e otvetom na sledu�wi� vopros
Bellmana ����

�a� Vy nahodites	 v toqke � vnutri poluploskosti� ograni�
qenno� pr�mo� p� na rassto�nii � ot granicy� no ne znaete� kak
po otnoxeni� k Vam raspolo
ena granica p� Dviga�s	 po kako�

��
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naibolee korotko� traektorii� Vy zavedomo vy�dete na granicu
p�

Rexenie 
ris� ��v� ukazano Isbellom ���� dokazatel	stvo po�
qti oqevidno� ego mo
no na�ti v rabote ���� posv�wenno� drugo�
mu voprosu Bellmana�

���� Ewe prowe sledu�wie voprosy�
�� Kakova kratqa�xa� lini� osmotra� iduwa� �na posto�nno�

vysote� nad okru
nost	� S�
�� Kak izmenits� �ta lini�� esli k ee dline v naqale doba�

vl�t	 �vertikal	ny�� spusk na S�
�� Kak izmenits� �ta lini�� esli �pod�em� uqityvat	� a spusk

ne uqityvat	�
Otvetami na voprosy ����� slu
at linii AF � izobra
ennye

sootvetstvenno na ris� ��a�b�v�

Ris� �a� Ris� �b� Ris� �v�

��������
�����ctg��

������	
�
�����	�ctg��

��������
����� �

�
�ctg��

���� Cel	 nasto�we� raboty � rexit	 zadaqi� �vl��wies� pro�
stranstvennymi analogami voprosov ������	

Zadaqa �� Kakova v R� naibolee korotka� lini�� iduwa� vne ot�
krytogo ediniqnogo xara� ograniqennogo sfero� S� esli dviga�s� po
�to� linii mo�no uvidet� vse toqki sfery S	

�Ne sleduet dumat�� qto zadaqi 	
� sv�zany s osmotrom Zemli so sput

nika� Tam igra�t rol� inercionnoe dvi�enie sputnika� vrawenie Zemli�
trebuemy� ugol obzora�
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Zadaqa �� Kako� budet kratqa�xa� lini� osmotra� esli dopolni�
tel�no trebovat�� qtoby i ee naqalo i ee konec le�ali na sfere
S	

Zadaqa �� Kakova kratqa�xa� lini� osmotra� esli na S ob�zano
le�at� tol�ko ee naqalo	

Zadaqa �� Kakova kratqa�xa� iz lini� osmotra� iduwih na po�
sto�nno� vysote nad S	

Zadaqa �� Kak izmenits� iduwa� na posto�nno� vysote naibolee
korotka� lini� osmotra� esli v ee dlinu vkl
qat� vertikal�ny�
pod�em ot S v naqale i vertikal�ny� spusk na S v konce	

Zadaqa 	� Kak izmenits� �ta lini�� esli naqal�ny� pod�em uqi�
tyvat�� a spusk � ne uqityvat�	

���� Esli v zadaqe � k iskomo� linii AF dobavit	 naqal	ny�
radius OA sfery S� to rexenie zadaqi � dast otvet na sledu��
wee obobwenie voprosa Bellmana�

Zadaqa �a� Vy nahodites� v toqke O vnutri poluprostranstva�
ograniqennogo ploskost�
 P � Na rassto�nii � ot granicy� no ne
znaete� kak po otnoxeni
 k Vam raspolo�ena granica P 
 Dviga�s�
po kako� naibolee korotko� traektorii� Vy zavedomo vy�dete na
granicu P	

Povodom k napisani� nasto�we� stat	i poslu
ilo 
elanie
otvetit	 na vopros zadaqi �a� zadanny� V� V� Makeevym pri
obsu
denii raboty ����

x�� Zadaqi � i �

���� Qtoby predstavit	 sebe� v kakom bolee uzkom klasse kri�
vyh� zavis�wem ot nebol	xogo qisla parametrov� celesoobrazno
iskat	 rexenie zadaqi �� my vospol	zuems� ne vpolne strogimi
�pravdopodobnymi� soobra
eni�mi�

���� Naqnem so vspomogatel	nogo zameqani��
Pust	 toqka P nahodits� vne xara� i pust	 iz P na sfere S vi�

den geodeziqeski� krug� geodeziqeskogo radiusa r� Pri �tom toq�
ka P nahodits� ot centra O sfery na rassto�nii �� cos r� Esli�
ostava�s	 na to� 
e vysote �� cos r�� nad S toqka P sdvinets� na
maloe rassto�nie ds� to krug vidimosti na S soverxit povorot
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na ugol d� � cos r ds vokrug nekotoro� osi� prohod�we� qerez
centr sfery� Oboznaqim h � � sin r prostranstvenny� diametr
sferiqesko� xapoqki� kotoro� �vl�ets� krug vidimosti radiu�
sa r� Pri povorote na d� dopolnitel	na� plowad	 d�� pokryva�
ema� na S krugami vidimosti� budet ravna d� � hd� � sin �r ds�
Po�tomu otnoxenie d��ds budet naibol	xim pri r � ����

Ots�da my delaem vyvod� qto iskomye linii osmotra proho�
d�t na ne oqen	 bol	xih i ne oqen	 malyh vysotah nad sfero� S�
Preimuwestvenno � na vysotah� po por�dku sravnimyh s

p
�� ��

���� V kaqestve sledu�wego xaga uka
em dovol	no korotku� li�
ni� osmotra� prohod�wu� imenno na posto�nno� vysote

p
�� ��

Rassmotrim kub s centrom O takogo razmera� qto ego rebra
kasa�ts� sfery S� Otsekaemye gran�mi �togo kuba xapoqki �
geodeziqeskie krugi sfery budut imet	 radiusy ���� Zanumeru�
em ih centry A	� A�� A�� A�� A�� A
 kak ukazano na ris� ��

Ris� ��

Opixem vybiraemoe dvi
enie kruga vidimosti K� Pervona�
qal	no ego centr A razmestim v toqke A	� Zatem krug povora�

qivaets� na sfere vdol	 poluokru
nosti
�

A	A�� Zatem centr A
kruga K peremewaem po S �pr�mo�� vdol	 bol	xo� poluokru
�
nosti A�A�A�� Posle qego krug K povoraqivaets� vokrug toqki

B��� pri �tom ego centr A opisyvaet poluokru
nost	
�

A�A�� Ves	
put	 centra A izobra
en 
irno� linie� na ris� ��

Netrudno prosledit	� qto pri takom dvi
enii krug K zaqer�
qivaet vs� sferu�
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Obratims� k stroeni� sootvetstvu�we� linii osmotra� Ona

sostoit iz dvuh ravnyh qaste�� iduwih nad
�

A	A�A� i nad

A�

�
A�A�� Rassmotrim tol	ko pervu� iz �tih qaste�� Toqki linii

osmotra� le
awie nad A� budem oboznaqat	 P �
Kogda krug K povoraqivals� vokrug B	�� ogiba�we� prohodi�

myh polo
eni� kruga K slu
it geodeziqeska� duga C � B	�B���
Ona izobra
ena punktirom na ris� �� Rassmotrim cilindr� ka�
sa�wi�s� sfery S vdol	 C� Pri dvi
enii A iz A	 v A� soot�
vetstvu�wi� uqastok P	P� linii osmotra raspolo
en na �tom
cilindre�

Rassmotrim ewe konus� kasa�wi�s� S po granice kruga K s
centrom A�� Pri dvi
enii centra A na uqastke A�A� sootvet�
stvu�wi� uqastok P�P� linii osmotra le
it na �tom konuse�

Na ris� � izobra
eny razvertka upom�nutyh cilindra i konu�
sa� Na razvertke ukazana lini� osmotra P	P�P�� Ee dlina 	

�L �

� � ��
p
�� Obwa� dlina linii osmotra L � ��� �

p
�� � ���	�
�

���� Dl� vybranno� linii osmotra oblasti� zaqerqivaemye
dvi
eniem K� udobno razdelit	 na sledu�wie qetyre qasti�
�Verhn�� xapka� � tak my nazyvaem naqal	ny� krug vidimosti�
�Po�s� � oblast	� zaqerqivaema� krugom 
vidimosti pri dvi�

enii A vdol	 A�A�A��� kogda on kasaets� i verhne� i ni
ne�
xapok� �Pr�
ka� � ne pokryta� predyduwimi qast�mi oblast	
na S� zakl�qenna� me
du krugami s centrami A	� A�� A�� A��

Ris� ��

���� Vybranna� v p� ��� lini� osmotra koneqno ne �vl�ets� opti�
mal	no� dl� zadaqi �� Otkazavxis	 ot dvi
eni� na posto�nno�
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vysote nad S� dlinu linii osmotra mo
no uluqxit	 na sledu�
�wem puti�

Vo�pervyh� koncy linii osmotra celesoobrazno pripodn�t	
nad S� Pri �tom radiusy verhne� i ni
ne� xapok uveliqats��
�to pozvolit prohodit	 po�s na men	xih vysotah�

Vo�vtoryh� hot� po simmetrii zadaqi estestvenno vybirat	
radiusy verhne� i ni
ne� xapok odinakovymi� net neobhodimo�
sti raspolagat	 ih centry A	 i A� v diametral	no protivopo�
lo
nyh toqkah� 
Bolee togo� poskol	ku po�s stal �u
e ��� v sv�zi
s uveliqeniem xapok� estestvenno A	 i A� neskol	ko sblizit	�
qto sdelaet po�s snova xire� hot� i ne posto�nnym po xirine��

V�tret	ih� hot� po simmetrii zadaqi estestvenno vybirat	
po�s simmetriqnym otnositel	no ploskosti OA	A�� net priqin�
qtoby geodeziqeska� duga A�A�A�� slu
awa� �dlino�� po�sa�
byla celo� poluokru
nost	�� 
Skoree v optimal	nom sluqae
ona budet znaqitel	no koroqe��

��	� Perva�� dostatoqno estestvenna� gipoteza� prinimaema� v
naxe� rabote� sostoit v tom� qto dl� kratqa�xe� linii osmotra
sohranits� razbienie pokryti� S krugami vidimosti na verh�
n�� xapku� ni
n�� xapku� po�s i pr�
ku�

Stroenie poslednih mo
no zadavat	 trem� parametrami r� u�
v� ukazannymi na ris� ��

Ris� ��

��
� Pr�
ka� kak pravilo� budet ograniqena dvum� bol	ximi�
sravnitel	no blizkimi krugami vidimosti s centrami A	� A� i
men	ximi krugami s centrami A�� A� 
ris� ��� Pust	 C	�C�� �
obwa� kasatel	na� geodeziqeska� k krugam s centrami A	 i A��
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Ris� ��

Vtora�� tak
e dovol	no estestvenna� gipoteza� prinima� v na�
xe� rabote� sostoit v tom� qto dl� uqastka P	P� linii osmotra
krug vidimosti 
centr kotorogo peremewaets� iz A	 v A�� iz�
men�ets� tak� qto on vse vrem� kasaets� snaqala geodeziqesko�

C � C	�C��� a zatem � ni
ne� xapki na uqastke
�

C��B���

���� Pust	 r� u fiksirovany� Pri �tom fiksirovano i T �
jC	�C��j� Obsudim� gde pri �tom celesoobrazno razmewat	 toq�
ku A�� Otmetim vspomogatel	nu� toqku D � centr kruga na S�
kasa�wegos� verhne� i ni
ne� xapok� priqem ni
ne� � imenno
v toqke C�� 
ris� ��� Oboznaqim � geodeziqeski� radius �togo
kruga�

Rassmotrim cilindr� kasa�wi�s� sfery S po linii C	�C���

i konus s verxino� P�� kasa�wi�s� S po uqastku
�

C��B�� grani�
cy ni
ne� xapki� Ves	 uqastok P	P� linii osmotra ob�zan le�

at	 na �tom cilindre i �tom konuse� Ih sovmestna� razvertka
izobra
ena na ris� �� Pri �tom iz sferiqeskogo treugol	nika
QA�C�� imeem

T � jC	�C��j � �arc cos
cos u

cos r
�

	 � �QA�C�� � arc tg
tg r

tg u
�

j
�

C��B��j � �� � 	� sin r�
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Ris� 	�

Polo
enie toqek P	� P�� P� na razvertke fiksirovano� Na
ris� � qerez 
 oboznaqen radius kruga vidimosti s centrom A��


 � � � �u� r��

Na ris� � otmeqena tak
e toqka HQ� le
awa� nad Q� i toqka
HD� le
awa� nad D� Punktirna� lini� na uqastke HQHD idet
nad centrami krugov� kasa�wihs� verhne� xapki i kratqa�xe�
QC��� a na uqastke HDP� � nad centrami krugov� kasa�wihs�
verhne� i ni
ne� xapok�

Lini� osmotra na uqastke P	P� na razvertke dol
na byt	
vozmo
no koroqe� Ee krugi vidimosti zavedomo budut pokry�
vat	 nu
nu� qast	 pr�
ki i po�sa� esli na razvertke �ta lini�
ne opustits� ni
e punktirno� linii HQHDP��

� Po�tomu lini�
osmotra celesoobrazno sostavit	 iz kasatel	no� P	P�� prove�
denno� iz P	 k punktirno� linii HDP�� i iz uqastka P�P� �to�
punktirno� linii�

���� Vyvedem uravnenie linii HDP� v pol�rnyh koordinatah

�V p� ��	� my ubedims�� qto trebovanie proho�deni� linii osmotra
na razvertke ne ni�e prilega�wego k P� uqastka linii HDP� ne bylo
naprasnym� qtoby krugi vidimosti pokryvali sferu S bez prosvetov�
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�l� ��� otsqityva� pol�rny� ugol � po qasovo� strelke ot osi
P�HD 
ris� ���

Iz treugol	nika QAA� 
ris�  � imeem

���� � 	�
� tg r

sin r
� 	�

�

cos r
�

tg u � tg�r � z���� cos �����

l��� � tg r � tg z����
dl

dz
�

�

cos� z���
�

Dl� udobstva vyqisleni� vvedem ���� � ���� � �
� � Togda

���� � 	� �

�
�

�

cos r
�

d�

d�
�

�

cos r
�

tg�r � z��� � �

�
� � �ctg�r � z���� � �cos ����

tg u
�

sin ����

tgu
�

dz

d�
�

sin��r � z���� cos ����

tgu
�

z��� �
�

�
� r � arc tg

sin ����

tg u
�

k��� �
�

l

dl

d�
�

�

l

dl

dz

dz

d�

d�

d�
�

sin��r � z���� cos ����

l��� cos� z��� tg u cos r
�

l��� � tg r � tg z����

Ris� 
�
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Ris� ��

���
� Pust	 P � toqka na linii HDP� i pr�ma� M	PM� perpen�
dikul�rna osi P�O� a PN � kasatel	na� k HDP� 
sm� ris� ���
Togda


	��� � �P	PM	 � arc tg

�
� tg r � l��� cos�

T � l��� sin�

�
�


���� � �NPM� � �� arc tg k����

V toqke P� dol
no vypoln�t	s� ravenstvo


	��� � 
�����

Pri fiksirovannyh r� u koren	 �� �togo uravneni� edinstvenen�
le
it v intervale � � �� � q � �� � 	� cos r� Ego qislenny�
poisk legko osuwestvl�ets� metodom dihotomii� pust	 � � � �

�� Nahodim 
	�
	
������� i 
��

	
���� ���� Esli 
	 � 
�� zamen�em �

na 	
� �� � ��� a esli 
	 � 
�� zamen�em � na 	

��� � �� i povtor�em
process�

����� Pust	 koren	 �� na�den� Togda dl� obwe� dliny L linii
osmotra imeem L � ��L	 � L��� gde

L	 � jP	P�j �
p
�� tg r � l���� cos���� � �T � l���� sin�����

L� j
�

P�P�j �
����� cos rZ

��

s�
dx

d�

��

�

�
dy

d�

��

d� �

qZ
��

l���
p
� � �k������d��
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����� Komp	�terny� analiz funkcii L�r� u� byl proveden vo
vse� oblasti �

� � r � u � �
� � Znaqeni� integrala L� opredel��

lis	 po formule Gaussa s � uzlami� Analiz pokazal� qto funkci�
L�r� u� imeet edinstvennu� toqku minimuma� r � u � ������� Pri
�tom �� � ����	�	
�� qemu sootvetstvuet v � ��
����� Minimal	�
noe znaqenie L � 
��	
		��

����� Takim obrazom� rexeniem zadaqi � my sqitaem lini�
osmotra� polovina P	P�P� kotoro� izobra
ena na ris� �!� Vto�
ra� ee qast	 P�P�P� simmetriqna izobra
enno� otnositel	no
pr�mo� QOP��

����� Zameqanie� Byla li neobhodimost	 v tom� qtoby lini�
vidimosti na razvertke ris� � xla ne ni
e punktirno� linii
HQHDP�� Rassmotrim �tot vopros dl� konkretnogo sluqa� vy�
brannyh znaqeni� r � u � ������� �� � ����	�	
�� V �tom sluqae
razvertka imeet vid ris� ��� Ugol

� � �P�P	P� � arc tg
l���� sin��

� tg r � l���� cos��
� ��	�����

Pust	 � � ploskost	� kasatel	na� k S v toqke Q 
ris� ����
Pri dvi
enii toqki P po vybranno� linii osmotra skorost	
V v naqal	no� toqke P	 le
it v ploskosti � i napravlena pod
uglom � k luqu P	Q� Pri �tom skorost	 W dvi
eni� toqki A po
sfere S v naqal	no� toqke A	

Ris� ���
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Ris� ���

Ris� ���

obrazuet s geodeziqeskim radiusom A	Q nekotory� ugol �� Na��
dem �� V trehgrannom ugle� obrazovannom luqami P	Q� P	V � P	A	

dvugranny� ugol pri rebre P	Q raven ���� pri rebre P	A	 raven
�� a ploskie ugly� �QP	V � �� �QP	A	 �

�
� � r� Ots�da

tg � � sin�
�

�
� r� tg��

qto daet

� � arc tg
tg �

cos r
� ���	�	��
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Pri naqal	nom dvi
enii kruga vidimosti ego centr sdviga�
ets� iz A	 v napravlenii W � a ego radius izmen�ets� tak� qto
odnim kraem krug vidimosti �vylezaet� iz verhne� xapki v toq�
ke Q� Togda drugo� kra� kruga vidimosti �vylezaet� iz verhne�
xapki v toqke Q� tako�� qto radius A	Q

� simmetriqen radiusu
A	Q otnositel	no napravleni� W 	� Pri �tom toqka Q� otstoit
ot Q vdol	 granicy verhne� xapki na dlinu �� sin r� Vse �vnex�
nie� toqki kra� verhne� xapki na ego uqastke Q�B	� osta�ts�
nepokrytymi� Po�tomu pri vseh

� � �Q� �
�� sin r

tg r
� ��
	



lini� osmotra P	P
a

� P� na razvertke ris� �� de�stvitel	no ob��
zana idti ne ni
e uqastka HQ�P� punktirno� linii HDP��

����� Obratims� teper	 k zadaqe ��
Pust	 lini� osmotra naqinaets� v toqke A	 na S� Oqevid�

no �to� linii celesoobrazno srazu transversal	no podnimat	s�
nad S� Pri �tom maly� naqal	ny� uqastok A	P linii budet le�

at	 vnutri kasatel	nogo k S konusa s verxino� P 
ris� ���� Do
teh por� poka �to budet tak� krug vidimosti iz posledne� toq�
ki pokryvaet sobo� vse krugi vidimosti iz predxestvu�wih P
toqek linii osmotra� Radius 
e kruga vidimosti iz samo� toq�
ki P zavisit tol	ko ot ee vysoty nad S� Po�tomu na nekotorom
pervonaqal	nom uqastke A	P	 kratqa�xa� lini� osmotra ob��
zana predstavl�t	 sobo� pr�mo� vertikal	ny� pod�em iz toqki
A	�

No v nekotoro� toqke P	 pridets� sdelat	 povorot� Pri �tom
dostatoqno kruto�� skorost	 V	 dal	ne�xego dvi
eni� iz P	

ris� ��� budet napravlena vne izobra
ennogo punktirom na
ris� �� prodol
eni� kasatel	nogo konusa�

Po analogiqnym soobra
eni�m zakanqivat	s� kratqa�xa� li�
ni� osmotra v uslovi�h zadaqi � dol
na tak
e vertikal	nym
spuskom na S�

Po�tomu dl� rexeni� zadaqi � mo
no pol	zovat	s� vsemi
formulami p� ������ Tol	ko na �tot raz predstoit minimizi�
rovat	 funkci�

L�r� u� � ��L	�r� y� � L��r� u� �
�

cos r
� ���
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Ris� ���

Zdes	 �
�

	
cos r��

�
� dlina uqastkov vertikal	nogo pod�ema i spus�

ka�

���	� Komp	�terny� analiz pokazal� qto nova� funkci� L�r� u�
tak
e imeet edinstvennu� toqku minimuma� r � ������� u �
�����
� Pri �tom �� � �������
� Poslednemu sootvetstvuet� v �
���
���� Minimal	noe znaqenie L � ����			���

Primerny� vid ne sam�o� kratqa�xe� linii osmotra� a proek�
cii A	A�A� ee uqastka P	P�P� na sferu S izobra
en na ris� ��

irno� linie�� Zdes	 r � A	B	 � A�B�� u � QA	 � QA�� toqka
M � C	��

Ris� � pri na�dennyh r� u prinimaet vid ris� ��� Na �to� raz�
vertke cilindra i konusa horoxo viden harakter uqastka P	P�P�
na�denno� kratqa�xe� linii osmotra A	P	P�P�P�P�A� dl� zada�
qi ��

���
� Zameqanie� Proverim� analogiqno p� ����� neobhodimost	
dl� linii P	P� na razvertke ris� �� ogibat	 sverhu punktirnu�
lini� HDP�� Na �tot raz rol	 toqki Q 
ris� ��� budet igrat	

�Znaqenie v nahodits� iz pr�mougol�nogo sferiqeskogo treugol�nika
A�QA� so storonami u� r� z���
 � ��
�
���
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Ris� ���

Ris� ���

toqka M � C	��

tg� �
T � l���� sin��

� tg r � l���� cos��
� �����
��

� � arg tg
tg�

cos r
� ���
��
�

	 � arc cos
tg r

tgu
� �������

Analogom toqki Q� slu
it toqka M � 
sm� ris� ���� Na ris� ��
qerez HM � oboznaqena toqka� le
awa� nad centrom kruga� kasa�
�wegos� verhne� i ni
ne� xapok� priqem verhne� v toqke M ��
Pri vseh

� � �� � �M � �
���� �	� sin r

tg r
� ���
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lini� osmotra P	P�P� na razvertke ris� �� de�stvitel	no ob��
zana idti ne ni
e uqastka HM �P� punktirno� linii HDP��

x�� Zadaqi � i �a

���� Lini� osmotra harakterizuem trem� parametrami� radi�
usom r	 verhne� xapki� radiusom r� ni
ne� xapki i uglom w�
kotory� na sfere S obwa� 
vnutrenn��� kasatel	na� �tih xapok
obrazuet s kratqa�xe� A	A�� soedin��we� centry �tih xapok

ris� ���� Znaqeni� r	� r�� w dol
ny le
at	 v predelah

�

�
� r	 � r� � w �

�

�
�

Pri oboznaqeni�h� �snyh iz ris� ��� imeem

T	 � arc sin
tg r	
tgw

� T� � arc sin
tg r�
tgw

�

u	 � arc sin
sin r	
sinw

� u� � arc sin
sin r�
sinw

�

		 � arc sin
cosw

cos r	
� 	� � arc sin

cosw

cos r�
�

Oboznaqim

T � T	 � T�� u � u	 � u�� q	 � �� � 		� cos r	�

q� � �� � 	�� cos r�� 
 � � � r	 � r� � u

�
�

Znaqenie 
 � radius kruga� kasa�wegos� verhne� i ni
ne� xapok
i ime�wego centr A� na zamknuto� geodeziqesko� A	A�� na to�
ee qasti� kotora� dopoln�et dugu A	QA� 
ris� ����

Ris� ���
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���� Lini� osmotra na uqastke P	P� dol
na idti snaqala na ci�
lindre� kasa�wems� sfery S po linii C	�C��� a zatem � na ko�
nuse s verxino� P�� kasa�wems� sfery po duge C��B�� 
ris� ���
kra� ni
ne� xapki�

Rassmotrim na tom 
e konuse 
sm� ni
e na ris� �� ego raz�
vertku� lini�� iduwu� nad centrami Z teh krugov� kotorye ka�
sa�ts� verhne� i ni
ne� xapok� Geodeziqeskie radiusy �tih
krugov oboznaqeny z 
ris� ����

Ris� �	�

Iz treugol	nika A	ZA� legko vyrazit	 tg z kak funkci� ugla
�	� Imeem

cos�r	 � z� � cos�r� � z� cos u� sin�r� � z� sinu cos �	�

otkuda

tg z �
A	

B	
�

gde

A	 � cos r	 � cos r� cosu� sin r� sinu cos �	�

B	 � sin r	 � sin r� cos u� cos r� sinu cos �	�

Na sovmestno� razvertke cilindra i konusa 
ris� ��� iduwa�
nad toqkami Z lini� 
ona izobra
ena na ris� �� punktirom� v
pol�rnyh koordinatah �l� �� budet imet	 uravnenie

l	��� � tg r� � tg z��	�� �	 � 	� �
�

cos r�
�
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Ris� �
�

Pri �tom

dA	

d�
� tg r� sinu sin�	�

dB

d�
� � sinu sin �	�

Vvedem funkci�

k	��� �
�

l	

dl	
d�

�
sinu sin �	

B	
�

Na ris� ��� analogiqnom ris� �� oboznaqeno � � tg 	
�
�u�r	�r���

Uqastok P	P� linii osmotra dol
en na razvertke idti ne ni
e
punktirno� linii HP�� Uqastok P	P� budet naibolee korotkim�
esli sostoit iz pr�moline�nogo uqastka P	P�� kasa�wegos� v
toqke P� linii HP�� i uqastka P�P� samo� linii HP�� Pri �tom
toqka P� sootvetstvuet takomu znaqeni� �� ugla �� pri �tom

sm� ris� ���


	��� � 
�����

gde


	��� � arc tg
tg r	 � tg r� � l	��� cos�

T � l	��� sin�
�


���� � �� arc tg k	����

Pust	 znaqenie �� korn� uravneni� 
	��� � 
����� � � � � q�
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na�deno� Togda dliny uqastkov

jP	P�j �
p
�tg r	 � tg r� � l	���� cos���� � �T � l	���� sin�����

j
�

P�P�j �
q�Z

��

l���
p
� � �k	�����d��

���� Soverxenno analogiqno dl� vyqisleni� dliny uqastka li�
nii osmotra P�P� budem imet	 formuly

l���� � tg r	 �
A�

B�
� �� � 		 �

�

cos r	
�

A� � cos r� � cos r	 cosu� sin r	 sinu cos ���

B� � sin r� � sin r	 cos u� cos r	 sinu cos ���

k���� �
sinu sin��

B�
�


���� � arc tg
tg r	 � tg r� � l���� cos�

T � l���� sin�
�


���� � �� arc tg k�����

Posle naho
deni� korn� �� uravneni� 
���� � 
����� � � � � q	
poluqaem polo
enie toqki P� i dliny

jP�P�j �
p
�tg r	 � tg r� � l����� cos���� � �T � l����� sin�����

jPa� P�j �
q�Z

��

l����
p
� � �k������d��

���� Programma vyqisleni� na komp	�tere znaqeni� funkcii

L�r	� r�� w� �
� �

cos r	
� �

�
� jP	P�j� j

�

P�P�j� j
�

P�P�j� jP�P�j�

minimizacii kotoro� trebuet zadaqa �� byla sostavlena
T� V� Haqaturovo�� Korni ��� ��� kak i v p� ���!� nahodilis	
dihotomie�� Integraly vyqisl�lis	 po formule Gaussa s xe�
st	� uzlami ���� Komp	�terny� analiz pokazal� qto �ta funkci�
vo vse� oblasti

�

�
� r	 � r� � w �

�

�
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dostigaet minimuma v edinstvenno� toqke

r	 � ��
�	
� r� � ���
�� w � ��	��


vernost	 poslednego znaka ���� Pri �tom

�� � �����
��� �� � ��
������

Nakonec� minimal	noe znaqenie L � ���
������

���� Na ris� � sdelana popytka izobrazit	 primerny� vid 
na
� bolee dlinno� vvidu prisoedineni� naqal	nogo radiusa OA	�
prostranstvenno� krivo�� slu
awe� rexeniem zadaqi �a� Qe�
rez P��� i P��� oboznaqeny mesta perehoda linii s cilindra na
konusy�

Ris� ���

x�� Zadaqi �� �� �

���� Dl� zadaqi � posto�nnoe znaqenie r geodeziqeskogo radi�
usa kruga vidimosti dol
no le
at	 v predelah ��� � r � ����
Tol	ko togda lini� osmotra budet imet	 stroenie� otveqa�wee
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Ris� ���

prin�to� v punkte ��� gipoteze� Dl� ka
dogo iz takih r budem
imet	 
ris� �!�

u � jQA	j � jQA�j � � � �r� T � jC	�C��j � �arc cos
cosu

cos r
�

	 � arc tg
tg r

tgu
�

Pri �tom dlina iduwe� na posto�nno� vysote sec r � � nad S
linii osmotra budet

L��r� � �T � ��� � 	� sin r�

���� Komp	�terny� analiz pokazyvaet� qto na uqastke ��� � r �
��� funkci� L��r� dostigaet minimuma v edinstvenno� toqke r �
��
�	
� Pri �tom minimal	noe znaqenie L� � ���
���	��

���� Dl� zadaq � i � sootvetstvenno

L��r� � �T � ��� � 	� sin r � ��
�

cos r
� ���

L
�r� � �T � ��� � 	� sin r � �
�

cos r
� ���

Obe �ti funkcii vozrasta�t na uqastke ��� � r � ���� Po�to�
mu rexeniem zadaq � i � okazyvaets� otveqa�wa� r � ��� u
e
rassmatrivavxa�s� v punkte ��� lini� osmotra s prisoedineni�
em k ne� naqal	nogo pod�ema i koneqnogo spuska 
zadaqa �� ili
tol	ko naqal	nogo pod�ema 
zadaqa ��� Pri �tom minimal	nye
dliny L� � �������� L� � ��������
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���� Zameqanie� Mo
no podumat	� qto v zadaqah � i � celeso�
obrazno otkazat	s� ot gipotez p� ��� i dopustit	 men	xie zna�
qeni� ��� � r � ���� No lini� dvi
eni� po sfere S centra A
kruga vidimosti takogo radiusa r budet vynu
dena delat	 na
sfere lixni� �poluvitok�� De�stvitel	no� pri takom r lini�
dvi
eni� centra A budet imet	 na sfere S sledu�wee stroenie�

Snaqala � poluokru
nost	
�

A	A� 
geodeziqeskogo� radiusa r s
centrom v nekotoro� toqke B	� na granice naqal	nogo polo
e�

ni� kruga� Zatem � poluokru
nost	
�

A�A� radiusa �r s centrom

A	� Zatem � poluokru
nost	
�

A�A� radiusa �r snova s centrom

B	�� I nakonec � poluokru
nost	
�

A�A� radiusa �r vnov	 s cen�
trom A	� Pri �tom� naprimer� dl� zadaqi �� budet

L��r� �
�

cos r
�sin r � sin �r � sin �r � sin�r� � ��

�

cos r
� ���

No �ta funkci� ubyvaet na ��� � r � ���� i my vnov	 prihodim
k znaqeni� r � ���� 
Tem bolee �to verno dl� zadaqi ���
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Zalgaller V� A� Shortest inspection curves for a sphere�
What is the form of the shortest curve C going outside the unit sphere

S inR� such that passing along C we can see all points of S from outside�
How will the form of C change if we require that C have one of its �or
both� endpoints on S� A solution to the latter problem also answers the
following question� You are in a half�space at a unit distance from the
boundary plane P � but do not know where P is� What is the shortest
space curve C such that going along C you certainly will come to P� Ge�
ometric arguments are given suggesting that the required curves should
be looked for in certain classes depending on several parameters� A com�
puter analysis yields the best curves in the classes� Some other questions
are solved in a similar way�
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